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Resumen

Un problema abierto que el Modelo Estandar no resuelve es acerca del origen de la jerarquia de
masas entre los fermiones. Se han propuesto diferentes alternativas adicionando grupos extra al
grupo de norma del Modelo Estandar o construyendo modelos hiridos con algunos de ellos. Se
ha mostrado que la simetria S35 ha dado buenos resultados si se introducen, ademas, tres doble-
tes de Higgs con su potencial invariante de S3. Sin embargo, al tomar en cuenta las condiciones
de minimizacion del potencial de Higgs, la matriz Vo as resultante exhibe una simetria residual
con ceros en algunas entradas. Siguiendo el éxito de Ss, se propone una extension del Modelo
Estandar por medio del mismo grupo, pero obtenida a partir de la simetria modular. Al hacerlo
de esta manera, se toman en cuenta ciertas funciones especiales conocidas como formas mo-
dulares, las cuales tienen una transformacion particular bajo la aplicacion del grupo modular. Al
considerar una simetria modular, es posible asignar a los campos de quarks y a los campos de
Higgs una nueva cantidad conocida como peso modular que, junto con la simetria de S3, produce
nuevas restricciones sobre la forma en que se construye el lagrangiano del sector de Yukawa v,
por lo tanto, los acoples que estaran en términos de las formas modulares. Una asignacion ade-
cuada de los campos de quarks y Higgs en S5 y sus pesos modulares permite escribir una matriz
de masa con ceros de textura. Al calcular los elementos de la matriz de mezcla de quarks Vo s
se encuentra que, efectivamente, la matriz Vo as no exhibe ceros en ninguna de sus entradas y
son comparables a los datos suministrados por el PDG.

Abstract

An open problem that the Standard Model does not solve is about the origin of the mass hierarchy
among fermions. Different alternatives have been proposed by adding extra groups to the Gauge
group of the Standard Model or by building hybrid models with some of them. It has been shown
that the S5 symmetry has given good results if, in addition, three Higgs doublets with their invariant
potential of S5 are introduced. However, when taking into account the minimization conditions of
the Higgs potential, the resulting matrix Vo g as exhibits a residual symmetry with zeros in some
entries. Following the success of S35, an extension of the Standard Model is proposed by means
of the same group, but obtained from modular symmetry. In doing so, certain special functions
known as modular forms are taken into account, which have a particular transformation under the
application of the modular group. By considering a modular symmetry, it is possible to assign to
the quark fields and Higgs fields a new quantity known as the modular weight which, together with
the symmetry of S3, produces new constraints on the way the Yukawa sector Lagrangian is built
and hence the couplings, which will be in terms of modular forms. A proper assignment of the

VII



quark and Higgs fields in S5 and their modular weights allows a mass matrix with texture zeros
to be written. When calculating the elements of the quark mixing matrix Vo gy, it is found that,
indeed, the Vi s matrix does not exhibit zeros in any of its inputs and they are comparable to
the data provided by the PDG.
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Capitulo 1

Introduccion

Una pregunta abierta que el Modelo Estandar no ha podido responder es acerca de la estructu-
ra de sabor. Para resolver esta cuestion, se han propuesto varios modelos basados en grupos
finitos tales como S3, A4, Sy, entre otros, donde se han obtenido buenos resultados. Siguiendo
esta direccion, una forma de abordar el problema es extender el Modelo Estandar con los grupos
finitos anteriormente mencionados pero a partir del grupo modular I', que ha sido ampliamente
utilizado en teoria de cuerdas y otras areas [1,2] . Este grupo podria dar una explicacion a la
estructura de sabor por medio de funciones holomérficas conocidas como formas modulares [3].
Las formas modulares poseen una transformacion particular bajo el grupo I' y permiten describir,
en términos de ellas, acoples de Yukawa, angulos de mezcla y masas de quarks y leptones. Lo
anterior hace la diferencia entre usar directamente los grupos finitos y el grupo modular, propor-
cionando asi una aparente ventaja por las restricciones nuevas que aparecen.

En [4] utilizan formas modulares para encontrar angulos de mezcla y matrices de masas utili-
zando A4 modular para las masas de los leptones y 53 modular para la matriz CKM.

En [5] se utilizan formas modulares en el marco de supersimetria para describir la masa de los
neutrinos por medio del operador de Weinberg y también por medio del mecanismo See-saw.
Tambien, en [6-8], utilizan I's, I's, 'y y I'5 que corresponden a Ss, A4, S1y As, respectivamente,
como maneras alternativas de utilizar el grupo modular I'. Dado que la simetria S3 ha probado
ser exitosa, tanto con y sin supersimetria [9—11], para explicar las masas y mezclas de quarks y
leptones, se pondra especial atencién a esta simetria y se estudiara qué ventajas se obtienen de
suponer una simetria modular sobre una simetria del sabor convencional. Para lograrlo, se va a
considerar I'y cuyo isomorfismo es S3, ademas, se van a introducir tres dobletes de Higgs junto
con su potencial invariante de Ss.

El capitulo 2 se presenta una revisién del Modelo Estandar y sus principales caracteristicas.
Asi mismo, en el capitulo 3 se realiza una introduccion de algunas propiedades generales de
grupos. Luego, se introduce el grupo de simetria Ss y, por Ultimo, el grupo modular y su relacién
con algunos grupos finitos de simetria. El capitulo 4 contiene la aplicacién del grupo modular
finito I'y a un modelo del sector de Yukawa, con tres dobletes de Higgs y las asignaciones co-
rrespondientes. También se presentan los elementos de la matriz de mezcla de quarks, Voxar ¥y
la respectiva comparacion con los datos experimentales por medio de la funcién 2.
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Capitulo 2

Revision del Modelo Estandar

En la fisica moderna existen, actualmente, dos grandes pilares para describir los fenémenos
que ocurren en el universo: la relatividad general, que engloba la dinamica de los objetos mas
grandes y da una explicacion geométrica del origen de la gravedad. Por otro lado, esta la teoria
cuantica de campos, que se encarga de describir la fisica a escalas de distancia pequenas pero
energéticamente altas, esto es, en unrango de ~ MeV a ~ GeV.

El logro mas exitoso de la teoria cuantica de campos es el Modelo Estandar. En ella se explica
la interaccién de las diferentes particulas fundamentales, como también el origen de sus masas
con el mecanismo de Higgs. El Modelo Estandar ordena a las particulas en fermiones y bosones.
Los fermiones, a su vez, se dividen en seis quarks, tres leptones cargados y sus respectivos
leptones neutros asociados, los neutrinos. Estos componen la materia bariénica. Los bosones
son las particulas mediadoras de las interacciones conocidas hasta el momento, exceptuando la
gravedad. Se conocen también como bosones de norma ya que surgen de imponer la simetria
de norma o gauge. Estas interacciones son: la interaccion electromagética, mediada por el fotdn,
la interaccion nuclear fuerte, mediada por el gluén y la interaccion nuclear débil, mediadas por
los bosones W+ y Z,, cabe resaltar que esta interaccién es la Gnica que viola la simetria CP.
Por Gltimo, esta el boson de Higgs en el mecanismo de Higgs para la generacion de masa. A pe-
sar de la gran precision en las predicciones del modelo estandar, se sabe que no es un modelo
completo ya que no explica la jerarquia de masas ni la masa de los neutrinos, no da explicacion
del patron de mezcla en los quarks y tampoco da una explicacién sobre qué particulas podrian
componer la materia oscura.

En este capitulo se hara una revisién breve del modelo estandar, de las particulas fundamen-
tales y de sus interacciones [12—17].

2.1. Quarks y leptones

Los quarks y leptones pertenecen al sector fermiénico del modelo estandar y estan subidividos
en tres familias o generaciones. La primera familia de quarks se compone de quarks up y down,
la segunda familia de charm y strange, y la tercera familia de top y bottom. Ademas, poseen espin
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1/2, carga eléctrica fraccionaria, es decir, 1/3 para los tipo up y —2/3 para los tipo down. Tambien
tienen carga de color la cual se manifiesta solo en las interacciones fuertes y esta dada en tres
formas diferentes convencionalmente conocidas como rojo (r), verde (g) y azul (b). Se usara la
notacién ¢; para los quarks, donde ¢ puede ser u 0 d si es tipo up o tipo down, respectivamente,
e+ = 1,2,3 que corresponde a las tres generaciones. Para los leptones, la primera familia de
leptones cargados se compone del electrdn, la segunda familia del muén y la tercera familia de
particula tau, todas con carga eléctrica de valor —1, ademas, cada uno posee un neutrino aso-
ciado que son leptones neutros. No poseen carga de color y tienen espin 1/2. La notacién para
los leptones cargados sera ¢; y para los neutrinos correspondientes sera v;, con i = 1,2, 3 para
las diferentes generaciones.

Tanto los quarks y leptones como los bosones de norma, respetan la simetria de norma dada
por el grupo
SU(3)C X SU(Q)L X U(l)y, (2.1)

donde SU (3)¢ incluye la simetria de las interacciones fuertes, es decir, la simetria de color y ocho
bosones de norma G*, con i = 1, ..., 8, que sirven como los mediadores de la interaccién fuerte,
por lo tanto, poseen carga de color pero no tienen masa ni carga eléctrica. SU(2);, x U(1)y re-
presenta las interacciones electrodébiles y actla Unicamente para las particulas izquierdas, esto
es, g = Prq, con Prry = (1/2)(1—(+)vs) el proyector izquierdo (derecho). SU(2),, posee tres
bosones de norma que se denotan como W*, coni = 1,2,3y U(1)y tiene un bosén de norma
denominado B. Las representaciones irreducibles (ver seccion 3.1) que los quarks y leptones
tienen bajo este grupo de norma son las siguientes:

Para SU(3)¢, los quarks se representan en tripletes ya que poseen carga de color. Los demas
campos seran singletes debido a la ausencia de ésta. Para SU(2), XU (1)y los fermiones izquier-
dos se representan en dobletes mientras que los derechos en singletes. Se utilizara la siguiente
nomenclatura a partir de ahora

%
Qi = ( d'L > ; UiR, dir
iL

vir,
L; = , €iR-
€iL

En U(1)y la hypercarga se define como
Y=0Q-T; (2.3)

donde Q) es la carga eléctrica y T5 es la tercera componente del isospin. En resumen, los nimeros
cuanticos asociados al grupo de norma del Modelo Estandar son

Q: — {3,2,1/6}

L — {1,2,-1/2}

wr — {3,1,2/3} (2.4)
dir — {3,1,—-1/3}

eir — {1,1,—1}.

4
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Es de notar que, por consistencia, el Modelo Estandar no considera neutrinos derechos. Asi, el
lagrangiano del sector fermionico del modelo estandar es

3
=1 Z meQmL + LmL]vDLmL + UleDumR + dmedmR + elepemR) (25)
m=1

con Ip =D, y D,, la derivada covariante.

El sector de Higgs, que contiene el término cinético del campo de Higgs y su potencial, tiene un
rol importante en el rompimiento espontaneo de la simetria (SSB) y el mecanismo de Higgs para
la generacién de masas. El término del sector de Higgs en el lagrangiano es

Ly = (Dud) (D"¢) — V() (2.6)

donde ¢ es un doblete electrodébil cuyos nimeros cuanticos son ¢ — {1, 2, 1/2} el potencial de
Higgs es V(¢) = 1206 + A(¢1¢)2 y D, = 8, + 45 - W, + £ B, donde g y ¢’ son los acoples
para SU(2) y U(1), respectivamente. Los acoples de ¢> y Ios leptones estan contenidos en el
sector de Yukawa, dado por

3
—Ly= Y (VQundtng + Y Qubdnr + Yy Lnbenr + Y Lnvng) +hc.  (27)

m,n=1
En (2.7), los factores Y;! , con i = u,d,e,v, son las componentes matriciales de Yukawa pa-
ra los quarks tipo up, down, leptones cargados y neutrinos, respectivamente. Ademas, se define
é = io?¢! paralograr la invariancia en L, ya que este campo transforma como ¢ — {1,2, —1/2}.

Finalmente, los términos cinéticos para los bosones de norma estan contenidos en el sector
de norma del modelo estandar, £,

— L, = ZG;,,GWH 4W[wWW+ BB, (2.8)

donde G son los 8 bosones de norma de SU(3)c, W* son los 3 bosones de norma de SU(2),
y B es el boson de norma de U(1)y. De esta forma, el lagrangiano del modelo estandar es

Lom=Ls+Ly+Ly+ Ly, (2.9)

2.2. Bosones de norma, rompimiento espontaneo de simetria y me-
canismo de Higgs

Hasta ahora, los términos masivos de los campos no han sido incluidos ya que no son invariantes
de norma. La forma de generar las masas tanto de los bosones de norma como de los leptones,
exceptuando los neutrinos, es a través del mecanismo de Higgs [18-21].

5
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Figura 2.1: Forma del potencial para las condiciones A > 0y u? < 0. Presenta un maximo en el centro y
un circulo de minimos en la base.

2.2.1. Rompimiento espontaneo de simetria

El rompimiento espontaneo de simetria ocurre cuando, bajo una transformacion, el lagrangino
deja de ser invariante al tomar un valor de vacio que no es simétrico. A continuacion se presenta
un modelo simple para su ilustracion y, posteriormente, aplicarlo en la teoria electrodébil.

Se considera un campo complejo de la forma ¢ = \/%(m + i¢2) con av un parametro constante,

y la simetria global U (1), esto es ¢ — e*“¢. El campo ¢ esta gobernado por el lagrangiano
£ = (0,0)"(0"9) — V(9), (2.10)
con V(¢) = p?(¢*¢) + A(¢*¢)?. Reescribiendo el lagrangiano en términos de ¢; y ¢, se obtiene
£ = L0007 + 202 — (61 + 63) — TAGT+ 1)

Esto significa que el potencial en términos de ¢1 y ¢2 es

2
V(o1 62) = (6} + 63) + DA + 632 2.12)

La forma del potencial depende de Ay ;2. Se tomard A > 0y, para este caso, u? < 0. La forma
del potencial, con estas condiciones, se presenta en la figura 2.1. El potencial tiene dos puntos
criticos, uno que es un maximo en ¢ = 0 y un circulo de minimos que satisface ¢? + ¢2 =
—u?/X = 2. La simetria se rompe una vez que ¢ toma un un valor especifico en el vacio. Sin
pérdida de generalidad, se escogera uno de los minimos del circulo tal que (0| ¢ |0) = (¢) =

6
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y/\@, es decir, 1 — v + qﬁ’l y ¢ — ¢>’2. Con esta eleccién, la simetria U(1) se ha perdido, lo
que implica, por el teorema de Goldstone, que debe haber un bosén sin masa. Reescribiendo el
lagrangiano se tiene que

L= S0+ (0t
- %)\y“ FA2O2 4 Avgp + iw’f + im’;‘ + A o + %Aqﬁ’fﬁ, (2.13)
donde se observa que, efectivamente, hay una particula sin masa:
%(augz)’l)? + \%¢? — Particula masiva asociada a ¢/,
%(8u¢’2)2 — Particula asociada a ¢/, sin masa por el teorema de Goldstone.

Los términos restantes son interraciones entre dos y tres campos.

2.2.2. Mecanismo de Higgs

En el Modelo Estandar, el mecanismo de Higgs hace uso del mismo potencial (2.12) pero sien-
do ¢ un doblete electrodébil. Las masas de los bosones de norma surgen con el rompimiento
espontaneo de simetria en el sector de Higgs (2.6) siguiendo un procedimiento similar al de la
seccién anterior. El sector de Higgs esta dado por

Ly = (Duo) (D*¢) = V(9), (2.14)
con V(¢) = p?(6¢) + \(#7¢)?y Dy = 0, + 45 - Wy, + ' B,..

El doblete de Higgs tiene la forma general

[ P1t+ide
¢_<¢3+i¢4>‘ (219)

Ahora, al tomar un valor de vacio de tal manera que (¢1) = (¢2) = (1) = 0y (¢3) = %I/ y
parametrizar en el gauge unitario, se obtiene que

1 0
N 2.16
¢ V2 < v+ h ) ’ ( )
donde se ha utilizado la relacién p?> = —Av? que surge de minimizar el potencial y con h un

campo real conocido como el bosdn de Higgs. De esta forma L, se puede escribir en dos partes,
en una parte estan los términos de masa; en la otra parte estan los términos de A y los términos
de interaccion, por lo tanto,

1 1
Ly = fg2V2VV;VV“Jr + §V2(g2 + 47

1 <9W3 — 9By
4

\ Vo

con W+ = (W xiW?)//2. Al definir Z,, como

2
) — M\/2h? 4 Términos de int, (2.17)

_ gWi—4¢ By
B /92 +g12

7

Z, (2.18)
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se obtiene

1 1 1 _ :
L= 192V2WM_WM+ + §u2(92 + g’Q)ZZHZ“ — A2h? + Términos de int. (2.19)

Asi, los bosones W son los bosones fisicos mediadores en la corriente cargada débil y Z es el
bos6n mediador en la corriente neutra débil. El bosén asociado a la interaccion electromagnética,
el foton A, es transversal a Z, es decir,

_gWi+ 9By
o /92 +gl2 ’

De la expresion en (2.19), se obtienen las masas asociadas a los bosones mediadores y al bosén
de Higgs. Estos son

A, (2.20)

mw = gv/2,

mz = (Vg*+9?),v/2

myg = 0, (2.21)
me = \/ﬁl/,

donde se infiere que m4 = 0 ya que no hay un término cuadratico de A. Es de notar que la
cantidad de grados de libertad de los campos no cambia después del rompimiento espontaneo
de simetria, esto es, se obtienen cuatro bosones vectoriales (tres con masa y uno no masivo)
y un bosén escalar que en total suman 12 grados de libertad. En el caso de los leptones, los
términos de masa se observan en el sector de Yukawa. Después del rompimiento espontaneo de
simetria, el sector de Yukawa se transforma en

3
1 _
L, = v E (Yt T (v + h)ung + Yo dm (v + 1) dng

m,n=1

+Y5 em(v+h)enr + Yy U (v + h)vpr) + h.c. (2.22)

La anterior expresion se puede reescribir de forma matricial al definir uy, = (u1r, uor usr)? y
similarmente para up y los leptones, entonces

L, = —(UrM"ug +dM%p +eL M ep + v, M vg) + Términos de int + h.c,  (2.23)

donde las componentes de M" se han definido como M} ., = (1/v2)vY;, parai = u,d,e,v.
Los términos de interaccion incluyen productos de h y los demas campos. Para encontrar los
términos de masa es necesario cambiar de la base electrodébil a la base de masas para los
leptones, en la cual las matrices M son diagonales. Esto se logra al introducir las matrices de
cambio de base, AQfLR, como

IR=Afm i =A (2.24)
con f =u,d,e,v. Las matrices Aﬁ y A{ son las matrices que diagonalizan M7, es decir,
M}, = AlTmI AL, (2.25)
donde la diagonal de Mg contiene los términos de masa de los leptones.

8
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Standard Model of Elementary Particles

three generations of matter interactions / force carriers
(fermions) (bosons)
| 1l 1
mass = =2.2 MeV/c? =1.28 GeV/c? =173.1 GeV/c? 0 =124.97 GeV/c?
@ I'@ |- @ . @ |- H
up charm top gluon higgs
————
=4.7 MeV/c? =96 MeV/c? =4.18 GeV/c? 0
‘OIS IO || @
down strange bottom photon
S
=0.511 MeV/c2 =105.66 MeV/c? =1.7768 GeV/c? =91.19 GeV/c?
@ @ |II® || @
electron muon tau Z boson
———
<1.0 eV/c? <0.17 MeV/c? <18.2 MeV/c? =80.39 GeV/c2
.8 W (W @
neuttino | | neutrino | | neutrino | | W bOsoN

Figura 2.2: Particulas elementales con informacién de masa, carga, espin y la familia a la que correspon-
den. Imagen bajo licencia de Creative Commons '

2.3. Matriz de mezcla de quarks Vg,

La matriz de mezcla de quarks, también conocida como matriz Vo g ar, por Cabbibo, Kobayashi y
Maskawa, se define como

V, = AYAS. (2.26)
De manera analoga, se define la matriz de mezcla de leptones, también conocida como matriz
PMNS por Pontecorvo, Maki, Nakagawa y Sakata como

V= AV A (2.27)

Aqui se pondra especial atencién a la matriz Vg ps. Su interpretacion se puede inferir a partir de
las corrientes cargadas que cambian sabor en la interaccién débil. En la base de masas, definida
en (2.24), las corrientes cargadas son

JU = owP AW AL AP 4 20 AV AG = UV, AP + 20 Ve (2.28)
JU = 2d AT AV + 28T AT AU = 2d] VT + 287V (2.29)

De las corrientes anteriores se puede observar que los quarks que se acoplan con los tipo up
en la interaccion débil son quarks tipo down pero en una base diferente. EI cambio de base esta

"Autor: MissMJ. Fuente: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/0/00/Standard_Model _of_
Elementary_Particles.svg
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dado por la matriz V;, y se puede expresar como

d:lﬂﬁ ‘/ud Vuc Vub dTL
dop | = Vea Vse Ve dyp | - (2.30)
g7 Via Vie Va dy

De esta forma, son los quarks d’ los que se acoplan con los quarks tipo up, anadlogamente para
el caso conjugado. Una interpretacion similar se realiza para V;, también conocida como matriz
de mezcla de neutrinos 0 matriz PMNS.

La matriz de mezcla se puede generalizar a N familias, en este caso habrian 2N? parametros
para su determinacién, sin embargo, al ser unitaria, N2 de sus parametros quedan determinados.
Ademas, para la extension de N familias, habrian N campos de particulas que pueden absorber
las fases de la matriz mas una fase global, por lo tanto, los parametros efectivos para determinar
V, son N2 — 2N + 1. De los anteriores parametros, F'(F — 1)/2 son angulos, llamados angulos
de mezcla, y (F — 1)(F — 2)/2 son fases. Para el caso F' = 3, existen tres angulos de mezcla
y una fase. En el caso de F' = 2 hay un angulo y cero fases. A este angulo se le conoce como
el angulo de Cabbibo y fue la primera matriz en ser propuesta [22]. Ahos después, la matriz de
mezcla fue extendida a tres familias por Kobayashi y Maskawa [23].
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Capitulo 3

Conceptos basicos de grupos y formas
modulares

La teoria de grupos y, en particular, los grupos de Lie, han sido de gran utilidad para describir
simetrias en diferentes areas de la fisica. El momento angular, el grupo de Lorentz o el gru-
po de Poincaré en relatividad son algunos ejemplos de su aplicabilidad. En fisica de particu-
las, los grupos SU(3) y SU(2) son utilizados para describir el modelo estandar con el producto
SU3)c x SU2)r, x U(1)y.

Debido a que el Modelo Estandar no ha dado una explicacidn satisfactoria para la jerarquia de
masas, angulos de mezcla o la masa de neutrinos, entre otros problemas, se ha intentado exten-
der el modelo agregando simetrias adicionales bajo diferentes grupos, entre ellos se encuentran
Ss, Sy, As, Ay, Qg [7,9,24-27] . Una alternativa que se ha explorado con estos grupos, es su
aplicacion a partir de isomorfismos del grupo modular finito T'y [5, 8,28-34].

En este capitulo se hara una introduccién breve sobre las principales propiedades de grupos,

y se pondra especial atencion en el grupo de permutaciones S3 y de los grupos modulares I' y
|

3.1. Definicion y propiedades de grupos

La informacion sobre grupos y su aplicacion en fisica se puede encontrar en [35-37].

Un grupo se define a partir de un conjunto GG y una operacién binaria que se denotara por x,
que satisfacen las siguientes propiedades para cualquier par de elementos a, by c € G

= La operacion a x b = ¢ € G (es decir, es una operacion que esta dentro del grupo)
» Las operaciones son asociativas: a * (b * ¢) = (a * b) * c.

= Existe el elemento neutro: seae € Gtalqueaxe=ex*xa = a.

11
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» Existe el elemento inverso: sea a, b tal que a *x b = e entonces a b se le llama el inverso de

a'y se representa como a .

Finalmente, si para todo par de elementos a, b se satisface que a * b = b x a entonces se dice
que el grupo es abeliano (conmuta bajo la operacién *), de lo contrario, se dira que es no abeliano.

Algunos ejemplos de grupos conocidos son los siguientes

= 7: El conjunto de nimeros enteros forma un grupo bajo la operacién de suma.
= O(n): Grupo de rotaciones de dimensién n.

» SU(n): Grupo especial unitario, el cual es un grupo de Lie.

= S,: Grupo de permutaciones de n elementos.

= Z,: Grupo ciclico de orden n.

Para trabajar adecuadamente con grupos, es necesario tener una representacién en algin es-
pacio vectorial. Sea G un grupo y g € G, una representacion del grupo es una transformacion
que asigna a g una matriz M de dimension n X n, g — M/(g), tal que M (g) actGa sobre un
espacio vectorial V' de dimensién n y, ademas, debe preservar el algebra del grupo, esto es, para
91,92 € G se debe satisfacer M (g192) = M (g1)M (g2)-

Asi, el espacio vectorial debe satisfacer las siguientes propiedades, en notaciéon de Dirac. Pa-
rali),|j) € V, se tiene

= La base debe ser ortonormal, es decir, (i|j) = d;;.

= Debe satisfacer la relacion de clausura ), |i) (i| = 1.

= Para un elemento |i) se tiene que |i) = M;;(g) |j), donde M;;(g) es la representacion del
elemento g.

= Dos representaciones seran equivalentes si se tiene una transformacion para todos los
elementos del grupo M’ = UMUT, con U una matriz unitaria.

Cuando la dimensién del espacio vectorial coincide con el orden del grupo, se dice que la repre-
sentacion es regular. Se dice que M (g) es una representacién reducible si se logra escribir como
una matriz diagonal a bloques, es decir

Mi(g) O 0 0 0
0 Mg O 0 0
M(g) = 0 0  Ms(g) O 0 (3.1)
0 0 0 0 M(g)

12
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En este caso, cada submatriz es una representacion de g y se escribe como
M(g) = Mi(g) ® Ma(g) & M3(g) ® ... ® My(g)- (3.2)

Si una representacion no se puede escribir como una matriz diagonal a bloques entonces se dice
que es una representacion irreducible (irrep).

3.2. Grupo de permutaciones S;

Una forma de reducir la cantidad de parametros libres del Modelo Estandar es agregar un grupo
de simetria adicional que, para este caso, sera S3. Por lo tanto, es importante realizar una revi-
sién de este grupo y sus representaciones [38].

El grupo S5 describe la permutacion de tres elementos {z1,z2,x3}, donde el total de combi-
naciones es

e:{x1,x9, 23} — {x1, 22, 23}, (
ay : {x1, 2,23} — {29, 21,23}, (
ag : {x1, w2, 23} — {x3, 2, 21}, (
as : {x1,x2, 23} — {21, 23, 22}, (
ayg : {x1, 2,23} — {23, 21, 22}, (
(

as : {x1, 22,23} = {22, 23,21}

W W W w w w
0 N o 0o A W

)
)
)
)
)
)

Es decir, el grupo contiene un total de seis elementos (tiene orden seis); sin embargo, algunos
elementos pueden obtenerse a partir de operaciones de otros elementos, por ejemplo

ajay = as, (3.9)
asay = ag, (3.10)
asag = Qa2a10a92 = Aas. (3.1 1)

Si se redefine a1 = a y as = b, entonces todos los elementos del grupo quedan definidos de la
siguiente manera
{e,a, b, ab,ba,bab}, (3.12)

donde se debe notar que bab = aba. De esta forma los generadores de S3 son a y b.
Una manera usual de visualizar la accién del grupo es como rotaciones de un triangulo equilate-

ro, donde a, b, bab son reflexiones del triangulo y ab, ba son rotaciones por 27 /3 (ver figura 3.1).
Para los elementos de S5 también se satisface que

a? = b* = (bab)? = 1 (3.13)
(ab)® = (ba)® =1, (3.14)

lo que nos permite agrupar los elementos en tres tipos de accién (invariante, rotacién y reflexién),
conocidas como clases de conjugacion

Cy : {e}, Cy : {ab,ba}, Cs : {a,b,bab}, (3.15)

13
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T3 1 T1 T3
\ b \
—
X2 x2
T3 1 1 T2
\ ab \
—_—
xI2 I3

Figura 3.1: Ejemplo de la accion de la reflexion b y la rotacién ab sobre un triangulo equilatero.

donde el subindice indica el nUmero de elementos en cada clase.

Un resultado importante en teoria de grupos indica que el nimero de representaciones irreduci-
bles es igual al nimero de clases de conjugacion, y utilizando la relacién de ortogonalidad en Ss,
permite construir un sistema de ecuaciones para encontrar la dimension de las representaciones
irreducibles. Este sistema de ecuaciones es

> ma=3 (3.16)
> man® =6 (3.17)

donde m,, indica el niUmero de representaciones irreducibles de dimensién n.
La unica solucion que satisface el sistema de ecuaciones es m; = 2y msy = 1, es decir, hay dos
representaciones irreducibles de dimension 1 y una representacion de dimensioén 2.

Otro hecho particular de las clases de conjugacién es la caracteristica de cada clase de con-
jugacién, que en una representacion dada, es la traza de la representacion. En la tabla 3.1 se
han resumido las caracteristicas de S3 para cada representacion. La representacion que no es
trivial corresponde a la dimension 2, la caracteristica en esta dimensiéon permite encontrar una
representacion adecuada. Para lograrlo, se hara uso de la expresion (3.13) y de la clase de
conjugacion C3 cuya caracteristica en la representacion de dimensién 2 es 0. Definiendo a como

Y (—01 2) (3.18)

b— (—COSH 51119). (3.19)

se puede proponer a b como

sinf  cosf
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X1 | X1 | X2
Cy |1 1 2
Cy | 1 1 —1
Cs| 1| -1 0

Tabla 3.1: Caracteristicas x de cada representacion para S3 [38].

Por lo tanto, los elementos del grupo restantes quedan definidos como

—cos 20 sin 260
bab = ( sin2f  cos 20) ’ (3.20)
cosf —sinb
ab = <sin9 cos > ’ (3.21)
cosf sinf
ba = (— sinf cos 9) ’ (3.22)

donde 6 es el angulo de inclinacién de los ejes de simetria del triangulo equilatero.

3.3. Grupos modulares

Las simetrias modulares ya se han implementado en algunas areas de la fisica como en modelos
de branas magnetizadas [39, 40], compactificacion de orbifolds [41—44], entre otros [45-50]. El
grupo de simetria S5 mencionado en la seccién anterior, ha dado buenos acercamientos respec-
to a la solucion de los problemas de la fisica de particulas [9—11,51]. En busca de una nueva
simetria que permita explicar los patrones de mezcla, se ha propuesto la simetria modular como
una alternativa a través del isomorfismo entre el grupo modular finito I's y S3. En esta seccion se
hara una descripcion breve sobre la definicion y propiedades del grupo modular como también
de las formas modulares y su relacén con Ss. Parte de la informacién aqui mencionada se puede
encontrar en [3,52-54].

Para definir los grupos modulares finitos, se debe definir primero el grupo modular I" como

F:SLQ(Z):{<CCL Z)|a,b,c,d€Z,ad—bc:1}. (3.23)

A partir de este grupo, se define la transformacion inhomogénea (fraccionaria) v sobre un parame-
tro 7 como

b
~(r) = < ‘CL Z ) (1) = Z:Id. (3.24)

con7 € C (C = C— {oo}). Es de notar que las matrices 1ox> y —laxz llevan a la mis-
ma transformacioén, por lo cual las matrices asociadas a v forman el grupo I' = PSLs(Z) =

15
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SLo(Z)/{12x2, —12x2}. Este grupo puede ser generado por

1
S iT—=——
-

T 77— 71+1, (3.25)

que en T" corresponden a las matrices

11 0 1
(1Y) s=(52). oz

52 =1 y (ST)® = 1. (3.27)

que deben satisfacer

Una caracteristica importante sobre esta transformacién es que aplica Unicamente sobre el se-
miplano complejo superior H definido como

H={reC:Im(r) >0}, (3.28)
ya que si 7 € H, entonces
B ar +b| (at +b)(eT +d)*
Imly(r)] = Im |:C7'+d:| =1 [ ler + d|?
1
= m[m lac|7|* + adT + ber™ + bd]

1 *
= m (ad[m [T] + bCIm [T ])

1

e ap ™ o

donde se han utilizado las relaciones Im[r] = —Im[T*] y ad — bc = 1.

Como 7 € H, entonces, Im|[r] > 0. Esto permite concluir que Im[vy(7)] > 0, es decir que 7
actiade H aH.

Para definir los grupos finitos que se utilizaran en este trabajo, se debe definir primero los subgru-
pos del grupo modular conocidos como subgrupos de congruencia o también conocidos como
grupos de congruencia principal homogéneos de nivel N, I'(/V). Se definen imponiendo una
restriccion de modularidad sobre las entradas de las matrices en I, esto es

F(N):{<‘c‘ 2>er:<i Z):(é ?)(modN)}. (3.30)

Similarmente, se puede definir la transformacion inhomogénea correspondiente v(N') cuyas ma-
trices asociadas pertenecen a'(N) = I'(N)/{1ax2, —12x2}. En la definicion (3.30) se observa
que para el caso particular N = 1 se obtiene el grupo T" ya que todas las matrices de T" son
iguales a la matriz identidad moédulo 1 y que tanto para N = 1y N = 2, la matriz identidad 152
y —12x2 son indistinguibles, es decir, llevan a la misma transformacién en (V).
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Como I'(INV) es un subgrupo normal de T, se puede definir el grupo modular finito I'y como el
grupo cociente
Iy =T/T(N). (3.31)

Algunas propiedades de grupos cocientes y clases laterales se pueden encontrar en el apéndice
A. Se puede mostrar que existe un isomorfismo entre algunos grupos modulares finitos y ciertos
grupos de rotaciones de poligonos regulares. Estos isomorfismos son

F2 =~ Sg
s ~ Ay (3.32)
F4 >~ S4
F5 ~ A5.
Para N > 5, los isomorfismos a grupos de simetria se hace mas complejo de encontrar [33].

En la tabla 3.2 se presentan el orden de diferentes grupos modulares finitos |I"y|. Estos érdenes
estan determinados por la expresion

1 1

er\:§N3|| (1—2>, N > 2, (3.33)
p

pIN

con p un nimero primo. En el capitulo 4 se hara mayor énfasis en el isomorfismo entre I's y Ss.
Se observa que para I'(N), el generador 7' cumple

™ e T(N). (3.34)

TN:<(13 T):(é (1)>(modN). (3.35)

La modularidad aritmética indica que a = b(mod N) es equivalente a a — b = kN, con k siendo
algun entero. Para TV esta condicion se satisface incluso para la entrada (12), yaque N —0 =
kN si k = 1. De esta forma, surge una nueva condicién en los generadores para I'. Ahora deben
satisfacer

Esto sucede porque

5% =1
(ST)® =1 (3.36)
™ =1.

Existen ciertas funciones holomorficas que dependen del médulo 7, que bajo el grupo I' transfor-
man como

FOyr) = (er + d)* f(7), (3.37)

conocidas como formas modulares de peso k. Puesto que la matriz identidad y su negativo
equivalen a la misma transformacion en I', entonces k debe ser un nimero par. Esto se debe a
que para 1, la forma modular transforma como

f(r)=1%f(1) (3.38)
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N | dp(D(N)) | [Tn| | T'v

2| k/24+1 | 6 | Ss

3 kE+1 12 | Ay

4 2k +1 24 | Sy

5 S5k +1 60 | As

Tabla 3.2: Dimensién de los espacios vectoriales formados por los grupos cocientes I';y en funciéon del
peso k. En la tercera columna se presenta el orden de |T'y| desde N = 2 hasta N = 5 [5].

y para —1 transforma como

f(r) = (=D f(7). (3.39)

Como la transformacion debe ser equivalente en los dos casos, entonces, 1¥ = (—1)*, que se
satisface si kK cumple la propiedad de ser par. La anterior propiedad no se cumple en general para
['(N) ya que —12x2 no pertenece a I'(IV) para N > 2. Otra propiedad de las formas modulares
es que las funciones constantes en H son formas modulares de peso cero y que las funciones
cero son formas modulares de cualquier peso. Para 7", las formas modulares transforman como

f(TN7) = f(r+ N) = f(7), (3.40)

es decir, f(7) es periddica en H, lo que permite desarrollar en series de Fourier [3,52]
Fm) =" ang", (3.41)
n=0

con g = ¢*™7 El conjunto de formas modulares forma un espacio vectorial denotado por dy(I'(NV)).
La dimensién de los espacios vectoriales para algunos grupos cocientes Iy, se muestra en la
tabla 3.2 [5]. Un tipo especial de formas modulares son las cusp formas (cusp forms) que se
definen como las formas modulares cuyo primer término ag en su expansién en series, es cero.
Las funcién Eta de Dedekind 7(7) son un ejemplo de cusp forma y se utilizan para crear nuevas
formas modulares, como sera el caso mas adelante. Esta funcién se define como

n(r)=¢"* T[(1—q"), (3.42)
n=1

donde g = ™7,

Puesto que las formas modulares forman un espacio vectorial, se puede mostrar que para una
representacion unitaria de 'y, las formas modulares transforman como [5, 33]

f(r) = (er+d)*p(y) f(7), (3.43)
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donde f(7) = (f1(7), f2(T), e, fu(T))T, con n = di(T'(N)) y p(vy) son matrices unitarias de la
representacion del grupo que cumplen

P(S)2 = 1uxn, p(T)N = 1uxn, p(ST)3 = 1yxn. (3.44)

La importancia de las formas modulares aparece en el momento en que se describen los dife-
rentes acoples de quarks en la matriz de masas. El requerimiento de que el lagragiano debe ser
invariante de un grupo de simetria, que en este caso sera Ss, limita la cantidad de parametros
libres. Ahora, el requerimiento de invariancia modular, es decir, peso modular cero, restringe la
forma que pueden tener estos parametros libres del modelo, particularmente, en el sector de Yu-
kawa. Esto ocurre porque a cada campo de quarks se le debe asignar un peso modular, que junto
al peso modular de las formas, debe dar cero. Existe cierta libertad para escoger el peso modu-
lar de los campos, esto se debe a que los campos no se toman como formas modulares sino
que se asume que transforman de la misma manera. Asi, el peso modular en la transformacién
de los campos podria ser negativo o impar, algo que no es posible para las formas modulares.
Esto limita la cantidad de términos posibles, ya que no todos los acoples podran satisfacer dicha
restriccion y, de esta forma, la matriz de masas de quarks tendra una estructura que depende,
en gran medida, de las formas modulares usadas, cuya dependencia es de un Unico parametro
complejo 7.
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Capitulo 4

Formas modulares para simetria S3 y
tres dobletes de Higgs

En los capitulos anteriores se ha mencionado cémo ha sido utilizada la simetria del grupo S3
para extender el Modelo Estandar. Una de las razones es la diferencia de masa que hay entre
la tercera familia y las primeras dos. Esta asimetria puede ser tratada con S35 debido a la forma
gue tienen sus representaciones irreducibles, esto es 1 @ 1’ @ 2, ya que la tercera familia, tanto
la parte izquierda como la derecha, puede ser asignada en el singlete simétrico o antisimétrico
lo que lleva a matriz jerarquica.

En este capitulo se introducira el modelo propuesto que extiende el Modelo Estandar con el gru-
po S3 modular. Para ello, se hara una mencion de modelos multi Higgs con simetria S3 [10] y se
introducira el potencial de Higgs con tres dobletes electrodébiles y su minimizacién [55].

A partir de ahora, los generadores de S5 se tomaran para 6 = 4x /3. Por lo tanto, en la represen-
tacion de dimension 2 seran

10 10 1
e:<0 1>’ a:<o 1)’ :<_2¢§ f)? (1)
2 2

_1 V3 _1 _V3 1 V3
=5 ") =2 7)) b= 5 %)
2 2 2 2 2 2

Es de interés encontrar las expresiones que toman los productos tensoriales de dos dobletes
de S3 bajo la representacion anterior. Las reglas de producto para dos dobletes = = {xz1,z2} y
y = {y1,y2} son las siguientes

(),

T +x
<y1> = (z1y1 + 22y2)1 ® (21Y2 — T2y1)1 © ( 192 2y1> (4.2)
2 2

Y2 T1Y1 — T2Y2
il N [—x2y
<m2)2 o W= (2 )2 43)
() ® ()= (2"Y) (4.4)

Estas reglas son utilizadas para descomponer los productos tensoriales en el lagrangiano del
sector de Yukawa una vez se hacen las asignaciones en dobletes y singletes del grupo.
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(fir, for) | (fir, for) | fsp | fsr | (Hi,H) | Hs | Hp
SU(2) 2 1 2 | 1 2 2 | 2

Ss 2 2 1 1 2 1 I

Tabla 4.1: Numeros cuanticos de SU(2) y S5 para el modelo con cuatro dobletes de Higgs.

4.1. Modelos multi-Higgs con simetria S;3

El Modelo Estandar, estudiado en el capitulo 2, considera solo un doblete de Higgs para explicar
la generacién de masas con el mecanismo de Higgs. Sin embargo, podrian existir mas. Algunos
modelos multi Higgs con simetria S3 han sido estudiados en [9, 56-63].

Se han trabajado, principalmente, modelos multi Higgs con simetria S3 con uno, tres y cuatro
dobletes de Higgs. En esta seccidn se hara una revision del modelo con tres dobletes de Higgs y
se haran algunos comentarios sobre los resultados en algunos de los otros modelos.

En el caso de un doblete de Higgs, este se asigna en el singlete simétrico 1 pero no es su-
ficiente para generar una matriz de masa adecuada. Es usual asignar al singlete 1 la tercera
familia de particulas, en este caso la obtencién de una matriz de masa adecuada se logra al
considerar una simetria de sabor permutacional S3;, ® Ssr y su ruptura [58].

En el caso de cuatro dobletes de Higgs, dos de ellos se asignaran en un doblete de S5 y los res-
tantes se asignaran en los singletes simétrico y antisimétrico, respectivamente. Los otros campos
se asignan de la siguiente manera: la primera y segunda familia se asignan en un doblete de S5,
de tal forma que los dos dobletes electrodébiles forman un doblete, de la misma manera la parte
derecha de los quarks tipo up de las primeras dos familias y también para los tipo down. la ter-
cera familia de quarks se asignan a al singlete simétrico de Ss. En la tabla 4.1 se muestran las
asignaciones mencionadas. La notacion a usar sera la siguiente

fs = (br,tL), fsr=1r, fsr =0br
<f1L>:<(ULadL)) <f1R> :<UR> (flR) :(dR> (4.5)
for (cLosp) )7\ fr /4, cr )’ far ) 41—y sp ) "
Asi, el lagrangino en el sector de Yukawa es [10]

—Ly; = v/ (FspfsrHs) + \}ﬁyzf(fwfm + fosfor)Hs +

%Y:sf [(fiLH2 + forHi) fir + (Fi Hy — for Ho) far] +

%Hf(fmfm — forfir)Ha + \}iYg,f(flLﬂl + forHo) fsr +
\}§Y6f [fsp(Hifir + Hafor)] + hc., f=d, e, (4.6)
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donde ij, con j = 1---6, son los acoples de Yukawa. La matriz de masa después del rompi-
miento espontaneo de simetria es

VaYivs + Vv Vv +v2vfua vaviu
M = [ v —vavioa Vavivs— Y vavie |, (4.7)
V2Y{u V2Y{ vy 2v{ vg

con vy, va,. Vg, Y v4, los VEVs de los cuatro Higgses.

4.1.1. Tres dobletes de Higgs

Para el caso de tres dobletes de Higgs, se va a considerar una asignacién similar a mencionada
anteriormente pero con H, — 0. De manera, la asignacion de los campos de Higgs es similar
a los campos de fermiones con el fin de conservar la estructura jerarquica de la matriz de masa.
Por lo tanto, las asignaciones de los campos de Higgs pueden ser de dos formas: en 2y 1 0 en
2y 1'. Las matrices de masa para este caso y el caso donde la tercera familia y el tercer campo
de Higgs se asignan al singlete antisimétrico, se presentan en la tabla 4.2, donde se han definido
las cantidades

ul =V2Yivs, py=Yiws,  pf=2Yvs,

,uf; = Ygfwl, ,ug = \/§Y4fUA, ,ug = \/§Y5fw1, 48
M; = \/§Y5fw2, u§ = \@Y()fwl, u£ = \@Y(;fwz, (“8)
yg = 2Y1va.

Para cuatro dobletes de Higgs, se presenta una tabla similar en el apéndice B.

Es de notar que con estos modelos es posible construir una matriz de ceros de textura o una
matriz NNI (Nearest Neighbour Interaction) que son Utiles para obtener una matriz de mezcla de
quarks adecuada.

4.1.2. Potencial de Higgs para tres dobletes de Higgs con simetria S

La introduccion de un potencial de Higgs se puede realizar si a cada acople del potencial se le
asigna un peso modular cero que, junto con los dobletes de Higgs de peso cero, daran como
resultado un potencial invariante modular. El potencial de Higgs a considerar esta compuesto por
tres dobletes electrodébiles y que, ademas, respete la simetria adicional de Ss. El potencial mas
general bajo esta simetria se escribe como

2
Vo= (HTH1 + HTHQ) 42 (HT HS> (H;Hs) +b (H;HS) (HIH1 n HQTHQ)

L2
2

d
+ (HTH1 n HTHQ) +3 <HIH2 HTHl) + efisi ((H;H) (Hij> n h.c.)

23
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C
2
+ r{(mm) (alas) + (b) (HiHs) )+ g {(H}Hl - H§H2)2 + (HlH+ Hgﬂl)Q}
h
31
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Fr.  Fr Matrices de masa Posibles texturas de masas
,u,{ + ,u,g ,u,f: ué 0 ugsc (3 — t2) 0
A 2,1 2,1 M; N{ —fyg uf gsc (3 - t2) —2u£c2f£1 — 3t2) ; ; u;]{c
14 14 o 0 sy /e g — kg — ppc?(1 - 3t%)
0 Zu 0
!
A %ug 0 %/L;
0 2 f J)C f
V3He  H3 — M1
pi+nl i 0 —phe? (1—32) 0
B 21 20| uf o —ud —pl | | —ul(1-32)  2ulsc g?, —12) —u e
—ud 1h 1} 0 —ug* /e ph — ] + |pdsc(3 - t2)
) 0 —2ul 0
B —2uf 0 —2uf
0 2uf wf-yf

Tabla 4.2: Matrices de masa en la tercera columna para tres dobletes de Higgs. 1 y Fr indican la
asignacion de las partes izquierda y derecha de los campos, respectivamente, donde las primeras dos
familias estan en 2 y la tercera familia en 1 o 1’. El caso A presenta las matriz cuando la tercera familia
estd asignada al singlete simétrico. El caso B presenta la matriz cuando la tercera familia esta asignada
al singlete antisimétrico. La cuarta columna es una rotacion de las matrices de la tercera columna por un
angulo 6, donde se han definido s = sinf, ¢ = cos8 y t = tan 6. A’ es el caso particular con § = 7/6. B’
es el caso particular con § = 7/3. [10]

donde fi12 = fio1 = fo11 = —faze =1y a, b, ¢, d, e, f, gy h son los autoacoplamientos.
Al imponer las condiciéon de la primera derivada del potencial igual a cero en la minimizacién,
surge una relacion de dos VEVs dada por [55]

v? = 303, (4.10)
donde los VEVs estan denotados como
(O] Hy 0) = ——v1; (0] Ha |0) = —=va; (0] H,[0) = — (4.11)
= — ; = —=7 ; S - 71}87 -
1 ﬂ 1 2 \/5 2 \@

y se debe satisfacer que \/v? + v3 4+ v2 = v = 246 GeV. La relacion (4.10) sera de utilidad mas
adelante para reducir el nimero de parametros libres.

4.2. Construccion de formas modulares para S;

Es necesario construir las formas modulares para la representacion 2 de Ss. El procedimiento
para su construccién esta basado en los métodos usados en [5] por Feruglio y extendido a S
en [4] por Kobayashi.

Primero se considera la transformacion bajo I" de la expresién % log(>, fi(7)), que es una forma
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modular de peso 2. Para demostrarlo se debe notar que

es decir que

Por lo tanto se tiene que

o)

dr —

ar +b
d(m—i—d)

a(cr + d)dr — (aT + b)cdT

(er +d)?
_ 4 act + ad — act — be
- T( (cr + d)? )
~ad—bc d
= m T
= (cr +d) dr, (4.12)
LN (et +d)*— (4.13)
dr dr’ '
1 d
= ;fz(T)del(T)
1 5 d ki g
— ;WW(CT‘i‘d) %[(CT‘FCZ) fZ(T)]
¥ (e + d)’[kic(er + d)* fi(r) + (e + d)* L fi(7)
=2 (er + A7)
= Z(CT+d)kiC+Z(CT+d)2j7_logfl'(’r). (4.14)

Asi, si ). k; = 0, la derivada del logaritmo de f; es una forma modular de peso 2.
Una candidata a forma modular de peso 2 puede ser construida a partir de las funcién Eta de
Dedekind, que se define como

n(r)=¢"* T[(1—q"), (4.15)
n=1

donde q = ¥, Las funcién n(7) es un tipo especial de forma modular debido a su peso mo-
dular de 1/2 y es util para construir otras formas modulares ya que, bajo transformaciones de los
generadores Sy T', se obtiene un algebra cerrada. Las transformaciones son

Bajo T

n(2r) — €™/%n(27),

1(r/2) = n((r +1)/2),
M +1)/2) = (7 /2)

(4.16)
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y bajo S

n(2r) =/ S C0(r/2),

n(r/2) — v —i31n(27), (4.17)
n((r+1)/2) = e ™RV —irn((r +1)/2).

La forma modular general en términos de la funcién () se puede escribir como

Y(a, B,lr) = (alogn( ) +ﬁlogn( ‘2”) +710g77(27)> : (4.18)

que satisface

at+B+y = 0
Y(o,B7l7) 2 72V (y,B,al7) (4.19)
Y(a,8,97) 5 Y(B,a,7/7)
ya que
d S 2d d T d

Puesto que I'; ~ S3, es necesario utilizar una representacion de los generadores de Sy T en S3
que satisfaga S% = T2 = (ST)? = 1. La representacion a utilizar es la siguiente

=5 (g ) =) @21)

donde se observa que también son los generadores de S3. De esta forma, para un doblete defi-
nido como Y (1) = (Y1(7), Ya(7))7 las expresiones anteriores quedaran como

a+B+vy = 0
Y(St) = Y(=1/7)=72p(S)Y (1) (4.22)
Y(T1) = Y(r+1)=p(T)Y(7)

o utilizando la forma general de la forma modular de peso 2

Y(a,8,97) 2 72p(S)Y (v, B8,a|r) (4.23)
Y(a,B,79l7) = p(T)Y (B, a,4|7).

Las ultimas dos ecuaciones generan un sistema de ecuaciones que relacionan los parametros
«a, By . Bajo T, la primera componente se puede reescribir como

dd (logn( ) 1B+ a +10g77( _2“) [ + B] +1ogn (27) [27]) = 0, (4.24)
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que lleva a la relacion o = —f y v = 0. Sustituyendo las relaciones anteriores, se observa que
Y1 (1) puede escribirse como

Yi(r) = $<alogn(;)+alogn<72+1)>

= C1Y(1,-1,0|), (4.25)

con C7 = «. Con un procedimiento similar y Utilizando (4.22) se calcula la otra componente,
quedando el doblete de formas modulares de S como

Yl(’]') = 01Y(1, —1, 0’7’)
}/2(7_) = CQY(L L, _2’T> (4.26)

La transformacién bajo S relaciona las constantes 'y y C> donde se obtiene la relacion siguiente
C1 = V30,. (4.27)

Las formas modulares de peso 2 para S3, con Cy = i/27, son

B2 (1))

o= (n(7/2) 77((T+1)/2)>’ (4.28)
) (D) s

Ya(7) 477(?7(7/2)+77((T+1)/2) 77(27))’ (4.29)

donde la prima indica la derivada respecto a 7. En las figuras 4.1 y 4.2 se muestran la parte
real e imaginaria de las formas modulares Yi(7) y Y2(7), respectivamente. Segun la asignacion
que se realice, seran de utilidad las formas modulares de peso cuatro. Se obtienen del producto
tensorial del doblete de formas modulares de peso dos [4], por lo tanto, usando (4.2)

(4)
Yy i\_ e Y,
()0 (% )=vos (20) .

}/8(4) _ Y12 + Y22
vV = n (4.31)
Y2(4) — Y12 o Y22.

4.3. Asignaciones bajo S; y matriz de masas

Hasta ahora se han introducido los elementos para construir un modelo de tres dobletes de Higgs
bajo simetria S modular, esto es, SU(3)c x SUL(2) x Uy (1) X I's. Es importante mencionar que
se va a suponer que la transformacién bajo el grupo modular también debe ser impuesta para los
campos de quarks con el fin de asignarles un peso modular, es decir,

¢ — (et +d)Fo g, (4.32)
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N
o

L oooe

OO0 LW

'L 00000
wN =

OO0 o
=5 =]

ouounm

=N

10 “05 00 05 10 -10 -05 0.0 05 10
Re T Re T
Figura 4.1: Parte real (izquierda) e imaginaria (derecha) de la forma modular Y7 (7). El color naranja indica

valores que tienden a hacia los positivos y el color azul indica valores que tienden hacia negativos. Los
espacios en blanco son parte del corte al calcular cantidades muy pequenas o muy grandes.

0.03
0.16 0.02
0.14 0.01
0.12 0

-0.01
0.10 Y
0.08 -0.03

10 .05 0.0 05 10 10 -05 0.0 05 10
Re T Re T

Figura 4.2: Parte real (izquierda) e imaginaria (derecha) de la forma modular Y>(7). El color naranja indica
valores que tienden a hacia los positivos y el color azul indica valores que tienden hacia negativos. Los
espacios en blanco son parte del corte al calcular cantidades muy pequefias o muy grandes.
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donde k, es el peso modular. Se debe aclarar que esta suposicion podria motivarse si se consi-
dera a la simetria modular de los quarks como una simetria residual de una mas fundamental en
el limite a bajas energias. Puesto que los campos no son formas modulares, existe la libertad de
escoger el peso modular en su transformacién para obtener una matriz de masa adecuada.

Ademas de los campos de quarks y Higgs, se tendran formas modulares que, para este caso,
seran de peso dos y cuatro, agregando mas restricciones sobre la forma del sector de Yukawa del
lagrangiano. La asignacién de los campos de quarks y Higgs para S3 se realiza de tal forma que
la suma de los pesos modulares sea cero, lo que implica que el lagrangiano es invariante modu-
lar. Existen diferentes opciones para la asignacion, a pesar de ello, son limitadas las asignaciones
que eviten un exceso de parametros libres o por el contrario, matrices poco Utiles para un modelo.

Como ejemplo, una asignacion donde Unicamente las formas modulares y los dobletes elec-
trodébiles sean dobletes de S; y los pesos modulares sean —2, excepto para los campos de
Higgs, conllevan a matrices con 26 parametros libres reales, en principio. En esta asignacién, la
forma de la matriz de masa (tanto para u y d) es

011}1}/1(4) CQUQY'I(4) 03U3Y1(4)
M= VY CuuY? Csusv® | . (4.33)
Co YV CsupY®  CousviY

Puesto que esta asignacion posee varios parametros libres, no es conveniente, pues ya tendria
tantos parametros libres como tiene el Modelo Estandar.

La asignacién propuesta es la siguiente: los dobletes electrodébiles izquierdos de la primera
y segunda familia, Q)1 y Q2 seran un doblete en S3, asi mismo, los singletes derechos tipo up y
tipo down, uiR, usr Yy digr, dor. El doblete electrodébil izquierdo de la tercera familia, s, y los
singletes derechos de la tercera familia, usg y dsg seran singletes de Ss. Para los Higgses, dos
de ellos, H1 y Ho, formaran un doblete de S5, mientras que el tercero, H; sera un singlete simétri-
co. Respecto a los pesos modulares, todos los dobletes de S5 tendran peso —2 y los singletes
y higgses tendran peso 0. Estas asignaciones estan resumidas en la tabla 4.3. Esta asignacion
permite escribir el lagrangiano en el sector de Yukawa como en Ec.(4.36), donde se han utilizado
formas modulares de peso cuatro. Para comprimir la notacion, se puede redefinir los dobletes de
S3 como

(4.34)

Asi, el lagrangino en el sector de Yukawa es
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(Q1,Q2) | (q102) | Qs | s | (1. Ho) | Hy | V(). 2D (1)) | v (r)
SU(2) 2 1 2 |1 2 2 1 1
S3 2 2 1 1 2 1 2 1
k —2 —2 010 0 0 (2,4) 4

Tabla 4.3: Cargas, asignaciones y pesos modulares de SU(2) y Ss. El superindice (2,4) en las formas
modulares indica que son de peso modular 2 o 4. El subindice s indica el singlete simétrico de la forma

modular de

L)

Una vez se han aplicado las reglas del producto tensorial, el lagrangiano Eg,“

peso 4.

= Cl0®ueHoYW +QeoueHeY Y +050@ue H,o Y™

+ CQRuoH,0YY +CsQ0usr @ HoY? + CsQ @usp @ Hy @ Y?)

(4.35)

+ C?Q:S@u@ﬁ@y@)+08©3®U®f{s®y(2)+09©3®U3R®£’3+h.c.

Ci{la +1] (@1”11%[;’11/(4) + @2U2Rﬁ2y(4))

B+ ’Y](Q1U2RH2Y1 + QzulRHly( ))

Co(Quuar H1YW + Quuip iYW + Qquip Hy YW

C3(Q1UQRH Y —|—Q2u13H Y +Q1UIRH Y

Cy(QrurrHs YV + Quuap H YY)

Cs (Q1U3RH2Y +Q2U3RH1Y +Q1U3RH1Y

Cs (@1 USRFI& Y1(2) + @2u33}~[SY2(2) )

)

toma la forma

+ [ — ’Y](Q1U1RH2Y + QQUZRHIY( )>
— B)(@Quuar Y3V + Quuirflay)}

— QquapHa YY)

— Q2U2RH Y( )>

- Q2U3RH2Y( ))

(Q3U1RH2Y1 + Q3u2RH1Y1 + Q3U1RH1YQ — Q3U2RH2Y2( ))

Cs (@3”131[[51’1(2) + @3u23ﬁsY2(2))

Cg@gu?,RFIs + h.c.
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Después del rompimiento espontaneo de simetria, los elementos de matriz MW

;; duedan deter-
minados por

M = (@t 7)oV + (@ =)oYy + CoonY® + Cao VP + Cho, Y
Ml(g) =B+ ’Y)U2Y1(4) + (v — 5)“13/2(4) + Cou Y 4 C31)5Y1(4)
My = Cs(0aY? +u1¥y?) + Cov, Y,
MZ(?) =B+ ’V)U1Y2(4) +(v— /3)023/1(4) + Coo Y + Cgst1(4)
ME = (a+7)uY? + (@ — )oY — CouV® — Cyu, v + Cho v
M = Cs (Y ? — 02V + Cyo, VP (4.37)
M:,qu) = 07(1)2Y1(2) + v1Y2(2)) + CgvSY1(2)
M:,E;L) = 07(01Y1(2) - 02Y2(2)) + C'gvSYQ(Q)
My = Gy,
con vy, v9 Y vs los VEVs de los campos de Higgs. En este modelo los parametros libres son «,

B, v, va, Ca, C5, Cy, Cs, Cg, C7, Cs, Cg y 7, aln asi, la matriz refleja algunas simetrias entre sus
componentes, lo que permitira reducir o prescindir de algunos de ellos.

4.4. Calculo de matriz Vox ),

Se desea obtener una matriz textura de ceros en la matriz de masa de quarks ya que asi se
puede obtener una Vg ks adecuada. La matriz de textura es

0 a O
at b ¢ |. (4.38)
0 ¢ d

Para satisfacer esta forma en la matriz de masas en se deben imponer las condiciones
M11 =0 M12 = M2*1 M32 = M§3 M13 = M31 = 0., (439)

que se satisfacen si

Re(B) = 0; C3 =0; Cy=0; Cs = C7;
Cﬁ = —4(1]2/’1)5)05; Cg = —4(1}2/113)07; o = —02 cR (4.40)
T =1 v = 0; Cy,v12,vs € R;.
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-10 205 0.0 0.5 1.0 .10 05 0.0 05 10
Re T Re T

Figura 4.3: Parte real (izquierda) e imaginaria (derecha) de la expresion dada en M3 y M3, es decir,
Y2(2) (r)— \/§Y1(2) (7). Se observa que Yg(z) (r)— \/§Y1(2) (1) = 0, tanto para su parte real como imaginaria,
en el punto 7 = 4, lo que garantiza que M3 = M3, = 0.

En el caso de la condicién M3 = M3, = 0, la igualdad se satisface al utilizar las condiciones en

Cs y Cs, larelaciéon v? = 3v3 que surge de minimizar el potencial y evaluar las formas modulares
en 7 = 4. Esta solucién fue encontrada numéricamente, sin embargo, se cree que es posible
demostrar la igualdad analiticamente. Al satisfacerse esta condicion, también se satisfacen las
relaciones

v = V3
!’ = 23y
w! = -2
yM = 4y (4.41)

con yi = Y (7). La matriz de masa toma la forma

0 430237 (C2 + B) 0
MW = | 4/30,Y2(Cy — ) —8u9y?Cy —4v/3vay1C5 | . (4.42)
0 —4\/§v2y105 Cyus

Para simplificar la notacion, se definen parametros
Ky = 4\/§v2y%02; Kg = 4\/§v2y%ﬁ; K5 = 4\/§v2y105; Ky = Cyus (4.43)
Entonces, la matriz de masa es

0 Ky + Kpg 0

MW = | Ky— Kz —\%Iﬁ K5 |. (4.44)
0 —-K5; Ky

En [10,64] se presenta un método para diagonalizar una matriz de textura de ceros como también
una expresion para los elementos de matriz de Vo . Siguiendo el procedimiento, en la matriz
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M®) puede ser extraida dos de sus fases por medio de una matrices diagonal con informacién
de éstas, esto es

Py = diag(1, e, ¢'(¢1792)) (4.45)

donde ¢ es la fase de K> + Ky ¢ es la fase de K. Por lo tanto, se define una nueva matriz,
M®™ tal que

MW = P}M(Wpf, (4.46)
Por lo tanto,
0 K 0
MW= | K —ZKcos(¢1) —|Ks| |, (4.47)
0 —| K| Ky

con K =, /K3 + Kg y cos ¢1 = Ko /K. Se debe notar que el total de parametros que describen

la matriz son cinco: K, K5, Ko, ¢1 Y ¢o.

Las matrices poseen tres invariantes, es decir, cantidades independientes de la representacion.
Estos son: la traza, el determinante y la traza del cuadrado de la matriz. En la base de masas, la
matriz M (“) es diagonal, asi que se puede relacionar las masas de los quarks con los elementos
de matriz por medio de los invariantes. Los eigenvalores de la matriz de masa se pueden escribir
en términos de las razones entre las masas, es decir, o; = m;/mg tanto para tipo up como
tipo down. Por lo tanto, en estas expresiones, la matriz de masa diagonal tiene la forma Mp =
diag(o1, —0o9, 1). A partir de los invariantes se pueden obtener las siguientes relaciones

K - Vo101
Ky
3 _ _ K

cos¢pp = £(Kg — 514 52— 1)) — (4.48)

2 0109

K = \/(1 — Ko)(Ky — 01)(K9 — 02)

5 — .
Ky

De esta forma, todos los elementos de la matriz pueden ser descritos con un Unico parame-
tro, Ky. Cabe resaltar que este procedimiento es andlogo para el caso M4, por lo tanto, los
parametros libres totales que quedan para las matrices de masa son: Kg,,, K4, ¢ou Y ¢24- LA
relacion de la fase ¢y(,,q) Y Ko restringe los posibles valores de Ky ya que se debe satisfacer
—1 < cosdy(u,q) < 1. Los elementos de la matriz de mezcla de quarks se calcula con el producto
de las matrices que diagonalizan la matriz de masas. Al tener presente que deben diagonalizar
M y deben ser unitarias, se puede construir un sistema de ecuaciones para cada una de las
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matrices, A; y Ar. Con la definicion de las cantidades

duag = 1—Koyg
& = 1-Gyua—dua
&9 = 1450 — bua,
Ditwa) = (1 =06ud)(Cud+0es)(l—0ua),
Dyuay = (1= 06ua)(0ud~+0cs)(l+0cs),
Dyug)y = (1 —0ua)(1 = Fua)(l+0cs) (4.49)

se expresan los elementos de la matriz de mezcla como
Voi =\ Sl + /2 W —0,) (1— da) Eyed + méd@fgei@) ¢,
vt = RS + s (VO s 0 - a e+ adacpefen ) e
Vi = 5%;1%5;51 + \/DMDM < V(1= 64) (1 —da) dali — \/Mei@) e,

th GuTsELEd GG u wed i i
Vi = —BERE + o (VO o) (-t gset + fhdrege ) e
t 5u5 ugd Oc0s u U 2 %
Vcsh = Dzj%jiz \/DQuD2d <\/ 5u) (1 N 6d) 62 fg * \/5U5d§1 ffe ¢2) ‘ ¢1, (4.50)

Vo, =~ "B+ oo (m 5 (1= 00 046 \/5u£%£il£§lei¢2) éér,
Vi =V Bt 4\ b (% u (1 62) (L—ba) & — /. 5&%5&&%‘@) e,
Vie = -V Uu&%ﬁf t \/D3 Daa <\/5 (1—6u) (1~ da) &5 — \/5‘151“53561 ’¢2) o
Vi = R+ (VR + R ) e

De las definiciones en (4.49) y las expresiones anteriores, se observa que Ky, ) debe satisfacer
mes < Ky, < 1. Esto garantiza que la matriz de mezcla sea unitaria ya que el caracter
complejo de los elementos de matriz proviene, Unicamente, de las exponenciales complejas.
Para el anélisis del modelo, se utilizara la funcién x? que es particularmente Util para comparar
modelos con datos experimentales. Se define como

0, — P,)>
Z( - ) (4.51)
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Quarks | Masas [GeV] (PDG) (2020) | Masas en M S (Myz) [GeV]
My 2.167500 x 1073 0.0011F5-000%
mq 4.677018 x 1073 0.00246 00007
ms 9371 x 1073 0.049910-050¢
me 1.27 4 0.02 0.63 4 0.04
mp 4181508 2.8 4 0.04
my 172.76 + 0.30 172.66 + 0.30

Tabla 4.4: Informacion de las masas de quarks del PDG (2020) [65] y las masas en el esquema M S a la
escala de M. Las masas fueron calculas a cuatro loops tanto para a; como para las masas. El paquete
utilizado fue RunDec para Mathematica.

Valor numérico (PDG) (2019)
| Vil 0.97440 + 0.00010
Vs 0.22452 + 0.00044
[V | 0.00365 + 0.00012
J (3.18 £ 0.15) x 10~°

Tabla 4.5: Norma de los valores numéricos de los elementos de matriz Vo pr que se utilizaron en el ajuste
de x?2. Los valores se pueden encontrar en [65]

donde O,, son los datos obtenidos de manera experimental y P, son los valores obtenidos de
manera tedrica con el modelo a comparar. Debido a la unitaridad de la matriz de mezcla, basta
con ajustar solo cuatro observables, por lo tanto, se hara un analisis de los resultados del modelo
propuesto con una funcién x? construida como

o (VI = Via)® (VR = Vas)® (VI = Vil)® (T - T)°
X = 2 + 2 + 2 + 2
O—Vud Uvus O—‘/ub 0—\.7q

, (4.52)

donde J es el invariante de Jarlskog. La tabla 4.5 contiene los valores experimentales para los
términos en la funcién x2. La tabla 4.4 contiene los datos sobre las masas que seran utilizados
para el célculo tedrico de los elementos de matriz de Vi s con ayuda de las ecuaciones en
(4.50) y que estan presentes en x2. Las masas en la tercera columna estan en el esquema M S
a la escala del bosén Z, M. Los célculos de las masas fueron realizados con el paquete de
Mathematica RunDec [66]. Los parametros libres se ajustaron de tal forma que x? sea minima.
Para este ajuste, se ha definido el invariante de Jarlskog como

T = Im{VE ViV Vs (4.53)
Las razones de las masas y sus errores se presentan en la tabla 4.6. El calculo de la minimiza-
cién fue realizado con Mathematica para los parametros libres Ky, Kog4, ¢2. ¥ ¢24. Al fijar las
razones de las masas en su valor central, se obtuvo un valor de x? = 25.4548 y su valor norma-
lizado x2 = 6.3637. Como x2 >> 1, indica que, para los valores experimentales fijos en su valor
central, no existen pardmetros que permitan obtener valores adecuados para |V,ql, |Vausl|s |Vus| ¥

E] L]
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Valor central y error
Gy | (6.37+0.59) x 1076

Gq | (8.78+£0.48) x 1074
G, | 0.0178 £ 0.00046

oc | 0.00364 £ 0.00023

Tabla 4.6: Valores centrales de las razones de las masas y su error estandar.

J . Sin embargo, al permitir la variacion de las razones de masas a un sigma de sus errores expe-
rimentales, la minimizacion que se obtuvo fue x? = 4.5346 y su valor normalizado x2 = 1.1336.
Al ser un valor cercano a 1, indica que los parametros pueden ajustarse adecuadamente.

Valores en el ajuste
Ky, 0.9965
Kyqg 0.9816
Pou 0.4480
P24 0.43261
X2 25.4548
2 6.3637

Tabla 4.7: Valores de los parametros libres para el ajuste con los valores de las razones de las masas fijo
en su valor central y la respectiva obtencion de x2 con su valor normalizado, es decir, dividido entre los
grados de libertad, en este caso, por cuatro

En la tabla 4.7 se presentan los valores de los parametros del ajuste para las razones de las
masas fijas. En este ajuste, la matriz de mezcla se expresa como

0.9743  0.2250 0.003127
Vi, =1 02244 09715 0.07566
0.01693 0.07380  0.9971

) (4.54)

con Jt =3.02 x 1075,
En la tabla 4.8 se presentan los parametros de ajuste para el caso donde las razones de las
masas pueden variar dentro de su error. En este ajuste, la matriz de mezcla toma la forma

0.9743  0.2251 0.003543
Viher =1 02243 09707 0.08585 |, (4.55)
0.01935 0.08371  0.996

con J* = 3.09 x 107°. Con los valores teéricos de la matriz de mezcla se puede extraer el
angulo de violacion de CP. Este corresponde a

V* Via
6= Ar ub“) = 1.487 rad = 85.19°. 4.56)
o (Vi (
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Valores en el ajuste
Ou 6.67 x 1076
G4 9.14 x 1074
O 0.0182
O 0.00388
Koy, 0.9961
Kyy 0.9779
Do 2.5310
b2d 2.5168
X2 4.5346
X2 1.1336

Tabla 4.8: Valores de los parametros libres para el ajuste con los valores de las razones de las masas
variable dentro del error y la respectiva obtencion de x? con su valor normalizado, es decir, dividido entre
los grados de libertad, en este caso, por cuatro.

Cabe resaltar que la funcién x? es sensible a los cambios tanto en los errores como en los
valores centrales. Otro factor a tener en cuenta son los parametros libres totales, pues al ser
pocos, se ha visto limitado las posibilidades de realizar un ajuste adecuado a cuatro parametros
experimentales. El método a utilizar en la minimizacion afecta considerablemente el valor minimo.
Asi, en las condiciones apropiadas podria encontrarse un valor con una x? menor a la presentada
en este trabajo.
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Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

A partir de la simetria modular y el grupo modular finito I's ~ S5, junto con tres dobletes de Higgs,
se ha logrado construir una extensiéon del modelo estandar con pocos parametros libres totales.
El modelo se realiz6 introduciendo formas modulares construidas a partir de la funcién n(7). Lue-
go, bajo la simetria propuesta y después de realizar una asignacién de los campos, se calculd
el lagrangiano del sector de Yukawa. Después del rompimiento espontaneo de simetria, el total
de bosones escalares fue nueve y se encontrd las matrices de masa de quarks. Algunos de los
parametros se ajustaron de tal forma que se obtuvieran matrices de masas con ceros de textura
guedando un total de 10 parametros libres entre las matrices para tipo up, down y Vevs. En el
calculo de la matriz de mezcla, se utilizaron expresiones analiticas que permitieron reducir a 4
parametros totales libres. Estas fueron ajustadas a cuatro observables obteniendo el mejor ajuste
de los parametros libres a x? = 4.5346 y su valor normalizado de y2 = 1.1336 . La inclusién del
potencial de Higgs fue posible debido a la imposicién sobre los pesos modulares a cero de sus
acoples y de los dobletes de Higgs. La libertad en las asignaciones, tanto en la simetria de I';
como en la invariancia modular, es amplia ya que se generan mas productos por la introduccién
de un doblete extra de formas modulares en comparacién a una simetria S; convencional.

Al final, en este trabajo, la eleccion de la asignacion particular y la restriccion de llevarla a ce-
ros de textura, resultd en 4 parametros libres, incluyendo los VEVs del potencial de Higgs. Por
lo tanto, suponer una simetria modular y la utilizacién de formas modulares con las suposicio-
nes indicadas sobre los parametros, permite encontrar un ajuste de orden uno en x2 con pocos
parametros libres totales, lo que indica que la simetria adicional da un buen acercamiento res-
pecto al patron de mezcla de quarks.

Una extension a lo aqui expuesto es considerar otras asignaciones bajo Ss3 y diferentes pesos
modulares. La introduccién de potenciales de Higgs, cuyos acoples tengan peso modular y, por
tanto, sean formas modulares, podrian ser utiles en la libertad para construir matrices de masa
y obtener un buen acercamiento a la matriz de mezcla de quarks. Es posible, ademas, construir
modelos hibridos con otros grupos modulares finitos I, por ejemplo, A4 cuyo isomorfismo es
conI's.
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Apéndice A

Clases laterales (cosets) de un grupo

Para un grupo G, un subgrupo H de Gy g € G, se define

gH ={gh:he H} Clase lateral izquierda de H en G
Hg={gh:heH} Clase lateral derecha de H en G.

Un subgrupo N de G es normal si, para cada elemento g € G, las clases laterales izquierda y
derecha son iguales, en este caso no es necesario hacer diferencia entre clase lateral izquierda
o derecha. Al conjunto de todas las clases laterales de un subgrupo normal N en G se llama
conjunto cociente y se denota como G/N.

Como ejemplo, se considera el grupo de los nimeros enteros Z = {—3,—-2,—-1,0,1,2,3,4,...} y
el subgrupo 2Z correspondiente a los enteros multiplos de 2 . Como 2Z es normal entonces las
clases laterales izquierda y derecha son iguales y corresponden a

242727 — 2n
—14+2Z — 2n+1
0+2Z — 2n
1422 — 2n+1
24272 — 2n

con n € Z. Es de notar que solo hay dos clases laterales diferentes, en este caso, los conjuntos
de numeros pares e impares. Estas dos clases son isomorfas al grupo ciclico Zs.
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Apéndice B

Tablas de posibles matrices para
cuatro dobletes de Higgs

Fr  Fr Matrices de masa Posibles texturas de masa
f p 2
1y SC (d—t )
o f o f f 0 Ty 0
g I I Bl / s
2.1 2,1 —ul — L sc(3—1t2
5 ) My fl{, 1251 fﬂg /; 125 7( p ) —2M£CQ (1 —3t2) N;/C
Mg ) M3 M5
0 u;*/c ug—u{—ugcz(l—BtQ)
2
0 Zend +ul 0
2 f_f 0 2 f
V3H2 — K5 3 M7
/3H3 M3 — Hy
f 2 2
—pyC (1 — 3t )
Foo b ot f 0 Yy 0
ST I 0 s s s B/ | I o
2,1 21 — - —ul —uhc? (1 —3t? ;
; ; R R el 14 (f ) aules (3— t2) —ud e
) —Hg M3 —Hs
0 —utfe  uf =] 4 pfsc(3 —1?)
0 —2p] + pd 0
—2puf — pd 0 ;2u£f
0 —2ug K3 — M

Tabla B.1: Matrices de masa en la tercera columna para cuatro dobletes de Higgs. F. y Fr indican la
asignacion de las partes izquierda y derecha de los campos, respectivamente, donde las primeras dos
familias estan en 2 y la tercera familia en 1 o 1’. La cuarta columna es una rotacién de las matrices de
la tercera columna por un angulo 6, donde se han definido s = sinf, ¢ = cosf y t = tan 6. Las matrices
abajo de las matrices rotadas indican un caso particular de rotacién. Para el primer caso, el angulo de
rotacién es 6 = « /6. Para el segundo caso, el angulo de rotacion es 8 = /3 [10].
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Fr  Fr Matrices de masa Posibles texturas de masa
pi+ud pl+pd ul 0 A 0 0 B2 Bas
2,1 21 py—wd o —pl ond Az Az f‘}}?} NE Ba1 Bas ]9 ;
pd —ud vl Aszx 0 Aszs(uz —vy) 0 Bsa Bas(ui —vi)
’ ’ ’
0 A, 0 0 B, By,
Ay 0 Ans By 0 0
r ! ’ ’
Az 0 Ass(l‘?{ - V:{) 0 By 333(#§ - V:‘{)
wl vud w4l Wl 0 A Aas 0 Bl 0
2,1 2,1 ph =l = i A21 Az ;) NE B21 Bz 5;23 ;
i pd vl 0 Aszx  Aszs(pz —v3) Bs2 0 Bsz(uz —v3)
’ ’ ’
(I] A12 A23 Q B12 Q
Ay O 0 s | Ba O By
’ ’ f ’ ’ f f
0 Agy Agz(pg —w3) B3, 0 Bgg(pz —v3)

Tabla B.2: Matrices de masa en la tercera columna para cuatro dobletes de Higgs. Fr y Fr indican la
asignacion de las partes izquierda y derecha de los campos, respectivamente, donde las primeras dos
familias estan en 2 y la tercera familia en 1 o 1’. La cuarta columna es una rotacién de las matrices de
la tercera columna por un angulo 6, donde se han definido s = sinf, ¢ = cosf y t = tan 6. Las matrices
abajo de las matrices rotadas indican un caso particular de rotacién. Para el primer caso, el angulo de
rotacién es 6 = x/6. Para el segundo caso, el angulo de rotacion es § = 7/3 [10].
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