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Introducción

El objeto de estudio de este trabajo son los espacios asimétricos. Entre los
ejemplos más conocidos de espacios asimétricos se encuentran los espacios
cuasi-métricos y los espacios normados asimétricos. Aunque los resultados
principales de la Sección 2 están centrados en espacios normados asimétricos,
en los Preliminares (Sección 1) daremos una breve introducción a los espacios
cuasi-métricos, pues la topoloǵıa de un espacio normado asimétrico proviene
de la teoŕıa de espacios cuasi-métricos.

En esencia, una cuasi-métrica en un conjunto X es una función real no ne-
gativa en el producto X ×X que satisface los axiomas de una métrica con la
excepción de la simetŕıa. Es decir, puede ocurrir que la “distancia” de x a y
no sea igual a la “distancia” de y a x. De forma similar, una norma asimétrica
es una función q no negativa en un espacio vectorial real X que satisface los
axiomas de una norma salvo que la homogeneidad está restringida a números
reales no negativos (i.e., q(tx) = tq(x) para todo t ≥ 0). En consecuencia, la
norma asimétrica de un vector x no necesariamente coincide con la norma
asimétrica de −x. Toda norma asimétrica induce una cuasi-métrica.

Algunos apuntes a destacar son que los espacios cuasi-métricos fueron intro-
ducidos en 1931 [43], y desde entonces se han estudiado sus propiedades y
contrastes respecto a los espacios métricos. Por ejemplo, se pueden definir
distintas nociones de sucesiones de Cauchy y completitud (ver, por ejemplo,
[36] y [30]). La noción de compacidad secuencial, que en general no coincide
con compacidad en espacios cuasi-métricos, ha sido estudiada en [29]. Tam-
bién existen nociones de conjuntos totalmente acotados y precompactos (ver
[31] o [1]).

En la Sección 2, empezaremos viendo cómo se comportan los axiomas de
separación en los espacios seminormados asimétricos. Todo espacio seminor-
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mado asimétrico es un grupo paratopológico equipado con la suma de espacio
vectorial, pero no necesariamente es un grupo topológico. Como es bien sa-
bido, todo grupo topológico T0 es completamente regular, pero esto es falso
en grupos paratopológicos en donde los axiomas T0, T1, T2 y regularidad son
no equivalentes dos a dos. Aunque es de destacar que la regularidad y la
regularidad completa śı son equivalentes en grupos paratopológicos [10].

En general, una seminorma asimétrica puede no generar una topoloǵıa T0.
Pero en el caso de una norma asimétrica, siempre obtenemos un espacio T0

pero no necesariamente T1. En esta parte, distinguimos el caso en el que
nuestro espacio vectorial tiene dimensión finita, en cuyo caso veremos que
los espacios normados asimétricos tienen propiedades topológicas muy fuer-
tes. También veremos qué ocurre con el caso de los axiomas de Hausdorff y
regularidad en un espacio de dimensión infinita.

Esta sección contendrá tres resultados fuertes que ya han sido publicados en
[19]. Dichos resultados podemos resumirlos de la siguiente forma.

• Todo espacio normado asimétrico (X, q) tal que su bola unitaria cerrada
es compacta es un espacio vectorial de dimensión finita. La prueba de
este resultado es una corrección de un error encontrado en [23].

• Todo espacio normado asimétrico (X, q) que no es T1 puede descomponerse
como el producto de un espacio T1 y un espacio que no es T1. Ésta es
una generalización de un teorema demostrado en [22].

• Calculamos la dimensión topológica (cubriente) de todo espacio normado
asimétrico de dimensión finita.

En lo que concierne al tercer punto, es importante hacer énfasis en que usa-
remos la definición de dimensión topológica dada en [35]. La razón de esta
elección es que es una definición que no requiere pedirle al espacio ninguna
condición especial (como ser Hausdorff o algún otro axioma de separación).

En el Caṕıtulo 3 estudiaremos hiperespacios de subconjuntos cerrados de un
espacio topológico dado. Nuestro principal interés son los hiperespacios de
subconjuntos convexos cerrados que no necesariamente son acotados, ya que
dichos conjuntos están relacionados con las normas asimétricas de un espacio
vectorial. La estructura de algunos hiperespacios de cerrados y de convexos
han sido calculadas, por ejemplo [5, 6, 7, 9, 28, 34]. Muchos resultados que
calculan estructuras de hiperespacios están basados en la teoŕıa de G-espacios
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y en la métrica de Hausdorff en el hiperespacio de subconjuntos compactos.
La razón de esto es que cuando X es un G-espacio, la acción inducida resulta
continua en el hiperespacio.

Por lo tanto, centramos nuestra atención en estudiar cuándo un G-espacio
métrico induce una acción continua en el hiperespacio de Hausdorff. Cuando
el espacio no es métrico, podemos estudiar los hiperespacios con la topoloǵıa
de Vietoris y la topoloǵıa de Fell. De hecho, plantearemos una pregunta más
fundamental: cuándo una función continua f : X → Y induce una función
continua en los correspondientes hiperespacios. Veremos que la respuesta a
esta pregunta puede ser estudiada viendo a estas tres topoloǵıas como la
simetrización de una topoloǵıa inferior y una topoloǵıa superior.

Finalmente, en la última parte de este trabajo probaremos que la función que
a cada convexo de Rn le asigna su punto más cercano al origen es continua en
el hiperespacio de convexos cerrados equipado con la topoloǵıa de Fell. Ésta es
una corrección de un lema que fue enunciado en [37]. También plantearemos
algunas ĺıneas de trabajo a futuro, especialmente la de encontrar la estructura
topológica de ciertos hiperespacios de convexos cerrados equipados con la
topoloǵıa de Fell.



iv INTRODUCCIÓN



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Nota preliminar sobre espacios topológi-

cos

Con el propósito de evitar ambigüedad, vamos a especificar algunas defini-
ciones importantes que usaremos durante todo este trabajo.

Sea X un espacio topológico. Entonces X es llamado

T0 : si para cualesquiera x, y ∈ X con x 6= y, existe U ⊆ X abierto tal que
|U ∩ {x, y}| = 1.

T1 : si para cualesquiera x, y ∈ X con x 6= y, existe U ⊆ X abierto tal que
x ∈ U y y /∈ U .

T2 o Hausdorff: si para cualesquiera x, y ∈ X con x 6= y, existen U, V ⊆ X
abiertos tales que x ∈ U , y ∈ V y U ∩ V = ∅.

Regular: si para todo x ∈ X y todo abierto U ⊆ X tal que x ∈ U , existe
V ⊆ X abierto tal que x ∈ V ⊆ V ⊆ U .

T3: si X es regular y T1.

Completamente regular o Tychonoff: si para cada x ∈ X y U ⊆ X
abierto tal que x ∈ U , existe f : X → [0, 1] continua tal que f(x) = 0 y
f−1([0, 1)) ⊆ U .

1
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T31
2
: si X es completamente regular y T1.

Normal: si para todo F ⊆ X cerrado y U ⊆ X abierto tal que F ⊆ U existe
V ⊆ X abierto tal que F ⊆ V ⊆ V ⊆ U .

T4: si X es normal y T1.

Por lo tanto, es claro que

T0 ⇐ T1 ⇐ T2 ⇐ T3 ⇐ T3 1
2
⇐ T4,

pero ni regular, completamente regular ni normal implican necesariamente
T2 (un ejemplo sencillo es el espacio indiscreto con más de un punto).

Las definiciones anteriores de axiomas de separación coinciden, por ejemplo,
con las dadas por R. Engelking en su libro General Topology [20].

No supondremos a priori que un espacio topológico satisface alguno de los
axiomas de separación a menos de que se especifique.

El siguiente resultado será de utilidad en este trabajo. Lo enunciamos y
demostramos aqúı, ya que nuestra impresión es que no suele ser enunciado
con mucha frecuencia en la literatura de espacios topológicos.

Proposición 1.1.1. Sea X un espacio topológico regular y T0. Entonces X
es T2, y por lo tanto T3.

Demostración. Sean x, y ∈ X con x 6= y. Como X es T0, sin pérdida de
generalidad existe un abierto U tal que x ∈ U y y /∈ U . Como X es T3,
existen abiertos disjuntos V y W tales que x ∈ V y X \ U ⊆ W . Como
y ∈ X \ U , concluimos que V y W son abiertos disjuntos que contienen a x
y a y, respectivamente.

Como otra observación, diremos que un espacio topológico X es localmente
compacto si para todo x ∈ X y todo abierto U ⊆ X tal que x ∈ U existe
V ⊆ X abierto tal que V es compacto y

x ∈ V ⊆ V ⊆ U.

Como es sabido, pueden existir diferentes definiciones de compacidad local,
aunque todas son equivalentes cuando X es Hausdorff.
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Por otro lado, si X es un conjunto y τ1 y τ2 son dos topoloǵıas en X, llama-
remos supremo de las topoloǵıas τ1 y τ2 a la topoloǵıa τ que tiene como
subbase a τ1 ∪ τ2.

Finalmente, si tn, t ∈ R para cada n ∈ N, usaremos la notación tn → t para
decir que la sucesión (tn) converge a t cuando R tiene la topoloǵıa usual.

1.2. Grupos

A lo largo de este texto usaremos la siguiente convención: si (G, ∗) es un grupo
algebraico, omitiremos el śımbolo * en la operación g ∗h, donde g, h ∈ G. De
manera que escribiremos simplemente gh. Sin embargo, en el caso en que G
sea abeliano usaremos, como es usual, la notación a+ b. El elemento neutro
de G será denotado por e, o bien 0 si G es abeliano. El inverso de un elemento
a será denotado a−1, o bien −a si G es abeliano.

Si A,B ⊆ G, entonces

AB := {ab : a ∈ A, b ∈ B},

o bien
A+B := {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}

si G es abeliano. Si, por ejemplo, B es un conjunto de un único punto B = {b}
denotaremos los conjuntos anteriores simplemente Ab, o bien A+ b. También
usaremos la notación

A−1 := {a−1 : a ∈ A},
o bien

−A := {−a : a ∈ A}
en caso de que G sea abeliano.

1.2.1. Grupos paratopológicos y grupos topológicos

Un grupo G equipado con una topoloǵıa será llamado grupo paratopológi-
co si la operación del grupo G×G→ G, (g, h) 7→ gh es una función continua,
en donde G×G tiene equipada la topoloǵıa producto. Usaremos el śımbolo
τG para denotar a la topoloǵıa de G cuando sea necesario. Si G es un grupo
paratopológico y a ∈ G, es fácil ver que las traslaciones g 7→ ag y g 7→ ga
son homeomorfismos.
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Adicionalmente, la familia

τ−G := {U−1 : U ∈ τG}

es otra topoloǵıa en G, llamada la topoloǵıa conjugada de τG, tal que
(G, τ−G ) también es un grupo paratopológico. La función inversión (G, τG)→
(G, τ−G ) dada por g 7→ g−1 es un homeomorfismo.

Por otro lado, un grupo topológico es un grupo paratopológico G tal que
la función inversión (G, τG) → (G, τG), g 7→ g−1 es continua. En este caso,
se tiene que la función inversión es homeomorfismo. No es dif́ıcil ver que un
grupo G equipado con una topoloǵıa es grupo topológico si y sólo si la función
(g, h) 7→ gh−1 es continua.

Si G es un grupo paratopológico, τG tiene una simetrización natural. Sea τ sG
el supremo de las topoloǵıas τG y τ−G . Entonces (G, τ sG) es un grupo topológico
llamado grupo topológico asociado al grupo paratopológico G. Vamos a
notar que τ sG es la menor topoloǵıa en G con esta propiedad.

Proposición 1.2.1. Sea G un grupo paratopológico. Entonces τ sG es la menor
topoloǵıa que contiene a τG en G y que hace a G un grupo topológico.

Demostración. Sea τ una topoloǵıa enG tal que (G, τ) es un grupo topológico
y τG ⊆ τ . Como para todo U ∈ τG se tiene que U ∈ τ , y τ es topoloǵıa de
grupo entonces, U−1 ∈ τ . Por lo tanto τG ∪ τ−G ⊆ τ . Luego τ sG ⊆ τ .

Por otro lado, como las inversiones (G, τG)→ (G, τ−G ) y (G, τ−G )→ (G, τG) son
continuas, entonces la inversión de (G, τ sG) → (G, τ sG) es continua también.
Un razonamiento similar muestra que la operación del grupo es continua en
(G, τ sG), y por lo tanto este último es grupo topológico.

Vamos a ilustrar esto con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.2. Consideremos G = R, equipado con la suma usual y con la
topoloǵıa τG generada por todos los intervalos de la forma (−∞, r), r ∈ R. Es
fácil ver que la suma usual de R es continua en (R, τG), pero ningún intervalo
de la forma

−(−∞, r) = (−r,∞)

pertenece a τG. En consecuencia la función t 7→ −t no puede ser continua.
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La topoloǵıa conjugada τ−G es la generada por todos los intervalos de la forma
(r,∞), r ∈ R. El grupo topológico asociado (G, τ sG) es R con su topoloǵıa
usual.

Notemos que el grupo paratopológico dado en el Ejemplo 1.2.2 es un espa-
cio T0 que no es T1; para cualesquiera a < b es fácil construir un abierto
que contenga a a pero no a b, mientras que todo abierto que contenga a b
necesariamente contiene a a.

En el Caṕıtulo 2, y especialmente en la Sección 2.1, estudiaremos los axiomas
de separación en cierta clase de grupos paratopológicos (los espacios norma-
dos asimétricos, que veremos más adelante). Por ello, conviene hacer notar
cómo se comportan los axiomas de separación tanto en grupos topológicos
como paratopológicos, ya que existen notables diferencias.

El siguiente es uno de los hechos más conocidos sobre grupos topológicos (la
demostración puede ser consultada, por ejemplo, en [25]).

Teorema 1.2.3. Todo grupo topológico T0 es T3.

Por otro lado, existen grupos topológicos que no son T0, y que son T0 pero
que no T4.

Ejemplos 1.2.4. (1) R con la topoloǵıa indiscreta y la suma usual es un
grupo topológico que no es T0.

(2) Si Z tiene su estructura usual, entonces el grupo producto ZR es un
grupo topológico T3 1

2
que no es T4. Otro ejemplo es el grupo topológico

libre de un espacio T3 1
2

que no es normal ([8]).

En contraste, existen ejemplos de grupos paratopológicos que muestran que
los axiomas T0, T1, T2 y T3 son mutuamente no equivalentes.

Ejemplos 1.2.5. (1) En el Ejemplo 1.2.2, dimos un ejemplo de un grupo
paratopológico que es T0 pero no T1.

(2) Sea G = Z con la suma usual. Consideremos la topoloǵıa τ en G tal
que cada k ∈ Z tiene como base local a la familia

{{k} ∪ [n,+∞) ∩ Z : n ∈ Z, n > k}.

Con esta topoloǵıa, la suma en Z es continua. Si k1, k2 ∈ Z con k1 < k2,
sea n = k2 +1, con lo cual {k1}∪[n,+∞)∩Z es un abierto que contiene
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a k1 pero no a k2. Mientras que [k2,∞)∩Z es un abierto que contiene a
k2 y no a k1. Luego (Z, τ) es T1. Claramente cualesquiera dos abiertos
tienen intersección no vaćıa, luego (Z, τ) no es T2.

(3) Consideremos G = R2 con la suma usual, y la topoloǵıa tal que cada
(x, y) 6= (0, 0) tiene la base local usual de bolas abiertas centradas en
(x, y), y el punto (0, 0) tiene como base local a los conjuntos

Vn := {(0, 0)} ∪ {(x, y) : 0 < x, y < 1/n}, n ∈ N.

R2 equipado con esta topoloǵıa resulta un grupo paratopológico Haus-
dorff que no es T3 ([24, Caṕıtulo 20, Sección 2])

Finalmente, fue una pregunta que permaneció abierta durante más de 60
años saber si los axiomas regular y completamente regular son equivalentes
en grupos paratopológicos. La respuesta (afirmativa) fue demostrada en [10]
por T. Banakh y A. Ravsky.

Teorema 1.2.6. Todo grupo paratopológico regular es completamente regu-
lar.

1.2.2. Acciones de grupos topológicos

Si G es un grupo y X es un conjunto, una acción de G en X es una función
θ : G×X → X que satisface las siguientes dos condiciones:

(1) θ(e, x) = x para todo x.

(2) θ(g, θ(h, x)) = θ(gh, x) para todo g, h ∈ G y x ∈ X.

En este caso, decimos que G actúa en X.

Definición 1.2.7. Sea G un grupo topológico y X un espacio topológico. Di-
remos que G actúa continuamente en X, o bien que X es un G-espacio,
si existe una acción continua θ : G×X → X.

En la práctica, si X es un G-espacio omitiremos el śımbolo θ y escribiremos
simplemente gx en lugar de θ(g, x).

Para cada x ∈ X, el conjunto

G(x) := {gx : g ∈ G}

es llamado la órbita de x.
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Las órbitas de unG-espacioX inducen una partición en clases de equivalencia
de X. Esto es, si x1, x2 ∈ X y G(x1) ∩ G(x2) 6= ∅ entonces G(x1) = G(X2).
El conjunto de órbitas de un G-espacio X está denotado por X/G. Cuando
equipamos a X/G con la topoloǵıa cociente, el espacio resultante es llamado
espacio orbital.

Por otro lado, si X es un G-espacio, cada g ∈ G induce una función continua
lg : X → X definida por

lg(x) = gx, x ∈ X.

Es fácil comprobar que la función inversa de lg es lg−1 , y en consecuencia
cada lg es un homeomorfismo de X en X.

Si X es un espacio topológico, consideraremos

HomX := {f : X → X : f es homeomorfismo}.

Siempre asumiremos que Hom(X) tiene su estructura de grupo algebraico
usual, es decir la composición usual de funciones. Cuando X es un G-espacio,
la función dada por

G→ HomX

g 7→ lg

es un monomorfismo de grupos. En este trabajo, cada g ∈ G será identificado
con lg, y por lo tanto supondremos que G es un subgrupo algebraico de
HomX. Para cada g ∈ A y A ⊆ X, usaremos la notación

gA := lg(A) = {ga : a ∈ A}.

1.2.3. Topoloǵıas en subgrupos de homeomorfismos

Como hemos hecho notar, cada G-espacio X tiene asociado un subgrupo alge-
braico de homeomorfismos que identificamos con G. En la Sección 3, estudia-
remos la continuidad de ciertas acciones en hiperespacios de X y veremos que
la continuidad recae en propiedades topológicas de G. A continuación vamos
a definir tres topoloǵıas en subgrupos algebraicos de HomX que nos serán
de gran utilidad para estudiar la continuidad de acciones en hiperespacios.

Sea X un espacio topológico, y sea G un subgrupo algebraico de HomX.
Para cualesquiera A,B ⊆ X, sea

[A,B] := {f ∈ G : f(A) ⊆ B}.
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Vamos a considerar las siguientes tres topoloǵıas definidas en G.

Definición 1.2.8. (1) La topoloǵıa compacto-abierta τco en G es la to-
poloǵıa generada por todos los conjuntos de la forma [K,V ], en donde
K es compacto y V es abierto en X.

(2) La topoloǵıa cerrado-abierta τca en G es la topoloǵıa generada por
todos los conjuntos de la forma [C, V ] tales que C es cerrado y V es
abierto en X.

(3) Si X es un espacio métrico, la topoloǵıa de la convergencia uniforme
en acotados en X es la topoloǵıa generada por todos los conjuntos de
la forma

(A, f, ε) := {g ∈ G : d(f(x), g(x)) < ε ∀x ∈ A}

donde A ⊆ X es acotado, f ∈ G y ε > 0.

Es importante notar que las topoloǵıas compacto-abierta y cerrado-abierta
no necesariamente hacen que la composición o la inversión sean continuas
en el grupo HomX. La siguiente proposición muestra condiciones suficientes
para que esto ocurra. Esto fue probado en [4].

Proposición 1.2.9. Sea X un espacio topológico.

(1) Si X es localmente compacto y HomX está equipado con la topoloǵıa
compacto-abierta, entonces ◦ : HomX×HomX → HomX es continua.

(2) Si X es normal y HomX está equipado con la topoloǵıa cerrado-abierta
entonces HomX es un grupo topológico con la composición de funcio-
nes.

Demostración. (1) Sean K,U ⊆ X con K compacto y U abierto, y sea
(g, h) ∈ ◦−1([K,U ]), es decir g(h(K)) ⊆ U , o equivalentemente h(K) ⊆
g−1(U). Como X es localmente compacto existe V ⊆ X abierto tal que V es
compacto y

h(K) ⊆ V ⊆ V ⊆ g−1(U).

Sea W := [K,V ]× [V , U ]. Entonces se tiene que (g, h) ∈ W . Si (g′, h′) ∈ W
entonces g′(K) ⊆ V y h′(V ) ⊆ U , de donde se sigue que h′(g′(K)) ⊆ U . Esto
prueba que W ⊆ ◦−1(K,U).
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(2) Supongamos que X es normal. La continuidad de ◦, cuando HomX está
equipado con la topoloǵıa cerrado-abierta, se prueba de manera análoga a
(1) quitando la compacidad de V .

Probemos ahora que la inversión en (HomX, τca) es continua. Notemos que si
C,U ⊆ X con C cerrado y U abierto, entonces g ∈ [C,U ] si y sólo si g(C) ⊆ U
si y sólo si g−1(X \U) ⊆ X \C, es decir g−1 ∈ [X \U,X \C]. Como X \U es
cerrado y X \ C es abierto, entonces la inversión es un homeomorfismo.

1.3. Espacios cuasi-semimétricos y seminor-

mados asimétricos

En esta sección introduciremos las definiciones y resultados básicos de espa-
cios cuasi-métricos y espacios normados asimétricos. Aunque en la Sección 2
nos concentraremos casi en su totalidad en espacios normados asimétricos, en
la Sección 3 también trabajaremos con cuasi-métricas al estudiar los hiper-
espacios inferior y superior de Hausdorff desde un punto de vista asimétrico.
Para una lectura más profunda sobre espacios cuasi-métricos, puede consul-
tarse [16].

1.3.1. Cuasi-semimétricas y cuasi-métricas

Una cuasi-métrica en un conjunto X es una función ρ : X × X → [0,∞)
que satisface las siguientes tres condiciones para cualesquiera x, y, z ∈ X:

(1) ρ(x, y) = ρ(y, x) = 0⇒ x = y,

(2) ρ(x, x) = 0,

(3) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z).

El espacio (X, ρ) es llamado espacio cuasi-métrico.

Por otro lado, si ρ satisface la segunda y tercera condición entonces ρ es llama-
da cuasi-pseudométrica y el par (X, ρ) es un espacio cuasi-pseudométri-
co.

Cuando sea necesario, también consideraremos cuasi-pseudométricas extendi-
das (resp., cuasi-métricas extendidas), es decir, funciones ρ : X×X → [0,∞]
que satisfacen las condiciones anteriores.
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Vale hacer hincapié en que la diferencia entre una cuasi-pseudométrica y
una pseudométrica (en el sentido usual), es que puede ocurrir que ρ(x, y) 6=
ρ(y, x). Toda cuasi-pseudométrica (resp., cuasi-métrica) ρ induce otra cuasi-
pseudométrica (resp., cuasi-métrica) ρ−, llamada cuasi-pseudométrica con-
jugada de ρ (resp., cuasi-métrica conjugada) definida por

ρ−(x, y) := ρ(y, x).

A su vez, ρ induce una pseudométrica (resp., métrica) ρs, llamada pseu-
dométrica inducida por ρ (resp., métrica inducida), definida por

ρs(x, y) := máx{ρ(x, y), ρ−(x, y)}.

El par (X, ρ−) es llamado espacio cuasi-pseudométrico conjugado de (X, ρ),
y el par (X, ρs) es llamado espacio pseudométrico asociado a (X, ρ).

Si (X, ρ) es un espacio cuasi-pseudométrico, para cada x ∈ X y r > 0
consideraremos los conjuntos

Bρ(x, r) := {y ∈ X : ρ(x, y) < r},

Bρ[x, r] := {y ∈ X : ρ(x, y) ≤ r}.
El conjunto Bρ(x, r) es llamado ρ-bola abierta con centro x y radio r, y
Bρ[x, r] es llamado ρ-bola cerrada con centro x y radio r.

En este contexto, equipamos al espacio cuasi-pseudométrico (X, ρ) con la
topoloǵıa τρ generada por todas las ρ-bolas abiertas Bρ(x, r) (x ∈ X, r > 0).
Por la definición de ρs y ρ−, para cada x ∈ X y r > 0 se tiene que

Bρs(x, r) = Bρ(x, r) ∩Bρ−(x, r).

Este hecho implica que la topoloǵıa generada por ρs es la topoloǵıa supremo
de τρ y τρ− . Es decir:

Observación 1.3.1. Si (X, ρ) es un espacio cuasi-pseudométrico, entonces
τρs es la menor topoloǵıa que contiene a τρ y τρ−.

Es fácil ver que un subconjunto U ⊆ X es abierto en (X, ρ) si y sólo si para
todo x ∈ U existe r > 0 tal que Bρ(x, r) ⊆ U . Más aún, la definición de
continuidad de funciones entre espacios cuasi-pseudométricos resulta natural
y coincide con la noción de continuidad topológica.
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Definición 1.3.2. Sea f : (X, ρ)→ (Y, µ) una función entre espacios cuasi-
pseudométricos.

(1) Si x ∈ X, decimos que f es continua en x si para todo ε > 0 existe
δ > 0 tal que si y ∈ X con ρ(x, y) < δ entonces µ(f(x), f(y)) < ε.

(2) Decimos que f es uniformemente continua si para todo ε > 0 existe δ >
0 tal que para todo x, y ∈ X con ρ(x, y) < δ se tiene que µ(f(x), f(y)) <
ε.

En particular, obtenemos que f : X → Y es continua si y sólo si f es continua
en x, para todo x ∈ X.

Para cada x ∈ X, la familia de ρ-bolas abiertas Bρ(x, 1/n) con n ∈ N es una
base local de x, por lo que (X, ρ) resulta un espacio primero numerable. Si
(xn) ⊆ X es una sucesión, entonces

xn −→
ρ
x si y sólo si ρ(x, xn)→ 0.

También

xn −→
ρ−

x si y sólo si ρ(xn, x)→ 0.

Haremos notar ahora que un espacio cuasi-métrico siempre es T0.

Proposición 1.3.3. Todo espacio cuasi-métrico (X, ρ) es T0.

Demostración. Sea (X, ρ) un espacio cuasi-métrico y sean x, y ∈ X con x 6=
y. Como ρ es cuasi-métrica, no puede ocurrir que ρ(x, y) = 0 = ρ(y, x).
Supongamos sin pérdida de generalidad que ρ(x, y) > 0. Sea r := ρ(x, y) y
sea U := Bρ(x, r). Es claro que x ∈ U , pero si ocurriera que y ∈ U entonces
tendŕıa que ocurrir que ρ(x, y) < r = ρ(x, y), lo que es una contradicción.
Por lo tanto y /∈ U , lo que prueba que X es T0.

Por otro lado, es claro que un espacio cuasi-pseudométrico (X, ρ) no necesa-
riamente es T0, por ejemplo tomando ρ = 0 se obtiene un espacio indiscreto.

Finalizamos con dos ejemplos de cuasi-métricas cuyas propiedades contrastan
con las métricas en el sentido usual. El primero de ellos es un ejemplo de un
espacio cuasi-métrico que no es T1, y el segundo es T4 pero no metrizable.
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Ejemplos 1.3.4. (1) Sea X = R y ρ(x, y) := (y − x)+, en donde t+ :=
máx{t, 0}. Entonces ρ es una cuasi-métrica en X tal que

Bρ(x, r) = (−∞, x+ r), para todo x ∈ X y r > 0.

La cuasi-métrica conjugada está dada por ρ−(x, y) = (x−y)+ = (y−x)−

(donde t− := máx{−t, 0}) y Bρ−(x, r) = (x−r,∞). Además, la métrica
asociada es la distancia usual ρs(x, y) = |x− y|. Cabe hacer notar que
este espacio, equipado con la operación suma, es el grupo paratopológico
del Ejemplo 1.2.2, el cual es T0 pero no T1.

(2) Sea X = R y consideremos

ρ(x, y) :=

{
y − x si y ≥ x

1 si x > y

Una base de abiertos para (X, ρ) está formada por la familia [x, x+ ε),
con x ∈ X y 1 > ε > 0, por lo que (X, ρ) es la ĺınea de Sorgenfrey. Por
lo tanto (X, ρ) es un ejemplo de un espacio cuasi-métrico T4 que no es
metrizable. Además, ρs(x, y) = 1 para todo x 6= y, luego (X, ρs) es el
espacio métrico discreto.

1.3.2. Seminormas asimétricas y normas asimétricas

En este trabajo, todos los espacios vectoriales serán espacios vectoriales sobre
el campo R.

Sea X un espacio vectorial. Una norma asimétrica en X es una función
q : X → [0,∞) que satisface las siguientes tres condiciones:

(1) Si q(x) = q(−x) = 0 entonces x = 0.

(2) q(αx) = αq(x) para todo x ∈ X y α ≥ 0.

(3) q(x+ y) ≤ q(x) + q(y) para cualesquiera x, y ∈ X.

Notemos que la segunda condición (llamada homogeneidad positiva) im-
plica que q(0) = 0, y que la tercera condición es la desigualdad triangu-
lar usual o subaditividad. Claramente, una de las diferencias más impor-
tantes entre una norma asimétrica y una norma, es que puede ocurrir que
q(x) 6= q(−x).
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Por otro lado, si q satisface la segunda y tercera condición entonces q es
llamada seminorma asimétrica en este caso. El par (X, q) será llamado
espacio seminormado asimétrico (respectivamente, espacio normado
asimétrico si q es norma asimétrica).

Como es de esperarse, hay una relación natural entre cuasi-pseudométricas
y seminormas asimétricas.

Proposición 1.3.5. Sea X un espacio vectorial. Si q es una seminorma
asimétrica en X entonces ρq(x, y) := q(y−x) es una cuasi-pseudométrica en
X. Si además q es norma asimétrica entonces ρq es cuasi-métrica.

Demostración. Sean x, y, z ∈ X. Es claro que ρq(x, x) = q(x − x) = 0. Por
otro lado,

ρq(x, z) = q(z − x+ y − y) ≤ q(y − x) + q(z − y) = ρq(x, y) + ρq(y, z).

Si suponemos que q es norma asimétrica, entonces la igualdad

q(y − x) = ρq(x, y) = 0 = ρq(y, x) = q(x− y)

implica que y − x = 0, por lo que ρq es cuasi-métrica.

Para cada x ∈ X y r > 0, denotaremos

Bq(x, r) := Bρq(x, r) = {y ∈ X : q(y − x) < r},

Bq[x, r] := Bρq [x, r] = {y ∈ X : q(y − x) ≤ r}.
En este caso el conjunto Bq(x, r) será llamado q-bola abierta con centro en
x y radio r. Similarmente Bq[x, r] será la q-bola cerrada con centro en x y
de radio r. Los conjuntos

Bq(0, 1) = {x ∈ X : q(x) < 1}

y
Bq[0, 1] = {x ∈ X : q(x) ≤ 1}

recibirán el nombre especial de q-bola unitaria abierta y q-bola unitaria
cerrada, respectivamente.

Siempre asumiremos que un espacio seminormado asimétrico (X, q) está equi-
pado con la topoloǵıa que induce la cuasi-pseudométrica ρq, a menos de que
se especifique lo contrario. Los conjuntos abiertos en (X, q) serán llamados
q-abiertos (y de manera análoga q-cerrados, q-compactos, etc.).
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Observación 1.3.6. De la definición de topoloǵıa en un espacio seminor-
mado asimétrico se sigue que si f : (X, qX) → (Y, qY ) es una función en-
tre espacios seminormados asimétricos, entonces f es continua en un punto
x0 ∈ X si y sólo si para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que si qX(x − x0) < δ
entonces qY (f(x)− f(x0)) < ε.

Al estar equipado con una topoloǵıa generada por una cuasi-pseudométrica,
el espacio (X, q) tiene como base a las q-bolas abiertas cuyos radios son de la
forma 1/n, n ∈ N. Luego (X, q) es un espacio primero numerable. Además,
podemos caracterizar la convergencia de sucesiones de la siguiente manera.

Observación 1.3.7. Todo espacio seminormado asimétrico (X, q) es prime-
ro numerable. Además, si (xn) ⊆ X y x ∈ X, entonces

xn → x si y sólo si ĺım
n→∞

q(xn − x)→ 0.

En el siguiente ejemplo notaremos que la q-bola cerrada Bq[x, r] no es ne-
cesariamente un conjunto q-cerrado (en contraste con el caso de espacios
normados).

Ejemplo 1.3.8. (1) Consideremos q : R → [0,∞) dada por q(t) = t+ :=
máx{t, 0}. Es fácil ver que q es una norma asimétrica en R y que q induce
la cuasi-métrica del Ejemplo 1.3.4. Para cada t ∈ R y r > 0 se tiene que
Bq(t, r) = (−∞, t + r) y Bq[t, r] = (−∞, t + r]. Se sigue también que el
complemento de toda q-bola cerrada no contiene ninguna q-bola abierta, y en
consecuencia ninguna q-bola cerrada es un conjunto q-cerrado.

(2) El ejemplo anterior puede generalizarse fácilmente. En Rn, consideremos
la norma asimétrica q : Rn → [0,∞) dada por

q(x) = x+ := máx{x+
1 , . . . , x

+
n , 0}, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

La q-bola unitaria Bq[0, 1] de Rn es el conjunto

Bq[0, 1] = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x1, . . . , xn ≤ 1}.

Para n = 2, este conjunto se ilustra en la siguiente figura:
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La norma qs que induce la norma asimétrica q coincide con la norma del
máximo ‖·‖∞ en Rn.

Notemos que en el ejemplo anterior, el espacio normado asimétrico (R, q)
coincide con el grupo paratopológico del Ejemplo 1.2.2. En general, resulta
ser que todo espacio seminormado asimétrico es un grupo paratopológico,
equipado con la suma de espacio vectorial + : X ×X → X.

Para probar esto, veremos primero que si (X, q) es un espacio seminormado
asimétrico, entonces la topoloǵıa producto X × X admite una seminorma
asimétrica natural.

Lema 1.3.9. Sean (X, qX) y (Y, qY ) espacios seminormados asimétricos.
Entonces las siguientes funciones son seminormas asimétricas en X×Y que
inducen la topoloǵıa producto en X × Y :

(1) q1 : X × Y → [0,∞) dada por q1(x, y) = qX(x) + qY (y).

(2) q2 : X × Y → [0,∞) dada por q2(x, y) = máx{qX(x), qY (y)}.

Adicionalmente, si qX y qY son normas asimétricas, entonces q1 y q2 también
lo son.

Demostración. Mostremos primero que q1 es en efecto seminorma asimétrica
en X × Y .
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Sean α ≥ 0 y (x, y) ∈ X × Y . Entonces

q1(α(x, y)) = qX(αx) + qY (αy) = α(qX(x) + qY (y)) = αq1(x, y).

Sean ahora (xi, yi) ∈ X × Y , i = 1, 2. Entonces

q1((x1, y1) + (x2, y2)) = qX(x1 + x2) + qY (y1 + y2)

≤ (qX(x1) + qX(x2)) + (qY (y1) + qY (y2))

= q1(x1, y1) + q1(x2, y2).

Esto prueba que q1 es seminorma asimétrica.

Demostraremos ahora que la topoloǵıa producto en X×Y está inducida por
la seminorma asimétrica q1. Una vecindad básica de (x, y) ∈ X × Y en el
espacio producto tiene la forma BqX (x, ε)×BqY (y, ε). Por la definición de q1,
se sigue que

Bq1((x, y), ε) ⊆ BqX (x, ε)×BqY (y, ε).

Por otro lado, si x1 ∈ BqX (x, ε/2) y y1 ∈ BqY (y, ε/2) entonces

q1((x1, y1)− (x, y)) = qX(x1 − x) + qY (y1 − y) < ε/2 + ε/2 = ε.

Esto demuestra que

BqX (x, ε/2)×BqY (y, ε/2) ⊆ Bq1((x, y), ε).

Por lo tanto, la topoloǵıa inducida por q1 coincide con la topoloǵıa producto
en X × Y .

Adicionalmente, si qX y qY son normas asimétricas, entonces q1(x, y) =
q1(−x,−y) = 0 implica que qX(x) = qX(−x) = 0 = qY (y) = qY (−y). Como
qX y qY son normas asimétricas, entonces x = 0 = y, es decir, q1 es norma
asimétrica también.

De forma análoga se prueba el mismo resultado para q2.

Proposición 1.3.10. Sea (X, q) un espacio seminormado asimétrico. En-
tonces

(1) X es un grupo paratopológico equipado con la suma de espacio vectorial.
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(2) Si t > 0, la función x 7→ tx es un homeomorfismo de X en X.

(3) Para todo u ∈ X, la función dada por x 7→ x+u es un homeomorfismo
de X.

Demostración. (1) Equipemos al producto X×X con la seminorma asimétri-
ca q1 como en el Lema 1.3.9. Sean ε > 0 y (x0, y0) ∈ X × X. Si q1((x, y) −
(x0, y0)) < ε entonces

q((x+ y)− (x0 + y0)) ≤ q(x− x0) + q(y − y0) = q1((x, y)− (x0, y0)) < ε.

Esto prueba que la función suma + : X ×X → X es continua.

(2) Sean x ∈ X y ε > 0. Si y ∈ X es tal que q(y − x) < ε/t, entonces
q(ty − tx) < ε. Esto prueba la continuidad de la función x 7→ tx. Como su
inversa está dada por x 7→ (1/t)x, se sigue que es un homeomorfismo.

(3) Por el inciso (1), la función x 7→ x + u es continua. Como su función
inversa está dada por x 7→ x− u, se sigue que es un homeomorfismo.

No obstante, los espacios normados asimétricos pueden no ser grupos to-
pológicos.

Observación 1.3.11. En el Ejemplo 1.2.2, la función t 7→ −t no puede
ser continua puesto que la imagen de cualquier intervalo (−∞, r) resulta un
conjunto con interior vaćıo.

Si X un espacio vectorial, recordemos que un subconjunto A ⊆ X es llamado
convexo si

ta+ (1− t)b ∈ A, para cualesquiera a, b ∈ A y t ∈ [0, 1].

Recordemos además que un subconjunto A ⊆ X es llamado absorbente
si para todo x ∈ X existe t > 0 tal que x ∈ tA, es decir, si el conjunto
{t > 0 : x ∈ tA} es no vaćıo.

Proposición 1.3.12. Sean (X, q) un espacio seminormado asimétrico, x ∈
X y r > 0. Entonces el conjunto Bq(x, r) es convexo, Bq(0, r) es absorbente
y

Bq(x, r) = x+ rBq(0, 1). (1.3.1)
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En particular, todas las q-bolas abiertas son homeomorfas entre śı. El mismo
resultado se obtiene si reemplazamos las q-bolas abiertas por las correspon-
dientes q-bolas cerradas.

Demostración. Sean y, z ∈ Bq(x, r) y t ∈ [0, 1]. Entonces

q(ty + (1− t)z − x) = q(ty + (1− t)z − (tx+ (1− t)x))

≤ tq(y − x) + (1− t)q(z − x)

< tr + (1− t)r
= r.

Por lo tanto ty + (1− t)z ∈ Bq(x, r). Esto prueba que Bq(x, r) es convexo.

Sea ahora x0 ∈ X fijo. Si q(x0) = 0 entonces x0 ∈ Bq(0, r). De lo contrario,
x0/(2q(x0)) ∈ Bq(0, r), lo cual prueba que Bq(0, r) es absorbente.

Finalmente, si y ∈ Bq(x, r) entonces y = x + r(y − x)/r, donde (y − x)/r ∈
Bq(0, 1). Y si z ∈ Bq(0, 1) entonces q(x+ rz − x) = rq(z) < r, lo que prueba
la igualdad (1.3.1).

El hecho de que las q-bolas abiertas sean homeomorfas entre śı se sigue en-
tonces de la Proposición 1.3.10.

El caso de las q-bolas cerradas es completamente análogo.

1.3.3. Norma asimétrica conjugada y norma asociada

Sean X un espacio vectorial y q una seminorma asimétrica en X. Entonces q
induce otra seminorma asimétrica q− enX, llamada seminorma asimétrica
conjugada de q, definida por

q−(x) := q(−x), x ∈ X.

De la definición de q− se sigue que la cuasi-pseudométrica conjugada de la
seminorma asimétrica q satisface la igualdad ρ−q = ρq− . Además, para todo
x ∈ X y r > 0, se tiene la igualdad

Bq−(x, r) = −Bq(x, r).

Por lo tanto, un conjunto U ⊆ X es abierto en (X, q) si y sólo si −U es
abierto en (X, q−). Esto muestra que q− induce la topoloǵıa conjugada del



1.3. ESPACIOS SEMINORMADOS ASIMÉTRICOS 19

grupo paratopológico (X, q) (ver Sección 1.2.1). En particular, la función
x 7→ −x es un homeomorfismo de (X, q) en (X, q−).

A su vez, q induce una seminorma (en el sentido usual, es decir, simétrica)
en el espacio X dada por

qs(x) := máx{q(x), q−(x)} = máx{q(x), q(−x)}, x ∈ X.

La seminorma qs induce la topoloǵıa del grupo topológico asociado a (X, q) y
ρsq = ρqs . El espacio seminormado (X, qs) es llamado espacio seminormado
asociado a (X, q). Naturalmente, si q es norma asimétrica entonces qs es
norma, y (X, qs) es llamado espacio normado asociado a (X, q).

Como en espacios cuasi-pseudométricos, para cada x ∈ X y r > 0, se tiene
que

Bqs(x, r) = Bq(x, r) ∩Bq−(x, r).

En consecuencia, la topoloǵıa de (X, qs) es la topoloǵıa supremo de las topo-
loǵıas generadas por q y q−.

Recordemos que la q-bola cerrada no es necesariamente un conjunto q-cerrado
(Ejemplo 1.3.8). Sin embargo, śı resulta un conjunto cerrado en el espacio
seminormado asociado.

Proposición 1.3.13. Sea (X, q) un espacio seminormado asimétrico, y sean
x ∈ X y r > 0. Entonces la q-bola cerrada Bq[x, r] es un conjunto cerrado
en (X, qs).

Demostración. Sea (xn) ⊆ Bq[x, r] una sucesión que converge a un punto z
en (X, qs). Es decir, para todo n ∈ N, q(xn − x) ≤ r y qs(xn − z) → 0.
Entonces, si n ∈ N se tiene que

q(z − x) ≤ q(z − xn) + q(xn − x) ≤ qs(z − xn) + q(xn − x) ≤ qs(z − xn) + r.

Usando la convergencia qs(xn − z)→ 0, obtenemos que q(z − x) ≤ r. Luego
z ∈ Bq[x, r].

La seminorma asimétrica, vista como función real, no es necesariamente con-
tinua en el espacio en el espacio (X, q), pero śı lo es en (X, qs).
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Proposición 1.3.14. Sea (X, q) un espacio seminormado asimétrico. En-
tonces las funciones q, q− : (X, qs) → [0,∞) son continuas (donde [0,∞)
tiene la topoloǵıa euclidiana).

Demostración. Supongamos que xn → x en (X, qs). Entonces

máx{q(xn − x), q−(xn − x)} → 0.

Esto implica que las sucesiones (q(xn− x)) y (q−(xn− x)) convergen a 0. Es
decir, (xn) converge a x tanto en (X, q) como en (X, q−), lo cual prueba la
continuidad de ambas funciones.

Definiremos ahora el concepto de equivalencia entre seminormas asimétricas.

Sea X un espacio vectorial. Decimos que dos seminormas asimétricas q y p
son equivalentes si existen M,N > 0 tales que para cada x ∈ X se tiene
que

Mp(x) ≤ q(x) ≤ Np(x).

Equivalentemente, q y p son equivalentes si y sólo si existen M,N > 0 tales
que

Bp(0,M) ⊆ Bq(0, 1) ⊆ Bp(0, N).

Lo anterior es válido también si cambiamos las bolas abiertas por las corres-
pondientes bolas cerradas. Además, es fácil ver que dos seminormas asimétri-
cas equivalentes inducen la misma topoloǵıa en X.

Debido a que q(x) ≤ qs(x) para cada x ∈ X, se tiene que

Bqs(0, 1) ⊆ Bq(0, 1).

Por lo tanto, para que q y qs sean equivalentes es necesario y suficiente que
la q-bola abierta unitaria Bq(0, 1) esté contenida en una qs-bola.

Observación 1.3.15. Sea (X, q) un espacio seminormado asimétrico. En-
tonces las topoloǵıas de (X, q) y (X, qs) coinciden si y sólo si Bq(0, 1) (o
bien, Bq[0, 1]) es un conjunto qs-acotado. En este caso, diremos que el espa-
cio seminormado asimétrico (X, q) es seminormable por qs. Si q es norma
asimétrica, diremos que (X, q) es normable por qs.
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1.3.4. Funcional de Minkowski

Sea X un espacio vectorial, y sea A ⊆ X convexo y absorbente. La funcional
de Minkowski respecto al conjunto A es la función definida mediante

pA(x) = ı́nf{t > 0 : x ∈ tA}, x ∈ X.

Un resultado conocido es que si (X, ‖·‖) es un espacio normado y A = B[0, 1]
entonces pA(x) = ‖x‖ para cada x ∈ X. El siguiente resultado es una gene-
ralización de lo que ocurre en espacios normados.

Proposición 1.3.16. Sea X un espacio vectorial y A ⊆ X convexo y absor-
bente con 0 ∈ A. Entonces la funcional de Minkowski pA : X → [0,∞) es una
seminorma asimétrica. Si adicionalmente A no contiene rectas no triviales,
entonces pA es una norma asimétrica.

Demostración. Sea α > 0 y x ∈ X. Demostremos que pA(αx) = αpA(x).

Sea s ∈ {t > 0 : αx ∈ tA}. Es decir, x ∈ (s/α)A. Esto implica que pA(x) ≤
s/α, luego αpA(x) ≤ pA(αx).

Por otro lado, si s ∈ {t > 0 : x ∈ tA}, entonces αx ∈ αsA. Por lo tanto
pA(αx) ≤ αs, lo cual implica que pA(αx) ≤ αpA(x).

Para verificar que la igualdad también se cumple si α = 0, es suficiente ver
que pA(0) = 0. Esto se sigue de que 0 ∈ A, puesto que en este caso 0 ∈ tA
para todo t > 0.

Sean ahora x, y ∈ X y verifiquemos que se cumple la desigualdad triangular.

Sea ε > 0 arbitrario, y sean s, t > 0 tales que pA(x) ≤ t < pA(x) + ε,
pA(y) ≤ s < pA(y) + ε, x ∈ tA y y ∈ sA. Sean a ∈ A y a′ ∈ A tales que
x = ta y y = sa′, luego

x+ y

t+ s
=

t

t+ s
a+

s

t+ s
a′ ∈ A,

es decir, pA(x+ y) ≤ t+ s < pA(x) + pA(y) + 2ε. Como ε > 0 fue arbitrario,
se tiene que pA(x + y) ≤ pA(x) + pA(y). Esto prueba que pA es seminorma
asimétrica.

Finalmente, supongamos que x ∈ A es tal que pA(x) = pA(−x) = 0. Entonces
existen sucesiones tn, sn > 0 convergentes a 0 tales que x ∈ tnA y −x ∈ snA
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para todo n ∈ N. Por la convexidad de A, el segmento que une a (1/tn)x y
(−1/sn)x está contenido en A para todo n ∈ N.

En consecuencia, si r ≥ 0 y n ∈ N es tal que r < 1/tn se tiene que rx pertenece
al segmento que une a 0 y a (1/tn)x, es decir rx ∈ A. Similarmente, si r ≤ 0
entonces rx ∈ A. Esto muestra que A contiene al conjunto {rx : r ∈ R}. Si
A no contiene rectas no triviales, esto sólo puede pasar si x = 0. Por lo tanto
pA es norma asimétrica.

Finalmente, en este contexto, notemos que por el hecho de que A es convexo
y 0 ∈ A, se tiene que tA ⊆ A para todo t ∈ [0, 1]. Luego, de la definición de
funcional de Minkowski, si q = pA se sigue directamente que

Bq(0, 1) = {x ∈ X : pA(x) < 1} ⊆ A ⊆ {x ∈ X : pA(x) ≤ 1} = Bq[0, 1].

Más aún, la contención de la derecha se vuelve igualdad bajo cierta condición
que muestra la siguiente proposición.

Proposición 1.3.17. Sea X un espacio vectorial y A ⊆ X convexo, absor-
bente con 0 ∈ A. Sea q = pA. Si A es qs-cerrado, entonces A = Bq[0, 1].

Demostración. Basta probar que Bq[0, 1] ⊆ A. Sea x ∈ Bq[0, 1], es decir,
pA(x) ≤ 1. Si pA(x) < 1 entonces existe t < 1 tal que x ∈ tA ⊆ A. Suponga-
mos entonces que pA(x) = 1. Sea (tn) una sucesión de números positivos tal
que tn → 1 y x ∈ tnA para todo n ∈ N. Para cada n ∈ N, sea an ∈ A tal que
x = tnan. Entonces, si n ∈ N, se tiene que

qs(an − x) =
1

tn
qs(tnan − tnx) =

1

tn
qs(x− tnx) =

|1− tn|
tn

qs(x).

Como |1− tn| → 0, se sigue que (an) converge a x respecto de la seminorma
qs. Como A es qs-cerrado, entonces x ∈ A.

Ejemplo 1.3.18. Consideremos el convexo A = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ x2 − 1}..
Sea q la norma asimétrica pA. Entonces el conjunto Bq[0, 1] = A.
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Notemos también que por las igualdades

Bq− [0, 1] = −A, y Bqs [0, 1] = Bq[0, 1] ∩Bq− [0, 1],

entonces Bqs [0, 1] es el subconjunto de R2 que muestra la siguiente figura.

1.3.5. Espacios derecho-acotados

Sea (X, q) un espacio seminormado asimétrico. Definimos

θq := {x ∈ X : q(x) = 0}.

Recordemos que un subconjunto C de un espacio vectorial es llamado cono
convexo si para cualesquiera x, y ∈ C y t, s ≥ 0 se tiene que tx+ sy ∈ C.

Proposición 1.3.19. Sea (X, q) un espacio seminormado asimétrico.

(1) El conjunto θq es un cono convexo qs-cerrado.
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(2) θq es la unión de todos los rayos de la forma {tx : t ≥ 0}, x ∈ X,
contenidos en Bq[0, 1].

Demostración. Sean x, y ∈ θq y t, s ≥ 0. Entonces

q(tx+ sy) ≤ tq(x) + sq(y) = 0.

Por lo tanto tx + sy ∈ θq. Como θq = q−1(0) y q es una función qs-continua
por la Proposición 1.3.14, entonces θq es qs-cerrado.

Sea ahora C el conjunto formado por la unión de todos los rayos {tx : t ≥ 0}
contenidos en Bq[0, 1]. Si z ∈ C entonces q(tz) = tq(z) ≤ 1 para todo t ≥ 0,
por lo que necesariamente q(z) = 0 y en consecuencia z ∈ θq. Rećıproca-
mente, si z ∈ θq entonces q(z) = 0, luego es claro que q(tz) = 0 para todo
t ≥ 0. Es decir, {tz : t ≥ 0} está contenido en θq y por lo tanto también está
contenido en Bq[0, 1].

Ejemplos 1.3.20. (1) En Rn, sea q la norma asimétrica definida por

q(x) = x+ para todo x ∈ Rn.

Entonces
θq = {(x1, . . . , xn) : x1, . . . , xn ≤ 0}.

(2) En R2, sea q = pA, en donde A = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ x2 − 1}. Entonces

θq = {(0, y) : y ≥ 0}.

Si (X, q) es un espacio normado asimétrico, notemos que para cada r > 0, la
contención

Bqs(0, r) + θq ⊆ Bq(0, r)

siempre es válida, pues si x, z ∈ X son tales que qs(x) < r y q(z) = 0 entonces
q(x + z) ≤ q(x) < r. La contención de vuelta no es válida en general, como
se muestra en los Ejemplos 1.3.20. Por lo tanto introducimos la siguiente
definición.

Definición 1.3.21. El espacio (X, q) es llamado derecho-acotado si existe
r > 0 tal que

Bq(0, r) ⊆ Bqs(0, r) + θq.
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El siguiente teorema nos será de mucha utilidad, el cual reúne resultados
originalmente publicados en [17] y [27].

Teorema 1.3.22. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico. Definamos p :
X → [0,∞) mediante

p(x) := ı́nf{qs(x− y) : y ∈ θq}.

Entonces p tiene las siguientes propiedades:

(1) p es una norma asimétrica.

(2) q ≤ p, luego la topoloǵıa de (X, p) es más fina que la de (X, q).

(3) θq = θp.

(4) qs = ps.

(5) Bp(0, 1) ⊆ Bps(0, 1) + θp, es decir (X, p) es derecho-acotado.

Demostración. (1) Sea x ∈ X y supongamos que p(x) = 0 = p(−x). Si ε > 0
existen y1, y2 ∈ θq tales que qs(x − y1), qs(−x − y2) < ε. Entonces tenemos
que

q(x) ≤ q(x− y1) + q(y1) ≤ qs(x− y1) < ε,

y análogamente q(−x) < ε. Como ε > 0 fue arbitrario, se sigue que q(x) =
0 = q(−x). Como q es norma asimétrica, x = 0.

No es dif́ıcil probar que p(αx) = αp(x) para todo α ≥ 0 y x ∈ X.

Finalmente, probemos la desigualdad triangular. Sean x, z ∈ X y ε > 0. Sean
y1, y2 ∈ θq tales que qs(x− y1) < p(x) + ε y qs(z − y2) < p(z) + ε. Entonces

qs((x+ z)− (y1 + y2)) ≤ qs(x− y1) + qs(z − y2) < p(x) + p(z) + 2ε.

Como y1+y2 ∈ θq y ε > 0 fue arbitrario, obtenemos que p(x+z) ≤ p(x)+p(z).

(2) Para cada x ∈ X y y ∈ θq tenemos que q(x) ≤ qs(x−y)+q(y) = qs(x−y),
luego q(x) ≤ p(x).

(3) Si x ∈ θq entonces 0 = q(x− x) ≥ p(x), luego p(x) = 0.

Por (2), si x ∈ θp, es decir p(x) = 0 entonces q(x) = 0.
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(4) De la definición de p, poniendo y = 0 obtenemos que p(x) ≤ qs(x) para
todo x ∈ X. Esto implica también que p(−x) ≤ qs(−x) = qs(x), por lo tanto
ps ≤ qs.

Por (2) tenemos que q(x) ≤ p(x) para todo x, lo cual implica que qs ≤ ps.

(5) Supongamos que p(x) < 1. Entonces existe y ∈ θq tal que qs(x− y) < 1.
Por lo tanto x = (x−y)+y ∈ Bqs(0, 1)+θq = Bps(0, 1)+θp por (3) y (4).



Caṕıtulo 2

Dimensión y estructura de
espacios normados asimétricos

2.1. Axiomas de separación

Recordemos que todo espacio seminormado asimétrico (X, q) es un grupo
paratopológico con la suma de espacio vectorial de X. Si además q es norma
asimétrica, entonces (X, q) es T0, pero no necesariamente T1. Estamos in-
teresados en encontrar relaciones entre los axiomas de separación en espacios
normados asimétricos bajo distintas condiciones.

2.1.1. Caracterizaciones de axiomas de separación

A continuación, veremos que en espacios seminormados asimétricos los axio-
mas T0 y T1 son relativamente fáciles de caracterizar.

Proposición 2.1.1. Sea (X, q) un espacio seminormado asimétrico. Enton-
ces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) q es una norma asimétrica.

(2) θq no contiene rectas de la forma {tb : t ∈ R}, con b ∈ X \ {0}.

(3) (X, q) es un espacio T0.

Demostración. (1)⇒(2) Supongamos que q es una norma asimétrica. Si exis-

27
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tiera b ∈ X \ {0} tal que tb ∈ θq para todo t ∈ R, entonces en particular
q(b) = 0 = q(−b), contradiciendo que q es norma asimétrica.

(2)⇒(3) Supongamos ahora que θq no contiene rectas de la forma {tb : t ∈ R},
con b 6= 0. Sean x 6= y puntos distintos en X. Por hipótesis existe t ∈ R \ {0}
tal que q(t(x − y)) > 0. Sin pérdida de generalidad, supongamos que t > 0.
Por la homogeneidad positiva, q(x− y) > 0. Si r := q(x− y), es fácil checar
que Bq(y, r) contiene al punto y pero no contiene a x. Esto prueba que (X, q)
es T0.

(3)⇒(1) Finalmente, asumamos que (X, q) es T0. Supongamos que existe
x 6= 0 tal que q(x) = 0 = q(−x). Sea ε > 0. Como q(−x) = 0, entonces
0 ∈ Bq(x, ε). Asimismo, como q(x) = 0 entonces x ∈ Bq(0, ε). Como ε > 0 fue
arbitrario, esto prueba que todo abierto que contiene a x también contiene a
0 y viceversa, contradiciendo que (X, q) es T0. Por lo tanto q(x) = 0 = q(−x)
implica que x = 0, es decir, q es norma asimétrica.

La proposición anterior nos dice que un espacio seminormado asimétrico es
normado asimétrico si y sólo si el espacio es T0. Ahora daremos una caracte-
rización similar para el caso del axioma T1.

Proposición 2.1.2. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) θq = {0}.

(2) θq no contiene rayos de la forma {tb : t ≥ 0}, con b ∈ X \ {0}.

(3) (X, q) es un espacio T1.

Demostración. Si θq = {0} es claro que θq no contiene rayos no triviales.

Supongamos que θq no contiene rayos de la forma {tb : t ≥ 0}, con b 6= 0. Sean
x, y ∈ X puntos distintos. Por hipótesis existe t > 0 tal que q(t(x− y)) > 0,
y de manera similar existe s > 0 tal que q(s(y − x)) > 0. En particular
r1 := q(x− y) > 0 y r2 := q(y− x) > 0. Entonces Bq(y, r1) contiene a y pero
no a x, y Bq(x, r2) contiene a x pero no a y. Por lo tanto (X, q) es T1.

Finalmente, supongamos que (X, q) es T1. Si existiera x 6= 0 tal que q(x) = 0,
entonces para todo ε > 0 se tendŕıa que la bola Bq(0, ε) contiene a x, es decir,
no existe ningún abierto que contenga a 0 pero no a x. Esto contradice que
(X, q) es T1, y por lo tanto concluimos que θq = {0}.
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El siguiente lema nos dice qué tipo de segmentos de recta pueden estar con-
tenidos en las q-bolas abiertas o cerradas.

Lema 2.1.3. Sea (X, q) un espacio seminormado asimétrico. Si la bola Bq[0, 1]
contiene un rayo de la forma {a+ tb : t ≥ 0}, entonces b ∈ θq.

Demostración. Por la desigualdad triangular, para todo t ≥ 0 se tiene que

q(tb) = q(tb+ a− a) ≤ q(tb+ a) + q(−a).

Luego, usando la hipótesis, obtenemos que para todo t ≥ 0

q(tb)− q(−a) ≤ q(tb+ a) ≤ 1.

Como q(tb) = tq(b) para todo t ≥ 0, lo anterior sólo puede ocurrir si q(b) = 0.
Es decir, b ∈ θq.

A continuación veremos que en el caso de dimensión finita, es suficiente que
un espacio normado asimétrico sea T1 para que tenga todas las propiedades
topológicas de un espacio normado. Probaremos primero el siguiente lema.

Lema 2.1.4. Sea A ⊆ Rn cerrado y convexo con 0 ∈ A. Entonces A es aco-
tado respecto a la norma euclidiana ‖·‖ (y por lo tanto, respecto a cualquier
norma) si y sólo si A no contiene rayos de la forma {tb : t ≥ 0}, con b 6= 0.

Demostración. Si A es acotado, es claro que A no puede contener rayos no
triviales.

Para probar la implicación rećıproca, supongamos que A es no acotado. Sea
(an) ⊆ A una sucesión de puntos distintos de 0 tal que

ĺım
n→∞

‖an‖ =∞.

Por la compacidad de la esfera unitaria de Rn con la topoloǵıa usual, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que la sucesión (bn) definida por bn :=
an/ ‖an‖ converge a algún punto b 6= 0. Si t ≥ 0 existe N tal que t/ ‖an‖ ≤ 1
para toda n ≥ N , luego

tb = ĺım
n→∞

(t/ ‖an‖)an ∈ A

pues A es cerrado y cada (t/ ‖an‖)an ∈ A porque 0 ∈ A y A es convexo.
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El siguiente resultado fue probado en [23]. La siguiente es una demostración
alterna de dicho resultado.

Proposición 2.1.5. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico T1 de dimen-
sión finita. Entonces las topoloǵıas de (X, q) y (X, qs) coinciden, es decir,
(X, q) es normable por qs.

Demostración. De acuerdo con la Observación 1.3.15, basta ver que Bq[0, 1]
es un conjunto qs-acotado. En caso contrario, por el Lema 2.1.4, Bq[0, 1]
contiene un rayo de la forma {tb : t ≥ 0} con b 6= 0. Por el Lema 2.1.3, se
tiene que q(b) = 0. Por la Proposición 2.1.2 necesariamente b = 0, lo cual es
una contradicción.

En contraste, recordemos que existen espacios cuasi-métricos que satisfacen
axiomas de separación más fuertes que T1, pero que no son topológicamente
equivalentes a un espacio metrizable aún cuando el conjunto ambiente es R.

Observación 2.1.6. La ĺınea de Sorgenfrey (Ejemplo 1.3.4) es un espa-
cio cuasi-métrico normal que no es metrizable. Más aún, por la Proposi-
ción 2.1.5, la topoloǵıa de la ĺınea de Sorgenfrey no proviene de una norma
asimétrica.

El axioma T2 fue caracterizado en [22]. Para mostrar esto, introducimos pri-
mero la siguiente definición.

Si q es una norma asimétrica en X, para cada x ∈ X consideremos

‖x‖q := ı́nf{q(y) + q(y − x) : y ∈ X}.

Lema 2.1.7. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico. Entonces ‖·‖q es
una seminorma en X tal que ‖x‖q ≤ q(x) para cada x ∈ X.

Demostración. Demostraremos que ‖αx‖q = |α| ‖x‖q para todo α ∈ R y
x ∈ X. Por definición, es fácil ver que ‖0‖q = 0, por lo que la igualdad se
cumple si α = 0 o x = 0. Supongamos que α > 0 y x ∈ X \ {0}. Como la
función y 7→ αy es una biyección de X en X, se tiene que

‖αx‖q = ı́nf{q(αy) + q(αy − αx) : y ∈ X}
= α ı́nf{q(y) + q(y − x) : y ∈ X}
= α ‖x‖q .
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Para demostrar que ‖αx‖q = (−α) ‖x‖q en el caso α < 0, es suficiente de-
mostrar que ‖−x‖q = ‖x‖q. Considerando la biyección de X en X dada por
y 7→ y − x, se tiene que

‖−x‖q = ı́nf{q(y − x) + q((y − x)− (−x)) : y ∈ X}
= ı́nf{q(y − x) + q(y) : y ∈ X}
= ‖x‖q .

Demostremos ahora la desigualdad triangular. Sean x, z ∈ X, y sean y1, y2 ∈
X arbitrarios. Por la desigualdad triangular de la norma asimétrica q, se
tiene que

q(y1 + y2) + q((y1 + y2)− (x+ z)) ≤ [q(y1) + q(y1 − x)] + [q(y2) + q(y2 − z)].

Lo anterior muestra que

‖x+ z‖q ≤ [q(y1) + q(y1 − x)] + [q(y2) + q(y2 − z)].

Tomando ı́nfimos sobre y1 ∈ X y y2 ∈ X, respectivamente, obtenemos que

‖x+ z‖q ≤ ‖x‖q + ‖z‖q .

Esto demuestra que ‖·‖q es seminorma.

Finalmente, para cada x ∈ X se tiene que

‖x‖q = ‖−x‖q ≤ q(0) + q(0 + x) = q(x),

lo cual prueba el resultado deseado.

A continuación veremos que la condición de que la seminorma ‖·‖q sea una
norma es precisamente lo que caracteriza que el espacio asimétrico (X, q) sea
Hausdorff.

Proposición 2.1.8. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes.

(1) Si ‖x‖q = 0 entonces x = 0.

(2) (X, q) es T2.
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Demostración. Si ‖x‖q = 0 implica que x = 0, entonces la seminorma ‖·‖q es
una norma. Por el Lema 2.1.7 se tiene que ‖x‖q ≤ q(x) para todo x ∈ X. Por
lo tanto, la topoloǵıa generada por q es más fina que la topoloǵıa generada
por ‖·‖q. Como (X, ‖·‖q) es Hausdorff, entonces (X, q) también lo es.

Supongamos ahora que (X, q) es T2. Sea x ∈ X tal que ‖x‖q = 0. Por la
definición de ‖·‖q, existe una sucesión (xn) tal que (q(xn)) y (q(xn − x))
convergen a 0. Es decir, la sucesión (xn) converge en (X, q) tanto a 0 como
al punto x. Como (X, q) es Hausdorff, necesariamente x = 0.

Recordemos que en un espacio normado asimétrico, no necesariamente la
q-bola cerrada es un conjunto q-cerrado (Ejemplo 1.3.8). De hecho, como
veremos a continuación, si esto sucede entonces el espacio tiene que ser T3 1

2
.

Proposición 2.1.9. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico. Si la bola
cerrada Bq[0, 1] es un conjunto q-cerrado, entonces X es T3 1

2
.

Demostración. SiBq[0, 1] es un conjunto q-cerrado, entonces todas las q-bolas
cerradas también son conjuntos q-cerrados. Sean x ∈ X y ε > 0. Entonces

x ∈ Bq(x, ε/2) ⊆ Bq(x, ε/2) ⊆ Bq[x, ε/2] ⊆ Bq(x, ε),

en donde la segunda contención ocurre debido a que Bq[x, ε/2] es un conjunto
q-cerrado. Como ε > 0 fue arbitrario, esto prueba que X es T3. Como todo
espacio normado asimétrico es T0 por la Proposición 2.1.1, entonces (X, q) es
T3 por la Proposición 1.1.1. Finalmente, como todo grupo paratopológico re-
gular es completamente regular por el Teorema 1.2.6, obtenemos el resultado
deseado.

Aún no se sabe si el rećıproco de la Proposición 2.1.9 es verdadero o no.

2.1.2. Axioma T1 y compacidad

En [23, Teorema 13], se afirma que el siguiente resultado es cierto: si (X, q)
es un espacio normado asimétrico T1 tal que la bola Bq[0, 1] es q-compacta,
entonces X es de dimensión finita. Sin embargo, en la prueba de dicho resul-
tado se utiliza el resultado [23, Corolario 11], el cual necesita de antemano
que el espacio X sea de dimensión finita.
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No obstante, dicha afirmación es verdadera como veremos en el siguiente
teorema, el cual es un resultado original publicado en [19].

Teorema 2.1.10. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico T1. Si la bola
Bq[0, 1] es q-compacta entonces:

(1) Bq[0, 1] es qs-acotada,

(2) X es normable por qs,

(3) X es de dimensión finita.

Demostración. Notemos primero que la esfera

Sq := Bq[0, 1] \Bq(0, 1) = {x ∈ X : q(x) = 1}

es un conjunto q-cerrado en el subespacio Bq[0, 1], por ser el complemento
del q-abierto Bq(0, 1). Como Bq[0, 1] es un conjunto q-compacto, entonces Sq
es también un conjunto q-compacto en el subespacio Bq[0, 1]. Esto implica a
su vez que la esfera Sq es q-compacta en (X, q).

Probaremos ahora que Bq[0, 1] es qs-acotada. Supongamos por el contrario
que Bq[0, 1] no fuese qs-acotada, entonces existe una sucesión (xn) ⊆ Bq[0, 1]
tal que

ĺım
n→∞

qs(xn) =∞.

Como q(xn) ≤ 1, podemos asumir que q(xn) < qs(xn) y por lo tanto qs(xn) =
q(−xn) para toda n ∈ N. Para cada n ∈ N, definamos

yn =
xn

q(−xn)
.

Como (yn) ⊆ Bq[0, 1], por compacidad podemos asumir sin pérdida de ge-
neralidad que (yn) converge a un punto y ∈ Bq[0, 1] respecto a la topoloǵıa
inducida por q. Análogamente, como cada −yn ∈ Sq podemos suponer que
(−yn) converge a un punto z ∈ Sq (en particular, z 6= 0). Por la continuidad
de la suma del espacio (X, q), la sucesión trivial (yn + (−yn)) converge a
y + z en (X, q). Luego, y + z ∈ 0

q
= {0} por ser X un espacio T1, es decir

y = −z 6= 0. Esto muestra que (−yn) converge a −y en (X, q), y por lo tanto

ĺım
n→∞

qs(yn − y) = ĺım
n→∞

máx{q(yn − y), q(−yn + y)} = 0.
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En consecuencia, (yn) converge a y en el espacio normado (X, qs). Sea ahora
t ≥ 0 y N ∈ N tal que t/q(−xn) < 1 para toda n ≥ N . Si n ≥ N , usando
que xn ∈ Bq[0, 1] tenemos que q(tyn) ≤ 1, es decir tyn ∈ Bq[0, 1]. Por lo tanto
ty ∈ Bq[0, 1], puesto que Bq[0, 1] es un conjunto qs-cerrado por la Proposición
1.3.13. Por el Lema 2.1.3, debe ocurrir que y = 0, lo que es una contradicción.
Concluimos que Bq[0, 1] es qs-acotada.

Finalmente, por la Observación 1.3.15 obtenemos que (X, q) es normable por
qs, es decir, las topoloǵıas de (X, q) y (X, qs) coinciden. Como Bqs [0, 1] ⊆
Bq[0, 1] y Bq[0, 1] es un conjunto compacto, se tiene que Bqs [0, 1] también
lo es. Al ser la bola cerrada unitaria del espacio normado (X, qs) compacta,
necesariamente X es de dimensión finita.

2.1.3. Otras observaciones sobre axiomas de separa-
ción

Recordemos que, en general, en grupos paratopológicos los axiomas T0, T1,
T2 y regularidad no son equivalentes dos a dos (ver Ejemplos 1.2.5). Como
los espacios normados asimétricos son grupos paratopológicos, es natural
preguntarse si algunos de estos axiomas son equivalentes en esta clase de
espacios.

Por la Proposición 2.1.1, toda norma asimétrica induce una topoloǵıa T0.
Por otro lado, no es dif́ıcil dar ejemplos de espacios normados asimétricos
que no sean T1, como en el Ejemplo 1.3.8. Una pregunta interesante aqúı es
qué ocurre entre axiomas de separación que están entre T0 y T1. En [3], F.
G. Arenas, J. Dontchev y M. Ganster definieron el axioma T 1

4
de la siguiente

forma.

Definición 2.1.11. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es un es-
pacio T1

4
si para cada x ∈ X y cada colección finita de puntos x1, . . . , xn ∈ X

tales que x 6= xi para cada i ∈ {1, . . . , n}, existe un conjunto abierto U ⊆ X
tal que x ∈ U y xi /∈ U para cada i ∈ {1, . . . , n}, o bien x /∈ U y xi ∈ U para
cada i ∈ {1, . . . , n}.

El axioma T1 implica el axioma T 1
4
, y T 1

4
implica T0. No es dif́ıcil ver que

existen espacios topológicos que muestran que las implicaciones rećıprocas
no son válidas. Sin embargo, en la clase de espacios normados asimétricos
ocurre lo siguiente.
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Proposición 2.1.12. Todo espacio normado asimétrico (X, q) que es T 1
4

es
T1.

Demostración. Supongamos que X no es T1 y mostremos que X no puede ser
T 1

4
. Por la Proposición 2.1.2, como X no es T1 existe x ∈ θq con x 6= 0. Toda

vecindad de 0 contiene x, pues para toda ε > 0 se tiene que q(x) = 0 < ε, es
decir x ∈ Bq(0, ε). Por otro lado, toda vecindad de x contiene al punto 2x,
pues q(2x− x) = q(x) = 0. Esto muestra que no existe ningún abierto U con
la propiedad de que 0, 2x ∈ U y x /∈ U o bien 0, 2x /∈ U y x ∈ U .

Recordemos que por el Teorema 1.2.6, todo grupo paratopológico regular es
completamente regular. Aśı que este par de axiomas de separación son equi-
valentes en espacios normados asimétricos. Un resultado útil, tal como fue
enunciado en la Proposición 2.1.9, es que todo espacio normado asimétrico
(X, q) cuya q-bola cerrada Bq[0, 1] es un conjunto q-cerrado es un espacio
completamente regular. Para ilustrar la utilidad de la Proposición 2.1.9, con-
sideraremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.13. Sea X = C0[0, 1] el espacio vectorial de todas las funciones

continuas f : [0, 1]→ R tales que
∫ 1

0
f(t)dt = 0. Equipemos a X con la norma

asimétrica definida por

q(f) = máx{f(t) : t ∈ [0, 1]}.

Entonces Bq[0, 1] es un conjunto cerrado en el espacio normado asimétrico
(X, q), y por lo tanto (X, q) es T3 1

2
.

Demostración. Denotemos B = Bq[0, 1]. Sea (fn) ⊆ B una sucesión que
converge a f , para alguna f ∈ X. Demostraremos que f ∈ B, es decir
q(f) ≤ 1.

Supongamos por el contrario que q(f) > 1. Entonces existe t0 ∈ [0, 1] tal que
f(t0) > 1. Para toda n ∈ N, por la definición del espacio X tenemos que

0 =

∫ 1

0

(fn(t)− f(t))dt =

∫ 1

0

(fn(t)− f(t))+dt−
∫ 1

0

(fn(t)− f(t))−dt,

en donde la parte positiva y negativa de una función real g están definidas
como g+ = máx{g, 0} y g− = máx{−g, 0}. Como (fn) converge a f en el



36 CAPÍTULO 2. DIMENSIÓN Y ESTRUCTURA

espacio (X, q), se tiene que q(fn − f)→ 0, es decir

máx{(fn(t)− f(t))+ : t ∈ [0, 1]} → 0.

Esto implica que
∫ 1

0
(fn(t)−f(t))+dt→ 0. Necesariamente (

∫ 1

0
(fn(t)−f(t))−dt)

también converge a 0.

Por otro lado, como
f(t0) > 1 ≥ q(fn) ≥ fn(t)

para toda n ∈ N y t ∈ [0, 1], entonces existe un subintervalo cerrado J ⊆ [0, 1]
que contiene a t0 y tal que

f(t)− fn(t) >
1

2
(f(t0)− 1) > 0

para toda n ∈ N y toda t ∈ J . Por lo tanto∫ 1

0

(fn(t)− f(t))−dt =

∫ 1

0

máx{f(t)− fn(t), 0}dt ≥
∫
J

1

2
(f(t0)− 1)dt > 0.

Como el término
∫
J

1
2
(f(t0)− 1)dt no depende de n, esto contradice el hecho

de que
∫ 1

0
(fn(t)− f(t))−dt→ 0.

Recordemos ahora que por la Proposición 2.1.5, se tiene que todo espacio
normado asimétrico X que es T1 y de dimensión finita es normable por qs,
es decir, las topoloǵıas de (X, q) y (X, qs) coinciden, o equivalentemente el
conjunto Bq[0, 1] es qs-acotado. En particular, en dimensión finita el axioma
T1 implica todos los axiomas de separación que satisface un espacio métrico.

Por otro lado, es sabido que el espacio normado asimétrico del Ejemplo 2.1.13
no es un espacio vectorial topológico, pues la inversión no es una función
continua (la demostración puede ser consultada en [15]). Esto muestra que
en dimensión infinita, aunque un espacio normado asimétrico sea T3 1

2
no

necesariamente es normable (es decir, no existe una norma que induzca su
topoloǵıa).

Un resultado más a mencionar es que todo espacio normado asimétrico (X, q)
tal que θq tiene qs-interior no vaćıo es un espacio normal. Esto se sigue de
que todo espacio topológico X cuya dimensión cubriente es 0 es normal [35],
junto con el Corolario 2.3.6 que demostraremos más adelante.
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Corolario 2.1.14. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico tal que θq tiene
qs-interior no vaćıo. Entonces X es un espacio normal (no necesariamente
T4).

En el siguiente ejemplo veremos que hay espacios normados asimétricos que
no son regulares ni normales.

Ejemplo 2.1.15. Sea X = R2 equipado con la norma asimétrica q(x, y) :=
máx{x+, |y|}. Entonces X no es regular ni normal.

Demostración. Sea F la cerradura del conjunto {(x, 1/x) : x > 0} y C :=
{(x, 0) : x ∈ R}. Es fácil ver que C es q-cerrado y F ∩ C = ∅. Consideremos
una vecindad abierta Bq((0, 0), ε) del punto (0, 0) y sea A un abierto que
contenga a F . Claramente (0, ε/2) ∈ Bq((0, 0), ε). Además (2/ε, ε/2) ∈ F ,
luego existe δ > 0 tal que

Bq((2/ε, ε/2), δ) ⊆ A.

Como

q((0, ε/2)− (2/ε, ε/2)) = 0 < δ

tenemos que (0, ε/2) ∈ A. Por lo tanto, cualesquiera dos abiertos que contie-
nen a (0, 0) y a F , respectivamente, no pueden ser disjuntos. Esto muestra
que X no es T3. Con un razonamiento análogo se demuestra que no puede
haber dos conjuntos abiertos disjuntos que contengan a F y a C, respectiva-
mente.

En la literatura sobre espacios normados asimétricos, todos los espacios T1

que encontramos teńıan la propiedad de que su q-bola cerrada era un conjunto
q-cerrado, y en consecuencia eran T3 1

2
. Aśı que una pregunta interesante que

nos hicimos fue que si el axioma T1, incluso en dimensión infinita, es suficiente
para garantizar que se satisfacen otros axiomas de separación más fuertes
como T2. Y consecuentemente, si el axioma T2 implicaba T3 1

2
. La respuesta a

ambas preguntas es negativa. El siguiente par de ejemplos que lo muestran
nos fueron sugeridos por T. Banakh, y a continuación mostramos los detalles.

Ejemplo 2.1.16. Existe un espacio normado asimétrico T1 de dimensión
infinita que no es Hausdorff.
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Demostración. Sea {en}∞n=1 la base de Schauder ortonormal estándar de `2.
Consideremos el conjunto

S := {−en, nen, (n+ 1)(en+1 + e1)}∞n=1,

y sean B la envoltura convexa del conjunto S y X el espacio vectorial genera-
do por B. Definamos la norma asimétrica q como la funcional de Minkowski
pB.

Primero demostraremos que (X, q) no es Hausdorff. Para cada n ∈ N, el
punto (n+1)(en+1 +e1) ∈ S, de donde se sigue que q((n+1)(en+1 +e1)) ≤ 1.
Por lo tanto

q(en+1 + e1) ≤ 1/(n+ 1),

es decir, la sucesión (en+1 + e1) converge a 0 en (X, q). Por otro lado, como
(n+ 1)en+1 ∈ S para toda n ∈ N, entonces

q((en+1 + e1)− e1) = q(en−1) =
q((n+ 1)en+1)

n+ 1
→ 0.

De lo anterior se sigue que la sucesión (en+1 + e1) converge tanto a 0 como a
e1, y aśı (X, q) no puede ser Hausdorff.

Para probar que (X, q) es T1, bastará probar que B no contiene ningún rayo
de la forma {tx : t ≥ 0} con x 6= 0.

Cada punto x = (xn) ∈ B puede escribirse de la forma

x = −
∞∑
n=1

snen +
∞∑
n=1

tnnen +
∞∑
n=1

rn(n+ 1)(en+1 + e1),

donde {sn, tn, rn}n∈N ⊂ [0, 1],
∑∞

n=1(sn + tn + rn) = 1, y todos excepto una
cantidad finita de los sn, tn, rn son cero. Por lo tanto, las coordenadas del
vector x pueden ser escritas como

x1 = −s1 + t1 +
∞∑
n=1

(n+ 1)rn,

xk = −sk + ktk + krk−1, si k ≥ 2.

De esta representación concluimos que si x = (xn) ∈ B, entonces −1 ≤ xn
para toda n ∈ N. Más aún, si k ≥ 2 entonces xk ≤ k. Supongamos que
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existiera x ∈ B \{0} tal que B contiene al rayo {tx : t ≥ 0}. Entonces x1 > 0
y xk = 0 para todo k ≥ 2. Como todo el rayo {tx : t ≥ 0} está contenido
en B, podemos asumir sin pérdida de generalidad que x1 > 1. Aśı, si n ≥ 2
tenemos que

0 = xn = −sn + ntn + nrn−1 ≥ −sn + nrn−1.

Entonces sn ≥ nrn−1 y por lo tanto

1 < x1 = −s1 + t1 +
∞∑
n=1

(n+ 1)rn ≤ −s1 + t1 +
∞∑
n=2

sn ≤ 1.

Esta contradicción muestra que (X, q) es un espacio T1.

Ahora mostraremos que el axioma T2 no implica T3 en un espacio normado
asimétrico. Probaremos primero un lema auxiliar.

Lema 2.1.17. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico T3. Entonces la
cerradura Bq[0, 1] es q-acotada, es decir, existe k > 0 tal que Bq[0, 1] ⊆
Bq(0, k).

Demostración. Por la regularidad, existe r > 0 tal que

Bq(0, r) ⊆ Bq(0, r) ⊆ Bq(0, 1).

Por lo tanto Bq[0, r/2] ⊆ Bq(0, 1). Aplicando el homeomorfismo x 7→ (2/r)x

se tiene que Bq[0, 1] ⊆ Bq(0, 2/r).

Ejemplo 2.1.18. Existe un espacio normado asimétrico (X, q) que es T2

pero no es T3.

Demostración. Sea (X, ‖·‖) un espacio normado tal que existe una funcional
lineal discontinua f : X → R. Consideremos en X la función q : X → [0,∞)
definida por

q(x) := máx{‖x‖ , f(x)}.

Notemos que q es una norma asimétrica en X. En efecto, como ‖·‖ es subadi-
tiva y f es lineal, entonces q es subaditiva, puesto que para todo x, y ∈ X se
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tiene que

||x+ y|| = máx{||x+ y||, f(x+ y)}
≤ máx{||x||+ ||y||, f(x) + f(y)}
≤ máx{||x||, f(x)}+ máx{||y||, f(y)}
= ||x||+ ||y||.

De la definición de q se sigue que para todo α ≥ 0 y x ∈ X se tiene que
q(αx) = αq(x). Por otro lado, si q(x) = 0 necesariamente ‖x‖ = 0, por lo
que x = 0. Esto prueba que q es norma asimétrica.

Sean B1 := Bq[0, 1] y B2 := B‖·‖[0, 1]. Mostraremos que B1 = B2, en donde
B1 es la q-cerradura de B1.

Primero, notemos que por definición ‖x‖ ≤ q(x) para toda x ∈ X. Entonces
B1 ⊆ B2, y aśı la topoloǵıa generada por la norma ‖·‖ está contenida en
la topoloǵıa generada por la norma asimétrica q. Esto implica que (X, q) es
Hausdorff y B2 es q-cerrado, luego B1 ⊆ B2.

Para demostrar la otra contención, sea x ∈ B2 y supongamos sin pérdida de
generalidad que f(x) ≥ 0. Como f : (X, ‖·‖) → R es una funcional lineal
discontinua, existe una sucesión (xn) ⊆ B2 tal que la sucesión de números
reales (f(xn)) diverge a +∞. Para cada n ∈ N, definamos

yn := − xn
f(xn)

f(x) + x.

Es claro que ‖yn − x‖ → 0. Por otro lado, f(yn − x) = −f(x) ≤ 0 para toda
n ∈ N, luego q(yn − x) = ‖yn − x‖ → 0. Es decir, (yn) converge a x en el
espacio (X, q).

Si ‖x‖ < 1 podemos suponer que (yn) ⊆ B2. Además, f(yn) = −f(x)+f(x) =
0. Esto muestra que q(yn) = ‖yn‖ ≤ 1, luego (yn) ⊆ B1 y por lo tanto x ∈ B1.

Si ‖x‖ = 1, sea zn := (1−1/n)x para cada n ∈ N. Luego ‖zn‖ = 1−1/n < 1,
por lo que (zn) ⊆ B1 por el caso anterior. Como

q(zn − x) = (1/n)q(−x)→ 0,

entonces x ∈ B1 = B1, como deseábamos. Concluimos que B2 = B1.
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Finalmente, como f(B2) = f(B1) es un conjunto no-acotado en R, y f(x) ≤
q(x) para toda x ∈ X, entonces el conjunto B1 no puede ser q-acotado. Por
el Lema 2.1.17, concluimos que (X, q) no es un espacio regular.

Finalmente, el siguiente diagrama resume nuestros resultados en dimensión
infinita.

Bq[0, 1] es q-cerrado T3 T3 1
2

T2

T1

2.2. Descomposición de espacios normados asimétri-

cos

Si (X, q) es un espacio normado asimétrico, consideremos el conjunto

ker ‖·‖q := {x ∈ X : ‖x‖q = 0}.

Como ‖·‖q es una seminorma en X por el Lema 2.1.7, entonces ker ‖·‖q es un
subespacio vectorial de X.

En [22], se demostró que todo espacio normado asimétrico (X, q) se des-
compone como el producto ker ‖·‖q × X/ ker ‖·‖q, donde X/ ker ‖·‖q es un
espacio cociente que definiremos en breve. Se demostró también que el es-
pacio X/ ker ‖·‖q resulta siempre un espacio Hausdorff y, como veremos en
esta sección, el subespacio ker ‖·‖q es el subespacio más pequeño tal que el
cociente resulta Hausdorff.

Como por la Proposición 2.1.8, si X es Hausdorff se tiene que ker ‖·‖q es el
subespacio trivial, entonces dicha descomposición sólo es de interés cuando
(X, q) no es Hausdorff. Veremos que existe una generalización similar, en
donde el cociente resulta T1 (donde nuestro interés está en la descomposición
de espacios que no son T1), y veremos también que tiene algunos corolarios
interesantes.
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2.2.1. Espacios cociente

Sea (X, q) un espacio seminormado asimétrico. Si Y es un subespacio de
X, recordemos que el espacio vectorial cociente de X por Y , denotado con
X/Y , consiste de todas las clases laterales x+ Y . La seminorma q induce la
seminorma wY : X/Y → [0,∞) definida por

wY (x+ Y ) := ı́nf{q(x+ y) : y ∈ Y }.

Como 0 ∈ Y se tiene que wY (x+ Y ) ≤ q(x) para todo x ∈ X.

Proposición 2.2.1. Sea (X, q) un espacio seminormado asimétrico. Si Y es
un subespacio de X, la proyección canónica π : X → X/Y es una función
cociente. Luego, la topoloǵıa del espacio seminormado asimétrico (X/Y,wY )
coincide con la topoloǵıa cociente inducida por π.

Demostración. Es claro que el hecho de que wY (π(x)) = wY (x + Y ) ≤ q(x)
para todo x ∈ X implica la continuidad de π. Para probar que π es abierta,
afirmamos que si x ∈ X y r > 0 entonces

π(Bq(x, r)) = BwY
(x+ Y, r).

En efecto. Si z ∈ Bq(x, r) entonces

wY (z − x+ Y ) ≤ q(z − x) < r,

es decir π(z) ∈ BwY
(x+ Y, r).

Por otro lado, si z + Y ∈ BwY
(x + Y, r) entonces existe y ∈ Y tal que

q(z−x+y) < r. Luego basta notar que π(z) = π(z+y) y z+y ∈ Bq(x, r).

La siguiente proposición es de interés porque nos dice exactamente cuándo
un espacio normado asimétrico cociente es T1.

Proposición 2.2.2. Sean (X, q) un espacio normado asimétrico y Y un
subespacio vectorial de X. Entonces el cociente X/Y es T1 si y sólo si Y es
q-cerrado.

Demostración. Supongamos que X/Y es T1. Sea (yn) ⊆ Y tal que yn → x en
el espacio (X, q). Es decir, q(yn−x)→ 0, lo cual implica que wY (−x+Y ) = 0.
Como X/Y es T1, entonces −x ∈ Y , es decir x ∈ Y .
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Rećıprocamente, si Y es q-cerrado y wY (x + Y ) = 0, entonces existe una
sucesión (yn) ∈ Y tal que q(yn + x) → 0. Esto es, la sucesión (yn) converge
a −x. Como Y es q-cerrado, entonces −x ∈ Y , o equivalentemente, x ∈ Y .
Esto prueba que X/Y es T1.

A continuación veremos otra propiedad que siempre satisface un cociente que
es T1.

Proposición 2.2.3. Sean (X, q) un espacio normado asimétrico y Y un
subespacio vectorial de X. Si X/Y es T1, entonces 〈θq〉 ⊆ Y , donde 〈θq〉
denota el subespacio vectorial de X generado por θq, y 〈θq〉 la q-cerradura de
éste.

Demostración. Supongamos que X/Y es T1 y sea x ∈ θq, es decir q(x) = 0.
Entonces wY (x+ Y ) = 0, lo cual implica que x ∈ Y por ser X/Y un espacio
T1. Luego θq ⊆ Y , y por lo tanto 〈θq〉 ⊆ Y . Por la Proposición 2.2.2, Y es

q-cerrado, de donde concluimos que 〈θq〉 ⊆ Y .

La proposición anterior nos dice que cualquier subespacio Y de un espacio
normado asimétrico (X, q) tal que X/Y es T1 debe contener a 〈θq〉. Seŕıa

interesante que 〈θq〉 fuese el subespacio vectorial más pequeño con esta pro-
piedad. Sin embargo como veremos más adelante en los Ejemplos 2.2.12, el
conjunto 〈θq〉 no necesariamente es un subespacio vectorial.

Corolario 2.2.4. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico. Si Yθ es el
mı́nimo subespacio vectorial q-cerrado que contiene a θq, entonces X/Yθ es
T1 y Yθ es el subespacio más pequeño con esta propiedad.

Mostraremos ahora que ker ‖·‖q es el mı́nimo subespacio vectorial tal que
X/ ker ‖·‖q es Hausdorff.

Proposición 2.2.5. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico y Y un subes-
pacio vectorial de X. Si X/Y es T2, entonces ker ‖·‖q ⊆ Y .

Demostración. Observemos primero que la siguiente desigualdad se satisface:

‖x+ Y ‖wY
≤ ‖x‖q , x ∈ X.

En efecto. Por definición, si x ∈ X,

‖x+ Y ‖wY
= ı́nf{wY (x0 + Y ) + wY (x0 − x+ Y ) : x0 ∈ X}.
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Como

wY (x0 + Y ) ≤ q(x0) y wY (x0 − x+ Y ) ≤ q(x0 − x)

para todo x0 ∈ X, obtenemos

‖x+ Y ‖wY
≤ ı́nf{q(x0) + q(x0 − x) : x0 ∈ X} = ‖x‖q .

Esto prueba la desigualdad deseada. En consecuencia, si x ∈ ker ‖·‖q entonces
‖x+ Y ‖wY

= 0. Como X/Y es T2, entonces x + Y = Y . Por lo tanto x ∈
Y .

2.2.2. Descomposición de espacios no T1

Definición 2.2.6. Sean X un espacio vectorial y Y un subespacio vectorial
de Y .

(1) Una proyección del subespacio Y es una función lineal Q : X → Y
tal que Q(y) = y para cada y ∈ Y .

(2) Si Z es un subespacio de X, decimos que Z es un complemento al-
gebraico de Y si X = Y ⊕ Z. Esto es, Y ∩ Z = {0} y X = Y + Z.

(3) Si (X, q) es un espacio normado asimétrico, diremos que el subespacio
Y es topológicamente complementado si existe una proyección Q :
X → Y tal que Q e I − Q son funciones continuas en (X, q), donde
I : X → X es la función identidad. El subespacio Z := Im(I − Q) es
llamado un complemento topológico de Y .

No es dif́ıcil ver que si Q : X → Y es una proyección, entonces X = ImQ⊕
kerQ.

Por otro lado, como ocurre en espacios normados, una transformación lineal
entre espacios normados asimétricos f : (X, q)→ (Y, p) es continua si y sólo
si existe K > 0 tal que

p(f(x)) ≤ Kq(x), x ∈ X.

La demostración de este hecho es análoga a la del caso de los espacios nor-
mados. Esto nos da como resultado la siguiente observación.
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Observación 2.2.7. Un subespacio vectorial Y de (X, q) es topológicamente
complementado si existe una proyección Q : X → Y y K > 0 tal que para
toda x ∈ X se tiene que

máx{q(Q(x)), q(x−Q(x))} ≤ Kq(x).

Para la demostración del siguiente teorema, si (X, q) y (Y, p) son espacios
normados asimétricos, asumiremos que el producto X×Y está equipado con
la norma asimétrica del máximo, es decir,

q∗(x, y) := máx{q(x), p(y)}, (x, y) ∈ X × Y.

La norma asimétrica q∗ induce la topoloǵıa producto en X×Y (Lema 1.3.9).

El siguiente teorema es uno de nuestros resultados originales ([19]).

Teorema 2.2.8. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico, y sean Y y Z
subespacios vectoriales de X tales que X = Y ⊕ Z. Denotemos con PY la
proyección de X sobre Y a lo largo de Z. Consideremos φ : Y × Z → X
y ψ : X/Y → Z definidas por φ(y, z) = y + z y ψ(x + Y ) = (I − PY )(x).
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) PY e I − PY son continuas.

(2) φ es un homeomorfismo.

En este caso, ψ : X/Y → Z es un homeomorfismo también.

Demostración. Supongamos que PY e I − PY son continuas. Claramente φ
es un isomorfismo lineal cuya inversa está dada por

φ−1(x) = (PY (x), (I − PY )(x)).

Por la continuidad de PY e I − PY se tiene que φ−1 es continua. Por otro
lado, si (y, z) ∈ Y × Z tenemos que

q(φ(y, z)) = q(y + z) ≤ q(y) + q(z) ≤ 2q∗(y, z),

es decir, φ es continua.

Supongamos ahora que φ es homeomorfismo. Usando la continuidad de φ−1,
existe C > 0 tal que para todo x ∈ X,

q∗(PY (x), (I − PY )(x)) = q∗(φ−1(x)) ≤ Cq(x).
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Esto prueba que PY e I−PY son continuas, y como Z = Im(I−PY ) entonces
Z es un complemento topológico de Y .

Finalmente, vamos a mostrar que en este caso ψ es un homeomorfismo. La
función inversa de ψ está dada por ψ−1(z) = z+Y . Para cada z+Y ∈ X/Y
tenemos

wY (z + Y ) = ı́nf{q(z + y) : y ∈ Y } ≤ q(z + PY (−z)) = q(ψ(z + Y )),

por lo tanto ψ−1 es continua.

La continuidad de ψ se sigue del hecho de que I − PY es continua.

En el caso de que uno de los complementos tenga dimensión finita, la des-
composición toma la siguiente forma.

Proposición 2.2.9. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico y sea Y un
subespacio vectorial q-cerrado de X. Si X = Y ⊕ Z y Z es de dimensión
finita, entonces (Z, q) es linealmente homeomorfo a X/Y , y además Y y Z
son complementos topológicos uno del otro.

Demostración. Sea Q : X → Y la proyección sobre Y a lo largo de Z. Como
la función ψ : X/Y → Z dada por ψ(x+ Y ) = (I −Q)(x) es un isomorfismo
lineal y Z es de dimensión finita, entonces X/Y es de dimensión finita tam-
bién. Por ser Y q-cerrado y por la Proposición 2.2.2 tenemos que X/Y es un
espacio normado asimétrico T1. Por la Proposición 2.1.5, X/Y es normable.
Por lo tanto, ψ,−ψ : X/Y → (Z, qs) son continuas por ser funciones lineales
entre espacios normados de dimensión finita. Las funciones ψ,−ψ también re-
sultan continuas si cambiamos el contradominio (Z, qs) por el espacio (Z, q),
pues la topoloǵıa generada por q está contenida en la topoloǵıa generada por
qs.

Si π : X → X/Y es la proyección cociente, para cada x ∈ X tenemos que

−ψ(π(x)) = −ψ(x+ Y ) = Q(x)− x.

De donde se sigue que

Q = I + (−ψ) ◦ π, I −Q = ψ ◦ π

son proyecciones continuas. Por lo tanto, Z es complemento topológico de Y
y viceversa. Finalmente, como consecuencia del Teorema 2.2.8 se tiene que
(Z, q) es linealmente homeomorfo a X/Y .
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Cuando X es un espacio normado, si Q : X → Y es una proyección continua,
entonces siempre se tiene que ker(I − Q) y kerQ son subespacios cerrados
del espacio. La situación en espacios normados asimétricos es diferente, como
muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.10. Sea X = R2 y consideremos la norma asimétrica

q(x, y) := máx{x+, |y|}.

Es fácil ver que el conjunto Y := {(x, y) : y = 0} es q-cerrado. Como
Z := {(x, y) : x = 0} es de dimensión finita y X = Y ⊕ Z, entonces por
la Proposición 2.2.9, Y y Z son complementos topológicos uno del otro. Sin
embargo, Z no es q-cerrado puesto que todo punto de la forma (x, y) con
x > 0 pertenece a la q-cerradura de Z.

Aunque el espacio Z en el ejemplo anterior no sea q-cerrado, aún puede tener
buenas propiedades topológicas como veremos en el siguiente resultado.

Corolario 2.2.11. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico, y sea Y un
subespacio q-cerrado de X. Si X = Y ⊕Z y Z es de dimensión finita, entonces
X es linealmente homeomorfo a Y × Z y Z es un subespacio T1 de (X, q).
En particular, Z es homeomorfo a un espacio euclidiano.

Demostración. Por la Proposición 2.2.9, Y es complementado topológica-
mente y Z es linealmente homeomorfo a X/Y . Por el Teorema 2.2.8, X es
linealmente homeomorfo a Y ×Z. El espacio X/Y es T1 por ser Y q-cerrado.
Por lo tanto Z es T1.

Recordemos que por la Proposición 2.2.3, cualquier subespacio Y de un espa-
cio normado asimétrico (X, q) tal que el cociente X/Y es T1 debe contener a
〈θq〉. Sin embargo es posible que 〈θq〉 no sea un subespacio vectorial. También

puede ocurrir que X = 〈θq〉, en cuyo caso la descomposición del Corolario
2.2.11 resultaŕıa trivial. Mostramos estas dos situaciones en los siguientes
ejemplos.

Ejemplos 2.2.12. (1) Sea X = R2. Definamos la norma asimétrica q me-
diante

q(x, y) :=
1

2

(
−y +

√
4x2 + y2

)
.

Esta norma asimétrica satisface que

Bq(0, 1) = {(x, y) : y > x2 − 1},
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y θq = {(0, y) : y ∈ R}. La q-cerradura 〈θq〉 es todo el espacio R2,
puesto que todo q-abierto no vaćıo intersecta a θq.

(2) Sean X y q como en el inciso anterior. Sea p : X → [0,∞) definida
por p(x, y) := máx{|x|, y−}. Sea r : X → [0,∞) definida mediante

r(x, y) :=

{
p(x, y) si x ≤ 0

q(x, y) si x ≥ 0

Entonces r es una norma asimétrica en X, 〈θr〉 = {(0, y) : y ∈ R} y su
q-cerradura es el conjunto {(x, y) : x ≤ 0} la cual no es un subespacio
vectorial de X.

Para finalizar esta sección, demostraremos que existe una clase de espacios
normados asimétricos para la cual 〈θq〉 = 〈θq〉. En particular, en este caso la
q-cerradura de 〈θq〉 śı resulta un subespacio vectorial.

Proposición 2.2.13. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico derecho-
acotado con las siguientes dos propiedades:

(1) 〈θq〉 es qs-cerrado.

(2) Existe una norma ‖·‖ equivalente a qs tal que (X, ‖·‖) es un espacio de
Hilbert.

Entonces 〈θq〉 es un subespacio vectorial q-cerrado de X.

En particular, si (X, q) es un espacio normado asimétrico derecho-acotado
de dimensión finita, entonces 〈θq〉 es un subespacio vectorial q-cerrado de X.

Demostración. Sea Y := 〈θq〉. Por hipótesis Y es qs-cerrado en el espacio de
Hilbert (X, ‖·‖). Luego X = Y ⊕Y ⊥, donde Y ⊥ es el complemento ortogonal
de Y . Sea N > 0 tal que

N ‖x‖ ≤ qs(x), x ∈ X.

Por la ortogonalidad, para cada y ∈ Y y z ∈ Y ⊥ ocurre que

‖y + z‖2 = ‖y‖2 + ‖z‖2 ≥ ‖z‖2 .

Por lo tanto, para todo y ∈ Y y z ∈ Y ⊥,

N ‖z‖ ≤ N ‖y + z‖ ≤ qs(y + z).
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Para probar que Y es q-cerrado, sea (yn) ⊆ Y una sucesión que converge a
un punto x en el espacio (X, q), es decir, la sucesión (q(yn − x)) converge a
0. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que q(yn − x) ≤ 1/n para
toda n ∈ N. Como X es derecho-acotado, podemos hallar r > 0 tal que

Bq(0, 1) ⊆ Bqs(0, r) + θq,

o bien

Bq(0, 1/n) ⊆ Bqs(0, r/n) + θq, n ∈ N.

Por lo tanto yn − x ∈ Bqs(0, r/n) + θq. Para cada n ∈ N, sea vn ∈ θq con la
propiedad de que yn − x− vn ∈ Bqs(0, r/n). Sean y ∈ Y y z ∈ Y ⊥ tales que
x = y + z. Como yn − vn − y ∈ Y , entonces

N ‖z‖ = N ‖−z‖ ≤ qs(yn − vn − y − z) = qs(yn − vn − x) < r/n, n ∈ N.

Concluimos que z = 0, y por lo tanto x = y ∈ Y , como se deseaba probar.

2.3. Dimensión topológica de espacios nor-

mados asimétricos

En esta sección, calcularemos la dimensión topológica (cubriente) de un espa-
cio normado asimétrico. La definición que usaremos de dimensión topológica
es la dimensión de Lebesgue o la dimensión cubriente. Hacemos énfasis en
que esta definición no requiere que el espacio topológico satisfaga alguna
condición extra, como ser Hausdorff o alguna condición similar. Para más
información sobre teoŕıa de la dimensión, el lector puede consultar [35].

El orden de una familia de subconjuntos {Aλ}λ∈Λ de un conjunto X, no
todos vaćıos, es el máximo n ∈ N∪{0} tal que existe M ⊆ Λ de cardinalidad
n + 1 con la propiedad de que

⋂
λ∈M Aλ 6= ∅, o bien es ∞ si no existe dicho

número natural.

Definición 2.3.1. Sea X un espacio topológico no vaćıo. La dimensión cu-
briente o dimensión topológica de X, denotada con dimX, es el mı́nimo
n ∈ N ∪ {0} tal que toda cubierta abierta finita de X tiene un refinamiento
abierto de orden menor o igual que n, o bien es ∞ si no existe dicho n.
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En esta sección, si X es un espacio normado asimétrico, denotaremos con
dimaX su dimensión algebraica, es decir, la dimensión de espacio vectorial.
De esta forma no nos confundiremos con el śımbolo dimX, que denotará la
dimensión cubriente de X como espacio topológico.

Algunos de los ejemplos más comunes son:

Ejemplos 2.3.2 ([35]). (1) Los intervalos (a, b) y [a, b] con −∞ ≤ a <
b ≤ ∞ tienen dimensión topológica 1. En Rn, cualquier producto de la
forma (a, b)n o [a, b]n con a < b tiene dimensión n.

(2) Si X es un espacio normado de dimensión finita, entonces dimX =
dimaX. Si X es un espacio normado de dimensión infinita, entonces
dimX =∞.

La siguiente caracterización de dimensión topológica será de gran ayuda. La
demostración puede consultarse en [35].

Proposición 2.3.3. Para todo espacio topológico X no vaćıo, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) dimX ≤ n.

(2) Si {U1, . . . , Un+2} es una cubierta abierta de X, entonces existe una
cubierta abierta {V1, . . . , Vn+2} tal que cada Vi ⊆ Ui y

⋂n+2
i=1 Vi = ∅.

2.3.1. Espacios de dimensión topológica cero

Primero, mostraremos que existe una clase de espacios normados asimétricos
cuya dimensión topológica siempre es 0, sin importar su dimensión algebraica.

Lema 2.3.4. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico, y supongamos que
existen x ∈ X y ε > 0 tales que Bq(x, ε) ⊆ θq. Si U es una cubierta q-abierta
finita de X, entonces X ∈ U .

Demostración. Como −nx ∈ X para toda n ∈ N, existen una sucesión infi-
nita de números naturales (nj)j∈N y U ∈ U tales que −njx ∈ U para toda
j ∈ N. Para cada j ∈ N, sea rj > 0 tal que Bq(−njx, rj) ⊆ U . Sea y ∈ X
fijo, y sea m ∈ N tal que 2q(y) < m. Es fácil ver que

εy

m
+ x ∈ Bq(x, ε).
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Usando el hecho de que Bq(x, ε) ⊆ θq, se tiene que q(εy + mx) = 0. Esto
implica que

0 = q(εy +mx) = q(εy + (m+ 1)x− x),

es decir,
εy + (m+ 1)x ∈ Bq(x, ε) ⊆ θq,

por lo tanto q(εy + (m + 1)x) = 0. Aplicando un argumento de inducción
matemática, podemos ver que

q(εy + (m+ k)x) = 0, para toda k ∈ N.

Sea j ∈ N tal que nj > m. Aplicando lo anterior para k = nj −m obtenemos
q(εy + njx) = 0. Es decir,

εy ∈ Bq(−njx, rj) ⊆ U.

Como y fue escogido arbitrariamente, entonces εy ∈ U para toda y ∈ X.
Esto muestra que X = U .

El lema anterior nos permite establecer el mismo resultado con una hipótesis
más débil.

Lema 2.3.5. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico tal que existen x ∈ X
y ε > 0 con Bqs(x, ε) ⊆ θq. Si U es una cubierta q-abierta finita, entonces
X ∈ U .

Demostración. En el Teorema 1.3.22, se demostró que existe una norma
asimétrica p (no necesariamente equivalente a q) con la propiedad de que

Bp(0, 1) ⊆ Bqs(0, 1) + θq.

De hecho, θp = θq y la topoloǵıa inducida por p es más fina que la inducida
por q. En particular, U es una cubierta p-abierta finita de X. Por lo tanto,

Bp(x, ε) ⊆ Bqs(x, ε) + θq ⊆ θq + θq = θq = θp,

luego, por el Lema 2.3.4, tenemos que X ∈ U .

Corolario 2.3.6. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico tal que θq tiene
qs-interior no vaćıo. Entonces dimX = 0.
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Demostración. Si U es una cubierta q-abierta finita, entonces X ∈ U por el
Lema 2.3.5. Luego, es claro que {X} es un refinamiento abierto de U cuyo
orden es 0.

El resultado anterior nos dice que si el cono θq de un espacio normado
asimétrico (X, q) es lo suficientemente grande, entonces su dimensión to-
pológica es 0. Ilustremos esto con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.7. Sea X = Rn con la norma asimétrica q(x) := x+, para cada
x ∈ Rn. Entonces se tiene que

θq = {(x1, . . . , xn) : x1, . . . , xn ≤ 0}.

La norma qs es la norma del máximo ‖·‖∞, que es equivalente a la nor-
ma euclidiana. Como θq tiene interior euclidiano no vaćıo, entonces por el
Corolario 2.3.6 se tiene que X tiene dimensión topológica 0.

2.3.2. Dimensión topológica en dimensión finita

En esta sección, caracterizamos la dimensión topológica de todo espacio nor-
mado asimétrico de dimensión (algebraica) finita.

El siguiente lema es una consecuencia directa de [2, Lema 3.2]

Lema 2.3.8. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico de dimensión finita.
Entonces 〈θq〉 = X si y sólo si θq tiene qs-interior no vaćıo.

Ahora probaremos el siguiente par de lemas.

Lema 2.3.9. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico de dimensión finita,
con 0 6= Y := 〈θq〉 6= X. Sea ‖·‖ una norma en X inducida por un producto
interior, y supongamos que X = Y ⊕ Z, donde Z := Y ⊥ es el complemento
ortogonal de Y respecto al producto interior dado. Sean C y {zj : j ∈ N}
subconjuntos de Z tales que zj /∈ C para cada j ∈ N. Entonces existe un
conjunto abierto U de X que satisface las siguientes dos propiedades:

(1) Y + C ⊆ U , y

(2) Y + zj no está contenido en U para cada j ∈ N.

Demostración. Primero, observemos que el subespacio vectorial Z es T1 de-
bido a que θq ⊆ Y . Por lo tanto Z es normable por qs al ser de dimensión
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finita. Por hipótesis zj − c ∈ Z \ {0}, de donde se obtiene que

q(zj − c) > 0 para toda j ∈ N, y c ∈ C.

Por ser X espacio vectorial de dimensión finita, podemos hallar N > 0 tal
que

N ‖x‖ ≤ qs(x), x ∈ X.

Siguiendo el mismo argumento de ortogonalidad empleado en la demostración
de la Proposición 2.2.13, se sigue que para cada y ∈ Y y z ∈ Z,

N ‖y‖ ≤ qs(y + z).

Como (Z, q−) también es normable por qs, en particular q y q− son equiva-
lentes. Luego existe M > 0 tal que

Mq(−z) ≤ q(z), z ∈ Z.

Sea {y1, . . . , ym} ⊆ θq una base de Y . Definamos y :=
∑m

i=1 yi ∈ θq. Notemos
que necesariamente y 6= 0, de lo contrario −ym ∈ θq, y como ym ∈ θq esto
contradice que q es norma asimétrica.

Para cada z ∈ Z, n ∈ N y r > 0, consideremos

In,z,r := Bq(−ny + z, r) ∩ Z.

Los conjuntos In,z,r son abiertos en el espacio euclidiano Z. Claramente, si
r < r′ entonces In,z,r ⊆ In,z,r′ . Notemos que⋂

r>0

Bq(−ny + z, r) = θq + (−ny + z),

de lo cual se sigue que ⋂
r>0

In,z,r = {z}.

Denotemos el diámetro de cada In,z,r con respecto de la norma qs conD(In,z,r);
es decir

D(In,z,r) := sup{qs(z1 − z2) : z1, z2 ∈ In,z,r}.
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Por lo tanto, para cada n ∈ N y z ∈ Z,

ĺım
r→0+

D(In,z,r) = 0.

Utilizaremos el hecho anterior para construir al conjunto deseado U como
sigue. Para cada n ∈ N y c ∈ C, sea rn,c > 0 tal que

(a) máx{rn,c, rn,c/M} < N ‖y‖,

(b) D(In,c,rn,c) < mı́n{q(zj − c) : j ≤ n}.

Sea Bn,c := Bq(−ny + c, rn,c).

Afirmación I: Y + c ⊆
⋃
n∈NBn,c.

Efectivamente, un elemento de Y + c tiene la forma y0 + c, donde y0 =∑m
i=1 tiyi para algunos t1, . . . , tm ∈ R. Sea k ∈ N tal que ti +k > 0 para cada

i = 1, . . . ,m. Entonces

q(y0 + c− (−ky + c)) = q(y0 + ky) ≤
m∑
i=1

(ti + k)q(yi) = 0 < rk,c.

Por lo tanto y0 + c ∈ Bk,c. Esto prueba que Y + c ⊆
⋃
n∈NBn,c, como se

deseaba.

Sea

U :=
⋃
c∈C

⋃
n∈N

Bn,c.

De la Afirmación I se sigue que Y + C ⊆ U .

Sea j ∈ N. Para probar que Y + zj no está contenido en U , bastará probar
que −jy + zj /∈ U .

Supongamos por el contrario que existen n ∈ N y c ∈ C tales que −jy+ zj ∈
Bn,c. Esto significa que

q(−jy + zj − (−ny + c)) = q((−j + n)y + zj − c) < rn,c.

Llamemos w = (−j + n)y + zj − c, de manera que q(w) < rn,c.

Afirmación II: j ≤ n.
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Supongamos que se da lo contrario, es decir j−n > 0. En particular (j−n)y ∈
θq. Por lo tanto

q(w) = q((−j + n)y + zj − c) ≥ q(zj − c)− q((j − n)y) = q(zj − c).

Por otro lado,

q(−w) = q((j − n)y − zj + c) ≤ q((j − n)y) + q(−zj + c) = q(−zj + c).

Como Mq(−zj + c) ≤ q(zj − c). Luego, por las desigualdades anteriores, se
tiene que Mq(−w) ≤ q(w) < rn,c. Por lo tanto, por la definición de rn,c,

N | − j + n| ‖y‖ = N ‖(−j + n)y‖ ≤ qs(w) < máx{rn,c, rn,c/M} < N ‖y‖ .

Esto implica que | − j + n| < 1, lo cual es una contradicción porque j 6= n.
Esto prueba la Afirmación II.

Notemos que zj ∈ Bn,c, puesto que

q(zj − (−ny + c)) = q(zj + ny − c− jy + jy) ≤ q(w) + q(jy) = q(w) < rn,c.

De manera similar, c ∈ Bn,c, porque

q(c− (−ny + c)) = q(ny) = 0 < rn,c.

Concluimos que c, zj ∈ In,c,rn,c . Pero por la Afirmación II ocurre que j ≤ n,
luego por (b) en la definición de rn,c implica que

q(zj − c) ≤ qs(zj − c) ≤ D(In,c,rn,c) < q(zj − c).

Esta contradicción muestra que −jn+ zj no puede pertenecer a Bn,z, lo cual
completa la demostración.

Lema 2.3.10. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico y Y = 〈θq〉. Su-
pongamos que Z ⊆ X es un subespacio vectorial de X tal que X = Y + Z.
Si Y es de dimensión finita, entonces para cada cubierta abierta finita U de
X y cada z ∈ Z existe U ∈ U tal que Y + z ⊆ U .
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Demostración. Tomemos una base {y1, . . . , yk} ⊆ θq de Y . Para cada n ∈ N
consideremos

xn := −
k∑
i=1

nyi + z.

Como la cubierta U es finita, existe U ∈ U tal que U contiene una cantidad
infinita de elementos de {xn : n ∈ N}. Sea (nj)j∈N una sucesión creciente de
números naturales tal que xnj

∈ U para todo j ∈ N. Si j ∈ N, usando que U
es abierto existe εj > 0 tal que

Bq

(
−

k∑
i=1

njyi + z, εj

)
⊆ U.

Sea y + z ∈ Y + z. Entonces y =
∑k

i=1 tiyi para algunos t1, . . . , tk ∈ R. Sea
j ∈ N tal que ti + nj > 0 para cada i ∈ {1, . . . , k}. Entonces

q

(
k∑
i=1

tiyi + z +
k∑
i=1

njyi − z

)
≤

k∑
i=1

(ti + nj)q(yi) = 0.

Luego,

y + z =
k∑
i=1

tiyi + z ∈ Bq

(
−

k∑
i=1

njyi + z, εj

)
⊆ U.

Por lo tanto Y + z ⊆ U .

Usando los lemas anteriores, podemos encontrar una clase de espacios nor-
mados asimétricos de dimensión finita (como espacios vectoriales) cuya di-
mensión topológica es infinita, lo cual contrasta con los espacios normados.

Teorema 2.3.11. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico de dimensión
finita tal que 0 6= Y = 〈θq〉 6= X. Entonces dimX =∞.

Demostración. Sea n ∈ N. Usaremos la Proposición 2.3.3 para mostrar que
no puede ocurrir que dimX ≤ n. Consideremos un producto interno en X
de tal forma que X = Y ⊕ Z, donde Z = Y ⊥. Como Z es T1, se tiene que
(Z, q) es normable, luego Z es homeomorfo a un espacio euclidiano. Sean
Z1, . . . , Zn+2 ⊆ Z densos y disjuntos dos a dos tales que Z = ∪n+2

k=1Zk. Para
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cada k ∈ {1, . . . , n+2}, sea {z(k)
j : j ∈ N} un conjunto denso numerable en Zk,

el cual es denso también en Z. Por el Lema 2.3.9, para cada k ∈ {1, . . . , n+2}
existe un Uk abierto en X tal que Uk contiene a Y + Zk y U no contiene a
Y + z

(i)
j para cada j ∈ N e i ∈ {1, . . . , n+ 2} \ {k}. Claramente

X = Y + Z = Y +
n+2⋃
k=1

Zk =
n+2⋃
k=1

Uk.

Por lo tanto {U1, . . . , Un+2} es una cubierta abierta de X. Para aplicar la
Proposición 2.3.3, supondremos que {V1, . . . , Vn+2} es una cubierta abierta
de X tal que Vk ⊆ Uk, y mostraremos que ∩n+2

k=1Vk 6= ∅.

Consideremos el elemento z
(1)
1 . Por el Lema 2.3.10, alguno de los Vk debe

contener a Y + z
(1)
1 , por lo tanto Uk también. Por construcción, solamente U1

contiene a Y + z
(1)
1 , entonces k = 1. En particular z

(1)
1 ∈ V1. Sea m < n+ 2 y

supongamos que existe j tal que z
(m)
j ∈ ∩mk=1Vk. Como ∩mk=1Vk es q-abierto,

existe εm > 0 tal que

Bq(z
(m)
j , εm) ⊆

m⋂
k=1

Vk.

Como la familia {z(m+1)
i } es densa, existe un z

(m+1)
j0

∈ Bq(z
(m)
j , εm), entonces

z
(m+1)
j0

∈
⋂m
k=1 Vk. Aplicando el mismo argumento, Y + z

(m+1)
j0

está conteni-
do en algún elemento de {V1, . . . , Vn+2}, necesariamente debe ser Vm+1 por
construcción. En particular zm+1

j0
∈ Vm+1. Luego

(m+1)⋂
k=1

Vk 6= ∅.

Esto prueba que
⋂n+2
k=1 Vk 6= ∅.

Ahora podemos decir a qué es igual la dimensión topológica de cada espacio
normado asimétrico de dimensión finita ([19]).

Teorema 2.3.12. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico de dimensión
finita. Sea Y = 〈θq〉. Entonces
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(1) Si Y = X, entonces dimX = 0.

(2) Si 0 6= Y 6= X, entonces dimX =∞.

(3) Si Y = 0, entonces dimX = dimaX.

Demostración. (1) Por el Lema 2.3.8, θq tiene qs-interior no vaćıo. Luego,
por el Corolario 2.3.6, se tiene que dimX = 0.

(2) Se sigue del Teorema 2.3.11.

(3) Si Y = 0, entonces θq es trivial, luego (X, q) es normable por ser de
dimensión finita. Por lo tanto dimX = dimaX.



Caṕıtulo 3

Hiperespacios y trabajo a
futuro

3.1. Motivación

Recordemos que un hiperespacio es una familia de subconjuntos cerrados de
un espacio topológico X equipada con una cierta topoloǵıa. Nuestro interés
ha recáıdo en el estudio de hiperespacios desde un punto de vista asimétrico.
De las secciones previas, hemos visto que un espacio normado asimétrico
está determinado por un conjunto cerrado, convexo, absorbente y que tenga
al origen en su interior. Es decir, a diferencia de los espacios normados hemos
quitado las condiciones de que dicho convexo sea acotado y simétrico respecto
al origen. Es por esto que uno de los objetivos originales era estudiar familias
de subconjuntos convexos cerrados con estas caracteŕısticas, equipadas con
ciertas topoloǵıas.

La pregunta ahora es qué topoloǵıas podŕıan servir para estudiar familias
de subconjuntos convexos cerrados no acotados. Dos de las topoloǵıas más
conocidas son la topoloǵıa de Vietoris y de Fell. En analoǵıa con las normas
asimétricas, veremos que estas topoloǵıas pueden ser divididas en topoloǵıas
inferiores y superiores, y que las topoloǵıas de Fell y Vietoris son el supremo
(simetrización) de dichas topoloǵıas más débiles. También veremos el caso de
la distancia de Hausdorff, la cual también es la simetrización de dos cuasi-
métricas.

59
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Por otra parte, estamos interesados en estudiar las condiciones para las cuales
un G-espacio X induce una acción continua en un hiperespacio. Este proble-
ma no está del todo resuelto, y de hecho tampoco lo está uno más básico:
saber cuándo una función continua entre espacios topológicos induce una
función continua entre hiperespacios. Mostraremos que la pregunta puede
ser estudiada por partes, cuando los hiperespacios tienen una hipertopoloǵıa
inferior y una superior.

3.2. Hiperespacios

Sea X un espacio topológico. Consideraremos las siguientes familias de sub-
conjuntos de X.

A(X) := {A ⊆ X : A 6= ∅}.
CL(X) := {A ∈ A(X) : A es cerrado}.
K(X) := {A ∈ CL(X) : A es compacto}.

Si (X, d) es un espacio métrico, consideraremos a la familia

BCd(X) := {A ∈ CL(X) : A es acotado}.

En la práctica obviaremos quién es la métrica d, y la familia anterior será
denotada simplemente por BC(X).

Y, finalmente, si X es un espacio normado consideraremos

Conv(X) := {A ∈ CL(X) : A es convexo}.

Adicionalmente, si F(X) ∈ {A(X),CL(X),K(X),BC(X),Conv(X)} enton-
ces F∗(X) := F(X) ∪ {∅}.

3.2.1. Distancias de Hausdorff y Attouch-Wets

Sea X un espacio métrico, y sean A,B ⊆ X no vaćıos. El exceso de A sobre
B (respecto de la métrica d) está definido por la fórmula

ed(A,B) := sup{d(a,B) : a ∈ A} = ı́nf{ε > 0 : A ⊆ Nε(B)},

en donde Nε(B) := {x ∈ X : d(x,B) < ε}. Claramente ed(A,B) puede ser∞
y ed(A,B) 6= ed(B,A), por ejemplo cuando B ⊆ A, B es acotado y A no lo
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es. Por otro lado, si A ⊆ B entonces ed(A,B) = 0. Por definición, si B 6= ∅
convenimos ed(∅, B) = 0.

Denotemos
dH−(A,B) := ed(A,B),

dH+(A,B) := ed(B,A).

Llamaremos a dH− distancia inferior de Hausdorff y a dH+ distancia
superior de Hausdorff.

Los siguientes dos resultados muestran que las distancias dH− y dH+ no dis-
tinguen entre la cerradura de subconjuntos de un espacio X.

Lema 3.2.1. Sean X un espacio métrico y A,B ∈ A(X). Entonces se tiene
que dH−(A,B) = 0 si y sólo si A ⊆ B, y dH+(A,B) = 0 si y sólo si B ⊆ A.
En particular

dH−(A,A) = dH−(A,A) = 0 = dH+(A,A) = dH+(A,A).

Demostración. Recordemos primero que x ∈ A si y sólo si d(x,A) = 0.
Notemos ahora que A =

⋂
ε>0Nε(A) para cualquier A ⊆ X. En efecto, si

x ∈ A entonces 0 = d(x,A) = d(x,A), luego x ∈ Nε(A) para toda ε > 0. Por
otro lado, si x ∈ Nε(A) para todo ε > 0 entonces d(x,A) = 0, luego x ∈ A.

Por lo tanto, por definición dH−(A,B) = 0 si y sólo si A ⊆ Nε(B) para todo
ε > 0, es decir,

dH−(A,B) = 0 si y sólo si A ⊆
⋂
ε>0

Nε(B) = B.

Los casos restantes se prueban de manera análoga.

Proposición 3.2.2. Sea X un espacio métrico. Entonces las funciones dH−
y dH+ satisfacen la desigualdad triangular en A(X), y además para cuales-
quiera A,B ⊆ X se tiene que

dH−(A,B) = dH−(A,B) y dH+(A,B) = dH+(A,B).

Demostración. Probaremos el resultado para dH− (para dH+ la prueba es
análoga).
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Para probar que dH− satisface la desigualdad triangular en A(X), veremos
que si A,B,C ∈ A(X) entonces debe ocurrir que

ed(A,B) ≤ ed(A,C) + ed(C,B). (3.2.1)

Si ed(A,C) =∞ o bien ed(C,B) =∞, el resultado se sigue inmediatamente.
Por lo tanto, podemos suponer que ed(A,C), ed(C,B) < ∞. Sea ε > 0.
Entonces existen ε1, ε2 > 0 tales que A ⊆ Nε1(C), C ⊆ Nε2(B) y

ε1 < ed(A,C) + ε, ε2 < ed(C,B) + ε.

Afirmamos que A ⊆ Nε1+ε2(C). En efecto, sea a ∈ A. Como d(a, C) <
ε1 existe c ∈ C tal que d(a, c) < ε1. Análogamente, existe b ∈ B tal que
d(c, b) < ε2. Por lo que d(a, b) < ε1 + ε2, es decir d(a,B) < ε1 + ε2. Como
ε > 0 fue arbitrario, entonces d(a,B) ≤ ed(A,C) + ed(C,B). Como a ∈ A fue
escogido arbitrariamente, concluimos que la desigualdad (3.2.1) es cierta, lo
que prueba la desigualdad triangular para dH− .

De la desigualdad triangular y el Lema 3.2.1 se sigue que

dH−(A,B) ≤ dH−(A,A) + dH−(A,B) + dH−(B,B) = dH−(A,B).

De forma análoga se prueba que dH−(A,B) ≤ dH−(A,B), lo cual prueba el
resultado deseado.

La proposición anterior nos dice que dH− y dH+ satisfacen los axiomas de
cuasi-pseudométricas. Resumimos esto en el siguiente corolario.

Corolario 3.2.3. Sea X un espacio métrico. Entonces las funciones dH− y
dH+ son cuasi-pseudométricas extendidas en A(X), cuasi-métricas extendi-
das en CL(X), y cuasi-métricas en BC(X).

Demostración. Claramente dH−(A,A) = 0 para todo A ⊆ X.

Por la Proposición 3.2.2, dH− satisface la desigualdad triangular en A(X),
por lo tanto dH− es una cuasi-pseudométrica extendida en A(X).

Si A,B ∈ CL(X) y dH−(A,B) = 0 = dH−(B,A), entonces por el Lema 3.2.1
se tiene que

A ⊆ B = B, y B ⊆ A = A,
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lo que muestra que dH− es cuasi-métrica extendida en CL(X).

Finalmente, si A,B ∈ BC(X) entonces dH−(A,B) <∞. Por lo tanto dH− es
cuasi-métrica en BC(X).

De forma análoga se obtiene el mismo resultado para dH+ .

A partir de las distancias inferior y superior de Hausdorff, podemos obtener la
definición de la conocida distancia de Hausdorff dH como la simetrización
de las cuasi-pseudométricas dH− y dH+ , es decir

dH(A,B) := máx{dH−(A,B), dH+(A,B)}

= máx

{
sup
a∈A

d(a,B), sup
b∈B

d(b, A)

}
= ı́nf{ε > 0 : A ⊆ Nε(B), B ⊆ Nε(A)}.

Como consecuencia del Corolario 3.2.3, la distancia de Hausdorff dH enA(X),
CL(X) y BC(X) resulta ser pseudométrica extendida, métrica extendida y
métrica, respectivamente.

Las topoloǵıas que generan las distancias dH− , dH+ y dH en las posibles fami-
lias de subconjuntos cerrados de un espacio métrico X (i.e., A(X),CL(X),
etc.) serán llamadas topoloǵıas inferior de Hausdorff, superior de Hausdorff
y de Hausdorff, respectivamente. Asimismo, usaremos los śımbolos τH− , τH+

y τH para denotar las topoloǵıas de los correspondientes hiperespacios. Tam-
bién usaremos los śımbolos CLH−(X),BCH−(X), etc., para referirnos a ellos.

Ahora definiremos la distancia de Attouch-Wets.

Sea X un espacio métrico y A,B ⊆ X no vaćıos. Si x0 ∈ X, definimos la
distancia de Attouch-Wets basada en el punto x0 entre A y B mediante

dAW (A,B) = sup
k∈N

{
mı́n

{
1

k
, sup
x∈B(x0,k)

|d(x,A)− d(x,B)|

}}
.

El hiperespacio de cerrados CL(X) equipado con la topoloǵıa generada por
dAW será denotado por CLAW (X). Dicha topoloǵıa no depende del punto x0.
Si X es un espacio normado, por comodidad escogeremos x0 = 0.
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La siguiente caracterización será de gran utilidad y nos ayuda a entender
cómo se comporta dAW geométricamente. La demostración puede ser consul-
tada en [13, Teorema 3.1.7].

Teorema 3.2.4. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean Ak, A ∈ CL(X) para
toda k ∈ N. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes.

(1) (Ak) converge a A en CLAW (X).

(2) Para todo B ⊆ X acotado,

ĺım
k→∞

ed(A ∩B,Ak) = 0 = ĺım
k→∞

ed(Ak ∩B,A).

(3) Existe una familia B de subconjuntos acotados de X cofinal en la familia
de subconjuntos acotados de X, respecto a la inclusión de conjuntos,
tal que para cada B ∈ B se tiene que

ĺım
k→∞

ed(A ∩B,Ak) = 0 = ĺım
k→∞

ed(Ak ∩B,A).

La distancia de Attouch-Wets es muy útil para medir la cercańıa entre conjun-
tos no acotados, cuya distancia de Hausdorff suele ser infinita. Ilustraremos
esto con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.5. Para cada k ∈ N, sean L y Lk las rectas y = 0 y y = (1/k)x,
respectivamente. Es claro que para cada k ∈ N, dH(L,Lk) =∞.

Consideremos B = {Bn : n ∈ N}, donde Bn = B[0, n] para cada n ∈ N. La
familia B es cofinal en la familia de subconjuntos acotados de R2.

Sea n ∈ N. Para cada k ∈ N,

ed(Lk ∩Bn, L) = sup{d(x, L) : x ∈ Lk ∩Bn}

=

∥∥∥∥( kn√
k2 + 1

,
n√
k2 + 1

)
−
(

kn√
k2 + 1

, 0

)∥∥∥∥
=

n√
k2 + 1

.

Por lo tanto ĺım
k→∞

ed(Lk ∩Bn, L) = 0. Por otro lado,

ed(L ∩B,Lk) ≤
∥∥∥∥(n, 1

k
n

)
− (n, 0)

∥∥∥∥ =
n

k
.
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Es decir, ĺım
k→∞

ed(L∩B,Lk) = 0. Concluimos por el Teorema 3.2.4, que (Lk)

converge a L en CLAW (R2).

3.2.2. Topoloǵıa de Vietoris y de Fell

A continuación definiremos dos topoloǵıas que pueden ser consideradas en
espacios topológicos que no son necesariamente metrizables.

Sea X un espacio topológico y E ⊆ X. Consideremos los siguientes conjuntos:

E+ := {A ∈ CL(X) : A ⊆ E},

E− := {A ∈ CL(X) : A ∩ E 6= ∅}.

Definición 3.2.6. Sea X un espacio topológico.

(1) La topoloǵıa inferior de Vietoris en CL(X) es la topoloǵıa τV −
generada por los conjuntos de la forma U−, donde U ⊆ X es abierto.
Denotaremos este espacio con CLV −(X).

(2) La topoloǵıa superior de Vietoris en CL(X) es la topoloǵıa τV +

generada por los conjuntos de la forma U+, donde U ⊆ X es abierto.
Denotaremos este espacio con CLV +(X).

(3) La topoloǵıa de Vietoris τV en CL(X) es la topoloǵıa supremo de la
topoloǵıa inferior de Vietoris τV −, y la topoloǵıa superior de Vietoris
τV +. Este espacio será denotado por CLV (X).

En este contexto, para cualesquiera subconjuntos E1 y E2 se tiene que (E1 ∩
E2)+ = E+

1 ∩E+
2 , pero por otro lado puede ocurrir que (E1∩E2)− 6= E−1 ∩E−2 .

Por lo tanto, un abierto básico en la topoloǵıa de Vietoris tiene la forma

W+ ∩

(
n⋂
i=1

V −i

)
,

en donde W y cada Vi son abiertos en X.

Introduciremos ahora a la topoloǵıa de Fell.

Definición 3.2.7. Sea X un espacio topológico.
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(1) La topoloǵıa superior de Fell en CL(X) es la topoloǵıa τF+ gene-
rada por todos los conjuntos de la forma (X \ K)+, en donde K es
un subconjunto compacto de X. Este hiperespacio será denotado por
CLF+(X).

(2) La topoloǵıa de Fell en CL(X) es la topoloǵıa supremo τF de la
topoloǵıa inferior de Vietoris τV − en X, y la topoloǵıa superior de Fell
τF+ en X. Denotaremos este hiperespacio con CLF (X).

Es claro que cuando X es un espacio Hausdorff, la topoloǵıa de Vietoris es
más fina que la topoloǵıa de Fell.

Podemos extender la topoloǵıa de Fell a la familia CL∗F (X), declarando una
base local de ∅ como la familia {A ∈ CL∗(X) : A ⊆ (X \ K)}, con K
compacto en X. Probablemente uno de los resultados más importantes sobre
el espacio CL∗F (X) es que siempre resulta compacto, sin importar cómo es el
espacio base X. La demostración puede ser consultada en [13].

Teorema 3.2.8. Sea X un espacio topológico. Entonces CL∗F (X) es com-
pacto.

La siguientes proposiciones muestran qué relación existe entre las topoloǵıas
inferiores y superiores de Hausdorff y de Vietoris. Aunque ambos resultados
fueron probados en el caso general de espacios cuasi-uniformes ([14]), mos-
traremos aqúı la prueba en el caso metrizable para ilustrar dicha relación.

Proposición 3.2.9 (c.f. [14, Lema 2.4]). Sea (X, d) un espacio métrico.

(1) La topoloǵıa inferior de Vietoris en CL(X) es más débil que la topoloǵıa
inferior de Hausdorff, es decir, τV − ⊆ τH−.

(2) La topoloǵıa superior de Hausdorff en CL(X) es más débil que la topo-
loǵıa superior de Vietoris, es decir, τH+ ⊆ τV +.

Demostración. (1) Sea V ⊆ X abierto y sea A ∈ V −. Entonces A∩V 6= ∅, por
lo que existe un punto a ∈ A∩V . Sea δ > 0 tal que B(a, δ) ⊆ V . Supongamos
que B ∈ CL(X) es tal que dH−(A,B) < δ. Entonces existe b ∈ B tal que
d(a, b) < δ, es decir b ∈ B(a, δ) ⊆ V y en consecuencia B ∈ V −. Esto muestra
que BdH−

(A, δ) ⊆ V −, y por lo tanto τV − ⊆ τH− .

(2) Sean A ∈ CL(X) y δ > 0. Si C ∈ BdH+ (A, δ), entonces dH+(A,C) =
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ed(C,A) < δ. Sea t > 0 tal que

ed(C,A) < t < δ,

de modo que si U := Nt(A) entonces U es abierto en X y C ⊆ U . Luego, U+

es una vecindad abierta de C en la topoloǵıa superior de Vietoris. Más aún,
si Q ∈ U+ entonces ed(Q,A) ≤ t < δ. Es decir,

C ∈ U+ ⊆ BdH+ (A, δ),

y por lo tanto BdH+ (A, δ) es abierto en la topoloǵıa superior de Vietoris.

En un espacio métrico, cuando nos restringimos a la familia de subconjuntos
compactos tenemos las contenciones rećıprocas.

Proposición 3.2.10 (c.f. [14, Teorema 2.5]). Sea (X, d) un espacio métrico.

(1) La topoloǵıa inferior de Hausdorff en K(X) coincide con la topoloǵıa
inferior de Vietoris.

(2) La topoloǵıa superior de Hausdorff en K(X) coincide con la topoloǵıa
superior de Vietoris.

(3) La topoloǵıa de Hausdorff en K(X) coincide con la topoloǵıa de Vieto-
ris.

Demostración. (1) Por la Proposición 3.2.9, ya sabemos que τV − ⊆ τH− en
CL(X), y por lo tanto también en K(X). Para demostrar que en K(X) se
cumple que τH− ⊆ τV − , tomemos A ∈ K(X) y δ > 0. Si C ∈ BdH−

(A, δ)
entonces

dH−(A,C) = ed(A,C) < δ.

Luego existe 0 < t < δ tal que A ⊆ Nt(C). Sea 0 < ε < δ − t. Como C es
compacto, existen c1, . . . , ck ∈ C tales que

C ⊆
k⋃
i=1

Ui,

en donde Ui := B(ci, ε/2). Sea U := ∩ki=1U
−
i ∈ τV − . Claramente U es una

vecindad abierta de C en τV − . Afirmamos que U ⊆ BdH−
(A, δ). En efecto, sea

Q ∈ U . Como A ⊆ Nt(C), para cada a ∈ A existe c ∈ C tal que d(a, c) < t.
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Además, existe i ∈ {1, . . . , k} tal que d(c, ci) < ε/2. Como Q ∈ U , entonces
Q ∩ Ui 6= ∅, por lo que existe q ∈ Q tal que d(ci, q) < ε/2. Aśı,

d(a, q) ≤ d(a, c) + d(c, ci) + d(ci, q) < t+ ε.

Concluimos que ed(A,Q) ≤ t + ε < δ y por lo tanto Q ∈ BdH−
(A, δ). Esto

muestra que τH− ⊆ τV − .

(2) Nuevamente, por la Proposición 3.2.9, ya sabemos que τH+ ⊆ τV + , por lo
que es suficiente demostrar que τV + ⊆ τH+ . Sean A,U ⊆ X con A compacto,
U abierto y A ∈ U+, es decir A ⊆ U . Por la compacidad de A podemos
encontrar δ > 0 tal que Nδ(A) ⊆ U . Por lo tanto, si C ∈ BdH+ (A, δ) entonces

dH+(A,C) = ed(C,A) < δ,

luego C ⊆ Nδ(A) ⊆ U , o equivalentemente, C ∈ U+. Concluimos que

A ∈ BdH+ (A, δ) ⊆ U+.

Esto muestra que todo elemento de U+ es punto interior de U+ con respecto
de la topoloǵıa τH+ , y por lo tanto τV + ⊆ τH+ .

(3) Esto es una consecuencia directa de (1) y (2).

3.3. Continuidad de funciones inducidas en

hiperespacios

Con el objetivo de responder a la pregunta de cuándo un grupo topológico
G induce una acción continua en el hiperespacio CL(X) de un G-espacio X,
necesitamos primero responder una pregunta más simple: cuándo una función
continua induce una función continua en los correspondientes hiperespacios.

Sean X y Y espacios topológicos. Si f : X → Y es una función (no necesa-
riamente continua, ni cerrada), definimos la función inducida de f como

la función f̃ : CL(X)→ CL(Y ) definida por

f̃(A) := f(A).

El objetivo de esta sección es estudiar la continuidad de f̃ en función de f ,
los espacios X y Y , y las diferentes hipertopoloǵıas que podemos considerar
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en CL(X), CL(Y ) y sus subespacios. En algunos casos, la continuidad de f̃
implica la continuidad de la función original f .

En algunos contextos (tales como los sistemas dinámicos [11, 42]) la función

inducida f̃ juega un papel muy importante, y ésta ha sido estudiada desde
hace tiempo. Por ejemplo, en [32] se estudió el caso de f̃ en el hiperespacio

A(X) equipado con la topoloǵıa de Vietoris, en donde f̃ siempre resulta
continua si f lo es. Nosotros estudiaremos el caso de CL(X) equipado con la
topoloǵıa de Vietoris.

Por otro lado, es sabido que si f es continua, X y Y son espacios métricos
compactos y CL(X) y CL(Y ) están equipados con la topoloǵıa de Hausdorff,

entonces f̃ es continua ([34]). Lo mismo sucede si consideramos K(X) y
K(Y ), aunque X y Y no sean compactos (ver Corolario 3.3.3). Aqúı veremos
otros casos cuando X y Y no son compactos.

En general, el problema de caracterizar la continuidad de la función inducida
en los distintos hiperespacios no está del todo esclarecido. Por ejemplo, cuan-
do consideramos la topoloǵıa inducida por la distancia de Attouch-Wets en
K(X) entonces la función inducida puede no ser continua, como mostramos
a continuación.

Ejemplo 3.3.1. Sea (X, d) un espacio métrico no-acotado. Entonces exis-

te una función 1-Lipschitz f : X → R tal que la función inducida f̃ :
KAW (X)→ KAW (R) no es continua, donde R tiene la topoloǵıa usual.

Demostración. Sea x0 ∈ X y supongamos que la distancia dAW en X está
basada en el punto x0. Similarmente, la distancia dAW en R estará basada
en 0. Sea f : X → R definida por

f(x) = tan−1(d(x0, x)), x ∈ X.

Entonces f es 1-Lipschitz, puesto que

|f(x)− f(y)| = | tan−1(d(x0, x))− tan−1(d(x0, y))|
≤ |d(x0, x)− d(x0, y)| ≤ d(x, y).

Sea (xn) ⊆ X una sucesión tal que d(x0, xn) ≥ n para todo n ∈ N. Para cada
n ∈ N, sea A(n) := {x0, xn}. Veamos que la sucesión (A(n)) converge a {x0}
en KAW (X).
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Sean ε > 0 y k ∈ N tal que 1/(1 + k) < ε. Sea N ∈ N tal que N > 2k. Si n ≥
N , usando que d(x0, xn) ≥ n > 2k, obtenemos que para toda x ∈ B(x0, k) se
tiene que d(x, xn) > k > d(x, x0), y por lo tanto

d(x,A(n)) = d(x, x0).

De lo anterior se sigue que

sup
x∈B(x0,k)

|d(x,A(n))− d(x, {x0})| = 0.

Por lo tanto dAW (A(n), {x0}) ≤ 1/(k + 1) < ε para toda n ≥ N .

Por otro lado, para cada n ≥ 2 se tiene que d(x0, xn) ≥ 2 y por lo tanto

2 > tan−1(d(x0, xn)) ≥ tan−1(2) > 1.

Luego, si n ≥ 2 entonces

sup
x∈B(0,2)

|d
(
x, {0, tan−1(d(x0, xn))}

)
− d(x, {0})| > 1.

Aśı,

dAW

(
f̃(A(n)), f̃({x0})

)
≥ mı́n

{
1

2
, sup
x∈B(0,2)

|d(x, f̃(A(n)))− d(x, {0})|

}
=

1

2
.

Esto prueba que
(
f̃(A(n))

)
no converge a f̃({x0}) = {0}, por lo que f̃ no

es continua.

Como muestra el ejemplo anterior, incluso en familias de conjuntos con bue-
nas propiedades topológicas (compactos) puede ocurrir que un homeomorfis-
mo no induzca una función continua en el hiperespacio de Attouch-Wets.

En contraste, la función inducida en el hiperespacio de Vietoris se compor-
ta bien en espacios normales. Concretamente, de [32, Teorema 5.3] y [32,
Teorema 5.10] se siguen las siguientes afirmaciones.
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Proposición 3.3.2. Sea f : X → Y una función entre espacios topológicos.
Entonces:

(1) f es continua si y sólo si f̃ : CLV −(X)→ CLV −(Y ) es continua.

(2) Si Y es normal y f es continua, entonces f̃ : CLV +(X)→ CLV +(Y ) es
continua.

(3) Si Y es normal y f es continua, entonces f̃ : CLV (X) → CLV (Y ) es
continua.

(4) Si Y es Hausdorff y f es continua, entonces f̃ : KV (X) → KV (Y ) es
continua.

En consecuencia, en espacios metrizables la función inducida es continua en el
hiperespacio de conjuntos compactos equipado con la topoloǵıa de Hausdorff.

Corolario 3.3.3. Si f : X → Y es una función continua entre espacios
métricos, entonces f̃ : KH(X)→ KH(Y ) es continua.

Demostración. Se sigue de que KH(X) = KV (X), por la Proposición 3.2.10,
y de la continuidad de la función inducida en el espacio de Vietoris por la
Proposición 3.3.2.

Con respecto a la topoloǵıa de Fell y la función inducida, podemos probar
un resultado análogo al de los incisos (2) y (3) de la Proposición 3.3.2 como
mostraremos a continuación. Recordemos además que una función f : X → Y
entre espacios topológicos es llamada propia si para cada compacto K ⊆ Y
se tiene que f−1(K) es un subconjunto compacto de X.

Proposición 3.3.4. Sea Y un espacio Hausdorff localmente compacto. Si
f : X → Y es continua y propia, entonces f̃ : CLF+(X) → CLF+(Y ) es

continua. En consecuencia, f̃ : CLF (X)→ CLF (Y ) es continua.

Demostración. Sea K ⊆ Y compacto y A ∈ CL(X) tal que f̃(A) ∈ (Y \K)+,
lo cual es equivalente a que K ⊆ Y \ f(A). Como Y es localmente compacto
y Hausdorff, existe un conjunto abierto W ⊆ Y tal que W es compacto y

K ⊆ W ⊆ W ⊆ Y \ f(A)

o bien,
f(A) ⊆ Y \W ⊆ Y \W ⊆ Y \K.
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Por lo tanto, (X \ f−1(W )) es una vecindad abierta de A en CLF+(X), y
además, para todo B ∈ (X \ f−1(W )) se tiene que f(B) ⊆ Y \W . Como W
es abierto, se sigue que

f̃(B) = f(B) ⊆ Y \W ⊆ Y \K.

Esto prueba que f̃ : CLF+(X) → CLF+(Y ) es continua. Por lo tanto, por
la Proposición 3.3.2 (1) y recordando que la topoloǵıa de Fell τF se obtiene

como la topoloǵıa supremo de las topoloǵıas τV − y τF+ , obtenemos que f̃ :
CLF (X)→ CLF (Y ) es continua.

En [42], los autores consideraron el caso f : X → X, en donde X es un
espacio Hausdorff, localmente compacto y segundo numerable, y probaron
que f̃ : CLF (X) → CLF (X) resulta continua si f es perfecta (es decir, si
f es cerrada y cada fibra f−1(y) es compacta). Aunque en algunas partes la
prueba es similar, aqúı presentamos una demostración en un caso más gene-
ral, sin pedir que los espacios X y Y sean localmente compactos o segundo
numerables.

Teorema 3.3.5. Sea f : X → Y una función continua entre espacios Haus-
dorff.

(1) Si f es perfecta, entonces f̃ : CLF+(X) → CLF+(Y ) es continua. En

particular, f̃ : CLF (X)→ CLF (Y ) es continua.

(2) Si f es cerrada, no es constante y f̃ : CLF (X)→ CLF (Y ) es continua,
entonces f es perfecta.

(3) Si f es cerrada, entonces f̃ : CLF (X)→ CLF (Y ) es continua si y sólo
si f es perfecta o constante.

Demostración. (1) Como f es perfecta, f es cerrada, y en consecuencia la

función inducida está dada por f̃(A) = f(A) para todo A ∈ CL(X). Si
K ⊆ Y es compacto, tenemos que
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f̃−1 (Y \K) = {A ∈ CL(X) : f(A) ⊆ Y \K}
= {A ∈ CL(X) : A ⊆ f−1(Y \K)}
= {A ∈ CL(X) : A ⊆ X \ f−1(K)}
= (X \ f−1(K))+.

Como f es perfecta, entonces f es propia ([20, Teorema 3.7.2]). y por lo

tanto (X \ f−1(K))+ = f̃−1 (Y \K) es abierto en el espacio CLF+(X). Aśı,

obtenemos que f̃ : CLF+(X) → CLF+(Y ) es continua. Por la Proposición

3.3.2 (1), la función inducida f̃ : CLF (X)→ CLF (Y ) también es continua.

(2) Sea y ∈ f(X). Como X es Hausdorff, el conjunto (Y \ {y})+ es abierto.

Por la continuidad de f̃ , el conjunto

O := f̃−1
(
(Y \ {y})+

)
= {A ∈ CL(X) : A ⊆ X \ {f−1(y)}}

es abierto en CLF+(X). Como f no es constante, existe x ∈ X tal que
f(x) 6= y. Esto implica que {x} ∈ O, por lo cual existen K ⊆ X compacto y
V1, . . . , Vn ⊆ X abiertos tales que

{x} ∈ U := (X \K)+ ∩

(
n⋂
i=1

Vi

)
⊆ O.

Por otro lado, para cada z ∈ f−1(y) el conjunto {x, z} pertenece a CL(X),
pero {x, z} /∈ O. En particular, {x, z} /∈ U . Como x ∈ X \ K y x ∈ Vi
para cada i ∈ {1, . . . , n}, entonces z /∈ X \ K y por lo tanto z ∈ K. Esto
implica que f−1(y) es un subconjunto cerrado contenido en K, luego f−1(y)
es compacto.

(3) Esto es una consecuencia directa de (1) y (2).

Ahora consideraremos la función inducida en el hiperespacio de conjuntos
acotados y cerrados (equipado con la topoloǵıa de Hausdorff). Un problema
con esto es que no siempre se puede asegurar que la función inducida esté
bien definida, esto es, que la imagen de un conjunto acotado puede no ser
acotada incluso si la función es uniformemente continua (por ejemplo, la
función identidad I : R → R, en donde el dominio está equipado con la
métrica discreta y el contradominio con la métrica euclidiana).
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Por lo anterior, recordemos que una función entre espacios métricos f : X →
Y es llamada acotada si para todo subconjunto A ⊆ X acotado se tiene
que f(A) es acotado en Y . Recordemos además que f es uniformemente
continua en acotados si para todo subconjunto A ⊆ X acotado, se tiene
que f es uniformemente continua en A.

Proposición 3.3.6. Sea f : X → Y una función entre espacios métricos
acotada y uniformemente continua en acotados. Entonces las siguiente fun-
ciones inducidas son continuas.

(1) f̃ : BCH−(X)→ BCH−(Y ),

(2) f̃ : BCH+(X)→ BCH+(Y ),

(3) f̃ : BCH(X)→ BCH(Y ).

Demostración. (1) Sean A ∈ BC(X) y ε > 0. Como f es uniformemente
continua en el conjunto acotado N1(A), existe δ0 > 0 tal que para todo
a, b ∈ N1(A) con d(a, b) < δ0 se tiene que d(f(a), f(b)) < ε. Definamos
δ := mı́n{δ0, 1} y sea B ∈ BC(X) tal que dH−(A,B) < δ. Sea a ∈ A,
entonces existe b ∈ B tal que d(a, b) < δ. Por la elección de δ, se tiene que
b ∈ N1(A) y d(a, b) < δ0, por lo que d(f(a), f(b)) < ε. Esto prueba que
d(f(a), f(B)) < ε. Como a ∈ A fue escogido arbitrariamente, tenemos que

dH−(f(A), f(B)) = dH−(f(A), f(B)) = sup
a∈A

d(f(a), f(B)) ≤ ε,

lo cual prueba la continuidad de f̃ en A.

(2) Sean A ∈ BC(X) y ε > 0. Elijamos δ0 tal que para todo a, b ∈ N1(A) con
d(a, b) < δ0 se tiene que d(f(a), f(b)) < ε, y sea δ := mı́n{δ0, 1}. Supongamos
que B ∈ BC(X) es tal que dH+(A,B) < δ. Si b ∈ B, entonces existe a ∈ A
tal que d(a, b) < δ. Por lo tanto se tiene que b ∈ N1(A) y d(a, b) < δ0, por lo
que d(f(a), f(b)) < ε. Esto muestra que d(f(b), f(A)) < ε, y por lo tanto

dH+(f(A), f(B)) = dH+(f(A), f(B)) = sup
b∈B

d(f(b), f(A)) ≤ ε.

(3) Como dH = máx{dH− , dH+}, la continuidad de f̃ se sigue por los pasos
hechos tanto en (1) como en (2).
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En el siguiente ejemplo se muestra que la continuidad uniforme en acotados
de f es esencial en la proposición anterior.

Ejemplo 3.3.7. Sean X = (0, 1) y Y = [−1, 1] equipados con la topoloǵıa
usual. Consideremos la función f : X → Y definida por f(x) := sen(1/x).

Afirmamos que f̃ : BCH(X) → BCH(Y ) no es continua. En efecto, sea

A := {1/(2πn) : n ∈ N}. Notemos que A ∈ BC(X) y que f̃(A) = {0}. Para
cada k ∈ N, definamos Ak ∈ BC(X) mediante

Ak := A ∪
[

1

2π(k + 1)
,

1

2πk

]
.

Entonces se tiene que dH(Ak, A)→ 0, pero f̃(Ak) = [−1, 1] para toda k ∈ N,

por lo que f̃(Ak) no puede converger a f̃(A). Por lo tanto f̃ no es continua.

Por otro lado, la continuidad uniforme de f : X → Y es una condición
más fuerte que siempre garantiza la continuidad de la función inducida f̃ :
CLH(X)→ CLH(Y ). Esto fue demostrado en [26, Teorema 3].

Proposición 3.3.8. Sea f : X → Y una función entre espacios métricos.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) f es uniformemente continua.

(2) f̃ : CLH−(X)→ CLH−(Y ) es uniformemente continua.

(3) f̃ : CLH+(X)→ CLH+(Y ) es uniformemente continua.

(4) f̃ : CLH(X)→ CLH(Y ) es uniformemente continua.

Estamos interesados ahora en encontrar condiciones para las que la función
inducida resulte continua en el hiperespacio de cerrados con la métrica de
Attouch-Wets. A diferencia del hiperespacio de Hausdorff, la función induci-
da de una función continua en el hiperespacio de Attouch-Wets no necesa-
riamente es continua aún cuando la función f tenga propiedades más fuertes
incluso que la continuidad uniforme, tal como vimos en el Ejemplo 3.3.1.

Finalizamos esta sección probando que una función continua f śı induce una
función continua en el hiperespacio de Attouch-Wets cuando f satisface cierta
condición. Probaremos primero el siguiente lema.

Lema 3.3.9. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean A1, A2, A3 ⊆ X, y sea B
una bola abierta del espacio (X, d). Entonces se tiene que:
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(1) Si A1 ⊆ A2 entonces ed(A1, A3) ≤ ed(A2, A3).

(2) ed(A1 ∩B,A3) = ed(A1 ∩B,A3).

Demostración. (1) Como A1 ⊆ A2 entonces

{d(x,A3) : x ∈ A1} ⊆ {d(x,A3) : x ∈ A2}.

Luego, por la definición de ed se sigue que ed(A1, A3) ≤ ed(A2, A3).

(2) Por (1), es claro que ed(A1 ∩ B,A3) ≤ ed(A1 ∩ B,A3), por lo que es
suficiente demostrar la otra desigualdad.

Sea x ∈ A1 ∩ B, entonces existe (xn) ⊆ A1 tal que xn → x. Como B es
abierto y x ∈ B, existen ε > 0 y N ∈ N tales que xN ∈ A1∩B y d(x, xN) < ε.
Entonces

d(x,A3) ≤ d(x, xN) + d(xN , A3) < ε+ ed(A1 ∩B,A3).

Por lo tanto

ed(A1 ∩B,A3) = sup{d(x,A3) : x ∈ A1 ∩B} ≤ ed(A1 ∩B,A3).

Teorema 3.3.10. Sea f : X → Y una función entre espacios métricos uni-
formemente continua en acotados, y supongamos que f satisface la siguiente
condición: existe c > 0 tal que

c · d(x1, x2) ≤ d(f(x1), f(x2)) para cada x1, x2 ∈ X. (3.3.1)

Entonces f̃ : CLAW (X)→ CLAW (Y ) es continua.

Demostración. Supongamos que (Ak) ⊆ CLAW (X) es una sucesión conver-
gente a A en CLAW (X). Utilizaremos el Teorema 3.2.4 para demostrar que(
f̃(Ak)

)
converge a f̃(A) en CLAW (Y ).

Sea x0 ∈ X fijo. Para cada n ∈ N, sean

BY
n := B(f(x0), c · n), y BX

n := B(x0, n).



3.3. CONTINUIDAD DE FUNCIONES INDUCIDAS 77

Es claro que la familia B := {BY
n : n ∈ N} es cofinal en la familia de

subconjuntos acotados de Y . Sea n ∈ N. Para aplicar el Teorema 3.2.4,
demostraremos primero que

ĺım
k→∞

ed

(
f(A) ∩BY

n , f(Ak)
)

= 0.

Por el Lema 3.3.9 (2), para cada k ∈ N se tiene que

ed

(
f(A) ∩BY

n , f(Ak)
)

= ed

(
f(A) ∩BY

n , f(Ak)
)

= ed
(
f(A) ∩BY

n , f(Ak)
)
.

Como f satisface la desigualdad (3.3.1), entonces

f(A) ∩BY
n ⊆ f(A ∩BX

n ).

Por lo tanto, por el Lema 3.3.9 (1), es suficiente demostrar que

ĺım
k→∞

ed
(
f(A ∩BX

n ), f(Ak)
)

= 0.

Sea ε > 0. Por hipótesis f es uniformemente continua en el conjunto acotado
BX
n+1. Sea δ > 0 tal que para todo x1, x2 ∈ BX

n+1 con d(x1, x2) < δ se tiene
que d(f(x1), f(x2)) < ε.

Por la convergencia de la sucesión (Ak) en CLAW (X) y el Teorema 3.2.4,
sabemos que ĺımk→∞ ed

(
A ∩BX

n , Ak
)

= 0. Sea K ∈ N tal que para todo
k ≥ K,

ed(A ∩BX
n , Ak) < mı́n{δ, 1}.

Sean k ≥ K y f(x) ∈ f(A∩BX
n ) con x ∈ A∩BX

n . Como d(x,Ak) < mı́n{δ, 1}
existe w ∈ Ak tal que d(x,w) < mı́n{δ, 1}. Esto implica que x,w ∈ BX

n+1 y
d(x,w) < δ, por lo que d(f(x), f(w)) < ε. Es decir, d(f(x), f(Ak)) < ε.
Concluimos que

ed(f(A ∩BX
n ), f(Ak)) = sup{d(f(x), f(Ak)) : x ∈ A ∩BX

n } ≤ ε,

como se deseaba demostrar.

Análogamente se demuestra que

ĺım
k→∞

ed

(
f(Ak) ∩BY

n , f(A)
)

= 0.

Como n ∈ N fue escogido arbitrariamente, concluimos que
(
f̃(Ak)

)
converge

a f̃(A).
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3.4. Acciones continuas en hiperespacios

Sea X un G-espacio. Entonces la acción continua de G en X induce una
acción algebraica en CL(X), dada por

(g, A) 7→ gA.

Llamaremos a esta acción la acción inducida. Estamos interesados en saber
bajo qué condiciones la acción inducida de un G-espacio resulta continua,
cuando CL(X) tiene las distintas topoloǵıas introducidas anteriormente.

Como hemos mencionado con anterioridad, en [4] se estudió bajo qué con-
diciones suficientes HomX resulta un grupo topológico con la topoloǵıa
cerrado-abierta (ver Proposición 1.2.9). Por otro lado, si HomX no es un
grupo topológico entonces no necesariamente la acción de HomX es continua
en CL(X) (con la topoloǵıa de Fell o Vietoris). Este problema fue amplia-
mente estudiado en [18]. En particular, en [18, Teorema 4.1], se prueba que
para un espacio localmente compacto X, se tiene que HomX equipado con
la topoloǵıa compacto-abierta es un grupo topológico si y sólo si la función
evaluación HomX×CLF (X)→ CLF (X) es continua. Siguiendo argumentos
similares, podemos probar algunas generalizaciones para un grupo topológico
G que es subgrupo algebraico de HomX, y X un G-espacio.

El siguiente resultado muestra que la acción inducida de un G-espacio X
siempre es continua en CLV −(X). La técnica usada en este resultado es similar
a la usada en [18, Teorema 4.1-5].

Proposición 3.4.1. Sea X un G-espacio. Entonces CLV −(X) es un G-
espacio con la acción inducida.

Demostración. Sean (g, A) ∈ G × CL(X) y V ⊆ X abierto, y supongamos
que gA ∈ V −. Sea a ∈ A tal que ga ∈ V . Como la acción de G en X es
continua, existen abiertos U ⊆ G y W ⊆ X tales que g ∈ U , a ∈ W , y
hy ∈ V para todo h ∈ U y y ∈ W . Claramente U ×W− es una vecindad de
(g, A) en G × CLV −(X). Sea (h,B) ∈ U ×W−, luego existe b ∈ B tal que
b ∈ W , y por lo tanto hb ∈ V . Esto muestra que hB ∈ V −, lo cual prueba
que la acción inducida es continua.

El siguiente resultado es bien conocido en la teoŕıa de G-espacios.
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Lema 3.4.2. Sean G un grupo topológico y X un G-espacio. Entonces τco ⊆
τG, en donde τco es la topoloǵıa compacto-abierta en G.

Demostración. Sea [K,U ] un abierto básico en la topoloǵıa compacto-abierta
de G. Probaremos que [K,G] ∈ τG. Sea g ∈ [K,U ], es decir, gK ⊆ U . Para
cada k ∈ K, sean Uk ∈ τG y Vk ⊆ X abiertos tales que g ∈ Uk, k ∈ Vk y

UkVk := {hy : h ∈ Uk, y ∈ Vk} ⊆ U.

Como K es compacto, existen k1, . . . , kn ∈ K tales que K ⊆
⋃n
i=1 Vki . Sea

U0 :=
⋂n
i=1 Uki , entonces U0 es una vecindad abierta de g en τG. Aśı, para

cada h ∈ U0 y cada k ∈ K existe i ∈ {1, . . . , n} tal que k ∈ Vki . Por lo
tanto hk ∈ UkiVki ⊆ U . Esto muestra que g ∈ U0 ⊆ [K,U ], como se deseaba
probar.

Lema 3.4.3. Sea X un G-espacio. Entonces:

(1) [A,B] ⊆ G es abierto si y sólo si [X \B,X \ A] es abierto en G.

(2) Si K es compacto y U es abierto en X, entonces [X \ U,X \ K] es
abierto en G.

Demostración. (1) Sea g ∈ G. Notemos que se tienen las siguientes equiva-
lencias:

gA ⊆ B ⇔ A ⊆ g−1B ⇔ g−1(X \B) = X \ g−1B ⊆ X \ A.

Por lo tanto, g ∈ [A,B] si y sólo si g−1 ∈ [X \ B,X \ A]. Esto muestra que
[X \ B,X \ A] es la imagen del conjunto [A,B] bajo la función inversión
g 7→ g−1, la cual es un homeomorfismo de G. Por lo tanto [X \ B,X \ A] es
abierto si y sólo si [A,B] lo es.

(2) Por el Lema 3.4.2, tenemos que [K,U ] ∈ τco ⊆ τG. Luego, por el inciso
(1) obtenemos que [X \ U,X \K] es también un elemento de τG.

Ahora demostraremos que existen condiciones suficientes para que un G-
espacio induzca una acción continua en CLF (X).

Teorema 3.4.4. Sea X un G-espacio Hausdorff localmente compacto. En-
tonces la acción inducida de G en CLF+(X) es continua, y por lo tanto la
acción inducida en CLF (X) también lo es.
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Demostración. Sea K ⊆ X compacto, y sea (g, A) ∈ G × CL(X) tal que
gA ∈ (X \K)+. Esto implica que gA ⊆ X \K, y por lo tanto g−1K ⊆ X \A.
Como X es localmente compacto y Hausdorff, existe V ⊆ X abierto tal que
V es compacto y

g−1K ⊆ V ⊆ V ⊆ X \ A,

de donde se sigue que

gA ⊆ g(X \ V ) ⊆ g(X \ V ) ⊆ X \K.

Consideremos
O := [X \ V,X \K]× (X \ V )+.

Por el Lema 3.4.3, O es un abierto en G × CLF+(X) que contiene a (g, A).
Sea ahora (h,B) ∈ O, entonces se tiene que

hB ⊆ h(X \ V ) ⊆ h(X \ V ) ⊆ X \K.

Esto prueba que hB ∈ (X \K)+, y por lo tanto la acción inducida de G en
CLF+(X) es continua.

Finalmente, como ya sab́ıamos que la acción inducida de G en CLV −(X)
es continua (por la Proposición 3.4.1), se tiene que también es continua en
CLF (X).

El siguiente ejemplo muestra que la compacidad local es esencial en el teorema
anterior.

Ejemplo 3.4.5. Sea G = Q∗ := Q\{0}, el grupo multiplicativo del campo Q,
y sea X = Q. Equipemos a X y a G con sus respectivas topoloǵıas usuales. Es
claro que X es un G-espacio, en donde la acción es la multiplicación usual.
Demostraremos que la acción inducida en CLF+(X) no es continua.

Demostración. Consideremos el siguiente subconjunto compacto de X,

K := {1} ∪
{

1 +
1

n
: n ∈ N

}
.

Sea A un subconjunto cerrado no vaćıo de X tal que A ⊆ X \K, es decir,
1 ·A ∈ (X \K)+. Afirmamos que la acción inducida de G en CLF+(X) no es
continua en el punto (1, A).
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Sea ε > 0, y sea F un subconjunto compacto de X tal que A ∈ (X \F )+. Sea
δ > 0 tal que 1−ε < 1/(1+δ). Mostraremos que (X \K)+ no puede contener
a la imagen bajo la acción de G del conjunto (1− ε, 1 + ε)× (X \ F )+.

Como F es compacto en Q, entonces F no puede contener al conjunto (1, 1+
δ) ∩Q. Por lo tanto, existe v ∈ (1, 1 + δ) ∩Q tal que v ∈ X \ F . Sea n ∈ N
tal que 1/n < ε/2 y sea r := v−1(1 + 1/n). Entonces r ∈ (1 − ε, 1 + ε) y
{v} ∈ (X \F )+, lo que implica que (r, {v}) ∈ (1− ε, 1 + ε)× (X \F )+. Pero
rv = 1 + 1/n ∈ K. Esto prueba que la acción inducida no es continua.

Ahora enunciamos el resultado correspondiente para el caso de los hiperes-
pacios de Vietoris.

Proposición 3.4.6. Sea G un grupo topológico y X un G-espacio. Entonces
se cumple lo siguiente:

(1) Si la acción inducida de G en CLV +(X) es continua, entonces τca ⊆ τG,
en donde τca denota a la topoloǵıa cerrado-abierta de G.

(2) Si τca ⊆ τG y X es un espacio normal, entonces CLV +(X) es un G-
espacio. En consecuencia, CLV (X) también es un G-espacio.

Demostración. (1) Sea [C,U ] un abierto básico de la topoloǵıa cerrado-
abierta en G, y sea g ∈ [C,U ], esto es, g(C) ∈ U+. Como la acción inducida
de G en CLV +(X) es continua, existen abiertos W ∈ τG y V ⊆ X tales que
g ∈ W , C ∈ V + y WV + ⊆ U+. Luego, para cada h ∈ W y x ∈ C ⊆ V se
tiene que hx ∈ U , es decir W ⊆ [C,U ]. Esto prueba que [C,U ] ∈ τca.

(2) Consideremos un abierto W ⊆ X y sea (g, A) ∈ G × CL(X) tal que
gA ∈ W+. Esto último equivale a que

g−1(X \W ) ⊆ X \ A.

Como g−1 es un homeomorfismo, el conjunto g−1(X \W ) es cerrado en X, y
como X es un espacio normal existe U ⊆ X abierto tal que

g−1(X \W ) ⊆ U ⊆ U ⊆ X \ A.

Como por hipótesis tenemos que τca ⊆ τG, el conjunto O := [X \ U,W ] es
una vecindad abierta de g en τG. Por otro lado, el conjunto (X \U)+ es una
vecindad abierta de A en CLV +(X). Finalmente, observemos que hB ∈ W+
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para cada h ∈ O y B ∈ (X \ U)+. Esto prueba la continuidad de la acción
inducida.

Como la distancia de Hausdorff no se comporta bien en CL(X) (especial-
mente cuando X no es acotado), no es de extrañar que la acción inducida
de G no sea continua (considérese, por ejemplo, la acción inducida del grupo
ortogonal O(n) en CLH(Rn)), salvo, quizá, si cada g ∈ G es uniformemente
continua (como en el caso de la función inducida en la Proposición 3.3.8).
Una condición más débil puede ser dada en el subespacio BCH(X), por lo que
en este caso también pediremos que cada g ∈ G, como función g : X → X,
sea acotada y aśı la acción inducida esté bien definida.

Sin embargo, en general la acción inducida en BCH(X) puede no resultar
continua incluso cuando el grupo G es compacto y X es un G-espacio de
Banach ([28, Ejemplo 3.1]).

En la siguiente proposición mostraremos que existen condiciones suficientes
para que la acción inducida sea continua en BCH(X), donde X es un G-
espacio métrico. Una de estas condiciones es que τG contenga a la topoloǵıa
de la convergencia uniforme en acotados (ver Definición 1.2.8).

Proposición 3.4.7. Sea G un grupo topológico y X un G-espacio métrico.
Supongamos que los homeomorfismos de X inducidos por cada g ∈ G son aco-
tados y uniformemente continuos en acotados. Si τG contiene a la topoloǵıa
de la convergencia uniforme en acotados, entonces las acciones inducidas de
G en los hiperespacios BCH−(X),BCH+(X) y BCH(X) son continuas.

Demostración. Demostraremos que la acción inducida de G en BCH−(X) es
continua. Sean (g, A) ∈ G × BC(X) y ε > 0. Como g es uniformemente
continua en el conjunto acotado Nε/2(A), existe δ > 0 tal que si a, a′ ∈
Nε/2(A) y d(a, a′) < δ entonces d(ga, ga′) < ε/2. Sea ε′ := mı́n{ε/2, δ} y sea

W := (Nε/2(A), g, ε/2)×BH−(A, ε′).

Claramente, W es una vecindad abierta de (g, A) en el espacio producto
G × BCH−(X). Sean (h,B) ∈ W y a ∈ A. Como dH−(A,B) < ε′, existe
b ∈ B tal que d(a, b) < ε′, por lo que b ∈ Nε/2(A) y d(a, b) < δ. Por lo tanto
d(ga, gb) < ε/2. Más aún, como b ∈ Nε/2(A), por la definición de W tenemos
que d(gb, hb) < ε/2. Aśı,

d(ga, hb) ≤ d(ga, gb) + d(gb, hb) < ε/2 + ε/2 = ε.
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Esto prueba que
dH−(gA, hB) = sup

a∈A
d(ga, hB) ≤ ε,

y por lo tanto la acción inducida de G es continua en BCH−(X).

De manera similar se prueba que la acción inducida de G en BCH+(X) es
continua, y por ambos casos se sigue que dicha acción es continua en BCH(X).

Finalmente, en el caso en que cada g ∈ G es uniformemente continua, eso nos
da una condición suficientemente fuerte para garantizar la continuidad de la
acción inducida incluso en el hiperespacio de cerrados CLH(X), siempre y
cuando τG contenga a la topoloǵıa de la convergencia uniforme. La prueba de
este resultado la omitimos por ser análoga al caso a la del caso de BCH(X).

Proposición 3.4.8. Sea G un grupo topológico X un G-espacio métrico.
Supongamos que los homeomorfismos de X inducidos por cada g ∈ G son
uniformemente continuos. Entonces si τG contiene a la topoloǵıa de la con-
vergencia uniforme, se tiene que las acciones inducidas de G en los hiperes-
pacios CLH−(X), CLH+(X) y CLH(X) son continuas.

3.5. Otros resultados y trabajo a futuro

Sea X un espacio normado. Consideremos Y ⊆ X no vaćıo y definamos

CC(Y ) := K(Y ) ∩ Conv(Y ).

Equiparemos a CC(Y ) con la métrica de Hausdorff y lo denotaremos con
CCH(Y ). También consideraremos al subespacio

CB(Y ) := {A ∈ CC(Y ) : int(A) 6= ∅},

en donde int(A) denota el interior de A. Consideremos también al cubo de
Hilbert Q := [0, 1]N

No es dif́ıcil ver que el hiperespacio CCH(R) es homeomorfo a un semiplano
cerrado, y el hiperespacio CBH(R) es homeomorfo a R2. Por otro lado, en
[33] se demostró que para n ≥ 2 se tiene que CC(K) es homeomorfo al cubo
de Hilbert Q, para cada K ∈ CC(Rn) de dimensión mayor o igual a 2, y
CCH(Rn) es homeomorfo a Q \ {0} (el cubo de Hilbert perforado).
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En los art́ıculos [6] y [7], S. Antonyan calculó la estructura del subespacio
B(n) (n ≥ 2) de CBH(Rn) cuyos elementos son simétricos respecto al origen.
Usando la acción del grupo general lineal GL(n) en B(n) probó que este
último es homeomorfo a Rp ×Q, donde p = n(n+ 1)/2.

En [5], S. Antonyan y N. Jonard calcularon la estructura del hiperespa-
cio CBH(Rn), demostrando que CBH(Rn) es homeomorfo al producto Q ×
Rn(n+3)/2.

En [37], K. Sakai y Z. Yang calcularon la estructura de ConvF (Rn), demos-
trando que

ConvF (R) ∼= R× [0, 1], y ConvF (Rn) ∼= Rn ×Q, para cada n > 1.

En dicho art́ıculo, además, K. Sakai y Z. Yang consideraron la siguiente
función: Si Rn tiene su norma usual, para cada A ∈ Conv(Rn) existe un
único punto p(A) ∈ A tal que p(A) es el punto más cercano de A al origen
0. La existencia y unicidad de este punto se debe a que Rn es un espacio de
Banach reflexivo y estrictamente convexo ([21]). Es decir, p(A) es el punto
en donde se alcanza el mı́nimo de la función norma ‖·‖ en el conjunto A. En
[37, Lema 2], se afirma que la función

p : ConvF (Rn)→ Rn

es continua, sin embargo la prueba de esta afirmación contiene un error,
y de hecho sólo se demuestra que la función ConvF (Rn) → Rn dada por
A 7→ ‖p(A)‖ es continua.

A continuación daremos una demostración de que la función p definida arriba
es continua.

Proposición 3.5.1. La función p : ConvF (Rn)→ Rn es continua.

Demostración. Sean A ∈ Conv(Rn) y ε > 0. Si p(A) = 0, entonces cla-
ramente B(0, ε)− es una vecindad abierta de A en ConvF (Rn) tal que si
B ∈ Conv(Rn) entonces

‖p(A)− p(B)‖ = ‖p(B)‖ < ε.

Supongamos que p(A) 6= 0. Sea δ > 0 tal que δ < ‖p(A)‖ y

4 ‖p(A)‖ δ + δ2 < ε2.
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Usando la continuidad de la función A 7→ ‖P (A)‖, existe un abierto O ⊆
ConvF (Rn) que contiene a A tal que para todo B ∈ O se tiene que

‖P (B)‖ ∈ (‖P (A)‖ − δ, ‖P (A)‖+ δ).

Definamos la funcional lineal f : Rn → R dada por

f(x) =

〈
x,

P (A)

‖P (A)‖

〉
, x ∈ Rn,

y consideremos el hiperplano

H := {x ∈ Rn : f(x) = ‖P (A)‖}.

Es inmediato ver queH es un hiperplano soporte de la bola cerradaB[0, ‖P (A)‖]
en el punto P (A), es decir

B[0, ‖P (A)‖] ⊆ {x ∈ Rn : f(x) ≤ ‖P (A)‖}.

Por otro lado, como A y la bola abierta B(0, ‖P (A)‖) son convexos disjuntos,
por el Teorema de Separación de Convexos ([12]), existen una funcional lineal
continua g : Rn → R y α ∈ R tales que

B(0, ‖P (A)‖) ⊆ {x ∈ Rn : g(x) < α}, y A ⊆ {x ∈ Rn : g(x) ≥ α}.

Necesariamente g(P (A)) = α. Por lo tanto, el conjunto

H ′ := {x ∈ Rn : g(x) = α}

es un hiperplano soporte de B[0, ‖P (A)‖] en el punto P (A). Por la unicidad
del hiperplano soporte en cada punto de la frontera de cada bola cerrada en
Rn ([12]), concluimos que H = H ′. En particular

A ⊆ {x ∈ Rn : f(x) ≥ ‖P (A)‖} =

{
x ∈ Rn :

〈
x,

P (A)

‖P (A)‖

〉
≥ ‖P (A)‖

}
.

Sea W :=
{
x ∈ Rn :

〈
x, P (A)
‖P (A)‖

〉
> ‖P (A)‖ − δ

}
y consideremos el compacto

K := {x ∈ Rn : ‖x‖ ∈ [‖P (A)‖ − δ, ‖P (A)‖+ δ]} ∩ (Rn \W ).
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Por lo tanto A ∈ O∩ (Rn \K)+, y para todo B ∈ O∩ (Rn \K)+ se tiene que

‖P (B)− P (A)‖2 = 〈P (B)− P (A), P (B)− P (A)〉
= ‖P (B)‖2 + ‖P (A)‖2 − 2 〈P (B), P (A)〉
< (‖P (A)‖+ δ)2 + ‖P (A)‖2 − 2(‖P (A)‖2 − δ ‖P (A)‖)
< 4δ ‖P (A)‖+ δ2 < ε2.

Esto demuestra la continuidad de p en A.

Finalmente, consideremos las siguientes familias.

Conv0(Rn) = {A ∈ Conv(Rn) : 0 ∈ A}.

Conv00(Rn) = {A ∈ Conv(Rn) : 0 ∈ int(A)}.

Conv∞(Rn) = {A ∈ Conv0(Rn) : A es no-acotado}.

Por los resultados vistos en espacios seminormados asimétricos, cada elemen-
to A ∈ Conv00(Rn) corresponde a la bola unitaria cerrada de una seminorma
asimétrica de Rn (por ser A convexo y absorbente). A su vez, podemos con-
siderar a la familia CC00(Rn) formada por todos los elementos compactos de
Conv00(Rn). Cada elemento de CC00(Rn) determina una norma asimétrica
T1 de Rn, mientras que la familia Conv∞,0(Rn) = Conv00(Rn) \ CC00(Rn)
determina todas las seminormas asimétricas de Rn que no son T1.

Estamos interesados en saber qué estructura topológica tienen cuando equi-
pamos estas familias con la topoloǵıa de Fell.

Por un lado, como no es dif́ıcil probar que la función φ : Conv0
F (Rn)×[0, 1]→

Conv0
F (Rn) dada por

φ(A, t) =

{
A+B[0, t/(1− t)] si t < 1

Rn si t = 1

es continua, entonces Conv0
F (Rn) es contráıble.

En [37, Proposition 1], se demostró que para cada n ∈ N, Conv∗F (Rn) (i.e.,
ConvF (Rn)∪{∅}) es un subespacio cerrado de CL∗F (Rn) el cual es compacto,
y por lo tanto Conv∗F (Rn) también es compacto. Más aún, no es dif́ıcil ver
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que si (Aλ) es una red en Conv0
F (Rn) convergente a un A ∈ Conv∗F (Rn),

entonces 0 ∈ A. Esto es, ∅ no es un punto de clausura de Conv0
F (Rn), y por

lo tanto Conv0
F (Rn) es compacto también.

De hecho, puede demostrarse que Conv0
F (Rn) es una Q-variedad, esto es,

un espacio localmente homeomorfo a Q. Consideremos

CC0(Rn) = Conv0(Rn) \ Conv∞(Rn),

es decir, CC0(Rn) consiste de todos los subconjuntos compactos y convexos
de Rn que contienen al origen.

Notemos primero que por [38, Teorema 3], CCF (Rn) = CCV (Rn). Además,
por la Proposición 3.2.10, se tiene que CCV (Rn) = CCH(Rn). En lo que
sigue, asumiremos que CC(Rn) y sus subespacios tienen esta hipertopoloǵıa
en común.

Para mostrar que Conv0
F (Rn) es una Q-variedad, consideremos

Z = {A ∈ CC0(Rn) : 0 ∈ ∂A}.

Notemos que CC0(Rn) \ Z = CC00(Rn). De [5, Lema 3.1], se deduce que
CC00(Rn) es un subconjunto abierto de CC(Rn), por lo que CC00(Rn) tam-
bién resulta abierto en CC0(Rn). En consecuencia, Z es un subconjunto
cerrado de CC0(Rn). Además, por ser CC(Rn) una Q-variedad, entonces
CC00(Rn) es una Q-variedad también.

Por otro lado, si (X, d) es un espacio métrico, un subconjunto cerrado A ⊆ X
es llamado Z-conjunto si para cada ε > 0 existe una función f : X → X \A
tal que d(x, f(x)) < ε para cada x ∈ X ([5]).

Para aplicar lo anterior, usaremos el hecho de que CLF (Rn) es metrizable
y además la métrica de Attouch-Wets es compatible con la topoloǵıa de
CLF (Rn) ([13]).

Consideremos la función fε : CC0(Rn) → CC0(Rn) \ Z dada por fε(A) =
A+B[0, ε/2] para cada ε > 0. Por la definición de la métrica de Attouch-Wets
basada en el punto 0 ∈ Rn, se tiene que dAW (fε(A), A) < ε. Es decir, Z es
un Z-conjunto de CC0(Rn).

Como Z es un Z-conjunto y CC0(Rn)\Z = CC00(Rn) es Q-variedad, enton-
ces CC0(Rn) es Q-variedad ([40]).
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Notemos ahora que Conv∞F (Rn) es un subconjunto cerrado de Conv0
F (Rn).

Esto se sigue por la demostración de [13, Lema 3.2.2], ya que si (An) fuese una
sucesión de elementos de Conv∞(Rn) convergente a un elemento de CC0(Rn)
respecto a la métrica de Attouch-Wets, entonces debe existir N ∈ N tal que
An es acotado para cada n ≥ N , lo que contradice que An ∈ Conv∞(Rn).

Finalmente, observemos que Conv∞F (Rn) es un Z-conjunto de Conv0
F (Rn),

puesto que CC0(Rn) = Conv0(Rn)\Conv∞(Rn), y para cada ε > 0 la función
hε : Conv0(Rn)→ CC0(Rn) definida por hε(A) = A∩B[0, ε/(1− ε)] satisface
que dAW (hε(A), A) < ε para cada A ∈ Conv0(Rn). Como CC0(Rn) es Q-
variedad, entonces Conv0

F (Rn) es Q-variedad.

Como Conv0
F (Rn) es una Q-variedad, contráıble y compacta entonces es ho-

meomorfo a Q por el resultado [41, Teorema 7.5.8]. Es decir, hemos probado
el siguiente resultado:

Teorema 3.5.2. El hiperespacio Conv0
F (Rn) es homeomorfo al cubo de Hil-

bert Q.

Por otro lado, la restricción de φ a Conv∞F (Rn) demuestra que Conv∞F (Rn) es
contráıble. Como este espacio es cerrado en Conv0

F (Rn), es compacto también,
pero no está todav́ıa claro qué estructura topológica tiene. Por otro lado,
Conv00

F (Rn) es contráıble pero no es compacto.

Sea ahora, para cada n ∈ N,

M(n) = {A ∈ CC(Bn) : A ∩ Sn−1 6= ∅}.

En [5], fue demostrado que M(n) es homeomorfo al cubo de Hilbert, y el
espacio orbital M(n)/O(n) es homeomorfo al compacto de Banach-Mazur
BM(n), en donde O(n) es el grupo ortogonal.

Después de toda la discusión anterior, cerramos este caṕıtulo con un par de
preguntas que nos gustaŕıa responder en un futuro.

Pregunta 3.5.3. ¿Qué estructura topológica tiene Conv∞F (Rn)? ¿Es homeo-
morfo al cubo de Hilbert? Asimismo, ¿qué estructura tienen los espacios
Conv∞,0F (Rn) y CC00

F (Rn)?

Sea M cualquiera de los tres espacios mencionados en la pregunta anterior.
En virtud del Teorema 3.4.4, tanto el grupo ortogonal O(n) como el gru-
po general lineal GL(n) actúan continuamente en M . Luego, tiene sentido
realizar la siguiente pregunta.



3.5. OTROS RESULTADOS Y TRABAJO A FUTURO 89

Pregunta 3.5.4. ¿Qué estructura tienen los espacios orbitales M/O(n) y
M/GL(n)? ¿Es alguno de éstos homeomorfo al compacto de Banach-Mazur
M(n)?
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