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Introduccion

El objeto de estudio de este trabajo son los espacios asimétricos. Entre los
ejemplos mas conocidos de espacios asimétricos se encuentran los espacios
cuasi-métricos y los espacios normados asimétricos. Aunque los resultados
principales de la Seccion 2 estan centrados en espacios normados asimétricos,
en los Preliminares (Seccién 1) daremos una breve introduccién a los espacios
cuasi-métricos, pues la topologia de un espacio normado asimétrico proviene
de la teoria de espacios cuasi-métricos.

En esencia, una cuasi-métrica en un conjunto X es una funcién real no ne-
gativa en el producto X x X que satisface los axiomas de una métrica con la
excepcion de la simetria. Es decir, puede ocurrir que la “distancia” de x a y
no sea igual a la “distancia” de y a x. De forma similar, una norma asimétrica
es una funcién g no negativa en un espacio vectorial real X que satisface los
axiomas de una norma salvo que la homogeneidad esta restringida a niimeros
reales no negativos (i.e., ¢(tz) = tq(x) para todo t > 0). En consecuencia, la
norma asimétrica de un vector x no necesariamente coincide con la norma
asimétrica de —x. Toda norma asimétrica induce una cuasi-métrica.

Algunos apuntes a destacar son que los espacios cuasi-métricos fueron intro-
ducidos en 1931 [43], y desde entonces se han estudiado sus propiedades y
contrastes respecto a los espacios métricos. Por ejemplo, se pueden definir
distintas nociones de sucesiones de Cauchy y completitud (ver, por ejemplo,
[36] y [30]). La nocién de compacidad secuencial, que en general no coincide
con compacidad en espacios cuasi-métricos, ha sido estudiada en [29]. Tam-
bién existen nociones de conjuntos totalmente acotados y precompactos (ver

311 o ).

En la Seccién 2, empezaremos viendo cémo se comportan los axiomas de
separacion en los espacios seminormados asimétricos. Todo espacio seminor-
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mado asimétrico es un grupo paratopolégico equipado con la suma de espacio
vectorial, pero no necesariamente es un grupo topoldgico. Como es bien sa-
bido, todo grupo topoldgico Ty es completamente regular, pero esto es falso
en grupos paratopologicos en donde los axiomas Ty, 11, T y regularidad son
no equivalentes dos a dos. Aunque es de destacar que la regularidad y la
regularidad completa si son equivalentes en grupos paratopoldgicos [10].

En general, una seminorma asimétrica puede no generar una topologia Tj.
Pero en el caso de una norma asimétrica, siempre obtenemos un espacio 1
pero no necesariamente 77. En esta parte, distinguimos el caso en el que
nuestro espacio vectorial tiene dimensién finita, en cuyo caso veremos que
los espacios normados asimétricos tienen propiedades topoldgicas muy fuer-
tes. También veremos qué ocurre con el caso de los axiomas de Hausdorff y
regularidad en un espacio de dimensién infinita.

Esta seccion contendra tres resultados fuertes que ya han sido publicados en
[19]. Dichos resultados podemos resumirlos de la siguiente forma.

e Todo espacio normado asimétrico (X, ¢) tal que su bola unitaria cerrada
es compacta es un espacio vectorial de dimension finita. La prueba de
este resultado es una correccién de un error encontrado en [23].

e Todo espacio normado asimétrico (X, ¢) que no es T} puede descomponerse
como el producto de un espacio 77 y un espacio que no es 7T;. Esta es
una generalizaciéon de un teorema demostrado en [22].

e Calculamos la dimensién topoldgica (cubriente) de todo espacio normado
asimétrico de dimension finita.

En lo que concierne al tercer punto, es importante hacer énfasis en que usa-
remos la definicién de dimensién topologica dada en [35]. La razén de esta
eleccion es que es una definicién que no requiere pedirle al espacio ninguna
condicién especial (como ser Hausdorff o algiin otro axioma de separacién).

En el Capitulo 3 estudiaremos hiperespacios de subconjuntos cerrados de un
espacio topolégico dado. Nuestro principal interés son los hiperespacios de
subconjuntos convexos cerrados que no necesariamente son acotados, ya que
dichos conjuntos estan relacionados con las normas asimétricas de un espacio
vectorial. La estructura de algunos hiperespacios de cerrados y de convexos
han sido calculadas, por ejemplo [5 6, [7, 9, 28] [34]. Muchos resultados que
calculan estructuras de hiperespacios estan basados en la teoria de G-espacios
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y en la métrica de Hausdorff en el hiperespacio de subconjuntos compactos.
La razon de esto es que cuando X es un G-espacio, la accién inducida resulta
continua en el hiperespacio.

Por lo tanto, centramos nuestra atencién en estudiar cuando un G-espacio
métrico induce una accién continua en el hiperespacio de Hausdorff. Cuando
el espacio no es métrico, podemos estudiar los hiperespacios con la topologia
de Vietoris y la topologia de Fell. De hecho, plantearemos una pregunta mas
fundamental: cuando una funcién continua f : X — Y induce una funciéon
continua en los correspondientes hiperespacios. Veremos que la respuesta a
esta pregunta puede ser estudiada viendo a estas tres topologias como la
simetrizacién de una topologia inferior y una topologia superior.

Finalmente, en la ultima parte de este trabajo probaremos que la funcién que
a cada convexo de R" le asigna su punto mas cercano al origen es continua en
el hiperespacio de convexos cerrados equipado con la topologia de Fell. Esta es
una correccién de un lema que fue enunciado en [37]. También plantearemos
algunas lineas de trabajo a futuro, especialmente la de encontrar la estructura
topoldgica de ciertos hiperespacios de convexos cerrados equipados con la
topologia de Fell.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Nota preliminar sobre espacios topologi-
cos

Con el propésito de evitar ambigiiedad, vamos a especificar algunas defini-
ciones importantes que usaremos durante todo este trabajo.

Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es llamado

Ty : si para cualesquiera x,y € X con x # y, existe U C X abierto tal que
UN{z,y} =1

T, : si para cualesquiera z,y € X con x # y, existe U C X abierto tal que
reUyy¢U.

T2 o Hausdorff: si para cualesquiera x,y € X con x # y, existen U,V C X
abiertos tales que z e U,y € Vy UNV = 0.

Regular: si para todo € X y todo abierto U C X tal que x € U, existe
V C X abierto tal que x € V CV CU.

Ts: si X es regular y T3.

Completamente regular o Tychonoff: si para cada r € X y U C X
abierto tal que z € U, existe f : X — [0,1] continua tal que f(z) =0y
f7(0,1)) € U.
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TS%: si X es completamente regular y 77.

Normal: si para todo ' C X cerr_ado y U C X abierto tal que F' C U existe
V C X abiertotal que FCV CV CU.

T4: si X es normal y T7.

Por lo tanto, es claro que
T0<:T1<:T2<:T3<:T3% <:T4,

pero ni regular, completamente regular ni normal implican necesariamente
T (un ejemplo sencillo es el espacio indiscreto con mas de un punto).

Las definiciones anteriores de axiomas de separacién coinciden, por ejemplo,
con las dadas por R. Engelking en su libro General Topology [20].

No supondremos a priori que un espacio topologico satisface alguno de los
axiomas de separacion a menos de que se especifique.

El siguiente resultado sera de utilidad en este trabajo. Lo enunciamos y
demostramos aqui, ya que nuestra impresion es que no suele ser enunciado
con mucha frecuencia en la literatura de espacios topoldgicos.

Proposicién 1.1.1. Sea X un espacio topologico regular y Ty. Entonces X
es Ty, y por lo tanto Ts.

Demostracion. Sean x,y € X con x # y. Como X es Tj, sin pérdida de
generalidad existe un abierto U tal que x € U y y ¢ U. Como X es T3,
existen abiertos disjuntos V' 'y W tales que x € V. y X \ U C W. Como
y € X \ U, concluimos que V' y W son abiertos disjuntos que contienen a x
y a y, respectivamente. O

Como otra observacién, diremos que un espacio topologico X es localmente
compacto si para todo x € X y todo abierto U C X tal que x € U existe
V' C X abierto tal que V' es compacto y

reVCVCU.

Como es sabido, pueden existir diferentes definiciones de compacidad local,
aunque todas son equivalentes cuando X es Hausdorff.
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Por otro lado, si X es un conjunto y 7 y 7 son dos topologias en X, llama-
remos supremo de las topologias 771 y 72 a la topologia 7 que tiene como
subbase a 71 U 7».

Finalmente, si ¢,,,t € R para cada n € N, usaremos la notacién ¢,, — ¢ para
decir que la sucesion (t,) converge a t cuando R tiene la topologia usual.

1.2. Grupos

Alo largo de este texto usaremos la siguiente convencion: si (G, *) es un grupo
algebraico, omitiremos el simbolo * en la operacién g * h, donde g, h € G. De
manera que escribiremos simplemente gh. Sin embargo, en el caso en que G
sea abeliano usaremos, como es usual, la notacion a + b. El elemento neutro
de G sera denotado por e, o bien 0 si GG es abeliano. El inverso de un elemento
a serd denotado !, o bien —a si G es abeliano.

Si A, B C (G, entonces
AB :={ab:a € A be B},

o bien
A+ B:={a+b:ac Abe B}

si G es abeliano. Si, por ejemplo, B es un conjunto de un inico punto B = {b}
denotaremos los conjuntos anteriores simplemente Ab, o bien A+ b. También
usaremos la notaciéon

Ati={at:a € A,

o bien
—A:={-a:a€ A}

en caso de que G sea abeliano.

1.2.1. Grupos paratopolégicos y grupos topoldgicos

Un grupo G equipado con una topologia sera llamado grupo paratopoldégi-
co si la operacién del grupo G x G — G, (g, h) — gh es una funcién continua,
en donde G X G tiene equipada la topologia producto. Usaremos el simbolo
T para denotar a la topologia de G cuando sea necesario. Si GG es un grupo
paratopoldgico v a € G, es facil ver que las traslaciones g — ag y g — ga
son homeomorfismos.
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Adicionalmente, la familia
o ={U":U €}

es otra topologia en G, llamada la topologia conjugada de 74, tal que
(G, 1) también es un grupo paratopolégico. La funcién inversién (G, 7o) —
(G,75) dada por g — g~ es un homeomorfismo.

Por otro lado, un grupo topolégico es un grupo paratopolégico G tal que
la funcién inversién (G, 7¢) — (G,7¢), g = g~ ! es continua. En este caso,
se tiene que la funcién inversion es homeomorfismo. No es dificil ver que un
grupo G equipado con una topologia es grupo topoldgico si y sélo si la funcién
(g9,h) — gh™! es continua.

Si G es un grupo paratopolégico, 7 tiene una simetrizacion natural. Sea 75
el supremo de las topologias 7¢ y 7 . Entonces (G, 78 ) es un grupo topoldgico
llamado grupo topolégico asociado al grupo paratopoldgico GG. Vamos a
notar que 75 es la menor topologia en GG con esta propiedad.

Proposicion 1.2.1. Sea G' un grupo paratopologico. Entonces 7 es la menor
topologia que contiene a 7 en G y que hace a G un grupo topoldgico.

Demostracion. Sea T una topologia en G tal que (G, 7) es un grupo topolégico
v 7¢ € 7. Como para todo U € 74 se tiene que U € 7, y T es topologia de
grupo entonces, U~! € 7. Por lo tanto 7¢ U 75 C 7. Luego 7& C 7.

Por otro lado, como las inversiones (G, 7¢) — (G, 75) v (G, 75) — (G, 7¢) son
continuas, entonces la inversién de (G, 75) — (G, 75) es continua también.
Un razonamiento similar muestra que la operacién del grupo es continua en
(G, 7¢), y por lo tanto este dltimo es grupo topolégico. ]

Vamos a ilustrar esto con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.2. Consideremos G = R, equipado con la suma usual y con la
topologia T generada por todos los intervalos de la forma (—oo,r), r € R. Es
facil ver que la suma usual de R es continua en (R, 7¢), pero ningin intervalo
de la forma

—(—o00,1) = (=71, 00)

pertenece a 1. En consecuencia la funcion t — —t no puede ser continua.
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La topologia conjugada 7, es la generada por todos los intervalos de la forma
(r,00), r € R. El grupo topoldgico asociado (G,7¢) es R con su topologia
usual.

Notemos que el grupo paratopolégico dado en el Ejemplo [1.2.2] es un espa-
cio Ty que no es Ti; para cualesquiera a < b es facil construir un abierto
que contenga a a pero no a b, mientras que todo abierto que contenga a b
necesariamente contiene a a.

En el Capitulo 2, y especialmente en la Seccion 2.1, estudiaremos los axiomas
de separacién en cierta clase de grupos paratopolégicos (los espacios norma-
dos asimétricos, que veremos mas adelante). Por ello, conviene hacer notar
como se comportan los axiomas de separacién tanto en grupos topolégicos
como paratopologicos, ya que existen notables diferencias.

El siguiente es uno de los hechos més conocidos sobre grupos topoldgicos (la
demostracién puede ser consultada, por ejemplo, en [25]).

Teorema 1.2.3. Todo grupo topologico Ty es Ts.

Por otro lado, existen grupos topoldgicos que no son T, y que son Ty pero
que no Tj.

Ejemplos 1.2.4. (1) R con la topologia indiscreta y la suma usual es un
grupo topologico que no es Ty.

(2) Si Z tiene su estructura usual, entonces el grupo producto Z® es un
grupo topologico Tgé que no es Ty. Otro ejemplo es el grupo topolégico
libre de un espacio Ty1 que no es normal ([8]).

En contraste, existen ejemplos de grupos paratopolégicos que muestran que
los axiomas Ty, 11, T v T3 son mutuamente no equivalentes.

Ejemplos 1.2.5. (1) En el Ejemplo dimos un ejemplo de un grupo
paratopologico que es Ty pero no Tj.

(2) Sea G = Z con la suma usual. Consideremos la topologia T en G tal
que cada k € 7 tiene como base local a la familia

{{k}Un,+0)NZ:n € Z,n > k}.

Con esta topologia, la suma en Z es continua. Si ky, ke € Z con ki < ks,
sean = ko+1, con lo cual {k1}U[n,+00)NZ es un abierto que contiene
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a ki pero no a ky. Mientras que [ke,00)NZ es un abierto que contiene a
ke y no a ky. Luego (Z,7) es Ty. Claramente cualesquiera dos abiertos
tienen interseccion no vacia, luego (Z,7) no es Ty.

(3) Consideremos G = R? con la suma usual, y la topologia tal que cada
(z,y) # (0,0) tiene la base local usual de bolas abiertas centradas en
(x,y), y el punto (0,0) tiene como base local a los conjuntos

Vi, ={0,0)}U{(z,y): 0<z,y <1/n}, neN.

R? equipado con esta topologia resulta un grupo paratopolégico Haus-
dorff que no es Ty (|24, Capitulo 20, Seccion 2])

Finalmente, fue una pregunta que permanecié abierta durante mas de 60
anos saber si los axiomas regular y completamente regular son equivalentes
en grupos paratopolégicos. La respuesta (afirmativa) fue demostrada en [10]
por T. Banakh y A. Ravsky.

Teorema 1.2.6. Todo grupo paratopologico regular es completamente regu-
lar.

1.2.2. Acciones de grupos topoldogicos

Si G es un grupo y X es un conjunto, una accién de G' en X es una funcion
0: G x X — X que satisface las siguientes dos condiciones:

(1) é(e,x) = x para todo x.
(2) 0(g,0(h,x)) =0(gh,z) para todo g,h € Gy x € X.
En este caso, decimos que G actua en X.

Definicién 1.2.7. Sea G un grupo topologico y X un espacio topologico. Di-
remos que G actia continuamente en X, o bien que X es un G-espacio,
st existe una accion continua 0 : G x X — X.

En la préctica, si X es un G-espacio omitiremos el simbolo 6 y escribiremos
simplemente gz en lugar de (g, ).

Para cada x € X, el conjunto
G(z):={gx:9 € G}

es llamado la érbita de z.



1.2. GRUPOS 7

Las orbitas de un G-espacio X inducen una particién en clases de equivalencia
de X. Esto es, si x1,29 € X y G(z1) N G(x3) # 0 entonces G(z1) = G(X3).
El conjunto de érbitas de un G-espacio X estd denotado por X/G. Cuando
equipamos a X/G con la topologia cociente, el espacio resultante es llamado
espacio orbital.

Por otro lado, si X es un G-espacio, cada g € G induce una funcién continua
ly : X — X definida por

ly(x) =gz, z€X.

Es facil comprobar que la funcién inversa de [, es l,-1, y en consecuencia
cada [, es un homeomorfismo de X en X.

Si X es un espacio topologico, consideraremos
Hom X :={f: X — X : f es homeomorfismo}.

Siempre asumiremos que Hom(X) tiene su estructura de grupo algebraico
usual, es decir la composicién usual de funciones. Cuando X es un G-espacio,

la funcién dada por
G — Hom X

gl

es un monomorfismo de grupos. En este trabajo, cada g € G sera identificado
con lg, y por lo tanto supondremos que G es un subgrupo algebraico de
Hom X. Para cada g € Ay A C X, usaremos la notacion

gA :=1,(A) ={ga:a € A}.

1.2.3. Topologias en subgrupos de homeomorfismos

Como hemos hecho notar, cada G-espacio X tiene asociado un subgrupo alge-
braico de homeomorfismos que identificamos con G. En la Seccién 3, estudia-
remos la continuidad de ciertas acciones en hiperespacios de X y veremos que
la continuidad recae en propiedades topoldgicas de GG. A continuacién vamos
a definir tres topologias en subgrupos algebraicos de Hom X que nos seran
de gran utilidad para estudiar la continuidad de acciones en hiperespacios.

Sea X un espacio topolégico, y sea G un subgrupo algebraico de Hom X.
Para cualesquiera A, B C X, sea

A,B]:= {f € G: f(4)C BY.
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Vamos a considerar las siguientes tres topologias definidas en G.

Definicién 1.2.8. (1) La topologia compacto-abierta 7., en G es la to-
pologia generada por todos los conjuntos de la forma [K,V], en donde
K es compacto y V' es abierto en X.

(2) La topologia cerrado-abierta 7., en G es la topologia generada por
todos los conjuntos de la forma [C,V] tales que C' es cerrado y V es
abierto en X.

(3) Si X es un espacio métrico, la topologia de la convergencia uniforme
en acotados en X es la topologia generada por todos los conjuntos de
la forma

(A, fe):i={g€ G :d(f(x),9(x)) <eVzre A}

donde A C X es acotado, f € G ye > 0.

Es importante notar que las topologias compacto-abierta y cerrado-abierta
no necesariamente hacen que la composicion o la inversiéon sean continuas
en el grupo Hom X. La siguiente proposiciéon muestra condiciones suficientes
para que esto ocurra. Esto fue probado en [4].

Proposicion 1.2.9. Sea X un espacio topoldgico.

(1) Si X es localmente compacto y Hom X estd equipado con la topologia
compacto-abierta, entonces o : Hom X x Hom X — Hom X es continua.

(2) Si X esnormal y Hom X estd equipado con la topologia cerrado-abierta
entonces Hom X es un grupo topoldgico con la composicion de funcio-
nes.

Demostracion. (1) Sean K,U C X con K compacto y U abierto, y sea
(g,h) € o7Y([K,U]), es decir g(h(K)) C U, o equivalentemente h(K) C
g~ H(U). Como X es localmente compacto existe V C X abierto tal que V es
compacto y

MK)CV CV Cg'(U).

Sea W := [K, V] x [V, U]. Entonces se tiene que (g,h) € W. Si (¢/,h') € W
entonces ¢'(K) C V y h/(V) C U, de donde se sigue que h/(¢'(K)) C U. Esto
prueba que W C o7 (K, U).
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(2) Supongamos que X es normal. La continuidad de o, cuando Hom X estd
equipado con la topologia cerrado-abierta, se prueba de manera andloga a
(1) quitando la compacidad de V.

Probemos ahora que la inversién en (Hom X, 7,) es continua. Notemos que si
C,U C X con C cerrado y U abierto, entonces g € [C, U] siy sélosig(C) CU
siysolosi g7/ (X \U) C X\C,esdecir g7t € [X\U, X\ C]. Como X\ U es
cerrado y X \ C es abierto, entonces la inversion es un homeomorfismo. [J

1.3. Espacios cuasi-semimeétricos y seminor-
mados asimétricos

En esta seccién introduciremos las definiciones y resultados basicos de espa-
cios cuasi-métricos y espacios normados asimétricos. Aunque en la Seccién 2
nos concentraremos casi en su totalidad en espacios normados asimétricos, en
la Seccién 3 también trabajaremos con cuasi-métricas al estudiar los hiper-
espacios inferior y superior de Hausdorff desde un punto de vista asimétrico.
Para una lectura mas profunda sobre espacios cuasi-métricos, puede consul-
tarse [16].

1.3.1. Cuasi-semimétricas y cuasi-métricas

Una cuasi-métrica en un conjunto X es una funcién p: X x X — [0, 00)
que satisface las siguientes tres condiciones para cualesquiera x,y, 2z € X:

(1) plz,y) = ply,2) =0=z =y,
(2) plz,z) =0,
(3) pz,2) < plx,y) + ply, 2).
El espacio (X, p) es llamado espacio cuasi-métrico.

Por otro lado, si p satisface la segunda y tercera condicién entonces p es llama-
da cuasi-pseudométrica y el par (X, p) es un espacio cuasi-pseudométri-
co.

Cuando sea necesario, también consideraremos cuasi-pseudométricas ezxtendi-
das (resp., cuasi-métricas extendidas), es decir, funciones p : X x X — [0, o0]
que satisfacen las condiciones anteriores.
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Vale hacer hincapié en que la diferencia entre una cuasi-pseudométrica y
una pseudométrica (en el sentido usual), es que puede ocurrir que p(z,y) #
p(y, x). Toda cuasi-pseudométrica (resp., cuasi-métrica) p induce otra cuasi-
pseudométrica (resp., cuasi-métrica) p~, llamada cuasi-pseudométrica con-
jugada de p (resp., cuasi-métrica conjugada) definida por

p(z,y) = ply, ).

A su vez, p induce una pseudométrica (resp., métrica) p°, llamada pseu-
dométrica inducida por p (resp., métrica inducida), definida por

p*(,y) == max{p(z,y),p" (z,y)}.
El par (X, p7) es llamado espacio cuasi-pseudométrico conjugado de (X, p),

y el par (X, p°) es llamado espacio pseudométrico asociado a (X, p).

Si (X, p) es un espacio cuasi-pseudométrico, para cada x € X y r > 0
consideraremos los conjuntos

B,(z,r):={y e X : p(x,y) <r},
Bz, r] :={y e X : p(z,y) <r}.

El conjunto B,(x,r) es llamado p-bola abierta con centro = y radio r, y
B, [z, 7] es llamado p-bola cerrada con centro z y radio .

En este contexto, equipamos al espacio cuasi-pseudométrico (X, p) con la
topologia 7, generada por todas las p-bolas abiertas B,(z,r) (x € X,r > 0).
Por la definicion de p® y p~, para cada x € X y r > 0 se tiene que

Bys(x,1) = By(z,r) N B, (2,7).

Este hecho implica que la topologia generada por p°® es la topologia supremo
de 7, y 7,-. Es decir:

Observacion 1.3.1. Si (X, p) es un espacio cuasi-pseudométrico, entonces
Tys €s la menor topologia que contiene a 7, y T,-.

Es fécil ver que un subconjunto U C X es abierto en (X, p) si y sélo si para
todo z € U existe r > 0 tal que B,(z,r) C U. Mas aun, la definicién de
continuidad de funciones entre espacios cuasi-pseudométricos resulta natural
y coincide con la nocién de continuidad topoldgica.
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Definicién 1.3.2. Sea f : (X, p) — (Y, p) una funcion entre espacios cuasi-
pseudomeétricos.

(1) Si x € X, decimos que f es continua en x si para todo € > 0 existe
0 >0 tal que siy € X con p(x,y) < 6 entonces u(f(z), f(y)) < e.

(2) Decimos que f es uniformemente continua si para todo € > 0 eziste 6 >
0 tal que para todo x,y € X con p(x,y) < 0 se tiene que pu(f(z), f(y)) <
€.

En particular, obtenemos que f : X — Y es continua si y sélo si f es continua
en x, para todo z € X.

Para cada x € X, la familia de p-bolas abiertas B,(x,1/n) con n € N es una
base local de x, por lo que (X, p) resulta un espacio primero numerable. Si
(z,) € X es una sucesién, entonces

T, > x siysélosi p(z,z,) — 0.
p

También
x, — x siysélosi p(x,,z)— 0.
-

Haremos notar ahora que un espacio cuasi-métrico siempre es 7j.

Proposicién 1.3.3. Todo espacio cuasi-métrico (X, p) es Tp.

Demostracion. Sea (X, p) un espacio cuasi-métrico y sean z,y € X con = #
y. Como p es cuasi-métrica, no puede ocurrir que p(z,y) = 0 = p(y, x).
Supongamos sin pérdida de generalidad que p(z,y) > 0. Sea r := p(x,y) y
sea U := B,(x,r). Es claro que = € U, pero si ocurriera que y € U entonces
tendria que ocurrir que p(z,y) < r = p(x,y), lo que es una contradiccion.
Por lo tanto y ¢ U, lo que prueba que X es Tj. O]

Por otro lado, es claro que un espacio cuasi-pseudométrico (X, p) no necesa-
riamente es 7T, por ejemplo tomando p = 0 se obtiene un espacio indiscreto.

Finalizamos con dos ejemplos de cuasi-métricas cuyas propiedades contrastan
con las métricas en el sentido usual. El primero de ellos es un ejemplo de un
espacio cuasi-métrico que no es 17, y el segundo es T pero no metrizable.
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Ejemplos 1.3.4. (1) Sea X =R y p(x,y) :== (y — x)*, en donde tT :=
max{t,0}. Entonces p es una cuasi-métrica en X tal que

B,(x,r) = (—oo,x + 1), para todox € X yr >0.

La cuasi-métrica conjugada estd dada por p~(z,y) = (x—y)* = (y—x)~
(donde t := max{—t,0}) y B, (z,r) = (x—7,00). Ademds, la métrica
asociada es la distancia usual p*(x,y) = |x — y|. Cabe hacer notar que
este espacio, equipado con la operacion suma, es el grupo paratopologico

del Ejemplo el cual es Ty pero no Tj.
(2) Sea X =R y consideremos

(z,7) Yy—T SiYy>x
x,Y) = .
Py 1 S1T >y

Una base de abiertos para (X, p) estd formada por la familia [z, z + €),
conx € X yl>e>0, porlo que (X, p) es la linea de Sorgenfrey. Por
lo tanto (X, p) es un ejemplo de un espacio cuasi-métrico Ty que no es
metrizable. Ademds, p*(z,y) = 1 para todo x # y, luego (X, p®) es el
espacio métrico discreto.

1.3.2. Seminormas asimétricas y normas asimétricas

En este trabajo, todos los espacios vectoriales seran espacios vectoriales sobre
el campo R.

Sea X un espacio vectorial. Una norma asimétrica en X es una funcién
q: X — [0,00) que satisface las siguientes tres condiciones:

(1) Sig(z) =q(—z) =0 entonces x = 0.
(2) q(az) = ag(x) para todo x € X y a > 0.
(3) q(x +vy) < q(x) + q(y) para cualesquiera z,y € X.

Notemos que la segunda condicién (llamada homogeneidad positiva) im-
plica que ¢(0) = 0, y que la tercera condicién es la desigualdad triangu-
lar usual o subaditividad. Claramente, una de las diferencias més impor-
tantes entre una norma asimétrica y una norma, es que puede ocurrir que

q(z) # q(—x).
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Por otro lado, si ¢ satisface la segunda y tercera condicién entonces ¢ es
llamada seminorma asimétrica en este caso. El par (X, q) serd llamado
espacio seminormado asimétrico (respectivamente, espacio normado
asimétrico si ¢ es norma asimétrica).

Como es de esperarse, hay una relaciéon natural entre cuasi-pseudométricas
y seminormas asimétricas.

Proposicion 1.3.5. Sea X un espacio vectorial. Si q es una seminorma
asimétrica en X entonces py(z,y) := q(y —x) es una cuasi-pseudométrica en
X. Si ademds q es norma asimétrica entonces p, es cuasi-métrica.

Demostracion. Sean x,y,z € X. Es claro que py(x,x) = ¢(x — z) = 0. Por
otro lado,

pe(r,2) =q(z =z +y—vy) <qly —2) +q(z —y) = pg(z,y) + pg(y, 2)-

Si suponemos que ¢ es norma asimétrica, entonces la igualdad

q(y —x) = py(z,y) = 0= pu(y, x) = q(x — y)

implica que y — 2 = 0, por lo que p, es cuasi-métrica. O

Para cada x € X y r > 0, denotaremos
By(w,r) = B,,(¢.1) = {y € X : qly — 7) <1},
Bylz,r] = By,[z,r] ={y € X : qly —x) <r}.

En este caso el conjunto By(x,r) serd llamado g-bola abierta con centro en
x y radio r. Similarmente B[z, | serd la g-bola cerrada con centro en = y
de radio r. Los conjuntos

B,(0,1) ={z € X : q(z) < 1}
' B,0.1] = {v € X : g(2) < 1)

recibiran el nombre especial de g-bola unitaria abierta y g-bola unitaria
cerrada, respectivamente.

Siempre asumiremos que un espacio seminormado asimétrico (X, q) esta equi-
pado con la topologia que induce la cuasi-pseudométrica p,, a menos de que
se especifique lo contrario. Los conjuntos abiertos en (X, ¢q) seran llamados
g-abiertos (y de manera analoga g-cerrados, g-compactos, etc.).
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Observacion 1.3.6. De la definicion de topologia en un espacio seminor-
mado asiméltrico se sigue que si f : (X, qx) — (Y,qy) es una funcion en-
tre espacios seminormados asimétricos, entonces f es continua en un punto
xg € X si y sdlo si para todo € > 0 existe § > 0 tal que si qx(x — xg) <

entonces qy (f(z) — f(xg)) < e.

Al estar equipado con una topologia generada por una cuasi-pseudométrica,
el espacio (X ¢) tiene como base a las ¢g-bolas abiertas cuyos radios son de la
forma 1/n, n € N. Luego (X, q) es un espacio primero numerable. Ademaés,
podemos caracterizar la convergencia de sucesiones de la siguiente manera.

Observacion 1.3.7. Todo espacio seminormado asimétrico (X, q) es prime-
ro numerable. Ademds, si (x,) C X yz € X, entonces

Ty —x Sty solosi lim g(x, —z) — 0.
n—o0

En el siguiente ejemplo notaremos que la g-bola cerrada B,[x,r| no es ne-
cesariamente un conjunto g-cerrado (en contraste con el caso de espacios
normados).

Ejemplo 1.3.8. (1) Consideremos q : R — [0,00) dada por q(t) = t+ =
max{t,0}. Es fdcil ver que q es una norma asimétrica en R y que q induce
la cuasi-métrica del Ejemplo [1.3.4] Para cada t € R yr > 0 se tiene que
B,(t,r) = (—oo,t + 1) y Bylt,r] = (—o0,t + r|. Se sigue también que el
complemento de toda q-bola cerrada no contiene ninguna q-bola abierta, y en
consecuencia ninguna q-bola cerrada es un conjunto q-cerrado.

(2) El ejemplo anterior puede generalizarse facilmente. En R™, consideremos
la norma asimétrica q : R™ — [0,00) dada por

q(r) =z == max{z],..., 2,0}, z=(21,...,2,) € R™

La q-bola unitaria B,[0,1] de R™ es el conjunto
By0,1] ={(x1,...,z,) € R" t 2q,...,2, < 1}.

Para n = 2, este conjunto se ilustra en la siguiente figura:
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-3

-4

Y

La norma ¢° que induce la norma asimétrica q coincide con la norma del
mdzimo ||-|| ., en R™.

Notemos que en el ejemplo anterior, el espacio normado asimétrico (R, q)
coincide con el grupo paratopoldgico del Ejemplo [1.2.2] En general, resulta
ser que todo espacio seminormado asimétrico es un grupo paratopoldgico,
equipado con la suma de espacio vectorial + : X x X — X.

Para probar esto, veremos primero que si (X, ¢) es un espacio seminormado
asimétrico, entonces la topologia producto X x X admite una seminorma
asimétrica natural.

Lema 1.3.9. Sean (X,qx) y (Y,qy) espacios seminormados asimétricos.
Entonces las siguientes funciones son seminormas asimétricas en X XY que
inducen la topologia producto en X X Y :

(1) ¢1: X XY = [0,00) dada por ¢1(z,y) = qx(x) + gy (y).
(2) @: X XY —[0,00) dada por ga2(z,y) = max{qx(v), gy (v)}-

Adicionalmente, si qx y qy son normas asimétricas, entonces q1 y qo también
lo son.

Demostracion. Mostremos primero que ¢; es en efecto seminorma asimétrica
en X xXY.
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Sean a > 0y (x,y) € X x Y. Entonces

qa(a(r,y) = qx(az) + gy (ay) = algx(z) + qv (y)) = aq(z, ).

Sean ahora (z;,y;) € X x Y, i=1,2. Entonces

1 (w1, 1) + (22,12)) = qx (21 + 22) + qv (Y1 + 2)
< (gx (1) + ax(22)) + (gv (1) + qv (y2))
= qi(z1, 1) + @1 (22, ¥2).

Esto prueba que ¢; es seminorma asimétrica.

Demostraremos ahora que la topologia producto en X x Y esta inducida por
la seminorma asimétrica ¢;. Una vecindad bésica de (z,y) € X x Y en el
espacio producto tiene la forma B, (x,€) x By, (y, €). Por la definicién de ¢,
se sigue que

By ((2,y),€) € Byx (2, €) X By, (y, €)-

Por otro lado, si z1 € By, (,€/2) y y1 € By, (v, €/2) entonces

a((r1,91) — (2,y) = ax (21 — @) + gy (1 —y) <€/2+€/2 =€

Esto demuestra que
By (x,€/2) X By, (y,€/2) € By, (2, 9), €)-
Por lo tanto, la topologia inducida por ¢; coincide con la topologia producto

en X xY.

Adicionalmente, si gx y gy son normas asimétricas, entonces q(z,y) =

¢1(—x, —y) = 0 implica que gx(z) = gx(—2) = 0 = ¢v(y) = gv(—y). Como
¢x ¥ gy son normas asimétricas, entonces x = 0 = y, es decir, ¢; es norma
asimétrica también.

De forma anéloga se prueba el mismo resultado para ¢s. O

Proposicién 1.3.10. Sea (X, q) un espacio seminormado asimétrico. En-
tonces

(1) X es un grupo paratopolégico equipado con la suma de espacio vectorial.
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(2) Sit>0, la funcion x — tx es un homeomorfismo de X en X.

(3) Para todo u € X, la funcion dada por x — x+u es un homeomorfismo
de X.

Demostracion. (1) Equipemos al producto X x X con la seminorma asimétri-
ca ¢ como en el Lema [1.3.9 Sean ¢ > 0y (zo,%) € X x X. Si ¢:((z,y) —
(x0,Y0)) < € entonces

q((z +y) — (2o +v0)) < q(x —20) + q(y — y0) = @1 ((z,y) — (w0, %0)) < €.

Esto prueba que la funcién suma + : X x X — X es continua.

(2) Sean x € X y e > 0. Siy € X es tal que gq(y — x) < €/t, entonces
q(ty — tz) < e. Esto prueba la continuidad de la funcién = — tx. Como su
inversa estd dada por z — (1/t)x, se sigue que es un homeomorfismo.

(3) Por el inciso (1), la funcién = +— x + u es continua. Como su funcién
inversa estda dada por x — x — u, se sigue que es un homeomorfismo. O

No obstante, los espacios normados asimétricos pueden no ser grupos to-
pologicos.

Observacién 1.3.11. En el Ejemplo la funcién t — —t no puede
ser continua puesto que la imagen de cualquier intervalo (—oo,r) resulta un
congunto con interior vacio.

Si X un espacio vectorial, recordemos que un subconjunto A C X es llamado
convexo si

ta+ (1 —t)b € A, para cualesquiera a,be Ayt e [0,1].

Recordemos ademéas que un subconjunto A C X es llamado absorbente
si para todo r € X existe t > 0 tal que x € tA, es decir, si el conjunto
{t > 0:2 € tA} es no vacio.

Proposicién 1.3.12. Sean (X, q) un espacio seminormado asimétrico, x €
X yr > 0. Entonces el conjunto By(x,r) es convero, By(0,7) es absorbente

Yy
By(z,7) = x +1B,(0,1). (1.3.1)
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En particular, todas las g-bolas abiertas son homeomorfas entre si. El mismo
resultado se obtiene si reemplazamos las q-bolas abiertas por las correspon-
dientes q-bolas cerradas.

Demostracion. Sean y,z € B,(z,r) y t € [0, 1]. Entonces

qty+ (1 —t)z—xz)=qlty+ (1 —t)z — (tx + (1 — t)x))
<tqly—x)+ (1 —t)q(z —x)
<tr+(1—t)r

=r.
Por lo tanto ty + (1 — t)z € B,(x,r). Esto prueba que B,(x,r) es convexo.

Sea ahora zy € X fijo. Si q(zo) = 0 entonces xy € B,(0,r). De lo contrario,
zo/(2q(xo)) € B,(0,r), lo cual prueba que B,(0,r) es absorbente.

Finalmente, si y € B,(z,r) entonces y = 4+ r(y — x)/r, donde (y — x)/r €
B,(0,1). Y si z € B,(0,1) entonces ¢(x +rz —x) = rq(z) < r, lo que prueba

la igualdad (1.3.1)).

El hecho de que las g-bolas abiertas sean homeomorfas entre si se sigue en-
tonces de la Proposicién [1.3.10]

El caso de las g-bolas cerradas es completamente analogo. O

1.3.3. Norma asimétrica conjugada y norma asociada

Sean X un espacio vectorial y ¢ una seminorma asimétrica en X . Entonces ¢
induce otra seminorma asimétrica ¢~ en X, llamada seminorma asimétrica
conjugada de ¢, definida por

De la definicion de ¢~ se sigue que la cuasi-pseudométrica conjugada de la
seminorma asimétrica ¢ satisface la igualdad p, = p,-. Ademds, para todo
xr € X yr >0, se tiene la igualdad

B, (z,1) = =By(x, 7).

Por lo tanto, un conjunto U C X es abierto en (X, q) si y sélo si —U es
abierto en (X, ¢7). Esto muestra que ¢~ induce la topologia conjugada del
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grupo paratopoldgico (X, q) (ver Seccion [1.2.1)). En particular, la funcién
x +— —x es un homeomorfismo de (X, q) en (X,q7).

A su vez, ¢ induce una seminorma (en el sentido usual, es decir, simétrica)
en el espacio X dada por

¢*(x) = mix{q(z),¢" (2)} = méx{q(z),q(—2)}, v€ X

La seminorma ¢° induce la topologia del grupo topoldgico asociado a (X, q) y
Py = Pqgs- El espacio seminormado (X, ¢°) es llamado espacio seminormado
asociado a (X, ¢q). Naturalmente, si ¢ es norma asimétrica entonces ¢° es
norma, y (X, ¢*) es llamado espacio normado asociado a (X, q).

Como en espacios cuasi-pseudométricos, para cada z € X y r > 0, se tiene
que
Bys(z,7) = By(x,r) N By~ (2, 7).

En consecuencia, la topologia de (X, ¢°) es la topologia supremo de las topo-
logias generadas por q y ¢~.

Recordemos que la g-bola cerrada no es necesariamente un conjunto g-cerrado
(Ejemplo [1.3.8]). Sin embargo, si resulta un conjunto cerrado en el espacio
seminormado asociado.

Proposicién 1.3.13. Sea (X, q) un espacio seminormado asimétrico, y sean

r € X yr > 0. Entonces la g-bola cerrada By[z,r] es un conjunto cerrado
en (X, q°).

Demostracién. Sea (x,) C B,lx,r] una sucesién que converge a un punto z
en (X,q*). Es decir, para todo n € N, ¢(z,, —z) < ry ¢*(z, —2) — 0.
Entonces, si n € N se tiene que

q(z =) <q(z = xn) + q(wn —2) < ¢ (2 = 20) + (20 — ) < (2 = 20) + 7

Usando la convergencia ¢*(x,, — z) — 0, obtenemos que ¢(z — z) < r. Luego
z € Bylx,r]. O

La seminorma asimétrica, vista como funcion real, no es necesariamente con-
tinua en el espacio en el espacio (X, q), pero si lo es en (X, ¢°).
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Proposicién 1.3.14. Sea (X, q) un espacio seminormado asimétrico. En-
tonces las funciones q,q~ : (X,q¢°) — [0,00) son continuas (donde [0, o)
tiene la topologia euclidiana).

Demostracion. Supongamos que z,, — x en (X, ¢*). Entonces
max{q(z, — ), q¢ (v, —x)} — 0.

Esto implica que las sucesiones (¢(z, —2)) y (¢~ (2, — x)) convergen a 0. Es
decir, (z,) converge a z tanto en (X, q) como en (X,q”), lo cual prueba la
continuidad de ambas funciones. O

Definiremos ahora el concepto de equivalencia entre seminormas asimétricas.

Sea X un espacio vectorial. Decimos que dos seminormas asimétricas q y p
son equivalentes si existen M, N > 0 tales que para cada x € X se tiene
que

Mp(x) < q(x) < Np(z).

Equivalentemente, ¢ y p son equivalentes si y soélo si existen M, N > 0 tales
que

B,(0, M) C B,(0,1) C B,(0, N).

Lo anterior es valido también si cambiamos las bolas abiertas por las corres-
pondientes bolas cerradas. Ademas, es facil ver que dos seminormas asimétri-
cas equivalentes inducen la misma topologia en X.

Debido a que ¢(z) < ¢°(z) para cada = € X, se tiene que
By (0,1) C B,(0,1).

Por lo tanto, para que q y ¢° sean equivalentes es necesario y suficiente que
la g-bola abierta unitaria B,(0,1) esté contenida en una g°-bola.

Observacién 1.3.15. Sea (X, q) un espacio seminormado asimétrico. En-
tonces las topologias de (X,q) y (X,q%) coinciden si y sdlo si B,(0,1) (o
bien, B,[0,1]) es un conjunto ¢°-acotado. En este caso, diremos que el espa-
cio seminormado asimétrico (X, q) es seminormable por ¢°. Si g es norma
asimétrica, diremos que (X, q) es normable por ¢°.
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1.3.4. Funcional de Minkowski

Sea X un espacio vectorial, y sea A C X convexo y absorbente. La funcional
de Minkowski respecto al conjunto A es la funcién definida mediante

pa(z) =mf{t >0:z€tA}, ze€X.

Un resultado conocido es que si (X, ||-||) es un espacio normado y A = BJ0, 1]
entonces py(z) = ||z|| para cada € X. El siguiente resultado es una gene-
ralizacion de lo que ocurre en espacios normados.

Proposicion 1.3.16. Sea X un espacio vectorial y A C X convexo y absor-
bente con 0 € A. Entonces la funcional de Minkowskipa : X — [0,00) es una
seminorma asimétrica. Si adicionalmente A no contiene rectas no triviales,
entonces pa €s una norma asimétrica.

Demostracion. Sea a > 0y x € X. Demostremos que p4(az) = apa(x).

Sea s € {t > 0:ax € tA}. Es decir, x € (s/a)A. Esto implica que p4(z) <
s/a, luego apa(z) < palazx).

Por otro lado, si s € {t > 0 : z € tA}, entonces ax € asA. Por lo tanto
palaz) < as, lo cual implica que pa(az) < apa(zx).

Para verificar que la igualdad también se cumple si o = 0, es suficiente ver
que p4(0) = 0. Esto se sigue de que 0 € A, puesto que en este caso 0 € tA
para todo t > 0.

Sean ahora x,y € X y verifiquemos que se cumple la desigualdad triangular.

Sea € > 0 arbitrario, y sean s,t > 0 tales que pa(z) < t < pa(x) + ¢,
pay) < s <paly) +e x €tAyy € sA Seana € Ay d € A tales que
x=tayy=sd,luego

r+y t s

= a+ a € A,
t+ s t+s t+ s

es decir, pa(z +y) <t+s <pa(x)+ pa(y) + 2e. Como € > 0 fue arbitrario,
se tiene que pa(z +y) < pa(z) + pa(y). Esto prueba que ps es seminorma
asimétrica.

Finalmente, supongamos que x € A es tal que pa(x) = pa(—x) = 0. Entonces
existen sucesiones t,, s, > 0 convergentes a 0 tales que x € t,Ay —x € s5,A
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para todo n € N. Por la convexidad de A, el segmento que une a (1/t,)x y
(—1/sp,)x estd contenido en A para todo n € N.

En consecuencia, sir > 0y n € Nes tal que r < 1/t, se tiene que rx pertenece
al segmento que une a 0y a (1/t,)x, es decir rx € A. Similarmente, si r <0
entonces rr € A. Esto muestra que A contiene al conjunto {rz : r € R}. Si
A no contiene rectas no triviales, esto sélo puede pasar si x = 0. Por lo tanto
P4 €s norma asimétrica. O

Finalmente, en este contexto, notemos que por el hecho de que A es convexo
y 0 € A, se tiene que tA C A para todo t € [0, 1]. Luego, de la definicién de
funcional de Minkowski, si ¢ = pa se sigue directamente que

B,(0,1) ={z € X :pa(z) <1} CAC{x e X :pa(xr) <1} = B,[0,1].

Maés atn, la contencién de la derecha se vuelve igualdad bajo cierta condicién
que muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 1.3.17. Sea X un espacio vectorial y A C X convexo, absor-
bente con 0 € A. Sea ¢ =pa. Si A es ¢°-cerrado, entonces A = B,[0,1].

Demostracion. Basta probar que B,[0,1] C A. Sea z € B,[0, 1], es decir,
pa(z) < 1. Sipa(x) <1 entonces existe t < 1 tal que z € tA C A. Suponga-
mos entonces que pa(x) = 1. Sea (t,) una sucesién de nimeros positivos tal
que t, — 1y x € t,A para todo n € N. Para cada n € N, sea a,, € A tal que
xr = tpa,. Entonces, si n € N, se tiene que

1 1
¢ (a, —x) = t—qs(tnan — tpx) = t—qs(x — tpx) =

n n tn

Como |1 —t,| — 0, se sigue que (a,) converge a x respecto de la seminorma
q°. Como A es ¢°-cerrado, entonces = € A. O

Ejemplo 1.3.18. Consideremos el convero A = {(z,y) € R* : y > 2? — 1}..
Sea q la norma asimétrica pa. Entonces el conjunto B,[0,1] = A.
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Notemos también que por las igualdades
B,-[0,1] = —-A, 'y Bg[0,1] = B,[0,1] N B,-0, 1],

entonces Bys[0,1] es el subconjunto de R? que muestra la siguiente figura.

1.3.5. Espacios derecho-acotados

Sea (X, q) un espacio seminormado asimétrico. Definimos

0, ={r e X :q(x)=0}
Recordemos que un subconjunto C' de un espacio vectorial es llamado cono
convexo si para cualesquiera z,y € C'y t,s > 0 se tiene que tx + sy € C.
Proposicién 1.3.19. Sea (X, q) un espacio seminormado asimétrico.

(1) El conjunto 8, es un cono convexo q°-cerrado.
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(2) 0, es la union de todos los rayos de la forma {tz : t > 0}, x € X,
contenidos en B,[0,1].

Demostracion. Sean x,y € 0, y t,s > 0. Entonces
q(tz + sy) < tq(z) + sq(y) = 0.

Por lo tanto tz + sy € 6,. Como 6, = ¢7*(0) y ¢ es una funcién ¢*-continua
por la Proposicién |1.3.14] entonces 6, es ¢°-cerrado.

Sea ahora C' el conjunto formado por la unién de todos los rayos {tz : t > 0}
contenidos en B,[0, 1]. Si z € C entonces ¢(tz) = tq(z) < 1 para todo ¢ > 0,
por lo que necesariamente ¢(z) = 0 y en consecuencia z € 6,. Reciproca-
mente, si z € 6, entonces ¢(z) = 0, luego es claro que ¢(tz) = 0 para todo
t > 0. Es decir, {tz : t > 0} estd contenido en 6, y por lo tanto también estd
contenido en B,[0, 1]. O

Ejemplos 1.3.20. (1) En R", sea q la norma asimétrica definida por

+

q(x) =z para todo x € R".

Entonces
0, ={(z1,...,2n) : 21,..., 2, <0}

(2) EnR?, sea q = pa, en donde A = {(z,y) € R? : y > 2% — 1}. Entonces

0, = {(0,y) : y > 0}.

Si (X, q) es un espacio normado asimétrico, notemos que para cada r > 0, la
contencion
B, (0,7)+ 6, C B,(0,r)

siempre es vélida, pues si z, z € X son tales que ¢°(x) < ry ¢(z) = 0 entonces
q(z + z) < g(x) < r. La contencién de vuelta no es vélida en general, como
se muestra en los Ejemplos [I.3.20} Por lo tanto introducimos la siguiente
definicion.

Definicién 1.3.21. El espacio (X, q) es llamado derecho-acotado si existe
r >0 tal que
B,(0,7) C B, (0,7) +6,.
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El siguiente teorema nos sera de mucha utilidad, el cual reine resultados
originalmente publicados en [17] y [27].

Teorema 1.3.22. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico. Definamos p :
X — [0,00) mediante

p(x) == mf{g’(z —y) 1y € 0,}.
Entonces p tiene las siguientes propiedades:

(1) p es una norma asimétrica.

(2)

(3) 0, =0,

(4) ¢ =p"

(5) B,(0,1) € B,:(0,1) 4 8,, es decir (X,p) es derecho-acotado.

Demostracion. (1) Sea z € X y supongamos que p(z) =0 = p(—=z). Sie >0
existen y1,y2 € 6, tales que ¢*(x — y1),¢*(—x — y2) < €. Entonces tenemos
que

q(z) < gz —y1) +q(y1) < ¢ (x — 1) <,

y anédlogamente ¢(—z) < e. Como € > 0 fue arbitrario, se sigue que gq(z) =
0 = ¢(—x). Como ¢ es norma asimétrica, = = 0.

No es dificil probar que p(ax) = ap(z) para todo a >0y x € X.

Finalmente, probemos la desigualdad triangular. Sean x, z € X y € > 0. Sean
Y1, Y2 € 0, tales que ¢°(x —y1) < p(x) + €y ¢*(z — y2) < p(2) + €. Entonces

(x4 2) = (1 +12) < @2 —y1) +¢° (2 — y2) < p(z) + p(2) + 2.

Como y;+ys € 6,y € > 0 fue arbitrario, obtenemos que p(x+z) < p(x)+p(z).

(2) Para cadaz € X y y € 0, tenemos que q(z) < ¢*(z—y)+q(y) = ¢*(z—v),
luego ¢(z) < p(z).

(3) Si z € 6, entonces 0 = g(z — ) > p(z), luego p(z) = 0.

Por (2), si « € 6, es decir p(z) = 0 entonces ¢(x) = 0.
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(4) De la definicién de p, poniendo y = 0 obtenemos que p(z) < ¢°(z) para
todo x € X. Esto implica también que p(—x) < ¢°(—x) = ¢*(z), por lo tanto
P’ =g

Por (2) tenemos que ¢(z) < p(z) para todo x, lo cual implica que ¢* < p®.

(5) Supongamos que p(x) < 1. Entonces existe y € 6, tal que ¢*(x —y) < 1.
Por lo tanto x = (x —y) +y € By (0,1)+6, = B,:(0,1)4+6, por (3) y (4). O



Capitulo 2

Dimension y estructura de
espacios normados asimétricos

2.1. Axiomas de separacién

Recordemos que todo espacio seminormado asimétrico (X, q) es un grupo
paratopoldgico con la suma de espacio vectorial de X. Si ademads ¢ es norma
asimétrica, entonces (X, q) es Ty, pero no necesariamente 77. Estamos in-
teresados en encontrar relaciones entre los axiomas de separaciéon en espacios
normados asimétricos bajo distintas condiciones.

2.1.1. Caracterizaciones de axiomas de separacion

A continuacién, veremos que en espacios seminormados asimétricos los axio-
mas Ty y T son relativamente faciles de caracterizar.

Proposicién 2.1.1. Sea (X, q) un espacio seminormado asimétrico. Enton-
ces las siquientes condiciones son equivalentes:

(1) q es una norma asimétrica.
(2) 6, no contiene rectas de la forma {tb:t € R}, con b e X \ {0}.

(3) (X,q) es un espacio Ty.
Demostracion. (1)=-(2) Supongamos que ¢ es una norma asimétrica. Si exis-

27
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tiera b € X \ {0} tal que tb € 6, para todo t € R, entonces en particular
q(b) = 0 = q(—b), contradiciendo que ¢ es norma asimétrica.

(2)=(3) Supongamos ahora que 6, no contiene rectas de la forma {tb : t € R},
con b # 0. Sean x # y puntos distintos en X. Por hipétesis existe ¢t € R\ {0}
tal que q(t(z — y)) > 0. Sin pérdida de generalidad, supongamos que t > 0.
Por la homogeneidad positiva, g(x —y) > 0. Si r := g(x — y), es facil checar
que B,(y,r) contiene al punto y pero no contiene a . Esto prueba que (X, q)
es Tp.

(3)=(1) Finalmente, asumamos que (X,q) es Tj. Supongamos que existe
x # 0 tal que g(z) = 0 = ¢(—=x). Sea ¢ > 0. Como ¢g(—z) = 0, entonces
0 € B,(z,€). Asimismo, como ¢(x) = 0 entonces = € B,(0, €). Como € > 0 fue
arbitrario, esto prueba que todo abierto que contiene a x también contiene a
0 y viceversa, contradiciendo que (X, q) es Ty. Por lo tanto ¢(z) = 0 = ¢(—x)
implica que x = 0, es decir, g es norma asimétrica. ]

La proposicién anterior nos dice que un espacio seminormado asimétrico es
normado asimétrico si y solo si el espacio es Ty. Ahora daremos una caracte-
rizacién similar para el caso del axioma 77.

Proposicién 2.1.2. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) 6, = {0}
(2) 6, no contiene rayos de la forma {tb:t > 0}, con b e X \ {0}.

(3) (X,q) es un espacio T;.

Demostracion. Si 6, = {0} es claro que 6, no contiene rayos no triviales.

Supongamos que ¢, no contiene rayos de la forma {tb : t > 0}, con b # 0. Sean
z,y € X puntos distintos. Por hipétesis existe ¢ > 0 tal que ¢(t(z —y)) > 0,
y de manera similar existe s > 0 tal que ¢(s(y — x)) > 0. En particular
ry=q(x—y)>0yry:=q(ly—x) > 0. Entonces B,(y,r1) contiene a y pero
no a z, y B,(z,rs) contiene a x pero no a y. Por lo tanto (X, q) es T7.

Finalmente, supongamos que (X, q) es T;. Si existiera x # 0 tal que g(z) = 0,
entonces para todo € > 0 se tendrfa que la bola B,(0, €) contiene a z, es decir,
no existe ninguin abierto que contenga a 0 pero no a x. Esto contradice que
(X, q) es Ty, y por lo tanto concluimos que 6, = {0}. ]
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El siguiente lema nos dice qué tipo de segmentos de recta pueden estar con-
tenidos en las g-bolas abiertas o cerradas.

Lema 2.1.3. Sea (X, q) un espacio seminormado asimétrico. Si la bola B0, 1]
contiene un rayo de la forma {a+tb:t > 0}, entonces b € 0,.

Demostracion. Por la desigualdad triangular, para todo ¢t > 0 se tiene que
q(th) = q(tb +a — a) < q(tb + a) + q(—a).
Luego, usando la hipétesis, obtenemos que para todo ¢t > 0

q(th) — q(—a) < q(tb+a) < 1.

Como ¢(tb) = tq(b) para todo t > 0, lo anterior s6lo puede ocurrir si ¢(b) = 0.
Es decir, b € 0,. ]

A continuacién veremos que en el caso de dimensién finita, es suficiente que
un espacio normado asimétrico sea T} para que tenga todas las propiedades
topoldgicas de un espacio normado. Probaremos primero el siguiente lema.

Lema 2.1.4. Sea A CR" cerrado y convexo con 0 € A. Entonces A es aco-
tado respecto a la norma euclidiana ||-|| (y por lo tanto, respecto a cualquier
norma) si y sélo si A no contiene rayos de la forma {tb:t > 0}, con b # 0.

Demostracion. Si A es acotado, es claro que A no puede contener rayos no
triviales.

Para probar la implicacién reciproca, supongamos que A es no acotado. Sea
(an) € A una sucesién de puntos distintos de 0 tal que

lim ||a,| = oo.
n—00

Por la compacidad de la esfera unitaria de R™ con la topologia usual, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que la sucesién (b,) definida por b, =
an/ |lan]| converge a algin punto b # 0. Sit > 0 existe N tal que t/ ||a,|| <1
para toda n > N, luego

th = lim (t/ ||a,||)a, € A
n—oo

pues A es cerrado y cada (t/ ||a,||)a, € A porque 0 € Ay A es convexo. [
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El siguiente resultado fue probado en [23]. La siguiente es una demostracién
alterna de dicho resultado.

Proposicién 2.1.5. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico Ty de dimen-
sion finita. Entonces las topologias de (X, q) y (X,q%) coinciden, es decir,
(X, q) es normable por ¢°.

Demostracion. De acuerdo con la Observacion basta ver que B,[0, 1]
es un conjunto g¢°*-acotado. En caso contrario, por el Lema m, B,[0,1]
contiene un rayo de la forma {tb : t > 0} con b # 0. Por el Lema se
tiene que ¢(b) = 0. Por la Proposicién necesariamente b = 0, lo cual es
una contradiccién. O

En contraste, recordemos que existen espacios cuasi-métricos que satisfacen
axiomas de separacién mas fuertes que 77, pero que no son topolégicamente
equivalentes a un espacio metrizable atin cuando el conjunto ambiente es R.

Observacién 2.1.6. La linea de Sorgenfrey (Ejemplo m) es un espa-
cio cuasi-métrico normal que no es metrizable. Mds aiun, por la Proposi-
cLon la topologia de la linea de Sorgenfrey no proviene de una norma
asimétrica.

El axioma T fue caracterizado en [22]. Para mostrar esto, introducimos pri-
mero la siguiente definicion.

Si ¢ es una norma asimétrica en X, para cada z € X consideremos
[z, == inf{q(y) + gy — =) 1y € X}.

Lema 2.1.7. Sea (X,q) un espacio normado asimétrico. Entonces |||, es
una seminorma en X tal que ||z[|, < g(z) para cada z € X.

Demostracion. Demostraremos que [laz||, = |af||z[|, para todo o € Ry
z € X. Por definicién, es facil ver que [|0[|, = 0, por lo que la igualdad se
cumple si @ = 0 0 x = 0. Supongamos que o > 0y x € X \ {0}. Como la
funcién y — ay es una biyeccion de X en X, se tiene que

laz||, = inf{q(ay) + q(ay — az) 1y € X}

= amf{q(y) +q(y —z) :y € X}
= allz|, .
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Para demostrar que [|az|, = (—a)||z[|, en el caso a < 0, es suficiente de-
mostrar que ||—z| = ||z][,. Considerando la biyeccién de X en X dada por
Yy — y — x, se tiene que

|~z = mf{q(y — z) + q((y — =) — (—2)) 1 y € X}
=inf{q(y —7) +q(y) 1y € X}

Demostremos ahora la desigualdad triangular. Sean =,z € X, y sean y;,ys €
X arbitrarios. Por la desigualdad triangular de la norma asimétrica ¢, se
tiene que

gy +1y2) +q((yr +y2) — (2 +2)) < [qlyr) + q(yr — 2)] + [q(y2) + q(y2 — 2)].

Lo anterior muestra que

2+ 2|, < [q(y1) + a(yr — 2)] + [a(y2) + q(y2 — 2)].

Tomando infimos sobre y; € X y yo € X, respectivamente, obtenemos que
o+ 2, < [zl + llzll,-

Esto demuestra que ||-||, es seminorma.

Finalmente, para cada = € X se tiene que

lzlly = l=2ll, < a(0) +q(0 + ) = q(2),

lo cual prueba el resultado deseado. O

A continuacién veremos que la condicién de que la seminorma ||-||, sea una
norma es precisamente lo que caracteriza que el espacio asimétrico (X, q) sea
Hausdorff.

Proposicidon 2.1.8. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes.

(1) Si|lz[|, = 0 entonces x = 0.

(2) (X,q) es T.
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Demostracion. Si [|z||, = 0 implica que z = 0, entonces la seminorma |[|-[|, es
una norma. Por el Lema@ se tiene que ||z[|, < g(x) para todo x € X. Por
lo tanto, la topologia generada por ¢ es mas fina que la topologia generada
por [|-[|,- Como (X, [-[|,) es Hausdorff, entonces (X, ¢) también lo es.

Supongamos ahora que (X, q) es T. Sea x € X tal que [[z|, = 0. Por la
definicién de |-, existe una sucesién (z,,) tal que (q(x,)) v (¢(zn — z))
convergen a 0. Es decir, la sucesién (z,,) converge en (X, ¢) tanto a 0 como
al punto z. Como (X, ¢q) es Hausdorff, necesariamente z = 0. O]

Recordemos que en un espacio normado asimétrico, no necesariamente la
g-bola cerrada es un conjunto g-cerrado (Ejemplo [1.3.8). De hecho, como
veremos a continuacion, si esto sucede entonces el espacio tiene que ser T51.

2

Proposicién 2.1.9. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico. Si la bola
cerrada B,[0,1] es un conjunto q-cerrado, entonces X es Tgé.

Demostracion. Si By|0, 1] es un conjunto g-cerrado, entonces todas las g-bolas
cerradas también son conjuntos g-cerrados. Sean x € X y € > 0. Entonces

x € By(x,¢/2) C B,(x,¢/2) C B,lz,¢/2] C By(x,€),

en donde la segunda contencién ocurre debido a que B[z, €/2] es un conjunto
g-cerrado. Como € > 0 fue arbitrario, esto prueba que X es T3. Como todo
espacio normado asimétrico es Ty por la Proposicion , entonces (X, q) es
T5 por la Proposicion [1.1.1] Finalmente, como todo grupo paratopolégico re-
gular es completamente regular por el Teorema[1.2.6, obtenemos el resultado
deseado. O]

Atn no se sabe si el reciproco de la Proposicion [2.1.9] es verdadero o no.

2.1.2. Axioma T} y compacidad

En [23, Teorema 13], se afirma que el siguiente resultado es cierto: si (X, q)
es un espacio normado asimétrico T} tal que la bola B,[0, 1] es g-compacta,
entonces X es de dimension finita. Sin embargo, en la prueba de dicho resul-
tado se utiliza el resultado [23 Corolario 11}, el cual necesita de antemano
que el espacio X sea de dimension finita.
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No obstante, dicha afirmacién es verdadera como veremos en el siguiente
teorema, el cual es un resultado original publicado en [19].

Teorema 2.1.10. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico Ty. Si la bola
B,[0,1] es g-compacta entonces:

(1) B,[0,1] es ¢°-acotada,
(2
(3

) X es normable por ¢,
) X es de dimension finita.

Demostracion. Notemos primero que la esfera
Sy = By[0,1]\ B,(0,1) ={z € X : q(z) =1}

es un conjunto g-cerrado en el subespacio B,[0, 1], por ser el complemento
del g-abierto B,(0,1). Como B,[0, 1] es un conjunto g-compacto, entonces .S,
es también un conjunto g-compacto en el subespacio B,[0, 1]. Esto implica a
su vez que la esfera S, es g-compacta en (X, q).

Probaremos ahora que B,[0, 1] es ¢*-acotada. Supongamos por el contrario
que B,[0, 1] no fuese ¢*-acotada, entonces existe una sucesion (x,) C B,[0, 1]
tal que
’ S _
A55,4" () = e
Como q(z,) < 1, podemos asumir que ¢(z,) < ¢°(x,) y por lo tanto ¢*(z,) =
q(—x,) para toda n € N. Para cada n € N, definamos

Como (y,) C B,[0,1], por compacidad podemos asumir sin pérdida de ge-
neralidad que (y,,) converge a un punto y € B,[0, 1] respecto a la topologia
inducida por ¢. Andlogamente, como cada —y, € S, podemos suponer que
(—yn) converge a un punto z € S, (en particular, z # 0). Por la continuidad
de la suma del espacio (X, q), la sucesién trivial (y, + (—y,)) converge a
y + 2z en (X,q). Luego, y + z € 0° = {0} por ser X un espacio T}, es decir
y = —z # 0. Esto muestra que (—y,,) converge a —y en (X, ¢q), y por lo tanto

lim ¢*(yn —y) = lim max{q(y, —y), a(—yn + )} = 0.

n—oo



34 CAPITULO 2. DIMENSION Y ESTRUCTURA

En consecuencia, (y,) converge a y en el espacio normado (X, ¢®). Sea ahora
t >0y N €N tal que t/q(—x,) < 1 para todan > N. Sin > N, usando
que z,, € B,[0,1] tenemos que q(ty,) < 1, es decir ty,, € B0, 1]. Por lo tanto
ty € B,[0, 1], puesto que B,[0, 1] es un conjunto ¢*-cerrado por la Proposicién
1.3.13] Por el Lema[2.1.3] debe ocurrir que y = 0, lo que es una contradiccién.
Concluimos que B,[0, 1] es ¢*-acotada.

Finalmente, por la Observacién obtenemos que (X, ¢) es normable por
q°, es decir, las topologias de (X, q) vy (X,¢°) coinciden. Como B:[0,1] C
B,[0,1] y B,[0,1] es un conjunto compacto, se tiene que B0, 1] también
lo es. Al ser la bola cerrada unitaria del espacio normado (X, ¢°) compacta,
necesariamente X es de dimensién finita. n

2.1.3. Otras observaciones sobre axiomas de separa-
cion

Recordemos que, en general, en grupos paratopoldgicos los axiomas Ty, 11,

T, y regularidad no son equivalentes dos a dos (ver Ejemplos [1.2.5)). Como

los espacios normados asimétricos son grupos paratopoldgicos, es natural

preguntarse si algunos de estos axiomas son equivalentes en esta clase de
espacios.

Por la Proposicién 2.1.1], toda norma asimétrica induce una topologia Tj.
Por otro lado, no es dificil dar ejemplos de espacios normados asimétricos
que no sean 17, como en el Ejemplo Una pregunta interesante aqui es
qué ocurre entre axiomas de separacion que estan entre Ty y 77. En [3], F.
G. Arenas, J. Dontchev y M. Ganster definieron el axioma Ti de la siguiente
forma.

Definicién 2.1.11. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es un es-
Pacio T% st para cada x € X y cada coleccion finita de puntos xy,...,x, € X
tales que x # x; para cada i € {1,...,n}, existe un conjunto abierto U C X
tal que x € U y x; ¢ U para cadai € {1,...,n}, obienx ¢ U yx; € U para
cada i € {1,...,n}.

El axioma 7T} implica el axioma T% Y Ti implica 1. No es dificil ver que
existen espacios topoldgicos que muestran que las implicaciones reciprocas
no son validas. Sin embargo, en la clase de espacios normados asimétricos
ocurre lo siguiente.
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Proposicién 2.1.12. Todo espacio normado asimétrico (X, q) que es Ti es
T:.

Demostracion. Supongamos que X no es 17 y mostremos que X no puede ser
T 1. Por la Proposicién , como X no es T existe x € 0, con x # 0. Toda
vecindad de 0 contiene z, pues para toda € > 0 se tiene que g(z) =0 < ¢, es
decir z € B,(0,¢). Por otro lado, toda vecindad de x contiene al punto 2z,

pues ¢(2z — x) = g(x) = 0. Esto muestra que no existe ningin abierto U con
la propiedad de que 0,2z € Uy x ¢ U o bien 0,2z ¢ Uy xz € U. O

Recordemos que por el Teorema [1.2.6] todo grupo paratopoldgico regular es
completamente regular. Asi que este par de axiomas de separacién son equi-
valentes en espacios normados asimétricos. Un resultado 1til, tal como fue
enunciado en la Proposicion [2.1.9, es que todo espacio normado asimétrico
(X, q) cuya g-bola cerrada B,[0,1] es un conjunto g-cerrado es un espacio
completamente regular. Para ilustrar la utilidad de la Proposicién [2.1.9, con-
sideraremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.13. Sea X = Cy[0, 1] el espacio vectorial de todas las funciones
continuas f : [0,1] — R tales que fol f(t)dt = 0. Equipemos a X con la norma
asimétrica definida por

q(f) = max{f(t) : t € [0, 1]}.

Entonces By|0,1] es un conjunto cerrado en el espacio normado asimétrico
(X, q), y por lo tanto (X, q) es T3%.

Demostracion. Denotemos B = B,[0,1]. Sea (f,) € B una sucesién que
converge a f, para alguna f € X. Demostraremos que f € B, es decir

q(f) < 1.

Supongamos por el contrario que ¢(f) > 1. Entonces existe ¢y € [0, 1] tal que
f(to) > 1. Para toda n € N, por la definicién del espacio X tenemos que

0= / (fult) — F(O))dt = / (Fult) — F(0)) " dt — / (fult) — () dt,

en donde la parte positiva y negativa de una funcion real g estan definidas
como gt = méx{g,0} y g = méx{—g,0}. Como (f,) converge a f en el
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espacio (X, q), se tiene que q(f, — f) — 0, es decir
max{(fu(t) — f(t))" : t € [0,1]} — 0.

Esto implica que fol(fn(t)—f(t))+dt — 0. Necesariamente (fol(fn(t)—f(t))*dt)
también converge a 0.

Por otro lado, como
f(to) >1>4q(fa) = fult)

paratodan € Nyt € [0, 1], entonces existe un subintervalo cerrado J C [0, 1]
que contiene a ty y tal que

1

£ = falt) > 5(f(t0) = 1) > 0

para toda n € N y toda t € J. Por lo tanto

|ttty = sy ar = [ w0 = (000t = [ (700 = 1yt >0

Como el término [, 1(f(to) — 1)dt no depende de n, esto contradice el hecho
de que [} (fa(t) — f(t))"dt — 0. O

Recordemos ahora que por la Proposicion [2.1.5, se tiene que todo espacio
normado asimétrico X que es T} y de dimensién finita es normable por ¢°,
es decir, las topologias de (X, q) y (X, ¢®) coinciden, o equivalentemente el
conjunto B,[0,1] es ¢*-acotado. En particular, en dimensién finita el axioma
T; implica todos los axiomas de separacion que satisface un espacio métrico.

Por otro lado, es sabido que el espacio normado asimétrico del Ejemplo[2.1.13]
no es un espacio vectorial topoldgico, pues la inversion no es una funcién
continua (la demostracién puede ser consultada en [15]). Esto muestra que
en dimension infinita, aunque un espacio normado asimétrico sea Tgé no
necesariamente es normable (es decir, no existe una norma que induzca su
topologia).

Un resultado més a mencionar es que todo espacio normado asimétrico (X, q)
tal que 6, tiene g*-interior no vacio es un espacio normal. Esto se sigue de
que todo espacio topolégico X cuya dimensién cubriente es 0 es normal [35],
junto con el Corolario que demostraremos mas adelante.
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Corolario 2.1.14. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico tal que 6, tiene
q°-interior no vacio. Entonces X es un espacio normal (no necesariamente

T4).

En el siguiente ejemplo veremos que hay espacios normados asimétricos que
no son regulares ni normales.

Ejemplo 2.1.15. Sea X = R? equipado con la norma asimétrica q(z,y) :=
max{z ", |y|}. Entonces X no es regular ni normal.

Demostracion. Sea F' la cerradura del conjunto {(z,1/z) : @ > 0} y C :=
{(z,0) : x € R}. Es facil ver que C es g-cerrado y F'NC = (). Consideremos
una vecindad abierta B,((0,0),¢) del punto (0,0) y sea A un abierto que
contenga a F. Claramente (0,€¢/2) € B,((0,0),¢). Ademas (2/¢,¢/2) € F,
luego existe o > 0 tal que

B,((2/€,€¢/2),6) C A.

Como
q((0,¢/2) — (2/e,¢/2)) =0 < 6§

tenemos que (0,€/2) € A. Por lo tanto, cualesquiera dos abiertos que contie-
nen a (0,0) y a F, respectivamente, no pueden ser disjuntos. Esto muestra
que X no es T3. Con un razonamiento analogo se demuestra que no puede
haber dos conjuntos abiertos disjuntos que contengan a F'y a (', respectiva-
mente. 0]

En la literatura sobre espacios normados asimétricos, todos los espacios T}
que encontramos tenian la propiedad de que su g-bola cerrada era un conjunto
g-cerrado, y en consecuencia eran 7} 1. Asi que una pregunta interesante que
nos hicimos fue que si el axioma 77, incluso en dimensién infinita, es suficiente
para garantizar que se satisfacen otros axiomas de separacién mas fuertes
como T5. Y consecuentemente, si el axioma 75 implicaba TS%. La respuesta a
ambas preguntas es negativa. El siguiente par de ejemplos que lo muestran
nos fueron sugeridos por T. Banakh, y a continuacién mostramos los detalles.

Ejemplo 2.1.16. Existe un espacio normado asimétrico T de dimension
infinita que no es Hausdorff.
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Demostracion. Sea {e,}>2, la base de Schauder ortonormal estandar de /5.
Consideremos el conjunto

S = {_emnenv (n + 1)(en+1 + el)}?zo:la

y sean B la envoltura convexa del conjunto S y X el espacio vectorial genera-
do por B. Definamos la norma asimétrica ¢ como la funcional de Minkowski

PB-
Primero demostraremos que (X, q) no es Hausdorff. Para cada n € N, el
punto (n+1)(e,41+e1) € S, de donde se sigue que ¢((n+1)(e,11+€1)) < 1.
Por lo tanto

q(ens1+e1) <1/(n+1),

es decir, la sucesion (e,1 + €1) converge a 0 en (X, q). Por otro lado, como
(n+ 1)e,11 € S para toda n € N, entonces

q((n + 1)ens1)
n+1

q((ent1 +e1) —e1) = qlep—1) = — 0.

De lo anterior se sigue que la sucesién (e,41 + e1) converge tanto a 0 como a
e1, y asi (X, ¢q) no puede ser Hausdorff.

Para probar que (X, q) es T}, bastara probar que B no contiene ningin rayo
de la forma {tx : t > 0} con x # 0.

Cada punto = = (z,,) € B puede escribirse de la forma

== Suent Y tanen+ > ra(n+1)(enr + €1),
n=1 n=1 n=1

donde {s,,tn, "n}nen C [0,1], D200 (s, + t, + 1) = 1, y todos excepto una

n=1
cantidad finita de los s,,t,,7, son cero. Por lo tanto, las coordenadas del

vector x pueden ser escritas como

Ty =—8 +1t; + Z(n + D)ry,

n=1

T = —Sp + kty + krg_1, sik>2.

De esta representacion concluimos que si ¢ = (z,) € B, entonces —1 < x,
para toda n € N. Mas aun, si £ > 2 entonces z, < k. Supongamos que



2.1. AXIOMAS DE SEPARACION 39

existiera x € B\ {0} tal que B contiene al rayo {tz : t > 0}. Entonces x; > 0
y zr = 0 para todo k > 2. Como todo el rayo {tz : ¢ > 0} estd contenido
en B, podemos asumir sin pérdida de generalidad que x; > 1. Asi, si n > 2
tenemos que

O=x,=—s,+nt, +nr,_1 > —S, +nr,_1.

Entonces s, > nr,_1 y por lo tanto

l<az=-si+t+Yy n+Drn<—si+t+ > s, < 1.

n=1 n=2
Esta contradiccién muestra que (X, q) es un espacio Tj. O
Ahora mostraremos que el axioma 75 no implica 75 en un espacio normado

asimétrico. Probaremos primero un lema auxiliar.

Lema 2.1.17. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico Ts. Entonces la
cerradura By[0,1] es g-acotada, es decir, exviste k > 0 tal que By[0,1] C
B,(0,k).

Demostracion. Por la regularidad, existe » > 0 tal que

B,(0,r) C B,(0,r) C B,(0,1).

Por lo tanto B,[0,r/2] C B,(0,1). Aplicando el homeomorfismo = — (2/r)x

se tiene que B,[0, 1] C B,(0,2/r). O

Ejemplo 2.1.18. Existe un espacio normado asimétrico (X,q) que es Ty
pero no es Ts.

Demostracion. Sea (X, ||-||) un espacio normado tal que existe una funcional
lineal discontinua f : X — R. Consideremos en X la funcién ¢ : X — [0, 00)
definida por

q(z) = max{|lz|, f(x)}.

Notemos que ¢ es una norma asimétrica en X. En efecto, como ||-|| es subadi-
tiva y f es lineal, entonces ¢ es subaditiva, puesto que para todo z,y € X se
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tiene que

|z + yl| = max{||z +y||, f(z +y)}
< méx{||z|| + |lyl. f(z) + f(v)}
< max{||z]], f(2)} +max{[|y[|, f(y)}
= (| + |yl

De la definicion de g se sigue que para todo a > 0y x € X se tiene que
q(ax) = ag(x). Por otro lado, si ¢(x) = 0 necesariamente ||z|| = 0, por lo
que x = 0. Esto prueba que ¢ es norma asimétrica.

Sean B := B,[0,1] y By := By|[0,1]. Mostraremos que By = By, en donde
By es la g-cerradura de Bj.

Primero, notemos que por definicién ||z|| < ¢(x) para toda z € X. Entonces
By C By, y asf la topologia generada por la norma |[|-|| estd contenida en
la topologia generada por la norma asimétrica ¢q. Esto implica que (X, q) es
Hausdorff y B, es g-cerrado, luego By C Bs.

Para demostrar la otra contencion, sea x € By y supongamos sin pérdida de
generalidad que f(z) > 0. Como f : (X, ]]-]]) = R es una funcional lineal
discontinua, existe una sucesién (z,) C By tal que la sucesién de nimeros
reales (f(x,)) diverge a +oo. Para cada n € N, definamos

Tp

Yn 1= — flz)+ x.
Es claro que ||y, — z|| — 0. Por otro lado, f(y, —z) = —f(z) < 0 para toda
n € N, luego q(y, — x) = ||lyn — x| — 0. Es decir, (y,) converge a = en el

espacio (X, q).
Si ||z|| < 1 podemos suponer que (y,,) € Bs. Ademds, f(y,) = —f(z)+f(x) =

0. Esto muestra que ¢(y,,) = ||yn| < 1, luego (y,) € By y por lo tanto x € B;.

Si||z]| =1, sea z, := (1—1/n)z para cadan € N. Luego ||z,|| =1—-1/n < 1,

por lo que (z,) C By por el caso anterior. Como
q(zn —x) = (1/n)q(—x) — 0,

entonces x € By = Bj, como desedbamos. Concluimos que By = Bj.
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Finalmente, como f(By) = f(B;) es un conjunto no-acotado en R, y f(z) <
q(z) para toda x € X, entonces el conjunto B; no puede ser g-acotado. Por
el Lema [2.1.17] concluimos que (X, ¢) no es un espacio regular. ]

Finalmente, el siguiente diagrama resume nuestros resultados en dimensién
infinita.

B,[0,1] es g-cerrado == T3 <— Ts;

|

15

|

T

2.2. Descomposicion de espacios normados asimétri-
cos

Si (X, ¢) es un espacio normado asimétrico, consideremos el conjunto
ker[|-||, == {z € X : [|z[|, = O}.

Como ||]|, es una seminorma en X por el Lema [2.1.7, entonces ker [|-[|, es un
subespacio vectorial de X.

En [22], se demostré que todo espacio normado asimétrico (X,q) se des-
compone como el producto ker [|-[|, x X/ker|-[|,, donde X/ker|-]|, es un
espacio cociente que definiremos en breve. Se demostrd también que el es-
pacio X/ ker ||-|| resulta siempre un espacio Hausdorff y, como veremos en
esta seccidn, el subespacio ker ||| g €8 el subespacio mas pequeno tal que el
cociente resulta Hausdorff.

Como por la Proposicién , si X es Hausdorff se tiene que ker ||-|| es el
subespacio trivial, entonces dicha descomposicién sélo es de interés cuando
(X, q) no es Hausdorff. Veremos que existe una generalizaciéon similar, en
donde el cociente resulta T} (donde nuestro interés esta en la descomposicién
de espacios que no son T}), y veremos también que tiene algunos corolarios
interesantes.
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2.2.1. Espacios cociente

Sea (X, ¢) un espacio seminormado asimétrico. Si Y es un subespacio de
X, recordemos que el espacio vectorial cociente de X por Y, denotado con
X/Y, consiste de todas las clases laterales z + Y. La seminorma ¢ induce la
seminorma wy : X/Y — [0, 00) definida por

wy(x+Y):=inf{qgzr+y):yeY}.

Como 0 € Y se tiene que wy (z +Y) < ¢(x) para todo = € X.

Proposicién 2.2.1. Sea (X, q) un espacio seminormado asimétrico. Si'Y es
un subespacio de X, la proyeccion candnica m : X — X/Y es una funcion
cociente. Luego, la topologia del espacio seminormado asimétrico (X/Y, wy)
cotncide con la topologia cociente inducida por .

Demostracion. Es claro que el hecho de que wy (7(z)) = wy(x +Y) < q(z)
para todo x € X implica la continuidad de 7. Para probar que 7 es abierta,
afirmamos que si x € X y r > 0 entonces

7(By(x,7)) = Byy (x + Y, 7).

En efecto. Si z € By(z,r) entonces

wy(z—z+Y)<qlz—z)<r,
es decir 7(2) € By, (x + Y, 7).
Por otro lado, si z +Y € By, (x + Y,r) entonces existe y € Y tal que
q(z—x+y) < r. Luego basta notar que 7(z) = n(z2+y) y 2+y € By(z,r). O
La siguiente proposicion es de interés porque nos dice exactamente cudndo
un espacio normado asimétrico cociente es 77.

Proposiciéon 2.2.2. Sean (X,q) un espacio normado asimétrico y Y un
subespacio vectorial de X . Entonces el cociente XY es Ty si y sélo si Y es
q-cerrado.

Demostracion. Supongamos que X/Y es Ti. Sea (y,) C Y tal que y,, — x en
el espacio (X, q). Es decir, q(y,—x) — 0, lo cual implica que wy (—x+Y") = 0.
Como X/Y es Ti, entonces —x € Y, es decir x € Y.
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Reciprocamente, si Y es g-cerrado y wy(x +Y) = 0, entonces existe una
sucesion (y,) € Y tal que q(y, + ) — 0. Esto es, la sucesién (y,) converge
a —x. Como Y es g-cerrado, entonces —x € Y, o equivalentemente, x € Y.
Esto prueba que X/Y es Tj. ]

A continuacién veremos otra propiedad que siempre satisface un cociente que
es T;.

Proposicién 2.2.3. Sean (X,q) un espacio normado asimétrico y Y un

subespacio vectorial de X. Si X/Y es T1, entonces (6,) C Y, donde (0,)

denota el subespacio vectorial de X generado por 8,, y (8,) la q-cerradura de
éste.

Demostracion. Supongamos que X/Y es T} y sea x € 0,, es decir g(z) = 0.
Entonces wy (x +Y) = 0, lo cual implica que x € Y por ser X/Y un espacio
Ty. Luego 6, C Y, y por lo tanto (§,) C Y. Por la Proposicién Y es

g-cerrado, de donde concluimos que (¢,) C Y. O

La proposicion anterior nos dice que cualquier subespacio Y de un espacio
normado asimétrico (X, ¢) tal que X/Y es Ty debe contener a (f,). Serfa
interesante que @ fuese el subespacio vectorial méas pequeno con esta pro-
piedad. Sin embargo como veremos mas adelante en los Ejemplos [2.2.12] el
conjunto @ no necesariamente es un subespacio vectorial.

Corolario 2.2.4. Sea (X,q) un espacio normado asimétrico. Si Yy es el
minimo subespacio vectorial q-cerrado que contiene a 0,, entonces X/Yy es
Ty y Yy es el subespacio mds pequeno con esta propiedad.

Mostraremos ahora que ker ||-||, es el minimo subespacio vectorial tal que
X/ ker [|-||, es Hausdorff.

Proposicién 2.2.5. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico yY un subes-
pacio vectorial de X. Si X/Y es Ty, entonces ker|[|-|[, C Y.

Demostracion. Observemos primero que la siguiente desigualdad se satisface:

o+ Yllyy < llall,, @€X.

En efecto. Por definicién, si x € X,

|z + Y], = nf{wy(zo+Y) +wy(zg—2+Y) 20 € X}.
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Como
wy(xog+Y) < q(xg) vy wy(xg—2x+Y) < g(xg—2)

para todo zy € X, obtenemos

e+ Y, <mf{q(zo) + qlzo — ) : 20 € X} = [l -

Esto prueba la desigualdad deseada. En consecuencia, si z € ker ||-|, entonces
|z +Y,, = 0. Como X/Y es Ty, entonces x +Y =Y. Por lo tanto z €
Y. O]

2.2.2. Descomposiciéon de espacios no 7

Definicién 2.2.6. Sean X un espacio vectorial y'Y un subespacio vectorial
deY.

(1) Una proyeccion del subespacio Y es una funcion lineal Q : X — Y
tal que Q(y) =y para cada y € Y.

(2) Si Z es un subespacio de X, decimos que Z es un complemento al-
gebraicode Y si X =Y ®Z. Estoes, YNZ={0} y X =Y + Z.

(3) Si (X, q) es un espacio normado asimétrico, diremos que el subespacio
Y es topolégicamente complementado si existe una proyeccion @ :
X =Y tal que Q e I — Q son funciones continuas en (X, q), donde

I:X — X es la funcion identidad. El subespacio Z = Im(I — Q) es
llamado un complemento topoldgico de Y.

No es dificil ver que si () : X — Y es una proyeccion, entonces X = Im Q) &
ker ).

Por otro lado, como ocurre en espacios normados, una transformacién lineal
entre espacios normados asimétricos f : (X, q) — (Y, p) es continua si y sélo
si existe K > 0 tal que

p(f(x)) < Kq(z), z€X.

La demostracién de este hecho es andloga a la del caso de los espacios nor-
mados. Esto nos da como resultado la siguiente observacién.
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Observacién 2.2.7. Un subespacio vectorial Y de (X, q) es topoldgicamente
complementado si existe una proyeccion (@ : X — Y y K > 0 tal que para
toda v € X se tiene que

max{q(Q(2)), ¢(z — Q(z))} < Kq(x).

Para la demostracién del siguiente teorema, si (X, q) y (Y,p) son espacios
normados asimétricos, asumiremos que el producto X x Y esta equipado con
la norma asimétrica del maximo, es decir,

¢ (z,y) = méx{q(z),p(y)}, (r,y) € X x V.

La norma asimétrica ¢* induce la topologia producto en X x Y (Lemall.3.9).
El siguiente teorema es uno de nuestros resultados originales ([19]).

Teorema 2.2.8. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico, y sean'Y y Z
subespacios vectoriales de X tales que X =Y & Z. Denotemos con Py la
proyeccion de X sobre Y a lo largo de Z. Consideremos ¢ : Y x Z — X
y v XY — Z definidas por ¢(y,z) =y+z yp(x+Y) = (I — Py)(x).
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Py e I — Py son continuas.
(2) ¢ es un homeomorfismo.
En este caso, ¥ : XY — Z es un homeomorfismo también.

Demostracion. Supongamos que Py e I — Py son continuas. Claramente ¢
es un isomorfismo lineal cuya inversa esta dada por

¢~ (z) = (Py(2), (I — Py)(x)).

Por la continuidad de Py e I — Py se tiene que ¢! es continua. Por otro
lado, si (y,2) € Y x Z tenemos que

a0y, 2)) = aly + 2) < qly) + a(2) < 24" (y, 2),
es decir, ¢ es continua.

Supongamos ahora que ¢ es homeomorfismo. Usando la continuidad de ¢,
existe C' > 0 tal que para todo z € X,

¢ (Py(2), (I = Pr)(@)) = ¢"(¢”'(z)) < Cq(a).
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Esto prueba que Py e I — Py son continuas, y como Z = Im(/ — Py) entonces
Z es un complemento topolégico de Y.

Finalmente, vamos a mostrar que en este caso ¥ es un homeomorfismo. La
funcién inversa de 1 estd dada por ¢ "(z) = 2+ Y. Paracada z +Y € X/Y
tenemos

wy(z4+Y)=mf{q(z+y):y €Y} <q(z+ Py(—2)) =q(b(z +Y)),
por lo tanto ¥~ ! es continua.

La continuidad de v se sigue del hecho de que I — Py es continua. O

En el caso de que uno de los complementos tenga dimensién finita, la des-
composicion toma la siguiente forma.

Proposicién 2.2.9. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico y sea Y un
subespacio vectorial q-cerrado de X. S1 X =Y & Z y Z es de dimension
finita, entonces (Z,q) es linealmente homeomorfo a XY, y ademds Y y Z
son complementos topoldogicos uno del otro.

Demostracion. Sea () : X — Y la proyeccion sobre Y a lo largo de Z. Como
la funcién ¢ : X/Y — Z dada por ¢(x+Y) = (I — Q)(z) es un isomorfismo
lineal y Z es de dimension finita, entonces X/Y es de dimensién finita tam-
bién. Por ser Y g-cerrado y por la Proposicién @ tenemos que X/Y es un
espacio normado asimétrico T;. Por la Proposicion E X/Y es normable.
Por lo tanto, ¥, =1 : X/Y — (Z,¢*) son continuas por ser funciones lineales
entre espacios normados de dimension finita. Las funciones ¢, — también re-
sultan continuas si cambiamos el contradominio (Z, ¢°) por el espacio (Z, q),

pues la topologia generada por ¢ esta contenida en la topologia generada por

q.

Sim: X — X/Y es la proyeccién cociente, para cada z € X tenemos que
—(n(z)) = ¥z +Y) = Qz) — =

De donde se sigue que
Q=1+ (-¢)om, I-Q=vonr

son proyecciones continuas. Por lo tanto, Z es complemento topoldgico de Y
y viceversa. Finalmente, como consecuencia del Teorema [2.2.8| se tiene que
(Z,q) es linealmente homeomorfo a X/Y. O
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Cuando X es un espacio normado, si () : X — Y es una proyecciéon continua,
entonces siempre se tiene que ker(I — @) y ker @ son subespacios cerrados
del espacio. La situacién en espacios normados asimétricos es diferente, como
muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.10. Sea X = R? y consideremos la norma asimétrica

q(x,y) = méx{z", [y[}.

Es facil ver que el conjunto Y = {(x,y) : y = 0} es g-cerrado. Como
Z = A{(z,y) : x = 0} es de dimension finita y X =Y @ Z, entonces por
la Proposicion[2.2.9, Y y Z son complementos topoldgicos uno del otro. Sin
embargo, Z no es q-cerrado puesto que todo punto de la forma (x,y) con
x > 0 pertenece a la q-cerradura de Z.

Aunque el espacio Z en el ejemplo anterior no sea g-cerrado, atin puede tener
buenas propiedades topoldgicas como veremos en el siguiente resultado.

Corolario 2.2.11. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico, y sea Y un
subespacio q-cerrado de X. S1 X =Y @®Z y Z es de dimension finita, entonces
X es linealmente homeomorfo a 'Y x Z y Z es un subespacio Ty de (X, q).
En particular, Z es homeomorfo a un espacio euclidiano.

Demostracién. Por la Proposicién 2.2.9] Y es complementado topoldgica-
mente y Z es linealmente homeomorfo a X/Y. Por el Teorema 2.2.8] X es
linealmente homeomorfo a Y x Z. El espacio X/Y es T} por ser Y g-cerrado.
Por lo tanto Z es T;. 0

Recordemos que por la Proposicion [2.2.3, cualquier subespacio Y de un espa-
cio normado asimétrico (X, q) tal que el cociente X/Y es T; debe contener a
@. Sin embargo es posible que @ no sea un subespacio vectorial. También
puede ocurrir que X = (0_q>, en cuyo caso la descomposicién del Corolario
2.2.11] resultaria trivial. Mostramos estas dos situaciones en los siguientes
ejemplos.

Ejemplos 2.2.12. (1) Sea X = R?. Definamos la norma asimétrica q me-

diante .
q(z,y) =5 (—y + Vda? + y2) :

Esta norma asimétrica satisface que

By(0,1) = {(z,y) : y > 2® — 1},
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y 0, = {(0,y) : y € R}. La g-cerradura {,) es todo el espacio R?,
puesto que todo g-abierto no vacio intersecta a 0,.

(2) Sean X y q como en el inciso anterior. Sea p : X — [0,00) definida
por p(x,y) := max{|z|,y~}. Sea r: X — [0,00) definida mediante

(z.1) plz,y) siz<0
r(z,y) = ‘
Y q(z,y) siz>0

Entonces r es una norma asimétrica en X, (6,) = {(0,y) : y € R} y su
q-cerradura es el conjunto {(x,y) : © < 0} la cual no es un subespacio
vectorial de X.

Para finalizar esta seccion, demostraremos que existe una clase de espacios

normados asimétricos para la cual (6,) = (f,). En particular, en este caso la
g-cerradura de (f,) si resulta un subespacio vectorial.

Proposicién 2.2.13. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico derecho-
acotado con las siguientes dos propiedades:

(1) (0,) es q°-cerrado.

(2) Existe una norma ||| equivalente a ¢° tal que (X, ||-||) es un espacio de
Hilbert.

Entonces (8,) es un subespacio vectorial q-cerrado de X .

En particular, si (X,q) es un espacio normado asimétrico derecho-acotado
de dimension finita, entonces (6,) es un subespacio vectorial q-cerrado de X.

Demostracion. Sea'Y := (f,). Por hipétesis Y es ¢*-cerrado en el espacio de
Hilbert (X, ||-||]). Luego X = Y @Y+, donde Y+ es el complemento ortogonal
de Y. Sea N > 0 tal que

Nzl < ¢*(z), veX
Por la ortogonalidad, para cada y € Y y z € Y+ ocurre que
2 2 2 2
ly + 21" = llyll™ + [I=" = ll=]I"-
Por lo tanto, paratodoy € Y y 2z € Y,

Nzl < Nlly+ =l < ¢*(y + 2).
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Para probar que Y es g-cerrado, sea (y,) C Y una sucesién que converge a
un punto x en el espacio (X, q), es decir, la sucesién (¢(y, — x)) converge a
0. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ¢(y, — x) < 1/n para
toda n € N. Como X es derecho-acotado, podemos hallar » > 0 tal que

B,(0,1) C B,(0,r) + 6,

o bien
B,(0,1/n) C By(0,7/n)+ 60, neN.

Por lo tanto vy, — x € By (0,7/n) + 6,. Para cada n € N, sea v,, € §, con la
propiedad de que y, —x — v, € Bys(0,7/n). Sean y € Y y z € Y tales que
x =1y + z. Como y, — v, —y €Y, entonces

Nzl = Nl=zll < ¢*(yn —vn =y = 2) = ¢’ (Yo —vn —2) <7/n, nEN

Concluimos que z = 0, y por lo tanto x = y € Y, como se deseaba probar. [

2.3. Dimension topolégica de espacios nor-
mados asimétricos

En esta seccién, calcularemos la dimensién topoldgica (cubriente) de un espa-
cio normado asimétrico. La definicion que usaremos de dimension topologica
es la dimensién de Lebesgue o la dimension cubriente. Hacemos énfasis en
que esta definicion no requiere que el espacio topoldgico satisfaga alguna
condicion extra, como ser Hausdorff o alguna condicién similar. Para més
informacién sobre teoria de la dimensidn, el lector puede consultar [35].

El orden de una familia de subconjuntos {Ay}rea de un conjunto X, no
todos vacios, es el maximo n € NU{0} tal que existe M C A de cardinalidad
n 4+ 1 con la propiedad de que (,c,; Ax # 0, 0 bien es oo si no existe dicho
numero natural.

Definicién 2.3.1. Sea X un espacio topologico no vacio. La dimensiéon cu-
briente o dimension topoldégica de X, denotada con dim X, es el minimo
n € NU{0} tal que toda cubierta abierta finita de X tiene un refinamiento
abierto de orden menor o igual que n, o bien es oo si no existe dicho n.
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En esta seccion, si X es un espacio normado asimétrico, denotaremos con
dim, X su dimension algebraica, es decir, la dimensién de espacio vectorial.
De esta forma no nos confundiremos con el simbolo dim X, que denotara la
dimensiéon cubriente de X como espacio topolégico.

Algunos de los ejemplos mas comunes son:

Ejemplos 2.3.2 ([35]). (1) Los intervalos (a,b) y [a,b] con —o0 < a <
b < oo tienen dimension topolégica 1. En R™, cualquier producto de la
forma (a,b)"™ o [a,b]™ con a < b tiene dimension n.

(2) Si X es un espacio normado de dimension finita, entonces dim X =
dim, X. 5S¢ X es un espacio normado de dimension infinita, entonces
a )
dim X = oo.

La siguiente caracterizacién de dimension topoldgica sera de gran ayuda. La
demostraciéon puede consultarse en [35].

Proposicion 2.3.3. Para todo espacio topolégico X no vacio, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) dim X <n.

(2) Si {Uy,..., Uy} es una cubierta abierta de X, entonces eziste una
cubierta abierta {Vi,...,Vyio} tal que cada V; C U; y ﬂ?jf Vi =10.

2.3.1. Espacios de dimensién topoldgica cero

Primero, mostraremos que existe una clase de espacios normados asimétricos
cuya dimension topoldgica siempre es 0, sin importar su dimension algebraica.

Lema 2.3.4. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico, y supongamos que
existen x € X y e > 0 tales que By(x,€) C 0,. Sild es una cubierta qg-abierta
finita de X, entonces X € U.

Demostracion. Como —nx € X para toda n € N, existen una sucesion infi-
nita de nimeros naturales (n;);eny y U € U tales que —n;z € U para toda
j € N. Para cada j € N, sea r; > 0 tal que B,(—n;z,r;) CU. Seay € X
fijo, y sea m € N tal que 2¢(y) < m. Es fécil ver que

€y
— € B,(x,¢€).
m+m (2, €)
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Usando el hecho de que B,(z,€) C 6,, se tiene que q(ey + mz) = 0. Esto
implica que
0 = g(ey +ma) = q(ey + (m + L)z — x),

es decir,
ey + (m+ 1)z € By(z,€) C b,

por lo tanto g(ey + (m + 1)x) = 0. Aplicando un argumento de induccién
matemadtica, podemos ver que

qley + (m+ k)x) =0, paratoda k € N.
Sea j € N tal que n; > m. Aplicando lo anterior para k = n; —m obtenemos
q(ey +njz) = 0. Es decir,
ey € By(—n x,r;) CU.

Como y fue escogido arbitrariamente, entonces ey € U para toda y € X.
Esto muestra que X = U. O

El lema anterior nos permite establecer el mismo resultado con una hipétesis
mas débil.
Lema 2.3.5. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico tal que existen x € X

y e >0 con By(z,e) C 0, Sild es una cubierta q-abierta finita, entonces
X el.

Demostracion. En el Teorema [1.3.22] se demostréo que existe una norma
asimétrica p (no necesariamente equivalente a ¢) con la propiedad de que

B,(0,1) C By (0,1) + 6.

De hecho, 0, = 8, y la topologia inducida por p es mas fina que la inducida
por q. En particular, i es una cubierta p-abierta finita de X. Por lo tanto,

Bp<x7€) g qu(l’,€> -+ 9q g 9q + 0(1 = eq = epa

luego, por el Lema [2.3.4] tenemos que X € U. O

Corolario 2.3.6. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico tal que 6, tiene
q°-interior no vacio. Entonces dim X = 0.
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Demostracion. Si U es una cubierta g-abierta finita, entonces X € U por el
Lema [2.3.5] Luego, es claro que {X} es un refinamiento abierto de U cuyo
orden es 0. [

El resultado anterior nos dice que si el cono ¢, de un espacio normado
asimétrico (X, q) es lo suficientemente grande, entonces su dimensién to-
polégica es 0. Ilustremos esto con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.7. Sea X = R™ con la norma asimétrica q(x) := x™, para cada
xr € R™. Entonces se tiene que

0, ={(z1,...,2n) : 21,..., 2, <0}

La norma ¢° es la norma del mdximo ||-|| ., que es equivalente a la nor-
ma euclidiana. Como 0, tiene interior euclidiano no vacio, entonces por el
Corolario se tiene que X tiene dimension topoldgica 0.

2.3.2. Dimension topolégica en dimensién finita

En esta seccion, caracterizamos la dimension topologica de todo espacio nor-
mado asimétrico de dimensién (algebraica) finita.

El siguiente lema es una consecuencia directa de [2, Lema 3.2]

Lema 2.3.8. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico de dimension finita.
Entonces (0,) = X sty solo si 8, tiene ¢*-interior no vacio.

Ahora probaremos el siguiente par de lemas.

Lema 2.3.9. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico de dimension finita,
con 0 #Y = (0,) # X. Sea ||-|| una norma en X inducida por un producto
interior, y supongamos que X =Y @ Z, donde Z := Y es el complemento
ortogonal de Y respecto al producto interior dado. Sean C' y {z; : j € N}
subconjuntos de Z tales que z; ¢ C para cada j € N. Entonces existe un
conjunto abierto U de X que satisface las siguientes dos propiedades:

() Y+CCU,y

(2) Y + z; no estd contenido en U para cada j € N.

Demostracion. Primero, observemos que el subespacio vectorial Z es T} de-
bido a que 6, C Y. Por lo tanto Z es normable por ¢° al ser de dimensién
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finita. Por hipétesis z; —c € Z \ {0}, de donde se obtiene que

q(zj —c¢) >0 paratodajeN, yceC.

Por ser X espacio vectorial de dimension finita, podemos hallar N > 0 tal
que
Nzl < ¢°(x), e X.

Siguiendo el mismo argumento de ortogonalidad empleado en la demostracion
de la Proposicién 2.2.13] se sigue que paracaday €Y y z € Z,

Nyl < ¢’ (y + 2).

Como (Z,q~) también es normable por ¢°, en particular ¢ y ¢~ son equiva-
lentes. Luego existe M > 0 tal que

Mq(—z) <q(2), ze€Z

Sea {y1,...,ym} C 6, una base de Y. Definamos y := >"\" | y; € 0,. Notemos
que necesariamente y # 0, de lo contrario —y,, € 0,, y como y,, € §, esto
contradice que ¢ es norma asimétrica.

Para cada z € Z, n € Ny r > 0, consideremos
L., :=By(—ny+zr)NZ.

Los conjuntos I, ., son abiertos en el espacio euclidiano Z. Claramente, si
r < r’ entonces I, ., C I, ,,». Notemos que

() Bo(—ny + 2,7) = b, + (—ny + 2),
r>0

de lo cual se sigue que

m In,z,r = {Z}

r>0

Denotemos el didmetro de cada I,, ., con respecto de la norma ¢* con D(1,, , ,);
es decir

D(1,.,) =sup{q®(z1 — 22) : 21,22 € Ly, .. }.
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Por lo tanto, para cadan e Ny z € Z,

ltm D(I,.,) = 0.

r—0+
Utilizaremos el hecho anterior para construir al conjunto deseado U como
sigue. Para cadan € Ny c € C, sea r, . > 0 tal que
(a) max{rc,rnc/M} < Ny,
(b) D(Ipnep,.) <min{q(z; —c) :j <n}.
Sea By, . 1= By(—ny + ¢, rn.).
Afirmacion 1: Y 4 ¢ C U,en Bn.e-

Efectivamente, un elemento de Y + ¢ tiene la forma yy + ¢, donde yy =
> i, ty; para algunos ti, ..., t, € R. Sea k € N tal que ¢; +k > 0 para cada
1=1,...,m. Entonces

q(yo +c—(—ky+c)) = qlyo + ky) < Zt—l—k q(yi) =0 < 1

Por lo tanto yo + ¢ € By,.. Esto prueba que Y + ¢ C |
deseaba.

neN Bn,e; €OmMo se

Sea

De la Afirmacion I se sigue que Y + C C U.

Sea j € N. Para probar que Y + z; no estd contenido en U, bastara probar
que —jy+z; ¢ U.

Supongamos por el contrario que existen n € Ny ¢ € C tales que —jy+z; €
B, .. Esto significa que

¢(=jy+z — (—ny+)) =a((=j +n)y+ 2 —c) <r.
Llamemos w = (—j + n)y + z; — ¢, de manera que g(w) < 7.

Afirmacion II: j < n.
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Supongamos que se da lo contrario, es decir j—n > 0. En particular (j—n)y €
¢,. Por lo tanto

q(w) = q((=j+n)y+z; —c) > q(z; —c) —q((j —n)y) = q(z; — ¢).

Por otro lado,
q(—w) =q((j —n)y — 2z +¢) < q((J —n)y) + q(—2; + ) = q(—2z; + ¢).

Como Mq(—z; + ¢) < q(z; — ¢). Luego, por las desigualdades anteriores, se
tiene que Mq(—w) < ¢(w) < 1,. Por lo tanto, por la definicién de 7, ,

NI =j+nllyl = Nl[(=j +n)yll < ¢*(w) <méx{rne,re/M} <Nyl

Esto implica que | — j + n| < 1, lo cual es una contradiccién porque j # n.
Esto prueba la Afirmacién II.

Notemos que z; € B,, ., puesto que
(2 — (=ny +¢)) = q(z +ny — ¢ — jy + jy) < q(w) + q(jy) = q(w) < roe.
De manera similar, ¢ € B, ., porque

glc—(—ny+¢)) = qny) =0 < 1y

Concluimos que ¢, z; € Iy, .. Pero por la Afirmacién II ocurre que j < n,
luego por (b) en la definicién de r,, . implica que

Q(Zj —c) < qs(zj —c) < D(]n,c,rn,c) < Q(Zj —c).

Esta contradiccion muestra que —jn + z; no puede pertenecer a B, ., lo cual
completa la demostracion. O

Lema 2.3.10. Sea (X,q) un espacio normado asimétrico y Y = (,). Su-
pongamos que 4 C X es un subespacio vectorial de X tal que X =Y + Z.
S1Y es de dimension finita, entonces para cada cubierta abierta finita U de
X ycada z € Z eviste U €U tal que Y + 2z CU.
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Demostracion. Tomemos una base {yi,...,yx} C 0, de Y. Para cadan € N
consideremos i
Ty = —Znyi + z.
i=1

Como la cubierta U es finita, existe U € U tal que U contiene una cantidad
infinita de elementos de {z,, : n € N}. Sea (n;);jen una sucesion creciente de
numeros naturales tal que z,,;, € U para todo j € N. 5i j € N, usando que U
es abierto existe €¢; > 0 tal que

k
Bq (—anyz +Z,Ej> cU.

=1

Sea y+ 2z € Y + 2. Entonces y = Zle t;y; para algunos ti,...,t; € R. Sea
j € N tal que t; +n; > 0 para cada i € {1,...,k}. Entonces

Luego,

k k
y+z:Ztiyi+z€Bq (—anyi—l—z,ej) cU.

=1

Por lo tanto Y + 2z C U. O

Usando los lemas anteriores, podemos encontrar una clase de espacios nor-
mados asimétricos de dimensién finita (como espacios vectoriales) cuya di-
mensién topoldgica es infinita, lo cual contrasta con los espacios normados.

Teorema 2.3.11. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico de dimension
finita tal que 0 #Y = (0,) # X. Entonces dim X = oo.

Demostracion. Sea n € N. Usaremos la Proposicién para mostrar que
no puede ocurrir que dim X < n. Consideremos un producto interno en X
de tal forma que X =Y @ Z, donde Z = Y. Como Z es T}, se tiene que
(Z,q) es normable, luego Z es homeomorfo a un espacio euclidiano. Sean
1y oy Lnio C Z densos y disjuntos dos a dos tales que Z = UZ:%Zk. Para
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cadak € {1,...,n+2}, sea {zj(.k) : 7 € N} un conjunto denso numerable en Zj,
el cual es denso también en Z. Por el Lema , paracada k € {1,...,n+2}
existe un U}, abierto en X tal que Uy contiene a Y + Z; y U no contiene a
Y + z](-z) para cada j € Nei e {1,...,n+ 2} \ {k}. Claramente

n+2 n+2
X=Y+zZ=Y+JZ=]JU
k=1 k=1
Por lo tanto {Ui,...,U, 2} es una cubierta abierta de X. Para aplicar la

Proposicién [2.3.3) supondremos que {Vi,...,V, 2} es una cubierta abierta
de X tal que Vi, C Uy, y mostraremos que ﬂZIka # ().

Consideremos el elemento zg). Por el Lema [2.3.10, alguno de los V}, debe

contener a Y + zfl), por lo tanto Uy también. Por construcciéon, solamente Uy

contiene a Y + z%l), entonces k = 1. En particular zgl) eVi.Seam<n+2y

supongamos que existe j tal que = My, Vi. Como N}, Vj es g-abierto,

J
existe €, > 0 tal que

Bq(zj(-m),em) C m Vi.
k=1

Como la familia {z'™ "} es densa, existe un z](-;nH) € Bq(z](-m), €m), entonces

z](-gnﬂ) € MNiZ; Vi. Aplicando el mismo argumento, ¥ + zj(-;nH) esta conteni-

do en algin elemento de {Vj,...,V,12}, necesariamente debe ser V,, .1 por
construccién. En particular z}?“ € Vpa1. Luego

(m—+1)

[ Vi #0.
k=1

+2
Esto prueba que (2 Vi # 0. O
Ahora podemos decir a qué es igual la dimensién topoldgica de cada espacio
normado asimétrico de dimensién finita ([19]).

Teorema 2.3.12. Sea (X, q) un espacio normado asimétrico de dimension
finita. Sea'Y = (6,). Entonces
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(1) SiY = X, entonces dim X = 0.
(2) Si0#Y # X, entonces dim X = co.
(3) SiY =0, entonces dim X = dim, X.

Demostracion. (1) Por el Lema 6, tiene ¢°-interior no vacio. Luego,
por el Corolario [2.3.6], se tiene que dim X = 0.

(2) Se sigue del Teorema [2.3.11}

(3) Si Y = 0, entonces 6§, es trivial, luego (X, ¢) es normable por ser de
dimensién finita. Por lo tanto dim X = dim, X. O



Capitulo 3

Hiperespacios y trabajo a
futuro

3.1. Motivacion

Recordemos que un hiperespacio es una familia de subconjuntos cerrados de
un espacio topologico X equipada con una cierta topologia. Nuestro interés
ha recaido en el estudio de hiperespacios desde un punto de vista asimétrico.
De las secciones previas, hemos visto que un espacio normado asimétrico
estd determinado por un conjunto cerrado, convexo, absorbente y que tenga
al origen en su interior. Es decir, a diferencia de los espacios normados hemos
quitado las condiciones de que dicho convexo sea acotado y simétrico respecto
al origen. Es por esto que uno de los objetivos originales era estudiar familias
de subconjuntos convexos cerrados con estas caracteristicas, equipadas con
ciertas topologias.

La pregunta ahora es qué topologias podrian servir para estudiar familias
de subconjuntos convexos cerrados no acotados. Dos de las topologias mas
conocidas son la topologia de Vietoris y de Fell. En analogia con las normas
asimétricas, veremos que estas topologias pueden ser divididas en topologias
inferiores y superiores, y que las topologias de Fell y Vietoris son el supremo
(simetrizacion) de dichas topologias més débiles. También veremos el caso de
la distancia de Hausdorff, la cual también es la simetrizacion de dos cuasi-
métricas.

29
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Por otra parte, estamos interesados en estudiar las condiciones para las cuales
un G-espacio X induce una acciéon continua en un hiperespacio. Este proble-
ma no esta del todo resuelto, y de hecho tampoco lo estd uno mas béasico:
saber cuando una funcién continua entre espacios topoldgicos induce una
funcién continua entre hiperespacios. Mostraremos que la pregunta puede
ser estudiada por partes, cuando los hiperespacios tienen una hipertopologia
inferior y una superior.

3.2. Hiperespacios

Sea X un espacio topoldégico. Consideraremos las siguientes familias de sub-
conjuntos de X.

AX)={AC X :A=#(D}
CL(X) :={A € A(X) : A es cerrado}.
K(X):={A e CL(X) : A es compacto}.

Si (X, d) es un espacio métrico, consideraremos a la familia
BC4(X) :={A € CL(X) : A es acotado}.

En la practica obviaremos quién es la métrica d, y la familia anterior serd
denotada simplemente por BC(X).

Y, finalmente, si X es un espacio normado consideraremos

Conv(X) :={A € CL(X) : A es convexo}.

Adicionalmente, si F(X) € {A(X), CL(X), KC(X),BC(X), Conv(X)} enton-
ces F*(X) := F(X)U{0}.
3.2.1. Distancias de Hausdorff y Attouch-Wets

Sea X un espacio métrico, y sean A, B C X no vacios. El exceso de A sobre
B (respecto de la métrica d) esta definido por la férmula

eqs(A, B) :==sup{d(a,B):a € A} =inf{e >0: A C N.(B)},

en donde N.(B) := {x € X : d(z, B) < €}. Claramente e4(A, B) puede ser co
y eq(A, B) # eq(B, A), por ejemplo cuando B C A, B es acotado y A no lo
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es. Por otro lado, si A C B entonces e4(A, B) = 0. Por definicién, si B # ()
convenimos eq((), B) = 0.

Denotemos

dg-(A, B) :==eq(A, B),
dH+(A,B) = Gd(B,A).

Llamaremos a dg- distancia inferior de Hausdorff y a dy+ distancia
superior de Hausdorff.

Los siguientes dos resultados muestran que las distancias dy- y dy+ no dis-
tinguen entre la cerradura de subconjuntos de un espacio X.

Lema 3.2.1. Sean X un espacio métrico y A, B € A(X). Entonces se tiene
que dg-(A,B) =0 si y sélo si AC B, ydy+(A,B) =0 siy sdlo si BC A.
En particular

dy-(A, A) = dp- (A, A) = 0 = dg+ (A, A) = dp+ (A, A).

Demostracion. Recordemos primero que z € A si y sélo si d(x, A) = 0.

Notemos ahora que A = Neso Ne(A) para cualquier A € X. En efecto, si

x € A entonces 0 = d(x, A) = d(z, A), luego x € N(A) para toda € > 0. Por
otro lado, si x € N.(A) para todo € > 0 entonces d(z, A) = 0, luego = € A.

Por lo tanto, por definicién dy-(A, B) =0 si y s6lo si A C N.(B) para todo
e > 0, es decir,

dy-(A,B) =0siysolosi AC ﬂ N.(B) = B.

e>0

Los casos restantes se prueban de manera analoga. [

Proposicion 3.2.2. Sea X un espacio métrico. Entonces las funciones dy-
y dy+ satisfacen la desigualdad triangular en A(X), y ademds para cuales-
quiera A, B C X se tiene que

dig-(A,B) =dy-(A,B) y dg+(A,B) =dg+(A, B).

Demostracion. Probaremos el resultado para dy- (para dy+ la prueba es
analoga).
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Para probar que dy- satisface la desigualdad triangular en A(X), veremos
que si A, B,C € A(X) entonces debe ocurrir que

ed(A, B) < ed(A, O) +6d(0, B) (3.2.1)

Sieq(A,C) = 00 o bien e4(C, B) = 00, el resultado se sigue inmediatamente.
Por lo tanto, podemos suponer que e4(A,C),eq(C, B) < oo. Sea ¢ > 0.
Entonces existen €1, €2 > 0 tales que A C N, (C), C C N, (B) y

€1 <eq(A,C)+e, e <eqC,B)+e.

Afirmamos que A C N, (C). En efecto, sea a € A. Como d(a,C) <
€1 existe ¢ € C tal que d(a,c) < €. Andlogamente, existe b € B tal que
d(e,b) < €. Por lo que d(a,b) < € + €, es decir d(a, B) < €; + €. Como
¢ > 0 fue arbitrario, entonces d(a, B) < e4(A,C) +e4(C, B). Como a € A fue
escogido arbitrariamente, concluimos que la desigualdad es cierta, lo
que prueba la desigualdad triangular para dg-.

De la desigualdad triangular y el Lema |3.2.1] se sigue que
dH_(Z7E> < dH_ (Zv A) + dH_ (A7 B) + dH_ (ng) = dH_(A7 B)

De forma andloga se prueba que dg- (A, B) < dgy- (A, B), lo cual prueba el
resultado deseado. O]

La proposiciéon anterior nos dice que dy- y dy+ satisfacen los axiomas de
cuasi-pseudométricas. Resumimos esto en el siguiente corolario.

Corolario 3.2.3. Sea X un espacio métrico. Entonces las funciones dy- y
dy+ son cuasi-pseudométricas extendidas en A(X), cuasi-métricas extendi-
das en CL(X), y cuasi-métricas en BC(X).

Demostracion. Claramente dy-(A, A) = 0 para todo A C X.

Por la Proposicion 3.2.2 dy- satisface la desigualdad triangular en A(X),
por lo tanto dy- es una cuasi-pseudométrica extendida en A(X).
Si A, B € CL(X) y dg-(A,B) = 0=dy-(B,A), entonces por el Lema[3.2.]]

se tiene que
ACB=B, y BCA=A,
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lo que muestra que dy- es cuasi-métrica extendida en CL(X).

Finalmente, si A, B € BC(X) entonces dy- (A, B) < oo. Por lo tanto dy- es
cuasi-métrica en BC(X).

De forma andloga se obtiene el mismo resultado para dpy+. [

A partir de las distancias inferior y superior de Hausdorff, podemos obtener la
definicion de la conocida distancia de Hausdorff dj; como la simetrizacién
de las cuasi-pseudométricas dy- y dy+, es decir

dy (A, B) := max{dy-(A, B),dg+(A, B)}

= max {sup d(a, B),supd(b, A) }

acA beB

=inf{e >0: AC N.(B),B C N.(A)}.

Como consecuencia del Corolario[3.2.3] la distancia de Hausdorff dy en A(X),
CL(X) y BC(X) resulta ser pseudométrica extendida, métrica extendida y
métrica, respectivamente.

Las topologias que generan las distancias dy-, dy+ y dy en las posibles fami-
lias de subconjuntos cerrados de un espacio métrico X (i.e., A(X), CL(X),
etc.) seran llamadas topologias inferior de Hausdorff, superior de Hausdorff
y de Hausdorff, respectivamente. Asimismo, usaremos los simbolos 7p-, 7+
y Ty para denotar las topologias de los correspondientes hiperespacios. Tam-
bién usaremos los simbolos CLy-(X), BCy-(X), etc., para referirnos a ellos.

Ahora definiremos la distancia de Attouch-Wets.

Sea X un espacio métrico y A, B C X no vacios. Si g € X, definimos la
distancia de Attouch-Wets basada en el punto xy entre A y B mediante

daw (A, B) = sup {min {%, sup o |d(x, A) — d(z, B)|}} :

keN z€B(xo,

El hiperespacio de cerrados CL(X) equipado con la topologia generada por
daw sera denotado por CL 4y (X). Dicha topologia no depende del punto .
Si X es un espacio normado, por comodidad escogeremos xy = 0.
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La siguiente caracterizacion sera de gran utilidad y nos ayuda a entender
como se comporta day geométricamente. La demostracion puede ser consul-
tada en [I3, Teorema 3.1.7].

Teorema 3.2.4. Sea (X,d) un espacio métrico. Sean Ay, A € CL(X) para
toda k € N. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes.

(1) (Ag) converge a A en CLaw (X).
(2) Para todo B C X acotado,

lim Gd(A N B, Ak) =0= lim ed(Ak N B, A)
k—o00 k—o00

(3) Euxiste una familia B de subconjuntos acotados de X cofinal en la familia
de subconjuntos acotados de X, respecto a la inclusion de conjuntos,
tal que para cada B € B se tiene que

lim €d(A N B,Ak) =0= kh’m ed(Ak N B,A)
—00

k—o0

La distancia de Attouch-Wets es muy 1til para medir la cercania entre conjun-
tos no acotados, cuya distancia de Hausdorff suele ser infinita. [lustraremos
esto con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.5. Para cada k € N, sean L y Ly, las rectasy =0 yy = (1/k)x,
respectivamente. Es claro que para cada k € N, dy(L, Ly,) = co.

Consideremos B = {B,, : n € N}, donde B, = B|0,n] para cada n € N. La
familia B es cofinal en la familia de subconjuntos acotados de R?.

Sea n € N. Para cada k € N,
eq(Ly N By, L) = sup{d(z,L) : x € Ly N By}

(=) - (ol
VEZ+ 1 VE2 +1 VEZ+ 1
n

VEZ+T

Por lo tanto ka eq(Lr N By, L) = 0. Por otro lado,
—00

n

1
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Es decir, kh'm eq(LN B, L) = 0. Concluimos por el Teorema|3.2.4}, que (Ly)
— 00

converge a L en CL gy (R?).

3.2.2. Topologia de Vietoris y de Fell

A continuacién definiremos dos topologias que pueden ser consideradas en
espacios topoldgicos que no son necesariamente metrizables.

Sea X un espacio topoldgico y E C X. Consideremos los siguientes conjuntos:
Et:={AeCL(X): AC £},
E-:={AeCL(X): ANE #0}.

Definicién 3.2.6. Sea X un espacio topolégico.

(1) La topologia inferior de Vietoris en CL(X) es la topologia Ty -
generada por los conjuntos de la forma U™, donde U C X es abierto.
Denotaremos este espacio con CLy-(X).

(2) La topologia superior de Vietoris en CL(X) es la topologia T+
generada por los conjuntos de la forma U™, donde U C X es abierto.
Denotaremos este espacio con CLy+(X).

(3) La topologia de Vietoris 7y en CL(X) es la topologia supremo de la
topologia inferior de Vietoris my—-, y la topologia superior de Vietoris
Ty+. Este espacio serd denotado por CLy (X).

En este contexto, para cualesquiera subconjuntos F; y Fs se tiene que (F1 N
FEy)T = EfNES, pero por otro lado puede ocurrir que (EyNEy)~ # Ey NE; .
Por lo tanto, un abierto basico en la topologia de Vietoris tiene la forma

W+ N (ﬁ V;_> )
i=1

en donde W y cada V; son abiertos en X.
Introduciremos ahora a la topologia de Fell.

Definicién 3.2.7. Sea X un espacio topoldgico.
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(1) La topologia superior de Fell en CL(X) es la topologia Tr+ gene-
rada por todos los conjuntos de la forma (X \ K)T, en donde K es
un subconjunto compacto de X. FEste hiperespacio serd denotado por

CLp+ (X).

(2) La topologia de Fell en CL(X) es la topologia supremo Tr de la
topologia inferior de Vietoris 7y- en X, y la topologia superior de Fell
Tr+ en X . Denotaremos este hiperespacio con CLp(X).

Es claro que cuando X es un espacio Hausdorff, la topologia de Vietoris es
mas fina que la topologia de Fell.

Podemos extender la topologia de Fell a la familia CL}(X), declarando una
base local de () como la familia {A € CL*(X) : A C (X \ K)}, con K
compacto en X. Probablemente uno de los resultados mas importantes sobre
el espacio CL%(X) es que siempre resulta compacto, sin importar cémo es el
espacio base X. La demostracién puede ser consultada en [13].

Teorema 3.2.8. Sea X un espacio topoldgico. Entonces CLL(X) es com-
pacto.

La siguientes proposiciones muestran qué relacién existe entre las topologias
inferiores y superiores de Hausdorff y de Vietoris. Aunque ambos resultados
fueron probados en el caso general de espacios cuasi-uniformes ([14]), mos-
traremos aqui la prueba en el caso metrizable para ilustrar dicha relacién.

Proposicién 3.2.9 (c.f. [I4, Lema 2.4]). Sea (X,d) un espacio métrico.

(1) La topologia inferior de Vietoris en CL(X) es mds débil que la topologia
inferior de Hausdorff, es decir, 7y- C Ty-.

(2) La topologia superior de Hausdorff en CL(X) es mds débil que la topo-
logia superior de Vietoris, es decir, Tg+ C Ty+.

Demostracion. (1) Sea V' C X abiertoy sea A € V. Entonces ANV # (), por
lo que existe un punto a € ANV. Sea d > 0 tal que B(a,d) C V. Supongamos
que B € CL(X) es tal que dgy-(A, B) < 0. Entonces existe b € B tal que
d(a,b) < §,esdecirb € B(a,d) C V y en consecuencia B € V~. Esto muestra
que By _(A,6) €V ™,y por lo tanto 7y~ C 7.

(2) Sean A € CL(X) y 0 > 0. Si C € By, (A,0), entonces dy+(A,C) =
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eq(C,A) < 6. Seat > 0 tal que
eq(C,A) <t <9,

de modo que si U := Ny(A) entonces U es abierto en X y C' C U. Luego, U
es una vecindad abierta de C' en la topologia superior de Vietoris. Mas atn,
si @ € U™ entonces e4(Q, A) <t < 4. Es decir,

CeUtcC By, (A,9),
y por lo tanto By, (A, d) es abierto en la topologfa superior de Vietoris. [
En un espacio métrico, cuando nos restringimos a la familia de subconjuntos
compactos tenemos las contenciones reciprocas.

Proposicién 3.2.10 (c.f. [14, Teorema 2.5]). Sea (X, d) un espacio métrico.

(1) La topologia inferior de Hausdorff en K(X) coincide con la topologia
inferior de Vietoris.

(2) La topologia superior de Hausdorff en K(X) coincide con la topologia
superior de Vietoris.

(3) La topologia de Hausdorff en K(X) coincide con la topologia de Vieto-
TiS.

Demostracion. (1) Por la Proposicién ya sabemos que 17y~ C 75— en
CL(X), y por lo tanto también en IC(X). Para demostrar que en K(X) se
cumple que 75~ C 7y, tomemos A € K(X) y d > 0. Si C € By, _(A,9)
entonces

di-(A,C) = eq(A, C) < 6.

Luego existe 0 < t < § tal que A C Ny(C). Sea 0 < € < § —t. Como C' es
compacto, existen cy,...,c, € C tales que

k
i=1

en donde U; := B(c;,€/2). Sea U := NF_,U; € 7y-. Claramente U es una
vecindad abierta de C' en 7y/-. Afirmamos que U C By, _ (A, ). En efecto, sea
Q € U. Como A C Ny(C), para cada a € A existe ¢ € C tal que d(a,c) < t.
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Ademas, existe i € {1,...,k} tal que d(c,¢;) < €/2. Como @) € U, entonces
QN U; # 0, por lo que existe ¢ € @ tal que d(¢;, q) < €/2. Asi,

d(a7 q) S d(av C) + d(C, Ci) + d(cia Q) <t+e

Concluimos que e4(A,Q) < t+e < §y por lo tanto QQ € By, _(A,0). Esto
muestra que 7g- C -

(2) Nuevamente, por la Proposicién , ya sabemos que 7+ C 7+, por lo
que es suficiente demostrar que 7+ C 7+. Sean A, U C X con A compacto,
U abierto y A € U™, es decir A C U. Por la compacidad de A podemos
encontrar § > 0 tal que N5(A) C U. Por lo tanto, si C' € By, (A, §) entonces

dy+(A,C) =e4(C, A) < 6,
luego C' C Ns(A) C U, o equivalentemente, C' € UT. Concluimos que
A€ By, (Ad)CU" .

Esto muestra que todo elemento de U™ es punto interior de U™ con respecto
de la topologia Ty+, y por lo tanto 7+ C 7p+.

(3) Esto es una consecuencia directa de (1) y (2). O

3.3. Continuidad de funciones inducidas en
hiperespacios

Con el objetivo de responder a la pregunta de cudndo un grupo topoldgico
G induce una accién continua en el hiperespacio CL(X) de un G-espacio X,
necesitamos primero responder una pregunta mas simple: cuando una funcién
continua induce una funcién continua en los correspondientes hiperespacios.

Sean X y Y espacios topoldgicos. Si f : X — Y es una funcién (no necesa-
riamente continua, ni cerrada), definimos la funcién inducida de f como
la funcién f : CL(X) — CL(Y) definida por

f(A) = f(A).

El objetivo de esta seccion es estudiar la continuidad de fen funcion de f,
los espacios X y Y, y las diferentes hipertopologias que podemos considerar
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en CL(X), CL(Y) y sus subespacios. En algunos casos, la continuidad de ]7
implica la continuidad de la funcién original f.

En algunos contextos (tales como los sistemas dindmicos [111, [42]) la funcién
inducida ]7 juega un papel muy importante, y ésta ha sido estudiada desde
hace tiempo. Por ejemplo, en [32] se estudié el caso de f en el hiperespacio
A(X) equipado con la topologia de Vietoris, en donde ]7 siempre resulta
continua si f lo es. Nosotros estudiaremos el caso de CL(X) equipado con la
topologia de Vietoris.

Por otro lado, es sabido que si f es continua, X y Y son espacios métricos
compactos y CL(X) y CL(Y) estédn equipados con la topologia de Hausdorff,
entonces f es continua ([34]). Lo mismo sucede si consideramos K (X) y
K(Y'), aunque X y Y no sean compactos (ver Corolario . Aqui veremos
otros casos cuando X y Y no son compactos.

En general, el problema de caracterizar la continuidad de la funcién inducida
en los distintos hiperespacios no esta del todo esclarecido. Por ejemplo, cuan-
do consideramos la topologia inducida por la distancia de Attouch-Wets en
K(X) entonces la funcién inducida puede no ser continua, como mostramos
a continuacion.

Ejemplo 3.3.1. Sea (X,d) un espacio métrico no-acotado. Entonces exis-
te una funcion 1-Lipschitz f : X — R tal que la funcion inducida f :
Kaw (X) = Kaw(R) no es continua, donde R tiene la topologia usual.

Demostracion. Sea xq € X y supongamos que la distancia day en X estéd
basada en el punto xy. Similarmente, la distancia d i en R estara basada
en 0. Sea f : X — R definida por

f(z) = tan ' (d(zo, 7)), =€ X.
Entonces f es 1-Lipschitz, puesto que

[f(x) = f(y)| = |tan™"(d(wo, z)) — tan™" (d(z0,7))|
< |d(zo, ) — d(x0, )| < d(z,y).

Sea (x,) C X una sucesion tal que d(xg, x,) > n para todo n € N. Para cada
n € N, sea A(n) := {zg, x,}. Veamos que la sucesion (A(n)) converge a {x¢}
en Kaw (X).
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Sean e >0y k € Ntal que 1/(1+k) <e. Sea N € N tal que N > 2k. Sin >
N, usando que d(xg, z,) > n > 2k, obtenemos que para toda x € B(xg, k) se
tiene que d(z,x,) > k > d(x,zo), y por lo tanto

d(l‘, A(n)) = d(l’, ZE())-
De lo anterior se sigue que

sup |d(z, A(n)) — d(z, {xo})| = 0.

x€B(x0,k)

Por lo tanto daw (A(n),{zo}) < 1/(k+ 1) < € para toda n > N.

Por otro lado, para cada n > 2 se tiene que d(xg,x,) > 2 y por lo tanto
2 > tan” ! (d(zo, 7)) > tan~(2) > 1.
Luego, si n > 2 entonces

sup |d (z, {0, tan™" (d(zo, x,))}) — d(z,{0})| > 1.

z€B(0,2)

Asi,

z€B(0,2)

daw (f<A<n>>,f<{xo}>)2mfn{1, sup |d<x,f<A<n>>>—d<x,{0}>|}

1
=3
Esto prueba que (f(A(n))) no converge a f({xo}) = {0}, por lo que fno
es continua. O

Como muestra el ejemplo anterior, incluso en familias de conjuntos con bue-
nas propiedades topoldgicas (compactos) puede ocurrir que un homeomorfis-
mo no induzca una funcién continua en el hiperespacio de Attouch-Wets.

En contraste, la funcién inducida en el hiperespacio de Vietoris se compor-
ta bien en espacios normales. Concretamente, de [32, Teorema 5.3] y [32,
Teorema 5.10] se siguen las siguientes afirmaciones.
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Proposicion 3.3.2. Sea f: X — Y wuna funcion entre espacios topoldgicos.
Entonces:

(1) f es continua si y sélo si f : CLy—(X) — CLy—(Y) es continua.

(2) SiY esnormal y f es continua, entonces f : CLy+(X) — CLy+(Y) es
continua.

(3) SiY es normal y f es continua, entonces f : CLy(X) — CLy(Y) es
continua.

(4) SiY es Hausdorff y [ es continua, entonces IE Ky(X) = Ky(Y) es
continua.

En consecuencia, en espacios metrizables la funcién inducida es continua en el
hiperespacio de conjuntos compactos equipado con la topologia de Hausdorff.

Corolario 3.3.3. Si f : X — Y es una funcion continua entre espacios
métricos, entonces f: Ky(X) — Ku(Y) es continua.

Demostracion. Se sigue de que Ky (X) = Ky (X), por la Proposicién [3.2.10
y de la continuidad de la funcién inducida en el espacio de Vietoris por la
Proposicién |3.3.2 O

Con respecto a la topologia de Fell y la funcién inducida, podemos probar
un resultado andlogo al de los incisos (2) y (3) de la Proposicién como
mostraremos a continuacién. Recordemos ademés que una funcién f : X — Y
entre espacios topologicos es llamada propia si para cada compacto K C Y
se tiene que f~!(K) es un subconjunto compacto de X.

Proposicién 3.3.4. Sea Y un espacio Hausdorff localmente compacto. Si
f: X =Y es continua y propia, entonces f : CLp+(X) — CLp+(Y) es
continua. En consecuencia, f : CLp(X) — CLp(Y) es continua.

Demostracién. Sea K C Y compactoy A € CL(X) tal que f(A) € (Y \ K)™,
lo cual es equivalente a que K C Y\ f(A). Como Y es localmente compacto
y Hausdorff, existe un conjunto abierto W C Y tal que W es compacto y

KCWCWCY\ f(A)

o bien,

fLAACY\WCY\WCY\K.
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Por lo tanto, (X \ f~5(W)) es una vecindad abierta de A en CLp+(X), y
ademds, para todo B € (X \ f~1(W)) se tiene que f(B) CY \ W. Como W
es abierto, se sigue que

f(B)=f(B)SY\WCY\K.

Esto prueba que f : CLp+(X) — CLp+(Y) es continua. Por lo tanto, por
la Proposicion m (1) y recordando que la topologia de Fell 77 se obtieBe

como la topologia supremo de las topologias 7y- y 7p+, obtenemos que f :
CLp(X) — CLp(Y) es continua. O

En [42], los autores consideraron el caso f : X — X, en donde X es un
espacio Hausdorff, localmente compacto y segundo numerable, y probaron
que f : CLp(X) — CLp(X) resulta continua si f es perfecta (es decir, si
f es cerrada y cada fibra f~1(y) es compacta). Aunque en algunas partes la
prueba es similar, aqui presentamos una demostraciéon en un caso mas gene-
ral, sin pedir que los espacios X y Y sean localmente compactos o segundo
numerables.

Teorema 3.3.5. Sea f: X — Y una funcion continua entre espacios Haus-

dorff.

(1) Si f es perfecta, entonces f i CLp+(X) = CLp+(Y) es continua. En
particular, f : CLp(X) — CLp(Y) es continua.

(2) Si f es cerrada, no es constante y f : CLp(X) — CLp(Y) es continua,
entonces f es perfecta.

(3) Si f es cerrada, entonces f : CLp(X) — CLp(Y) es continua si y sélo
si [ es perfecta o constante.

Demostracion. (1) Como f es perfecta, f es cerrada, y en consecuencia la
funcién inducida estd dada por f(A) = f(A) para todo A € CL(X). Si
K CY es compacto, tenemos que
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Y\ K)={A€CL(X): f(A) €Y\ K}
={AeCL(X):AC fY(Y\K)}
—{AcCL(X):AC X\ fYK)}
= (X \ fTH(K)™.

Como f es perfecta, entonces f es propia ([20, Teorema 3.7.2]). y por lo
tanto (X \ f~1(K))* = f~1 (Y \ K) es abierto en el espacio CLp+(X). Asi,
obtenemos que f: CLp+(X) — CLp+(Y) es continua. Por la Proposicién
3.3.2 (1), la funcién inducida f : CLp(X) — CLy(Y) también es continua.

(2) Sea y € f(X). Como X es Hausdorff, el conjunto (Y \ {y})" es abierto.
Por la continuidad de f, el conjunto

O:= [ (Y \{yh)") ={A€ CL(X): AC X\ {f ()}

es abierto en CLp+(X). Como f no es constante, existe z € X tal que
f(x) # y. Esto implica que {x} € O, por lo cual existen K C X compacto y
Vi,..., Vo, C X abiertos tales que

{eY el = (X \K)* <ﬂv> CO.

Por otro lado, para cada z € f~!(y) el conjunto {z, 2z} pertenece a CL(X),
pero {z,z} ¢ O. En particular, {z,2} ¢ U. Como z € X \ Ky z € V]
para cada i € {1,...,n}, entonces z ¢ X \ K y por lo tanto z € K. Esto
implica que f~!(y) es un subconjunto cerrado contenido en K, luego f~*(y)
es compacto.

(3) Esto es una consecuencia directa de (1) y (2). O

Ahora consideraremos la funcién inducida en el hiperespacio de conjuntos
acotados y cerrados (equipado con la topologia de Hausdorff). Un problema
con esto es que no siempre se puede asegurar que la funciéon inducida esté
bien definida, esto es, que la imagen de un conjunto acotado puede no ser
acotada incluso si la funcién es uniformemente continua (por ejemplo, la
funcién identidad I : R — R, en donde el dominio estda equipado con la
métrica discreta y el contradominio con la métrica euclidiana).
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Por lo anterior, recordemos que una funcién entre espacios métricos f : X —
Y es llamada acotada si para todo subconjunto A C X acotado se tiene
que f(A) es acotado en Y. Recordemos ademds que f es uniformemente
continua en acotados si para todo subconjunto A C X acotado, se tiene
que f es uniformemente continua en A.

Proposicién 3.3.6. Sea f : X — Y wuna funcion entre espacios métricos
acotada y uniformemente continua en acotados. Entonces las siguiente fun-
ciones inducidas son continuas.

(1) f:BCy-(X) = BCy-(V),
(2) f:BCy+(X) — BCy+(Y),
(3) f:BCy(X) = BCy(Y).

Demostracion. (1) Sean A € BC(X) y € > 0. Como f es uniformemente
continua en el conjunto acotado N;(A), existe §o > 0 tal que para todo
a,b € Ni(A) con d(a,b) < 0y se tiene que d(f(a), f(b)) < €. Definamos
0 = min{dy,1} y sea B € BC(X) tal que dy-(A,B) < 6. Sea a € A,
entonces existe b € B tal que d(a,b) < §. Por la eleccién de 4§, se tiene que
b € Ni(A) y d(a,b) < dy, por lo que d(f(a), f(b)) < €. Esto prueba que
d(f(a), f(B)) <e. Como a € A fue escogido arbitrariamente, tenemos que

du-(f(A), f(B)) = du-(f(A), f(B)) = supd(f(a), f(B)) <,

a€A

lo cual prueba la continuidad de fen A.

(2) Sean A € BC(X) y € > 0. Elijamos ¢y tal que para todo a,b € N;y(A) con
d(a,b) < dy se tiene que d(f(a), f(b)) < €, y sea 0 := min{dy, 1}. Supongamos
que B € BC(X) es tal que dy+(A, B) < d. Si b € B, entonces existe a € A
tal que d(a,b) < 0. Por lo tanto se tiene que b € Nl(A) y d(a,b) < &, por lo
que d(f(a), f(b)) < e. Esto muestra que d(f(b), f(A)) < ¢, y por lo tanto

du+(f(A), f(B)) = du+(f(A), f(B)) = supd(f(b), f(A)) < e

beB

(3) Como dy = max{dy-,dy~+}, la continuidad de fse sigue por los pasos
hechos tanto en (1) como en (2). O
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En el siguiente ejemplo se muestra que la continuidad uniforme en acotados
de f es esencial en la proposicién anterior.

Ejemplo 3.3.7. Sean X = (0,1) y Y = [—1,1] equipados con la topologia
usual. Consideremos la funcion f : X — Y definida por f(z) = sen(l/x).
Afirmamos que f : BCy(X) — BCp(Y) no es continua. En efecto, sea
A :={1/(27n) : n € N}. Notemos que A € BC(X) y que f(A) = {0}. Para
cada k € N, definamos A, € BC(X) mediante

1 1
A=A .
g N {ZW(k +1) 27rk}

Entonces se tiene que dg(Ag, A) — 0, pero f(Ax) = [—1,1] para toda k € N,

por lo que f(Ay) no puede converger a f(A). Por lo tanto f no es continua.

Por otro lado, la continuidad uniforme de f : X — Y es una condicién
mas fuerte que siempre garantiza la continuidad de la funcién inducida f :
CLy(X) — CLg(Y). Esto fue demostrado en [26], Teorema 3.

Proposiciéon 3.3.8. Sea f : X — Y wuna funcion entre espacios métricos.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) f es uniformemente continua.

(2) f:CLy-(X) = CLy-(Y) es uniformemente continua.
(3) f: CLp+(X) = CLy+(Y) es uniformemente continua.
(4) f:CLy(X) — CLy(Y) es uniformemente continua.

Estamos interesados ahora en encontrar condiciones para las que la funcion
inducida resulte continua en el hiperespacio de cerrados con la métrica de
Attouch-Wets. A diferencia del hiperespacio de Hausdorff, la funcién induci-
da de una funcién continua en el hiperespacio de Attouch-Wets no necesa-
riamente es continua ain cuando la funcién f tenga propiedades mas fuertes
incluso que la continuidad uniforme, tal como vimos en el Ejemplo [3.3.1]

Finalizamos esta seccion probando que una funcién continua f si induce una
funcién continua en el hiperespacio de Attouch-Wets cuando f satisface cierta
condicién. Probaremos primero el siguiente lema.

Lema 3.3.9. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean Ay, Ay, A3 C X, y sea B
una bola abierta del espacio (X, d). Entonces se tiene que:
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(1) Si Ay C Ay entonces eq(Aq, Az) < eq( Az, As).
(2) ed(Al N B, Ag) = €d(A_1 N B7 Ag)

Demostracion. (1) Como A; C Ay entonces
{d(l’,Ag) T € Al} Q {d(!L’,Ag) S AQ}

Luego, por la definicién de e, se sigue que eg( A1, Az) < eq( Az, A3).

(2) Por (1), es claro que ey4(A; N B, As) < eq(A; N B, A3), por lo que es
suficiente demostrar la otra desigualdad.

Sea x € A; N B, entonces existe (z,,) € A; tal que x, — z. Como B es
abiertoy x € B, existen e > 0y N € Ntales que zy € AiNBy d(z,zn) < €.
Entonces

d(I,A3) < d(l’,l’N) + d(l’N,Ag) <€+ €d(A1 N B,Ag).
Por lo tanto
ea(AyL N B, A3) = sup{d(z, A3) : * € A, N B} < eq(A; N B, A3).

]

Teorema 3.3.10. Sea f: X — Y una funcion entre espacios métricos uni-
formemente continua en acotados, y supongamos que f satisface la siguiente
condicion: existe ¢ > 0 tal que

c-d(xy,me) < d(f(x1), f(x2)) para cada xq1,25 € X. (3.3.1)

Entonces f : CLaw (X) = CLaw (Y) es continua.

Demostracion. Supongamos que (Ag) € CLaw (X) es una sucesién conver-
gente a A en CLaw (X). Utilizaremos el Teorema para demostrar que

(f(Ak)> converge a f(A) en CLaw (Y).

Sea o € X fijo. Para cada n € N, sean

BY := B(f(zo),c-n), y BYi=Bluo,n).
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Es claro que la familia B := {BY : n € N} es cofinal en la familia de
subconjuntos acotados de Y. Sea n € N. Para aplicar el Teorema (3.2.4
demostraremos primero que

Jim eq (F(A) N B, [(40)) = 0.
Por el Lema m (2), para cada k € N se tiene que
ea (FIA) N BY F(AW) = ea (F(A) N BY, F(AL)) = ea (F(4) N BY, F(A)

Como f satisface la desigualdad (3.3.1)), entonces
f(A)NBY C f(AnBY).

Por lo tanto, por el Lema m (1), es suficiente demostrar que
lim ey (f(ANBY), f(Ar)) = 0.
k—o0

Sea € > 0. Por hipétesis f es uniformemente continua en el conjunto acotado
BX .. Sea § > 0 tal que para todo x1, 22 € By, con d(z1,22) < § se tiene

que d(f(x1), f(xs2)) <e.

Por la convergencia de la sucesién (A;) en CLaw (X) y el Teorema [3.2.4]
sabemos que limy_ . €4 (Aﬂ Bf,Ak) = 0. Sea K € N tal que para todo
k>K,

ea(AN BX Ay) < min{s,1}.

Sean k > Ky f(z) € f(ANBY) con z € ANBX. Como d(z, Ay) < min{d, 1}
existe w € Ay tal que d(z,w) < min{d, 1}. Esto implica que z,w € B,y
d(z,w) < 9§, por lo que d(f(z), f(w)) < e. Es decir, d(f(z), f(Ax)) < e
Concluimos que

ea(f(AN By, [(Ax)) = sup{d(f(x), f(Ay)) :x € AN B} <,
como se deseaba demostrar.

Anélogamente se demuestra que

1w eq (7(4) 0 B, J(4)) = 0.

Como n € N fue escogido arbitrariamente, concluimos que (f(Ak)> converge

a f(A). O
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3.4. Acciones continuas en hiperespacios

Sea X un G-espacio. Entonces la accién continua de G en X induce una
accién algebraica en CL(X), dada por

(9, A) — gA.

Llamaremos a esta accion la accién inducida. Estamos interesados en saber
bajo qué condiciones la accién inducida de un G-espacio resulta continua,
cuando CL(X) tiene las distintas topologias introducidas anteriormente.

Como hemos mencionado con anterioridad, en [4] se estudié bajo qué con-
diciones suficientes Hom X resulta un grupo topolégico con la topologia
cerrado-abierta (ver Proposicién [1.2.9). Por otro lado, si Hom X no es un
grupo topolédgico entonces no necesariamente la accion de Hom X es continua
en CL(X) (con la topologia de Fell o Vietoris). Este problema fue amplia-
mente estudiado en [I8]. En particular, en [I8, Teorema 4.1], se prueba que
para un espacio localmente compacto X, se tiene que Hom X equipado con
la topologia compacto-abierta es un grupo topoldgico si y sélo si la funcion
evaluaciéon Hom X x CLp(X) — CLp(X) es continua. Siguiendo argumentos
similares, podemos probar algunas generalizaciones para un grupo topoldgico
G que es subgrupo algebraico de Hom X, y X un G-espacio.

El siguiente resultado muestra que la accién inducida de un G-espacio X
siempre es continua en CLy - (X). La técnica usada en este resultado es similar
a la usada en [I8] Teorema 4.1-5].

Proposiciéon 3.4.1. Sea X un G-espacio. Entonces CLy-(X) es un G-
espacio con la accion inducida.

Demostracion. Sean (g, A) € G x CL(X) y V C X abierto, y supongamos
que gA € V7. Sea a € A tal que ga € V. Como la acciéon de G en X es
continua, existen abiertos U C Gy W C X tales que g € U, a € W,y
hy € V para todo h € U y y € W. Claramente U x W~ es una vecindad de
(9,A) en G x CLy-(X). Sea (h,B) € U x W~ luego existe b € B tal que
b e W,y por lo tanto hb € V. Esto muestra que hB € V™, lo cual prueba
que la accion inducida es continua. O

El siguiente resultado es bien conocido en la teoria de G-espacios.
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Lema 3.4.2. Sean G un grupo topolégico y X un G-espacio. Entonces 7., C
TG, en donde T., es la topologia compacto-abierta en G.

Demostracion. Sea [K, U] un abierto basico en la topologia compacto-abierta
de G. Probaremos que [K, G| € 75. Sea g € [K, U], es decir, gK C U. Para
cada k € K, sean U, € 7¢ v Vj, C X abiertos tales que g € Uy, k € Vi, y

U, V), .= {hthUk,yEVk} cU.

Como K es compacto, existen ki, ..., k, € K tales que K C |J_, V4,. Sea
Uy := ﬂ?zl Uk,, entonces Uj es una vecindad abierta de g en 74. Asi, para
cada h € Uy y cada k € K existe i € {1,...,n} tal que k € V,. Por lo
tanto hk € Uy, Vi, C U. Esto muestra que g € Uy C [K, U], como se deseaba
probar. O

Lema 3.4.3. Sea X un G-espacio. Entonces:
(1) [A, B] C G es abierto si y sdlo si [X \ B, X \ A] es abierto en G.

(2) Si K es compacto y U es abierto en X, entonces [X \ U, X \ K] es
abierto en G.

Demostracion. (1) Sea g € G. Notemos que se tienen las siguientes equiva-
lencias:

gACB&® ACg 'Be g (X\B)=X\g'BCX\A,

Por lo tanto, g € [A, B] siy sélosi g7! € [X \ B, X \ A]. Esto muestra que
[X \ B, X \ 4] es la imagen del conjunto [A, B] bajo la funcién inversién
g+ g ', la cual es un homeomorfismo de G. Por lo tanto [X \ B, X \ A] es
abierto si y sélo si [A, B] lo es.

(2) Por el Lema [3.4.2] tenemos que [K,U]| € 7, C 7¢. Luego, por el inciso
(1) obtenemos que [X \ U, X \ K| es también un elemento de 7¢. O

Ahora demostraremos que existen condiciones suficientes para que un G-
espacio induzca una accién continua en CLg(X).

Teorema 3.4.4. Sea X un G-espacio Hausdorff localmente compacto. En-
tonces la accion inducida de G en CLp+(X) es continua, y por lo tanto la
accion inducida en CLp(X) también lo es.
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Demostracion. Sea K C X compacto, y sea (g,A) € G x CL(X) tal que
gA € (X \ K)*. Esto implica que gA C X \ K, y por lo tanto g 7' K C X\ A.
Como X es localmente compacto y Hausdorff, existe V' C X abierto tal que
V es compacto y

g'KCVCVCX\A,
de donde se sigue que
gAC g(X\V) Cg(X\V)C X\ K.
Consideremos -
O:=[X\V,X\K]x (X\V)".
Por el Lema O es un abierto en G x CLg+(X) que contiene a (g, A).
Sea ahora (h, B) € O, entonces se tiene que

hBCh(X\V)Ch(X\V)C X\K.

Esto prueba que hB € (X \ K)*, y por lo tanto la accién inducida de G en
CLp+(X) es continua.

Finalmente, como ya sabiamos que la accién inducida de G en CLy-(X)
es continua (por la Proposicién 3.4.1)), se tiene que también es continua en
CLp(X). O

El siguiente ejemplo muestra que la compacidad local es esencial en el teorema
anterior.

Ejemplo 3.4.5. Sea G = Q* := Q\ {0}, el grupo multiplicativo del campo Q,
y sea X = Q. Fquipemos a X y a G con sus respectivas topologias usuales. Es
claro que X es un G-espacio, en donde la accion es la multiplicacion usual.
Demostraremos que la accion inducida en CLp+(X) no es continua.

Demostracion. Consideremos el siguiente subconjunto compacto de X,
1
K::{l}U{l—f——:nEN}.
n

Sea A un subconjunto cerrado no vacio de X tal que A C X \ K, es decir,
1-Ae€ (X \K)*. Afirmamos que la accién inducida de G en CLp+(X) no es
continua en el punto (1, A).
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Sea € > 0, y sea F' un subconjunto compacto de X tal que A € (X \ F)*. Sea
d > 0tal que 1—e < 1/(1+6). Mostraremos que (X \ K)™ no puede contener
a la imagen bajo la accién de G del conjunto (1 —€,1+¢) x (X \ F)".

Como F' es compacto en QQ, entonces F' no puede contener al conjunto (1, 1+
d) N Q. Por lo tanto, existe v € (1,1 +0) N Q tal que v € X \ F. Sean € N
tal que 1/n < ¢/2 y sea r := v~ (1 4+ 1/n). Entonces r € (1 —e,1+¢€) y
{v} € (X \ F)*, lo que implica que (r,{v}) € (1 —€,14+¢€) x (X \ F)". Pero
rv=1+1/n € K. Esto prueba que la accién inducida no es continua. O

Ahora enunciamos el resultado correspondiente para el caso de los hiperes-
pacios de Vietoris.

Proposicion 3.4.6. Sea G un grupo topologico y X un G-espacio. Entonces
se cumple lo siguiente:

(1) Sila accion inducida de G en CLy+(X) es continua, entonces 1., C 7,
en donde 1., denota a la topologia cerrado-abierta de G.

(2) SiTea C 7¢ y X es un espacio normal, entonces CLy+(X) es un G-
espacio. En consecuencia, CLy (X)) también es un G-espacio.

Demostracion. (1) Sea [C,U] un abierto béasico de la topologia cerrado-
abierta en G, y sea g € [C, U], esto es, g(C') € UT. Como la accién inducida
de G en CLy+(X) es continua, existen abiertos W € 7¢ y V C X tales que
geW,C eVt yWVT CUT. Luego, para cada h € Wy xz € C CV se
tiene que hx € U, es decir W C [C, U]. Esto prueba que [C, U] € 7.

(2) Consideremos un abierto W C X y sea (g,A4) € G x CL(X) tal que
gA € W, Esto tltimo equivale a que

gHXA\W) S X\ A

Como ¢g~! es un homeomorfismo, el conjunto g='(X \ W) es cerrado en X, y
como X es un espacio normal existe U C X abierto tal que

g X\W)CUCUCX\A

Como por hip6tesis tenemos que 7., C 7g, el conjunto O = [X \ U, W] es
una vecindad abierta de g en 7. Por otro lado, el conjunto (X \ U)* es una
vecindad abierta de A en CLy+(X). Finalmente, observemos que hB € W+
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para cada h € Oy B € (X \ U)". Esto prueba la continuidad de la accién
inducida. [

Como la distancia de Hausdorff no se comporta bien en CL(X) (especial-
mente cuando X no es acotado), no es de extranar que la accién inducida
de G no sea continua (considérese, por ejemplo, la accién inducida del grupo
ortogonal O(n) en CLg(R"™)), salvo, quizd, si cada g € G es uniformemente
continua (como en el caso de la funcién inducida en la Proposicion [3.3.8).
Una condicién més débil puede ser dada en el subespacio BCy (X), por lo que
en este caso también pediremos que cada g € G, como funciéon g : X — X,
sea acotada y asi la acciéon inducida esté bien definida.

Sin embargo, en general la accién inducida en BCy(X) puede no resultar
continua incluso cuando el grupo G es compacto y X es un G-espacio de
Banach ([28, Ejemplo 3.1]).

En la siguiente proposicién mostraremos que existen condiciones suficientes
para que la accién inducida sea continua en BCpy(X), donde X es un G-
espacio métrico. Una de estas condiciones es que 74 contenga a la topologia
de la convergencia uniforme en acotados (ver Definicion [1.2.8)).

Proposicion 3.4.7. Sea G un grupo topologico y X un G-espacio métrico.
Supongamos que los homeomorfismos de X inducidos por cada g € G son aco-
tados y uniformemente continuos en acotados. Si Tq contiene a la topologia
de la convergencia uniforme en acotados, entonces las acciones inducidas de
G en los hiperespacios BCy-(X),BCy+(X) y BCy(X) son continuas.

Demostracion. Demostraremos que la accién inducida de G en BCy-(X) es
continua. Sean (g, A) € G x BC(X) y € > 0. Como ¢ es uniformemente
continua en el conjunto acotado N»(A), existe 6 > 0 tal que si a,a’ €
Neja(A) y d(a,a’) < & entonces d(ga, ga’) < €/2. Sea € := min{e/2,6} y sea

W = (Ne2(A), g,€/2) x By-(A,€).

Claramente, W es una vecindad abierta de (g, A) en el espacio producto
G x BCy-(X). Sean (h,B) € Wy a € A. Como dy-(A,B) < €, existe
b € B tal que d(a,b) < €, por lo que b € N./2(A) y d(a,b) < 6. Por lo tanto
d(ga, gb) < €/2. Mas atin, como b € N,/5(A), por la definicién de W tenemos
que d(gb, hb) < €/2. Asi,

d(ga, hb) < d(ga, gb) + d(gb, hb) < €/2 +¢€/2 = ¢.
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Esto prueba que
dH_ (QA, hB) = sup d(gav hB) < €,

acA

y por lo tanto la accién inducida de G es continua en BCpy-(X).

De manera similar se prueba que la accién inducida de G en BCpy+(X) es
continua, y por ambos casos se sigue que dicha accién es continua en BCy (X).

[

Finalmente, en el caso en que cada g € G es uniformemente continua, eso nos
da una condicién suficientemente fuerte para garantizar la continuidad de la
accién inducida incluso en el hiperespacio de cerrados CLy(X), siempre y
cuando 7 contenga a la topologia de la convergencia uniforme. La prueba de
este resultado la omitimos por ser anédloga al caso a la del caso de BCy(X).

Proposicion 3.4.8. Sea G un grupo topolégico X un G-espacio métrico.
Supongamos que los homeomorfismos de X inducidos por cada g € G son
uniformemente continuos. Entonces si 7 contiene a la topologia de la con-
vergencia uniforme, se tiene que las acciones inducidas de G en los hiperes-
pacios CLy-(X), CLy+(X) y CLg(X) son continuas.

3.5. Otros resultados y trabajo a futuro

Sea X un espacio normado. Consideremos Y C X no vacio y definamos

CC(Y) :=K(Y) N Conv(Y).

Equiparemos a CC(Y') con la métrica de Hausdorff y lo denotaremos con
CCg(Y). También consideraremos al subespacio

CB(Y) :={A € CC(Y) : int(A) # 0},

en donde int(A) denota el interior de A. Consideremos también al cubo de
Hilbert @ := [0, 1]N

No es dificil ver que el hiperespacio CCy(R) es homeomorfo a un semiplano
cerrado, y el hiperespacio CBy(R) es homeomorfo a R2. Por otro lado, en
[33] se demostré que para n > 2 se tiene que CC(K') es homeomorfo al cubo
de Hilbert @, para cada K € CC(R"™) de dimensién mayor o igual a 2, y
CCx(R™) es homeomorfo a @ \ {0} (el cubo de Hilbert perforado).
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En los articulos [6] y [7], S. Antonyan calcul6 la estructura del subespacio
B(n) (n > 2) de CBy(R™) cuyos elementos son simétricos respecto al origen.
Usando la accién del grupo general lineal GL(n) en B(n) probé que este
ultimo es homeomorfo a R? x @), donde p =n(n+1)/2.

En [5], S. Antonyan y N. Jonard calcularon la estructura del hiperespa-

cio CBg(R"), demostrando que CBy(R™) es homeomorfo al producto @ x
Rn(n+3)/2.

En [37], K. Sakai y Z. Yang calcularon la estructura de Convp(R™), demos-
trando que

Convp(R) 2R x [0,1], y Convp(R") = R" x @, para cada n > 1.

En dicho articulo, ademéas, K. Sakai y Z. Yang consideraron la siguiente
funcién: Si R™ tiene su norma usual, para cada A € Conv(R"™) existe un
tnico punto p(A) € A tal que p(A) es el punto mas cercano de A al origen
0. La existencia y unicidad de este punto se debe a que R™ es un espacio de
Banach reflexivo y estrictamente convexo ([21]). Es decir, p(A) es el punto
en donde se alcanza el minimo de la funcién norma ||-|| en el conjunto A. En
[37, Lema 2], se afirma que la funcién

p: Convp(R") — R"

es continua, sin embargo la prueba de esta afirmacién contiene un error,
y de hecho sélo se demuestra que la funciéon Convg(R") — R"™ dada por
A |[p(A)| es continua.

A continuacion daremos una demostracién de que la funcién p definida arriba
es continua.

Proposicién 3.5.1. La funcion p : Convp(R") — R™ es continua.

Demostracion. Sean A € Conv(R") y € > 0. Si p(A) = 0, entonces cla-
ramente B(0,€)” es una vecindad abierta de A en Convp(R"™) tal que si
B € Conv(R") entonces

Ip(A) = p(B)Il = llp(B)|| < e

Supongamos que p(A) # 0. Sea § > 0 tal que § < ||[p(A)]| y
4]p(A)]| 6 + 0° < €.
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Usando la continuidad de la funcién A +— ||P(A)]|, existe un abierto O C
Convp(R™) que contiene a A tal que para todo B € O se tiene que

IP(B)|| < (1PCA) = o, [[P(A)][ + ).

Definamos la funcional lineal f : R” — R dada por

1@ = (= pcay) <®

y consideremos el hiperplano

H:={xeR": f(x) = [P(A)}.

Es inmediato ver que H es un hiperplano soporte de la bola cerrada BJ0, || P(A)|/]
en el punto P(A), es decir

B0, [[P(A)] € {x e R": f(x) < [|P(A)]}-

Por otro lado, como A y la bola abierta B(0, || P(A)||) son convexos disjuntos,
por el Teorema de Separacion de Convexos ([12]), existen una funcional lineal
continua g : R" — R y a € R tales que

B0, [|[P(A)]) C{z € R": g(z) <a}, y AC{zeR":g(z)=a}.

Necesariamente g(P(A)) = a. Por lo tanto, el conjunto
H ={z eR":g(x) =a}

es un hiperplano soporte de B[0, ||P(A)||] en el punto P(A). Por la unicidad
del hiperplano soporte en cada punto de la frontera de cada bola cerrada en
R™ ([12]), concluimos que H = H'. En particular

AC (e e R ) 2 1PN = {r e R (o oy > P |

Sea W := {x eR": <x, %> > ||P(A)| — 5} y consideremos el compacto

K= {z e R": ||e] € [| P(A)] - &, | P(A)] + 8]} 0 &\ W).
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Por lo tanto A € ON(R™\ K)*, y para todo B € ON(R™\ K)* se tiene que

|P(B) — P(A)||* = (P(B) — P(A), P(B) — P(A))
= IP(B)|I” + [|1P(A)|* = 2 (P(B), P(A))
< (I1P(A)] +0)* + | P(A)|I* = 2| P(A)|* = & [|1P(A)])
< A4S ||P(A)|| + 6% < €.

Esto demuestra la continuidad de p en A. O]

Finalmente, consideremos las siguientes familias.
Conv’(R™) = {A € Conv(R") : 0 € A}.

Conv?(R™) = {A € Conv(R") : 0 € int(A)}.
Conv™®(R™) = {4 € Conv’(R") : A es no-acotado}.

Por los resultados vistos en espacios seminormados asimétricos, cada elemen-
to A € Conv”(R") corresponde a la bola unitaria cerrada de una seminorma
asimétrica de R™ (por ser A convexo y absorbente). A su vez, podemos con-
siderar a la familia CC%(R") formada por todos los elementos compactos de
Conv”(R™). Cada elemento de CC®(R™) determina una norma asimétrica
T) de R", mientras que la familia Conv™’(R") = Conv"(R") \ CC"(R")
determina todas las seminormas asimétricas de R"™ que no son 7}.

Estamos interesados en saber qué estructura topoldgica tienen cuando equi-
pamos estas familias con la topologia de Fell.

Por un lado, como no es dificil probar que la funcién ¢ : Conv%(R") x [0, 1] —
Conv%.(R™) dada por

A+ B[0,t/(1—1t)] sit<1
R™ sit=1

¢(A’t) = {

es continua, entonces Conv(R™) es contraible.

En [37, Proposition 1], se demostré que para cada n € N, Convi(R"™) (i.e.,
Conve(R™)U{0}) es un subespacio cerrado de CL}(R™) el cual es compacto,
y por lo tanto Convy(R™) también es compacto. Més atn, no es dificil ver
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que si (A,) es una red en Conv}(R") convergente a un A € Convi(R"),
entonces 0 € A. Esto es, () no es un punto de clausura de Conv’%(R"), y por
lo tanto Conv'%.(R™) es compacto también.

De hecho, puede demostrarse que Conv%(R") es una Q-variedad, esto es,
un espacio localmente homeomorfo a (). Consideremos

CC°(R™) = Conv’(R™) \ Conv™(R"),

es decir, CC°(R") consiste de todos los subconjuntos compactos y convexos
de R™ que contienen al origen.

Notemos primero que por [38, Teorema 3|, CCr(R") = CCy(R™). Ademés,
por la Proposicién [3.2.10] se tiene que CCy(R") = CCy(R"). En lo que
sigue, asumiremos que C'C(R") y sus subespacios tienen esta hipertopologia
en comun.

Para mostrar que Conv),(R") es una Q-variedad, consideremos
Z ={AcCC'R"):0€ dA}.

Notemos que CC°(R") \ Z = CC"(R"). De [5, Lema 3.1], se deduce que
CC"(R™) es un subconjunto abierto de CC(R"), por lo que CC(R") tam-
bién resulta abierto en CC°(R™). En consecuencia, Z es un subconjunto
cerrado de C'C°(R"). Ademds, por ser CC(R") una Q-variedad, entonces
CC(R™) es una Q-variedad también.

Por otro lado, si (X, d) es un espacio métrico, un subconjunto cerrado A C X
es llamado Z-conjunto si para cada € > 0 existe una funcién f: X — X\ A
tal que d(zx, f(x)) < € para cada = € X ([3]).

Para aplicar lo anterior, usaremos el hecho de que CLr(R™) es metrizable
y ademas la métrica de Attouch-Wets es compatible con la topologia de

CLp(R") ([13]).

Consideremos la funcién f, : CC*(R") — CC%R") \ Z dada por f.(A) =
A+ B|0, ¢/2] para cada € > 0. Por la definicién de la métrica de Attouch-Wets
basada en el punto 0 € R", se tiene que daw (f(A), A) < e. Es decir, Z es
un Z-conjunto de CCO(R").

Como Z es un Z-conjunto y CC(R")\ Z = CC"(R") es Q-variedad, enton-
ces CCY(R™) es Q-variedad ([40]).
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Notemos ahora que Convy(R") es un subconjunto cerrado de Conv%(R™).
Esto se sigue por la demostracién de [I3] Lema 3.2.2], ya que si (A4,,) fuese una
sucesién de elementos de Conv™(R™) convergente a un elemento de CC°(R")
respecto a la métrica de Attouch-Wets, entonces debe existir N € N tal que
A, es acotado para cada n > N, lo que contradice que A, € Conv™(R™).

Finalmente, observemos que Convy(R") es un Z-conjunto de Conv%(R™),
puesto que CC°(R™) = Conv”(R")\ Conv™(R™), y para cada ¢ > 0 la funcién
h. : Conv’(R™) — CC°(R™) definida por h (A) = ANB[0, /(1 —¢)] satisface
que daw(h(A),A) < € para cada A € Conv’(R"). Como CC°(R") es Q-

variedad, entonces Conv}(R") es Q-variedad.

Como Conv%(R™) es una Q-variedad, contraible y compacta entonces es ho-
meomorfo a @ por el resultado [41], Teorema 7.5.8|. Es decir, hemos probado
el siguiente resultado:

Teorema 3.5.2. El hiperespacio Convy.(R™) es homeomorfo al cubo de Hil-
bert Q).

Por otro lado, la restriccién de ¢ a Convy (R™) demuestra que Convy (R™) es
contraible. Como este espacio es cerrado en Conv(R"), es compacto también,
pero no estd todavia claro qué estructura topoldgica tiene. Por otro lado,
Conv® (R") es contraible pero no es compacto.

Sea ahora, para cada n € N,
M(n)={A € COB"): ANS"' £ 0}.

En [5], fue demostrado que M (n) es homeomorfo al cubo de Hilbert, y el
espacio orbital M(n)/O(n) es homeomorfo al compacto de Banach-Mazur
BM (n), en donde O(n) es el grupo ortogonal.

Después de toda la discusion anterior, cerramos este capitulo con un par de
preguntas que nos gustaria responder en un futuro.

Pregunta 3.5.3. ;Qué estructura topoldgica tiene Convy (R™)? ; Es homeo-
morfo al cubo de Hilbert? Asimismo, ;qué estructura tienen los espacios
Convy*(R") y CCP(R™)?

Sea M cualquiera de los tres espacios mencionados en la pregunta anterior.
En virtud del Teorema , tanto el grupo ortogonal O(n) como el gru-
po general lineal GL(n) actian continuamente en M. Luego, tiene sentido
realizar la siguiente pregunta.
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Pregunta 3.5.4. ;Qué estructura tienen los espacios orbitales M/O(n) y
M/ GL(n)? 4Es alguno de éstos homeomorfo al compacto de Banach-Mazur
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