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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Hoy en dia en el desarrollo de software existe un conjunto de normas a las
cuales se les denomina buenas prdcticas de programacion. Algunos ejemplos de
estas practicas serian: elegir si usaremos espacios o tabuladores para realizar la
indentacion, la documentacion del codigo, respetar las convenciones del lenguaje
que estamos usando y verificar que nuestro programa se comporta de la manera
deseada. En especifico, se pueden realizar pruebas unitarias.

Las pruebas unitarias nos ayudan a saber si un cédigo tiene el comporta-
miento que buscamos, pero esto s6lo nos sirve hasta cierto punto; por ejemplo,
si tenemos una funcién que recibe un par de nimeros naturales, para poder
verificar que la funcion es correctaﬂ se tendrian que probar todos los casos de
entradas, es decir, todas las combinaciones de pares de nimeros naturales que
existan, sin embargo, estas combinaciones son infinitas y se necesitaria la mis-
ma cantidad de memoria y de tiempo para poder ejecutar una prueba unitaria
exhaustiva. Teoricamente esto es posible, pero en la practica simplemente no
contamos con los recursos suficientes.

Siendo asi, escribir una prueba unitaria exhaustiva no es factible, en tal
caso jque podriamos hacer para verificar una implementacion? Escribir una
prueba unitaria que itere sobre un conjunto representativo de los datos que la
funcién puede recibir como argumentos es una opcién. Sin embargo, ;qué se
puede esperar si la prueba unitaria misma es erréonea? No hay una respuesta
clara para esto y la industria hoy en dia utiliza métodos como el expuesto
anteriormente para probar cédigo pero, ciertamente, esto no es suficiente para
decidir si el programa es correcto respecto a una especificacion.

La tdnica manera en que se puede demostrar que una funcién o programa
es correcto respecto a una especificacion es mediante una prueba matemaética
formal. El problema con este método es que es muy complejo, enredoso y a veces

1Podemos decir que una funcién es correcta si para toda entrada, la funcién regresa la
salida esperada respecto a una especificacion.
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tardado para usarse en la industria o en el dia a dia. A lo largo del tiempo se
ha buscado la manera de hacer este proceso mas amigable para el programador.
Un ejemplo de esto son los lenguajes de programaciéon funcionales, como lo
seria Haskell. Este paradigma lleva a los programas a un contexto donde la
notacién es muy parecida a lo que se usaria en las matematicas tradicionales, es
decir, funciones que van de un conjunto de datos a otro. Damos como ejemplo
la funcion que calcula el factorial de un nimero natural. Esta la escribiremos
tanto en Haskell como en la notacién que suele usarse en cursos de matematicas
tradicionales (ver figuras y. Podemos apreciar como las definiciones son casi
idénticas, ya que ambas cumplen los siguientes puntos:

= Ambas definen el tipo de sus variables, o en otras palabras, el conjunto al
que las variables pertenecen.

= Ambas definiciones establecen de que tipo de dato toman sus argumentos,
es decir, la entrada de la funcién es un nimero natural al igual que el
resultado.

= Podemos intercambiar ‘f” por ‘fac’ en cualquiera de las dos definiciones y
el significado no cambiaria.

fac :: (Integral n) =>n ->n
fac 0 = 1
facn =n * fac (n - 1)

Listado 1: Funcioén factorial, Haskell.

Sea n € Ny f(n) la funcién factorial definida como sigue:
fiNoN

f(0)=1

fn) =nx f(n—-1)

Listado 2: Funcion factorial.

La gran similitud entre estas definiciones facilita la demostracion formal de
los programas escritos en estos tipos de lenguajes, sin embargo, estas demostra-
ciones son realizadas de manera tradicional usando lapiz y papel. No obstante,
la inica manera en que estemos seguros acerca de la correcciéon de la demostra-
cion es que otra persona lea, entienda y valide la misma. Todos estos procesos
asi como la creacion y revision de la demostracion, estan hechos por humanos,
por lo tanto son susceptibles a errores.

En los dltimos anos han comenzado su desarrollando diversos programas
que nos ayudan a solucionar este tipo de problemas, como son los demostrado-
res automdticos y los asistentes de prueba. Estas herramientas son sistemas o
programas que realizan o gestionan demostraciones. Nosotros nos enfocaremos
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en el segundo uso; en particular en este trabajo usaremos el asistente interactivo
de pruebas llamado Coqﬂ Este nos guiara por la prueba, llevando un control de
los casos que nos falten por demostrar y las hipdtesis disponibles para cada caso,
todo esto sobre programas escritos en el lenguaje funcional del mismo asistente.

Sin embargo, el uso de este asistente genera otro problema: no podemos
probar cualquier programa escrito en un lenguaje funcional, primero tenemos
que traducir este programa al lenguaje de Cog para poder comenzar con las
demostraciones. Aqui tenemos tres opciones: traducir a mano, o adaptar una
implementacion al lenguaje de Coq, o utilizar una herramienta que nos ayude a
traducir. En este trabajo usaremos la segunda opcién, una herramienta llamada
hs-to-coq [Spector-Zabusky et al., 2017|, para probar formalmente la correcci()rﬁ
de una estructura de datos como lo son los arboles rojinegro.

Tomando como referencia el trabajo |[Lopez Campos, 2015, en donde se
realizaron diversas implementaciones de arboles rojinegros usando el lenguaje de
programaciéon Haskell, por ejemplo, se desarrollaron implementaciones usando
constructores inteligentes y otra implementacién mas compleja usando tipos
anidados. La principal motivacion de elegir esta estructura de datos no trivial
para este trabajo fue realizar una verificacion formal de la implementacion de
constructores inteligentes. Sin embargo, por motivos que se tocaran en secciones
posteriores, realizar una traduccion del cddigo de dicha tesis resulto no factible.
Lo cual nos obligo a tomar otro camino: tomar la implementacién de Coq de
arboles rojinegros con pequenas adecuaciones sacadas del cdédigo de la tesis antes
mencionada, entre otras cosas que se explicaran mas adelante.

1.2. Arboles rojinegros

Los &rboles rojinegros son una estructura de datos donde sus operaciones de
insercion, eliminacion y busqueda se efectiian en tiempo logaritmico, es decir, la
complejidad de estas operaciones es O(log(n)). Los arboles rojinegros son una
subclase de los arboles binarios de busqueda, en los cuales la complejidad de
dichas operaciones crece hasta O(n), como si estos fueran una lista simple o
doblemente ligada. Esta mejora se obtiene gracias a la introducciéon de colores a
los nodos del 4rbol (rojo y negro, de ahi rojinegros) y a invariantes relacionados
con estos, los cuales describiremos en la siguiente definicion.

Defincién 1.2.1. (Arboles rojinegros) Un arbol binario de busqueda es un
arbol rojinegro|Pelaez Valdés, 2018| si satisface lo siguiente:

1. Todos sus nodos son rojos o negros.
2. La raiz es negra

3. Las siguientes invariantes se tienen que cumplir:

2Como en este trabajo no se profundizara sobre el funcionamiento de la herramienta,
presentamos la pagina de referencia del mismo: https://coq.inria.fr/|

3Del inglés correctness.

4Mas adelante se definira esta clase de arboles.


https://coq.inria.fr/
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= Un nodo rojo debe tener hijos negros.

= Todos los caminos de la raiz a las hojas deben tener la misma cantidad
de nodos negros.

= Todas las hojas del arbol son vacias y de color negro.
Decimos que un arbol es negro o rojo si la raiz es de ese color. Tambien podemos

decir que la altura negra de un nodo es el niimero de nodos negros que aparecen
en el camino de ese nodo a la raiz.

Figura 1.1: Arbol rojinegro

En la figura podemos ver un ejemplo de un arbol rojinegro que respeta
la definicién que acabamos de presentar: las etiquetas de los nodos representan
la informaciéon que se puede almacenar en ellos, siendo en este caso nimeros
naturales, las etiquetas x en las hojas representan los nodos vacios y estos son
negros, y los subindices que aparecen en los nodos negros representan la altura
negra del subarbol. Con este ejemplo se ilustra como la cantidad de nodos negros
de la raiz a cualquier hoja es siempre la misma.

Nos interesa estudiar este tipo no trivial de drboles binarios de bisqueda para
poder demostrar la correccion de la implementacion funcional en |Lopez Cam-
pos, 2015 usando el asistente de pruebas Cogq. De esta manera mostraremos las
ventajas y desventajas del proceso de verificacion de una estructura de datos,
el cual comienza escribiendo de cero una estructura o traduciendo la misma del
lenguaje Haskell a Coq, y de igual manera las demostraciones que se realizaran
con el asistente de pruebas. En este trabajo se nos enfocaremos en codigo ya
traducido.

1.3. Pruebas unitarias

Las pruebas unitarias |Osherove, 2014| son bloques de codigo, funciones o
métodos, que invocan a otros bloques para poder verificar ciertas suposiciones
sobre el programa a probar. Estas pruebas en principio deben de ser faciles de
escribir, entender, extender, deben ejecutarse en poco tiempo y sobre todo ser
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fidedignas. De nada nos servirian pruebas unitarias que estén mal escritas o que
estas mismas sean demasiado complejas y puedan contener errores.

Este tipo de pruebas son usadas para verificar que cada componente de un
programa funcione de la manera esperada. En el caso de los arboles rojinegros
este tipo de pruebas nos ayudan a verificar los invariables de un determinado
arbol. La figura[3]es una prueba unitaria escrita en el lenguaje de programacion
Java, la cual verifica la altura negra de un arbol rojinegro .

/* Valida que los caminos del vértice a sus hojas tengan todos
el mismo nimero de vértices negros. */
private static <T extends Comparable<T>> int
validaCaminos (ArbolRojinegro<T> arbol,
VerticeArbolBinario<T> v) {
int ni = -1, nd = -1;
if (v.hayIzquierdo()) {
VerticeArbolBinario<T> i = v.izquierdo();
ni = validaCaminos(arbol, i);
} else {
ni=1;
}
if (v.hayDerecho()) {
VerticeArbolBinario<T> d = v.derecho();
nd = validaCaminos(arbol, d);
} else {
nd = 1;
}
Assert.assertTrue(ni == nd);
switch (arbol.getColor(v)) {
case NEGRO:
return 1 + ni;
case R0OJO:
return ni;
default:
Assert.fail();
¥
// Inalcanzable.
return -1;

Listado 3: Prueba unitaria escrita en Java|Pelaez, 2019).

Sin embargo, como se menciono en la motivacién, el hecho de que las pruebas
unitarias puedan verificar las invariantes de un arbol dado no nos asegura que
todos los arboles creados por nuestras operaciones de insercién y eliminacion las
respeten. La tnica manera de que esta prueba podria verificar esto seria reali-
zando todas las combinaciones de operaciones y entradas posibles y aplicar la
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prueba a todos los resultados de estas entradas. Esto es una prueba exhaustiva
y en este casdﬂ las posibilidades son infinitas, es decir, no existe modo de rea-
lizar todas estas pruebas en un tiempo razonable. Méas atin, no existe memoria
suficiente para almacenar los infinitos valores que se necesitarian para realizar
dichas pruebas.

Finalmente, como las pruebas unitarias no nos permiten cubrir todos los
casos necesarios para poder probar en su totalidad un programa, es que se
requiere utilizar algtn otro tipo de herramienta para realizar una verificacion,
en este trabajo usaremos Cog.

1.4. Traducciéon de Haskell a Coq

El enfoque que hemos decidido darle a este trabajo consiste en considerar una
implementacion de la estructura descrita en la seccion [1.1] y solamente realizar
la verificacién formal de la misma. Para este trabajo decidimos usar Cog. Este
asistente nos guia a través de la prueba recordando cuales son las metasEI que
debemos demostrar y también nos ofrece tdcticas para poder resolver dichas
metas. Sin embargo, ésta también nos presenta nuevos desafios.

Al comenzar a utilizar el asistente nos encontramos con la problemética de
decidir si vamos a escribir el programa directamente en el lenguaje de Coq o si
lo que buscamos es traducir un programa ya existente al lenguaje del asistente
de pruebas. Lo que se busca es poder verificar un programa antes escrito, es
decir, para el caso de los arboles rojinegros queremos traducir este codigo de
Haskell a Cog.

En el articulo ‘Total Haskell is Reasonable Coq’ [Spector-Zabusky et al.,
2017] se describen las principales ventajas y desventajas de traducir de Haskell
a Cogq, los cuales expondremos a continuacion.

1.4.1. Ventajas

= Haskell es un excelente lenguaje para escribir programas funcionales puros.
= La gran comunidad de programadores que usan y mantienen Haskell.

= El compilador GHC de Haskell, el cual es muy usado e incluso a nivel
industrial.

= El ambiente de Cog es “amigable” para desarrollar demostraciones forma-
les.

= (Cog permite razonar acerca de programas funcionales totales.

5De hecho en la mayoria.

6Una meta consiste de dos cosas: la conclusiéon y un contexto. El segundo contiene las hipo-
tesis, definiciones y variables que podemos usar para demostrar la conclusion.|[The Coq Team
and contributors, 2011c|.
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1.4.2. Desventajas

= Haskell utiliza el razonamiento ecuacional, por lo que en general no se usa
un lenguaje formal para realizar las demostraciones.

= Los programadores de Haskell razonan acerca de su cédigo informalmente,
si se llegan a realizar pruebas de éste, generalmente esta hecho a mano “en
papel”, lo cual es tedioso y susceptible a errores.

= (Cog no tiene la extensa biblioteca de funciones ni la misma cantidad de
programadores que lo usen y mantengan como lo tiene Haskell.

= El hecho de que los programadores de Haskell s6lo razonen acerca de
su codigo informalmente puede que resulte en que se generen funciones
parciales, es decir, que no se cubran todas la combinaciones de pardmetros
posibles para una funcién.

= La traduccién de Haskell a Coq sélo es posible si todas las funciones a
traducir son totales.

El articulo propone el uso de una herramienta llamada hs-to-cog, la cual ac-
tualmente se encuentra en etapa de desarrollo y esta siendo usada para traducir
codigo de Haskell a Cog. Por las razones expuestas al comienzo de esta secciéon
es que decidimos usar esta herramienta de traduccion y enfocarnos tinicamente
en la verificacion de los arboles rojinegros.

1.5. Sobre este trabajo

El contenido y demostraciones que se describen en este trabajo se encuentran
almacenados en: https://github.com/DavidFHCh/Tesis-FTW. Aqui presenta-
mos definiciones, lemas y clases sin incluir las demostraciones en Coq, en otras
palabras, los scripts de prueba. En su lugar se describen de manera informal las
demostraciones para poder entender en alto nivel la estructura de la verificacion
formal realizada.

La herramienta hs-to-coq fue utilizada para obtener las traducciones de las
bibliotecas de Haskell; estas fueron usadas para poder verificar la implementa-
cion, comenzando con el trabajo de [Lopez Campos, 2015 y adecuandolo a la
implementacion de [The Coq Team and contributors, 2011b| que se usé en el
trabajo.

En los siguientes capitulos se describe el procedimiento usado para la veri-
ficacion de la estructura de datos, la cual esta enfocada a las invariantes de los
cuatro puntos de la definicion dejando de lado la verificacion de ser un
arbol de busquedd}

"El lector interesado puede revisar |Appel, 2018].


https://github.com/DavidFHCh/Tesis-FTW
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Capitulo 2

Implementacion en Cogq

2.1. Traduccién de implementaciones

Se tomaron un par de implementaciones funcionales de &rboles rojinegros
para verificarlas. La primera contiene las implementaciones de |Lopez Campos,
2015| en Haskell que fueron utilizadas como entrada para la herramienta hs-to-
coq, es decir, una traducciéon directaﬂ La segunda implementacion y la que se
uso para este trabajo, fue obtener de [The Coq Team and contributors, 2011b)|
la implementacion de los arboles rojinegros que se usan en la biblioteca estandar
de Cog, los cuales son una version de los arboles rojinegros de |Okasaki, 1998|.
En el segundo caso, se usaron las bibliotecas traducidas de Haskell a Cogq, las
cuales contienen los tipos y operaciones sobre ellos de Haskell. Esta traduccion se
obtuvo con la ayuda del traductor hs-to-coq y sustituyen a los tipos y operaciones
de Coq. A continuacién profundizaremos de estos dos casos.

2.1.1. Traduccion directa de implementaciones de Haskell
a Coq

De la tesis |[Lopez Campos, 2015| se obtuvieron diversas implementaciones
de arboles rojinegros. Debido a que la operacion de borrado es compleja (eli-
minacion de un nodo interno) ya que se deben cumplir las invariantes del arbol
resultante, dicha operacion es significativamente mas compleja que su contra-
parte, es decir, la operacion de insercion. Las diferentes implementaciones de la
tesis|Lopez Campos, 2015], las cuales buscan una solucién mas eficiente, son: la
implementacion de Okasaki (siendo esta la mas simple) los constructores inteli-
gentes (implementacion anterior con optimizaciones) y los tipos anidados (una
implementacion totalmente diferente a las anteriores y mas elegante).

Por la compleja naturaleza de estas implementaciones, el intento de realizar
la traduccion manual del codigo de Haskell resulté ser muy problemética y
no se llevo a cabo, esto porque en las implementaciones escritas en Haskell se

1Por motivos de como se escribieron las implementaciones, la traduccion no pudo realizarse.
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tomo ventaja del hecho de que en este lenguaje se pueden declarar funciones
parciales, lo cual representa un reto al momento de intentar traducir a Cogq, ya
que este lenguaje unicamente acepta funciones totales. Se buscaron soluciones
para ‘totalizar’ estas funciones. Sin embargo, s6lo traerian problemas al intentar
realizar las demostraciones, ya que al totalizar se generarian casos inalcanzables
en la ejecucién, pero tendrian que ser demostrados para poder completar la
verificacion.

A pesar de ello, se intentd totalizar las funciones de Haskell y asi poder
usar la herramienta hs-to-coq y de esta manera facilitar la traduccién pero, por
las mismas razones antes descritas, la herramienta caia en alguna de estas dos
situaciones:

= El tiempo de ejecuciéon de la herramienta era muy alto y eventualmente
los recursos de la maquina virtual, donde esta herramienta se ejecuto, se
quedaba sin recursos (en especial memoria). Esto probablemente se deba
a la falta de totalidad en alguna funcion.

= La herramienta generaba cédigo en Cog pero con elementos de Haskell
cuyas bibliotecas todavia no habian sido traducidas del todo. Esto porque
las implementaciones en Haskell podian llegar a ser muy complejas y uti-
lizar modulos de GHC, a los cuales todavia no se les habia traducido con
la herramienta.

Por ejemplo el listado [} se presenta una funcion de una de las implementa-
ciones que propone [Lopez Campos, 2015|, arboles rojinegros con aritmética de
colores para controlar la invariante. Podemos notar que el ultimo caso de la caza
de patrones devuelve un error, esto no estaba en el codigo de Haskell original,
pero al querer realizar la traducciéon con la herramienta hs-to-coq era necesario
agregar ese caso. El problema en este caso es que error no estaba en la biblio-
teca de traducciones de hs-to-cog, por lo cual no podiamos verificar. Se penso
en usar tipos Option y regresar None en lugar de errores, pero la verificacion
habria aumentado considerablemente su complejidad.

sucBlack:: Color -> Color
sucBlack NB = R

sucBlack R =
sucBlack B = BB

sucBlack BB = error "no hay sucesor para BB"

B
B

Listado 4: Ejemplo de ‘totalizacién’ de funcioén.

Por estas razones se buscd otro acercamiento para poder verificar esta es-
tructura. Sabemos que el equipo de desarrollo de la herramienta hs-to-coq ha
traducido exitosamente una fraccién de las bibliotecas de Haskell a COQE|7 por

2El nombre de esta es GHC.Base, nos referiremos a las funciones de la biblioteca con ese
mismo prefijo.
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esta razon, se optd por el uso de la implementacion de arboles rojinegros de las
bibliotecas de Cog, |The Coq Team and contributors, 2011b|, pero usando los
tipos y operaciones obtenidos de las traducciones con la herramienta.

2.2. Definiciéon en Coq de los arboles rojinegros

La biblioteca de Cog contiene una gran variedad de funciones y estructuras
de datos, implementadas y verificadas con los tipos nativos del lenguaje de Coq.
En este trabajo tomaremos la implementacion de los arboles rojinegros de la
biblioteca antes mencionada, sustituiremos los tipos de Coq por los tipos que
la herramienta hs-to-coq obtuvo de realizar la traducciéon de las bibliotecas de
Haskell al lenguaje de Cogq.

Inductive Color : Type := R : Color | B : Color.

Inductive RB a : Type := E : RB a |
T : Color -> (RB a) -> a -> (RB a) -> RB a.

Arguments E {_}.
Arguments T {_}

Listado 5: Arboles rojinegros en Coq.

En el listado [§] definimos los colores y la forma de los arboles rojinegros,
podemos notar que un arbol esta definido de la siguiente manera:

= Se define un tipo inductivo con dos colores: Ry BP}

= Se define un segundo tipo inductivo con las dos formas de un arbol roji-
negro:

e FE. el cual es el arbol vacio.

e Un arbol T el cual contiene un Color, un arbol rojinegro, un tipo a
y otro arbol rojinegro.

El tipo a que se usa en la definicion de los arboles se refiere a un tipo
ordenado, mas especificamente que pertenezca a la definicién de tipo ordenado
de la biblioteca de Haskell[HaskellDoc, 2005]. A lo largo de este trabajo se podréa
encontrar que las funciones de insercion, eliminacién y sus respectivas funciones
auxiliares, tendran la siguiente anotacion: { GHC.Base.Ord a}. La cual indica
que la funcién solo acepta tipos que respeten dicha anotacién.

3Se refieren a los nombres en inglés del color rojo y negro, i.e. Red y Black.
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2.3. Insercién de elementos en un arbol rojinegro

La insercién de elementos a un arbol rojinegro es la operaciéon mas sencilla
de las dos que se verificaran en este trabajo. La idea principal detras de este
algoritmo es que unicamente se agreguen hojas al arbol binario y se efectiien
“giros” o funciones de balanceo para mantener las invariantes de la estructura

(ver figura y .

Figura 2.2: Arbol rojinegro después de insertar nodo 7.

2.3.1. Operaciones de balanceo

Los giros antes mencionados estan definidos en las operaciones de balanceo,
las cuales son dos: una para los subarboles izquierdos y otra para los derechos.
Estas funciones (ver figura @ se encargan de solucionar los casos en los que
inmediatamente después de agregar una hoja alguna de las invariantes sean
violadas, por ejemplo, dos nodos rojos que resultan contiguos en algtin lugar de
la estructura del arbol.

El balanceo elimina el doble nodo rojo al crear un tinico nodo rojo con dos
hijos negros (ver figuras[2.3y[2.4} obtenidas de [Lépez Campos, 2015]). De igual
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Definition 1bal {a} “{GHC.Base.Ord a} (1:RB a) (k:a) (r:RB a) :=
match 1 with

| TR(TRaxb) yc=>TR(TBaxb) y(TBckr)

| TRax (TRbyc)=TR(TBaxb)y (TBckr

| _=>TB1lkr

end.

Definition rbal {a} “{GHC.Base.Ord a} (1:RB a) (k:a) (r:RB a) :=
match r with

| TR(TRbyc)zd=>TRI((TB1kb) y(TBczd

| TRby (TRczd =>TR(TB1lkb y(TBczd

| _=TB1lkr

end.

Listado 6: Funciones de balanceo.

manera esto nos asegura que el arbol crece de forma controlada en numero de
nodos negros, es decir, mantiene la invariante de la altura negra, lo cual se debe
a que en ningin momento se estan agregando dos nodos negros contiguosﬂ Cabe
mencionar que esta es la tinica operacion en donde se agregan nodos negros, con

la, excepcion de la cual describiremos mas adelante.

A TRA
L% et

Figura 2.3: Casos antes de balanceo, lbal arriba, rbal abajo.

En puntos posteriores se explicaran los casos de uso de esta funcién, se
desarrollaré el porqué los tinicos casos a los que se les da un trato especial es a
los de nodos rojos contiguos y en el resto sblo se regresa un érbol con raiz negra

4Nodos padre e hijo negros después de balancear.



14 CAPITULO 2. IMPLEMENTACION EN COQ

a b (¢ d

Figura 2.4: Después de balanceo.

sin hacer mayor acomodo.

2.3.2. Funciéon de insercion

Esta funcion es donde se presenta por primera vez el uso de las bibliote-
cas traducidas de Haskell, podemos apreciar como los tipanI de los elementos
que se estan agregando al arbol son tipos ordenados de la biblioteca Base del
compilador de GHC y por esa misma razoén estamos usando las operaciones
(comparaciones) de esa biblioteca.

Fixpoint ins {a} “{GHC.Base.Ord a} (x:a) (s:RB a) :=
match s with
| E=>TREZxE
| Tclyr=>
if x GHC.Base.< y : bool then
match ¢ with
| R=>TR (ins x 1) y r
| B =>1lbal (ins x 1) y r
end
else
if x GHC.Base.> y : bool then
match ¢ with
| R=>TR 1y (ins x r)
| B=>rbal 1 y (ins x r)
end
else s
end.

Listado 7: Funcioén de insercion.

Analizando mas detenidamente la funcion (listado [7)) se puede observar que
las operaciones de balanceo so6lo se efectiian cuando el nodo por el que se estéa
pasando es negro, esto sucede porque los nodos de este color son los que se
toman en cuenta para decidir si un arbol cumple con el balanceo adecuado. Al
aplicar el balanceo en estos nodos, podemos garantizar que no quedarédn con

5El tipo que se usa en los arboles rojinegros es representado con la letra a.
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nodos negros extras alguno de los hijos de este nodo, es decir, que ninguno de
los caminos de la raiz a las hojas tenga mas nodos negros que los demas. Esto
se puede apreciar si recordamos lo que se mencion6 en las definiciones de las
operaciones de balanceo, tomemos (listado @) E[, tenemos dos casos:

= Sean x, y y z nodos del arbol y sea t un subarbol, x es el nodo al que se
le aplica la operaciéon de balanceo y éste es de color negro, t es el subarbol
izquierdo, y es el nodo derecho de  y z es hijo de y (es irrelevante si
es derecho o izquierdo, el resultado es el mismo.) Suponiendo que y y z
son rojosﬂ se cae en cualquiera de los dos casos de @ que no sean el
caso general. En este momento es donde se efectua el balanceo del arbol
y resulta lo siguiente: & se vuelve el hijo izquierdo de y y z se pinta de
negrd®} todas las demas estructuras del arbol permanecen igual.

En el momento en que x se convierte en hijo izquierdo de y el arbol se
desbalancea, es por esto que se pinta de negro a z, asi los dos nodos negros
son hijos de y y la invariante se conserva.

= En cualquier otro caso el arbol no sufre modificacién alguna.

Este balanceo es necesario en esta funcion ya que todos los elementos nuevos
que se agregan al arbol son hojas rojas. Esto puede traer consigo violaciones a
los invariantes, en especial al de que existan dos nodos rojos contiguos y esta
operacion ayuda a mitigar este problema.

A pesar de que las operaciones de balanceo cuidan la mayoria de invariantes
en el cuerpo del arbol, la funcion [ins| no necesariamente cumple con uno de los
invariantes, especificamente en el que la raiz del arbol es negra. Es por ello que
se introducen las definiciones de la figura

Definition makeBlack {a} ~{GHC.Base.Ord a} (t:RB a) :=
match t with

| E=>E

| T_axb=>TBaxhb

end.

Definition insert {a} “{GHC.Base.Ord a} (x:a) (s:RB a) :=
makeBlack (ins x s).

Listado 8: Definiciones para pintar la raiz de negro.

La definicién unicamente colorea un nodo de color negro y la
definicién [insert| es una envoltura de con la cual nos aseguramos de que
la raiz de los arboles siempre sea de color negro, esto se logra con ayuda de
makeBlack]

6Con la idea es analoga.
7Se viola una invariante, dos nodos rojos contiguos.
8El hijo se vuelve padre y el padre se vuelve hijo.
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Estas funciones y definiciones son suficientes para poder construir arboles
rojinegros que respeten las invariantes que planteamos en la definicién [1.2.1

2.4. Eliminacién de elementos en un arbol roji-
negro

Como se mencioné en la seccién anterior, la operacion de eliminaciéon es
significativamente mas compleja que su contraparte. Esto se debe al hecho de
que cualquier nodo puede ser eliminado en un &rbol rojinegro, mientras que en
la insercion s6lo se agrega el elemento como una hoja de color rojo, es decir, la
altura tnicamente se modifica en la inserciéon cuando se aplica el balanceo.

La accion de eliminar un nodo de cualquier parte de un arbol rojinegro pre-
senta una problematica muy grande para mantener las invariantes de los arboles
rojinegros. Esto se suscita al eliminar un nodo interno del arbol derivando en
dos subarboles que tienen que ser concatenados de alguna forma.

2.4.1. Funciéon de eliminacién

Para poder comprender la légica de las funciones que conforman a la opera-
cion de eliminacién es necesario comenzar por la funcién que retira el nodo del
arbol (ver el listado E[) La idea central de esta operacién es bastante simple:
como los arboles rojinegros son arboles de biisqueda, lo primero que hacemos es
buscar el nodo a eliminar. Si se encuentra se elimina y se concatenan los subar-
boles restantes de esta operacion (ver figuras y . A continuacion se
describen més a fondo los casos de la misma:

= Si se recibe un arbol vacio como argumento de la funcion, se regresa este
mismo pues al eliminar un elemento del arbol vacio se obtiene el vacio.
También este caso sirve para cuando un elemento no es encontrado en el
arbol, es el caso base de la recursiéon de busqueda del nodo a eliminar.

= En otro caso, se realiza recursivamente la btusqueda del elemento a elimi-
nar. Si el nodo actual no contiene el elemento que buscamos, se compara
si es menor o mayor para seguir buscando en el arbol izquierdo o derecho
respectivamente, describimos los casos:

e Si el nodo es menor y el nodo del arbol izquierdo es negro, entonces
aplicamos la funcion al arbol resultante de seguir buscando el
nodo a eliminar por el subarbol izquierdo. En otro caso sé6lo seguimos
buscando por el subérbol izquierdo.

e Si el nodo es mayor y el nodo del arbol derecho es negro, entonces
aplicamos la funcién rbal9f'°| al drbol resultante de seguir buscando el
nodo a eliminar por el subarbol derecho. En otro caso s6lo seguimos
buscando por el subarbol derecho.

9Funcion de balanceo extendida para subarboles izquierdos.
10Funcién de balanceo extendida para subarboles derechos.
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e Si el elemento en el que estamos no es ni mayor ni menor al que
buscamos, en ese caso eliminamos el elemento y concatenamos los
subarboles restantes usando la funcién |appendf |

Fixpoint del {a} “{GHC.Base.Ord a} (x:a) (t:RB a) :=
match t with
| E=>E
| T_ayb=
if x GHC.Base.< y : bool then
match a with
[ TB _ _ _ =>1balS (del x a) y b
| _=>TR (del x a) yb
end
else
if x GHC.Base.> y : bool then
match b with
| TB _ _ _ =>rbalS a y (del x b)
| _=>TRay (del x b)
end
else append a b
end.

Definition remove x t := makeBlack (del x t).

Listado 9: Funcién de eliminacion.

Figura 2.5: Arbol rojinegro antes de eliminar nodo 6.

Podemos ver que las funciones de balanceo[[balS|y [rbalS]se aplican cuando el
nodo en el que estamos parados, llamémoslo n, es negro. Esto evita que después
de eliminar un nodo y aplicar la funciéon se acabe con dos nodos rojos
seguidos, es decir, que el hijo y alguno de los nietos del nodo n sean rojos.

HFuncién donde se juntan lo arboles restantes de esta operacién.
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Figura 2.6: Arbol rojinegro roto, después de eliminar nodo 6.

Figura 2.7: Arbol rojinegro después de aplicar funciéon de concatenacion.

2.4.2. Funcion de concatenacién

La funcién de concatenacion (listado es usada cuando se ha encontrado el
elemento a eliminar en un arbol rojinegro, resultando en dos arboles que tienen
que ser concatenados, los cuales deben de respetar los invariantes de los arboles
rojinegros. Esta funcién recibe como parametros los dos érboles{EI que estamos
buscando unir. Esta operaciéon se describe con mayor detalle enseguida.

Sean a y b los dos subarboles a los que se les aplicara la funcién append, es
decir, append a b, tenemos los siguientes casos que estdn definidos dentro de la
funcion auxiliar local (append 1):

= Si a es el arbol vacio, entonces se regresa b.

= Si b es el arbol vacio, entonces regresamos a.

12Estos arboles pueden no cumplir con todas las invariantes de los 4rboles rojinegros.
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Fixpoint append {a} “{GHC.Base.Ord a} (1:RB a) : RB a -> RB a :=
match 1 with
| E=>funr =>r
| T 1c 11 1x 1lr =>
fix append_1l (r:RB a) : RB a :=
match r with
[ E=>1
[ T rcrl rx rr =>
match lc, rc with
| R, R =>
let 1rl := append 1lr rl in
match 1lrl with
| TR1r' xrl' => TR (TR 11 1x 1r') x (T R rl' rx rr)
| _=>TR1l 1x (T R 1rl rx rr)
end
| B, B =>
let 1rl := append 1lr rl in
match 1lrl with
| TR1r' xrl' => TR (TB 1l 1x 1r') x (T B rl' rx rr)
| _ =>1balS 11 1x (T B 1rl rx rr)

end
| B, R=>TR (append_1 rl) rx rr
| R, B=>TR 11 1x (append 1lr r)
end
end

end.

Listado 10: Funcién de concatenacion.

= Siay b son arboles con raices rojas, entonces se aplicafappend al subarbol
derecho de a, siendo este ar, junto con el subarbol izquierdo de b, digamos
bl, es decir, append ar bl. Tenemos dos subcasos:

e Si el resultado de esta operacion es un arbol con raiz roja, llamémosle
arbl, los drboles a y b se pintan de rojo y se concatenan con la raiz de
ardl, igual de color rojo; ar se reemplaza por el subarbol izquierdo
de arbl y bl se reemplaza por el subarbol derecho de arbl.

e En otro caso, si el arbol resultante de append ar bl no es rojo, to-
mamos a y b, los pintamos de rojo, el subarbol derecho de a se
reemplaza por b y el subarbol izquierdo de b se reemplaza por el
resultado de append ar bl.

» Si ay b son arboles con raices negras, entonces se aplicafappend al subér-
bol derecho de a, llamémosle ar, con el subarbol izquierdo de b, digamos
bl, es decir, append ar bl. Tenemos los siguientes casos:
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e Sea arbl el resultado de esta operacion, si éste es un arbol con raiz
roja, los drboles a y b se pintan de negro y se concatenan con la raiz
de arbl, esta de color rojo; ar se reemplaza por el subarbol izquierdo
de arbl y bl se reemplaza por el subarbol derecho de arbl.

e En otro caso, si el arbol resultante de append ar bl no es rojo, toma-
mos a y b, el subarbol derecho de a se reemplaza por b y el subarbol
izquierdo de b se reemplaza por el resultado de append ar bl y a este
resultado le aplicamos una funcién de balanceo, [[balS}

= Si a es un arbol de color negro y b de color rojo, entonces se toma b rojo
pero en lugar de su subéarbol izquierdo, se aplica una llamada recursiva con
bl (subarbol izquierdo de b) a la funcién embebida en llamada
append 1, es decir: append_1 bl, esta llamada también carga al arbol a
gracias al currying|HaskellWiki, 2020].

= Si a es un arbol de color rojo y b de color negro, entonces se toma a, se
pinta de rojo pero en lugar de su subarbol derecho, digamos ar, se hace
una llamada recursiva con append(ar,b).

Debemos mencionar que el arbol resultante de aplicar esta funcién no ne-
cesariamente cumple con todas las invariantes de un arbol rojinegro, estas in-
variantes se logran conservar ya que en la funcién se realizan llamadas a
las funciones extendidas de balanceo, las cuales desarrollaremos en la siguiente
seccion.

2.4.3. Extension de funciones de balanceo

En la seccion [2.3] de este trabajo se trato la insercion de elementos a un arbol
rojinegro, en donde se describen un par de funciones llamadas ‘de balanceo’,
tratadas en las subseccion [2.3.1} estas funciones a su vez toman los nombres
y (listado @ Estas operaciones resultan insuficientes para balancear
un arbol al momento de eliminar un nodo y concatenar los dos arboles restantes
con la funcién es por esto que se implementan las extensiones de estas
funciones, llamadas [[bal 9] y [rbalS] (codigos [11] y [12] respectivamente) las cuales
a su vez llaman a las funciones |rbal E? (codigo [13)) y Estas extensiones
agregan mas casos de manejo de subarboles negros, esto sucede porque existen
casos en los que se puede llegar a eliminar un nodo negro intermedio del arbol o
inclusive la misma raiz y se debe poder asegurar que las invariantes no se violen
después de concatenar los subarboles restantes.

Las funciones y son usadas en la funciéon (listado [9) cuando
la llamada recursiva busca el nodo a eliminar en un subérbol con raiz negra,
al aplicar la funcién de balanceo en estos nodos podemos asegurar que los dos
subarboles de este nodo no se van a desequilibrar, es decir, que un subérbol
tenga mayor altura negra que el otro. Estas funciones basicamente hacen un

13La funcién m es una variacion de la funcion s6lo cambia el orden de la caza de
patrones.
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Definition 1balS {a} “{GHC.Base.Ord a} (1:RB a) (k:a) (r:RB a) :=
match 1 with
| TRaxb=>TRI(TBaxb) kr
| _ =>
match r with
| TBayb=>rbal'l k (TRayb)
| TR(TBayb)zc=>TRI(TB1ka)y (rbal' b z (makeRed c))
| _=>TR1lkr
end
end.

Listado 11: Funcién de balanceo de lado izquierdo extendida.

reacomodo de los nodos de los subérboles para después llamar a las funciones
@ y es por eso que decimos que son extensiones de éstas. Las figuras
E y representan graficamente estos casos mas complejos (Ilustraciones
obtenidas de [Lopez Campos, 2015]). A pesar de que las ilustraciones fueron
concebidas para cédigo de Haskell podemos notar como corresponden uno a
uno con los casos.

LN/

Figura 2.8: Caso TR axz b =>TR (TBazxzb)kr

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 2.9: Caso T Bay b =>rbal’lk (TR ayb)

Existe otra funciéon donde se utiliza una de estas operaciones de balanceo,

especificamente [[balS], esta funcion es Esto sucede en el caso en que los
arboles que son argumentos de sean negros, es decir, la misma razon
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a b

Figura 2.10: Caso TR (T Bayb) zc =>TR (T Blka)y (rbal’ b z
(makeRed c))

Definition rbalS {a} “{GHC.Base.Ord a} (1:RB a) (k:a) (r:RB a) :=
match r with
| TRbyc=>TR1k (TBbyc)
| _ =
match 1 with
| TBaxb=>1bal (TRaxb) kr
| TRax (TBbyc) =>TR (lbal (makeRed a) x b) y (T B c k r)
| _=>TR1lkr
end
end.

Listado 12: Funciones de balanceo de lado derecho extendida.

por la que se aplican las funciones de balanceo en sobre los nodos de color
negro: para que sus subarboles no se desbalanceen.

Definition rbal' {a} "{GHC.Base.Ord a} (1:RB a) (k:a) (r:RB a) :=
match r with
| TRby (TRczd =>TR(TB1lkb) y(TBczd

| TR(TRbyc)zd=>TR(TB1lkb) y(TBczd
| _=>TBlkr
end.

Listado 13: Funcion de balanceo de lado derecho alternativa.

Las definiciones y funciones presentadas son suficientes para poder eliminar
cualquier nodo de un arbol rojinegro y que el resultado no viole los invariantes
de éstos. En esta etapa del trabajo nos agradaria llegar a esta conclusion, sin
embargo, esta sentencia tiene que ser demostrada, es decir, tenemos que probar
que nuestros arboles rojinegros cumplen con la definicion de los mismos. Esto
es lo que veremos en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

Verificacion en Coq

En el primer capitulo de este trabajo se mencioné que los arboles rojinegros
son una estructura de datos que mejora el tiempo de acceso, de insercion y eli-
minacién de elementos con respecto a otras estructuras de datos como las listas
simples, las listas doblemente ligadas y los arboles de bisqueda. En el segundo
capitulo se muestran las implementaciones funcionales de los algoritmos de esta
estructura de datos y podemos notar como estas implementaciones no son tri-
viales, es decir, son rebuscadas por los tipos usados en un lenguaje que utiliza
el estilo de programaciéon funcional como lo hace Cog, e incluso son diferentes
y alejadas de una implementacién en un lenguaje con un paradigma imperativo
como Java o C. Por esta razon es que nos preocupa que las implementaciones
que realicemos sean correctas, en otras palabras, se desea verificar que las im-
plementaciones de las operaciones descritas en el capitulo anterior respeten en
todos los casos los invariantes de los arboles rojinegros.

3.1. Verificaciéon Formal en Coq

Es claro que las pruebas unitarias no nos son suficientes para poder verificar
formalmente un programa, es por esto que se requieren realizar demostraciones
matematicas para poder obtener los resultados que buscamos pero de igual
manera no queremos escribir a mano estas demostraciones ya que al igual que las
pruebas unitarias estas son susceptibles al error humano. Por esta razéon es que
es mejor que un sistema como Coq guie la demostraciéon para verificar cada paso,
ya que a su vez esta herramienta esta verificada para asegurar que no se incluyan
errores y también para garantizar la consistencia de las pruebas|Geuvers, 2009).

La verificaciéon formal de un programa usando Cog esta compuesto de las
siguientes etapas:

= Capturar los invariantes o propiedades de un programa usando definicio-
nes inductivas en Coq, de esta manera podemos saber si las operaciones
que se implementaron las respetan. Las operaciones pueden o no estar
programadas en Cogq.

23
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= Enunciar lemas, corolarios y teoremas que describan los comportamientos
de las operaciones que queremos verificar y escribirlos en Coq, usando las
definiciones inductivas descritas en el punto anterior.

= Por ultimo, demostrar todos los enunciados del punto anterior utilizando
las tacticas que el asistente de pruebas nos provee.

3.1.1. Capturando invariantes de los arboles rojinegros

Una de las etapas mas importantes al realizar la verificacion formal en Cog de
cualquier estructura de datos, inclusive de cualquier programa, es capturar sus
invariantes de manera correcta, es decir, poder escribir una o varias definiciones
inductivas que describan a la estructura de datos y sus invariantes. Después, con
estas mismas es que se enuncian los lemas, clases y posteriormente instancias
de las clases.

A continuaciéon se describen dos conjuntos de definiciones inductivas, muy
similares entre elladl} los cuales nos ayudaran a verificar formalmente los arboles
rojinegros. La primera es un primer intento que es insuficiente ya que los tipos
inductivos y los principios de demostraciéon no son los 6ptimos, es decir, descri-
ben correctamente lo que es un arbol rojinegro pero nos dificultan demasiado
la demostracion. El segundo intento es un conjunto de definiciones inductivas
que tienen mas detalle para describir los invariantes. Estas definiciones estéan
relacionadas con las propiedades de las operaciones de insercién y eliminacion.

Es importante mencionar que estas definiciones aprovechan la expresividad
de la logica o de los tipos de Coq ya que se estan usando a su vez otros tipos
inductivos para describir las invariantes.

Primer conjunto de definiciones inductivas

Los dos conjuntos de definiciones inductivas comparten la misma idea: una
definicion que describe estrictamente lo que es un arbol rojinegro y otra defi-
nici6én mas laxa de la misma. Utilizar una definicién mas restrictiva que otra
es una implementacion, hasta cierto punto, de la técnica divide y Uencercisﬂ la
cual es una manera de resolver problemas mas complejos dividiéndolo en partes
mas pequenas. En este caso la division se realiza en las invariantes.

La primera definicion llamada [is RBP| (listado [14) tiene tres casos, los cuales
describiremos a continuacién:

= IsRB_Leaf: el arbol vacio con altura negra 0 es rojinegro. En este caso
se tiene un sbélo nodo, es decir, una hojaﬁ

LObtenidas de los trabajos |Lépez Campos, 2015 y [The Coq Team and contributors,
2011b| respectivamente.

2 Divide and conquer en inglés.

3Las variables n y c¢ se refieren a la altura negra y al color del nodo anterior, respectiva-
mente.

4Recordemos que las hojas son vacias y de color negro.
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Inductive isRB : Tree -> color -> nat -> Prop :=

IsRB_leaf: forall c, isRB E c O
IsRB_r: forall tl k tr n,

isRB t1l Red n ->
isRB tr Red n ->
isRB (T Red tl k tr) Black n

IsRB_b: forall c tl k tr n,

isRB tl1 Black n ->
isRB tr Black n ->
isRB (T Black tl k tr) ¢ (S n).

Listado 14: Funcion inductiva isRB.

= IsRB _r: Para cualesquiera arboles ¢l y tr que cumplan con la definicién

con color rojo y altura m, se cumple que un arbol de color rojo con
tl y tr como subarboles, llamémosle ¢, cumple con con color negro
y altura n. El color se refiere al color del padre, en este caso, en la llamada
de a tl y tr se le pasa el color rojo porque t es rojo. La altura n se
refiere a que hay m nodos negros en cualquier camino del nodo actual a
alguna hoja, aqui no crece n porque tanto ¢l y ¢r son rojos.

IsRB _b: Para cualesquiera arboles ¢l y tr que cumplan con la definicién
con color negro y altura m, se cumple que un arbol de color negro
con tl y tr como subarboles, llamémosle ¢, cumple con [isRB]con cualquier
color y altura S(n). En este caso, en la llamada de atly tr sele
pasa el color negro porque t es negro y aqui se le suma uno a n porque

tanto tl y tr son negros.

Con estos tres casos podemos asegurar que las invariantes se respetan, pero
esta funcién inductiva es demasiado restrictiva y esto dificulta poder demostrar
las propiedades de los arboles rojinegros, por esto pasamos a la segunda defini-
cién inductiva, ésta permite mas flexibilidad en el arbol, se muestra y
describe en el listado 15

Inductive nearRB : Tree -> nat -> Prop :=
| nrRB_r: forall tl k tr n,

isRB t1l Black n ->
isRB tr Black n ->
nearRB (T Red tl k tr) n

| nrRB_b: forall tl k tr n,

isRB t1 Black n ->
isRB tr Black n ->
nearRB (T Black tl k tr) (S n).

Listado 15: Funcion inductiva nearRB.
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Podemos apreciar que so6lo se tienen dos casos y no se tiene un argumento
para un color, sin embargo, a diferencia de[isRB|ésta no se llama recursivamente,
en lugar de eso se llama afisRB|inmediatamente, ademés podemos ver que ambas
definiciones comparten el contador de nodos negros. Con estas modificaciones
se permite una cosa, que en la raiz del arbol puedan haber a lo mas dos nodos
rojos contiguos.

Intento de verificacion Utilizando las definiciones inductivas descritas en
esta seccion se realiz6 un intento fallido de verificacon de la operaciéon de in-
sercion, como se muestra en |[Appel, 2018|. Sin embargo, al estar desarrollando
la demostracion se encontré un problema: la falta de un conjunto de hipotesis
para poder probar una meta. Esto se debe probablemente a una mala eleccion
de estilo de demostracién, implementacion o de las definiciones inductivas mos-
tradas anteriormente. Se notd que el hecho de que toda la informacién referente
a los invariantes estuviera codificada en las dos funciones inductivas, sin uso de
“funciones auxiliares” complica la verificacion. Se llegd a esta conclusion ya que
el caso “sencillo” de la verificacion de arboles rojinegros es la insercion y con
este conjunto de funciones inductivas las demostraciones se volvian muy largas
y complicadas de seguir.

Segundo conjunto de definiciones inductivas

Con el conocimiento que se obtuvo del conjunto de definiciones anterior, nos
realizamos la siguiente pregunta: ;cémo capturar las invariantes de los drboles
rojinegros, y al mismo tiempo facilitar la verificaciéon de éstos?

Utilizamos una definicién inductiva, llamada para poder cap-
turar los invariantes, la cual lleva como pardmetros un contador y un arbol.
El contador lleva el control de la cantidad de nodos negros, es decir, la altura
negra del nodo, mientras que el drbol es aquel que estamos buscando verificar
que cumpla con las invariantes de un arbol rojinegro. Se presenta esta definicion
en el listado [16l

Inductive is_redblack {a} “{GHC.Base.Ord a} : nat -> RB a -> Prop :
| RB_Leaf : is_redblack O E
| RBB_BRnlkr : notred 1 -> notred r ->
is_redblack n 1 -> is_redblack n r ->
is_redblack n (TR 1 k r)
| RBB.Bnlkr : is_redblack n 1 -> is_redblack n r ->
is_redblack (Sn) (TB1kr).

Listado 16: Funcién inductiva is_redblack.

Podemos notar ciertas similitudes con la definicion inductiva de la seccion
pasada. Sin embargo, el principal cambio que presenta esta definicion, es el hecho
de que se dejan de controlar los colores de los subarboles en los parametros de la
definiciéon y se crea la funcién notred la cual, como su nombre dice, verifica que
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el arbol que se este pasando no tenga raiz roja. La definicion tiene
tres casos,RB_Leaf, RB_Ry RB_B. Desarrollando la idea de cada caso:

= RB_Leaf: el arbol vacio es rojinegro. Este caso nos dice que el arbol
vacio es un arbol rojinegro.

= RB_R: un arbol rojo donde se lleven contabilizados n nodos negros,
donde sus hijos sean arboles rojinegros y no sean rojos. Este caso nos dice
explicitamente que los subarboles del arbol que esta recibiendo la funcién
no pueden ser rojos, esto porque el arbol que se esta analizando tiene raiz
roja. Como no se esta analizando algin nodo negro, la altura negra se
mantiene en n.

= RB_ B: un arbol negro donde se lleven contabilizados n + 1 nodos negros,
incluido el actual, y sus hijos sean arboles rojinegros. En este tltimo caso
se tiene la libertad de que los subarboles sean de cualquier color, pero la
altura del arbol de regreso es S(n) porque el nodo que se esta analizando
es de color negro, los antecedentes al no tomar en cuenta a su nodo padre
tienen altura n.

Esta definicion captura los invariantes que estamos buscando, sin embargo,
no es suficiente para poder probar la correcciéon de los arboles rojinegros. La
definicién es demasiado restrictiva y costaria mucho trabajo proceder con las
demostraciones solamente con ella. Por esta razén se agregan dos definiciones
inductivas auxiliares; fredred tree|y [nearly redblack| (listado [17)).

Inductive redred_tree {a}
"{GHC.Base.0Ord a} (n:nat) : RB a -> Prop :=
| RRLRd 1 k r : is_redblack n 1 -> is_redblack n r
-> redred_tree n (TR 1k r).

Inductive nearly_redblack {a}
"{GHC.Base.Ord a} (n:nat)(t:RB a) : Prop :=
| ARB_RB : is_redblack n t -> nearly_redblack n t
| ARB_RR : redred_tree n t -> nearly_redblack n t.

Listado 17: Funciones inductivas |redred_tree| y |nearly_redblackl

Podemos notar que estas definiciones son versiones menos restrictivas de

La definicion [nearly  redblack] permite que existan dos nodos ro-
jos en la raiz del arbol, aprovechandose de pues esta definicién
es exactamente el caso RB_R de pero sin las restricciones de que
los subarboles sean rojos, lo cual nos permite que hayan dos nodos rojos exac-
tamente en la raiz. Entonces un [nearly redblack|es un arbol rojinegro con la
excepcion de que la raiz puede ser roja. Esto sucede porque si analizamos nues-
tras funciones de balanceo, no tenemos manera de pintar la raiz de negro mas

que al utilizar la funcién [makeBlack| al final de las operaciones que se realicen.
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Estas definiciones, a diferencia del conjunto anterior, utilizan mas acentuada-
mente la técnica de divide y vencerds. Es decir, se buscan demostrar definiciones
mas laxasE| para al final utilizar estos resultados para realizar la demostracion
de la definicién mas estricta.

Finalmente, lo que se busca demostrar es que los arboles rojinegros con

las operaciones de insercién y eliminacién estén dentro de la clase de arboles
redblack (listado [18).

Class redblack {a} "{GHC.Base.Ord a} (t:RB a) :=
RedBlack : exists d, is_redblack d t.

Listado 18: Clase de arboles redblack.

Lo que estamos describiendo con el enunciado del listado |18] es que dado
un arbol rojinegro (¢: RB a), existe una altura negra d que cumple con las
invariantes establecidas por la definicién Esta clasdf representa
un refinamiento en los tipos inductivos para describir las invariantes de las
estructuras de datos y es mas expresivo que los tipos de datos usados en la
implementacion de Haskell.

Segundo intento de verificacion En contraste con el conjunto de definicio-
nes de la seccion pasada, la definicion de [nearly redblack]se reescribe, dejando
de codificar las invariantes en las llamadas recursivas de la definicién, creando
funciones auxiliares para capturar las invariantes de manera mas sencilla, como
y notred. Ademéas se crea la clase de arboles rojinegros, lo cual
afina mas la definicién de los mismos. Tomando en cuenta todas estas modifica-
ciones a las definiciones fue que se eligio este conjunto para verificar formalmente
la estructura de datoﬂ Estas definiciones inductivas fueron obtenidas de [The
|Coq Team and contributors, 2011b].

3.1.2. Verificacion de la operacion de inserciéon

Para poder realizar la verificacion de la operacion de insercién es necesario
escribir enunciados, ya sean lemas, proposiciones, etc. Estos enunciados los es-
cribiremos usando las definiciones inductivas presentadas en la seccién pasada,
es decir, [is redblack] jnearly redblack|y |redred treel

A continuaciéon mostraremos los lemas [ins rr rd ffns arbl y una instan-
cia [Castéran and Sozeau, 2016] de la clase [redblack], add rb. Estos lemas y
la instancia fueron obtenidos de |The Coq Team and contributors, 2011b|, la

5Sin todas las invariantes.

6Las clases en este contexto funcional se pueden ver, desde un alto nivel, como equivalencias
a las clases del paradigma orientado a objetos.

"La eleccion de este conjunto fue correcta ya que facilité la demostracion de las propiedades
y probo ser suficiente para verificar la estructura.
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idea principal de estos enunciados es explicarnos que ciertos arboles de biis-
queda que respeten las definiciones mas generales, es decir, fnearly redblack|y

redred tree], también como consecuencia respetaran fts redblack

Primer lema

Lemma ins_rr_rb {a} ~{GHC.Base.Ord a} (x:a) (s: RB a) (n : nat)
is_redblack n s ->
ifred s (redred_tree n (ins x s)) (is_redblack n (ins x s)).

Figura 3.1: Lema ins_rr_rb.

En este primer lema (figura [3.1) enunciamos lo siguiente: sea s un &arbol

rojinegro bajo la definicién de entonces si s es un arbol con raiz

roja, insertar un elemento x en s resulta en un arbol que cumple la definicién
de en otro caso cumple con la definiciéon de

En otras palabras, lo que esta enunciado es que si tenemos un arbol rojinegro
e insertamos un elemento a ese arbol, el resultado puede tener raiz roja, e incluso
puede tener dos nodos rojos, uno en la raiz y otro en cualquiera de los dos, o
incluso en los dos nodos siguientes.

La demostracion de este lema comienza con una induccién sobre el antece-
dente del enunciado, lo cual resulta en tres casos:

ifred (TR 1 k r) (redred_tree n (ins x (TR 1k r)))
(is_redblack n (ins x (TR 1 k r)))
ifred (T B 1 k r) (redred_tree (S n) (ins x (TB 1k r)))
(is_redblack (S n) (ins x (T B 1 k r)))

La funcién ifred que se usa en este lema, es una funcion auxiliar que nos
ayuda a decidir si un arbol es rojo o no.

En el primero de estos casos notamos que su solucion se da simplificando las
funciones y resulta en uno de los casos de especificamente en el
caso RB_ R, ya que el arbol vacio no es rojo y la simplificacion de (ins(z, E))
resulta en un arbol rojo con un elemento, esto por definicién de

Los dos casos sobrantes estan relacionados con los colores de las raices del
arbol, en el segundo el arbol es rojo y en el tercero es negro.

Analicemos el segundo caso; como el arbol es rojo entramos al primer caso
de if red, es decir, al caso donde se aplica la definicion lo cual
significa que al insertar un elemento al arbol rojo, sin tener conocimiento de
como son los subarboles de éste, puede resultar en un arbol con uno o dos nodos
rojos consecutivos en la raiz del mismo. Ya que la operacion de balanceo se fija
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en los nodos hijos y nietos del nodo al que se le aplica la operacién, y como los
nodos hijos de la raiz no tienen nodo abuelo, el balanceo no se efectia en los
nodos de la raiz, dando lugar a arboles con uno o mas nodos rojos consecutivos
en la raiff]

El caso sobrante, es decir, el caso del arbol con raiz negra se complica un
poco méas que el anterior ya que este es el caso en el que la altura negra del
arbol se ve modificada, en otras palabras, puede aumentar en uno. Este caso se
verifica con las dos funciones de balanceo, [[bal] y

H1_ : is_redblack n 1
H1_0 : is_redblack n r
IHis_redblackl
ifred 1 (redred_tree n (ins x 1)) (is_redblack n (ins x 1))
IHis_redblack?2
ifred r (redred_tree n (ins x r)) (is_redblack n (ins x r))

is_redblack (S n) (rbal 1 k (ins x r))

Estos casos son analogos y los dos se resuelven simplificando las funciones
de balanceo, en otros términos, simplificando las expresiones y aplicando las
definiciones inductivas [

Segundo lema

Lemma ins_arb {a} “{GHC.Base.Ord a} (x:a) (s:RB a) (nm:nat)
is_redblack n s -> nearly_redblack n (ins x s).

Figura 3.2: Lema ins_arb

Este segundo lema (figura enuncia lo que en el capitulo anterior se
mencion6 acerca de la funciéon la funcién no garantiza que el arbol
resultante sea un arbol rojinegro, ya que es posible que se termine la ejecuciéon de
la funcién con un nodo rojo como rafz. La demostracion comienza introduciendo

los antecedentes a las hipotesis y aplicando el lema anterior, a una
de las hipotesis:

Hl : ifred s (redred_tree n (ins x s)) (is_redblack n (ins x s))

nearly_redblack n (ins x s)

Aplicamos el lemalfins_rr_rba la hipotesis porque éste nos genera dos casos,
uno con la funcién [redred tree]y otro confis redblack] Lo que hace necesario

8Hasta 3, la raiz y sus hijos.
%is_redblack nearly _redblack}
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que se aplique este lema, es que con ayuda de las definiciones que introduce son
con las que [nearly redblack| fue definido.

Como no se sabe si el arbol s tiene raiz roja o negra, se tienen que probar
los dos casos: uno con la hipotesis de que el arbol resultante sea
y otro con Estos casos se resuelven sencillamente con la aplica-
cién de alguno de los dos casos de la definicion inductiva de [nearly redblack,
respectivamente.

Instancia de la funcion de insercion

Para poder probar que el resultado de la insercién es una instancia de la
clase es decir, que se cumplen con las propiedades descritas por la
clase, vamos a necesitar el lema auxiliar que se encuentra en la figura [3.3}

Lemma makeBlack_rb {a} “{GHC.Base.Ord a} n t
nearly_redblack n t -> redblack (makeBlack t).

Figura 3.3: Lema makeBlack rb

Este lema auxiliar se resuelve siguiendo la idea de que la definicién inductiva
[nearly redblack|tnicamente viola las invariantes al poder tener dos nodos rojos
consecutivos en su raiz, entonces, si se colorea la raiz de negro con la funciéon
el arbol resultante es un arbol rojinegro el cual respeta la definicién
de la clase [redblackl

La figura enuncia la instancia de insercién de la clase la cual
también nos generara una demostracion:

Instance add_rb {a} “{GHC.Base.Ord a} (x:a) (s: RB a)
redblack s -> redblack (insert x s).

Figura 3.4: Instancia de inserciéon de la clase [redblack;

Para poder crear la instancia de la clase es necesario usar la defi-
nicion la cual es una envoltura para la funcion Esta funcion lo que
hace es colorear la raiz del arbol resultante de la funcion de color negro.
De esta manera podemos asegurar que el arbol resultante ya no entra en la

definicion de [redred tree

H1 : is_redblack n s

redblack (makeBlack (ins x s))

En este momento se utiliza el lema auxiliar fmakeBlack 7b| el cual nos de-

vuelve lo siguiente:
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nearly_redblack n (ins x s)

Esta tltima meta se resuelve aplicando el segundo lema que enunciamos,
lo cual nos deja con una meta idéntica a la hipétesis H1 y con esto
terminamos la verificacién de la operacion de insercion.

Se puede decir que esta implementacion de la funcién de insercién es correcta
respecto a las invariantes establecidas en la definicion inductivalfis_redblack] La
operacion ha sido verificada formalmente, ahora continuaremos con la funcion
de eliminacion.

3.1.3. Verificacion de la operacion de eliminacion

Al igual que en la funcién de insercion se enuncian lemas para ayudarnos a
llegar al resultado de verificar la operacion de eliminacion. Estos lemas giran en
torno a las funciones auxiliares que se usaron para poder demostrar la operacion,
como [append]y

A continuacion se describe el razonamiento usado para poder verificar dichas
funciones.

Primer lema

La funcién més importante para la operacién de eliminacién es la
cual concatena dos subarboles. Estos dos subarboles son el resultado de buscar,
encontrar y eliminar un nodo. En este primer lema se enuncia lo antes descrito:
que para cualesquiera dos arboles si estos cumplen con la definiciéon inductiva
de ambos con altura n, el resultado de concatenar es casi un ar-
bol rojinegro, en otras palabras, la concatenacién cumple con la definicién de
nearly _redblack} Pero si los arboles que se van a concatenar ademas de cum-
plir con también cumplen con notred, es decir, las raices de dichos
arboles no son rojas, el resultado de concatenar respeta también la definicion

15 redblack] La demostracioon de este lema en Coq se describe en seguida:

Forall (r : RB a) (n : nat),
is_redblack n 1
-> is_redblack n r
-> nearly_redblack n (append 1 r)
/\ (notred 1 -> notred r -> is_redblack n (append 1 r))

En este primera etapa de la demostraciéon podemos ver lo que se describio
en el parrafo anterior. Se decidi6é proseguir con esta demostracién usando induc-
cion, primero sobre el arbol [ y posteriormente sobre r. Los casos base de estas
inducciones consisten en simplificaciéon de las expresiones y facilmente se llega
a una hipotesis 0 a una contradiccion. Estos casos no se trataran mas a fondo
en este trabajo, pasaremos directamente a los casos mas interesantes.
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Lemma append_arb_rb {a} ~{GHC.Base.Ord a} (n:nat) (1 r: RB a)

is_redblack n 1 -> is_redblack n r ->
(nearly_redblack n (append 1 r)) /\
(notred 1 -> notred r -> is_redblack n (append 1 r)).

Figura 3.5: Lema append _arb_rb.

forall n : nat,

is_redblack n (T R 11 1x 1r)

-> is_redblack n (T R rl rx rr)

-> nearly_redblack n (append (T R 11 1x 1lr) (T R rl rx rr))
/\ (notred (T R 11 1x 1r)

-> notred (T R rl rx rr)

-> is_redblack n (append (T R 11 1x 1lr) (T R rl rx rr)))

forall n : nat,

is_redblack n (T R 11 1x 1r)

-> is_redblack n (T B rl rx rr)

-> nearly_redblack n (append (T R 11 1x 1lr) (T B rl rx rr))
/\ (notred (T R 11 1x 1lr)

-> notred (T B rl rx rr)

-> is_redblack n (append (T R 11 1x 1lr) (T B rl rx rr)))

forall n : nat,

is_redblack n (T B 11 1x 1r)

-> is_redblack n (T R rl rx rr)

-> nearly_redblack n (append (T B 11 1x 1lr) (T R rl rx rr))
/\ (notred (T B 11 1x 1r)

-> notred (T R rl rx rr)

-> is_redblack n (append (T B 11 1x 1lr) (T R rl rx rr)))

forall n : nat,

is_redblack n (T B 11 1x 1r)

-> is_redblack n (T B rl rx rr)

-> nearly_redblack n (append (T B 11 1x 1lr) (T B rl rx rr))
/\ (notred (T B 11 1x 1lr)

-> notred (T B rl rx rr)

-> is_redblack n (append (T B 11 1x 1lr) (T B rl rx rr)))

Figura 3.6: Casos del lema append _arb_rb.

33

Esta doble induccién nos deja con los siguientes cuatro casos, expuestos en

la figura
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= Los arboles a concatenar son rojos.

El arbol que se concatenara a la izquierda es rojo y el derecho es negro.

El arbol que se concatenara a la izquierda es negro y el derecho es rojo.
= Los arboles a concatenar son negros.

En estos cuatro casos se cuida el hecho de no desbalancear el drbol, en otras
palabras, que la altura negra sea la misma al terminar de la concatenaciéon. Por
eso es que se tiene cuidado especial en los casos donde se manejan nodos negros,
ya que éstos son los Gnicos nodos considerados para el balanceo.

En las siguientes subsecciones explicamos mas a fondo los pasos usados para
probar estos casos.

Concatenacion de dos arboles rojos. Este primer caso es la concatenacion
de dos arboles con raices rojas, en el siguiente fragmento de la salida del asistente
de pruebas se observa céomo la meta es una conjuncion.

IHlr : forall (r : RB a) (n : nat),
is_redblack n 1r
-> is_redblack n r
-> nearly_redblack n (append 1lr r)
/\ (notred 1lr -> notred r -> is_redblack n (append 1lr r))
IHrl : forall n : nat,
is_redblack n (T R 11 1x 1r)
-> is_redblack n rl
-> nearly_redblack n (append (T R 11 1x 1lr) rl)
/\ (notred (T R 11 1x 1lr)
-> notred rl -> is_redblack n (append (T R 11 1x 1lr) rl))

forall n : nat,
is_redblack n (T R 11 1x 1r)
-> is_redblack n (T R rl rx rr)
-> nearly_redblack n (append (T R 11 1x 1lr) (T R rl rx rr))
/\ (notred (T R 11 1x 1r)
-> notred (T R rl rx rr)
-> is_redblack n (append (T R 11 1x 1lr) (T R rl rx rr)))

Podemos observar que la segunda parte de la conjuncién es una contradic-
cion, ya que al introducir los antecedentes de la meta tendriamos lo siguiente:

H21 : notred (T R 11 1x 1r)
H22 : notred (T R rl rx rr)

is_redblack n (append (T R 11 1x 1lr) (T R rl rx rr))
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Evidentemente las dos funciones notred de las hipotesis H21 y H22 se eva-
laan a falso y por esto es una contradiccion.

Nos queda por demostrar la primera parte de la conjuncion. La meta de este
caso, como se ve en seguida, es que al ser concatenados un par de arboles rojos
el arbol resultante cumple con la definicion de ser de [nearly redblackl es decir,
que la raiz del arbol puede tener dos nodos rojos consecutivos.

nearly_redblack n (append (T R 11 1x 1lr) (T R rl rx rr))

El siguiente paso seria simplificar esta expresion, la cual cae en el caso de
dos nodos rojos de la funcién y nos resulta en la siguiente meta:

redred_tree n
match append 1lr rl with
| TRI1r' xrl' => TR (TR 11 1x 1r') x (T R rl' rx rr)
[ _=>TR11 1x (T R (append 1lr rl) rx rr)
end

Podemos ver que la caza de patrones depende de la evaluacion de la expresion
append(lr,rl), digamos rbt, esto nos daria dos casos:

= El primer caso, como se ve en seguida, se puede resolver usando las defi-
niciones inductivas dejredred tree|lefis redblack) y las metas resultantes
son resultados directos de aplicar las hipotesis que se muestran.

H8 : notred 1r

H9 : is_redblack n 11

H14 : notred rl

H16 : notred rr

H18 : is_redblack n rr

H19 : nearly_redblack n E

H20 : notred lr -> notred rl -> is_redblack n E
H21 : redred_tree n E

redred_tree n (TR 11 1x (TR E rx rr))

= El segundo caso es un poco mas complejo, pues se tienen que ver los casos
en que rbt, resulta en un arbol con raiz roja y negra:

e En caso de que el arbol sea rojo, se aplica de igual manera las defini-
ciones inductivas mencionadas en el caso anterior y las metas resul-
tantes son implicaciones directas de las hipotesis que se muestran.

H6 : notred 11
H9 : is_redblack n 11
H14 : notred rl
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H16 : notred rr
H20 : notred 1lr ->
notred rl -> is_redblack n (T R ri1_1 a0 ri_2)

redred_tree n (TR (TR 11 1x r1_1) a0 (T R r1_2 rx rr))

e El caso donde el arbol es negro, al igual que en el caso pasado se
hacen uso de las definicionces inductivas ya mencionadas y se siguen
directamente de las siguientes hipotesis.

H6 : notred 11
H8 : notred 1lr
H9 : is_redblack n 11
H10 : is_redblack n 1r
H14 : notred rl
H16 : notred rr
H17 : is_redblack n rl
H18 : is_redblack n rr
H19 : nearly_redblack n (T B r1_1 a0 r1_2)
H20 : notred 1lr ->
notred rl -> is_redblack n (T B ri_1 a0 ri1_2)

redred_tree n (TR 11 1x (TR (T B ri_1 a0 r1_2) rx rr))

Con este procedimiento queda demostrado este caso de concatenar/unir dos
aboles rojos con la funcion Se puede apreciar como los pasos de la de-
mostracion tienden a repetirse, esto puede significar que existan una serie de
comandos y/o tacticas del asistente de pruebas que nos ayuden a acortar esta
prueba. Sin embargo, en éste trabajo se esta tomando el camino mas extenso pa-
ra mostrar la simplificacion de la linea de pensamiento al demostrar estructuras
complejas.

Concatenacion de un arbol rojo y uno negro. Ahora es turno de analizar
la demonstracion del caso donde se concatena un arbol rojo y uno negro, es decir,
append(r,b), donde 7 es un arbol rojo y b es uno negro.

IHlr : forall (r : RB a) (n : nat),
is_redblack n 1r
-> is_redblack n r
-> nearly_redblack n (append 1lr r)
/\ (notred lr -> notred r -> is_redblack n (append 1lr r))
forall n : nat,
is_redblack n (T R 11 1x 1r)
-> is_redblack n (T B rl rx rr)
-> nearly_redblack n (append (T R 11 1x 1lr) (T B rl rx rr))
/\ (notred (T R 11 1x 1r)
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-> notred (T B rl rx rr)
-> is_redblack n (append (T R 11 1x 1lr) (T B rl rx rr)))

En este segundo caso la conjunciéon también contiene una contradiccién en
la mitad derecha de ésta, ya que se tiene notred (T R Il Iz Ir), entonces al igual
que el caso pasado so6lo resolveremos la primera mitad de la conjuncién. Para
esta demostracion tenemos que guiar al asistente de pruebas un poco més de lo
normal, pues le tenemos que decirle que r y el arbol (T B 7l rz rr) son el mismo.

r :=TBrl rxrr : RB a
IHlr : forall n : nat,

is_redblack n 1r

-> is_redblack n r

-> nearly_redblack n (append 1lr r)
/\ (notred lr -> notred r -> is_redblack n (append 1lr r))

n : nat
H1 : is_redblack n (T R 11 1x 1r)
H2 : is_redblack n r

nearly_redblack n (T R 11 1x (append 1lr r))

Podemos observar que se realiz6 una simplificacién de la meta, donde se
desarroll6 lo mas posible la funcién append y se introdujeron los antecedentes
a las hipotesis. Para poder demostrar esta nueva meta tenemos que destruir
la hipotesis ‘IHIr’, lo cual nos introduciria los dos antecedentes de la misma
como metas. Se destruye esta hipotesis para poder obtener su consecuente como
hipétesis.

r :=TBrlrxrr : RB a
IHlr : forall n : nat,
is_redblack n 1r
-> is_redblack n r
-> nearly_redblack n (append 1lr r)
/\ (notred 1lr -> notred r -> is_redblack n (append 1lr r))
IHrl : forall n : nat,
is_redblack n (T R 11 1x 1r)
-> is_redblack n rl
-> nearly_redblack n (append (T R 11 1x 1lr) rl)
/\ (notred (T R 11 1x 1r)
-> notred rl -> is_redblack n (append (T R 11 1x 1r) rl))
n : nat
H1 : is_redblack n (T R 11 1x 1r)
H2 : is_redblack n r

is_redblack n r
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nearly_redblack n (T R 11 1lx (append 1lr r))

Para poder demostrar los dos primeros casos basta con aplicar la defini-
cién inductiva lo cual nos introduce las hipétesis necesarias para
poder cumplir las metas. Para el tltimo caso nos basta de igual manera con
aplicar la misma definicién inductiva a H1 y a la meta aplicar las definiciones de
[nearly redblack|y [redred tree|y esto nos da metas, que gracias a las nuevas
hipétesis integradas por H1, se pueden probar sin mayor problema.

Con esto demostrado este caso esta completo.

Concatenaciéon de un arbol negro y uno rojo. En este caso se invierten
los colores con respecto al caso anterior; el arbol derecho es rojo y el izquierdo
es negro. Este caso, al igual que el pasado, requiere de una pequena ayuda al
asistente de pruebas, la cual explicaremos més adelante.

IHlr : forall (r : RB a) (n : nat),
is_redblack n 1r
-> is_redblack n r
-> nearly_redblack n (append 1lr r)
/\ (notred 1lr -> notred r -> is_redblack n (append 1lr r))
IHrl : forall n : nat,
is_redblack n (T B 11 1x 1r)
-> is_redblack n rl
-> nearly_redblack n (append (T B 11 1x 1lr) rl)
/\ (notred (T B 11 1x 1r)
-> notred rl -> is_redblack n (append (T B 11 1x 1r) rl))
forall n : nat,
is_redblack n (T B 11 1x 1lr)
-> is_redblack n (T R rl rx rr)
-> nearly_redblack n (append (T B 11 1x 1lr) (T R rl rx rr))
/\ (notred (T B 11 1x 1lr)
-> notred (T R rl rx rr)
-> is_redblack n (append (T B 11 1x 1lr) (T R rl rx rr)))

En este caso al igual que los dos pasados, como unﬂ de los arboles es de
color rojo, la segunda parte de la conjuncién vuelve a ser una contradiccién, por
la expresion notred.

Entonces s6lo nos quedamos con la primera mitad de la conjuncion:

1 :=TB1ll 1x 1r : RB a
IHrl : forall n : nat,
is_redblack n 1
-> is_redblack n rl

100 los dos.
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-> nearly_redblack n (append 1 rl)
/\ (notred 1 -> notred rl -> is_redblack n (append 1 rl))
n : nat
H1 : is_redblack n 1
H2 : is_redblack n (T R rl rx rr)

nearly_redblack n (T R (append 1 rl) rx rr)

Podemos apreciar que este caso es el caso espejo del caso pasado, entonces
el procedimiento a usar para demostrar esta meta es el mismo, lo tnico que
cambia es cuales hipdtesis se usan para lograr esto. En el caso pasado se des-
truyé la hipotesis THIr, en este caso se usa su contraparte IHrl y el resto de la
demostracion se sigue directamente de las nuevas metas introducidas y del uso
de las definiciones inductivas mencionadas en el caso pasado.

Concatenacioén de dos arboles negros. Este tltimo caso es el tnico que no
incluye una contradiccion ya que ésta se daba al tener un arbol rojo como uno
de los dos arboles que se pasan a la funcién pero en este caso los dos
arboles a concatenar son negros, entonces la conjuncién completa sera probada.

IHlr : forall (r : RB a) (n : nat),
is_redblack n 1r
-> is_redblack n r
-> nearly_redblack n (append 1lr r)
/\ (notred lr -> notred r -> is_redblack n (append 1lr r))
IHrl : forall n : nat,
is_redblack n (T B 11 1x 1r)
-> is_redblack n rl
-> nearly_redblack n (append (T B 11 1x 1lr) rl)
/\ (notred (T B 11 1x 1r)

-> notred rl -> is_redblack n (append (T B 11 1x 1lr) rl))

forall n : nat,
is_redblack n (T B 11 1x 1lr)
-> is_redblack n (T B rl rx rr)
-> nearly_redblack n (append (T B 11 1x 1lr) (T B rl rx rr))
/\ (notred (T B 11 1x 1r)
-> notred (T B rl rx rr)
-> is_redblack n (append (T B 11 1x 1lr) (T B rl rx rr)))

Esta demostracion se inicia con una induccion sobre la altura negra, es decir,
una induccién sobre n. Esto porque hacer la induccién sobre esta propiedad nos
garantiza que el resultado de la concatenacién no estaré desbalanceado.

Esta inducciéon nos da el caso base con n = 0 , seguido de la separaciéon de
la conjuncién y esto nos da 2 casos base, como se muestra en seguida:
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IHlr : forall n : nat,
is_redblack n 1r
-> is_redblack n rl
-> nearly_redblack n (append lr rl)
/\ (notred 1lr -> notred rl -> is_redblack n (append 1lr rl))
IHrl : forall n : nat,
is_redblack n (T B 11 1x 1r)
-> is_redblack n rl
-> nearly_redblack n (append (T B 11 1x 1lr) rl)
/\ (notred (T B 11 1x 1r)
-> notred rl -> is_redblack n (append (T B 11 1x 1lr) rl))
H1 : is_redblack 0 (T B 11 1x 1r)
H2 : is_redblack 0 (T B rl rx rr)

notred (T B 11 1x 1r)
-> notred (T B rl rx rr)
-> is_redblack O (append (T B 11 1x 1lr) (T B rl rx rr))

Estos casos base se resuelven aplicando las definiciones inductivas correspon-
dientes tanto a las metas como a las hipotesis H1 y H2, esto nos da las hipétesis
necesarias para probar estos dos casos.

Nos queda por probar el paso inductivo, en seguida podemos ver que la
hipétesis de induccién ‘IH’ es parte de IHIr, la cual se obtuvo de destruir esa
hipétesis, en el siguiente paso se explica por qué se decidi6 destruir esta hipétesis
y no su contraparte IHrl.

IHlr : forall n : nat,
is_redblack n 1r
-> is_redblack n rl
-> nearly_redblack n (append 1lr rl)
/\ (notred 1lr -> notred rl -> is_redblack n (append 1lr rl))
IHrl : forall n : nat,
is_redblack n (T B 11 1x 1lr)
-> is_redblack n rl
-> nearly_redblack n (append (T B 11 1x 1lr) rl)
/\ (notred (T B 11 1x 1r)
-> notred rl -> is_redblack n (append (T B 11 1x 1r) rl))
n : nat
H1 : is_redblack (S n) (T B 11 1x 1r)
H2 : is_redblack (S n) (T B rl rx rr)
IH : nearly_redblack n (append lr rl)

nearly_redblack (S n) (append (T B 11 1x 1r) (T B rl rx rr))
/\ (notred (T B 11 1x 1lr)
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-> notred (T B rl rx rr)
-> is_redblack (S n) (append (T B 11 1x 1lr) (T B rl rx rr)))

Proseguimos con la separacion de la conjuncién, lo cual nos da dos casos que
trabajaremos por separado:

Primera mitad de conjuncion

nearly_redblack (S n) (append (T B 11 1x 1r) (T B rl rx rr))

Después de simplificar la meta de este caso, nos queda una meta que depende
del resultado de una llamada recursiva a de los subarboles Ir y rl, lo

cual nos genera otros dos casos:

is_redblack (S n)
match ¢ with
| R=>TR (TB11 1x r1) a0 (T B r2 rx rr)
| B =>1balS 11 1x (T B (T ¢ r1 a0 r2) rx rr)
end

Como podemos ver en ambas metas, tenemos una funciéon nueva, [[balS} Esta
es una funcién de balanceo, la cual extiende a las funciones que ya se habian
usado con anterioridad en la funcién de insercién, como lo son y

Para poder resolver esta parte de la demostracion nos apoyaremos de otro
lema (figura , el cual ilustra una propiedad de la operacion

Lemma 1balS_rb {a} ~{GHC.Base.Ord a}
(n : nat) (1 : RBa) (x : a) (r : RB a)
nearly_redblack n 1 -> is_redblack (S n) r ->
notred r -> is_redblack (S n) (1balS 1 x r).

Figura 3.7: Lema lbalS rb.

Lo que el lema, arriba escrito en sintaxis de Coq, quiere decir es que si
tenemos un par de arboles, sean I y r, un nimero natural n y un elemento x, si
el arbol I cumple con la definicion inductivanearly redblack|y r no es de color
rojo y cumple con la definicién inductiva [ts_redblack] entonces balancear estos
dos arboles con [[balS| resulta en un arbol rojinegro que cumple con la definicion
is_redblack.

La demostracién de este lema se convierte en un analisis de casos en el
cual solamente es necesario simplificar, aplicar las definiciones inductivas y las
metas que se generan son consecuencias directas de las hipotesis generadas, la
induccién no es necesaria.
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Regresando a las dos metas generadas por destruir la funcion append, si nos
fijamos en la primera, podemos ver que se puede aplicar directamente el lema
1balS;-b, lo cual nos genera 3 nuevas metas:

H1 : is_redblack (S n) (T B 11 1x 1r)
H2 : is_redblack (S n) (T B rl rx rr)
IH : nearly_redblack n E

______________________________________ (1/3)
nearly_redblack n 11
______________________________________ (2/3)
is_redblack (S n) (T B E rx rr)
______________________________________ (3/3)

notred (T B E rx rr)

Estas metas de nuevo caen en el caso de simplificar y aplicar las respectivas
definiciones inductivas para obtener las metas deseadas, de esta manera el primer
caso queda resuelto.

Ahora nos vamos al segundo caso generado al destruir la funcion el
cual nos dice que tenemos que hacer un anélisis de casos sobre el color del nodo:

H1 : is_redblack (S n) (T B 11 1x 1r)
H2 : is_redblack (S n) (T B rl rx rr)
IH : nearly_redblack n (T R rl a0 r2)

is_redblack (S n) (1balS 11 1x (T B (T B rl1 a0 r2) rx rr))

Ese analisis de casos nos da dos metas nuevas, una por color. El primer
caso solamente requiere simplificacion y aplicaciéon de definiciones inductivas
para obtener las metas deseadas. El segundo caso sigue los mismos pasos con la
tnica diferencia de volver a aplicar el lema [[balS]

De esta manera queda demostrada la primera mitad de la conjuncion.

Segunda mitad de conjuncioén

notred (T B 11 1x 1r)
-> notred (T B rl rx rr)
-> is_redblack (S n) (append (T B 11 1x 1lr) (T B rl rx rr))

Esta segunda mitad sigue exactamente el mismo procedimiento antes des-
crito con la tunica diferencia de que se agregan hipotesis nuevas:

H1 : is_redblack (S n) (T B 11 1x 1r)
H2 : is_redblack (S n) (T B rl rx rr)
IH : nearly_redblack n (append 1lr rl)
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H3 : notred (T B 11 1x 1r)
H4 : notred (T B rl rx rr)

is_redblack (S n)
match append 1lr rl with
[ TRIr' xrl' => TR (T B 11 1x 1r') x (T B rl' rx rr)
[ _ => 1balS 11 1x (T B (append lr rl) rx rr)
end

Al hacer el analisis de casos destruyendo la funcién con los parame-
tros Ir y rl, obtenemos exactamente las mismas metas que en la primera parte
de la conjuncion y al tener mas hipotesis la demostracion se acorta por un par
de pasos pero el procedimiento es el mismo.

De esta manera queda demostrado el primer lema. A pesar de ser larga y
tediosa, se puede observar el poder del asistente de pruebas, ya que las demos-
traciones se reducen a algebra ecuacional, es decir, tratar de igualar la meta con
lo que se tiene como hipoétesis. Esto se seguird viendo en las siguientes pruebas.

Lemma del_arb {a} “{GHC.Base.Ord a} (s:RB a) (x:a) (n:nat)
is_redblack (S n) s ->
isblack s -> nearly_redblack n (del x s)

with del_rb {a} “{GHC.Base.Ord a} (s:RB a) (x:a) (m:nat)
is_redblack n s ->
notblack s -> is_redblack n (del x s).

Figura 3.8: Lema del _arb

Segundo lema

Este siguiente lema utiliza una palabra especial en el lenguaje de Coq, with.
Esta palabra es un truco para demostrar dos lemas simultaneamente, el cual es
el caso como se ve en la figura [3.8]

Como podemos ver, el lema en si define dos lemas. Esto se hace de esta
manera porque la demostraciéon de uno de estos lemas depende del otro. De esta
manera podemos definir ambos lemas y s6lo usar una sola prueba.

del_arb : forall (a : Type) (H : Base.Eq_ a) (HO : Base.Ord a)
(s : RBa) (x: a) (n : nat),

is_redblack (S n) s ->

isblack s -> nearly_redblack n (del x s)

del_rb : forall (a : Type) (H : Base.Eq_ a) (HO : Base.Ord a)
(s : RBa) (x: a) (n: nat),

is_redblack n s ->

notblack s -> is_redblack n (del x s)
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is_redblack (S n) s -> isblack s -> nearly_redblack n (del x s)
is_redblack n s -> notblack s -> is_redblack n (del x s)

Lo que el asistente de pruebas esta haciendo es que nos esta integrando al
ambiente de hipotesis los dos lemas. De esta manera podemos realizar suposicio-
nes con éstos y asi ayudarnos a demostrar los lemas. Realizaremos las pruebas
de estos lemas por separado.

Prueba de|del arb

is_redblack (S n) s -> isblack s -> nearly_redblack n (del x s)

Este lema enuncia lo siguiente: sea un arbol s, un elemento x y un niimero
natural n, si s cumple con la definicion inductiva y S es negro,
entonces s cumple con la definicién de [nearly  redblack| después de eliminar el
elemento x. En otras palabras, si tenemos un arbol con la raiz de color negro,
el resultado de eliminar un elemento sera un arbol casi rojinegro.

La prueba empieza con una induccion sobre s lo cual nos da las dos metas
siguientes:

forall n : nat, is_redblack (S n) E ->
isblack E -> nearly_redblack n (del x E)

forall n : nat,
is_redblack (S n) (T c¢ s1 a0 s2) ->
isblack (T ¢ s1 a0 s2) ->
nearly_redblack n (del x (T c sl a0 s2))

A primera vista podemos apreciar que la primera meta contiene un ante-
cedente falso ya que el arbol vacio E no puede ser negro, entonces esta meta
es una contradiccion. La segunda meta podemos ver que si analizamos los dos
casos del color del arbol, el caso rojo es igualmente una contradicciéon por el
mismo antecedente isblack. Esto sélo nos deja con el caso negro de la segunda
meta.

IHs1 : forall n : nat, is_redblack (S n) s1 ->

isblack sl -> nearly_redblack n (del x s1)
IHs2 : forall n : nat, is_redblack (S n) s2 ->

isblack s2 -> nearly_redblack n (del x s2)

forall n : nat,

is_redblack (S n) (T B s1 a0 s2)

-> isblack (T B sl a0 s2) ->
nearly_redblack n (del x (T B sl a0 s2))
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Después de introducir los antecedentes y simplificar la meta, se hace un
analisis de casos sobre la operacion primero se ve el caso si el nodo a
eliminar esta en el subarbol derecho y después en el izquierdo.

IHs1 : forall n : nat, is_redblack (S n) s1 ->

isblack sl -> nearly_redblack n (del x s1)
IHs2 : forall n : nat, is_redblack (S n) s2 ->

isblack s2 -> nearly_redblack n (del x s2)
H1 : is_redblack (S n) (T B sl a0 s2)
H2 : isblack (T B s1 a0 s2)
H6 : is_redblack n si
H8 : is_redblack n s2

______________________________________ (1/2)
nearly_redblack n
match sl with
| TB _ _ _ => 1balS (del x s1) a0 s2
| _ => TR (del x s1) a0 s2
end
______________________________________ (2/2)
nearly_redblack n
(if _GHC.Base.>_ x a0
then
match s2 with
| TB _ _ _ => rbalS s1 a0 (del x s2)
| _=>TR sl a0 (del x s2)
end

else append sl s2)
Seguimos con el anélisis de los dos casos:

= En el primer caso seguimos con la destruccion del arbol sl para tener
un anélisis de casos, si simplificamos con las definiciones inductivas estas
metas, eventualmente encontramos metas de las siguientes formas:

is_redblack n (del x E)

is_redblack n (del x (T R si1_1 al s1_2))

Estos casos son particulares del lema para solucionar esto usamos
una tactica de Cog llamada assert, la cual nos deja agregar hipdtesis,
las cuales después tendremos que demostrar, en este caso ésta quedar’a
demostrada al terminar de demostrar todo este lema. Entonces como en
este caso estamos destruyendo sl1, la hipotesis a agregar seria:

IH1' : forall n : nat, is_redblack n s1 ->
notblack s1 -> is_redblack n (del x sl1)

Al agregarla al inicio de la prueba podemos solamente aplicarla cuando
lleguemos a los casos arriba mencionados.
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= El segundo caso se divide en dos, la primera parte es el caso espejo al
pasado, se realiza lo mismo pero para el arbol s2, lo cual nos da la siguiente
hipétesis a agregar:

IHr' : forall n : nat, is_redblack n s2 ->
notblack s2 -> is_redblack n (del x s2)

Se aplica de la misma manera y llegamos a la segunda parte donde nos
resulta la siguiente meta:

nearly_redblack n (append sl s2)

La cual es un caso particular del lema antes demostrado

Prueba de

is_redblack n s -> notblack s -> is_redblack n (del x s)

Este segundo lema enuncia lo siguiente: sea un arbol s, un elemento x y un
numero natural n, si s cumple con la definicion inductivafis redblack|y s no es

negro, entonces s cumple con la definicion de [is  redblack| después de eliminar
el elemento x. En otras palabras, si tenemos un arbol con la raiz de color rojo,

el resultado de eliminar un elemento serd un arbol casi rojinegro.

El enunciado con respecto al anterior busca que el resultado sea mas especifi-
co, pues la propiedad de ser es la que buscamos que las operaciones
cumplan. Sin embargo, la demostracién en términos de Cog no es muy distinta;
iniciamos con induccién sobre s.

______________________________________ (1/2)
forall n : nat, is_redblack n E ->
notblack E ->
is_redblack n (del x E)
(2/2)

forall n : nat, is_redblack n (T ¢ sl a0 s2) ->
notblack (T c¢ sl a0 s2) ->
is_redblack n (del x (T c s1 a0 s2))

La primera meta se soluciona simplificando hasta obtener la meta deseada,
mientras que la segunda meta se le hace un analisis sobre el color ¢, el cual
arroja dos casos, rojo y negro. El caso de que ¢ sea negro es una contradicciéon
porque no cumple con la meta de ser notblack, solamente nos enfocaremos en
el caso en que c es rojo.

IHs1l : forall n : nat,
is_redblack n s1 ->
notblack s1 -> is_redblack n (del x si1)



3.1. VERIFICACION FORMAL EN COQ 47

IHs2 : forall n : nat,

is_redblack n s2 ->

notblack s2 -> is_redblack n (del x s2)
H1 : is_redblack n (T R s1 a0 s2)
H2 : notblack (T R s1 a0 s2)

is_redblack n (del x (T R s1 a0 s2))

Al igual que en se hacen los casos de si el elemento a eliminar esta
en el subarbol derecho o izquierdo. Otra similitud que esta prueba tiene con
respecto con la pasada es que también tenemos que agregar una hipotesis extra,
en este caso de De aquif en adelante la prueba es muy similar a la an-
terior, simplificar, aplicar definiciones inductivas hasta llegar a contradicciones
o a las metas deseadas.

En este lema se usan lemas auxiliares muy similares a {balS _r@ como su
espejo rbalS _rb o sus contrapartes rbalS _arby [balS arb. Estos son lemas de
balanceo sencillos de demostrar pero muy largos, tediosos y repetitivos, por lo
tanto no se incluiran en este trabaj

Hasta este momento sblo se han demostrado partes de la operacion total de
eliminacién, como unir dos subérboles después de eliminar su raiz, qué sucede
si eliminamos de un arbol con raiz roja o de uno con raiz negra. En seguida
uniremos todos estos lemas en uno.

Instancia de la funcion de eliminacién

Instance remove_rb s x : redblack s -> redblack (remove x s).

Figura 3.9: Instancia de eliminacion de la clase [redblack

Al igual que en la funcion de insercion, terminamos la operacion de elimi-

nacion generando una instancia de la clase [redblack] (figura . Al igual que

en la operacién opuesta, requerimos de un lema auxiliar con respecto a la clase

redblack| (figura [3.10]).

Lemma makeBlack_rb {a} "{GHC.Base.Ord a} n t
nearly_redblack n t -> redblack (makeBlack t).

Figura 3.10: Lema makeBlack _rb.

Lo que este enunciado describe es la propiedad de que si un arbol ¢ cumple
con la definicion inductiva de ser[nearly redblack] pintar su raiz de color negro
lo convierte en una instancia de la clase lredblackl La demostracion de este lema

1 Descrito en la prueba de la funcion appenal
123e pueden consultar en: https://github.com/DavidFHCh/Tesis-FTW.
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es muy simple gracias al asistente de pruebas, ya que sbélo basta con hacer un
analisis de casos sobre el arbol t:

= El arbol vacio E, la meta a demostrar para este caso es:
nearly_redblack n E -> redblack (makeBlack E)

Como la clase esconde un existencial en su definicion, para poder
demostrar este caso basta con decir que existe n con valor 0, esto nos da

un caso trivial al ser la misma definicion inductiva de fts  redblac

= Kl segundo caso se reduce a los dos casos en los que puede caer la definiciéon
inductiva de [nearly redblack]

H1 : nearly_redblack n (T c tl a0 t2)
H2 : is_redblack n (T ¢ t1 a0 t2)

redblack (makeBlack (T c t1 a0 t2))

Este primer caso se reduce a hacer un analisis de casos sobre el color ¢, la
solucién de ambos colores consiste en, decir que existe n’ tal que su valor
es S(n), después de esto se simplifican las expresiones hasta obtener que
las metas cumplan con las hipotesis.

H1 : nearly_redblack n (T ¢ tl1l a0 t2)
H2 : redred_tree n (T c tl1 a0 t2)

redblack (makeBlack (T c t1 a0 t2))

El segundo caso es mas corto que el primero, ya que al hacer el anélisis de

los colores, podemos ver que la definiciéon de [redred tree|no esta definida
para arboles negros, entonces s6lo nos queda demostrar para arboles rojos.

Sin embargo, los pasos a seguir para este caso son los mismos que para el
color rojo del caso anterior.

Con este lema demostrado ya contamos con todas las herramientas para
poder demostrar que si tenemos a un arbol que es instancia de la clase
y eliminamos un elemento de él, el arbol resultante sigue siendo instancia de la
clase, esta demostraciéon comienza con un anélisis de casos sobre el arbol s:

H1 : is_redblack n E

redblack (makeBlack (del x (T c s1 cO s2)))

Podemos ver que se hace uso de la funcién En la primera meta
basta con aplicar el lema makeBlack _rb, simplificar y ésta se soluciona. En la

segunda meta se tiene que hacer otro anélisis de casos, esta vez sobre el color:
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H1 : is_redblack n (T R s1 cO s2)

redblack (makeBlack (del x (T R sl c0 s2)))

En la primera meta, color rojo, comenzamos por aplicar makeBlack rb, el
cual después de simplificar con la definicion inductiva nos resulta en la siguiente
meta:

H1 : is_redblack n (T R s1 cO s2)

is_redblack n (del x (T R s1 c0 s2))

La cual es un caso particular del lema[del 78 nos basta con aplicarlo, simpli-
ficar y esta meta queda resuelta. La tnica meta que nos quedaria por demostrar
seria el caso de la raiz negra:

H1 : is_redblack n (T B s1 cO s2)

redblack (makeBlack (del x (T B s1 cO s2)))

En este caso hacemos un analisis sobre n, los dos casos serian 0 y S(n).
Para 0 basta con simplificar y la meta se resuelve, pero para S(n), es necesario
volver a aplicar el lema makeBlack rb, una vez que hacemos esto, nos queda
la siguiente meta:

H1 : is_redblack (S n) (T B s1 cO s2)

nearly_redblack n (del x (T B sl c0 s2))

La cual resulta ser un caso particular del lema al aplicar este lema
y simplificar nuevamente, las metas resultantes quedan resueltas. Podemos ver
que las demostraciones cubiertas en este trabajo, en especial en la operacion de
eliminacién, son muy repetitivas y s6lo buscamos hacer que las metas empaten
con las hipotesis que tenemos.

Con esta operacion demostrada podemos decir que tenemos una estructura
correcta respecto a los invariantes descritos por las definiciones inductivas de
con las operaciones de borrado e insercién y de la misma manera
que estas dos operaciones son métodos de la clase por lo cual podemos
hacer estas operaciones cuantas veces queramos y el resultado seguira siendo
instancia de esta clase.
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Conclusiones

Como se ha ilustrado a lo largo de este trabajo, lo que buscamos es otra
manera de demostrar la correcciéon de una estructura de datos, en este caso de
arboles rojinegros usando un asistente de pruebas como lo es Cog, con traduc-
ciones de una biblioteca de tipos y funciones originarios de Haskell.

Hemos mencionado en repetidas ocasiones que la opcién mas tradicional para
realizar una prueba de este estilo seria usar lapiz y papel, pero como se ha visto
en capitulos anteriores el desarrollo de la prueba puede llegar a tener demasiados
casos. Esto lo convierte en una tarea muy complicada y tediosa de escribir, y
posteriormente de leer y entender por alguien més. En cambio, un asistente de
pruebas como Cog ayuda en organizar esta tarea, también puede simplificar y
logra reducirla a usar algebra ecuacional ya que, como se vio mayoritariamente
en este trabajo, lo iinico que se busca obtener es que las metas que queremos
probar se igualen con alguna de las hipotesis que se tienen. Esto también tiene
sus detrimentos ya que se deja de razonar de manera formal.

Sin embargo, el uso de una herramienta de esta naturaleza por si sola no
simplifica del todo este tipo de pruebas. Para poder llegar a un escenario donde
se pueda desarrollar una demostracién primero se debe tener claro qué es lo que
se quiere probar y codificarlo en el lenguaje que la herramienta comprenda.

En la vida real, esto significaria tener un programa escrito en algin lenguaje
de programacion como Java, Python, Haskell, etc. y traducirlo al lenguaje de
la herramienta. Esto requeriria la implentacién de un traductor o en su defec-
to traducir los programas a mano, esta segunda opcién siendo una solucién no
optima ya que es susceptible a errores. En este trabajo se uso6 el traductor de
Haskell a Coq llamado hs-to-coq |Spector-Zabusky et al., 2017], que aunque nos
dio algunas bibliotecas de Haskell traducidas a Cog, sigue en estado de desarro-
llo. Ademaés, aunque Haskell comparte el mismo paradigma que el lenguaje de
Coq, lograr traducir en un 100 % un lenguaje resulta muy complicado ya que
éste siempre esta evolucionando, en especial si es un lenguaje tan ampliamente
usado como lo es Haskell.

Otra restriccién que se tiene que establecer es que no todos los programas
escritos en Haskell podrian ser traducidos al lenguaje de Cog. Este lenguaje a
pesar de que entra en la categoria de lenguajes funcionales, solo acepta funciones
totales. Esto introduce otras problematicas: la traduccién un programa de un
paradigma imperativo, logico, etc. a uno funcional y después asegurar que todas
las funciones de éste son totales.

o1
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Supongamos que resolvemos todos estos problemas que se han presentado
hasta ahora, es decir, tenemos un programa donde todas sus funciones son totales
y se logré traducir correcta y completamente. Siguiendo nuestra metodologia,
se tienen que generar las definiciones inductivas las cuales ayudaran a guardar
invariantes del programa, y con éstas escribir los lemas que se buscan probar
para poder asegurar que el programa en cuestion ha sido verificado formalmente,
lo cual podria tomar el mismo tiempo que tomé traducir todo el programa al
lenguaje de la herramienta.

Actualmente en la industria lo que se hace para minimizar los errores en
c6digo es hacer que este pase por una serie de filtros, es decir, que otra persona
revise el codigo para identificar defectos y ejecutar pruebas ya existentes. Con
esto se busca asegurar que el nuevo c6digo no introduzca errores a componentes
que funcionaban correctamente dentro del programa y que se escriban pruebas
que confirmen el correcto funcionamiento del cédigo a introducir. En este mo-
mento la idea de poder probar que un programa cualquiera puede ser probado
formalmente usando un asistente de pruebas es muy atractiva, ya que un dnico
desarrollador podria desarrollar la prueba y no depender de codigo ajeno que
muestre que su programa es correcto. Sin embargo, esta idea resulta muy poco
factible hoy en dia ya que, ademas de los problemas expuestos con anterioridad
(las traducciones del codigo implementado), se suma el hecho de que se tendrian
que traducir y probar todas las bibliotecas ocupadas del lenguaje que se estéa
usando antes de pensar en probar un programa usando una herramienta como
Cog.

Otro acercamiento para poder probar este tipo de programas en la industria
seria desarrollar la mayor parte de estos en el asistente Cog. Realizando esto
con las herramientas que su lenguaje nos provee, de esta manera se pueden
realizar las demostraciones pertinentes y utilizar la funcionalidad que éste posee
para extraer codigo en otros lenguajes, después de haber realizado la prueba,
como lo son Haskell y O’Caml. Sin embargo, esto s6lo nos permitiria desarrollar
programas correctos con las funcionalidades que el lenguaje de Cog nos ofrezca.

Retomando el punto anterior, otra solucién seria desarrollar y probar par-
tes clave de los programas a crear, es decir, médulos pequenos como lo serian
las estructuras de datos (arboles rojinegros, listas doblemente ligadas, colas,
pilas, u otros tipos de arboles) o partes criticas de algun sistema. Una vez im-
plementados estos médulos se podrian usar en cualquier parte de codigo. El
inconveniente con hacer esto es que dependiendo del lenguaje al que se extraiga
el programa probado, puede ser contraproducente para el desempeno del mismo.
Este degradado en el desempeno se puede dar por razones ajenas al codigo y
por asuntos relacionados a la implementacion del compilador que se usara para
generar codigo ejecutable y la optimizacion del mismo. Por ejemplo, el lenguaje
C es conocido por ser muy usado en programas que requieren ser muy rapidos
en sus operaciones.

Otro problema es que como no todo el codigo estarfa probado formalmente,
para componentes mas grandes se necesitarfa caer nuevamente en hacer otro tipo
de pruebas, como las unitarias y las de integraciéon, y como ya hemos menciona-
do, éstas no nos aseguran que los programas sean correctos o completos. Por lo
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tanto, nuestros programas sélo estarian verificados formalmente parcialmente.

Como podemos apreciar, demostrar programas con un asistente de pruebas
no es el procedimiento mas amigable hoy en dia, el tiempo que se debe invertir en
aprender la herramienta o el esfuerzo para obtener una verificaciéon lo mas amplia
posible son desventajas claras de estos métodos. S in embargo, si se sigue con
la actual trayectoria en el desarrollo de herramientas de traduccién como lo es
hs-to-coq, eventualmente la industria podria comenzar a utilizar herramientas de
este estilo para mejorar la calidad de sus productos. Mientras tanto, se tendran
que seguir desarrollando pruebas unitarias de mejor calidad y lograr generar
programas que tiendan a la correccién.
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Apéndice A

Conceptos basicos de COQ

Para una mejor comprension de las pruebas realizadas en este trabajo, da-
remos una breve explicacién del asistente de pruebas Cog. Nos enfocaremos
solamente en las caracteristicas de Coq que se usaron en este trabajo. Este
apéndice esté basado en el manual del asistente que el lector puede consultar
en [The Coq Team and contributors, 2011al.

Lo primero que se hace al querer probar un programa en Cog es escribirlo
en su propio lenguaje llamado Gallina. Este contiene varias palabras reservadas
para el desarrollo de funciones y de tipos especiales para el uso de las mismas,
en seguida explicaremos las que se usaron:

Inductive - Esta palabra reservada se refiere a un tipo al cual se le puede
aplicar induccon estructural. Al usar esta palabra para definir a un tipo, se
establecen los constructores, y en algunos casos, destructores. En el listado
presentamos un ejemplo de uso, definiendo los niimeros naturales.

Inductive nat : Set :=
| 0 : nat
| S : nat -> nat.

Listado 19: Tipo Inductivo.

Fixpoint - Esta palabra reservada se refiere a la definicion de una funcién
recursiva, aplicada a, al menos, un tipo inductivo definido con la palabra
reservada Inductive. El listado presentamos una funcién recursiva
usando el tipo definido arriba.

Definition - Esta palabra reservada basicamente se refiere a una susti-
tucion textual de una expresion por otra. En el listado se hace una
sustitucion textual para aumentar en uno el valor de n.

En los mecanismos de definicién anteriores se hace uso de la coincidencia
de patrones o pattern matching. Los tipos inductivos tambien los usamos para

95
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Fixpoint add (n m:nat) {struct n} : nat :=
match n with

| 0=>m
| Sp=>8 (add p m)
end.

Listado 20: Funciéon Fizpoint.

Definition add_one (n :nat) {struct n} : nat :=
match n with

| 0 =>78 (0
| Sp=>8 (8 (p))
end.

Listado 21: Sustitucién textual con Definition.

definir las invariantes o especificacion formal del programa que se busca verificar.
En el codigo definimos la especificacion de los arboles rojinegros.

Una vez escrito el programa y su especificacion, procedemos a escribir lemas
que nos ayuden a verificar la correccion con respecto a la especificacion dada.
Esto lo logramos con la palabra reservada Lemmal[l] (ver [ins_rr_rb). Al usar
esta palabra Cog entra en modo prueba, con lo cual se pueden usar las tdcticas.

Las tacticas (ver listado son palabras reservadas como: intros, destruct,
apply, constructor, etc. Estas tacticas son funciones que nos ayudan a transfor-
mar el estado actual de una prueba, denominado meta. Una sucesién de tacticas
eventualmente generan una prueba completa, a cual opcionalmente empieza con
la palabra Proof y siempre termina con Qed.

(* lema que prueba que un arbol con al menos un elemento mo es vacio.
*)

Lemma T_neq_E {a} “{GHC.Base.Ord a}:
forall (c:Color) (1: RB a) (k: a) (r: RBBa), Tclkr <>E.

Proof.

intros. intro Hx. inversion Hx.
Qed.

Listado 22: Ejemplo del uso de tacticas y lemas.

Las metas (ver listado consisten de dos partes: la conclusiéon y un contex-
to. El segundo contiene las hipotesis, definiciones y variables que podemos usar
para demostrar la conclusion con el uso de las tacticas. En este trabajo se habla
en alto nivel como se usaron las tacticas para verificar los arboles rojinegros.

LAdemés de esta palabra también se puede usar Theorem, Proposition, Corolary, para
indicar una proposicion.



H1i_ : is_redblack n 1
H1_0 : is_redblack n r
IHis_redblackl :

ifred 1 (redred_tree n (ins x 1)) (is_redblack n (ins x 1))
IHis_redblack?2 :

ifred r (redred_tree n (ins x r)) (is_redblack n (ins x r))

is_redblack (S n) (rbal 1 k (ins x r))

Listado 23: Ejemplo de una meta.

o7
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