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Resumen.

La autoorganizacion en sistemas de atomos ultrafrios es un fenémeno colectivo que se
caracteriza por la emergencia espontanea de un patrén periddico en el perfil de densidad de un
sistema atémico a baja temperatura como consecuencia de su interacciéon con modos clasicos y
cuanticos del campo de radiacion. Este comportamiento ha sido observado experimentalmente
en la emergencia del estado supersdlido en un condensado de Bose Einstein (BEC) confinado en
una cavidad optica. En este trabajo de grado se presenta un desarrollo tedrico enfocado en la
descripcion de los elementos esenciales para caracterizar el proceso de autoorganizacion de un
BEC confinado en una cavidad y en espacio libre. En particular se investigan estos sistemas bajo
la aproximacién de campo medio con el objetivo de identificar el parametro de orden que indica
la transicion al estado autoorganizado, estudiar el régimen de parametros en donde el estado
homogéneo del BEC se hace inestable y caracterizar las condiciones bajo las cuales el proceso
de autoorganizacion se puede generar de manera dindmica y en ausencia de la cavidad éptica.
Asimismo se implementa el método numérico de evolucién temporal en tiempo real e imaginario
para verificar los desarrollos anteriores en el caso en donde el BEC se considera un sistema
unidimensional. Dentro de los resultados obtenidos se destacan la identificaciéon de similes que
permiten establecer una relacion entre la autoorganizacién de un BEC confinado en una cavidad
y la transicion de fase superradiante en el modelo de Dicke; y las expresiones analiticas que
caracterizan el umbral de intensidad de los modos del campo bajo el cual se predice la transicion
al estado autoorganizado.



Abstract

Self-organization in ultracold atom systems is a collective phenomenon characterized by
the spontaneous emergence of a periodic pattern in the density profile of an atomic system
at low temperature as a consequence of its interaction with classical and quantum modes of
the radiation field. This behavior has been observed experimentally in the emergence of the
supersolid state in a Bose-Einstein condensate (BEC) confined in a high finesse optical cavity.
This thesis presents a theoretical development focused on the description of the essential elements
to characterize the self-organization process of a BEC confined in a cavity and in free space. In
particular, these systems are investigated under the mean-field approximation for the purpose
of identify the order parameter that indicates the transition to the self-organized state, study
the regime of parameters where the homogeneous BEC becomes unstable and characterize the
conditions under which the self-organization process can be generated dynamically and in the
absence of the optical cavity. Likewise, the numerical method of temporal evolution in real
and imaginary time is implemented to verify the previous developments in the case where the
BEC is considered a one-dimensional system. Among the obtained results, the identification of
similes that allow establishing a relationship between the self-organization of a BEC confined in
a cavity and the superradiant phase transition in the Dicke model stand out and the analytical
expressions that characterize the intensity threshold of the field modes under which the transition
to the self-organizing state is predicted.



1. Introduccion.

El concepto de autoorganizacion se ha desarrollado en diversos campos de conocimiento
con el objetivo de caracterizar el surgimiento espontaneo de patrones ordenados en el estado
de sistemas fisicos, bioldgicos, sociales, entre otros. Ejemplos de esto abarcan temas tan am-
plios que van desde cuestiones filosoficas que indagan sobre la necesidad de una inteligencia
disenadora para crear orden en la naturaleza, el crecimiento de cristales mesoscopicos generado
por procesos de autoensamble de estructuras nanométricas [3], la formacién esponténea de
analogos a flujo laminar en el trafico terrestre en funcién de la densidad de vehiculos en las
vias [4] y la aparicién de patrones ordenados en los diagramas de espaciotiempo de autématas
celulares [5]. Una caracteristica comiin en estos sistemas es que, pese a ser un fenémeno global
que se manifiesta en el comportamiento colectivo, la transicion al estado autoorganizado se
da principalmente en funciéon de las interacciones locales entre los constituyentes del sistema
sin la necesidad de un agente externo que lo regule como un todo. De manera general los
mecanismos que dan origen a la autoorganizaciéon dependen de procesos de retroalimentacion
positiva que promuevan cambios en el estado del sistema [6] [7]. Esto permite que la configuracién
no autoorganizada se haga inestable debido a la amplificacion de fluctuaciones aleatorias, lo que
bajo condiciones iniciales adecuadas puede conducir al sistema a realizar el estado ordenado
que es, por lo general, robusto a fluctuaciones substanciales [8]. Adicional a la emergencia
espontanea de ordenamiento espacial o temporal, los sistemas que exhiben autoorganizacion
se pueden identificar por la coexistencia de multiples estados estables explorables en funcién
de las condiciones iniciales y por la existencia de bifurcaciones bajo la variacién de sus parametros.

En el contexto de los sistemas conformados por ensambles atémicos confinados en cavida-
des Opticas, se ha demostrado que los efectos mecanicos de la luz sobre el movimiento del centro
de masa de los atomos y la subsecuente retroaccion del gas sobre la luz por procesos de dispersion
pueden dar origen a dindmica no lineal, inestabilidades y transiciones de fase fuera del equilibrio
[9, 10, [IT]. Estos fenémenos se pueden fundamentar en el hecho de que los campos reflejados
dentro del interior de una cavidad de alta reflectancia se propagan a través del ensamble atémico
multiples veces y, como consecuencia, los fotones podran ser dispersados de manera sucesiva por
diferentes atomos, lo que de manera efectiva induce interacciones entre atomos que son de largo
alcance y alteran significativamente las propiedades criticas del ensamble atémico en ausencia
de los campos [12]. Otra caracteristica importante de estos sistemas es que la dindmica de la
materia y la radiaciéon estan fuertemente acopladas: por un lado el ensamble de atomos actiia
como medio 6ptico que afecta el estado de los campo en la cavidad, mientras que por otro lado el
campo configura un potencial éptico que retroalimenta el estado de los a&tomos. Las interacciones
interatomicas de largo alcance mediadas por el campo pueden generar inestabilidades en la
densidad del ensamble atémico que den lugar a la autoorganizacion espacial. De manera concreta,
se ha mostrado que una nube térmica de dtomos que interactiian con un modo de una cavidad
de alta reflectancia exhibe una transicién de fase a partir de un umbral critico en la intensidad
de un haz de bombeo que incide sobre los dtomos [13], 14} [15]. Por debajo de dicho umbral las
fluctuaciones térmicas actiian como un mecanismo de retroalimentacion negativa que estabiliza
el estado homogéneo de la nube, mientras que radiacién del haz de bombeo dispersada dirigida
hacia el interior de la cavidad interfiere destructivamente. En contraste con lo anterior, si la
intensidad del haz de bombeo supera el umbral critico los &tomos se autoorganizan formando
una estructura de densidad periddica que dispersa de manera eficiente la radiacién del haz
de bombeo hacia el interior de la cavidad, de donde emerge un potencial 6ptico adicional que



actiia como mecanismo de retroalimentacién positiva al estabilizar el estado autoorganizado,
maximizando asi la dispersion de fotones hacia el interior de la cavidad. Con base en este
esquema tedrico se han implementado contextos experimentales que demuestran el fenémeno de
autoorganizacién en vapores atémicos confinados en cavidades épticas [16], [17]. Esto ha dado
lugar a un vasto ntimero de propuestas conceptualmente relacionadas en donde se caracterizan
los efectos de las interacciones interatoémicas inducidas por los campos sobre la dinamica de
condensados de Bose Einstein confinados en cavidades épticas, dentro de las cuales destacamos
el experimento realizado por el equipo de Esslinger [I]. En su trabajo los autores evidencian
que la autoorganizacion de un BEC confinado en una cavidad o6ptica de alta reflectancia es
equivalente a la transiciéon superradiante del modelo de Dicke, lo cual resulta ademas en la
realizacién pionera de un modelo de Dicke efectivo.

Este trabajo presenta un desarrollo teérico enfocado en la descripcion de los elementos esenciales
para caracterizar el proceso de autoorganizacién de un condensado de Bose Einstein confinado
en una cavidad y en espacio libre. En el capitulo 2 se desarrolla la derivaciéon del modelo de
Dicke y se discute la transicién de fase superradiante empleando los formalismos de campo
medio y la transformacion de Holstein Primakoff. En el capitulo 3 se presenta una discusion
sobre el contexto experimental de Esslinger y se desarrolla un modelo tedrico que describe la
autoorganizacion y su relacion con la transicién de fase superradiante del modelo de Dicke. En
el capitulo 4 se presenta una breve revisién sobre el modelo de autoorganizacion en ausencia de
cavidad propuesto por el equipo de Ostermann [2] con el objetivo de identificar el mecanismo de
retroalimentacion positiva que da lugar a la transiciéon al estado organizado. Finalmente, en
el capitulo 5 se concluye el desarrollo del trabajo y se mencionan algunas perspectivas para
investigaciones posteriores.
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2. Modelo de Dicke.

El modelo de Dicke describe la dinamica emergente en la interaccion del campo de ra-
diacion cuantizado dentro de una cavidad con un ensamble de N sistemas emisores de dos
nivelesE] idénticos e independientes. Este modelo se caracteriza por exhibir una transicion de
fase tipo Hepp Lieb [I8] en donde se observa la existencia de un valor critico del parametro
de acoplamiento radiacién materia a partir del cual hay emision colectiva de radiacion, cuya
densidad de energia es proporcional al niimero de emisores, si la longitud de onda asociada
al modo del campo es mucho mayor que extension del sistema atémico. Este fenémeno es
denominado superradiancia debido a que la intensidad de la radiacién emitida en este proceso
es mucho mayor que la intensidad de la emitida por procesos de emisiéon espontanea bajo las
mismas condiciones, siendo en este tltimo caso la densidad de energfa emitida proporcional a v/N.

En funcién de la relevancia que ha tenido el modelo de Dicke en el desarrollo de los fundamentos
tedricos de la éptica cudntica y la materia condensada [I1), [19], su realizaciéon experimental
continia siendo un campo activo de investigacién. Dentro de las propuestas enfocadas en superar
las limitaciones experimentales asociadas a lograr el régimen de acoplamiento fuerte, necesario
en la observacién de la transicién de fase superradiante, se distingue el modelo de Domokos et. al
[20] en donde la dindmica del centro de masa de los 4tomos que constituyen un BEC confinado
en una cavidad de alta reflectancia, la cual es bombeada por un haz coherente, realiza una
transicion de fase conocida como autoorganizacion espacial. En su trabajo los autores muestran
que el modelo efectivo que describe la transicion de fase de autoorganizacion puede ser mapeado
al modelo de Dicke, en donde la constante de acoplamiento radiacién materia esta definida en
funcién de la intensidad del haz de bombeo, condicién que permite un control experimental
versatil del régimen de acoplamiento fuerte. Estas predicciones fueron posteriormente verificadas
por el equipo de Esslinger et al. [I] dando origen a una realizacién experimental del modelo de
Dicke en sistemas de gases ultrafrios confinados en cavidades épticas, siendo la descripcion de
este contexto experimental y su relacion con el modelo de Dicke desarrolladas en el siguiente
capitulo de esta tesis. Otras realizaciones efectivas de modelos tipo Dicke estan basadas en
sistemas disipativos conformados por ensambles atémicos de cuatro niveles acoplados con el
campo de radiaciéon via emisiéon Raman estimulada [21], en sistemas de arreglos de uniones
superconductoras acopladas a modos bosénicos realizados por resonadores de microondas [22]
asi como en condensados de Bose Einstein espinoriales acoplados con el modo de una cavidad [23].

En este capitulo se presenta una breve descripcion del modelo de Dicke mencionando las
aproximaciones bajo las cuales subyace su construccion y las caracteristicas que sugieren la
existencia de la transicion de fase superradiante. Posteriormente se formaliza la descripcion
de la transicion de fase superradiante en el contexto de la aproximacion de campo medio y
la transformacién de Holstein Primakoff para terminar con la discusiéon del diagrama de fase
obtenido por dichos métodos.

'Ejemplos de estos sistemas pueden ser 4tomos de dos niveles efectivos, puntos cudnticos, pares de nitrégeno-
vacante en defectos cristalinos y uniones superconductoras.
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2.1. Derivacion del modelo de Dicke.

El modelo de Dicke consiste de un ensamble de N atomos idénticos de dos niveles acoplados
en interacciéon dipolar a un modo cuantizado del campo de radiaciéon en una cavidad de
alta reflectancia. Los dtomos se consideran en posiciones fijas ocupando un volumen V' cuyas
dimensiones son mucho menores que la longitud de onda del modo de la cavidad, de tal manera
que el campo se puede considerar constante a lo largo de la extensién del ensamble de dtomos.
Los aspectos relevantes en la formulacion del modelo de Dicke se pueden identificar al describir
la interaccion de los electrones en un atomo con el modo cuantizado del campo de radiacion,
siendo directa la extension al caso de N atomos debido a que éstos se consideran idénticos,
independientes entre si e interactiian de la misma manera con el modo del campo. El hamiltoniano
que describe un sistema de N, electrones ligados a un ntcleo con posicion de equilibrio fija,
acoplados al campo de radiaciéon cuantizado en una cavidad optica de alta reflectancia, viene
dado por el acoplamiento minimo:

1 X
HY = %Z(pz +eA(ry)? + Vo(ry, 1, ..., TN,) +Zh/vuka;/\ak,)\ (1)
e i=1 3

en donde p,, r; son el momentum y la posiciéon del i-ésimo electrén respecto a la posicion del
nucleo del 4tomo, e es la magnitud de la carga del electréon, m, es la masa del electron y V.. denota
al potencial que describe las interacciones electrostaticas electron-electron y electrén-nticleo que
definen la estructura de niveles del 4tomo. Adicionalmente A(r) = 35 \ Ay, A(€®Tag \ 4+ h.c)eg
es el potencial vectorial cuantizado, en donde aj ) es el operador de aniquilacién de un fotén
del campo con momentum k y estado de polarizacion A, € y Ax x corresponden al vector de
polarizacion y a la amplitud del potencial, respectivamente. En el gauge de Coulomb se establece
la condicién de transversalidad V - A(r) = 0, de la cual se puede demostrar que [p, A(r)] = 0.
Teniendo en cuenta esto el hamiltoniano anterior puede escribirse como:

N. Ne
(& (&
HO — 5 Zp? + V;(I‘l, ro, ..., I'Ne) + Z hwka27)\ak7/\ + — Z <pl . A(I‘Z) + 2A2(I‘l)) (2)
e i=1 oA e i=1

En la expresion anterior el primer término define la estructura de niveles del dtomo y el segundo
corresponde la energia del campo de radiaciéon en la cavidad, mientras que el acoplamiento
entre el 4tomo y el campo tiene como contribuciones a la interaccién dipolar, p - A(r), y al
término diamagnético A?(r), las cuales involucran procesos de uno y dos fotones respectivamente.
Asumiendo como predeterminada la estructura de niveles E,, del atomo definida mediante la
relacion:

Hy =

Ne
pr—i—Vc(rl,rg,...,rNe) :ZEn\n><n| (3)
2me i ~
siendo n una etiqueta que denota un conjunto de nimeros cuanticos que describe los estados
|n) del 4tomo, se puede hacer uso de completez de esta base de estados atémicos para expresar

la interaccion dipolar como:

72131

ezl

=

k:

[( AkAZ n|e™Tip ek,,\|m)> |n) (m|ag» +h.c}

m,

3

(4)

[gnm\n (m]ag.x + h. c}

%\m%\m

kA m,

3
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Reemplazando las ecuaciones (3)) y (4) en la ecuacién (2)) se obtiene:

2

(1)_ZE n) "|+ZMWMGM+ ZZ(Q mln) m|am+h0)+272142 r;) (5)

mmn Me ;5

Para el caso en donde la longitud de onda de todos los modos de la cavidad sea mucho mayor
que la longitud de localizacion de los estados del ensamble atémico, la cual esta caracterizada
por el radio de Bohr ap en el caso de sistemas hidrogenoides, se puede despreciar la variacion del
perfil espacial de dichos modos en la extension del ensamble. Esta consideracién permite hacer la
aproximacién e ~ 1 dado que ap/\, < 1, razén por la cual es conocida como aproximacion
de onda larga. De lo anterior se pueden determinar las reglas de selecciéon de las transiciones
atémicas dipolares al tener en cuenta que los elementos de matriz del operador de momentum
satisfacen (n|p;|m) = 22(n|[Ha,r;]|m) = “2(E, — E,,){n|r;/m), de donde se observa que la
interaccion dipolar sélo acopla estados de paridad opuesta. Despreciar la variacion del perfil
espacial del campo en la cavidad resulta en que el acoplamiento radiacion materia gﬁz;\n adquiere
el mismo valor para todos los atomos del ensamble debido a que son idénticos. El hamiltoniano
de Dicke se obtiene al incorporar la energia de todos los atomos y su interacciéon con el modo
del campo en la ecuacion teniendo en cuenta que todos tienen el mismo conjunto de estados
accesibles y el mismo espectro de energia, lo que resulta en este caso:

H=Y Y Bn) (1l + 3 henal s + 7 zzzmn (mlag + ]

=1 n zlk)\mn

2 NN (6)

ZZAQ (rig)

2mez 1j5=1

en donde |n);(m| es el operador de proyeccién que corresponde a la transicién electrénica
|m) — |n) del 4&tomo ntimero i y r; ; es el operador de posicion del j-ésimo electrén ligado al
i-ésimo nucleo. Este hamiltoniano es general y permite el estudio de las propiedades de un
ensamble de emisores de multiples niveles de energia acoplados a una cavidad multimodal en
aproximacion de onda larga, siendo en particular las propiedades superradiantes de un ensamble
de sistemas emisores de tres niveles acoplado a dos modos del campo exploradas en las referencias
[241, 25]. El sistema de estudio més sencillo al que se puede reducir el hamiltoniano en la ecuacién
@ sin perder las nociones de la fenomenologia de la superradiancia, consiste en el caso en donde
la frecuencia de un modo del campo es cuasiresonante con una transicion dipolar particular
del atomo. Como consecuencia, las propiedades de emisién del ensamble se pueden describir
de manera efectiva considerando solamente los estados de paridad opuesta |n) € {|g), |e)} del
atomo que participan en la transicion, acoplados a un modo cuasiresonante de la cavidad con
momentum k y polarizaciéon A determinados. Si adicionalmente se asume que la intensidad
del campo en la cavidad es débil, la contribucién diamagnética A?(r) a la energia del sistema
es despreciable en relacion la contribucion de la interaccion dipolar. Teniendo en cuenta las
consideraciones anteriores el hamiltoniano expresado en la ecuacion @ se reduce a:

N
H:hwaZazﬁ—hwaa—l—iZJH—i—a_ Y(a 4+ al) (7)

=1

. . . . B B .
en donde se introduce la energia de transicion atomica hw, = Ee — Eg ¥y A = geg = Gj e
el cual se puede definir como un parametro real bajo una eleccién adecuada de las fases
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globales de los estados atémicos. Asimismo se definen los operadores o ; = (|e);(g| — |9):(e])/2,
gt =le)i(gl = O'T_7Z~ y se omiten la etiquetas de polarizaciéon y momentum en la escritura de
los operadores del campo. Definiendo los operadores colectivos J, = ZfL O, J& = ZfL o+;y

el operador 2J, = J, + J_, el hamiltoniano que describe el modelo de Dicke viene dado por
26, 27):

H 2\
-V = an cJr TJI 8
P =W ~|—waa+m(a+a) (8)

La existencia de una posible transicién de fase en el modelo de Dicke se hace manifiesta al
comparar el estado base del sistema en dos limites analiticos: en el caso A = 0 el estado base
corresponde a la configuracion en donde todos los atomos se encuentran en el estado base,
que corresponde al autoestado de menor energia del operador J,, y el campo de radiacién
se encuentra en el estado de vacio. En contraste a lo anterior, en el limite de acople fuerte
A — oo la interaccion entre la radiacion y el ensamble atémico gobierna la dindmica del sistema,
siendo en este caso el estado base dado por la configuracion donde todos los atomos estan
polarizados en el estado |—); = (|e); — |g);)/v2 y el campo de radiacién estd en el estado
coherente. Esta diferencia significativa en la estructura y fenomenologia del estado base en
funcién de la variacion del parametro de acoplamiento, en donde en el primer limite el estado
base se caracteriza por no tener excitaciones de los estados de la radiacion y la materia (estado
normal), mientras que en el segundo hay excitaciones macroscépicas en el espectro de ambos
subsistemas (estado superradiante) es un posible precursor de una transicién de fase en el
limite termodindmico [28]. Esta transicion entre el estado normal y el estado superradiante
puede describirse en la aproximacién de campo medio, en donde se identifica un parametro de
orden y se minimiza el funcional de energia libre respecto a dicho parametro para determinar el
comportamiento critico del sistema, o bien mediante la transformacion de Holstein Primakoff, en
donde el hamiltoniano de Dicke se mapea a un sistema de osciladores acoplados a temperatura
cero en el limite termodindmico. Ambos acercamientos se discuten a continuacion.

2.2. Transiciones de fase en el modelo de Dicke.
2.2.1. Aproximacion de campo medio en el modelo de Dicke.

El estado normal y el estado superradiante se distinguen por la ocupacion macroscépica del
modo del campo de radiacion en la cavidad. Esto sugiere que el pardmetro de orden asociado a
la transicién de fase esta vinculado a la intensidad del campo en la cavidad, la cual es cero en
la fase normal y no nula en la fase superradiante. La idea anterior se puede formalizar en el
contexto de la aproximacion de campo medio al linealizar el hamiltoniano de Dicke dado en
la ecuaciéon por medio de la aproximacién a &~ « + da, en donde o = (a) es el pardmetro
de orden y da describe las fluctuaciones de a respecto al estado de equilibrio termodinamico.
Considerando lo anterior, el hamiltoniano de Dicke a orden O(da") se puede escribir como:

N
Hyp = hwea® + 3 hy, by = hweosj + e 05 (9)
jz:; J J J \/N J

siendo f; el hamiltoniano que describe el estado de uno de los 4tomos cuyo espectro de energia

/ <z 2 2 . /
estd dado por la expresion E, = Zhy/“ + %oﬂ. Teniendo en cuenta que los atomos son
idénticos y no interactiian entre si se puede determinar de manera directa la funcién de particion
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del sistema, el cual se reduce el cdlculo de Tre PHmr — g—fwea® [Tre=Phi]N bajo estas condiciones,
siendo entonces:
Z(a) = Tre e = ¢=Flwea™(9 cogh (BE(a)) N (10)

en donde F(a) = |Ex|, 5 = 1/kgT y kp es la constante de Boltzmann. De este resultado se
obtiene el funcional de energia libre del sistema definida en relaciéon a la funcién de particion
mediante la expresion:

F(a) = —; In(Z(a)) = hwea® — gln[Q cosh(BE(a))] (11)
De acuerdo a la teoria de transiciones de fase de Ginzburg Landau, el valor del parametro de
acoplamiento criticos y el diagrama de fase que describen la transicion de fase superradiante
se pueden determinar minimizando el funcional respecto al parametro de orden « [29].
En particular la exploracién de los extremos del funcional de energia libre permite definir el
comportamiento critico del sistema cerca a la transicién de fase, de donde se puede establecer el
valor de los exponentes criticos del sistema evaluando la ley de potencias que define al parametro
de orden cerca a la region critica para caracterizar la clase de universalidad y su concordancia
con las leyes de escalamiento. Los extremos del funcional de energia libre dado en la ecuaciéon
(11)) vienen dados por la condicién:

dF (a) we  tanh(BE(«))
_ _ — 12
do V7@ <2m2 E(@) 0 (12)
en donde oo = 0 describe la fase normal, mientras que la solucién a la ecuacién trascendental:
%
E(a) = tanh(SE(a)) (13)

[

definida en el caso a # 0, describe la fase superradiante. En el limite de baja temperatura
[ — oo la solucién a la ecuacion trascendental mencionada viene dada por:

N Welg, Weldq
o= () (0o (14)

Al ser o? > 0 se determina que la fase superradiante se realiza en el sistema a 7' = 0 si
A > \fWewa/2 = A:(0), siendo en otro caso o = 0. De acuerdo a esta solucion la intensidad de la
radiacién emitida por el ensamble atomico en la fase superradiante es proporcional al niimero de
emisores, siendo esta caracteristica la razon por la cual a este fenémeno de emision se le denomina
superradiancia. Los resultados anteriores sugieren que en la fase superradiante la interaccion
radiaciéon materia induce la emisién colectiva y coherente de radiacion de todos los atomos, lo
cual contrasta significativamente con el caracter aleatorio y no correlacionado de la emision
espontanea del mismo ensamble si se considera que todos los emisores son independientes entre
si. Adicionalmente el resultado obtenido en la ecuacién indica que para valores cercanos del
acoplamiento critico el pardmetro de orden escala como o ~ /A — A\.(0), por lo que el exponente
critico asociado al parametro de orden es = 1/2, lo cual es un indicio de que la clase de
universalidad de los fenomenos criticos en el modelo de Dicke corresponde a la de campo medio.
La dependencia en la temperatura del valor del acoplamiento critico A.(T") se puede determinar
bajo la condicién F"'(a = 0) = 0, siendo en este caso:

0
do? N

=0=A\(T) = ;J Wewgy coth (Bh;a> (15)

=0
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donde se tiene que en el limite § — oo el resultado anterior se reduce al valor critico de A
previamente obtenido. Si bien el diagrama de fase y el exponente critico asociado al pardmetro
de orden se obtuvieron para el limite 7" = 0, estos son resultados generales que se mantienen
para T # 0. Esta afirmaciéon se puede verificar al expandir los términos de la ecuacion a
segundo orden en « para considerar la dependencia del parametro de orden y el acoplamiento
critico en la temperatura. Posterior a un calculo directo que se detalla en el complemento [6.2
se obtiene que el parametro de orden cerca a la region critica satisface:

a = \/NF)A = A(T)) (16)

siendo f(A) una funcién bien definida en A = A.. Este resultado comprueba nuevamente lo

previamente establecido sobre la emision superradiante y sobre el parametro de orden en el caso
T =0.

2.2.2. Transformacién de Holstein Primakoff.

La aproximacion de campo medio es equivalente a considerar una descripcion semiclasica del
campo electromagnético, razén por la cual este enfoque no permite explorar directamente la
transicion de fase cuantica ya que desconoce este aspecto de los estados del campo de radiacion.
En particular los aspectos cuanticos de la transicién de fase estan codificados en las fluctuaciones
da del operador de campo, pero estas fueron despreciadas al considerar la aproximacion de
campo a orden cero en los desarrollos de la seccion anterior. Una manera de extender el estudio
de la transicion de fase superradiante desarrollado en la seccion anterior teniendo en cuenta
el caracter cuantico de ambos subsistemas consiste en emplear la transformaciéon de Holstein
Primakoft dada por [30]:

s J+:ZU]‘7+: 9 1—W—{—hc (17)

Estas transformaciones mapean los operadores de espin colectivos a los operadores de un
oscilador armoénico bosoénico al truncar el espacio de Hilbert, de tal manera que en el limite
termodinamico las excitaciones colectivas y las fluctuaciones en el estado base del modelo de
Dicke se pueden identificar con las del sistema bosoénico, siendo en este caso J, — @(b +b").
Reemplazando estas transformaciones en el hamiltoniano dado en la ecuacién se obtiene que
en el limite termodinamico el hamiltoniano de Dicke se puede expresar como:

Hup = hw.a'a + hw,b™d + hX(a + al) (b + bh) (18)

el cual es formalmente equivalente al hamiltoniano que describe la dindmica de dos osciladores
cuanticos unidimensionales acoplados. El estado base de este sistema se puede determinar
empleando la representacion de posiciéon y momentum generalizados, definidos mediante las

expresiones a = y/w./2h(z, + ipa/we) ¥ b = \/wa/2k(xp + ipp/w,), con la finalidad de desacoplar

los osciladores empleando la representacién de modos normales:

1 1
Hyp = 3 PToyP + 5XTMX (19)

siendo X = (xq,7)7, P = (pa,pp)T y M = %(wg + w2)og + 2M\/Wewa0, + %(w? — w?)o,, donde
o; son las matrices de Pauli. La matriz M se puede diagonalizar por medio de una rotacion
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respecto al eje y en dngulo /2 al considerar que su estructura es equivalente a la representacién
matricial de un sistema de espin 1/2 interactuando con un campo magnético homogéneo

B = (2A/wel,, 0, 5 (w? — w?)), es decir:

M = R (y;0/2) Diag(w},w?)R (y; —6/2) (20)
en donde:
wl = ;(wf +w?) £ \/4)\2wcwa + i(wg — w?2)? (21)
y: w2 2
cos(f) = (22)

B \/16)\2wcwa + (w? — w?)?

De acuerdo a lo anterior el hamiltoniano de Dicke bajo la transformacién de Holstein Primakoff
se diagonaliza en los modos normales definidos mediante X1 = R(y,0/2)X y P, = R(y,0/2)P,
los cuales conservan el algebra candnica de los operadores de posicién y momentum debido a que
la transformaciéon R(y,8/2) es unitaria. De estas consideraciones se sigue que el hamiltoniano
del sistema desacoplado en sus modos normales esta dado por:

Hyp = (;pi - ;wixi) + (;zf + ;w2x2) (23)
Del resultado anterior se puede determinar de manera inmediata el estado base, el cual correspon-
de al producto tensorial de los estados base de cada modo normal, siendo en particular los valores
esperados de los operadores de los modos normales en el estado base (z2) = h/2w,, (x}) = h/2w,,
(p?) = hw./2 y (p?) = hw,/2. La relaciones Xy = R(y,0/2)X y P = R(y,0/2)P se puede
invertir para determinar la ocupacién del modo del campo de radiacién {a'a) y la excitacién
colectiva del ensamble atémico (b'b) en funcién de los valores esperados de los operadores de
modos normales. El desarrollo de esta linea de ideas conlleva a la obtencion de los dos resultados

importantes:
1|w w 0 1|lw w_ 0 1
fe) = = [ 22 4 2+ 2(Z Sy T gin?2 (2] = 2 24
(a'a) 4[&4—1—%]603 (2)+4L}_+wc]sm <2> ) (24)
1|w w 0 1w w_ 0 1
by = = | =2 + =% 2 = S T sin? (o) - = 25
(b'b) 4[w++walcos <2>+4L}+walsm 5 5 (25)
de donde se observa que las ocupaciones de ambos modos divergen para w_ = 0. Imponiendo

esta condicion en se establece que el valor critico del acoplamiento a partir del cual se
realiza la transicién de fase superradiante es A.(0) = %\/m Los resultados obtenidos se
resumen en la Figura[I] en donde se exhibe el diagrama de fase termodindmico de la transicién
de fase superradiante descrito en la ecuacion , la ocupacion del modo del campo de radiacién
cuantizado dada en y la ocupacién del modo colectivo del sistema atémico dado en (25)).
De este diagrama de fase se puede observar que ambos métodos propuestos para caracterizar
la transicion de fase predicen el mismo valor critico del pardmetro de acoplamiento a T' = 0,
sin embargo la fenomenologia y el mecanismo subyacente a la transiciéon son completamente
distintos: por un lado en la descripcion termodindmica presentada bajo la aproximacién de campo
medio, la transicion de fase es conducida por fluctuaciones térmicas del sistema que favorecen la
minimizacion de la energia libre del ensamble atomico a baja temperatura. Por otro lado en caso
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Figura 1: Diagrama de fase del modelo de Dicke a T" = 0. La curva continua representa el
diagrama de fase obtenido por la descripcion termodindmica dada en la ecuacion ((14)), mientras
que las curvas azul y roja describen la ocupacion del modo de materia y radiacion, dados por las

relaciones y respectivamente. En este diagrama w, = w. = 10 y A(0) = \/Wew./2 = 5.

de estudio donde ambos subsistemas estan cuantizados la transicién de fase superradiante esta
conducida por la divergencia del niimero de ocupaciéon del modo colectivo del ensamble atémico
y del modo de la cavidad, siendo esto evidenciado en las curvas punteadas para A = A\, = 5. Otro
aspecto observado en la figura que marca una diferencia entre transicion de fase superradiante
cuantica de la termodinamica corresponde a la ley de potencias que sigue el pardmetro de orden
en la region critica, en donde en el caso termodinamico éste escala como o ~ /A — A\, mientras
que en la descripcion cuantica la ocupacion del modo es una funcion lineal en el parametro de
acoplamiento, lo que sugiere que la transicién de fase cuantica del modelo de Dicke podria no
pertenecer a la clase de universalidad de campo medio, siendo necesaria la caracterizacion de
otros exponentes criticos para formalizar esta proposicién. Un aspecto interesante que sugiere la
transicion de fase superradiante es la emergencia de correlaciones en los estados del ensamble
atémico atn cuando todos los emisores son independientes entre si. Una posible explicacion a
esta fenomenologia se puede esbozar en el contexto de la aproximacion de onda larga considerada
en la construccién del modelo de Dicke, en donde los emisores son indistinguibles en la escala de
la longitud de onda del modo, por lo que no hay un acoplamiento preferencial de la radiacién con
la materia. En este caso la emisién o absorcion de un fotén ocasionada por un dtomo particular
del ensamble va a ser sentida por los deméas atomos debido a que todos estan acoplados al
mismo campo. Por lo tanto, se propone que las correlaciones emergentes entre los emisores
corresponden a un acoplamiento no local mediado por la interaccion indistinguible de cada
emisor con el modo del campo.
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3. Autoorganizacion de gases ultrafrios.

La autoorganizacién en sistemas de atomos ultrafrios es un fenémeno colectivo que se
caracteriza por la emergencia espontdnea de un patrén periédico en el perfil de densidad de un
sistema atémico a baja temperatura como consecuencia de su interacciéon con modos clasicos y
cuanticos del campo de radiacién. Para establecer los elementos importantes en la descripcién
y caracterizacién de la autoorganizacién en gases ultrafrios resulta conveniente comenzar con
la revision de la fenomenologia de la autoorganizacion basada en un contexto experimental
concreto. En este capitulo se presenta un breve resumen de algunos resultados relacionados
a la observacion experimental de la autoorganizacién de un gas superfluido confinado en una
cavidad Optica realizada por el equipo de trabajo de Esslinger [I], resaltando los elementos
caracteristicos del sistema que permiten definir un modelo formal que describa la autooganizacién
y su relacion con la transiciéon de fase superradiante del modelo de Dicke. Posteriormente se
explora la transicion de fase de autoorganizacion empleando la aproximacién de campo medio
para identificar los pardmetros de orden y determinar el diagrama de fase del sistema. Finalmente
se emplea el método numérico de evolucién temporal en tiempo imaginario para caracterizar la
autoorganizacion en la versiéon unidimensional del contexto experimental de Esslinger discutido
por P. Domokos et al. en [31].

Figura 2: Esquema del contexto experimental de Esslinger, el cual consiste de un BEC confinado
en una cavidad optica bombeada transversalmente por un modo estacionario de un haz coherente.
El condensado se autoorganiza en una estructura periédica que dispersa de manera superradiante
fotones hacia el interior de la cavidad dado que la intensidad del haz de bombeo P supere un
valor critico P..

3.1. Autoorganizacion asistida por una cavidad: experimento de Ess-
linger.

El contexto experimental llevado a cabo por el equipo de Esslinger consiste de la preparacion
de un BEC diluido de dtomos de 8"Rb confinado en una cavidad éptica de Fabry-Pérot de alta
reflectancia preparada en el estado de vacio. En esta configuracion el condensado es bombeado
por un haz coherente que se propaga en direccion transversal al eje de la cavidad. En el lado
opuesto de la cavidad respecto la posicion del haz de bombeo se ubica un espejo con el objetivo
de generar un potencial 6ptico en funcién de la interferencia de los haces contrapropagantes, el
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modo de la cavidad y su interaccién con el condensado, como se ilustra en la Figura 2] La fre-
cuencia del haz de bombeo se fija por debajo de la frecuencia asociada a la transicién electrénica
dipolar menos energética del atomo, de tal manera que la desintonia entre el haz de bombeo y
el &tomo es mucho mayor que el ancho espectral de las lineas de absorcién del atomo. Como
consecuencia los procesos de emision espontanea y estimulada de los atomos son fuertemente
suprimidos y sus efectos sobre la dispersion efectiva entre los fotones del haz de bombeo y el
modo de la cavidad son despreciables. En otras palabras, se considera que el efecto sobre los
campos producido por el condensado entendido como medio 6ptico es el de introducir cambios
en la fase debido a procesos de dispersion elastica, lo que resulta en la interferencia de los modos
del haz de bombeo y de la cavidad dando origen a un potencial 6ptico susceptible a la dinamica
del condensado. Basado en todo lo anterior la fenomenologia del sistema se puede capturar
en una descripcién tedrica que considere un solo nivel del atomo acoplado a los estados del
campo por medio de un potencial éptico generado por procesos de dispersién coherente de fotones.

Bajo este contexto experimental los autores realizaron el registro del conteo del ntimero de
fotones que se escapaban por los espejos de la cavidad y de la distribucién de momentos de la
densidad del condensado, en funcién de la intensidad del haz de bombeo, empleando la técnica
de resolucién de imagen en tiempo de vuelo (time-of-flight imaging en inglés) la cual consiste
en someter el condensado al potencial 6ptico mientras se libera del potencial de confinamiento,
tomando iméagenes de éste mientras se expande balisticamente, con la finalidad de resolver el
patrén de difraccion. Parte de los resultados experimentales obtenidos por el equipo de Esslinger
son mostrados en la Figura [3} cuando la intensidad se mantiene por debajo de un umbral critico
no hay un conteo significativo de fotones en la cavidad, lo que ademés viene acompanado de
un perfil de densidad del condensado que adquiere componentes p, = +2hk, = £47h/)\, en su
distribucién de momentos debido a la dispersiéon de fotones del haz de bombeo de longitud de
onda A, como se puede apreciar en la Figura . Esto sugiere que por debajo de la intensidad
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Figura 3: Observacion experimental de la transicion de fase de autoorganizacion en donde se
reporta: a) Numero medio de fotones (linea continua) e intensidad del haz de bombeo (linea
punteada) en funcién del tiempo. b) y ¢) Distribucién de momentos del BEC en el estado
normal. d) Emergencia de las componentes de momentum (p,,p,) = (£hk,, £hk,) que sefialan
la transicién de fase al estado autoorganizado. Figura tomada de [IJ.
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critica no hay un acoplamiento efectivo entre el haz de bombeo y el modo de la cavidad debido a
que cada atomo del condensado dispersa el haz de bombeo con una fase arbitraria, lo que resulta
en la interferencia destructiva de la radiacion dispersada hacia el interior de la cavidad, razén por
la cual el potencial 6ptico al que el condensado es sometido solo tiene la contribucion del modo
estacionario del haz de bombeo en direccion z, siendo su efecto la generacion de las componentes
de momentum p, que resultan ser despreciables en comparacion con la distribucién de momentos
previamente definida por los potenciales externos que lo confinan, como se evidencia en la
diferencia de sombreados de los picos p, en relacion a la distribucién inicial mostrada en la
Figura [3p. A este estado del sistema en donde no hay fotones en la cavidad y el perfil de
densidad del condensado no cambia significativamente en su interaccién con el haz de bombeo
se denomina estado normal.

Una vez alcanzado el valor critico de la intensidad del haz de bombeo en t = 4.8ms es
detectado un incremento abrupto y significativo en el nimero de fotones en la cavidad, fenémeno
que se puede entender en el contexto de la dispersiéon de Rayleigh superradiante observada
experimentalmente por el equipo de W. Ketterle [32], de donde se establece que el condensado
dispersa la radiacion del haz de bombeo de manera coherente y direccionada hacia el interior de
la cavidad si el vector de polarizacién del haz de bombeo y la direccion del eje de la cavidad son
ortogonales [33]. En contraste con el estado normal la excitacion del modo de la cavidad contri-
buye a la emergencia dinamica de un potencial 6ptico bidimensional cuya estructura espacial
esta condicionada por el proceso de dispersién de Rayleigh, el cual introduce un desfase concreto
A¢ en el haz de bombeo que da origen a configuraciones en donde los modos de la cavidad y
haz de bombeo estan en fase (A¢ = 0) o contrafase (A¢ = 7) distinguibles experimentalmente
bajo deteccion heterodina, dando lugar a un potencial cuadrado de periodicidad espacial A,
que rompe la simetria continua Z, del desfase entre campos [34]. En estas configuraciones del
potencial éptico se generan fluctuaciones en la densidad del condensado por la redistribucién de
sus atomos debido a gradientes de energia: si estas fluctuaciones son lo suficientemente grandes
el condensado es preparado en un estado en donde los atomos se localizan mayoritariamente en
los maximos o minimos de una de las dos configuraciones del potencial cuadrado, estado en el
que se maximiza la dispersion de Rayleigh superradiante del haz de bombeo hacia el interior de
la cavidad generando un mecanismo de retroalimentacion positiva que estabiliza este perfil de
densidad. Como consecuencia la interaccién del condensado con los modos del campo genera
la autoorganizaciéon dinadmica de los atomos formando un perfil de densidad periédico que es
reminiscente al de las estructuras cristalinas, siendo la evidencia de este proceso la emergencia de
componentes de momentum (p,, p,) = (£hk,, £hk,) observadas en la distribucién de momentos
mostrada en la Figura [3d. Es conveniente mencionar que el estado autoorganizado rompe con
la simetria de traslacion espacial continua como ocurre en los estados cristalinos del estado
solido, sin embargo esto no permite identificar directamente a la autoorganizaciéon como un
mecanismo de cristalizacién debido a que es necesario caracterizar otras propiedades fisicas como
lo son las correlaciones de densidad. Aun asi algunos experimentos muestran que el proceso de
autoorganizacion de un BEC es identificable con la transicién de fase del estado superfluido al
estado supersolido debido a la existencia de rotones [35] y al orden diagonal de largo alcance
[36] que exhibe el estado autoorganizado.

En su trabajo el equipo de Esslinger asevera que la transicion al estado autoorganizado es
identificable con la transicion de fase superradiante del modelo de Dicke entre el estado ho-
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mogéneoﬂ (pz,p2) = (0,0) y el estado periédico (p,,p,) = (£hk,, £hk,) del condensado, en
donde el proceso de dispersién de un foton del haz de bombeo hacia el interior de la cavidad es
representado por el operador colectivo af.J, mientras que el proceso de dispersion de un fotén
de la cavidad hacia su exterior es capturado por el operador a.J,, de tal manera que la inclusion
de los procesos inversos a los previamente mencionados permite inferir que el hamiltoniano de
interaccion radiacién materia en este sistema es de la forma V ~ A(a + a')(J; + J_) siendo A
el parametro de acoplamiento radiacion-materia. Los autores dieron soporte experimental a
esta afirmaciéon caracterizando el diagrama de fases del sistema. Para lograr esto detectaron
el niimero medio de fotones en la cavidad en funcién de la intensidad del haz de bombeo y
en funcion de la desintonia A, entre la frecuencia de la cavidad y la frecuencia del haz de
bombeo, reportando los resultados obtenidos en la Figura [d En este diagrama se verifica la
existencia del régimen de intensidad para el cual no se detecta un nimero significativo de
fotones en la cavidad correspondiente al estado normal, separado por la curva critica A, del
régimen autoorganizado en donde hay dispersién de fotones hacia el interior de la cavidad. Este
comportamiento esta en concordancia con el diagrama de fases del modelo de Dicke descrito
por el acoplamiento critico Ay = /wew./2 bajo la identificacién adecuada de la frecuencia
efectiva de la cavidad w,, la frecuencia efectiva del sistema de dos estados w, y la constante de
acoplamiento radiacion-materia efectiva A como se muestra en las secciones subsiguientes. Una
caracteristica importante del sistema que se observa en el diagrama de fases es que a partir
de un valor negativo de A. el acoplamiento critico A\, depende linealmente del valor critico
de la potencia del haz de bombeo P, lo que representa una ventaja significativa en cuanto a
la realizacion y el control experimental de la transicién de fase superradiante en sistemas de
atomos frios en comparacién con su contra parte en los sistemas de estado sélido, en donde
el régimen de acoplamiento fuerte necesario para observar la transicion de fase superradiante
esta limitado por propiedades de los atomos dificilmente manipulables. Desde el punto de vista
de la materia condensada el acoplamiento efectivo entre el modo de la cavidad y el haz de
bombeo induce interacciones efectivas de largo alcance entre los atomos que constituyen el
condensado, las cuales dan origen al mecanismo de autoorganizacién y en general enriquecen
las propiedades criticas del sistema [28]. A continuacién se presenta el desarrollo de métodos
que permiten formalizar la caracterizacion de la transicion de fase de autoorganizacion en el
contexto experimental de Esslinger.

3.2. Formulacion teédrica de la autoorganizaciéon asistida por una
cavidad.

Para describir de manera formal los aspectos relevantes de la autoorganizacion discutidos en
la seccién anterior, es conveniente comenzar con la definicién del hamiltoniano de un cuerpo que
describe la dinamica de los atomos del condensado y posteriormente incluir las interacciones
entre atomos bajo la aproximacion de Born. Este procedimiento es adecuado en el régimen
de baja energia y en el limite de alta desintonia, condiciones bajo las cuales fue realizado el
experimento de Esslinger.

2En donde se desprecian las componentes de momentum introducidas por el haz de bombeo en el estado
normal.
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Figura 4: Diagrama de fase del sistema experimental en donde se reporta: a) Nimero medio
de fotones en la cavidad en funciéon de la potencial del haz de bombeo y la desintonia de la
cavidad. b) y ¢) Evolucién temporal del nimero medio de fotones para las dos configuraciones

particulares sefialadas en la Figura a). La linea punteada corresponde a la curva critica. Figura
tomada de [I].

3.2.1. Derivacién del modelo.

El sistema atémico bajo consideracion consiste de un BEC que esté constituido por atomos
bosénicos de masa m que tiene una estructura de niveles definida por un potencial de interaccion
interno Vi, entre sus constituyentes. Considerando el régimen de alta desintonia bajo el cual se
desarrolla el experimento de Esslinger es suficiente tener en cuenta dos estados no degenerados
y de distinta paridad, denotados como |g) y |e), para describir los grados de libertad internos
del atomo. El hamiltoniano de un cuerpo que describe la dindmica del 4&tomo desacoplada de la
radiacién viene dado por:

2 2 2 2 2
Dy + D D Dy +p
Hy =& =2 rr ‘/;n —tx 'z h("-)e . 26
A om + (2/,6 + t) om + gO0+0 ( )

en donde el primer término corresponde a la energia cinética del centro de masa y el segundo
corresponde a la energia de movimiento relativo del sistema de masa reducida p interactuando
con el potencial Vi,. La informacion de los dos niveles relevantes se captura en los operadores de
transicién o = |e)(g|, o_ = o, y en su diferencia de energia hw,,. Para describir el acoplamiento
del atomo con los dos modos del campo se asume que la interaccién radiacion-materia es dipolar
en donde se debe tener en cuenta que la dinamica del centro de masa del atomo es relevante en
el fenébmeno de autoorganizacion, por lo que es necesario considerar la variacién espacial del
perfil de los campos y su traslape con las funciones de onda ¥, (r) = (r|o). Para este efecto la
funcién de onda del atomo se centra en la posicion del centro de masa r, de tal manera que la
interaccion del atomo con el modo de la cavidad se puede expresar bajo la aproximaciéon de
onda rotante como [37]:

Hxc = —ih <7li/dr’@/);‘(r/ —r)EMD(r) - D(r )y, (r — I')> ora+h.c (27)
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siendo D(r) el momento dipolar eléctrico del atomo, E(P)(r) la parte de frecuencia positiva
del campo eléctrico en la cavidad y a el operador de aniquilaciéon de un fotén del modo de la
cavidad de momentum k. ~ k,. De manera analoga se plantea el hamiltoniano que describe la
interacciéon del atomo con el campo del haz de bombeo E,(r):

Hap = —ih (; [ vl =B D, —r)) e"rloy +hue (28)

con w, = ck, en funcién de la condicién de cuasiresonancia entre el modo de la cavidad y el
del haz de bombeo. Una caracteristica importante de los potenciales de interaccién anteriores
es que en contraste con el modelo de Jaynes-Cummings y el modelo de Dicke, las variaciones
espaciales de los modos del campo dan origen a frecuencias de Rabi que dependen de manera
dinamica de la posicién del centro de masa de los atomos, siendo este acoplamiento el mecanismo
relevante en el cual subyace la autoorganizacién. Teniendo en cuenta que la energia del modo de
la cavidad viene dada por He = hw.a'a, el hamiltoniano de un cuerpo que describe la dindmica
de un 4tomo del condensado viene dado por HY) = Hy + He + Hac + Hap [39]:

pa+ Pl
m

HWY = + hweala + hwego o — ihh(r) (o e ™" — g_e™r) —ihg(r)(ora — o_a’) (29)
en donde las frecuencias de Rabi g(r) y h(r) se consideraron reales dada la configuracién de
modos estacionarios del contexto experimental. Este hamiltoniano se puede simplificar realizando
la transformacién unitaria U(t) = exp [iw,t(0.0_ + a'a)] bajo la cual la dindmica del sistema
fisico se puede describir por el hamiltoniano de interaccion Hy = ih(0,U)UT + UHMUT que no
depende del tiempo. Lo anterior se demuestra empleando el lema de Baker-Campbell-Hausdorff
para determinar la manera en la que los operadores que definen el hamiltoniano transforman

bajo U(t):

iwpt)™

U(t)U+UT(t) — eiwpta+a_0_+e—iwpt0'+0'_ =0, + Z (

n=1

n‘ [0_4_0__, 0—+] = €’prt o4 (30)

estando los conmutadores anidados que resultan de la expansién representados con la nota-
ciéon compacta [A, B], definida bajo la relacion iterativa [A, B, = [A, [A, B],_1], en donde
[A, B]; = [A, B] y siendo en particular [0,0_,0,]; = o,. De manera andloga se determina
que U(t)a'UT(t) = e“rlal. Introduciendo las desintonfas A, = w, — wey ¥ Ar = w, — w, el
hamiltoniano del sistema en el cuadro de interaccién, el cual se puede interpretar como el
resultado de trasladarse a un sistema de referencia que rota con la frecuencia del haz de bombeo,
viene dado por:

P2+ 1
Hy = % — hAda'a — hA,op 0 —ihh(r)(oy — o) —ihg(r)(ora — o_al) (31)
m

Teniendo en cuenta que la extension al espacio de Fock de un hamiltoniano de un cuerpo se
puede expresar como [39] O =X, 5 [ drdr’@%(r’)( ,BlJOW|r, a) W, (r), en donde los indices de
la suma denotan los estados del hamiltoniano de un cuerpo, la ecuacion se puede expresar
en segunda cuantizacion de la siguiente manera:

T n? T 2 2, .t h2 2
Hy = — hAata — = / e (r) V20, (r) + / Erul(r) (=52 = hA, ) .(r)

+ih / drW! (x) (h(r) + g(r)a )W, (r) — ih / drqu(r)m(r) + g(r)a)l,(r)
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De este hamiltoniano se puede determinar la evolucién temporal de los operadores de campo
empleando la ecuaciéon de movimiento de Heisenberg, de la cual se obtiene en este caso el
siguiente conjunto de ecuaciones acopladas:

— tho V. (r) = [H;, V.(r)] = hA V. (r) + ;;VQ\IIS(I') + ih(h(r) + g(r)a) ¥,y (r) (33)
— ihoU,(r) = [H, Uy(r)] = ;LnVQIIlg(r) —ih(h(r) + g(r)a’) V. (r) (34)
Ova = ;[HI, al — ka = ; (hAca - ih/dr@;(r)g(r)@e(r)> — Ra (35)

En la ecuaciéon de Heisenberg del operador a se incluye el término —ka para dar cuenta del
decaimiento del modo de la cavidad debido a pérdidas de fotones por los espejos, lo que resulta
en la ecuacion de Heisenberg-Langevin ampliamente estudiada en el contexto de los sistemas
abiertos. Bajo el régimen de alta desintonia |A,| > 0 el estado excitado del d4tomo se puede
eliminar adiabaticamente debido a que alcanza una configuracion estacionaria en un intervalo
de tiempo corto en relaciéon al tiempo caracteristico de la dindmica espacial del atomo de dos
niveles. Adicionalmente la contribucion a la energia total dada por el término AA, ¥, es mayor
que la contribucion de la energia cinética del atomo en el estado excitado si la temperatura del
sistema es lo suficientemente baja. Heuristicamente lo anterior significa que de ser el atomo
excitado por la absorcién de un foton éste decaeria a su estado base antes de desplazarse
significativamente, por lo que las interacciones que induce este proceso se pueden considerar
locales tanto en espacio como en tiempo, de tal manera que el estado excitado llega a una
configuracion estacionaria definida por los valores instantaneos de los demés grados de libertad
del sistema. De manera formal la eliminacién adiabética se puede implementar en la ecuacion
de movimiento de Heisenberg del operador ¥.(r) considerando 9;V.(r) = 0 y despreciando el
término V2, (r) comparado con hA,¥,.. De este proceso se obtiene que en el régimen adiabético
el operador de campo correspondiente al estado excitado viene dado por:

We(r) & =~ (h(r) + g(r)a) Ty (r) (36)
Reemplazando este resultado en la ecuacién (34) y en la ecuacion se obtiene:
h? h
— B0, (x) = 5V () — 1 (R (r) + h(r)g(r) o +al) + g2 (r)ala) W,(x)  (37)
_ 1
Oa ~ iA.a — A /dr\PL(r)g(r)(h(r) +g(r)a)¥,(r) — Kka (38)

Para facilitar el estudio del comportamiento del sistema es conveniente introducir un hamiltoniano
efectivo que reproduzca la dindmica de los operadores de campo contemplada en la ecuacién (37))
y en la ecuacion . Expresado de manera concisa el hamiltoniano efectivo se define mediante
las relaciones:

B, (x) = [He, W,(r)] vy O — ;[Hef, o] — ka (39)

Se puede verificar directamente que el hamiltoniano que satisface las ecuaciones de movimiento
bajo la eliminacién adiabatica del estado excitado es:

Hy = —Aata + / dr)(r) [-;;VQ +Voda(r) + oy (r)de(r) (a + al) + Uo@Z (r)a’a| T,(r)
(40)
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en donde se introduce hh*(r)/A, = Voga(r), h(r)g(r)/Aa = 1¢p(r)de(r) v g2 (r) /Ay = Usdi(r).
De la forma en la que esta expresada el hamiltoniano se observa que el efecto del haz de
bombeo es el de generar un potencial 6ptico de profundidad V, = hQi /A, y perfil espacial
¢p(r), en donde 2, denota el valor maximo de la frecuencia de Rabi asociada al acoplamiento
del atomo con el haz de bombeo. Adicionalmente se evidencia que se produce una desintonia
efectiva en la frecuencia de la cavidad que depende de la densidad del condensado dado el
traslape de la funcién de onda del estado base con el potencial éptico hlUy¢?(r) inducido por la
cavidad, siendo Uy = ¢g2/A, y go el valor maximo de la frecuencia de Rabi del acoplamiento
atomo-cavidad. El proceso de dispersion de fotones mediado por el condensado da lugar al
acoplamiento dindmico entre el modo de la cavidad y el modo del haz de bombeo, el cual resulta
en la contribucién Ang.(r)o,(r) al potencial 6ptico cuya profundidad depende de la frecuencia de
Rabi de dos fotones n = ¢go€2,/A,. Es importante enfatizar que la frecuencia de Rabi 1 depende
del campo eléctrico del haz de bombeo en la interaccion dipolar, por lo que su valor puede
ser controlado experimentalmente variando la intensidad del haz de bombeo. Introduciendo
la interaccién entre pares de atomos bajo la aproximacion de Born se obtiene finalmente el
hamiltoniano de interacciéon radiacién-materia que condensa los aspectos importantes de la
discusion fenomenoldgica de la autoorganizacion basada en el contexto experimental de Esslinger:

H = —hAa'a+ /dr\IJT(r) (HO + g U ()W (r) + I, (r)¢e(r)(a + a') + hU()(ég(r)aTa) U(r)

(41)
siendo Hy = —(h*/2m)V? + Vyé2(r) el hamiltoniano en ausencia de la excitaciéon del modo de
la cavidad e interacciones entre atomos; adicionalmente se omite el subindice g que denota
al estado base en la escritura de los operadores de campo. Cabe resaltar que la inclusion del
(pseudo)potencial de interaccién de contacto en el paso anterior requiere que el sistema atémico
esté en un régimen de baja temperatura lejos de resonancias de Feshbach, caso contrario la
dispersion entre atomos podria dar lugar a transiciones electronicas que deben ser consideradas en
el proceso de eliminacién adiabéatica del estado excitado. La transicion al estado autoorganizado
se puede dilucidar del hamiltoniano dado en la ecuacion al comparar resultados en dos casos
limite: cuando no hay fotones en la cavidad la tnica contribucién al potencial éptico estd dada
por el haz de bombeo, de tal manera que el estado base del condensado se define por la ocupacion
macroscopica del estado de Bloch de méas baja energia del hamiltoniano de red periddica Hy.
Sin embargo si el modo de la cavidad es excitado de manera tal que la energia del haz de
bombeo, An, es mucho mayor que la energia de retroceso Fr = h2k§ /2m, la energia cinética
del centro de masa de los atomos es despreciable en comparaciéon con la energia de interaccion
del condensado dada en el potencial 6ptico, de tal manera que en el limite de Thomas-Fermi
se obtiene [(¥(r))|* o< ¢e(r)e,(r), expresion que corresponde al perfil de densidad periédico
caracteristico de la autoorganizacion. En las préximas dos secciones se caracteriza de manera
formal esta transicion bajo la aproximacién de campo medio y empleando una expansion de dos
modos para demostrar la relacion entre autoorganizacién y superradiancia.

3.2.2. Aproximacion de campo medio.

La aproximacién de campo medio permite simplificar el tratamiento algebraico bajo el cual
se describen las propiedades de un sistema fisico debido a que los efectos detallados de la
interaccion entre sus constituyentes son capturados por funciones que describen en promedio las
correlaciones entre distintos grados de libertad del sistema. En este caso de estudio el estado
del colectivo de atomos es descrito por una funcién de onda del condensado (¥(r)) = ¢(r),
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mientras que el estado de los fotones en la cavidad es descrito por un campo (a) = « identificable
con el limite semiclasico del estado coherente. Siguiendo el procedimiento presentado en la
implementaciéon de la aproximacién de campo medio en el modelo de Dicke, se considera que las
fluctuaciones 0¥ del operador ¥(r,t) y las fluctuaciones da del operador de a son pequenas en
comparacion de sus valores promedio ¥(r) y a respectivamente, de tal manera que al reemplazar
U(r,t) =9(r,t)+ 0V y a = a+da en la ecuacién y conservar los términos de orden cero en
las fluctuaciones se tiene que la funciéon de onda del condensado ¥ (r,t) satisface la EGP dada

por (ver el apéndice [6.1)):
(Ho + g [0(r, 0 + hnu(r)6,(6) e+ o) + Ao laf? ¢200)) (r ) = ihou(rt)  (42)

en donde la estructura de los modos del campo y su interacciéon con el condensado esta contenida
en el potencial optico Vopy(r, o) = Vo@2(r) + hngp(r)de(r)(a + o) 4+ hlg@2(r) la|?. Siguiendo
este mismo procedimiento se obtiene la ecuacién para la amplitud del campo « de la ecuacion
al conservar solo los términos de orden cero en las fluctuaciones de los campos:

O = i(A, — UpB + ik)ar — in© (43)

siendo © = ((r)|gp(r)de(r)|e(r)) v B = (¥(r)|¢?(r)|e(r)). Formalmente la dindmica del
condensado y del campo en la cavidad esta bien descrita por la solucion a las ecuaciones de
campo medio acopladas y dado un estado inicial del sistema, sin embargo resulta
conveniente introducir una aproximacion adicional sobre ésta tltima para obtener informacién
acerca del parametro de orden que caracteriza la transicion a la fase autoorganizada: si la escala
de tiempo en la cual ocurre la dindmica del centro de masa de los dtomos (h/Eg) es mucho
mayor que el inverso de la tasa de decaimiento del modo del campo en la cavidad k, se puede
emplear la aproximacion adiabatica para describir la evolucién temporal de dicho modo. En
esta situacion la amplitud del campo « evoluciona de manera adiabatica en funcién del estado
instantaneo del condensado de manera que dya =~ 0 y:

N no
T A, —UyB + ik

a (44)
Debido a que la excitaciéon colectiva del modo de la cavidad indica el umbral bajo el cual se
realiza la autoorganizacion resulta natural identificar la cantidad © como el parametro de orden,
de modo que en la fase normal © = 0 mientras que en la fase autoorganizada © # 0. Asimismo la
cantidad Uy B genera una desintonia efectiva de la frecuencia de la cavidad A, que depende del
estado del condensado. Al valor de B se conoce como parametro de bunching a causa de introducir
una asimetria en la contribucion del modo de la cavidad y el haz del bombeo al potencial éptico
total que afecta el grado de localizacién de los &tomos en los sitios pares o impares de la red optica.

De acuerdo al método propuesto en la referencia [31], el valor de la intensidad critica se
puede determinar a partir del andalisis de estabilidad del estado normal al realizar una itera-
cion del método de evolucion en tiempo imaginario empleando las ecuaciones y . El
procedimiento consiste en proponer una expansion de dos modos de la funcién de onda del
condensado donde se capturen fluctuaciones al estado normal que produzcan excitaciones del
modo de la cavidad, posteriormente comparar las tasas de decaimiento de las fluctuaciones
y del estado normal al realizar un paso de la evolucion en tiempo imaginario e identificar la
condicion sobre la intensidad bajo la cual el estado homogéneo tiene una tasa de decaimiento
mayor. Este método se basa en la idea de que las fluctuaciones en la densidad del condensado se
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hacen cada vez mas significativas a medida que la intensidad se acerca a su valor critico, de tal
manera que el estado homogéneo se hace inestable dando lugar a la realizacion del estado auto-
organizado inducida por la emergencia del potencial 6ptico. La evolucién en tiempo imaginario
garantiza que el estado autoorganizado sea el estado estacionario resultante de la dinamica
transitoria entre ambos estados. Teniendo en cuenta que © = (¢,(r)¢.(r)) y considerando
la soluciéon de la EGP en el limite de Thomas Fermi se propone la expansion en dos modos
P(r,to) = Yo(r, to)(1 + epe(r)d,(r)), en donde Yy (r, t) corresponde a la funcién del condensado
en el estado normal y ¢ < 1. Reemplazando esta expansion en la ecuacion se obtiene:

0 n(O0 + 26 Ney) _ 2nNe(A. — Up By — ik)
A, — UpBy + ik + Uge [ dr [tho|* 636, (Ac — UpBy)? + K2

L0 (45)

tal que ©q, By son respectivamente el parametro de orden y el parametro de bunching de la
fase normal y N = (1ho(r)]@2(r) 2 (r)[ho(r)) es el ntimero efectivo de dtomos maximamente
dispersados. Aqui es conveniente recordar que de acuerdo a la manera en la que estd expresada
la ecuacion la funcién de onda del condensado esta normalizada respecto al niimero N de
atomos que lo constituyen. Teniendo en cuenta lo anterior la evoluciéon en tiempo imaginarioﬁ]
del pardmetro de orden ¢ (r) viene dada por:

Ay
AT

4h772Nef(AC - UQB())
(Ac — U0B0)2 + Iiz

(HO + Eint(l + 25¢c¢p) + 5¢c¢p> 1/20(1 + 5¢c¢p) (46>

donde NFEy, = g.[dr |w0|4 es la contribuciéon energética en campo medio a la relaciéon de
dispersiéon definida por los potenciales épticos. Al considerar que el potencial quimico del estado
normal se define mediante la relacion Hyyy = oty v que los procesos de dispersion de fotones
por el condensado resultan en un incremento de su energia 0 F respecto a su valor en el estado
homogéneo, es decir Hocgp 0, = 6 Ect)op.p,, se pueden reagrupar los términos de la expresion
anterior de manera que:

At

4hn*Neg(A, — Uy B
Ar T u 050)
-

(Ac — U()Bo)2 + l€2

+ 3Eint + oFE €w0¢c¢p = —/10?/10 - V€¢O¢c¢p (47>

De este resultado se observa que cerca del valor critico de la intensidad del haz de bombeo
el estado base tiene una tasa de decaimiento proporcional al potencial quimico p, mientras
que las fluctuaciones a este estado que dan lugar a la transiciéon de fase de autoorganizacion
decaen a una tasa proporcional al factor v que depende de la intensidad del haz de bombeo
(la cual es proporcional a 1?) y cuyo valor corresponde al término entre corchetes. Si py < v
las fluctuaciones en la densidad del condensado se estabilizan dando como resultado un estado
estacionario en la fase normal, caso contrario el estado homogéneo se vuelve inestable en funcion
de su tasa de decaimiento mayor en relacion a la del estado autoorganizado. Como consecuencia
de esto la condicién pg = v define el valor de la intensidad critica n? para el cual se realiza la
transiciéon de autoorganizacion en el contexto experimental de Esslinger:

1 (U()BO — AC)Q +I€2
Ne h c = 5 oF Ein - 4
v/ Neth 2\/ 0B — A VOE + 3B — 1o (48)

3Que en este caso corresponde a la aplicacién del operador de evolucién temporal infinitesimal dado por la
expresion U = 1 — iAtH/k haciendo At — —iAT.
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Esta expresion es idéntica a la relacién que define el valor critico de la frecuencia de Rabi A,
para la cual ocurre la transicién de fase superradiante en el modelo de Dicke con decaimiento
del modo de la cavidad, lo cual se hace evidente al identificar a la frecuencia de Rabi critica, la
frecuencia de la cavidad y la energia del emisor de dos niveles con las cantidades Ay = v/Net7e,
we =UpBy — Ay hw, = 0E + 3Ey — o respectivamente [27]. Segin la ecuacion (48)) existe
una cota en la desintonia de la cavidad para la cual no se puede observar la autoorganizaciéon
independientemente del valor de la intensidad del haz de bombeo, caracteristica que se evidencia
en el diagrama de fases mostrado en la Figura [l Desde el punto de vista experimental lo anterior
implica que es necesaria una configuracion en la cual el traslape entre los modos del campo y la
densidad del condensado es maximo, de tal forma que el valor de la desintonia critica sea minimo
y se faciliten las condiciones bajo las cuales se observan la transicién de fase. Adicionalmente el
valor de la intensidad critica depende del niimero de dtomos en el condensado como N~/2, por
lo que la transicion de fase de autoorganizacion es susceptible a la reduccién de atomos en el
estado condensado debido al aumento de temperatura inducido por los campos.

Normal .

Figura 5: Estructura general del diagrama de fases del modelo de Esslinger. La linea punteada
corresponde a la curva critica definida por la ecuacién (48]).

3.2.3. Relacion entre autoorganizacion y superradiancia.

La existencia de un valor critico en la intensidad del haz de bombeo para la cual se observa
una excitacion macroscopica del modo de la cavidad, asi como la equivalencia entre la frecuencia
de Rabi critica A, y la intensidad critica dada en la ecuacion , son caracteristicas de la
transicion de fase de autoorganizacién que sugieren una relacion conceptual con la transicién de
fase superradiante del modelo de Dicke. Al considerar las ideas expuestas en la secciéon anterior
se establece que algunos aspectos cuantitativos de la autoorganizacion dinamica pueden ser
desarrollados en una descripcién de dos modos del condensado, W(r) = 1)y(r)cy + ¥4 (r)ey, siendo
o(r) el estado de Bloch de més baja energia definido por el potencial éptico generado por el
haz de bombeo mientras que ¥ (r) o ¥o(r)p,(r)d.(r) es el estado resultante de la dispersion
de fotones de la red Optica emergente en el estado autoorganizado. Los operadores ¢y y ¢;
aniquilan a un atomo en el estado vy vy 1, respectivamente y satisfacen la condicion de completez
C(T)co + cJ{cl = 1, mientras que estas funciones de onda estan normalizadas respecto al nimero de
atomos N con el propdsito de mantener la notacién consistente con los desarrollos de la seccion
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previalz_f]. Para simplificar la discusién se desprecian tanto los procesos de dispersiéon entre atomos
del condensado como la pérdida de fotones de la cavidad, haciendo g. = 0 y x = 0, de tal forma

que al reemplazar la expansiéon de dos modos del operador de campo en el hamiltoniano dado
en la ecuacion se obtiene:

H = —hAala + [(1ho] Holtho) + hUyBoa'a + hnO©g(a + a)]cheo+
(1| Ho|thy) + AUy Biata 4+ hn®©1 (a + a))cle,+ (49)
[AUo (41|62 (x) [vho) al @ + hn{ibr | pe(x)y (x) [0} (@ + a")] (cher + cleo)

En la derivacién de este resultado se considera sin pérdida de generalidad que v¢y(r) es una
funcién real, construccion que se justifica debido a la no degeneracion del estado base y al hecho
de que Hy conmuta con el operador de inversién temporal; asimismo se mantiene la notacion
B, y ©,, para denotar al pardmetro de bunching y al parametro de orden asociado al estado .
Definiendo Ey = (¢ Ho|t)g) como la energia del estado normal, 6 E' = (11|Hp|y1) al incremento
de energia del condensado debido a los procesos de dispersiéon de fotones que configuran el
potencial 6ptico y dan lugar al estado autoorganizado e introduciendo la representacion de
Schwinger de momentum angular definida por 2J, = ¢l¢; — cgco, Jp = Jp+id, = cegy Jo = er
[40], el hamiltoniano que describe el proceso de autoorganizacién de un condensado en ausencia
de interacciones entre atomos y pérdidas en la cavidad resulta en:

H 2\
5= wed, +weala + ﬁ(a + a")J, | +(UoMa'a+n01 (a+ah)) el e1+2U0 (41|02 0h0)atad, (50)

en donde M = By — By. Exceptuando los tltimos dos términos la expresion anterior corresponde
al hamiltoniano del modelo de Dicke, el cual describe el comportamiento de un sistema de N
emisores idénticos de dos niveles con energia hw, = 6E — Ej que interactian con un modo del
campo de una cavidad optica de frecuencia w, = UyBy — A, en funcion de la frecuencia de Rabi
A = VNn{1|pe(r) ¢, (r)|[1th), cuyo valor puede ser controlado experimentalmente de manera
versatil al modificar la potencia del haz de bombeo. El tltimo término en la ecuacién es
cero en funcién de la conservacion del momentum en los procesos de dispersion de Rayleigh;
en particular el potencial 6ptico generado por el modo de la cavidad, AlUy¢?(r), introduce
componentes de momentum (p,,p,) = (£2hk,,0) sobre la distribucién del estado normal
|1o) que dan como resultado un estado ortogonal a |i¢). Los otros dos términos adicionales
corresponden a un desplazamiento de la energia del estado autoorganizado del condensado
que depende dinamicamente del estado del campo en la cavidad. Si bien la inclusién de estos
términos modifica la dindmica global del modelo de Dicke caracterizada en el capitulo anterior,
es de esperar que no tengan influencia alguna en el valor de la intensidad critica ya que cuando
n — n. se tiene (a) = 0, lo que anula sus contribuciones en campo medio debajo del umbral
para el cual ocurre la autoorganizacién [20]. Con base en esto el valor critico de la intensidad
del haz de bombeo esta dado mediante la expresion:

1

VNR(1[9c(r) 8y (x) [t ne = 5\/(UoBo —A)(OF - Ey) (51)

resultado que se obtiene de la expresion general dada en la ecuaciéon bajo la apropiada
identificaciéon /Ny = v N (1]¢e(r)Pp(r)|th0) ¥ 10 = Ep. Como consecuencia se establece que

4Una manera equivalente de abordar este desarrollo es considerar las funciones 1y v ¥ normalizadas a la
unidad mientras que cgco + cicl =N.
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la dindmica del centro de masa de los atomos de un BEC confinado en una cavidad 6ptica
de alta reflectancia bombeada transversalmente por un haz coherente es una realizaciéon del
modelo de Dicke, de tal manera que la transicion del estado normal al estado autoorganizado
se corresponde con la transicién de fase cuantica de la fase normal a la fase superradiante. La
ruptura espontanea de la simetria de inversion del modelo de Dicke, dada por la invarianza del
hamiltoniano bajo la transformacion a - —a y J1 — —J4, es realizada como el rompimiento
de la simetria de traslacion espacial continua en la transicion de fase de autoorganizacion, en
donde los atomos se localizan en los sitios de la subred par o impar en funciéon del signo de
(J.) = ©; y como el rompimiento de la simetria continua Z,, en donde los procesos de dispersién
de fotones en el estado autoorganizado generan un potencial 6ptico que restringe el valor de
la fase relativa entre los campos del haz de bombeo y la cavidad a tomar uno de dos posibles
valores que difieren en 7.

Los resultados anteriores son relevantes bajo diversas perspectivas: por un lado presentan
un marco formal bajo el cual se puede comprender y caracterizar la autoorganizacion de un
condensado confinado en una cavidad al ser este fenémeno identificable con la transicion de
fase superradiante. Por otro lado la propuesta del equipo experimental de Esslinger resulta ser
pionera en la realizaciéon del modelo de Dicke. La dependencia del parametro de acoplamiento
radiacién-materia con la intensidad del haz de bombeo permite sobrepasar la dificultad de
acceder experimentalmente al régimen de acoplamiento fuerte necesario en la observacion de la
superradiancia, siendo esto una de las limitantes principales por la cual la observacion de este
fenémeno en sistemas de estado sélido ha sido elusiva. Adicionalmente esta propuesta es versatil
en cuanto al control y manipulacién experimental de las propiedades de sus constituyentes se
refiere, razén por la cual ha motivado la implementacion de distintos esquemas experimentales
para estudiar los fendmenos de interaccion radiacién materia en el régimen de acoplamiento
ultrafuerte [41], los efectos de la degeneraciéon continua del estado base en la formacién de
supersolidos bosénicos [42], la emergencia de posibles estados topolégicos superradiantes en
gases de Fermi ultrafrios confinados en cavidades dpticas [43] y la observacién de los novedosos
cristales de tiempo disipativos [44], por mencionar algunos.

De manera general este tipo de contextos experimentales establecen un vinculo directo con los
formalismos de la materia condensada y la 6ptica cuantica, lo que retroalimenta la validacion
de modelos e impulsa desarrollos técnicos y tecnoldgicos. En particular las interacciones de
largo alcance entre los constituyentes de la materia inducidas por su interaccién con los modos
del campo enriquecen los comportamientos y propiedades criticas de los sistemas de materia
ultrafria, lo que los hace excelentes candidatos para ser implementados como plataformas de
simulacion cuantica en el estudio experimental de la fenomenologia de una amplia gama sistemas
fisicos que abarcan desde el estudio de los fundamentos de la materia condensada hasta las
aplicaciones en informacién cuantica.

3.3. Autoorganizacion en cavidad: caso unidimensional.

En esta seccion se resumen de manera breve algunos resultados importantes relacionados
al modelo de autoorganizacién en una dimensién, propuesto por Domokos y su equipo en [31],
con la finalidad de ilustrar de manera concreta las caracteristicas mas importantes en relacién
a la fenomenologia de la autoorganizacion en gases ultrafrios. En esta propuesta tedrica se
presentan soluciones numeéricas a las ecuaciones de campo medio acopladas, las cuales requieren
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un bajo costo y complejidad computacional para ser determinadas y pese a las aproximaciones
y simplificaciones no pierden generalidad en cuanto a los aspectos que caracterizan la transicion
de fase de autoorganizacién, razones por las cuales se considera importante la revision de
este sistema para concluir este capitulo. En el anexo el lector podra encontrar un codigo
implementado en Mathematica de donde se obtienen los resultados que se reportan en esta
seccion.

El sistema fisico de interés se puede entender en este contexto como la versiéon unidimen-
sional del experimento de Esslinger, en donde se asume que el condensado esta confinado a lo
largo del eje de la cavidad, de tal manera que la dindmica del centro de masa de los atomos
se considera unicamente en la direccion del eje x segiin el sistema de referencia mostrado en
la Figura [2| Esta configuracion se puede realizar experimentalmente en el régimen en donde
las frecuencias de la trampa armoénica transversales al eje de la cavidad son mucho mayores en
relacion al valor de la frecuencia longitudinal. Dada la geometria de este sistema el potencial
optico generado por el modo estacionario del haz de bombeo es constante en la extension
del condensado, por lo tanto se considera que el perfil espacial de este modo viene dado por
¢p(r) = 1. Asumiendo que la funciéon del modo de la cavidad es ¢.(r) = cos (k,z), la EGP dada
en la expresion se reduce en este caso a:

(;:j@f + WUy |a|? cos? (kyz) + 2hnRe(a) cos(kyz) + g |1z, t)|2> Y(x,t) = ihopp(x,t)  (52)

siendo Re(«) la parte real de «. Bajo la simplificacién del modo espacial del haz de bombeo, el
valor del pardmetro de orden estd dado por © = (¢(x)| cos(k,z)|t)(x)) mientras que el pardmetro
de bunching resulta en B = (¢(z)] cos?(kyz)|1(z)). Las caracteristicas de la autoorganizacién
se pueden indagar a partir del analisis del potencial 6ptico autoconsistente resultante de la
eliminacién adiabatica del estado de la cavidad y de su efecto sobre el estado estacionario del
condensado, siendo en este caso:

hUo??QGQ
(A, — UyB)? + 12

Vo (0) = | AR = UOB)] cos (y) + [

2
k
(A. — UpB)? + 12 cos” (ky) (53)

donde se observa que Vi (x) = V; cos (kpz) + Vo cos? (kyx) consiste de una suma de potenciales
de periodicidad espacial A\, y \,/2. Debido a que la segunda contribucién al potencial no
depende del signo del parametro de orden ni del signo de la desintonia efectiva de la cavidad
0. = A. — UyB, no discrimina entre la subred par o impar en donde se localizan los atomos
en el estado autoorganizado, motivo por el cual se anticipa que dicho término no define las
propiedades criticas de la autoorganizacion en este sistema. En funcion de lo anterior se establece
que el estado homogéneo g = /N/L, siendo L la longitud del condensado y po = g.N/L el
valor del potencial quimico asociado a tal estado, es solucién estacionaria de las ecuaciones
y con a(¢y) = 0 ya que en este caso Vype(x) = 0. Para ilustrar el mecanismo de
retroalimentacion positiva que da lugar a la inestabilidad del estado homogéneo se considera
la situaciéon A, < —NUj. Si una fluctuacion de longitud A, en la densidad del condensado
resulta en un estado donde © < 0, el potencial 6ptico inducido por dicha fluctuacién sera tal
que V; > 0. En este caso los dtomos del condensado se desplazan hacia las posiciones definidas
por la condicién k,x = (2n + 1) que corresponde a la ubicacién de los minimos del potencial
optico generado por la fluctuacion. Simultaneamente el proceso de acumulacién de atomos en
estos sitios satisface la condicién de dispersion de Bragg, dando como resultado un incremento
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en la tasa de dispersion de fotones hacia el interior de la cavidad que deriva en un aumento en
la amplitud del potencial 6ptico en Vi, lo que nuevamente favorece la localizacién de los atomos
en la subred k,z = (2n + 1)m. El sistema alcanza el estado estacionario una vez que la ganancia
en energia potencial es compensada por los procesos de dispersion entre atomos. Habiendo
obtenido una expresion explicita para el estado normal, dada en este caso por el la funcion
de onda vy = /N/L, se pueden determinar de manera directa las cantidades que definen el
valor de la intensidad critica en la ecuacion , los cuales corresponden a No = By = N/2,
Ewy = 1o =9.N/Ly dFE = h2k§/2m = hwg. Con base en estos resultados se concluye que el
valor de la intensidad critica en el modelo de autoorganizaciéon en una dimensién viene dada por:

(A= NUy/2)? + 52 \/ 2Ng.
\/NUC = \/ NU, — 24, WRr + WL (54)

La discusién anterior se resume en la Figura [6] y en la Figura [7], siendo estos los resultados
obtenidos al resolver numéricamente el estado estacionario de la ecuacién de campo medio (H2))
empleando el método de evolucion temporal en tiempo imaginario: dada una funciéon de onda de
prueba se determina el potencial quimico integrando la ecuacion estacionaria derivada de
al proponer la separacion 1 (z,t) = e~"**/")(z). Posteriormente se determina el potencial éptico
y se utiliza para calcular un paso de evolucién en tiempo imaginario usando el método split step
Fourier. El estado resultante se normaliza y se define como la nueva funciéon de onda de prueba,
repitiendo este proceso hasta registrar la convergencia del potencial quimico. En la Figura [0] se
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Figura 6: Diagrama de fases del modelo de autoorganizaciéon en una dimensién. Se representa en
el cédigo de colores el niimero medio de fotones en la cavidad por dtomo, en funcién de la energia
efectiva del modo de la cavidad y la intensidad del haz de bombeo. La linea punteada roja
corresponde a la curva critica dada en la ecuacion . Pardmetros: L = 5\,, Ng./\, = 10Eg,
NhUy = —100ER, hx = 200ER v hA. = —300ER.

hA. [Eg]

muestra el diagrama de fases en campo medio obtenido al resolver numéricamente la ecuacién
(52)), en donde se evidencia la correspondencia con los resultados analiticos obtenidos bajo la
aproximacién de campo medio y eliminacién adiabatica del modo de la cavidad, siendo ademés
este resultado consistente con el diagrama de fase determinado para el modelo de Esslinger y
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con el diagrama de fases experimental reportado en la Figura [d En particular este resultado
captura de manera adecuada el desplazamiento efectivo de la frecuencia de la cavidad debido
al traslape del modo de la cavidad con la funcién de onda del condensado, motivo por el cual
no se observa la autoorganizacion en la condicién de resonancia A, = 0. En la Figura [7] se
muestra el potencial 6ptico y la distribucion de densidad del condensado para dos valores de
intensidad superiores al umbral critico v/ Nhn, &~ 31.6Eg, el cual fue determinado empleando la
ecuacion (54). Las subfiguras [fla) y [7ld) son evidencia de la ruptura esponténea de la simetrfa
de traslacion continua del estado homogéneo, ya que muestran la emergencia espontanea de un
patron de periodo A, en el perfil de la densidad del condensado que se hace méas localizado a
medida que se aumenta el valor de la intensidad del haz de bombeo. Esta caracteristica se puede
explicar al observar el crecimiento monétono del pardmetro de orden en funcién de la intensidad
del haz de bombeo para n > 7. teniendo en cuenta que el potencial 6ptico es proporcional al
valor de dicho parametro, como consecuencia el potencial 6ptico se hace mas profundo en funcién
del aumento en la intensidad favoreciendo localizacién de los &tomos. Asimismo la localizacién
de la densidad en los z,, = (2n + 1)\, /2 es consistente con el hecho de que © < 0, debido a que
O©(A. — NUy) > Opor lo que estas posiciones coinciden con los minimos de intensidad.
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Figura 7: Autoorganizacion en una dimensiéon. Las Figuras a) y d) corresponden al potencial
6ptico v a la densidad del condensado en el estado autoorganizado para v Nhn = 150 (amarillo)
y V' NRhn = 300 (azul) respectivamente. Las Figuras b) y e) son un acercamiento a la regién
sombreada en las Figuras a) y d) en donde se observa que el condensado se localiza en la subred
impar definida por los minimos del potencial éptico. La Figura ¢) muestra el parametro de orden
en donde se evidencia la transicién de fase de autoorganizacién para v/ N, ~ 31.6Eg, mientras
que la Figura f) muestra el nimero medio de fotones por dtomo en la cavidad. Parametros:
mismos que en la Figura [6]
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4. Autoorganizacion dinamica.

En la seccién anterior se discute la manera en la que la autoorganizacion de un BEC confinado
en una cavidad optica, es resultado de un proceso de retroalimentacién positiva en donde un haz
de bombeo induce un perfil de densidad periddico en el condensado que maximiza la dispersién
de fotones hacia el interior de la cavidad. En esta contexto fisico la cavidad optica tiene un papel
fundamental en la estructura del estado autoorganizado debido a que fija y configura de manera
externa los modos espaciales del potencial 6ptico bajo los cuales se genera la localizacion de los
atomos del condensado. Una cuestién interesante relacionada a lo anterior es si el fenomeno de
autoorganizacion de un BEC se puede realizar en ausencia de cavidad, de tal manera que tanto
el perfil de densidad como el potencial 6ptico se estructuren de manera dinamica en funciéon de
la interaccién radiacion materia. Un ejemplo destacado de un sistema de atomos ultrafrios que
exhibe autoorganizaciéon dindmica es desarrollado por el equipo de S. Ostermann [2]. En este
trabajo los autores proponen la existencia de un régimen en donde emerge un patréon periédico
en el perfil de densidad de un condensado en el espacio libre, el cual es bombeado por dos haces
contrapropagantes de polarizacion ortogonal, acompanado de la emergencia de una red 6ptica
dindmica en funciéon del estado del condensado, prediccién que fue verificada experimentalmente
por el equipo de Ketterle [45].

En este capitulo se presenta una breve revision sobre el modelo de autoorganizacion dinamica
en ausencia de cavidad propuesto por el equipo de Ostermann [2]. Para este fin se presenta
una breve discusion de las ecuaciones que describen la dinamica del estado del condensado y el
perfil espacial de los campos haciendo énfasis en la derivacién de las condiciones de frontera.
Posteriormente se discute una manera en la que se puede determinar el umbral en la intensidad
de los haces de bombeo que da origen al estado autoorganizado a partir del analisis del espectro
de excitaciones del sistema. Finalmente se discuten los resultados obtenidos al resolver el sistema
de ecuaciones acopladas de manera numérica en donde se evidencia la cristalizacion del perfil
espacial de la densidad y los modos del campo.

Figura 8: Representacién del modelo de autoorganizaciéon de Ostermann: condensado 1D
bombeado por dos modos contrapropagantes con polarizacion ortogonal. Para valores de la
intensidad mayores al valor critico emerge de manera dinamica un potencial 6ptico periddico
acompanado de un perfil autoorganizado en la densidad del condensado. Figura tomada de [2].
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4.1. Modelo de autoorganizacion dinamica de Ostermann.

El sistema fisico propuesto por Ostermann et al. consiste de un condensado de Bose Einstein
alargado cuasi—unidimensiona]ﬁ] por el cual se propagan dos haces coherentes contrapropagantes
de polarizacién ortogonal como se muestra en la Figura [§| La energfa de los haces se configura
altamente desintonizada de la energia asociada a las transiciones electrénicas de los atomos, de
tal manera que la respuesta 6ptica del condensado se pueda caracterizar por una polarizabilidad
lineal real. Este régimen dispersivo permite despreciar los efectos de respuesta optica no lineal
del condensado que contribuyan a la interferencia de los haces contrapropagantes. En este
sistema la dinamica de la materia y la radiacion estan fuertemente acopladas: por un lado el
condensado de Bose Einstein actiia como medio 6ptico que afecta la propagacién de los haces
contrapropagantes, por otro lado éstos configuran un potencial externo que retroalimenta el
estado del condensado afectando su indice de refraccién. Dada la geometria del condensado se
considera que la dindmica de los atomos estd restringida en la dimension longitudinal, de modo
que el estado del condensado ¥(x,t) es descrito por la ecuacién de Gross Pitaevskii:

ihop(z,t) = [;:65 + V(az)] P(z,t) +

ch 2
o[V O (@, 1) (55)

siendo g. el parametro que captura la interaccion efectiva entre dtomos debido a procesos de
dispersién de onda s, N es el nimero de atomos en estado condensado, m la masa de un atomo
y A el area de la seccion transversal del condensado. De acuerdo a la manera en la que esta
expresada la ecuacién anterior la funcién de onda del condensado satisface la condiciéon de
normalizacién [ dz [¢(z,t)]> = 1. La energia potencial total V(z) asociada al sistema tiene
contribuciones del potencial de la trampa armoénica de frecuencia w, que confina, define la
geometria del condensado y del potencial 6ptico asociado a interaccion dipolar de los a&tomos
del condensado con los haces contrapropagantes, siendo entonces:

«

1
V(@) = Vip (2) + Vops () = 5mua? — 5

: [EL(@) + [En(x)’] (56)

donde « es la polarizabilidad lineal del atomo y Er(z) (Eg(z)) es el campo eléctrico del haz
que se propaga desde el lado izquierdo (derecho) del condensado, evaluado en la posicion x,
segun el sistema de referencia empleado en la Figura [§] La aproximacién de régimen 6ptico
lineal se implementa en la interaccién dipolar al considerar la relacion entre el momento di-
polar p del atomo y el campo eléctrico externo E dada por p = aE, razén por la cual el
potencial 6ptico dado en la ecuacion depende de la intensidad de los campos contrapro-
pagantes. Adicionalmente al considerar ortogonales los estados de polarizaciéon de los haces
incidentes se obtiene que la intensidad del campo eléctrico total en el interior del condensado
es |[E(z)|” = [EL(z) + Eg(z)]” = |EL(2)]* + |Er(z)]>. La propagacién de los haces se puede
describir formalmente al resolver las ecuaciones de Maxwell despreciando los efectos de retardo
inducidos por el condensado y asumiendo la aproximacion adiabatica, en donde se establece
que el perfil espacial de los campos se define instantaneamente por el estado del condensado
en cada instante de tiempo. Las condiciones que establecen las aproximaciones anteriores se
pueden realizar experimentalmente en sistemas de atomos neutros diluidos en donde el indice
de refraccion es cercano a la unidad, de manera tal que el tiempo de propagacion de los haces
en el interior del condensado es despreciable en relacion a la escala de tiempo caracteristica de

5Esta configuracién del condensado se puede realizar aumentando las frecuencias transversales de la trampa
armonica en relacién a la frecuencia longitudinal
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la dindmica del condensado.

Una manera simplificada de incorporar las consideraciones previas en una descripcién que
permita entender la manera en la que los haces incidentes se propagan a través del condensado se
puede elaborar partiendo de las ecuaciones de Maxwell para medios isotropicos, no magnetizables
y sin fuentes libres de campos, de donde se obtiene la ecuacién de onda V2E = 9,(V x B). En el
régimen 6ptico lineal el campo eléctrico se relaciona con el vector de desplazamiento eléctrico D
por medio de la susceptibilidad eléctrica x de manera que D = ¢(1 4 x)E [46], mientras que el
campo magnético H y el campo de induccion B se vinculan en este caso mediante B = pH. En
las expresiones anteriores las cantidades € y p son la permitividad y permeabilidad del medio
Optico, respectivamente. Teniendo en cuenta la ecuacién de Ampere Maxwell V x H = 9;D se
obtiene:

VxB=VuxH+upuVxH=eu(l+x)0E (57)

tal que la ecuacion de onda que describe la propagacion de los campos en el interior del condensado
resulta en V2E — eu(1 + x)0?E ~ 0. En la expresion anterior se implementa la aproximacién
adiabatica haciendo 9;x ~ 0. Al considerar la separacién de variables E(r,t) = ¢“'E(r) se
concluye que la propagaciéon de las ondas a través del interior de un medio 6ptico lineal con las
caracteristicas previamente establecidas adquiere un perfil espacial definido por la ecuaciéon de
Helmbholtz:

V2E(r) + k*(1 + x)E(r) ~ 0, k* = w’eu (58)

En el modelo de autoorganizacién dindmica [2] los autores proponen que los efectos de retardo
en la propagacion de los campos se pueden eliminar adiabaticamente, de manera que el perfil
espacial de los campos E; = Ep(z)er vy Er = Er(r)eg satisface las ecuaciones de Helmholtz:

0; Brn(x) + ko[l + x(2)]| Ep.r(z) =0 (59)

siendo ko = 27/ la magnitud del vector de onda de los campos planos incidentes, )\ la longitud
de onda que se asume igual en ambos campos, ey, (eg) corresponde al vector de polarizacién
del campo que incide en la frontera izquierda (derecha) del condensado mientras que x(z) es
la susceptibilidad optica del condensado, la cual esta relacionada con su densidad mediante la

expresion:
aN 9
= — 60
e (60)

Las ecuaciones de Helmholtz deben resolverse de manera consistente con las condiciones de
frontera impuestas por las ecuaciones de Maxwell, en particular con la condicién de continuidad
del vector de desplazamiento eléctrico D en las fronteras debido a la ausencia de cargas libres en
el condensado. Con el objetivo de identificar las condiciones de frontera en funcion de parametros
de los campos incidentes resulta conveniente analizar la propagacién de uno de los haces y
posteriormente tener en cuenta la simetria cilindrica del sistema para establecer las condiciones
de frontera del haz que se propaga en direccién opuesta. Teniendo en cuenta lo anterior se
considera el caso del campo incidente en la frontera izquierda del condensado ubicada en la
posicion xg = —L/2, en donde L es la longitud del condensado: debido a que éste campo se
propaga desde el aire se asume que es una onda plana de amplitud A; y vector de onda kg
determinados. Una vez alcanzada la interfaz aire-condensado parte de la energia del campo
incidente se disipa en la formacion de una onda reflejada de amplitud By, y vector de onda —kq,
mientras que el resto de la energia queda contenida en el campo transmitido al interior del
condensado Ey(z) correspondiente a la solucién de la ecuacién de Helmholtz (59). De manera

x(z)
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concisa, el campo eléctrico que se propaga desde el extremo izquierdo del condensado viene
dado por la expresion:

iko(z—x0) —iko(z—x0) ;
B(z) = (Are + Bre Jer si 2 < T (61)
EL(I)GL six > x
De la condicién de continuidad del vector de desplazamiento eléctricolﬂ se establece que las
condiciones de frontera de la ecuacién de Helmholtz (59)) para el campo Ej, son en este caso:

EL(.Z'O) :AL+BL (62)
8$EL($0) = ’Lk?()(AL — BL) (63)

en donde la amplitud del campo reflejado esté relacionada con la amplitud Aj, de la onda plana
en funcién del coeficiente de reflexién R del condensado mediante By, = RA;. Para determinar
el valor de By, y establecer completamente las condiciones de frontera es necesario especificar el
valor de R, el cual dependen a su vez del indice de refraccién del condensado n. y por tanto es
funcién de la susceptibilidad. Estas relaciones pueden explorarse al despejar A, y By, de las

ecuaciones y de tal forma que

Re B (v LB (LB Aot

ko Er(zo) ko Er(zo) 14 ne(xo)

El ultimo término en la expresiéon anterior corresponde a la forma del coeficiente de reflexion

expresado en términos del indice de refraccién del condensado [47]. De este resultado se establece

la importante relacion:

1 0, E(w0)
ko FE L (.’Eo)

Para el caso particular donde el condensado de Bose Einstein es homogéneo la susceptibilidad
dada en la ecuacién es constante, siendo entonces la solucion de la ecuaciéon de Helmholtz

dada por:

ne(xo) = (65)

Ey(x) = aexpli(koy/1 + x(w0)(z — 70) + 6)] (66)

Reemplazando la cantidad anterior en la ecuacion se concluye que la relacion entre el indice
de refraccion y la susceptibilidad del condensado viene dada por:

ne(zo) = 1+ x(x0) (67)

Pese a que el resultado anterior fue obtenido para el caso homogéneo constituye una comprobacién
de un resultado general debido a que cerca a la frontera el condensado es localmente homogéneo
y el campo eléctrico es continuo. El perfil espacial del campo eléctrico dada por se determina
de manera univoca al especificar la amplitud A, y el vector de onda kg del campo incidente, la
susceptibilidad del condensado y las condiciones de frontera de la ecuacién de Helmholtz:

2

Ep(zo) =1+ R)AL = m

AL, axEL(I'()) == Zl{io(l — R)AL == ’ik)onc(l’o)EL(ZL’o) (68)

SEn donde adicionalmente se asume que la permitividad eléctrica del condensado corresponde al valor de la
permitividad del aire.
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Adicionalmente si un campo plano de amplitud Agr y vector de onda —kq incide el extremo
derecho del condensado ubicado en la posicion xr = xg + L, las condiciones de frontera del
campo Eg que se propaga al interior del condensado son en este caso:

2

ER(Z'R) = m

AR, 8IER(xR) = ikonc($R)ER<$R) (69)

lo cual se puede verificar al proponer que el campo eléctrico incidente viene dado por la expresién
E(z) = (Age~tho(@=20) 4 Bpeiko(@=20))ep para x> xp.

4.2. Inestabilidad dinamica del estado homogéneo.

Debido a que la dindmica del condensado y de los campos contrapropagantes esta fuertemente
acoplada por la dependencia del indice de refraccién con la densidad del condensado, es una
tarea dificil establecer sus propiedades y caracteristicas de manera analitica para configuraciones
iniciales arbitrarias del sistema. A pesar de esto las ecuaciones de Helmholtz tienen soluciones
analiticas en el caso en donde la densidad del condensado es homogénea lo que permite obtener
una forma analitica del potencial 6ptico al que esta sometido el condensado, de tal manera
que su espectro de excitaciones se pueda determinar de manera exacta al linealizar la EGP y
las ecuaciones de Helmholtz respecto al estado homogéneo. Lo anterior permite caracterizar la
estabilidad del estado homogéneo e identificar las condiciones para las cuales ocurre la transicion
de autoorganizacién observada experimentalmente por el equipo de Ketterle [45], asimismo
abre una ruta por la cual se pueden caracterizar las propiedades criticas del sistema por debajo
del umbral critico. Teniendo en cuenta lo anterior se comienza esta seccion introduciendo un
conjunto de parametros adimensionales para reescribir las ecuaciones del sistema, las cuales se
emplean en calculo del espectro de excitaciones.

4.2.1. Sistema de ecuaciones adimensionales.

Retomando la definicién de la energia de retroceso introducida en el capitulo anterioxﬂ
E, = h*k%/(2m) = hw,, e introduciendo el parametro de tiempo adimensional { = w,t, la
longitud adimensional & = /) y los campos reescalados Ep g(z) = WEL,R(I)a la EGP
dada en se puede expresar en términos de estas nuevas cantidades de la siguiente manera:

1
(27)?

o2 4 Vimel®) ‘E(@'T JE D+ i@ D@D (10)

siendo |E(%)|? = |EL(%)]? + |Er(#)|? la intensidad del campo eléctrico total en el interior del
condensado y G. = g.IN/(AXNE,). Asimismo la definicién de & = x/)¢ requiere la transformacién
(%) = vV Aotb(£) con la finalidad de conservar la condicién de normalizacién de la funcién de
onda del condensado. Por otro lado la ecuacion de Helmholtz se puede expresar en términos
de los parametros adimensionales introducidos como:

aN
C N €0 A)\O

O2ELR(%) + (2m)* (L + ([ (2)]*) Erg(2), (71)

"En este capitulo se denota con la letra r mintdscula el subindice que denota la energia de retroceso. Lo
anterior es para evitar confusién con la amplitud del campo incidente desde la derecha, desafortunadamente
denotado por Eg.
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donde ( es una cantidad adimensional que caracteriza la intensidad del acoplamiento entre el
campo eléctrico y el condensado. De acuerdo a la ecuacién ([71]) las condiciones de frontera
correspondientes a los campos reescalados se pueden obtener de y de haciendo

ko — ko = 21 ¥ n(x) = ng(&) = /1 + C|(F0)]? de manera que:
E; (%) ; +§( ) A 03B (%) = 2mine(F0) Er (%) (72)
ER(Zfo) = ]_—}—FJQ(;ER)AR’ &EE'R = 27Tlflc([fR)ER(i'R) (73)

4.2.2. Espectro de excitaciones debajo del umbral de autoorganizacion.

En el capitulo anterior se establece la existencia de un valor critico de la intensidad del haz
de bombeo para el cual el estado homogéneo del condensado se hace inestable y da lugar a la
formacién del perfil de densidad periddico caracteristico de la autoorganizacion. La estrategia a
desarrollar para establecer el régimen de estabilidad dindmica del estado homogéneo e identificar
el valor de la intensidad critica de los haces de bombeo para el cual ocurre la autoorganizacion
en el modelo de Ostermann consiste en linealizar las ecuaciones adimensionales y mostrar que el
espectro de excitaciones diverge para un valor especifico del momento de la onda incidente en
funcion del valor de la intensidad de los haces de bombeo. En el estado homogéneo la densidad
del condensado viene dada por ¢y(Z,1) = y/\o/L. La ecuacién de Helmholtz puede integrarse
analiticamente para determinar el perfil espacial de los haces contrapropagantes:

E(LO,)R = Cprexp (TikegT)er r )

donde el signo mas (menos) corresponde a la propagacién del campo Eg)) (Egg)) mientras que

keg = 2m(/1 + (X\o/L es la magnitud del vector de momentum efectivo que adquieren los campos
en su propagacion por el condensado. La estabilidad de este estado del sistema se determina
al linealizar la EGP y las ecuaciones de Helmholtz | . y ., respectlvamente al proponer
fluctuaciones al estado de la forma ¢ = (g + 6)e ™ v Epp = L R + (5EL R Y conservar
los factores lineales en las fluctuaciones del estado del condensado y en las fluctuaciones de
los campos contrapropagantes. Al simplificar la notacién omitiendo la tilde en la escritura de
los campos y las variables adimensionales y los argumentos de las funciones involucradas, la
linealizacion de las ecuaciones de Helmholtz adimensionales resulta de la forma:

(2L + 471+ C o' ELR) + (020 EL g + 472[1 + C [t *O B k)
+ 472 (Yo + ¢05¢0)EL,R =0

En la expresion anterior los primeros dos términos corresponden a la ecuacién de Helmholtz
adimensional para los campos estacionarios y sus fluctuaciones, respectivamente, mientras que el
tercer término acopla los campos con las fluctuaciones en la densidad del condensado inducidas
por la interaccion radiacion materia. De acuerdo a lo anterior la ecuaciéon que describe las
fluctuaciones en los campos incidentes es entonces:

D26 B, () + 47 [1 4 € [vo () PIO Bk () + 472 ibo ()05 (x) + vy (2)eo(2) | EL R (x) = 0 (76)

La linealizacion de la ecuacién de Gross Pitaevskii adimensional (70) puede llevarse a cabo
siguiendo el mismo procedimiento ilustrado en el desarrollo de la linealizacién de la ecuacién de

(75)
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Helmholtz adimensional. Expandiendo el estado del condensado y de los campos considerando a
primer orden las fluctuaciones respecto a sus configuraciones de equilibrio en estado estacionario
se obtiene:

. 1 Vra 1 2 2 -
i0(000) + 10y = |~ 502+ 2 = = (|EP[ + |EX[) + g lool” = ] wio — 1 502(600)
Vra 1 * * 2
L [(Egm SEY + EYSEW + c.c) o + (\Eg»\ T |BY| )5%]
+ Ge (2 [wol” 3t00 + 1504
(77)

El primer término del lado derecho corresponde a la EGP adimensional (igualada a cero) asociada
al estado estacionario. Esta observacion permite identificar el valor del potencial quimico p del
estado estacionario al multiplicar la EGP adimensional por 1§ e integrar sobre la extension

2 2
del condensado, siendo en particular pgE, = (¢9.N/AL) — ’Eg))’ — ‘EJ({O)‘ el valor del potencial

quimico del estado homogéneo del condensado en ausencia del potencial de la trampa armoénica.
Al tener esto en cuenta, la ecuacion ((77)) se reduce a:

3500() =~ 1200 + s+ 2 ([EO@F + R @) duota)
- 5 (B0 @)'SED @) + B @) 6B (2) + c)un(a) 8)

+ ge (2 1o () 8o () + 45 (2)005 () — ubiio ()

De manera general, la solucion a las ecuaciones (76| y (78) permite caracterizar la estabilidad
de un estado arbitrario del sistema. En el caso particular en donde el estado de interés sea
el estado homogéneo, el espectro de excitaciones del sistema se puede determinar de manera
analitica al resolver las ecuaciones anteriores en el espacio de momentos bajo la introduccién de
la transformada de Fourier inversa f(z) = >, € f(q). Lo anterior conlleva a que la ecuacién
se pueda expresar de la siguiente maner

4 VA
5Eg?)R q i C O/ [5?#0 q + keff) + 5¢0(ikeff - q>‘| CL R (79)

en donde el signo superior (inferior) en + y F corresponde a las fluctuaciones en el campo
Eéo)( ) (E(O) (q)) ¥ Virap(x) = 0. Al introducir la transformada de Fourier en los elementos de
, reemplazar la ecuacion y reagrupar términos, las fluctuaciones al estado homogéneo
del condensado quedan descritas por la solucion a la ecuacion:

2 ~ 2 ~ 2
gc>\0 871' C)\O Itot gc>\0 87T C>\O [tot *

siendo [y = |C’L|2 + |C’R|2 la intensidad del campo total en el interior del condensado. Al
definir el vector dWy(q) = (0¢0(q),d95(—q))" es posible mostrar que las fluctuaciones en
el estado del condensado satisfacen una ecuacion diferencial de primer orden de la forma

q
0ol =\ st L IR, - 4

8Los pasos intermedios en la derivacién del espectro de excitaciones debajo del umbral de autoorganizacién se
desarrollan en el apéndice
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0:0¥o(q) = R(q)0¥s(q), en donde los autovalores a la derecha de la matriz R(q) constituyen
el espectro de excitaciones. Imponiendo la condicién det(R(q) — low,) = 0 se determina el
espectro de excitaciones del sistema debajo del umbral de autoorganizacion, en donde el estado
homogéneo es estacionario [2]:

22 ’q* [WP¢* | 29N 327°A¢ 1
9 2m | 2m AL ¢cNL ¢ —4k%

(I + Ig) (81)

siendo I, (Ig) la intensidad del campo incidente en el extremo izquierdo (derecho) del condensado
y ¢ la velocidad de la luz en el vacio. En este espectro de excitaciones los primeros dos términos
del lado derecho corresponden al espectro de Bogoliubov de un BEC débilmente interactuante
[48] mientras que el término adicional caracteriza los procesos de dispersién de los d&tomos en
el condensado inducidos por la interaccion con los modos contrapropagantes del campo. De la
relacion anterior se concluye que para q. = 2k las fluctuaciones en la densidad del condensado
divergen, lo cual es un indicativo de la inestabilidad del estado homogéneo que permite establecer
las condiciones para para las cuales ocurre la autoorganizacién. Debido a que la solucién de
onda viajera bajo la cual se obtiene el espectro de excitaciones asume de manera implicita
que la formacion de modos estacionarios de los campos por procesos de reflexién en las fronteras
internas del condensado es despreciable, el umbral bajo el cual ocurre la autoorganizacion debe
ser determinado en el limite L. — oo. Los efectos de tamano finito del condensado se pueden
incluir en el espectro de excitaciones al considerar que los valores de ¢ estan discretizados en
multiplos de 27/ L, dando como resultado una brecha de energia en g = 2k + 27/ L para valores
finitos de L, lo cual es reminiscente a la emergencia de rotones en la formacién de estructuras
cristalinas debido a la ruptura de la simetria de traslacién continua [49]. Lo anterior sugiere que
la expresion wy, yor/—o define el umbral de comportamiento critico debido a que establece las
condiciones bajo las cuales la brecha de energia se cierra. En el limite termodinamico L — oo,
con N/AL constante, la intensidad critica (que por simplicidad se asume igual para ambos haces
incidentes) bajo la cual ocurre la transiciéon de autoorganizacién viene dada por:

(82)

_ RPE§eN  (RPRG\ N (27r> _cEN1
A Am(? 2rAC2 \ N/ NA (2

lim w =0 = I
oo ge+27/L c m
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Figura 9: Estado estacionario en el régimen de autoorganizacion. La figura izquierda muestra la
densidad del condensado, mientras que la figura derecha muestra la intensidad del campo que
incide desde el lado derecho del condensado (rojo), desde el lado izquierdo (verde) y la intensidad
total, correspondiente a su suma (azul). La intensidad de los campos se reporta en unidades de
cE,./(AA). Los pardmetros empleados en la simulacién son L = 10X, I, = Ig = 50E,, ( = 0.2,
Ge =1y mw?X\2 =0.001E,.

4.3. Resultados numeéricos: autoorganizacion de atomos y radiacion.

El modelo de autoorganizaciéon de Ostermann es esencialmente distinto al modelo de autoor-
ganizacion asistido por una cavidad descrito en el capitulo anterior: mas alla de que en el modelo
de Ostermann se proponga la implementacién de dos haces contrapropagantes que inciden de
manera longitudinal en el condensado como mecanismo para generar la autoorganizacion, la
diferencia fundamental radica en que el estado de los campos se configura de manera dindmica
en funcién de la interaccion radiaciéon materia, mientras que en el caso de la autoorganizacion
inducida por una cavidad éptica el modo del campo (y por tanto el potencial 6ptico) es predefi-
nido de manera externa por las propiedades de la cavidad una vez que las fluctuaciones de la
densidad del condensado exciten dicho modo por la dispersién de fotones del haz de bombeo
hacia su interior. Esta diferencia es lo que conduce al fenémeno de autoorganizacién dinamica,
como se muestra en esta seccion.

La solucién de las ecuaciones adimensionales acopladas — se puede determinar de
manera autoconsistente empleando una variante del método de evoluciéon temporal en tiempo
real e imaginario, cuyas bases se discuten en el complemento . El procedimiento consiste
en calcular la evolucién temporal del estado homogéneo del condensado Do = /Ao /L para un
valor de la intensidad de los haces incidentes mayor al valor critico dado en la ecuacion . En
cada paso del método de evolucién temporal se determinan las condiciones de frontera dadas en
y , las cuales se emplean para propagar ambos campos en la region del condensado al
resolver la ecuacién de Helmholtz adimensional por el método de Runge Kutta 4. Estos
campos propagados definen un nuevo potencial 6ptico que sirve para determinar el estado del
condensado en la siguiente iteracion del método. Este procedimiento continua hasta registrar la
convergencia del potencial quimico del condensado, el cual se puede obtener de la ecuacién ([70)):

v;raEpr(i;) B |E§;>| 4 .0 D 3, (83)

= [0 |- et +
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siendo el uso de la transformada rapida de Fourier una forma conveniente de calcular la segunda
derivada de la funciéon de onda del condensado en la expresiéon anterior. La inestabilidad del
estado homogéneo se muestra en la Figura 9 en donde se aprecia que la evolucién temporal en
tiempo imaginario converge a una configuracion en donde hay modulaciéon espacial periddica en
la densidad del condensado que indica el rompimiento de la simetria de traslacién continua del
estado homogéneo. En contraste con el estado norma]ﬂ, el perfil de intensidad de los campos
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Figura 10: Acercamiento a la zona sombreada en el la grafica del perfil de intensidad de los
campos mostrada en la Figura[9} El valor maximo de la intensidad de los campos incidentes estd
desplazado en relacion a la posicion del méaximo de densidad. Los parametros de la simulacién
son los mismos que los empleados en la Figura [9]

incidentes decae a medida que se propagan en el interior del condensado. Este efecto tiene
origen en la dispersion de los campos producida por la distribucion de densidad periddica
caracteristica de la autoorganizacion, la cual de manera intuitiva se puede considerar como una
rejilla de difraccién. Este proceso se maximiza debido a que la separacion d entre dos maximos
consecutivos de densidad del condensado coincide con la longitud de onda de los campos, que
segun el espectro de excitaciones dado en la ecuacion satisface d = 27/q,, es decir:

B Ao B Ao (84)

T
Eest 2\/1—1—% 2,/1+%n
Aun cuando hay decaimiento en el perfil de intensidad de cada campo incidente, la intensidad
total Iios = I, + I evidencia la emergencia de una red 6ptica cuyas propiedades no estan
externamente predefinidas ya que dependen dinamicamente de la densidad del condensado
y de la longitud de onda e intensidad de los campos incidentes. En la Figura [10| se muestra
un acercamiento a la regiéon sombreada en el perfil de intensidad de la Figura [9] en donde se
exhibe que la posicién de los maximos de intensidad de los campos incidentes no coincide con
la posicion del maximo de densidad. Como consecuencia de esto los atomos que constituyen
al condensado estan sometidos a gradientes de potencial debido a que no se localizan en las
posiciones de los minimos locales de energia configurados por cada campo incidente. Por un
lado, estos gradientes generen el mecanismo de autoorganizacién ya que inducen fluctuaciones
en la densidad del condensado, las cuales no se estabilizan si el valor de la intensidad de los
haces incidentes supera el umbral critico. Por otro lado inducen un acoplamiento fuerte entre

d

9En donde el efecto del condensado sobre los campos es el de introducir dispersién 6ptica sin modular la
intensidad de los campos incidentes.
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el campo y los atomos que de manera efectiva generan interacciones de largo alcance entre
atomos. Lo anterior debido a que al despreciar los efectos de retardo en la propagacion de los
campos su energia se puede distribuir de manera instantanea en los grados de libertad de los
atomos. Finalmente en la Figura [11] se muestra la evoluciéon temporal del estado homogéneo
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Figura 11: Evolucion temporal del estado homogéneo en donde se observa la autoorganizacién
dindmica. Los pardmetros empleados en la simulacién son los mismos que en la Figura [9]

y del perfil de intensidad constante bajo las mismas condiciones empleadas en el computo del
estado estacionario. De este resultado se observa que a pesar de despreciar los efectos de retardo
en la propagacion de los campos existe un valor de tiempo, caracterizado por el inverso de la
frecuencia de retroceso, a partir del cual se generan oscilaciones entre el estado autoorganizado y
el estado homogéneo tanto en la densidad del condensado como en la distribucién de intensidad
total de los campos. Esta inestabilidad dinamica que da lugar a la formacion de estructuras
periddicas en la densidad del condensado y en la intensidad de los campos, las cuales recuerdan
a las fases cristalinas del estado sélido, se conoce como autoorganizacion dindmica.

4.4. Adenda: autoorganizacion dinamica en sistemas de tres niveles.

El estado supersoélido se caracteriza por la existencia simultanea de orden de largo alcance
diagonal y no diagonal como consecuencia de la ruptura espontanea de las simetrias continuas
de traslacién espacial e invarianza de norma [50]. Teniendo en cuenta esto, el fenémeno de
autoorganizacion en condensados de Bose Einstein sugiere un mecanismo para la realizacion del
estado supersélido debido a que el estado estacionario resultante rompe la simetria de traslacién
y mantiene las propiedades superfluidas caracteristicas de la fase condensada [51]. Esto se evi-
dencia en el modelo de Ostermann discutido en la seccién anterior, en donde la autoorganizacién
se manifiesta en la emergencia del potencial 6ptico periédico sin recurrir a la preseleccion de
modos espaciales especificos introducida por una cavidad optica. Pese a esto, dada la natura-
leza clasica de los modos del campo en este modelo no se hace evidente una posible conexién
entre la transicion de autoorganizacion y la superradiancia dentro del formalismo aqui presentado.

Motivados por la diversidad de configuraciones de materia cuantica que surgen en gases ultrafrios
multicomponentes [52), 53], [54], [55], por la autoorganizacién espacial como un posible mecanismo
para realizar el estado supersélido y por indagar sobre posible relacién con la transicién de fase
superradiante del modelo de Dicke, proponemos el estudio de la autoorganizacion espinorial en
condensados de tres niveles. De manera concreta, proponemos caracterizar el estado estacionario
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de un condensado de Bose Einstein de dtomos de tres niveles en configuracion V' confinados en
el eje de una cavidad anular por un potencial de gran intensidad en las direcciones transversales,
de tal manera que el sistema se puede considerar unidimensional. Los atomos son bombeados
transversalmente por un haz coherente de frecuencia w, que induce las transiciones |0) <> |1) y
|0) <+ |2) con una frecuencia de Rabi real {2 la cual se asume la misma para todas las transiciones.
Asimismo, las transiciones |0) <+ |1) y |0) <> |2) son inducidas por un par de modos degenerados
contrapropagantes de la cavidad anular, a+, los cuales se acoplan a los atomos mediante las
funciones de modo g4 (z) = goe™™*<*. En el régimen dispersivo de alta desintonia la dindmica
del estado excitado |2) se puede determinar por eliminacién adiabética. Adicionalmente, en
el limite termodinamico la aproximacion de campo medio provee una descripcion adecuada
para caracterizar la autoorganizacién en este sistema y permite indagar sobre los efectos fisicos
derivados de la inclusién del estado |1). Esto a partir de la solucién de un conjunto de ecuaciones
diferenciales acopladas que se determinan siguiendo el mismo procedimiento desarrollado en el
capitulo [3] Al considerar solo los términos que conserven el nimero de excitaciones del sistema
bajo interacciéon dipolar, el hamiltoniano que describe la dindmica de un atomo del condensado
en la configuracién descrita viene dado por:

2 2
HO = (;’m +hY Cd(f) + hwe(alay +ala_) + hQ |7 (a10 + 029) + h.c]
i=1

(85)
+ h[(g+(x)as + g-(x)a-)(o10 + 020) + h.c]

en donde Aw; es la energia del i-ésimo estado relativa al valor de la energia del estado base,
p2/2m es la energia cinética del centro de masa del 4tomo y hw. es la energfa de cada uno de
los modos de la cavidad; mientras que g, (—)(z) corresponde a la frecuencia de acoplamiento del
atomo con el modo a4 (—y y €2 denota al valor de la frecuencia de Rabi en el acoplamiento del
haz de bombeo con el atomo. Ademas se introduce la siguiente notacién para en operadores de
transicién atémica o, ; = |i)(j|. Al definir el operador U(t) = expliwyt(011+092) +ahar+ala_],
el hamiltoniano de un &tomo resultante de la transformacién H = ih(9,U)Ut + UHMUT no
depende explicitamente del tiempo:

2 2
H = (p - hzwiai,@.) — hd(ahay +alas) + 1 (o1 + 020 + hoc] (86)

+ h[(g+(z)ar + g-(z)a_)(o10 + 020) + h.c]

siendo A, = w, —w. y A; = w, — w; la desintonia de la cavidad y de los estados atémicos
relativa a la frecuencia del haz de bombeo, respectivamente. La dindmica del colectivo de dtomos
se describe al generalizar el hamiltoniano de un cuerpo empleando el formalismo de segunda
cuantizacién. En el apéndice [6.5] se muestra que las ecuaciones de campo medio asociadas a la
amplitud de los campos (a+) = ax = |ay|eF®* y (Uy(z)) = 9o(x), resultantes de la eliminacién
adiabatica de los estados excitados vienen dadas por:

h? : 4 of |2 .
— LBy () + MU |0 + eferar + Ly (a) = indypo(x) (87)
2m Uef
iéta:t = — (Ac - UefN —+ Zl{) a4 + UefN:tQOz;F + ’r’efN:tl (88)

con Agt = A1 A /(A1 + Ag), Ut = g5/ Act ¥ et = Go€2/ Aer. También se introducen las fracciones
de atomos maximamente dispersados por los modos de la cavidad con momentum k. y 2k.:

[Nl = | [ dati(a)e™ ™o (a) (59)
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Cabe resaltar que bajo la eliminaciéon adiabatica de los dos niveles excitados en el esquema V, el
hamiltoniano efectivo se reduce al estudiado en la referencia [51] con una desintonia efectiva
At que depende de la desintonia de los dos niveles. En este trabajo los autores muestran que
en el estado estacionario de la dindmica disipativa del sistema, la expresion (¥g(z)) describe
la emergencia de un supersélido acompanada de la excitaciéon superradiante de los modos
de la cavidad si la intensidad del haz de bombeo 7 supera un umbral critico. Para mostrar
esto calculamos numéricamente el estado estacionario de las ecuaciones y empleando
el método de evolucién temporal en tiempo imaginario. Debido a que en la fase homogénea
el condensado posee simetria de inversién espacial dada por ¥o(—z) = ¥o(z), se tiene que
Nipm = N4y En este caso |ay| = |a_| = |a], de tal manera que el potencial 6ptico al que estd
sometido el condensado en el estado estacionario cerca al umbral critico viene dado por:

Vot (z, @) = 2Ust || cos (2k,x + 2A68) + 41t || cos (ke + Ag) cos (@) (90)

tal que Ag = (¢ —p_)/2y 20 = ¢, + ¢_. De esta expresion se observa que el efecto de A¢
sobre la fenomenologia del estado autoorganizado es desplazar la posicion de los maximos de
densidad del condensado. Dado esto fijamos los valores de las fases en las amplitudes de campo
a4 sin pérdida de generalidad en la obtencién de los resultados que se muestran a continuacion.
En este sistema el mecanismo de autoorganizacion es conceptualmente similar a la del modelo

0.8}

0.4f

__ 0§ 0.3}
N —
- S

< 04) 0.2}

0.2} 0.1}

0.0k 0.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

\/;nef [w/] \/;Uef [w/]

Figura 12: Transicién de fase superradiante. En la figura se muestran el niimero de atomos
méximamente dispersados |N;| (azul), |Na| (naranja) y la amplitud de los modos del campo
la| en funcién de la frecuencia efectiva 7, en donde se observa un valor critico vV NnS ~ 1.4w,
a partir del cual hay excitacion macroscopica de los modos de la cavidad. Los parametros
empleados en la simulacién son A¢ = 1.717w, & = 0.097 y (A, Uet, k) = (=8, —1, 2)w;..

de Ostermann: la intensidad de los modos contrapropagantes forma una red éptica de manera
espontanea que no requiere condiciones de frontera concretas en los campos para su configuracion.
Sin embargo, es bien sabido que la interaccion entre atomos es fundamental en la estabilizacién
del estado superfluido del condensado de Bose Einstein. En esta propuesta se puede justificar la
ausencia del potencial de interaccion entre atomos debido a que los acoplamientos radiacion
materia dominan la dindmica del sistema. Asimismo es de esperar que bajo la aproximacion
de dos modos en el estado del condensado, el modelo de autoorganizacién propuesto pueda ser
identificado con el modelo de Dicke de dos modos del campo. De acuerdo con esto se puede
anticipar que el valor critico de la intensidad del haz de bombeo cumpla una ecuacion similar a
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Figura 13: Autoorganizacion espacial. En la figura se muestran el perfil de densidad del conden-

sado y el potencial éptico para v Nne = 2.5w, empleando el mismo conjunto de pardmetros que
en la Figura [12]

cerca del umbral de transiciénm, en donde se observa que el efecto de la interaccién entre
atomos sobre la autoorganizacion es aumentar el umbral critico de la intensidad. Dado esto,
se puede argumentar que existe un régimen para el cual el estado supersoélido con g. = 0 se
puede conectar adiabaticamente con el estado g. # 0, por lo tanto esta propuesta contempla la

emergencia de un estado supersélido genuino bajo las condiciones experimentales adecuadas
[56].

10Para regiones alejadas de la curva critica la aproximacién de dos modos del condensado se vuelve imprecisa
debido a la excitaciéon de componentes de momentum adicionales.
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5. Conclusiones.

En este trabajo se presenta una formulacién tedrica que describe el proceso de autoorga-
nizacién de un condensado de Bose Einstein confinado en una cavidad y en espacio libre, con
el objetivo de establecer las condiciones para las cuales estos sistemas realizan una transicion
al estado autoorganizado. Comenzando con el analisis de estabilidad del estado homogéneo
se identifica la existencia del régimen de intensidad de los haces de bombeo que da lugar a la
autoorganizacion, mostrando ademas que el mecanismo que subyace a esta transicion se debe a
la divergencia en las fluctuaciones de la densidad para un valor concreto de la intensidad, del cual
se obtuvo una expresién analitica para ambas configuraciones. Del analisis del sistema en donde
el condensado se encuentra confinado en una cavidad se evidencia la existencia de un umbral en
la intensidad del haz de bombeo para la cual se generan excitaciones macroscopicas del modo de
la cavidad. Como consecuencia de esto se pudo establecer que la dindmica del centro de masa
de los atomos de un condensado confinado en una cavidad optica actiia como un colectivo de
sistemas efectivos de dos estados que permite una realizaciéon del modelo de Dicke, de lo cual se
estable una correspondencia entre la transicion de autoorganizaciéon y la transicién superradiante
bajo la adecuada identificaciéon de parametros y simetrias entre ambos sistemas. Siguiendo la
misma metodologia se concluye que el mecanismo que genera la autoorganizacién del condensado
en espacio libre es esencialmente el mismo que en el caso del sistema confinado en la cavidad,
siendo la diferencia fundamental entre ambas configuraciones la emergencia de una red éptica
cuyas propiedades no estan predefinidas de manera externa al sistema, sino que dependen de
la dinamica acoplada del condensado y los campos. Es importante mencionar que a pesar de
las semejanzas con algunas propiedades de los sistemas cristalinos, las ideas aqui desarrolladas
no son suficientes para establecer una conexiéon formal entre cristalizacién y autoorganizacion.
Lo anterior debido a que es necesario caracterizar propiedades como lo son el orden de largo
alcance no diagonal, el factor de estructura, el tiempo de vida y la longitud de correlacién en las
excitaciones del estado autoorganizado para discernir una posible relacién entre ambos fenémenos.

Debido a la versatilidad experimental que ofrecen los sistemas constituidos por gases ultrafrios
acoplados a modos del campo de radiacion, su implementacion y caracterizacion en aras del
desarrollo de los fundamentos de la materia condensada y la dptica cuantica se explora cada
vez mas. A partir de los desarrollos presentados en este trabajo proponemos indagar sobre la
viabilidad de las siguientes extensiones:

» Caracterizar efectos 6pticos no lineales y analogos de texturas de espin en la propuesta
del modelo de autoorganizacion en sistemas de tres niveles.

= La preparacién de estados no triviales del campo cuantizado haciendo uso del condensado
en el estado autoorganizado como medio activo.

= Extender la discusion del modelo de Ostermann al considerar conceptos del formalismo de
las transiciones de fase dindamicas en la caracterizacién de la autoorganizacion.

= Estudiar los efectos de la modulacion temporal en la intensidad de los haces contrapropa-
gantes para indagar sobre la posibilidad de proponer un contexto experimental en donde
se manifieste la realizacién de un cristal de tiempo.
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6. Apéndices.

6.1. Ecuacion de Gross Pitaevskii.

El formalismo que describe el estado inhomogéneo de un BEC diluido bajo la aproximacion
de campo medio esta contenido en la ecuacién de Gross-Pitaevskii (EGP), en la cual se considera
que el parametro de orden de la fase condensada v (x,t) evoluciona obedeciendo la ecuacién
diferencial no lineal [57]:

<_2fjnv2 o Ve (1,1) + g2 [9(r, t>|2> U(r,t) = ihd(r. 1) o1

en donde Vi (r,t) es el potencial externo al que estan sometidos los dtomos (ej. potenciales
de confinamiento) y ¢, es un parametro que caracteriza la dispersién entre dos atomos del
condensado a bajas energias y esta relacionado con la longitud de dispersién a mediante la
expresion g, = 4wh?a/m. La derivacién de la EGP se sustenta en el limite de baja temperatura,
en donde los procesos de colision dominantes son a baja energia, la depleciéon de los atomos
en la fase condensada debido a fluctuaciones térmicas y cuanticas es despreciable en relacion
a la densidad de atomos en estado condensado; y en la condicién de gas diluido, bajo la cual
se considera que el alcance de la interaccién entre atomos, caracterizada por la longitud de
dispersion, es mucho menor que la distancia media entre d&tomos dada por (N/V)~'/3, siendo N
el nimero de dtomos que conforman el condensado y V' el volumen en el que se distribuyen. Las
condiciones anteriores permiten capturar los efectos complejos del potencial de interaccién entre
atomos con un potencial efectivo (o pseudo-potencial) de dos cuerpos cuyo comportamiento a
largas distancias coincida con el potencial de interaccién, de manera que el potencial efectivo
reproduzca las propiedades de la dispersién a bajas energias en el limite asintético definidas
por el potencial de interaccion real. En adicion, las colisiones a baja energia que ocurren en la
region de la distribuciéon de momentos térmicamente activa son independientes de la energia
de los atomos. De acuerdo a esto todos los aspectos relevantes de la interacciéon entre atomos
estan caracterizados totalmente por la longitud de dispersion. Teniendo bajo consideraciéon lo
anteriormente expuesto, el hamiltoniano que describe la dindmica del estado de un gas diluido
de bosones a baja temperatura tiene la estructura:

H= /dr\IJT(r) (—;nVQ + Vext(r,t)> U(r) + ;/drdr'\PT(r)\DT(r')Vﬂr —')U(r)¥(r) (92)

siendo U (r) el operador de campo que aniquila un bosén en la posicién r y satisface el dlgebra
[(U(r), UT(r)] = 6(r — 1), [¥(r), ¥(r')] = 0. La evolucién temporal del operador de campo se
determina mediante la ecuacion de movimiento de Heisenberg ih0; ¥ (r, t) = —[H, ¥(r, t)], siendo
en este caso:

2
iho U (r,t) = [—jnw + Vst (1, 8) + /dr’\IJT(r’,t)V(|r’ —r))U(r',t)| Y(r,t) (93)
Para simplificar el tratamiento de la dinamica del condensado es conveniente hacer uso de
la aproximacion de campo medio, la cual consiste en considerar que las fluctuaciones de los
operadores de campo son despreciables en relaciéon a su valor medio en el estado estable, de
manera que V(r,t) ~ (¥(r,t)) + 0V = ¢(r,t) + U, en donde la funcién de onda del condensado
satisface la condicién de normalizacién [ dr |¢(r, t)|2 = N. Reemplazando esta expansién en la
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ecuacion (93)) y despreciando los términos de orden lineal en las fluctuaciones ¥ o superior se
obtiene una ecuaciéon para el valor medio del operador de campo:

0, 1) = |29 Ve t) 4 [ VO ot )| vt (04

De manera general, el potencial de interaccién V(|r' —r|) depende de los detalles de los
constituyentes del sistema de muchos cuerpos. Sin embargo, es posible mostrar que en el régimen
de baja temperatura y en el limite diluido los procesos de dispersiéon mayoritarios son de tipo
onda s, los cuales se caracterizan por ser de corto alcance y por estar definidos en funcién de la
longitud de dispersién a. Lo anterior es capturado en la forma del potencial de interaccion [58]:

V(' —r[) = g.o(r' — ) (95)

que al reemplazar en la ecuacion (94)) conduce a la famosa ecuacion de Gross Pitaevskii.
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Figura 14: Comparacién entre el codigo realizado en Mathematica (rojo) y XMDS2 (azul). Los
pardmetros de la simulacién son V(z) = 100 cos*(x) + 0,5z%, N, = 4601, L = 200\ y g. = 10?
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6.2. Curva critica en el modelo de Dicke para \ ~ ).

El diagrama de fases que describe la transicion de fase superradiante se determina mediante
la resolucién para « de la ecuacién trascendental (A = 1):

w.E(a) = 2X*tanh(BE(a)), E(a) =1/ -% 4+ —a? (96)

Para describir el comportamiento critico del modelo de Dicke en la regiéon A ~ A. se puede

expandir ambos lados de la ecuacion anterior hasta segundo orden en « teniendo en cuenta
~ W, 402 2 .
E(a) = % + -a?, de forma que:

eBE() _ o—BE()  PF (1 4 %oﬂ) _ B (1 B @oﬂ)

tanh(BE (o)) = ~ Neva 97
(6 ( )) eﬁE(a) +€—,BE(a) GBWTZ <1+%&2) +e_ﬁw7a (1 - 4;\?3{?OZQ> ( )

1+ 4822 ot (Bea
tanh(BE(a)) ~ Neva ( 2 ) (98)

coth (’8%) + %

Teniendo en cuenta que A.(T') = ;\/ Wewg coth (5 °2J‘I>, el resultado anterior se puede expresar de

la siguiente manera:
1 Nw?w, + 168A2\%a?
tanh(SFE = - - 99
anh(FE(a)) dw, NI+ pwA2a? (99)

Empleando este resultado en la ecuacion , reagrupando y conservando los términos de orden

a? se obtiene que la curva critica que separa la fase normal de la superradiante, en funcién del

parametro de acoplamiento \, satisface:

o= NFOV AT, fy =2 wooe) e ao

2
wg WiWe

IS l&z (wc 1672
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6.3. Calculo del espectro de excitaciones debajo del umbral de au-
toorganizacion.

En este apartado se detalla la derivacién del espectro de excitaciones debajo del umbral de
autoorganizacién presentada la seccion [4.2.2] Para valores de la intensidad total por debajo del

umbral critico el estado estacionario del condensado esta dado por ¥g(z) = y/Ao/L, mientras

que el perfil espacial de los campos contrapropagantes es Eg)%{(a:) = Cp et Bajo esta

configuracion inicial, las fluctuaciones de los campos descritas por la ecuacién (76)) se reducen a:

D20 B p(x) + k20 B () + 4n%¢ cL R(0(x) + S0y (x))etkers = (101)

Introduciendo la transformada inversa de Fourier f(z) = Y, e**f(k) en los elementos que
definen la ecuacién anterior se obtiene:

S (k2 — k2 e S By (k) + 4n g\f CLRZ kikeffﬁ&p( ) 4 el ke 5 () )) 0 (102)

k

Multiplicando la expresién anterior por =% integrando sobre la extensién del condensado e
imponiendo condiciones de frontera periddicas se obtiene:

(K — 612)5E£%(Q) + 4W2C\/§CL,R (51/10@ F ker) + 65 (ke — Q)> =0 (103)

Que al despejar Eé%(q) resulta en:

472\ N
5Eé%(q) i C O/ [(Wo q TF kegr) + 005 (Lhesr — )] Crr (104)

Por otro lado, la ecuacion que describe las fluctuaciones en la densidad del condensado se
reduce a:

4 Lo GeA GeA
0500(0)) = = R0l ~ (s + 2~ 2020 ) + 9050
' ; (105)
1 . .
— o (Cre w8 B0 (@) + Ce 0 EY (@) + c.c)y|
siendo g = —(Liot/Er) + (gero/L) €l potencial quimico asociado al estado homogéneo del

condensado en ausencia de trampa armoénica. Al emplear la transformada inversa de Fourier en
la expresién anterior y hacer uso de la ecuacion (104 se obtiene:

. zkxa(s k) = k2 gc/\() zkx(s k gc)\O 7ikx5 * k
12 M Opo(k) =3 |+ T | (k) + T D e oug (k)
k k

k

47T2<)\ el’(k*k‘eﬂ‘)x .
~ B > [k —r (O0o(k = kr) + 05 (kar = W) [CL” - (106)
ei(kJrkeg)z . ,
+ M(éw()(k + keﬁ) + 6¢0<_keﬂ‘ - k)) |CR| + C,C‘|
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Multiplicando por e~** e integrando:

2 Ge GeAo < | » 42N [0 oY (—
10,800(q) = <4(17T2 n 9L0>6w0(q) + 7 OCWO(_Q) - 7257?0[ z?f)k;;)fg(kzi)]ﬂm

B 4m2C o [ 0100 (q) 4 095 (—q) I
LE, | (¢ kex)? — k% |

(107)

Reagrupando términos se obtiene la expresion:

2 87T2C)\0 Liot

-
i010v0(q) = L;ﬁr)z FE S 4kgﬁ]6¢o(q>+[

= A(q)6¢0(q) + B(q)dbg(—q)

gc/\() 8 ZC)‘O ]tot
o St (—
L LE, ¢ —4ke2ff %( Q)

(108)

Al tomar el complejo conjugado de la ecuacién anterior, las ecuaciones resultantes se pueden
escribir de manera matricial como i0,¥o(q) = R(q)W¥o(q):

o (sugten) = (st ) (o) o

en donde se tuvo cuenta que A(q) y B(g) son funciones pares de ¢. Esto es debido a que el estado
homogéneo tiene simetria de inversion espacial. El espectro de excitaciones se determina de la
condicién det(R(q) — Iawg) = 0, que en este caso corresponde a w; = (A(q) + B(q))(A(q) — B(q)):

2 4 B
Ya = (2r)2 l(27r)2 L LE, ¢ — 4%

q Qgc)\() 1671-2€)\0 -[tot ‘| (11())

Al emplear el sistema de unidades inicial, la expresion anterior se transforma en la ecuacién
presentada en la seccién [4.2.2]
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6.4. Evolucion temporal en tiempo real e imaginario.

La evolucién temporal de un estado inicial dado ¥ (z,t) puede determinarse numéricamente
por el método pseudoespectral split step Fourier method, el consiste en calcular de manera
aproximada el operador de evolucion temporal por medio de composiciones de intervalos de
tiempo infinitesimales At. Lo anterior se lleva a cabo teniendo en cuenta que a orden O(At)
[59]:

Y(x,t+ At) ~ e w A (1 1) x em 3w A e A e T2 Ay (1 1)
en donde T'y V son los operadores de energia cinética y potencial, respectivamente. La relacion
anterior anterior puede calcularse de manera eficiente representando el estado intermedio
¢1(z,t) = e 222V 9)(z,t) en la base de momentos y el estado ¢y(z,t) = e 72T ¢ (x,t) en el
espacio de posiciones por medio de la transformada de Fourier F y su inversa. De acuerdo a
esto el método se fundamenta en la implementacion algoritmos pseudoespectrales para calcular
de manera eficiente la expresion:

. .2 .
Y(x,t+ At) & e A F e it M Flem w2y (2, 1)) (111)
De manera general el algoritmo se puede implementar de la siguiente manera:

» Definir las mallas de posicién y momento y un criterio de convergencia (por ejemplo la
convergencia del potencial quimico o la convergencia de la fidelidad).

= Definir un estado inicial a evolucionar.

= Computar el estado ¢; implementando la transformada rapida de Fourier.

= Computar el estado ¢9 implementando la transformada inversa de Fourier.

» Calcular ¥(z,t + At) y evaluar criterio de convergencia.

» Normalizar el estado obtenido y asignarlo como el nuevo estado inicial ¢ (x, ).

La normalizacién del estado en el dltimo paso es de vital importancia para el correcto funciona-
miento del método cuando se trata de hallar un estado estacionario de un hamiltoniano por
medio de evolucién en el tiempo imaginario ya que en este caso la evolucion es disipativa y no
conserva la norma de los estados. En la Figura [14] se muestra los resultados obtenidos de la
implementacién del método de split step Fourier en Mathematica para evaluar, por medio de
evolucion en tiempo imaginario At = —i7, el estado estacionario de EGP adimensional
empleando el potencial indicado en descripcion de la imagen. Los resultados son contrastados
con los obtenidos empleando el software XMDS2.

La solucién de las ecuaciones de Helmholtz adimensionales ([71]) se obtuvieron por el método de
Runge Kutta 4 propagando los campos desde los extremos del condensado bajo las condiciones
iniciales dadas en y . Por otro lado el computo del estado estacionario del condensado
en la fase autoorganizada fue realizado al resolver la EGP adimensional partiendo del
estado homogéneo. Por cada ciclo la salida del método de split step Fourier se emplea como
entrada del método Runge Kutta 4 para determinar las condiciones de frontera de las ecuaciones
de Helmholtz y la intensidad total que define el nuevo potencial 6ptico en la EGP, de tal manera
que este proceso autoconsistente continua hasta verificar la convergencia del potencial quimico
del condensado.
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6.5. Autoorganizacion en BEC de tres niveles: ecuaciones de campo
medio.

La dindmica del colectivo de dtomos se describe al generalizar el hamiltoniano de un cuerpo
dado en la ecuacién empleando el formalismo de segunda cuantizacion, siendo:

H=— ;n / dr ¥ (2)92Wo(z) + ; / i (2) (-2hma§ - hAi> U,(z) -
+ lhi / dz 0l (z) (gy (x)ay +g-(v)a_ + Q) o(x) + h.c] — hA(alay +alal)

en donde el operador de campo Wl (z) crea un dtomo con estado |i) en la posicién z. Debido a que
estos operadores de campo describen sistemas bosénicos satisfacen el dlgebra [¥;(x), \I/;r(y)] =
9, j0(x —y). Las ecuaciones de movimiento para los operadores de campo vienen dadas por:

[H, Wo(z)] = jnag%(x) — h(g* (x)al, + g" (x)al + Q) (U (2) + Uy(z)) = —ihd, To(z) (113)
(H,Vy(z)] = — (—;;89% - hA1> Uy (2)—h(gs(x)as+g-(x)a_+Q)¥o(x) = —iho V() (114)

[H,Uy(x)] = — (—;i@i — hAg) Uy(x)—h(g4(x)ar+g-(x)a_+Q)Vo(x) = —ihd,¥a(z) (115)

(H,a,] = ideay — h / AU (2)g" () (V) (x) + Us(x)) = —ii(Bras + kay)  (116)

[H,a_] = hA.a_ — h/dx@%(x)gi(x)(‘lﬁ(m) + Uy(x)) = —ih(Oa— + Ka_) (117)

En el limite dispersivo [As| > |Ac] ¥ [As] > |A4] el estado excitado Wo(z) alcanza una
configuracion estacionaria y de baja ocupacién en una escala de tiempo mucho menor que el
inverso de la frecuencia de retroceso, por lo cual dicho estado se puede eliminar adiabdticamente
en la ecuacion ((115)):

s(a) ~ ——(g: ()as + g (x)a +Q)Vy() (118)

Reemplazando el resultado anterior en las ecuaciones (113]), (116]) y (117 se obtienen las
ecuaciones de movimiento:

_;;83%‘110(1:) + E(gi(a:)al + ¢ (2)al + Q) (g (@)ay + g (x)a_ + Q)Tg(z)

Ay (119)
= ihd,Wo(x) — h(g" (z)al, + g* (z)al + Q)T (z)
hQ 2 ikex —ikex Q .
(—2690 — FLA1> () + hygo (e Tag e ol 4+ ) Yo(z) = ihdy)y (x) (120)
m Jo
Bl + (D + was) — Ao [ drwl(a)gs (2) (0. (2)as +g_(2)a_ + ) Wo(x)
2 (121)

— 1 [ dzw(@)g (@) ¥1()
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El estado estacionario de los campos se puede determinar de las ecuaciones (121]) imponiendo la
condiciéon dya, = 0, con 7 € {4, —}, lo que resulta en:

1 1
a, = 5 — dx\Il(T)ix (r)a_ +Q)¥y(x
A= 4= (T dewl(@) g+ (o) o)) e e G .
[ v om0
1 1
a_ = — da:\Il(T)f:U (z)ay + Q)V(x
A= & (J w¥i(a) lo- () Wo(a) +in 52 sty ket s,

[ vl (0w o)
En donde se debe tener en cuenta la conservacion del ntimero total de atomos N, tal que:
[ dellvo(@)P + 1 ()P) = N (124)
Si en adicién a todo lo anterior se implementa también la eliminacién adiabatica del estado

excitado Wy(x) en la ecuacion (120 se obtienen las ecuaciones de campo medio mostradas en el
texto principal.
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6.6. Programa en Mathematica: Numerical notes on self-organization
of a Bose-FEinstein condensate in an optical cavity.

Preliminary definitions.

SetDirectory[NotebookDirectory/]];

(* Physical parameters *)

xT

L, = 5; (* BEC lenght in units of A *)

g = 10; (* Reduced atom-atom coupling *).

Up = —100; (* Atom-cavity coupling *)

xk = 200; (* Cavity linewidth in units of w, *)

Ac = —300; (* Cavity detuning relative to pump frequency *)

m=272(* Atom mass *)
(* Simulation parameters *)

Nx=6001; (* Number of position grid points. Set as odd number. *)

M (N x-1)/2; (* To flip the function values as it is required to fast Fourier tranform algorithm *)
NX ) //N (* Position step *)

dk=rx= 1)*dx//N :(* Momentum step *)

dt=1073; (* Time step *)

Nt:5000; (* Numer of time steps *)

x=Table[-0.5*Lx+(i-1)*dx,{i,1,Nx}|; (* Position grid values. *)

k:Tableh—)’: + (i — 1) = dk, {3, 1, NX}}; (* Momentum grid values. *)

Stationary state: Split Step Fourier Method.
(* Add a random perturbation to check method stability *)

$00 = Table[ (1—14%),{5,1, Dimensions[:p][[l]]}}—I—0.0lRandomReaI[{—l,1},NX];
norm00= Conjugate[¢00]-¢00 « dx; (* Initial state norm *)

0 = ¢00/Sqrt[norm00]; (* Normalized initial state *)

f0 = Thread[{z, Abs[¢0]?}]; (* Initial state wavefunction *)

(* Chemical potential calculation *)

pupot[mass_, Vopt_, gatom_, wavefunction_|:=Module[{m = mass, V' = Vopt, g = gatom,
b = wavefunction, yaux, D2},
taux = RotateRight[Fourier[RotateLeft[i), M]|, M];
D21 = —RotateRight [InverseFourier [RotateLeft [k? * vaux, M|], M]; (* Second derivate *)
Chop [(2*m * Conjugate[t] - D2¢ + V - (Abs[¢])? + g * (Abs[¢])? - (Abs[w])Q) * dx}

I;

(* Stationary state via split step Fourier Method *)
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(* Set typeEvolution= 1 for real time and typeEvolution= —1 for imaginary time evolution. *)

GPSolver[state_, intensity_, Ntime_, typeEvolution_|:=
Module[{¢0 = state, n = intensity, Nt = Ntime, te = typeEvolution, M, [, 10, a0, v, paux0, paux1,
ev, normyev, ¢ev, uf, errp0, erral, o},

(*Initialization™)

M = (Nx —1)/2; (* To calculate Fourier transform *)

10 = ppot[m, v, g, p0]; (* Chemical potential using ppot function *)
=1,

errp0 = 1,0; (* Error in chemical potential *)

errad = 1,0; (* Error in cavity field amplitude *)

o #(Abs[¢0])2-Cos[2+mxa]*+dx . . .
al = Ac—(UOZ(AbsM)O})2~(Cos[2*7r*:c])2>kdx)+l>m’ (* Field amphtUde *)

Monitor|
While [errp0 > 1077 Al < Nt + 1,

(* Optical potential *)

v = (Abs[a0])? % U0 * (Cos[2 * 7  z])? + (a0 + Conjugate[a0]) * n x Cos[2 * m * z];

(* Split step Fourier Method *)

paux0 = RotateRight [Fourier {RotateLeft [Exp {%(v + g * Abs [¢O]A2)} o0, M H .M } :
¢pauxl = RotateRight [InverseFourier [RotateLeft [Exp [—d;k:i;’” * kjﬂ paux0, M ” M ] :
pev = Exp [%(v + g% Abs[qSO]AQ)] ¢pauxl; (* Evolved wavefunction *)

normyev = 1_C°njuga§ﬂlfev]'¢ev*dx (te — 1) + 1; (* Norm of evolved wavefunction *)

¢pev = ev/Sqrt[normpev]; (* Wavefunction normalization *)

o= n#(Abs{gev])? Clos[2emrr]xdx ; (* Evolved field amplitude *)

Ac—(U0*(Abs[pev])?-(Cos|2xm*z])2#dx)+*k

(* Set error as the convergence of chemical potential using ppot function *)

pf = ppot[m, v, g, gev];
errp0 = Abs[(u0 — uf)];
erra) = Abs[a — a0;

(* Set new inputs *)

¢0 = gev//Chop;
p0 = pf;
al = a;
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I++;];
AL errp0, erra0}];

{0, a0} (* Stationary state wavefunction and field amplitud *)

]

BEC self-organization.

(* Self-organization regimen *)
data = GPSolver[¢0, 300, Nt, —I];
data2 = GPSolver[¢0, 150, Nt, —I];

(* Normal Regimen *)
data3 = GPSolver[¢0, 70, Nt, —I];
datad = GPSolver[¢0, 30, Nt, —I];

(* States *)
state = data[[l
state2 = data2

i]];
1]];

(* BEC density plots *)

organizedStates = ListPlot [{Thread [{x, (Abs[state])?}] , Thread [{z, (Abs[state2])?}]},
FrameTicks — {{Automatic, False}, { Automatic, False}},
PlotRange — {{—0,5Lx, 0,5Lx}, All}, Joined — True,

PlotStyle — {{Blue, Thickness[0,008]}, { Orange, Thickness[0,008]}},
Frame — True,

FrameTicksStyle — Directive[Black, 20],

FrameLabel — {“x [A]”, [¥(x)]?},

LabelStyle — {FontSize — 20, FontFamily — “Times”, Black},
RotateLabel — True,

AspectRatio — 1,

Prolog — {GrayLevel[0,85], Rectangle[{0, —0,2}, {1, 2,8}]},

Axes — False,

ImageSize — 400];

(* Zoom into shaded region *)

zoomStates = ListPlot [{Thread [{z, (Abs[state])?}] , Thread [{z, (Abs|[state2])?}|} ,
FrameTicks — {{Automatic, False}, {{0,0,25,0,5,0,75,1}, False} },

PlotRange — {{0, 1}, All}, Joined — True,

PlotStyle — {{Blue, Thickness[0,008]}, { Orange, Thickness[0,008]}},

Frame — True,

FrameTicksStyle — Directive[Black, 20],
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FrameLabel — {“x [\]”, [¢(x)|?},

LabelStyle — {FontSize — 20, FontFamily — “Times”, Black},
RotateLabel — True,

AspectRatio — 1,

Prolog — {GrayLevel[0,90], Rectangle[Scaled[{0, 0}], Scaled[{1, 1}]]},
Axes — False,

ImageSize — 400];

GraphicsGrid[{{organizedStates, zoomStates} }, ImageSize — 500]

2.5 2.5¢
20 2.0t
= 1.5 | | = 1.5
=10 | | S 10
0.5 0.5
ool UL L L] oo J
-2-10 1 2 0 02505075 1
X [A] X [A]

Optical potential.

(* Self-organization regimen *)
a = datal[2]];
a2 = data2[[2]];

(* Normal regimen *)
a3 = data3][[2]];
a4 = datad[[2]];

(* Optical potential in the self-organized regimen *)

Vlorg = Thread [{z, (2 x Re[a] * 300 * Cos[2 * 7 * 2] + (Abs[a])? * U0 x (Cos[2 * 7 x x])?)/ 100}] ;
V2org = Thread [{z, (2 * Re[a2] * 100 x Cos[2 * m % z] + (Abs[a2])? * U0 * (Cos[2 * 7 * x])?)/ 100}] ;

(* Optical potential plots *)

Voptorgl = ListPlot[{Vlorg, V2org},

PlotRange — {{—0,5 % Lx, 0,5 * Lx}, {—6,4}}, Joined — True,
PlotStyle — {{Blue, Thickness[0,008]}, { Orange, Thickness[0,008]}},
Frame — True,

FrameTicksStyle — Directive[Black, 20],

FrameLabel — {“x [A]”, Vopi(x) [100ER]},

LabelStyle — {FontSize — 20, FontFamily — “Times”, Black},
RotateLabel — True,

Prolog — {GrayLevel[0,80], Rectangle[{0, —6}, {1, 6}]},
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AspectRatio — 1,
Axes — False,
ImageSize — 400];

(* Zoom into shaded region *)

zoomVoptorgl = ListPlot[{V1lorg, V2org},

FrameTicks — {{Automatic, False}, {{0,0,25,0,5,0,75,1}, False} },
PlotRange — {{0,1},{—6,4}},

Joined — True,

PlotStyle — {{Blue, Thickness[0,008]}, { Orange, Thickness[0,008]}},
Frame — True,

FrameTicksStyle — Directive[Black, 20],

FrameLabel — {“x [A]”, Vopi(x) [100ER]},

LabelStyle — {FontSize — 20, FontFamily — “Times”, Black},
RotateLabel — True,

Prolog — {GrayLevel[0,9], Rectangle[Scaled[{0, 0}], Scaled[{1, 1}]]},
Axes — False,

AspectRatio — 1,

ImageSize — 400];

GraphicsGrid[{{Voptorgl, zoomVoptorgl}}, ImageSize — 500]
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Order parameter.

Oval = {};
Ival = {};

(* Set the values of order parameter zero below the self organisation threshold *)

AppendTo[fval, {0, 0}];
AppendTo[fval, {15, 0}];
AppendTo[fval, {31, 0}];
AppendTo[fval, {31,5,0}];
AppendTo[fval, {32,1,0}];
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(* Calculate the order parameter and field intensity above the threshold *)

Forli = 0,i < 7,4+,

dat = GPSolver[¢0, 35 4+ 5 x ¢, Nt, —];
6 = (Abs[dat[[1]]])%.Cos[2 * 7 * x| * dx;
AppendTo[fval, {40 + 5 x i, 0}];

I;

For[i = 0,i < 14, i++,

dat = GPSolver[¢0, 85 + 15 * ¢, Nt, —];
0 = (Abs[dat[[1]]])%.Cos[2 * 7 * x| * dx;
AppendTo[fval, {85 + 15 x 7, 0}];

I;

d = Dimensions[fval][[1]];
Ovalaux = Table[{fval[[z]][[1]], —Oval[[:]][[2]]}, {7, 1, d}];

(* Order parameter and field intensity plots *)

order = ListLinePlot[#valaux,

FrameTicks — {{Automatic, None}, {{0, 32,96, 160, 224, 288}, None} },
PlotRange — All, Joined — True,

PlotStyle — {{Red, Thickness[0,008]}},

Frame — True,

FrameLabel — {\/ﬁn [ER], “(-0)”} :

LabelStyle — {FontSize — 20, FontFamily — “Times”, Black},
RotateLabel — True,

AspectRatio — 1,

ImageSize — 400];

GraphicsGrid[{{order, Iplot}}, ImageSize — 500]
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