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Resumen

En esta tesis se presenta la implementación de un tipo especial de red neuronal llamada autoencoder
para tratar de caracterizar el paisaje de modelos con geometŕıa de compactificación en orbifolios
heteróticos Z6-II. El autoencoder parametriza a cada modelo con dos parámetros, los cuales vi-
ven en un espacio latente bidimensional. Generando un total de 4,000,000 de modelos con estas
compactificaciones, empleamos 1,000,000 para el entrenamiento de la red neuronal y posteriormen-
te graficamos los valores de los parámetros para 2,000,000 de modelos utilizando el autoencoder
resultante. Identificamos un total de 30 regiones independientes en el espacio latente donde se acu-
mula el total de modelos, acotando también el valor de todos los posibles parámetros. Utilizando el
orbifolder generamos modelos con este orbifolio heterótico en dos categoŕıas fenomenológicamente
interesantes, aquellos que tengan un espectro de part́ıculas de 3 generaciones 4D de los grupos
de norma Pati-Salam (16 modelos) y SU(5) (457 modelos). Agregamos también un conjunto de
modelos con esta geometŕıa compatibles con el Modelos Estándar Mı́nimo Supersimétrico. Poste-
riormente, los modelos dentro de estas tres categoŕıas son parametrizados con nuestro autoencoder.
Contamos el número de modelos por categoŕıa en cada una de las 30 regiones e identificamos
aquellas que sean las más prometedoras para búsqueda de modelos con interés fenomenológico.
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Introducción

La teoŕıa de cuerdas logra incorporar una descripción cuántica de la gravedad. Al cuantizar las
cuerdas, se encuentran modos de oscilación con masa cero, esṕın 1 y propiedades que permiten
describir a las part́ıculas mensajeras de las interacciones del Modelo Estándar y, de hecho, permite
obtener de manera natural algunas propuestas de Gran Unificación (GUTs). Se pueden obtener
también estados de vibración de la cuerda con masa cero y esṕın 1

2 , es decir, fermiones como los
bloques básicos de la materia en el Modelo Estándar. También existen maneras de obtener ingre-
dientes del tipo de el Higgs, teniendo que es posible que se puedan reproducir todos los ingredientes
del Modelo Estándar (SM, por sus siglas en inglés) a través un planteamiento más fundamental.
Una de las más grandes consecuencias de esta teoŕıa es que predice (o requiere) la existencia de
6 dimensiones adicionales. Para explicar que estas dimensiones no han sido observadas, se postula
que son muy pequeñas, y que están compactificadas en estructuras matemáticas muy espećıficas
que determinan indirectamente la f́ısica de la teoŕıa. Una de estas estructuras en las cuales se
lleva a cabo la compactificación son los orbifolios toroidales que se definen como el cociente de
un toro con una simetŕıa discreta codificada en un grupo llamado grupo de punto. La elección
de esta simetŕıa discreta se puede restringir a sólo grupos abelianos ZN o ZN × ZM para ciertos
valores de N y M . Además, una vez elegida la simetŕıa discreta que rige a la compactificación,
también se tiene constriñida la elección de la ret́ıcula que genera al toro inicial. Escogiendo cierta
compactificación, las propiedades f́ısicas de la teoŕıa resultante están completamente definidas y
en la mayoŕıa de los casos estos modelos son diferentes de lo observado en el Modelo Estándar.
La elección de la compactificación y la teoŕıa 4D resultante no son únicas, dando lugar a un gran
conjunto de modelos de cuerdas en 4D llamado generalmente como el paisaje de cuerdas. El número
de modelos de cuerdas 4D se ha acotado a ser por lo menos 101500 [1]. Lo deseable es que en este
vasto paisaje de modelos se pueda realizar una búsqueda de aquellos que sean compatibles con el
Modelo Estándar Mı́nimo Supersimétrico. Una búsqueda de dichos modelos fenomenológicamente
interesantes implica una tarea demasiado compleja, pues implementar búsquedas en un conjunto
de modelos tan enorme podŕıa tomar demasiado tiempo incluso con el poder computacional con
que se cuenta actualmente.

Los parámetros que definen por completo a un modelo de compactificación son del orden de
O(100) los cuales especifican caracteŕısticas f́ısicas de la compactificación y cumplen con ciertas
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condiciones de consistencia, tales como la invariancia modular. Una vez fijados estos parámetros,
se puede calcular el grupo de norma 4D resultante y verificar si éste es de interés f́ısico, como ser
compatible con el Modelo Estándar Mı́nimo Supersimétrico (MSSM, por sus siglas en inglés). De
gran interés fenomenológico también tenemos los casos en que los modelos tienen espectros con un
número de 3 generaciones 4D de los grupos de norma para teoŕıas de gran unificación (GUTs), tales
como el grupo SU(5) o el grupo SU(2)×SU(2)×SU(4) (de Pati-Salam o PS). Una teoŕıa de gran
unificación constituye una suposición en la cual la naturaleza cuenta con ”más simetŕıa” que la del
Modelo Estándar pero que se reduce a la del mismo a bajas enerǵıas motivada por la incompletez
probada del SM. Las GUTs son de gran interés fenomenológico porque permiten explorar algunas
ideas de cómo extender al Modelo Estándar. El estudio y búsqueda de una cantidad tan grande
de modelos suele no ser ideal dado el enorme tiempo de cómputo que se requiere y por ello en los
últimos años se han aplicado nuevas técnicas para llevar a cabo dichas tareas. Una de las técnicas
actualmente empleadas es la del Aprendizaje Automático (Machine Learning), que consiste en
utilizar un conjunto de datos de interés para que la computadora encuentre caracteŕısticas ocultas,
tales como regularidades, patrones o tendencias para que posteriormente logre identificar también
caracteŕısticas en conjuntos de datos ajenos al original. La ventaja de dicha técnica se fundamenta
en el hecho de que es posible procesar una gran cantidad de información en poco tiempo, pues no
se analiza dato por dato, si no al conjunto completo. Dentro de muchas de las técnicas que emplea
Machine Learning se encuentra el diseño de Redes Neuronales (RNs), las cuales consisten en un
conjunto capas contiguas, cada una de ellas con cierto número de nodos; la capa de entrada y salida
corresponden a la información que podemos ver. Las RNs procesan la información recibida por la
capa de entrada a través de las capas intermedias (la información de dichas intermedias está oculta
y sólo se utiliza durante el procesamiento) hasta obtener un resultado en la capa de salida. La idea
es entrenar a la RN utilizando dos conjuntos de datos: un conjunto que represente la información
para la capa de entrada y un conjunto que represente el resultado que se desea obtener a partir de
la información de entrada. El ajusta a los parámetros que definen el paso de la información a través
de las capas hasta que los resultados de la capa de salida reproduzcan lo mejor posible el conjunto
de datos que deseamos obtener a partir de los datos de entrada.

En los últimos años se ha utilizado esta técnica computacional para el estudio de diversos
aspectos de la teoŕıa de cuerdas [2, 3, 4, 5], además se puede encontrar un compendio de aplicaciones
a dicha teoŕıa en [6]. En [2] se estudia el paisaje de modelos de la teoŕıa de cuerdas heteróticas con
compactificación de grupo de punto Z6-II (orbifolio heterótico Z6-II). Esta geometŕıa es de gran
interés fenomenológico pues ha mostrado ser muy útil en la búsqueda de modelos compatibles con
el MSSM [7, 8]. Alĺı, se diseña un tipo especial de red neuronal conocida como autoencoder, que
consiste en una red simétrica cuyas capas de entrada y salida tienen la misma información, tratando
de simular una función identidad. Generalmente, un autoencoder posee una capa intermedia (capa
latente) con la menor cantidad de nodos respecto al resto y cuyos valores son de gran interés pues
se les puede considerar como una parametrización de la información con menos parámetros que los
de la información original. En [2] se diseña un autoencoder para modelos con orbifolios heteróticos
Z6-II, de tal manera que la capa latente sólo tenga dos nodos para aśı parametrizar a los modelos
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con sólo dos parámetros. Al espacio bidimensional en el que viven los parámetros se le llama espacio
latente. En la presente tesis tratamos de reproducir los resultados observados en dicho trabajo, y
exploramos posibles conclusiones alternativas con el propósito de generalizar esta técnica para la
clasificación de orbifolios toroidales con geometŕıa arbitraria.

Estructura

La presente tesis está organizada como sigue. En el Caṕıtulo 1 presentamos las generalidades de la
Teoŕıa de Cuerdas, comenzando por su construcción. Se presentan detalles de la Teoŕıa de Cuerdas
Bosónica y posteriormente se introduce su generalización al caso donde se incluye supersimetŕıa,
la Teoŕıa de Supercuerdas. Por último detallamos aspectos de la Teoŕıa de Cuerdas Heteróticas,
las dimensiones espacio-temporales en las que se trabaja y un primer acercamiento a la compacti-
ficación toroidal de 16 grados de libertad bosónicos de norma. En el Caṕıtulo 2 profundizamos la
discusión sobre el proceso de compactificación en orbifolios toroidales simétricos, su clasificación y
ventajas sobre las compactificaciones toroidales. Posteriormente, se detallan los aspectos geométri-
cos espećıficos de los orbifolios heteróticos con grupo de punto Z3 y Z6-II. En el Caṕıtulo 3 hacemos
un repaso de las generalidades de Machine Learning, detallando la construcción de diversas redes
neuronales y sus parámetros intŕınsecos, incluyendo sus funciones de activación. Se hace hincapié en
un tipo de redes neuronales espećıfico llamadas autoencoder, cuya funcionalidad es la de parametri-
zar un conjunto de datos con menos parámetros que los que originalmente posee. Proporcionamos
la estructura de nuestro autoencoder con el cual se parametrizará mediante dos parámetros a una
gran cantidad de modelos de orbifolios heteróticos Z6-II. Mencionamos la herramienta el orbifol-
der, que es un programa que nos permite generar una gran cantidad de modelos con estructuras
de compactificación espećıficas y que nos ayuda a generar aproximadamente O(4, 000, 000) de mo-
delos con orbifolios Z6-II inequivalentes para el entrenamiento del autoencoder. Finalmente, en
dicho caṕıtulo se detalla cómo es que el autoencoder recibe los datos de entrada y salida de cada
uno de estos modelos. En el Caṕıtulo 4 presentamos nuestros resultados. Se analiza la forma de la
capa latente para un total de 2,000,000 de modelos y también se presenta la parametrización de
modelos fenomenológicamente interesantes: aquellos que son compatibles con el MSSM y los que
poseen espectros de part́ıculas con 3 generaciones de los grupos de norma SU(5) y de Pati-Salam.
Se identifican regiones en las cuales hay mayor aglomeración de estos tres grupos de modelos y se
caracteriza el espacio latente por la densidad de los mismos. Finalmente, en el Caṕıtulo 5 presento
mis conclusiones.
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Caṕıtulo 1

Fundamentos de teoŕıa de cuerdas

A lo largo de la historia, el desarrollo de la f́ısica ha tenido eventos de suma importancia conocidos
como unificaciones, evento en los cuales se descubre que diferentes fenónemos están relacionados
entre śı y las teoŕıas f́ısicas son modificadas para tomar en cuenta esta relación. Uno de estos eventos
reconoció la profunda relación que tienen la electricidad y el magnetismo. Desde hace milenios estos
dos fenómenos fueron reconocidos como independientes, sin embargo, en 1819 Hans Christian Oers-
ted descubrió que que una corriente eléctrica en un alambre puede desviar la aguja de una brújula
que se encuentra cerca de dicho alambre. Poco después, Jean-Baptiste Biot y Felix Savart (1820)
y André-Marie Ampère (1820-1825) reportaron cuáles son las reglas para que corrientes eléctricas
produzcan campos magnéticos. Michael Faraday (1831) demostró que un campo magnético variable
genera campos eléctricos. Todos estos fenómenos y conexiones entre ellos fueron condensados por
James Clerk Maxwell (1865) en un conjunto de ecuaciones e incluso lo condujeron a la predicción
de las ondas electromagnéticas. Éstas fueron las ecuaciones de Maxwell y consideran a la electrici-
dad y magnetismo como manifestaciones de un mismo fenómeno f́ısico: el electromagnetismo. Esta
unificación fue inminente, pues la descripción separada de estos fenómenos lleva a inconsistencias.
[9]

Existen dos grande teoŕıas que explican la mayoŕıa de los fenómenos f́ısicos a grandes y pequeñas
escalas. Por un lado tenemos la Teoŕıa de la Relatividad General, formulada por Albert Einstein,
que establece que la gravedad es consecuencia de la deformación del espacio-tiempo provocada por
la mera existencia de masa o enerǵıa. Por otro lado, tenemos a la Mecánica Cuántica, desarrollada
por Erwin Schrödinger, Werner Heisenberg, Paul Dirac y otros; dicho marco es el adecuado para
describir fenómenos a escalas microscópicas. En adición a estos descubrimientos, 4 fuerzas funda-
mentales han sido identificadas en la naturaleza: la fuerza de gravedad, la fuerza electromagnética,
la fuerza débil (responsable del decaimiento nuclear beta) y la fuerza fuerte (que mantiene unidos
a los quarks de los nucleones). En 1960 ocurrió otro evento de unificación cuando el modelo de
Weinberg-Salam de las interacciones electrodébiles describió en un mismo marco al electromagne-
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2 CAPÍTULO 1. FUNDAMENTOS DE TEORÍA DE CUERDAS

tismo y la fuerza débil. El Modelo Estándar de la F́ısica de Part́ıculas describe de manera cuántica
a las últimas tres interacciones en el marco de la Teoŕıa Cuántica de Campos. En esta teoŕıa se
cuenta con la descripción de part́ıculas con esṕın 1

2 llamadas fermiones y que conforman los bloques
básicos de la materia. También describe part́ıculas de esṕın 1 llamados bosones y que son las mensa-
jeras de las interacciones. También describe una part́ıcula de esṕın cero llamada part́ıcula de Higgs
relacionada con el proceso de Higgs, el cual dota de masa a las part́ıculas del Modelo Estándar. Sin
embargo, se sabe que dicha teoŕıa es incompleta pues existen aspectos de la F́ısica de part́ıculas que
no logra incorporar: descripción de la materia oscura, masa de los neutrinos, problema de jerarqúıa,
entre otros [9].

La gravedad debe ser incluida en el marco de la f́ısica de part́ıculas, con o sin unificación, si uno
desea tener una teoŕıa completa. Los efectos de la fuerza gravitacional son considerablemente des-
preciables a nivel microscópico, pero son cruciales en estudios de cosmoloǵıa del universo temprano.
Como ya mencionamos, el Modelo Estándar es una teoŕıa cuántica, mientras que la Relatividad
General es una teoŕıa clásica de la gravedad. Para incluir a la gravedad en el mismo marco de la
f́ısica de part́ıculas, la gravedad debe ser promovida a una teoŕıa cuántica. Sin embargo, el proceso
de cuantización de dicha interacción ha encontrado serias dificultades.

La teoŕıa de cuerdas es un excelente candidato para una teoŕıa unificadora de todas las fuerzas
de la naturaleza. En la teoŕıa de cuerdas, todas las fuerzas son unificadas de una manera profunda
y significativa. La teoŕıa de cuerdas es una teoŕıa cuántica, y, porque incluye a la gravedad, es
una teoŕıa cuántica de la gravedad. En esta teoŕıa, cada part́ıcula se identifica como un modo de
vibración de una cuerda microscópica elemental. Uno de los estados vibracionales de las cuerdas es el
gravitón, el cuanto del campo gravitacional. Como sólo hay un tipo de cuerda, y todas las part́ıculas
provienen de las vibraciones de cuerdas, todas las part́ıculas son naturalmente incorporadas en una
sola teoŕıa. Con el simple planteamiento de la existencia de un componente fundamental llamado
cuerda se tienen varias consecuencias directas, algunas siendo virtudes que obligan a considerar a
la teoŕıa como la unificadora de las 4 interacciones fundamentales. La teoŕıa de cuerdas predice la
existencia de la gravedad al intentar describir consistentemente a una cuerda cuántica relativista. Se
pueden obtener estados de vibración de la cuerda con masa cero y esṕın 1

2 , es decir, fermiones como
los bloques de materia en el Modelo Estándar. Existe la manera de obtener ingredientes del tipo
del Higgs, aśı que la teoŕıa de cuerdas quizás seŕıa capaz de reproducir todos los ingredientes del
Modelo Estándar. La teoŕıa de cuerdas no tiene ningún parámetro adimensional libre, a diferencia
del problema que presenta el Modelo Estándar.

En este caṕıtulo describiremos la fundamentación de la Teoŕıa de Cuerdas, comenzando por
la Teoŕıa de Cuerdas Bosónica, que cuenta con un espectro de part́ıculas bosónicas únicamente.
Posteriormente, duscutimos una generalización de la cuerda bosónica, conocida como Teoŕıa de Su-
percuerdas, la cual, a partir de la introducción de supersimetŕıa, permite la integración de fermiones
en la teoŕıa. Por último profundizamos en la llamada Teoŕıa de Cuerdas Heteróticas, presentamos
su planteamiento, caracteŕısticas y consecuencias.
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1.1. La cuerda bosónica

La teoŕıa de cuerdas generaliza la idea de la part́ıcula relativista que se mueve a través de un
espacio tiempo D-dimensional, donde la acción en cuestión describe la dinámica de la ĺınea de
mundo (geodésica en el espacio-tiempo) trazada por la part́ıcula. La acción respectiva está dada
por la integral de la longitud invariante infinitesimal ds,

S = −α
∫

ds, (1.1)

donde α es una constante, y hemos escogido unidades de tal manera que c = ~ = 1. Para encontrar
las ecuaciones de movimiento que describen a la geodésica (o ĺınea de mundo) que va trazando la
part́ıcula en el espacio-tiempo intŕınseco, se debe calcular la variación de la acción (1.1) e igualarla
a cero. Entonces, el movimiento clásico de una part́ıcula relativista es el camino que extremiza la
distancia invariante. Esta idea será útil para generalizarlo al contexto de la teoŕıa de cuerdas.

1.1.1. La acción de cuerda bosónica

La teoŕıa de cuerdas se plantea generalizando la idea de la part́ıcula puntual relativista. En
lugar de describir sólo un punto a través del espacio-tiempo pensaremos en cuerdas minúsculas
con cierta longitud (no nos preocuparemos de lo que estén hechas) que se mueven a través del
espacio-tiempo, dichas cuerdas pueden ser de dos tipos: cerradas o abiertas. La trayectoria de estas
cuerdas va trazando una superficie (en lugar la una ĺınea para el caso de las part́ıculas puntuales)
(ver Figura 1.1). Se le llama hoja de mundo a la superficie 2-dimensional trazada por la trayectoria
de la cuerda en el espacio-tiempo.

Para el caso de la part́ıcula puntual relativista, vimos que la acción era la integral de la longitud
invariante de la ĺınea de mundo. Para las cuerdas definiremos el área invariante de Lorentz de la
hoja de mundo de la cuerda. La acción de la cuerda relativista es proporcional a esta área y se
conoce como acción de Nambu-Goto la cual tiene la forma [9]

S = −β
∫

dA, (1.2)

donde dA es el área infinitesimal invariante de la hoja de mundo trazada y β es una constante. De
ahora en adelante supondremos que el espacio-tiempo de fondo es plano.

Para el caso de una cuerda con cierta longitud inmersa en un espacio-tiempo de D dimensiones,
se traza una hoja de mundo parametrizada por dos parámetros τ y σ, con τ siendo temporal y σ
espacial. La inmersión de la cuerda en el espacio-tiempo D-dimensional estará dada por funciones
o campos Xµ(τ, σ). Los llamaremos grados de libertad de la cuerda (coordenadas que localizan a
la hoja de mundo) son simbolizados por Xµ(τ, σ) µ = 0, 1, ...,D − 1, que consiste en el barrido de
curvas parametrizadas por σ a τ fijos (bajo cierta norma se puede interpretar como la fotograf́ıa
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Figura 1.1: Hoja de mundo. A la izquierda apreciamos la hoja de mundo que va trazando una cuerda abierta,
mientras que a la derecha apreciamos la hoja de mundo trazada por una cuerda cerrada y que se asemeja a
un tubo. [9]

de una cuerda al tiempo τ) y puede ser una curva abierta o cerrada, por conveniencia se toma
0 ≤ σ ≤ π. Aśı como en el caso de la part́ıcula relativista en D dimensiones, queremos escribir
una versión relativista de la cuerda inmersa en un espacio D-dimensional de forma covariante de
Lorentz cuya f́ısica no dependa de alguna elección particular de los parámetros de la hoja de mundo
σ y τ . Considerando que la métrica del espacio-tiempo plano es:

ηµν = diag(1,−1, ...,−1) µ, ν = 0, 1, ...,D − 1. (1.3)

Se puede demostrar entonces el área invariante se puede calcular con ayuda de estos parámetros y
grados de libertad de la cuerda de tal manera que: [9]

dA = dτdσ

√

(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ2)(X ′2), (1.4)

donde Ẋµ = ∂Xµ

∂τ y X ′µ = ∂Xµ

∂σ . Por lo que la acción de Nambu-Goto estaŕıa dada por:

SNG = −T
∫

dτdσ

√

(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ2)(X ′2). (1.5)
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Donde T es una constante. Esta es la acción que describe a la cuerda relativista inmersa en un
espacio-tiempo de D dimensiones. Sin embargo, calcular las ecuaciones de movimiento puede ser
un poco complicado debido a la ráız cuadrada que tenemos en el integrando. Para deshacernos de
ese problema podemos introducir un campo auxiliar hαβ(τ, σ) (que se interpreta como la métrica
inducida en la hoja de mundo) de signatura (+,-) y donde α = 0 y 1 se refiere a τ y σ respecti-
vamente. La acción resultante es la de Polyakov y que caracteriza a la cuerda bosónica relativista:
[10]

S = −T
2

∫ τf

τi

dτ

∫ π

0
dσ

√
−hhαβηµν∂αXµ∂βXν (1.6)

donde h es el determinante de hαβ . La acción cuenta con invariancia de Poincaré global del espacio-
tiempo D-dimensional. Se puede demostrar que la acción de Nambu-Goto y de Polyakov son equi-
valentes [11]. Aśı que la acción que tomaremos como la que describe a la cuerda relativista será la
acción de Polyakov-

A continuación enlistamos las simetŕıas locales de la hoja de mundo para la cuerda relativista:
[11]

1. Invariancia ante reparametrizaciones (también conocida con difeomorfismos): La
acción de Polyakov es invariante ante los cambios del parámetro σ a σ′ = f(σ) ya que
Xµ(τ, σ) transforma como escalar, mientras que el campo hαβ transforma como un 2-tensor,
de tal forma que

Xµ(τ, σ) = X ′µ(τ, σ′) y hαβ(τ, σ) = ∂αf
γ∂βf

δh′γδ(τ, σ
′). (1.7)

Con esta relación tenemos entonces que 1.6 es invariante ante reparametrizaciones. Como
tenemos una redundancia en la teoŕıa debido a esta simetŕıa, entonces tenemos menos grados
de libertad.

2. Simetŕıa de Weyl: Estas transformaciones reescalan la métrica,

hαβ(τ, σ) → h′αβ(τ, σ) = e2φ(σ)hαβ(τ, σ), (1.8)

mientras que los escalares Xµ(τ, σ) se mantienen invariantes bajo estos reescalamientos. Esta
transformación es local pues el parámetro φ(σ) depende de las coordenadas de la hoja de
mundo. Veamos cómo cambian las cosas en algunas partes de la acción. Por un lado tenemos
que la transformación de

√
−h está dada por

√
−h′ =

√

−det(h′αβ)

= e2(2φ(σ))/2
√

−det(hαβ)

= e2φ(σ)
√
−h.

(1.9)
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Expandiendo 1.8 con φ como variable, obtendŕıamos h′αβ = e−2φhαβ = (1− 2φ+ ...)hαβ , por
lo que la variación de la métrica respecto a esta simetŕıa seŕıa δhαβ = −2φhαβ para φ << 1,
por lo que estamos hablando de una simetŕıa local. Por lo que para

√
−hhαβ obtenemos que

√
−h′h′αβ =

√
−he2φ(σ)e−2φ(σ)hαβ =

√
−hhαβ , (1.10)

y por tanto, la variación de la acción bajo transformaciones de Weyl es nula. En consecuencia,
el tensor de enerǵıa-momento asociado a esta teoŕıa tiene traza nula, es decir, hαβTαβ = 0.
Para argumentar esta afirmación importante recordemos que, en general, el tensor de enerǵıa-
momento se calcula como

Tαβ ≡ − 2

T

1√
h

δS

δhαβ
. (1.11)

Por lo que ante una transformación arbitraria de hαβ, la variación de S puede ser escrita como

δS ≡
∫

δS

δhαβ
δhαβ = −T

2

∫

dτdσ
√
−hδhαβTαβ , (1.12)

por lo que con una transformación de Weyl vemos que la variación de la acción seŕıa

δS = −T
2

∫

dτdσ
√
−hδhαβTαβ

= −T
2

∫

dτdσ
√
−h(−2φ)hαβTαβ = 0,

(1.13)

que como ya vimos antes, debe ser cero. Como
√
−h y φ son arbitrarios, sólo podemos concluir

que

hαβTαβ = 0. (1.14)

Tenemos entonces simetŕıas locales, o de norma, que indican la presencia de redundancias en la
teoŕıa respecto a sus grados de libertad y podemos utilizar dichas simetŕıas para remover estas
redundancias. Se puede demostrar que si nuestra teoŕıa es invariante bajo difeomorfismos y trans-
formaciones de Weyl podemos fijar una norma de tal manera que la métrica intŕınseca hαβ se vuelta
plana. [11]

De tal manera que al fijar la norma, la métrica se convierte en

hαβ(X) = ηαβ =

(
−1 0
0 1.

)

(1.15)

Debemos tener en cuenta que este proceso de fijar la norma fue gracias a la existencia de simetŕıas
locales, y la posibilidad de considerar a la métrica como plana sólo es válido de manera local y, en
general, no podemos hacer esta reducción de manera global a lo largo de toda la hoja de mundo.
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En términos de la métrica plana proveniente de la norma fijada, tenemos que la acción de
Polyakov 1.6 se reduce a

S =
T

2

∫

dτdσ
(

(Ẋ)2 − (X ′)2
)

=
T

2

∫ τf

τi

dτ

∫ π

0
dσ
(

(Ẋ)2 − (X ′)2
)

, (1.16)

donde hemos denotado Ẋ ≡ ∂τX
µ = ∂Xµ

∂τ y X ′ ≡ ∂σX
µ = ∂Xµ

∂σ , notaciones que utilizaremos
indistintamente de aqúı en adelante. Es importante mencionar que estas dos simetŕıas locales no
son las únicas presentes en la teoŕıa, aunque hemos fijado las normas correspondientes a los difeo-
morfismos y a las simetŕıas de Weyl, aún es invariante ante otras simetŕıas locales conocidas como
transformaciones conformes.[11]

1.1.2. Ecuaciones de movimiento

Supongamos que la topoloǵıa de nuestra hoja de mundo nos permite extender de forma global
la fijación de la norma en que la métrica hαβ es plana. Las ecuaciones de movimiento para los
campos Xµ(τ, σ) las obtenemos calculando la variación de la acción S de 1.6 respecto al campo
Xµ → Xµ+δXµ y estableciendo que dicha variación es igual a cero. De tal manera que necesitamos:

δS =
T

2

∫

dτdσ
(

2ẊδẊ − 2X ′δX ′
)

, (1.17)

integrando por partes ambos términos e igualando a cero la variación obtenemos las ecuaciones de
movimiento para Xµ(τ, σ):

(−∂2τ + ∂2σ)X
µ − T

∫

dτ
[

X ′δXµ
∣
∣
∣
σ=π

+X ′δXµ
∣
∣
∣
σ=0

]

= 0. (1.18)

Es importante mencionar que esta ecuación se obtiene si anulamos δXµ
∣
∣
∣
∂τ
. Por lo que nos concen-

traremos en el caso para el cual δXµ(τi, σ) = δXµ(τf , σ) = 0 [9]. Esto quiere decir que la variación
de Xµ es nula, y por tanto, dicha coordenada es fija en τi y fija en τf . Asumiremos siempre este

hecho, por lo que siempre δXµ
∣
∣
∣
∂τ

= 0. Ahora bien, los términos de frontera asociados a σ dependen

del tipo de cuerda en cuestión: abierta o cerrada. En cualquiera de los dos casos, veremos que los
términos de frontera en 1.18 se anulan como sigue:

Cuerda Cerrada: Para la cuerda cerrada consideramos condiciones de frontera periódica
respecto al parámetro σ,

Xµ(τ, σ + n) = Xµ(τ, σ) (1.19)

donde n se interpreta como la longitud de la cuerda para un τ espećıfico y casi siempre
lo tomamos por convención como n = π. En los términos de frontera de 1.18 tenemos que
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δXµ(τ, σ = 0) = δXµ(τ, σ = n) = 0 y por lo tanto las ecuaciones de movimiento quedan
como:

(∂2τ − ∂2σ)X
µ(τ, σ) = 0, (1.20)

que es justamente la ecuación de onda unidimensional y cuyas soluciones conocemos en detalle.

Cuerda abierta (Condiciones de frontera de Neumann): En estas condiciones de fron-
tera exigimos lo siguiente:

∂σX
µ(τ, σ = 0) = ∂σX

µ(τ, σ = n). (1.21)

Bajo esta condición, también los términos de frontera de 1.18 se anulan, y por tanto las
ecuaciones de movimiento de Xµ(τ, σ) seŕıan

(∂2σ − ∂2τ )X
µ(τ, σ) = 0, (1.22)

que es también la ecuación de onda plana bidimensional. Esta condición de frontera también se
llama de puntos extremos libres y no impone ninguna condición sobre la variación δXµ(τ, σ∗),
donde σ∗ es el valor del parámetro σ en los extremos de la cuerda. Los puntos extremos
son libres de moverse con una cierta restricción. Ver Figura 1.2. En [12] podemos encontrar
el cálculo expĺıcito que nos indica que siempre que tengamos condiciones de frontera de
Neumann, necesariamente los puntos extremos |dXµ/dt| = 1, µ = 1, ...,D − 1 se mueven
a la velocidad de la luz.

Cuerda abierta (Condiciones de frontera de Dirichlet): En este caso exigimos que los
puntos extremos tengan un valor constante, de tal manera que:

Xµ(τ, σ = 0) = Xµ
0 Xµ(τ, σ = n) = Xµ

n , (1.23)

donde Xµ
0 y Xµ

n son constantes. Igualmente, estas condiciones anulan los términos de frontera
en la variación de la acción 1.18, de tal manera que las ecuaciones de movimiento quedan
también como la ecuación de onda bidimensional:

(∂2σ − ∂2τ )X
µ(τ, σ) = 0. (1.24)

Una cosa importante a notar es que las condiciones de frontera de Neumann śı son invariantes
de Poincaré, mientras que las condiciones de frontera de Dirichlet no lo son como se ve,

(X ′µ)
∣
∣
∣
σ=0,n

= (aµ νX
ν + bµ)

∣
∣
∣
σ=0,n

= aµ νX
ν
0,n + bµ

6= Xµ
0,n

(1.25)

Entonces bajo Poincaré, los punto extremos realmente cambian y no se ven de la misma
manera en cualquier sistema de referencia.
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Figura 1.2: Condiciones de frontera para la cuerda abierta. Del lado izquierdo tenemos las condiciones
de frontera de Neumann donde los extremos de la cuerda pueden moverse a lo largo de las fronteras siempre
y cuando las derivadas respecto a σ se anulen. A la derecha tenemos la ilustración de las condiciones de
frontera de Dirichlet y se observa que los extremos de la cuerda se mantienen fijos en la frontera. [11]

Vemos en en los tres casos, las ecuaciones de movimiento corresponden a la ecuación de onda
bidimensional para cada uno de los grados de libertad bosónico (Xµ(τ, σ)), lo único que cambian son
las condiciones de frontera. En este trabajo nos concentraremos en la teoŕıa de Cuerdas Heterótica
(ver sección 1.3) la cual es una teoŕıa de cuerdas cerradas, aśı que de que aqúı en adelante sólo nos
concentraremos en este caso.

Adicionalmente a las ecuaciones de movimiento de los campos Xµ(τ, σ), debemos imponer las
ecuaciones de movimiento resultantes de calcular la variación de la acción de Polyakov con respecto
a la métrica hαβ e igualarla a cero. Estas ecuaciones de campo están dadas por (ver [11]):

0 = Tαβ = ∂αX · ∂βX − 1

2
hαβh

γδ∂γX · ∂δX, (1.26)

que después de fijar la norma con métrica plana, estas condiciones se convierten en

T00 = T11 = −1

2

(
∂Xµ

∂τ

∂Xµ

∂τ
+
∂Xµ

∂σ

∂Xµ

∂σ

)

= 0 (1.27)

y

T01 = T10 = −∂X
µ

∂τ

∂Xµ

∂σ
= 0. (1.28)

1.1.3. Solución de las ecuaciones de campo

Supondremos de nuevo que hemos fijado la norma de tal manera que la métrica plana es global
sobre la hoja de mundo. Ahora resolveremos el sistema de ecuaciones introduciendo las coordenadas



10 CAPÍTULO 1. FUNDAMENTOS DE TEORÍA DE CUERDAS

de cono de luz para la hoja de mundo tales que

σ± = (τ ± σ). (1.29)

Con este cambio de variable, las ecuaciones de movimiento (∂2τ − ∂2σ)X
µ = 0 se reducen a

∂+∂−X
µ = 0, (1.30)

donde ∂+ = ∂
∂σ+ y ∂− = ∂

∂σ− , mientras que las condiciones para el tensor de enerǵıa-momento se
convierten en:

T++ = ∂+X
µ∂+Xµ = 0, (1.31)

T−− = ∂−X
µ∂−Xµ = 0. (1.32)

Estas últimas tres ecuaciones son las que debemos resolver para estudiar la dinámica de la cuerda
relativista. La solución más general para (1.30) es la combinación lineal de dos funciones arbitrarias
cuyos argumentos dependen solamente de una de las dos coordenadas de luz, es decir,

Xµ(σ+, σ−) = Xµ
R(σ

−) +Xµ
L(σ

+). (1.33)

Estas dos funciones independientes se pueden interpretar como la superposiciones ondas que se
propagan hacia la izquierda (Xµ

L) y onda que se propagan hacia la derecha (Xµ
R). Por tanto, en

general la solución está data por

Xµ(τ, σ) = Xµ
R(τ − σ)

︸ ︷︷ ︸

oscilador derecho

+ Xµ
L(τ + σ)

︸ ︷︷ ︸

oscilador izquierdo

. (1.34)

Por simplicidad, a lo largo de este trabajo, a las ondas que se propagan a la izquierda les llamaremos
osciladores izquierdos mientras que a la onda que se propagan hacia la derecha las llamaremos
osciladores derechos.

Recordemos que en este trabajo nos estamos concentrando en sólo cuerdas cerradas, aśı que
solo aplicaremos dichas condiciones de frontera. Recordemos que las condiciones de frontera para la
cuerda cerrada exigen que Xµ(τ, σ+ n) = Xµ(τ, σ), es decir, condiciones periódicas y la expansión
en modos de cada uno de los osciladores seŕıa la siguiente:

Xµ
R =

1

2
xµ +

1

2
l2(τ − σ)pµ +

i

2
l
∑

n 6=0

1

n
αµ
ne

−2in(τ−σ), (1.35)

Xµ
L =

1

2
xµ +

1

2
l2(τ + σ)pµ +

i

2
l
∑

n 6=0

1

n
α̃µ
ne

−2in(τ+σ), (1.36)
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donde xµ es una constante y se le interpreta como el centro de masa de la cuerda, pµ es también
una constante y se relaciona con el momento de la cuerda, ls es la longitud de la cuerda, que es
constante, T = 1

2nα′ y α
′ = 1

2 l
2. Entonces la solución global estaŕıa dada por

Xµ = Xµ
R +Xµ

L = xµ +
1

2
l2pµτ

︸ ︷︷ ︸

centro de masa de la cuerda

+
i

2
l
∑

n 6=0

(
1

n
αµ
ne

−2in(τ−σ) +
1

n
α̃µ
ne

−2in(τ+σ)

)

︸ ︷︷ ︸

oscilaciones de la cuerda

. (1.37)

Como Xµ debe ser real, es decir, (Xµ)∗ = Xµ y esto se cumple siempre que

(αµ
n)

∗ = αµ
−n (α̃µ

n)
∗ = α̃µ

−n. (1.38)

1.1.4. Cuantización en la norma de cono de luz

Anteriormente, se mencionó que la simetŕıa de Weyl junto con la invariancia conforme, nos per-
mitió reducir la métrica de la hoja de mundo en la acción de Polyakov 1.6 se pod́ıa reducir a la
métrica plana hαβ = ηαβ . La elección de esta norma no todos los grados de libertad de norma
se han removido y es posible imponer condiciones de norma adicionales que reducen el número
de componentes de Xµ dejando sólo grados de libertad f́ısicos y dinámicos. La libertad de norma
faltante proviene de los difeomorfismos generados por la invarancia ante reparametrizaciones de la
acción de Polyakov. Empecemos definiendo las coordenadas de cono de luz para una cuerda en D
dimensiones

X± =
1√
2
(X0 ±XD−1) (1.39)

Ya que estamos tratando dos coordenadas espacio-temporales diferentes del resto, hemos perdido
invariancia de Lorentz, entonces nuestra simetŕıa SO(1,D−1) se convierte en SO(D−2). Ya hemos
fijado la métrica hαβ = ηαβ, sin embargo, esto no fija por completo la norma de los difeomorfismos
y las simetŕıas de Weyl. Si consideramos las transformaciones dadas por

δDη
αβ = −(∂αξβ + ∂βξα) δWη

αβ = Ληαβ (1.40)

donde ξα es un parámetro infinitesimal de reparametrización, Λ es un parámetro infinitesimal
del reescalamiento de Weyl, δDη

αβ proporciona la variación de la métrica bajo reparametrización
y δW η

αβ la variación bajo el reescalamiento de Weyl. Si se combinan ambas transformaciones
obtenemos que:

(δD + δW )ηαβ = (−∂αξβ − ∂βξα + Ληαβ) (1.41)

Las soluciones de la ecuación anterior igualada a cero nos permitiŕıa encontrar las simetŕıas adicio-
nales de nuestro sistema. Esta invariancia de norma adicional nos permitte tomar la elección trivial
para X+

X+(τ, σ) = x+ + l2ptau (1.42)
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donde x+ y p+ son constantes.

La coordenada X− ahora se puede calcular en términos de los grados de libertad transversos
Xi, i = 1, ...,D − 2 de la siguiente manera. Las ecuaciones de constricción dadas por 1.27 y 1.28
escritas en términos de las variables de cono de luz se convierten en

∂X+

∂τ

∂X−

∂τ
+
∂X+

∂σ

∂X−

∂σ
=

1

2

((
∂Xi

∂τ

)2

+

(
∂Xi

∂σ

)2
)

(1.43)

y

l2p+
∂X−

∂σ
=
∂Xi

∂τ

∂Xi

∂σ
(1.44)

con lo cual se puede resolver para obtener X− en términos de los grados de libertad transversos
y una constante de integración x−. Por lo que en la norma de cono de luz, los únicos grados de
libertad son los los grados de libertad transversos Xi.

En el caso de la cuerda cerrada, la ecuación 1.43 se puede escribir como

l2p+T−1p− =
1

2

((
∂Xi

∂τ

)2

+

(
∂Xi

∂σ

)2
)

(1.45)

y usando la expansión en modos para los modos transversos a partir de la ecuación 1.37 e integran
de desde 0 hasta π respecto a σ nos da

1

8
M2 =

1

8
p2 =

1

8
(2p+p− − (pi)2) =

1

2

∞∑

n=1

(αi
−nα

i
n + α̃i

−nα̃
i
n)− a (1.46)

donde hemos impuesto que l = 1, o equivalentemente T = π−1. La constante de orden normal a
surge de las relaciones del reordenamiento de algunos términos de la suma usando los operadores
de conmutación de la cuantización canónica La constante de ordenamiento seŕıa:

a = −(D − 2)

2

∞∑

n=1

n. (1.47)

Regularizando esta expresión divergente usando la función zeta ζ(s) =
∑∞

n=1 n
−s con una extensión

anaĺıtica en s = −1, se tiene que:

a = −(D − 2)

2
ζ(−1) =

(D − 2)

24
. (1.48)

Hagamos un breve paréntesis sobre el último artificio matemático. Como usualmente se hace en
F́ısica, cuando nos encontramos con cantidades divergentes en cálculos que se desean ser finitos,
entonces se recurren a técnicas de regularización. Dichos procesos se refieren a reemplazar resultados
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infinitos con resultados finitos con ayuda de resultados matemáticos. En el cálculo presentado en
(1.48) decimos que en realidad estamos calculando la evaluación de la Función Zeta de Riemann en
-1 y no la suma de todos los naturales. Las técnicas de regularización no son únicas, y los resultados
f́ısicos son independientes de la elección de dichas técnicas. Otra forma de regularizar el resultado
anterior, y que es la técnica más utilizada en textos modernos, es imponiendo condiciones a los
estados f́ısicos al aplicar los operadores de Virasoro (que resultan ser los modos normales del tensor
enerǵıa-momento) y dicha técnica también regulariza el valor de la constante de orden normal que
acabamos de revisar [11].

Para el caso de la cuerda cerrada, la ecuación 1.44 se puede integrar de 0 a π respecto a σ, y la
periodicidad de X− en el intervalo de 0 a π se puede usar para deducir que

∫ π

0

∂Xi

∂τ

∂Xi

∂σ
dσ = 0 (1.49)

y utilizando la expansión en modos de la cuerda cerrada 1.37 obtenemos la siguiente condición

∞∑

n=1

α̃i
−nα̃

i
n =

∞∑

n=1

αi
−nα

i
n. (1.50)

Combinando las ecuaciones 1.46 y 1.50 podemos escribir entonces

M2 =M2
R +M2

L (1.51)

donde
1

4
M2

R =
∞∑

n=1

αi
−nα

i
n − a

1

4
M2

L =
∞∑

n=1

α̃i
−nα̃

i
n − a M2

R =M2
L. (1.52)

Un tratamiento similar se puede seguir para el caso de la cuerda abierta. Ahora bien, los estados
de cuerda bosónica se pueden construir en la norma de cono de luz actuando sobre el producto
de osciladores αi

−n y α̃i
−n, i = 1, ...,D − 2 sobre los estado base |0〉L y |0〉R para los osciladores

izquierdos y derechos, respectivamente, y formando el producto de los estados derechos e izquierdos
obtenidos. Para calcular las masas de estos estados, necesitamos evaluar la constante de orden
normal que aparece en 1.52. Esta constante se puede determinar construyendo los generadores de
Lorentz para la teoŕıa de cuerdas D−dimensional, usando las corrientes de Noether para el grupo de
Lorentz e imponiendo reglas de conmutación de los generadores de Lorentz estén libres de anomaĺıas
asegurando la invariancia de Lorentz.[10] La nulidad de dichas anomaĺıas requiere que

D = 26 a = 1 (1.53)

Notemos que se puede definir el operador de número para los osciladores derechos e izquierdos

N =
∞∑

n=1

αi
−nα

i
n − a Ñ =

∞∑

n=1

α̃i
−nα̃

i
n − a (1.54)
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y cuentan el número de osciladores derechos e izquierdos hay. La última condición en 1.52 nos
impone que N = Ñ . Notemos que entonces la masa en términos de estos operadores seŕıan

M2 = 4(N − 1) = 4(Ñ − 1) (1.55)

Con esto en mente se puede empezar a generar el espectro de la cuerda bosónica:

El estado base |0〉R |0〉L que tiene masa M2 = −4 que es un taquión

Para el nivel N = 1 tenemos un conjunto de 242 = 576 estados de la forma

∣
∣Ωij

〉
= αi

−1 |0〉R α̃
j
−1 |0〉L (1.56)

que corresponde al producto tensorial de dos vectores no masivos. La parte de
∣
∣Ωij

〉
que es

simétrica y sin traza en i y j transforma bajo SO(24) como una part́ıcula de esṕın 2, el
gravitón. El término de la traza δij

∣
∣Ωij

〉
es un escalar no masivo que llamaremos dilatón, y

la parte antisimétrica
∣
∣Ωij

〉
= −

∣
∣Ωji

〉
transforma bajo SO(24) como un tensor de rango 2

antisimétrico.

Los estados de cuerda cerrada siempre son multipletes de SO(24) o SO(25), dependiendo de
si el estado es masivo o no. Esto se debe a que para un estado masivo podemos cambiar de
sistema de referencia de tal manera que en dicho sistema el estado tome la forma

∣
∣
∣
∣
∣
∣

E,E, 0, 0, ..., 0
︸ ︷︷ ︸

25 veces

〉

, (1.57)

Ahora, el grupo que deja invariantes todas las rotaciones de 25 dimensiones, el grupo pequeño,
está dado por SO(25), y entonces el estado masivo corresponde a alguna representación del
grupo de rotación SO(25). Mientras que para los estados no masivos podemos hacer una
transformación de Lorentz a un sistema de referencia en el cual dicho estado tome la forma

∣
∣
∣
∣
∣
∣

E,E, 0, 0, ..., 0
︸ ︷︷ ︸

24 veces

〉

(1.58)

entonces los estados no masivos tienen al grupo pequeño SO(24), entonces dar un estado no
masivo es dar una representación de SO(24).

El problema de la aparición de un estado taquiónico se tratará de solventar en la siguiente sección
con la teoŕıa de supercuerdas. F́ısicamente, todos los estados representan a una cuerda cerrada
con menor o mayor grado de excitación, dependiendo del número de operadores de creación que se
apliquen sobre el vaćıo. Precisamente, en el espectro de cuerdas (cerradas o abiertas) obtenemos
campos escalares como resultado de la excitación del vaćıo. En el caso de las cuerdas cerradas,
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se ve que éstas son pequeñas fluctuaciones de una estructura (el campo de cuerdas cerradas) que
incluye al propio espacio-tiempo 26D, junto con un número infinito de otros campos. El estado base
taquiónico en nuestro espectro, que llamaremos φ(x), tiene masa cuadrada negativa. Recordemos
que para un campo arbitrario L = −1

2(∂µφ)
2 − V (φ) con V (φ) = V (0) + V ′(0)φ + 1

2V
′′(0)φ2 + ...

donde V ′(0) = 0 y V ′′(0) ≡ m2, por lo que tenemos un mı́nimo local en 0. Aśı que si el campo
está asociado a un estado taquiónico, tenemos entonces que m2 < 0, como en el caso del modo
más bajo de la cuerda cerrada y por ende V ′′(0) < 0. Es decir, estamos perturbando alrededor de
un extremo potencial que es un máximo, en lugar de un mı́nimo. La existencia del taquión nos
informa entonces que el vaćıo 〈φ〉 = 0, alrededor del cual estamos perturbando, es inestable: el
sistema tiende a cambiar de estado para adquirir 〈φ〉 6= 0 (porque es energéticamente favorable),
este proceso es conocido como condensación del taquión [13]. Las condiciones de Lorentz para las
coordenadas Xµ se conservan porque en el estado base taquiónico aún no perturbamos al estado
base con los modos asociados a dichas coordenadas.

1.2. Supercuerdas

La teoŕıa de cuerdas bosónica presentada en la sección 1.1 no es completamente satisfactoria como
una teoŕıa completa, primero porque no contiene estados fermiónicos y segundo porque ya vimos
que su estado base es un estado taquiónico. Estas dos dificultades se pueden solventar construyendo
una teoŕıa en la cual cada grado de libertad bosónico Xµ(τ, σ), µ = 0, ...,D − 1, exista un grado
de libertad fermiónico Ψµ(τ, σ) de la hoja de mundo descrito por un espinor de Majorana con dos
componentes.

1.2.1. La acción de teoŕıa de supercuerdas

Requerimos de una acción que acople pares supersimétricos de los campos bosónicos y fermióni-
cos Xµ(τ, σ) y Ψµ(τ, σ) en una supergravedad 2-dimensional. Los espinores de Ψµ(τ, σ) tiene dos
componentes que se pueden escribir como

Ψµ(τ, σ) =

(
ψµ
−(τ, σ)
ψµ
+(τ, σ)

)

, (1.59)

y llamamos ψµ
A(τ, σ) componentes quirales del espinor, donde, por ejemplo, ψµ

+(τ, σ) es la compo-
nente de quiralidad positiva del espinor Ψµ(τ, σ). Una teoŕıa resultante del emparejamiento de los
grados de libertad bosónicos de cuerdas y fermiones por medio de supersimetŕıas se llaman teoŕıas
de supercuerdas.

Para incorporar supersimetŕıa en la teoŕıa de cuerdas se pueden desarrollar dos caminos:

Formalismo de Ramond-Neveu-Schwarz (RNS): en el cual la teoŕıa es supersimétrica
sobre la hoja de mundo.
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Formalismo de Green-Schwarz (GS): en el cual la teoŕıa es supersimétrica en el espacio-
tiempo de Mincowski de fondo 10-dimensional. Este formalismo se puede generalizar a otras
geometŕıas para el espacio-tiempo de fondo.

Aqúı nos concentraremos en el formalismo RNS, entonces a nuestra teoŕıa bosónica en D dimen-
siones le agregaremos D campos fermiónicos libres Ψ(τ, σ). Estos campos son espinores de dos
componentes que describen a fermiones viviendo en la hoja de mundo y que transforman como
vectores bajo transformaciones de Lorentz en el espacio tiempo de fondo D-dimensional. Para in-
corporar estos campos fermiónicos en nuestra teoŕıa se modifica la acción de la cuerda bosónica.
La nueva acción ahora cuenta con la acción bosónica SB, la acción de Polyakov, y la adición de la
acción de Dirac para D fermiones no masivos libres, SF , es decir,

S = SB + SF

= − 1

2π

∫

dτdσ∂αX
µ∂αXµ − 1

2π

∫

dτdσΨ̄µρα∂αΨµ,
(1.60)

donde ρα, con α = 0, 1, es la representación de las matrices de Dirac en dos dimensiones,

ρ0 =

(
0 −i
i 0

)

ρ1 =

(
0 i
i 0

)

, (1.61)

y que satisfacen las relaciones de anticonmutación,

{ρα, ρβ} = 2ηαβI. (1.62)

Además, Ψ̄µ es el conjugado de Dirac para Ψµ, que está definido como

Ψ̄µ = (Ψµ)†iρ0, (1.63)

con A† el hermitiano conjugado de A. De (1.61) podemos apreciar que las matrices de Dirac tienen
componentes reales, y a esta representación de las mismas las llamaremos de Majorana. También,
en dicha representación podemos imponer una condición en los espinores que los obliga a tener
componentes reales,

(Ψµ)TC = (Ψµ)†iρ0, (1.64)

donde, en nuestro caso, C es una matrix de 2 × 2 llamada matriz de conjugación de carga. La
condición (1.64) y sabiendo que la matriz de conjugación de carga está dada por C = iρ0 se puede
demostrar que las componentes de los espinores en la representación de Majorana cumplen que

ψµ
± = (ψµ

±)∗, (1.65)

donde (A)∗ es el conjugado complejo de A.
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Ahora, usando expĺıcitamente la forma de las matrices de Dirac (1.61) e introduciéndolas expĺıci-
tamente en la acción (1.60) podemos escribir a la acción en términos de las coordenadas de los
espinores de Majorana. En coordenadas de cono de luz obtenemos que la acción se escribe como

S =
1

π

∫

dσ+dσ−∂+X
µ(σ−, σ+)∂−Xµ(σ

−, σ+)

+
i

2π

∫

dσ+dσ−
(
ψµ
−(σ

−, σ+)∂+ψ−µ(σ
−, σ+) + ψµ

+(σ
−, σ+)∂−ψ+µ(σ

−, σ+)
)
.

(1.66)

De la parte fermiónica de la acción vemos que las ecuaciones de movimiento para las dos compo-
nentes de los espinores son las ecuaciones de Dirac, que en términos de las coordenadas de cono de
luz están dadas por

∂+ψ
µ
− = 0 y ∂−ψ

µ
+ = 0. (1.67)

Notemos que la primera ecuación describe al oscilador izquierdo, mientras que la segunda ecuación
describe al oscilador derecho.

La acción S0 posee invariancia bajo reparametrizaciones y supersimetŕıa global en la hoja de
mundo bajo la transformación supersimétrica

δXµ = ǭΨµ δΨµ = ρα∂αX
µǫ, (1.68)

donde ǫ es un espinor constante de Majorana, es decir, de la forma

ǫ =

(
ǫ−
ǫ+

)

. (1.69)

Bajo esta transformación supersimétrica, la variación de la acción (1.60) es cero, δS = 0. Por lo
tanto, tenemos una teoŕıa de supercuerdas RNS ya que nuestra teoŕıa tiene supersimetŕıa en la
hoja de mundo (ver [11]).

Notemos que la supersimetŕıa que aqúı introdujimos es global, pues no depende de las coorde-
nadas de la hoja de mundo. Lo que estamos describiendo aqúı es una teoŕıa con una norma fijada, lo
que se llama norma covariante. En dicha norma explotamos la invariancia ante reparametrizaciones
e invariancia conforme para escribir la métrica de la hoja de mundo en la forma

hαβ = ηαβ , (1.70)

donde la acción antes de fijar la norma es

S0 = − 1

2π

∫

dτdσ
√
−deth(hαβ∂αX

µ∂αXµ + Ψ̄µρα∂αΨµ), (1.71)

que también es invariante ante las transformaciones supersimétricas en (??). Sin embargo, la acción
S0 no es invariante si reemplazamos ǫ por una variable local ǫ(τ, σ). La variación de la acción S0
no se anulaŕıa en este caso y tendŕıamos entonces [10],

δS0 ∼
∫

dτdσ(∂α ǭ)

(

−1

2
ρβραΨµ∂βX

µ

)

. (1.72)
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Y podemos identificar entonces la supercorriente de mundo por (escrita con ı́ndices espinoriales)

Jα
A = −1

2

(

ρβραΨµ

)

A
∂βX

µ. (1.73)

Para cancelar esta variación de S0 necesitamos introducir un supergravitino 2-dimensional ξα con
la transformación

δξα = −∂αǫ. (1.74)

Entonces δS0 es cancelada agregando a la acción el término

S1 = − 1

π

∫

dτdσ
√
−deth ξ̄αρ

βραΨµ∂βXµ. (1.75)

Sin embargo, la transformación de Xµ proporciona un término adicional en la variación δS1,

δS1 = − 1

π

∫

dτdσ
√
−dethξ̄αρ

βραΨµΨ̄µ∂βǫ+ ...

=
1

2π

∫

dτdσ
√
−dethΨ̄µΨ

µξ̄αρ
βρα∂βǫ+ ...,

(1.76)

y esta variación es cancelada agregando a la acción de cuerda supersimétrica el término

S2 = − 1

4π

∫

dτdσ
√
−dethΨ̄µΨ

µx̄iαρ
βραξβ. (1.77)

Por lo tanto, para tener una acción de supercuerdas invariante ante transformaciones supersimétri-
cas locales, a S0 debemos sumarle S1 y S2, es decir,

S = S0 + S1 + S2, (1.78)

que śı es invariante bajo transformaciones locales

δXµ = ǭΨµ δΨµ = ρα∂αX
µǫ δξα = −∂αǫ (1.79)

y
δeaα = −2iǭρaξα, (1.80)

donde eaα es el zweibein que satisface hαβ = eaαe
b
βηab.

Ahora deseamos escribir la supercorriente de la hoja de mundo en términos de las coordenadas
de cono de luz. Recordemos que para un espinor constante de Majorana ǫ sus dos componentes son
ǫ+ y ǫ− como en (1.69) Haciendo un cambio de variable sobre la integral (1.72) se puede demostrar
que la supercorriente asociada a ǫ− se puede escribir como (ver [11])

j+ ≡ ψµ
+∂+Xµ. (1.81)



1.2. SUPERCUERDAS 19

Similarmente, la supercorriente asociada a ǫ+ está dada por

j− ≡ ψµ
−∂−Xµ. (1.82)

Estas corrientes cumplirán que

∂−j+ = ∂+j− = 0, (1.83)

que combinados nos indican que

∂αJ
α
A = 0, (1.84)

o que la supercorriente de la hoja de mundo, en efecto, se conserva.

La siguiente corriente en nuestra teoŕıa es la correspondiente a la simetŕıa traslacional de la
acción RNS (1.60). Esta corriente es el tensor de enerǵıa-momento que está dado por (ver [11])

Tαβ = ∂αX
µ∂βXµ +

1

4
Ψ̄µρα∂βΨµ +

1

4
Ψ̄µρβ∂αΨµ − (traza). (1.85)

Podemos escribir las componentes de este tensor en términos de las coordenadas de cono de luz y
las componentes espinoriales como

T++ = ∂+Xµ∂+X
µ +

i

2
ψµ
+∂+ψ+µ (1.86)

T−− = ∂−Xµ∂−X
µ +

i

2
ψµ
−∂−ψ−µ (1.87)

T−+ = T+− = 0 (1.88)

1.2.2. Condiciones de frontera y expansión en modos

Retomemos la acción de la teoŕıa de supercuerdas ya con la norma fijada en la métrica de la hoja
de mundo plana y en términos de las coordenadas de cono de luz (1.66), pero ahora escribamos el
factor diferencial de la integral en términos de las coordenadas iniciales dτdσ en lugar de dσ+dσ−,
pero escribiendo los integrandos en términos de las coordenadas de cono de luz. Tenemos entonces
que la acción se escribe como

S =
1

π

∫

dτdσ∂+X
µ(σ−, σ+)∂−Xµ(σ

−, σ+)

+
i

2π

∫

dτdσ
(
ψµ
−(σ

−, σ+)∂+ψ−µ(σ
−, σ+) + ψµ

+(σ
−, σ+)∂−ψ+µ(σ

−, σ+)
)
.

(1.89)

Las condiciones de frontera y las ecuaciones de campo para los grados de libertad bosónicos Xµ son
las mismas que ya vimos en la sección 1.1, por lo que nos concentraremos sólo en la parte fermiónica
de esta acción.
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Para la acción fermiónica tenemos la siguiente acción después de suprimir los ı́ndices de Lorentz

SF ∼
∫

dσ2 (ψ−∂+ψ− + ψ+∂−ψ+) , (1.90)

donde dσ2 = dτdσ. Calculando la variación de esta acción respecto a los campos fermiónicos
tenemos

δSF ∼
∫

dτ (ψ−δψ− − ψ+δψ+)
∣
∣
∣
σ=π

−
∫

dτ (ψ−δψ− − ψ+δψ+))
∣
∣
∣
σ=0

. (1.91)

Ahora, como en el caso de la cuerda bosónica, deseamos que los términos de frontera se anulen
para aśı tener una variación de la acción nula. Esta imposición a los términos de frontera nos llevan
a las supercuerdas RNS abiertas y cerradas. Como ya dijimos anteriormente, en este trabajo nos
concentraremos únicamente en las cuerdas cerradas, por lo que a continuación exponemos el caso
que nos atañe.

Cuerdas cerradas RNS

Como en el caso de la cuerda bosónica, las condiciones de frontera para la cuerda cerrada
da lugar a dos clases de modos fermiónicos desacoplados, llamados de igual manera, osciladores
derechos e izquierdos. Existen dos condiciones periódicas posibles que anulan a los términos de
frontera en (1.91),

ψµ
±(τ, σ) = ±ψµ

±(τ, σ + π), (1.92)

donde el signo positivo describe condiciones de frontera periódicas (condiciones de Ramond o
R) mientras que el signo negativo describe condiciones de frontera antiperiódicas (condiciones de
Neveu-Schwarz o NS). Esto anula los términos de frontera como deseamos pues si, por ejemplo,
tomamos ψ±(τ, σ) = −ψ±(τ, σ + π) se tiene que

δSF ∼
∫

dτ (ψ−δψ− − ψ+δψ+)
∣
∣
∣
σ=π

−
∫

dτ (ψ−δψ− − ψ+δψ+))
∣
∣
∣
σ=π

= 0. (1.93)

Ambos términos se hacen iguales y por ende se anulan con la diferencia. Debemos notar que podemos
imponer condiciones R o NS a los osciladores derechos e izquierdos por separado. Esto nos conduce
a dos posibles elecciones de la expansión en modos para los osciladores izquierdos

ψµ
+(τ, σ) =

∑

n∈Z

d̃µne
−2in(τ+σ) R ó ψµ

+(τ, σ) =
∑

r∈Z+1/2

b̃µr e
−2ir(τ+σ) NS, (1.94)

mientras que para los osciladores derechos tenemos las siguientes dos elecciones

ψµ
−(τ, σ) =

∑

n∈Z

dµne
−2in(τ−σ) R ó ψµ

−(τ, σ) =
∑

r∈Z+1/2

bµr e
−2ir(τ−σ) NS, (1.95)
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El verdadero estado f́ısico estará dado al hacer el producto tensorial de un oscilador derecho con un
oscilador izquierdo, y como hay dos elecciones para cada uno de ellos, tenemos en total 4 diferentes
sectores; el sector R-R, el sector R-NS, el sector NS-R y finalmente el secto NS-NS. Ya con las
expresiones de los grados de libertad bosónicos y fermiónicos podemos cuantizar nuestra teoŕıa de
supercuerdas RNS.

1.2.3. Cuantización canónica de la teoŕıa de supercuerdas RNS

Para cuantizar la teoŕıa promoveremos los modos α y α̃, que vienen de los campos bosónicos, y los
modos b, b̃, d y d̃, que vienen de los campos fermiónicos, a operadores y además introducimos las
siguientes relaciones de conmutación y anticonmutación para estos operadores

[αµ
n, α

ν
n] = [α̃µ

m, α̃
ν
n] = mδm,−nη

µν , (1.96)

{bµr , bνs} = {b̃µr , b̃νs} = δr,−sη
µν , (1.97)

{dµm, dνn} = {d̃µm, d̃νn} = δm,−nη
µν , (1.98)

con el resto de las relaciones nulas. El hecho de que aparezca la métrica espacio-temporal ηµν en
las relaciones de conmutación y anticonmutación nos indica que las componentes temporales de los
osciladores bosónicos y fermiónicos dan origen a estados fantasma (estados con norma negativa).
Estos estados fantasma serán removidos de la teoŕıa con las constricciones de súper-Virasoro. Ahora
veamos cuáles son los estados de los estados base para nuestra teoŕıa RNS.

Tenemos 4 sectores para nuestras supercuerdas cerradas RNS y en cada uno de ellos los estados
están conformados por el producto tensorial de dos estados, uno generado por operadores asociados
a osciladores derechos y otro por operadores asociados a osciladores izquierdos. Aśı, tendremos
entonces 4 estados base para cada oscilador derecho e izquierdo, dos para el sector Ramond (R)
y dos para el sector Neveu-Schwarz (NS). Para el sector Ramond, los estados base están definidos
como

αµ
m |0〉R = dµm |0〉R = 0, para m > 0, para los osciladores derechos, (1.99)

α̃µ
m |0〉R = d̃µm |0〉R = 0, para m > 0, para los osciladores izquierdos. (1.100)

Mientras que para el sector Neveu-Schwarz tenemos los estados base

αµ
m |0〉NS = bµr |0〉NS = 0 para m, r > 0, para los osciladores derechos, (1.101)

α̃µ
m |0〉NS = b̃µr |0〉NS = 0 para m, r > 0, para los osciladores izquierdos. (1.102)

Los estados base completos para nuestras supercuerdas cerradas serán los productos tensoriales
de todos estos estados base izquierdos con derechos, salvo algunas restricciones importantes que
mencionaremos más adelante. Por el momento, estudiemos la naturaleza de estos estados base.
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1.2.4. Estados base del sector Ramond vs. estados base del sector Neveu-

Schwarz

Los estados base del sector NS son únicos y corresponden a estados de esṕın 0, es decir, son
bosones en el espacio-tiempo de fondo. Ahora bien, como todos los osciladores (αµ

n, α̃
µ
n, b

µ
r y b̃µn)

transforman como vectores bajo transformaciones de Lorentz, los estados excitados del sector NS
(que son generados por medio de la acción de operadores de creación sobre el estado base) también
corresponden a bosones espacio-temporales. Además actuar sobre estos estados con operadores de
creación va incrementando la masa como vimos en el caso de la cuerda bosónica.

El estado base en el sector R es degenerado. Para ver esto notemos que los operadores dµ0 pueden
actuar sobre el estado sin alterar su masa pues conmuta con el operador de número N que, veremos
más adelante, está definido por (por ahora nos concentraremos sólo en los osciladores derechos)

N =

∞∑

n=1

αn · αn +

∞∑

r=1/2

rbr · br, (1.103)

cuyos eigenvalores nos ayudan a calcular la masa cuadrada de los estados. Ahora, por las relaciones
de conmutación y anticonmutación que impusimos en la cuantización canónica , sabemos que d0
obedece las mismas relaciones algebraicas del álgebra de Clifford, salvo un factor 2,

{dµ0 , dν0} = δ0,0η
µν = ηµν . (1.104)

Recordemos rápidamente que el álgebra de Clifford está conformada por operadores Γµ que cumplen
las reglas de anticonmutación

{Γµ,Γν} = 2ηµν . (1.105)

Por lo tanto, como el álgebra de Dirac es isomorfa al álgebra de Clifford, esto implica que el
conjunto de estados base degenerados en el sector R debe satisfacen una representación del álgebra
de Dirac. Esto implica que existe un conjunto de estados base degenerados que pueden ser escritos
en la forma |a〉 con a un ı́ndice espinorial, tal que

dµ0 |a〉 =
1√
2
Γµ
ba |b〉 , (1.106)

donde Γµ es una matriz de dimensión a, en la representación de dµ0 , es decir, una matriz de Dirac.
Esta expresión define cómo el oscilador actúa sobre el espinor, esto es, proporciona una represen-
tación para dµ0 en el espacio espinorial. Por ejemplo, si tuviéramos dos valores posibles para a,
digamos + y −, entonces Γµ será una matriz de 2×2 y la ecuación anterior podŕıa expresarse como

dµ0

(
|+〉
|−〉

)

=
1√
2

(
Γµ
++ Γµ

+−

Γµ
−+ Γµ

−−

)(
|+〉
|−〉

)

. (1.107)

Como los operadores (αµ
n, α̃

µ
n, d

µ
n y d̃µn) transforman como vectores en el espacio-tiempo, y como cada

estado en el sector R se puede obtener con operadores osciladores de creación (o negativos) sobre
los estados base |0〉R, vemos que todos los estados en el sector R son fermiones espacio-temporales.
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1.2.5. Cuantización en la norma de cono de luz

Ya vimos en que para el caso de la cuerda bosónica (ver sección 1.1) que aunque hab́ıamos fijado
las normas en las cuales la métrica de la hoja de mundo era plana, todav́ıa teńıamos una simetŕıa
residual. Esta simetŕıa hizo posible imponer la condición de la norma del cono de luz, la cual hace
que

X+(τ, σ) = x+ + p+τ. (1.108)

Esta condición también es cierta para la teoŕıa de supercuerdas RNS. Sin embargo, ahora tenemos
también una simetŕıa fermiónica residual. Esta simetŕıa femiónica nos permite fijar más condiciones
en nuestra teoŕıa RNS. Usando esta simetŕıa podemos fijar que en el sector NS

Ψ+(τ, σ) = 0, (1.109)

mientras que en el sector R debemos mantener el modo nulo en la expansión de Ψ+, que es una
matriz de Dirac. Por lo que en la teoŕıa RNS podemos elegir las dos normas de cono de luz

X+(τ, σ) = x+ + p+τ y Ψ+(τ, σ) = 0, (1.110)

donde

Ψ± ≡ 1√
2
(Ψ0 ±ΨD−1). (1.111)

En esta norma de cono de luz, las coordenadas X− y Ψ− no son grados de libertad indepen-
dientes. Estas coordenadas pueden ser calculadas en términos de los grados de libertad transversos
Xi y Ψ−, i = 1, ...,D − 2.

1.2.6. Proyección GSO

El operador de masa cuadrada para la cuerda cerrada se deduce de manera análoga a como se hizo
con la cuerda bosónica en la sección 1.1 y se puede escribir de la manera

M2 =M2
R +M2

L, (1.112)

pues los osciladores izquierdos y derechos contribuyen a la masa total de manera independiente
para los estados completos. A diferencia de lo que vimos en la cuerda bosónica, ahora también
debemos incluir los osciladores fermiónicos en la contribución del operador de masa. El operador
de masa para los estados derechos está dado por

1

4
M2

R =

{ ∑∞
n=1 α

µ
−nαµn +

∑∞
r=1/2 rb

µ
−rdµr − aNS NS

∑∞
n=1 α

µ
−nαµn +

∑∞
n=1 nd

µ
−ndµn − aR R

(1.113)
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mientras que para los estados izquierdos es

1

4
M2

L =

{ ∑∞
n=1 α̃

µ
−nα̃µn +

∑∞
r=1/2 rb̃

µ
−rd̃µr − aNS NS

∑∞
n=1 α̃

µ
−nα̃µn +

∑∞
n=1 nd̃

µ
−nd̃µn − aR R

(1.114)

donde aR y aNS son constantes derivadas del orden normal al hacer la cuantización de los modos.
En el sector Ramond se cumple la condición de emparejamiento, en la cual

M2
L =M2

R. (1.115)

Además, en este sector, la constante de orden normal es nula pues se cancelan exactamente las
contribuciones bosónicas y fermiónicas. Por tanto,

aR = 0. (1.116)

Como en el caso de las cuerda bosónica, el valor de las constantes de orden normal se determina
imponiendo que los conmutadores de los generadores de Lorentz en la norma de cono de luz estén
libres de anomaĺıas cuánticas (ver [10]). Con esto en cuenta se puede demostrar que la constante
de orden normal para el sector NS es

aNS =
1

2
. (1.117)

Analicemos ahora el estado base de los estados derechos para el sector NS. En este caso, el operador
de masa correspondiente está dado por la primera ecuación en (1.113). El estado base de los estados
derechos del sector NS es aniquilado por todos los modos osciladores positivos, es decir,

αi
n |0; kµ〉NS = bir |0; kµ〉NS = 0 (n, r > 0), (1.118)

y tal que
αµ
0 |0; kµ〉NS =

√
2α′kµ |0; kµ〉NS , (1.119)

donde
√
2α′ viene de la normalización del estado. Ahora calculemos la masa de dicho estado con el

operador ya mencionado, tenemos

1

4
M2 |0; kµ〉NS =

∞∑

n=1

αi
−nα

i
n |0; kµ〉NS +

∞∑

r=1/2

rbi−rb
i
r |0; kµ〉NS − 1

2
|0; kµ〉NS

= −1

2
|0; kµ〉NS ,

(1.120)

que quiere decir que el estado base de los estados derechos en el sector NS tiene una masa dada
por 1

4M
2 = −1

2 , lo que llamamos un estado taquiónico o un estado con masa imaginaria.

La última observación supone un problema para nuestra teoŕıa RNS y queremos construir
un mecanismo que saque de nuestra teoŕıa a estos estados taquiónicos. Otro inconveniente que



1.2. SUPERCUERDAS 25

encontramos en la teoŕıa es que el espectro no es supersimétrico espacio-temporal. Por ejemplo, en
el espectro no hay un fermión con la misma masa que el taquión. Se necesita una supersimetŕıa no
rota para una teoŕıa de interacción consistente, ya que el espectro contiene un gravitino no masivo,
que es el campo de norma para la supersimetŕıa local. Para quitar estas inconsistencias de nuestra
teoŕıa RNS, proyectaremos el espectro en una forma muy espećıfica que elimine el taquión y que
lleve a una teoŕıa supersimétrica en el espacio-tiempo 10-dimensional. Esta proyección se llama
proyección GSO, pues fue introducida por Gliozzi, Scherk y Olive.

Para construir esta proyección primero definimos un operador que cuente el número de oscila-
dores b de un estado en el sector NS, que está dado por

FNS =

∞∑

r=1/2

bi−rb
i
r, (1.121)

junto con el operador

FR =

∞∑

r=1

di−nd
i
n, (1.122)

que cuenta el número de osciladores d de un estado en el sector R.

Ahora definimos el operador de G-paridad, que en el sector NS está dado por

G = (−1)FNS+1 = (−1)
∑

∞

r=1/2 b
i
−rb

i
r+1, (1.123)

mientras que en el sector R está dado por

G = Γ11(−1)FR = Γ11(−1)
∑

∞

r=1 d
i
−nd

i
n . (1.124)

El operador Γ11 está definido por

Γ11 = Γ0Γ1 · · · Γ10 (1.125)

es la versión análoga 10-dimensional de la matriz de Dirac γ5 en 4 dimensiones y cuyos eigenvalores
nos proporcionan la quiralidad de los espinores. Los espinores Ψµ satisfacen

Γ11Ψ
µ = Ψµ, (1.126)

se dicen de quiralidad positiva, mientras que los espinores que satisfacen

Γ11Ψ
µ = −Ψµ, (1.127)

son llamados de quiralidad negativa. Si un espinor dado tiene una quiralidad definida entonces
decimos que es un espinor de Weyl.
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Con estas herramientas ya podemos construir la proyección GSO. En el sector NS mantenemos
sólo los estados que tengan una G-paridad positiva, o equivalentemente, la proyección GSO elimina
del espectro a los estados con G-paridad negativa. Conservamos únicamente estados |Ω〉 tales que

G |Ω〉 = (−1)FNS+1 |Ω〉 = |Ω〉 . (1.128)

Esto quiere decir que requerimos

1 = (−1)FNS+1 = (−1)FNS (−1), (1.129)

que se satisface únicamente si FNS es un número impar. Aśı, en el sector NS estamos conservando
sólo a los estados que tienen un número impar de excitaciones por osciladores b o estamos quitando
del espectro a los estados que tienen un número par de excitaciones por osciladores b. En el sector
R podemos proyectar fuera a estados con un número par o impar de excitaciones por osciladores
d dependiendo de la quiralidad del espinor del estado base. La forma en que se proyecten fuera
diferentes estados en ambos sectores da lugar a distintas teoŕıas con distintas part́ıculas y propie-
dades del espacio-tiempo. Se da a lugar a las teoŕıas de supercuerdas tipo II-A y tipo II-B, las
cuales tienen diferentes proyecciones GSO. El nombre de G-paridad fue introducido originalmente
en el art́ıculo original de NS, el cual deseó utilizar esta teoŕıa para hadrones. Este operador fue
identificado en ese art́ıculo con el operador de G-paridad para hadrones. En lo que se presenta aqúı,
su rol es completamente diferente.

Acabamos de ver que el estado base, bajo la condición GSO, en la teoŕıa de supercuerdas RNS
tiene un número igual de grados de libertad bosónicos y fermiónicos, lo cual es suficiente pero
no necesario para concluir que los dos estados base forman un supermultiplete. También se puede
probar que la proyección GSO deja el mismo número de bosones y fermiones en cada nivel de masa
del espectro para la teoŕıa de supercuerdas RNS. Notemos que los dos estados base forman dos
representaciones reales inequivalentes 8-dimensionales de SO(8).

1.2.7. Espectro para la supercuerda cerrada

Como ya hemos visto, la cuerda cerrada tiene osciladores izquierdos y derechos. También está la
posibilidad de que cada uno de esos osciladores tenga condiciones de frontera de Ramond (R) o de
Neveu-Schwarz (NS). Por lo que para analizar el espectro la cuerda cerrada, debemos considerar
los 4 posibles sectores: R-R, R-NS, NS-R y NS-NS. Proyectando hacia los estados con G-Paridad
positiva en el sector NS, se remueve el estado base taquiónico que exhibimos en la sección pasada.
Para el sector R podemos proyectar hacia los estados con G-paridad positiva o negativa dependiendo
de la quiralidad del estado base del cual estén construidos los estados. De esta elección surgen dos
teoŕıas de supercuerdas RNS, la tipo II-A y la tipo II-B, que dependen de si son iguales u opuestas
la G-paridad en los sectores R derechos e izquierdos.

En la teoŕıa tipo II-B, los estados base del sector R derechos o izquierdos tienen la misma
quiralidad. Aśı que los dos sectores R tienen la misma G-paridad. Denotemos cada uno de ellos
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como |+〉R. Con estas consideraciones los estados no masivos de la teoŕıa cerrada de cuerdas tipo
II-B son

|+〉R ⊗ |+〉R , (1.130)

b̃i−1/2 |0〉NS ⊗ bi−1/2 |0〉NS , (1.131)

b̃i−1/2 |0〉NS ⊗ |+〉R , (1.132)

|+〉R ⊗ bi−1/2 |0〉NS . (1.133)

Como el estado |+〉R es un espinor con ocho componentes, cada uno de los 4 sectores en la teoŕıa
tipo II-B contiene 8× 8 = 64 estados.

En la teoŕıa tipo II-A los estados base derechos e izquierdos del sector R tienen quiralidad
opuesta, y los denotaremos como |+〉R y |−〉R. Los estados no masivos en la teoŕıa cerrada de
cuerdas tipo II-A son

|−〉R ⊗ |+〉R , (1.134)

b̃i−1/2 |0〉NS ⊗ bi−1/2 |0〉NS , (1.135)

b̃i−1/2 |0〉NS ⊗ |+〉R , (1.136)

|−〉R ⊗ bi−1/2 |0〉NS . (1.137)

Con argumentos similares a los vistos en la teoŕıa tipo II-B, vemos que cada uno de los 4 sectores
de la teoŕıa tipo II-A tiene 64 estados. También se aprecia que en ambas teoŕıas tipo II, uno
tiene que el espectro no masivo contiene gravitinos de Majorana-Weyl. Entonces forman mutipletes
supergravitacionales N = 2.

Resumamos entonces los distintos tipos de estados no masivos en ambos tipos de teoŕıas:

Sector R-R: Se trata de bosones obtenidos al hacer el producto tensorial de un par de espinores
Majorana-Weyl. En la teoŕıa II-A los dos espinores tienen quiralidades opuestas y se obtiene
una 1-forma (vector) correspondiente a 8 estados y una 3-forma (56 estados). En la teoŕıa II-B
los espinores tienen la misma quiralidad y se obtiene una 0-forma (un escalar) correspondiente
a un estado, una 2-forma correspondiente a 28 estados y una 4-forma correspondiente a 35
estados.

Sector NS-NS: Ambas teoŕıas tipo II coinciden en este sector. El espectro contiene un escalar
llamado dilatón (1 estado), una 2-forma de norma antisimétrica (28 estados) llamado campo
de Kalb-Ramond y un tensor de rango 2 sin traza, el gravitón (35 estados).

Sectores NS-R y R-NS: Cada uno de estos sectores contiene un gravitino de esṕın 3/2 (56
estados) y un fermión de esṕın 1/2 llamado dilatino (8 estados). En la teoŕıa II-B los dos
gravitinos tienen la misma quiralidad, mientras que en la teoŕıa II-A tienen quiralidad opuesta.
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1.3. La cuerda heterótica

Una teoŕıa de supercuerdas realista debe dar origen a campos de norma para las interacciones
débiles y fuertes y tal vez para teoŕıas de gran unificación. La forma más sencilla de que esto pase
es que estos campos de norma estén presentes en la teoŕıa 10-dimensional. La teoŕıa tipo II-A de
cuerdas cerradas no parece ser el camino pues es una teoŕıa no quiral. La teoŕıa de cuerdas tipo
II-B tampoco parece ser adecuada porque los únicos estados no masivos que contiene están en el
multiplete de supergravedad con N = 2, por lo que no se tienen campos de norma no abelianos.
Para obtener una teoŕıa de cuerdas cerradas con un grupo de norma no abeliano se puede usar
el método que mezcla osciladores derechos de una teoŕıa de supercuerdas tipo II y los osciladores
izquierdos de una teoŕıa de cuerdas bosónica. La proyección GSO se utiliza sobre los osciladores
derechos para asegurar el mismo número de grados de libertad fermiónicos y bosónicos, como se
requiere para tener supersimetŕıa espacio-temporal. La libertad de escoger los osciladores derechos
e izquierdos de distintos tipos de cuerdas viene del hecho de que los estados de una teoŕıa de cuerdas
bosónica o una teoŕıa de supercuerdas tipo II son el producto directo de estados del espacio de Fock
para osciladores derechos e izquierdos. Este tipo de teoŕıa de cuerdas se le conoce como teoŕıa de
cuerdas heterótica. Tal vez puede parecer que no tiene sentido porque los osciladores derechos viven
en un espacio-tiempo de 10 dimensiones, mientras que los osciladores izquierdos viven en uno de 26.
Sin embargo, en esta aproximación lo que se hará es compactificar 16 de los osciladores izquierdos
asociándolos con un toro 16-dimensional con un radio de escala extremadamente pequeño fijado
por el valor de la longitud fundamental ls.

1.3.1. La hoja de mundo

La teoŕıa de cuerdas heterótica puede ser descrita como una teoŕıa de campos 2-dimensional. Nuestro
espacio base es parametrizada por una coordinada tipo temporal τ y una coordenada tipo espacial
σ; este espacio es la hoja de mundo trazada por la cuerda. Más precisamente, denotemos la hoja
de mundo 2-dimensional como M2, un espacio-tiempo con métrica Lorentziana. Las simetŕıas de la
acción de la cuerda clásica nos permite montarnos sobre el sistema de referencia Minkowskiano de
la hoja de mundo, donde la acción toma la forma:

S = − 1

2π

∫

dτdσ

[

∂αXµ∂
αXµ + 4iΨµ(∂τ − ∂σ)Ψµ +

16∑

I=1

∂αX
I∂αXI

]

(1.138)

En este sistema de referencia, la longitud o distancia invariante está dada por:

ds2 = −dτ2 + dσ2 (1.139)

El parámetro τ simboliza al tiempo propio en el sistema de referencia de la cuerda. La coordenada
de la hoja de mundo σ parametriza puntos a lo largo de la cuerda en su tiempo propio, con σ → σ+π
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cada que uno le da una vuelta completa a la cuerda. Se suele también trabajar con las coordenadas
de hoja de mundo oscilante izquierda y oscilante derecha:

σ− = τ − σ σ+ = τ + σ. (1.140)

En la acción 1.138 podemos apreciar tres términos importantes. El primero es la ecuación de la
cuerda bosónica para los grados de libertad Xµ, µ = 0, 1, ..., 9, el segundo término es la ecuación de
Dirac para la cuerda fermiónica y corresponde a los grados de libertad ψµ, µ = 0, 1, ..., 9. Ya vimos
que entre estos grados de libertad existe una supersimetŕıa y ya decriben a la cuerda supersimétrica.
El último término es la ecuación de la cuerda bosónica para 16 grados de libertad bosónicos extra
y que darán origen a simetŕıas de norma y por ende bosones de norma.

1.3.2. Descripción covariante

Los campos en esta teoŕıa mapean de este espacio base a un espacio objetivo que resulta ser una
supervariedad Riemanniana. Es decir, el espacio objetivo es el producto cartesiano de una variedad
real y una variedad Grassmanniana. La cuerda heterótica es un mapeo descrito por

(σ+, σ−) → (Xµ(σ+, σ+), ψ(σ−),XI(σ+)) (1.141)

la parte derecha de la ecuación 1.141 pertenece al espacioM10×G−
10×T 16. Aqúı,M10 es un espacio de

Minkowski 10-dimensional. Xµ(σ+, σ−) transforma en la representación vectorial correspondiente
al grupo de rotación O(1, 9). G−

10 es un espacio vectorial impar, es decir, las funciones en G−
10

forman un álgebra de Grassmann. La simetŕıa del espacio objetivo O(1, 9) también se impone en
estas coordenadas, y están en la representación vectorial. Sin embargo, cada componente ψµ(σ−)
está dada por un espinor de Weyl-Majorana O(1, 1) con quiralidad negativa. Es decir, existe una
base para las matrices de Dirac en dos dimensiones donde

(ψµ(τ, σ))∗ = ψµ(τ, σ) γ3ψµ(τ, σ) = −ψµ(τ, σ). (1.142)

Aqúı, γ3 = γ0γ1 es la matriz de quiralidad en dos dimensiones, que anticonmuta con las dos matrices
2-dimensionales de Dirac: {γ3, γm} = 0, (m = 0, 1). Las coordenadas XI(σ+)(I = 1, ..., 16) son la
imagen de la cuerda en un toro T 16 = R6/Λ, con Λ una ret́ıcula 16-dimensional. En la teoŕıa de
cuerdas heterótica cuantizada, uno encuentra que para tener una consistencia interna se imponen
fuertes restricciones para las posibles elecciones de Λ. Las únicas elecciones consistentes son las
ret́ıculas ráız E8×E8 o spin(32)/Z2. En este trabajo nos concentraremos en el caso correspondiente
a E8 × E8.

1.3.3. Norma de cono de luz

Cuando uno aplica el formalismo canónico a lo que ya hemos descrito, uno se da cuenta de que
no todos los momentos canónicos son independientes, por lo que tenemos libertad de norma. Las
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ecuaciones que relacionan a dichos momentos forman un sistema de constricciones (∂± = ∂/∂σ±)

ψµ∂−X
µ = 0, ∂+X

µ∂+Xµ = 0, ∂−X
µ∂−Xµ +

i

2
ψµ∂−ψµ = 0, (1.143)

que deben ser satisfechas por soluciones a las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange

∂+ψ
µ = 0, ∂+∂−X

µ = 0. (1.144)

Existe una arbitrariedad en cómo las ecuaciones 1.143 pueden ser satisfechas, correspondiendo a la
parametrización de la acción. Explotando esta invariancia podemos fijar una norma del sistema y
eliminar grados de libertad dependientes. Para fijar la norma, se ha probado que la norma de cono
de luz es muy útil para dichos propósitos. En ésta, la dirección temporal µ = 0 y una dirección
espacial µ = 9 se juntan para un tratamiento especial. Definimos

X±(σ, τ) = X0(σ, τ) ±X9(σ, τ), ψ±(σ−) = ψ0(σ−)± ψ9(σ−). (1.145)

La norma del cono de luz utiliza la invariancia residual para fijar

X+(σ, τ) ≡ x+ + p+τ ψ+(σ, τ) = 0, (1.146)

para todo σ, τ . Aqúı, x+, p+ son constantes. Las ecuaciones de constricción entonces se satisfa-
cen notando que podemos hacer X−(σ, τ) y ψ−(σ, τ) funciones de las coordenadas transversas
Xi(σ, τ), ψi(σ−), i = 1, 2, ..., 8:

X−(σ, τ) = F [Xi(σ, τ), ψi(σ−)], (1.147)

ψ−(σ, τ) = G[Xi(σ, τ), ψi(σ−)]. (1.148)

Por lo que las coordenadas transversas Xi(σ, τ), ψi(σ−)(i = 1, .., 8) contienen la dinámica de la
cuerda.

1.3.4. Expansión en modos

Para los osciladores derechos, la expansión en modos en la teoŕıa heterótica de cuerdas son los
mismos que obtuvimos en la teoŕıa de cuerdas bosónica y las supercuerdas.

Xµ
R(τ − σ) =

1

2
xµ +

1

2
pµ(τ − σ) +

i

2

∑

n 6=0

αµ
n

n
e−2in(τ−σ) (1.149)

y para los grados de libertad fermiónicos tenemos

Ψµ
R(τ − σ) =

∑

n∈Z

dµne
−2in(τ−σ) R (1.150)
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y

Ψµ
R(τ − σ) =

∑

r∈Z+1/2

bµr e
−2ir(τ−σ) NS (1.151)

para cada µ = 0, 1..., 9. Ahora hagamos una distinción entre los primeros 10 grados de libertad
bosónicos, que denotaremos por Xµ

L, µ = 0, 1, ..., 9 y los últimos 16 grados de libertad, a los cuales
llamaremos ı̈nternos”por medio de XI

L, I = 1, ..., 16. Para los primeros 10 grafos de libertad, la
expansión de modos es la que ya hemos discutido para la parte izquierda de las cuerdas cerradas
bosónicas

Xµ
L(τ + σ) =

1

2
xµ +

1

2
pµ(τ + σ) +

i

2

∑

n 6=0

α̃µ
n

n
e−2in(τ+σ), µ = 0, 1, ..., 9. (1.152)

Para el caso de los 16 grados de libertad internos tenemos la siguiente expansión en modos

XI
L(τ + σ) = xIL + pIL(τ + σ) +

i

2

∑

n 6=0

α̃I
N

n
e−2in(τ+σ), I = 1, ..., 16 (1.153)

La cuantización para los primeros 10 grados de libertad son los siguientes

[xµ, pν ] = −iηµν [αµ
m, α

ν
n] = [α̃µ

m, α̃
ν
m] = −mδm+n,0η

µν (1.154)

{dµm, dνn} = −δm+n,0η
µν R {bµr , bνs} = −δm+n,0η

µν NS, (1.155)

donde en cada caso µ, ν = 0, 1, ..., 9. Para el caso de los grados de libertad XI
L, I = 1, ..., 16 se debe

tener un poco más de cuidado, pues en la teoŕıa no están los osciladores derechos con los cuales
están emparejados. El tratamiento para este caso es como sigue. Tomamos la expresión completa
para XI = XI

L +XI
R e imponemos la constricción

(∂τ − ∂σ)X
I = 0 (1.156)

Aqúı, utilizaremos los paréntesis de Poisson en la teoŕıa clásica, donde incorporaremos la constric-
ción de segunda clase 1.156 antes de pasar a la teoŕıa cuántica reemplazando dichos paréntesis por
un conmutador multiplicado por −i. El resultado de dicho cálculo seŕıa como sigue

[P I(τ, σ),XJ (τ, σ)] =
i

2
δ(σ − σ′)ηIJ = − i

2
δ(σ − σ′)δIJ (1.157)

lo que nos impone la condición siguiente en el conmutador para el momento y posición de centro
de masa

[XI
L, P

I
L] = − i

2
ηIJ =

i

2
δIJ (1.158)

mientras que los osciladores α̃I
n tiene el conmutador

[α̃I
m, α̃

J
n] = −mδm+n,0η

IJ = mδm+n,0δ
IJ (1.159)
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sin 1/2 porque no tenemos la contribución del oscilador derecho.

Ahora bien, tenemos entonces que los estados oscilantes derechos son perturbaciones al estado
vaćıo |0〉R, que se define como el estado tal que br |0〉R = dn |0〉R = 0, para r, n > 0. La masa de los
estados está dada por

M2
R

4
= NR − aR =

{ ∑∞
n=1(α

i
−nα

i
n + ndind

i
n) R,

∑∞
n=1 α

i
−nα

i
n +

∑∞
r=1/2 rb

i
−rb

i
r − 1

2 NS
(1.160)

donde aR es la enerǵıa de punto cero que se origina por el orden normal de los osciladores durante la
cuantización. Como ya vimos anteriormente, en el sector Ramond aR = 0 mientras que en el Neveu-
Shwarz aR = −1

2 . De la ecuación 1.162, observamos quemR = 0 para estados con un oscilador b−1/2

actuando sobre el vaćıo, b−1/2 |0〉R, para el sector Neveu-Shwarz, y di0 |0〉R en el sector Ramond.
Las ocho excitaciones transversas bi−1/2(i = 3, ..., 10) se comportan como bosones desde el punto

de vista del espacio-tiempo y forman una representación vectorial 8v de SO(8), que es el grupo de
Lorentz transversal del espacio no compactificado.

Por otro lado, después de la cuantización, los osciladores di0 cumplen con el álgebra de Clifford

{

i
√
2di0, i

√
2dj0

}

= 2ηij , (1.161)

el estado base di0 |0〉R forma una representación espinorial con 16 componentes. La proyección GSO
(de la que hablamos en la sección anterior) ayuda a equiparar el número de grados de libertad
bosónico y fermiónico. Después de la proyección GSO, nos quedamos con la 8v representación de
SO(8) en el sector Ramond.

Por conveniencia, |q〉R denotará el estado base oscilante derecho para ambos sectores, donde q
simboliza los pesos correspondientes a la representación de SO(8) en los śımbolos de Cartan-Weyl

|q〉R =

{ ∣
∣±1, 0, 0, 0

〉

R
∼ 8v NS,

∣
∣±1

2 ,±1
2 ,±1

2 ,±1
2

〉

R
∼ 8s R

(1.162)

donde la representación espinorial tiene un número par de signos positivos. La ĺınea por abajo
denota permutación de las entradas. Por tanto, la ecuación 1.162 se convierte en

M2
R

4
=

1

2
q2 − 1

2
(1.163)

Como vimos en el caso de los osciladores derechos, los estados oscilantes izquierdos son pertur-
baciones del vaćıo |0〉L. Las masas de estos estados después de compactificar los grados de libertad
internos XI (véase siguiente sección) están dadas por

M2
L

4
=

1

2
p2 + Ñ − 1 (1.164)
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donde Ñ cuenta las excitaciones de los osciladores izquierdos y −1 es la enerǵıa de punto cero de
la cuerda bosónica.

De acuerdo a esta ecuación, a nivel no masivo se tienen los siguientes estados oscilantes izquier-
dos:

α̃i
−1 |0〉L i = 3, ..., 10 (1.165)

α̃I
−1 |0〉L I = 1, ..., 16 (1.166)

|p〉L p2 = 2 (1.167)

Se tienen 480 momentos internos que cumplen la condición de que p2 = 2. Los estados |p〉L co-
rresponden a las partes izquierdas de los bosones de norma (los norminos) de esta teoŕıa. Por esta
razón, representaremos p por los vectores correspondientes a los bosones cargados

G = E8 × E8 :

{
((±1)2, 06), (08)((±1)2, 06)
((±1

2 )
8)(08), (08)((±1

2 )
8) número par de +

(1.168)

1.3.5. Compactificación en T 16

Como ya se mencionó antes, los 16 osciladores izquierdos adicionales de la teoŕıa heterótica de cuer-
das se compactifican en un toro para aśı obtener una teoŕıa 10-dimensional con un grupo de norma
emergente de las dimensiones compactificadas. Una teoŕıa 10-dimensional con grados de libertad
internos XI

L, I = 1, ..., 16 que proveerán un grupo de norma se podŕıa construir compactificando
estos grados de libertad en un toro 16-dimensional. Es necesario imponer condiciones de frontera
en XI para ambos, los modos derechos e izquierdos, y luego eliminador los derechos. Un toro 16
dimensional se define tomando en cuenta una ret́ıcula Γ con vectores base eIa, a = 1, ..., 16 de tal
manera que tengan una longitud

√
2 e imponiendo la identificación

xI ≡ xI +
√
2π

16∑

a=1

naRae
I
a (1.169)

donde Ra son los radios y na son enteros arbitrarios. Por lo que habrá maneras adicionales de
cumplir las condiciones de frontera para la cuerda cerrada enrollando a la cuerda en el toro, de tal
manera que

XI(τ, σ + π) = XI(τ, σ) +
√
2π

16∑

a=1

naRae
I
a = XI(τ, σ) + 2πLI (1.170)

donde

LI =
1√
2

16∑

a=1

naRae
I
a (1.171)
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a estas últimas cantidades se les denomina números de enrollamiento. Por lo que al final, la expan-
sión en modos queda como

XI(τ, σ) = xI + pIτ + 2LIσ +
i

2

∑

n 6=0

1

n

(

αI
ne

−2in(τ−σ) + α̃I
ne

−2in(τ+σ)
)

= XI
R +XI

L (1.172)

donde tenemos que los modos izquierdos son

XI
L(τ + σ) = xIL + pIL(τ + σ) +

i

2

∑

n 6=0

1

n
α̃I
ne

−2in(τ+σ) (1.173)

donde el momentos izquierdo son ahora

pIR =
1

2
(pI − 2LI) P I

L =
1

2
(pI + 2LI) (1.174)

y

xI = xIR + xIL. (1.175)

Ahora bien, para eliminar los osciladores derechos, que significa hacer pIR = 0, con la consecuen-
cia de que

pIL = 2LI , (1.176)

también debemos tomar xIR = 0, lo que implicará

xIL ≡ xIL +
√
2π

16∑

a=1

naRae
I
a (1.177)

Las relaciones de conmutación implica que 2pIL es el que genera las traslaciones de xIL, por lo que
el momento está definido por

pIL =
1√
2

16∑

a=1

ma

Ra
e∗Ia (1.178)

donde ma son enteros arbitrarios y e∗Ia es la base de la ret́ıcula dual Γ̃. En la norma de cono de luz,
el operador 10-dimensional de la masa cuadrada para los estados f́ısicos está dado por

M2 =M2
R +M2

L. (1.179)

Para los osciladores derechos de supercuerdas con D = 10 tenemos que

1

4
M2

R = N, (1.180)
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con N el operador de número que tiene una expresión distinta dependiendo de si se está en el
sector Ramond o Neveu-Schwartz. Para los osciladores izquierdos de la cuerda bosónica con 16
dimensiones compactificadas en un toro, el análogo seŕıa

1

4
M2

L =
1

2

16∑

I=1

(pIL)
2 + Ñ − 1 (1.181)

con

Ñ =
∞∑

n=1

(α̃i
nα̃in + α̃I

−nα̃In) (1.182)

También, para estados f́ısicos, tenemos que

M2
R =M2

L (1.183)

por lo que para los estado no masivos, requeriŕıamos que

M2
R =M2

L = 0 (1.184)

Resulta que hay pocas opciones para la elección de la ret́ıcula Γ que sea consistente con una
teoŕıa de cuerdas aceptable. Existe una constricción fundamental en teoŕıa de cuerdas llamada
invariancia modular, la cual se requiere para asegurar la ausencia de anomaĺıas gravitacionales y de
norma y la finitud de las contribuciones de los lazos de cuerdos en las amplitudes de dispersión. Sólo
dos ret́ıculas en 16 dimensiones que aseguran que esto es cumpla, denotadas por Γ16 y Γ8 × Γ8. La
primera contiene la ret́ıcula ráız de SO(32) como subret́ıcula. En lo que sigue nos concentraremos
en la segunda posibilidad en la cual tenemos el producto directo de dos ret́ıculas ráız E8. Los
momentos están entonces en la ret́ıcula ráız E8 × E8.

Regresando a los grados de libertad Xµ,Ψµ, debemos notar que no todos son independientes.
En la norma de cono de luz, las coordenadas

X± =
1√
2
(X0 ±X1), Ψ± =

1√
2
(Ψ0 ±Ψ1) (1.185)

están escritas en términos de otros grados de libertad, por lo tanto, sólo Xµ,Ψµ para µ = 2, ..., 9
son f́ısicos. En esta norma, sólo el grupo transversal SO(8) del grupo de Lorentz 10-dimensional
SO(9, 1) es relevante.

1.3.6. Espectro no masivo de la cuerda heterótica

Estados f́ısicos deben cumplir con la condición de emparejamiento de niveles

M2
R =M2

L (1.186)
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que se sigue de la variación de la métrica de hoja de mundo. Esta constricción implica que, en con-
traste con otras teoŕıas, la proyección GSO no se implementa para evitar la presencia de taquiones
como hicimos en la teoŕıa de supercuerdas. Como la masa del estado de enerǵıa más bajo para un
estado oscilante izquierdo (Ñ = 0, p = 0) es m2

L = −1 mientras que la masa del taquión oscilante
derecho (NR = 0) es m2

R = −1
2 , entonces la ecuación 1.51 prohibe la existencia de estados con masa

cuadrada negativa en el espectro de la cuerda heterótica.

Combinando los osciladores izquierdos y derechos obtenemos los siguientes estados:

un multiplete 10-dimensional de supergravedad N

|q〉R α̃
j
−1 |0〉L , i = 3, ..., 10, (1.187)

incluyendo el gravitón gij , el dilatón φ, el tensor antisimétrico Bij y su compañero super-
simétrico.

16 bosones de norma no cargados (y los norminos)

|0〉R α̃I
−1 |0〉L , I = 1, ..., 16 (1.188)

el cual contiene los generadores de Cartan HI del grupo de norma G;

480 bosones de norma cargados (y norminos)

|q〉R |p〉L , p2 = 2 (1.189)

con p dada como en 1.168.



Caṕıtulo 2

Orbifolios heteróticos

En el caṕıtulo pasado ya estudiamos la construcción de la teoŕıa de cuerdas heterótica. Los grados
de libertad de norma en dicha teoŕıa están codificados en los osciladores bosónicos XI(σ, τ), I =
1, 2, ..., 16, los cuales compactificamos en un toro 16-dimensional con la ret́ıcula ráız E8 ×E8. Pero
como veremos a continuación, eso no es suficiente si se desea probar que la teoŕıa de cuerdas es
una teoŕıa que unifica a todas las interacciones[14]. Para poder argumentar lo anterior, debemos
ser capaces de establecer contacto entre SU(3)× SU(2)× U(1) del modelo estándar y la teoŕıa de
cuerdas. La compactificación por orbifolios proveen de un posible camino para esto [14]. Lo que
se hace es empezar con una teoŕıa de cuerdas consistente con invariancia modular y modificarla
agregando ciertas simetŕıas para obtener otra teoŕıa. Si lo que se desea es obtener una teoŕıa de
cuerdas 4-dimensional, entonces las modificaciones incluyen una compactificación de las dimensiones
extra en un toro. Más aún, si se desea obtener una teoŕıa quiral, se deben incluir condiciones de
frontera de torcedura en los campos de la hoja de mundo.

Las construcciones de teoŕıas de cuerdas con orbifolios son teoŕıas 4-dimensionales. Se consideran
una extensión a la construcción de la teoŕıa de cuerdas heterótica, pues no sólo se compactifican
los 16 osciladores izquierdos bosónicos en un toro, si no que además se compactifican los otros 6
osciladores izquierdos y derechos en un toro. Aunque las ventajas ya mencionadas derivadas de
la construcción con orbifolios son útiles, los aspectos fenomenológicos de dichas construcciones no
parecen muy prometedoras, pues tienden a dar un número muy grande de generaciones de quarks-
leptones [15]. Esta situación cambia cuando hay campos de norma de fondo (ĺıneas de Wilson) en
el respectivo toro. En este caso, el grupo de norma inicial es más pequeño que E8 ×E8. Además, el
sector no masivo del espectro de la cuerda cambia completamente y es más fácil obtener modelos de
orbifolios con tres generaciones con grupos de norma realistas (por ejemplo, SU(3)×SU(2)×U(1)n)
[16].

37
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2.1. Compactificaciones toroidales

Para tener una verdadera teoŕıa realista es esencial compactificar 6 de las 9 dimensiones espaciales
a una escala lo suficientemente pequeña, de tal manera que dichas dimensiones no sean observables
para los aceleradores actuales. La manera más sencilla de hacer esto es haciendo la compactificación
en un toro. Esto nos asegura que las simples ecuaciones lineales de movimiento de las cuerdas no se
vean afectadas, pues los toros son planos. Trabajaremos en la norma del cono de luz, introducida
en el caṕıtulo pasado. Tenemos entonces 8 grados de libertad bosónicos transversos, denotados por
Xi(τ, σ), i = 1, 2, y Xk(τ, σ), k = 3, ..., 8. Estos grados de libertad representan las coordenadas de
la hoja de mundo para cuerdas cerradas, y están separados en modos izquierdos y derechos como

Xi(k)(τ, σ) = X
i(k)
R (τ − σ) +X

i(k)
L (τ + σ). (2.1)

Adicionalmente, tenemos 8 modos derechos fermiónicos transversos, Ψi
R(τ − σ), Ψk

R(τ − σ), y 16
grados de libertad internos como modos izquierdos bosónicos XI(τ +σ), (I = 1, ..., 16) que generan
el grupo de norma E8 × E8 de la cuerda heterótica de cuerdas 10-dimensional. La compactifica-
ción de las 6 coordenadas espaciales Xk(τ, σ), (k = 3, ..., 8) no afecta la expansión en modos de
Xi(τ, σ), Ψi

R(τ − σ), Ψk
R(τ − σ) o XI

L(τ + σ), aśı que las expansiones en modos son tales que

Xi(τ, σ) = xi + piτ +
i

2

∑

n 6=0

[
1

n
αi
ne

−2in(τ−σ) +
1

n
α̃i
ne

−2in(τ+σ)

]

, (2.2)

Ψ
i(k)
R (τ − σ) =

∑

n∈Z

di(k)n e−2in(τ−σ), R

=
∑

r∈Z+1/2

bi(k)r e−2ir(τ−σ) NS.
(2.3)

Mientras que la expansión en modos de los grados de libertad de norma es la que vimos desde la
cuerda bosónica

XI
L(τ + σ) = xIL + pIL(τ + σ) +

i

2

∑

n 6=0

α̃I
n

n
e−2in(τ+σ), (2.4)

con pIL en la ret́ıcula ráız E8 × E8.

En una base ortonormal, los vectores en E8 son de la forma

l = (n1, n2, ..., n8) ó l = (n1 +
1

2
, n2 +

1

2
, ..., n8 +

1

2
), (2.5)

con ni enteros tales que (ver Apéndice A)

8∑

n=1

ni = 0mod 2,

8∑

i=1

l2i = 2. (2.6)
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Existe una formulación alternativa de estos grados de libertad internos que reemplaza a los 16
modos bosónicos izquierdos (XI) compactificados en un toro con ret́ıcula E8 × E8 por 32 modos
izquierdo fermiónicos reales (λA, λ̄A, (A = 1, .., 16)) donde λA, λ̄A pueden tener por separado del
sector R o del sector NS. Entonces

λA =
∑

n∈Z

λAn e
−2in(τ+σ) R

=
∑

r∈Z+1/2

λAr e
−2ir(τ+σ),

(2.7)

y de manera similar para λ̄A. Tenemos entonces que (λA, λ̄A) transforma como la representación
(16,1) + (1,16) del grupo maximal O(16) ×O(16) ⊂ E8 × E8.

Antes de describir el procedimiento para compactificar las coordenadas de los modos espaciales
extra, presentemos de manera breve la definición de un toro D-dimensional. Sea Λ una ret́ıcula
generada por una base de vectores D-dimensionales eα de Rn

Λ = {nαeα|nα ∈ Z,α = 1, ...,D}. (2.8)

De este modo, podemos definir nuestro toro TD como el cociente

TD = RD/Λ, (2.9)

donde ahora los puntos son identificados en el espacio difiriendo por un vector dentro de la ret́ıcula,
es decir,

X ∼ X + nαeα. (2.10)

Una caracteŕıstica importante que podemos notar aqúı es que el espacio que describe a todo el
toro se puede restringir a una región llamada dominio fundamental. El dominio fundamental es el
conjunto más pequeño que está relacionado con el resto del espacio RD tal y como se aprecia en la
figura 2.1. La métrica del toro está dada por

gαβ = eα · eβ (2.11)

Ahora, la compactificación de los modos Xk incluyen la identificación de las coordenadas del centro
de masa xk con puntos que están separados de él por un vector en la ret́ıcula del toro. Entonces

xk ≡ xk + 2πLk, (2.12)

donde el factor 2π es por convención y el vector L con coordenadas Lk pertenece a la ret́ıcula
6-dimensional Λ

Λ ≡
{

8∑

t=3

rtet

∣
∣
∣rt ∈ Z

}

, (2.13)
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e1

e2

dominio fundamental

Figura 2.1: a) Ret́ıcula 2-dimensional y el dominio fundamental de un toro con esta ret́ıcula; b) una repre-
sentación geométrica alternativa de dicho toro.

donde et (t = 3, ..., 8) son vectores base de la ret́ıcula. Aśı pues, las condiciones de frontera de las
coordenadas para la cuerda cerrada Xk deben satisfacer también

Xk(τ, π) = Xk(τ, 0) + 2πLk, (2.14)

correspondiendo al enrollamiento de la cuerda alrededor del toro. La compactificación también
requiere la cuantización de los eigenvalores correspondientes a los operadores de momento pk. Las
eigenfunciones exp

{
i
∑

k p
kxk
}
son univaluadas sólo si

8∑

k=3

pkLk ∈ Z. (2.15)

Entonces los momentos están cuantizados en la ret́ıcula Λ∗ que es dual a Λ

Λ∗ =

{
8∑

t=3

mte
∗
t

∣
∣
∣mt ∈ Z

}

, (2.16)

donde los vectores base e∗t de Λ∗ satisfacen
∑8

k=3 e
∗k
t e

k
u = δtu.

Aśı, la generalización de la expansión en modos se ve modificada de la manera

Xk
R(τ, σ) = xkR + pkR(τ − σ) +

i

2

∑

n 6=0

1

n
αk
ne

−2in(τ−σ), (2.17)

Xk
L(τ, σ) = xkL + pkL(τ + σ) +

i

2

∑

n 6=0

1

n
α̃k
ne

−2in(τ+σ), (2.18)

con

pkR ≡ 1

2
(pk − 2Lk), (2.19)

pkL ≡ 1

2
(pk + 2Lk), (2.20)
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xk = xkR + xkL, (2.21)

donde p ∈ Λ∗ y L ∈ Λ.

La ecuación de masa para los modos derechos en la teoŕıa de cuerdas heterótica 10-dimensional
es modificada ahora a una fórmula de masa 4-dimensional con la compactificación toroidal que
acabamos de comentar, de tal manera que, siguiendo la notación de Bailin [17]

1

4
M2

R = N(β) +
1

2
pkRp

k
R − α(β), (2.22)

donde β =R,NS rotula las condiciones de frontera correspondientes a los modos derechos fermióni-
cos, y el operador de número N(β) está dado por

N(β) = NB +NF (β), (2.23)

con

NB =

∞∑

n=1

(αi
−nα

i
n + αk

−nα
k
n), (2.24)

NF (R) =

∞∑

r=1/2

(rbi−rb
i
r + rbk−rb

k
r). (2.25)

Además, la constante α(β) es la constante originada del orden normal del operador de Virasoro L0

y sus valores son

a(R) = 0, a(NS) =
1

2
. (2.26)

Análogamente, la ecuación de masa para los modos izquierdos es

1

4
M2

L = Ñ +
1

2
pkLp

k
L +

1

2
pILp

I
L − 1, (2.27)

donde la suma sobre el ı́ndice I = 1, ..., 16 está impĺıcita, también tenemos que el operador de
número Ñ es tal que

Ñ =

∞∑

n=1

(α̃i
−nα̃

i
n + α̃k

−nα̃
k
n + α̃I

−nα̃
I
n). (2.28)

Las ecuaciones de masa (2.22) y (2.27) incluyen la contribución de los momentos pkL, p
k
R en la

variedad compacta del toro y están cuantizados. La ret́ıcula Λ y su dual Λ∗ poseen factores de
escala arbitrarios Rt, que son las longitudes de los vectores base et, y ángulos entre éstos. Aśı que,
excepto para ciertos valores espećıficos de estos parámetros, estados no masivos sólo se dan cuando
el momento y el número de enrollamiento en la variedad compacta son cero

pkR = 0 = pkL. (2.29)
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Pero ahora veremos que este tipo de compactificaciones (la toroidal) no son suficientes o acepta-
bles debido a sus caracteŕısticas fenomenológicas. Consideremos un estado no masivo, de tal manera
que

M2
L = 0 =M2

R. (2.30)

Supongamos que fijamos el estado izquierdo no masivo con α̃−1 |0〉L o usando el momento pIL en la
ret́ıcula E8 × E08 con pILp

I
L = 2. Para cada uno de estos estados izquierdos podemos relacionarle

un estado derecho no masivo tal que bi−1/2 |0〉R (i = 1, 2), es decir, osciladores NS fermiónicos.
Como los ı́ndices i = 1, 2 corresponde a las dos dimensiones tranversas espacio-temporales, el
estado completo transforma como un vector o un tensor espacio-temporal si el estado izquiero es
α̃j
−1 |0〉L (j = 1, 2). Alternativamente, podemos hacer emparejar el estado base de Ramond no

masivo |0〉R al estado izquierdo fijado. Esto transformaŕıa como un espinor quiral 8-dimensional
SO(8), donde el espinor con quiralidad contraria ha sido eliminado por la proyección GSO que
comentamos en el caṕıtulo pasado. Este espinor de 8 componentes puede ser descompuesto en
representaciones de SO(2) × SO(6) ⊂ SO(8), donde SO(2) corresponde a las dos coordenadas
espacio-temporales y SO(6) a las seis coordenadas compactificadas. Entonces tendŕıamos

8L =

(

+
1

2

)

× 4+

(

−1

2

)

4̄, (2.31)

haciendo evidente que hay 4 espinores espacio-temporales de cada quiralidad. Aśı que si tenemos
un estado construido desde la teoŕıa de cuerdas bosónica donde se teńıa una part́ıcula vectorial, el
estado fermiónico que acabamos de construir corresponde a cuatro norminos; mientras que si de la
teoŕıa bosónica teńıamos un tensor espacio-temporal, el gravitón, el estado fermiónico correspon-
diente corresponde a 4 gravitinos. Lo último es consecuencia de la compactificación toroidal que
llevamos a cabo, llevándonos inevitablemente a una supersimetŕıa espacio-temporal N = 4, y por
tanto una simetŕıa de norma no quiral.

2.2. Orbifolios toroidales

En el caṕıtulo 1 ya introdujimos brevemente la compactificación de los modos de norma para la
teoŕıa heterótica de cuerdas en un toro 16-dimensional y obtuvimos cierta intuición sobre cómo
construir un toro. También analizamos el espectro no masivo proveniente de esta compactificación.
Ahora, la teoŕıa heterótica consta de 10 modos derechos bosónicos y 26 modos izquierdos bosónicos;
de estos últimos 16 correspondientes a los grados de libertad de norma. Para obtener una teoŕıa
4-dimensional a partir de la cuerda heterótica, podemos empezar modificándola agregando a la
compactificación toroidal isometŕıas discretas MR y ML [14]

T 6
R ⊗ T 22

L ⇒ T 6
R/GR ⊗ T 22

L /GL, (2.32)

siendo GR y GL isometŕıas de los toros T 6
R y T 22

L respectivamente. En la teoŕıa heterótica de cuerdas,
la supersimetŕıa espacio-temporal viene solamente de los modos derechos. Si deseamos mantener
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una supersimetŕıa no rota, GR tiene que ser un subgrupo discreto de SU(3) ⊂ SO(6)[18], es decir,

GR ⊂ SU(3). (2.33)

Cuando la simetŕıa discreta es la misma para las 6 dimensiones extra en los grados de libertad
izquierdo y derechos, decimos que hemos construido un orbifolio simétrico, es decir,

Os = T 6
R/P ⊗ T 6

L/P ⊗ T 16
L /G, (2.34)

y llamamos a P = GR = G
(6)
L el grupo de punto del orbifolio (más adelante aclararemos que la

isometŕıa G no siempre coincide con la definición de grupo de punto); el grupo G
(6)
L es la simetŕıa

discreta asociada a los 6 grados de libertad espaciales izquierdos. A las isometŕıas G las llamamos
grupo de torsión de norma. Una definición más restrictiva del orbifolio simétrico requiere que T 6

R y
T 6
L sean el mismo toro. Este último caso es el que consideraremos a partir de aqúı. La forma en que

se parte T 22
L en T 6

L y T 16
L es por convención, aśı que en general, la separación entre las componentes

de norma y las espacio de T 22
L no es muy clara.

Un orbifolio asimétrico es aquel en el cual las simetŕıas discretas que modifican a las 6 dimen-
siones extra de manera diferente para los modos izquierdos y derechos,

OA = T 6
R/PR ⊗ T 6

L/PL ⊗ T 16
L /G. (2.35)

Consideremos entonces orbifolios simétricos con las coordenadas izquierdas y derechas compactifi-
cadas en el mismo toro y modulado por el mismo grupo puntual. También, para ser consistentes con
lo que introdujimos en el caṕıtulo anterior respecto a la teoŕıa de cuerdas heterótica, tomaremos
T 16
L = TE8×E8 . Nuestro orbifolio simétrico para los modos izquierdos y derechos puede ser definido

como

O = R6
L+R/S ⊗ TL

E8×E8
/G. (2.36)

Aqúı, S es el llamado grupo de espacio o espacial del orbifolio e incluye el grupo puntual P más
traslaciones en R6, tal que S = {(θ, lk)|θ ∈ P, k = 3, ..., 8}. Un elemento (θ, lk) del grupo de espacio
actúa en las 6 coordenadas espacio-temporales a compactificar como

(sX)k = (θX)k + lk, i = 3, ..., 8. (2.37)

Es importante mencionar que los vectores de traslación li o también llamados shifts incluyen vec-
tores eka, a = 1, ..., 6 base que definen al toro 6-dimensional. También estamos considerando que θ
son automorfismos de la ret́ıcula 6-dimensional que construye a dicho toro. El grupo de torsión de
norma G = {(Θ, V I)|I = 1, ..., 16} actúa sobre las 16 coordenadas de los grados de libertad extra
como

(GX)I = (ΘX)I + V I , I = 1, ..., 16, (2.38)

donde Θ representa a un automorfismo de la ret́ıcula E8 × E8.
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Con estos conceptos en mente, podemos entonces hacer una definición de los llamados orbifo-
lios toroidales D-dimensionales. Se definen como el cociente de un toro TD sobre un conjunto de
isometŕıas discretas P

O = TD/P = RD/S, (2.39)

donde P es llamado el grupo de punto y S es el grupo de espacio. Para que el grupo de punto sea
aceptable, los elementos de P deben actuar de manera cristalográfica (como una isometŕıa) sobre
la ret́ıcula Λ, es decir, Λ debe ser invariante bajo P . Recordemos que el toro D-dimensional se
define como TD = RD/Λ. Sea S un grupo de espacio. El subgrupo Λ de S conformado por todas
las traslaciones en S es la ret́ıcula del grupo de espacio. Notemos que para un elemento en general
g = (θ, l) ∈ S el vector l no necesita ser un vector ret́ıcula. Elementos de la forma g = (θ, l) ∈ S
con l /∈ Λ son llamados roto-traslaciones [19].

Como el grupo de espacio requiere tenerD traslaciones linealmente independientes, toda ret́ıcula
contiene una base e = {ei}i∈{1,...,D} y la ret́ıcula completa es generada por los ei (con coeficientes
enteros), es decir, un elemento l ∈ Λ puede ser escrito como l = niei, con suma sobre i = 1, ...,D
y ni ∈ Z. Claramente, la elección de la base no es única. Por ejemplo, para una ret́ıcula Λ dada
tomemos dos bases e = {e1, ..., eD} y f = {f1, ..., fD} y definimos Be y Bf matrices cuyas columnas
son los vectores base e y f, respectivamente. Entonces el cambio de base está dado por la matriz
unimodular M (es decir, M ∈ GL(D,Z)) como

BeM = Bf. (2.40)

Por otro lado, uno puede decidir qué base utilizar para la ret́ıcula y generarla indistintamente con
cualquiera de ellas.

Ahora, detallemos aspectos del grupo de punto. Para un grupo de espacio S con elementos de la
forma (θ, l), el conjunto P de todos los θ forman un grupo finito, el llamado grupo de punto de S.
Los elementos de un grupo de punto también son llamados torsiones o rotaciones. Sin embargo, en
general un grupo de punto también incluye inversiones y reflexiones, es decir, θ ∈ O(D). El grupo
de punto P de S mapea la ret́ıcula de S a śı misma. Aśı, de manera similar al cambio de base de
la ret́ıcula, los elementos del grupo de punto pueden ser representados por matrices de GL(D,Z).
Dadas estas definiciones, y dado que la ret́ıcula siempre es un subgrupo normal del grupo de espacio,
el grupo S tiene estructura de producto semidirecto si y sólo si el grupo de punto P es un subgrupo
del S, es decir, P ⊂ S. En ese caso,

S = P ⋉ Λ, (2.41)

y uno puede definir al orbifolio como

O = RD/(P ⋉ Λ) = TD/P. (2.42)

En general, sin embargo, el grupo de punto no es un subgrupo del grupo de espacio y por ende
el grupo de espacio no es necesariamente un producto semidirecto de su grupo de punto con su
ret́ıcula. Más precisamente, en general, el grupo de punto P no es igual al grupo de isometŕıa G de
(2.32) por la posible presencia de roto-traslaciones. Existen dos tipos de grupos de punto:
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1. Abeliano: por ejemplo, ZN ,ZN × ZM

2. No abeliano: tales como S3, Q8,D4, A4, ...

Los elementos del grupo ZN son la potencia de algún generador único θ tal que θN = 1. En dos
dimensiones, θ representa una rotación por 1π/N . No cualquier ZN funciona como grupo de punto
para un orbifolio, pues se requiere que θ actúe de manera cristalográfica sobre la ret́ıcula Λ. En la
figura 2.2, podemos apreciar dos ejemplos de grupos de punto, uno que actúa cristalográficamente
sobre Λ y otro que no lo hace. Dependiendo del grupo puntual que da origen a nuestro orbifolio,

b) P = Z6

e1

e2

a) P = Z4

e1

e2

Z4

Z4
Z6

Z6

Figura 2.2: a) P = Z4 actúa cristalográficamente sobre Λ por lo que śı podŕıamos considerarlo como grupo
de punto para la construcción de un orbifolio. b) en este caso el grupo P = Z6 no actúa cristalográficamente
sobre Λ, por lo que la combinación de esa ret́ıcula y grupo de punto no pueden ser considerados para la
construcción de un orbifolio.

éste se llamará abeliano o no abeliano. Aqúı, nos restringiremos a los casos en que el grupo de
punto P es abeliano, implicando que debe pertenecer al subálgebra de Cartan de SO(6) asociada
a Xk (k = 3, ..., 8). Denotaremos a los generadores de esta subálgebra por M34, M56, M78. Por
consiguiente, definimos a la base compleja como

Z1 ≡ 1√
2
(X3 + iX4), (2.43)

Z2 ≡ 1√
2
(X5 + iX6), (2.44)

Z3 ≡ 1√
2
(X7 + iX8). (2.45)

El elemento de grupo θ actúa de manera diagonal y puede ser escrito como

θ = exp
[
2πi(v1M

34 + v2M
56 + v3M

78
]

(2.46)
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con 0 ≤ |vi| < 1 (i = 1, 2, 3). La condición de que la ecuación (2.33) se satisfaga implica que [17]

± v1 ± v2 ± v3 = 0, (2.47)

esto se ve de que los eigenvalores de θ actuando sobre un espinor son eiπ(±v1±v2±v3).

En [20] se demuestra que el hecho de que θ actúe de manera cristalográfica sobre la ret́ıcula Λ
que define al toro sumado a la condición (2.33) para el grupo de punto, se concluye que P debe
ser ZN con N = 3, 4, 6, 7, 8, 12 o bien ZN × ZM con N múltiplo de M y N = 2, 3, 4, 6. Algunos de
estos grupos tienen dos maneras inequivalentes en la elección de v1, v2, v3, es decir, dos formas de
incrustar al grupo P contenido en SU(3).

Grupo de punto (v1, v2, v3)

Z3
1
3 (1, 1,−2)

Z4
1
4 (1, 1,−2)

Z6 − I 1
6 (1, 1,−2)

Z6 − II 1
6 (1, 2,−3)

Z7
1
7 (1, 2,−3)

Z8 − I 1
8 (1, 2,−3)

Z8 − II 1
8 (1, 3,−4)

Z12 − I 1
12(1, 4,−5)

Z12 − II 1
12(1, 5,−6)

Tabla 2.1: Generadores del grupo de punto para orbifolios ZN ⊂ SU(3) con θ =

exp
[
2πi(v1M

34 + v2M
56 + v3M

78)
]
[17]

Grupo de punto (v1, v2, v3) (w1, w2, w3)

Z2 × Z2
1
2(1, 0,−1) 1

2(0, 1,−1)
Z3 × Z3

1
3(1, 0,−1) 1

3(0, 1,−1)
Z2 × Z4

1
2(1, 0,−1) 1

4(0, 1,−1)
Z4 × Z4

1
4(1, 0,−1) 1

4(0, 1,−1)
Z2 × Z6 − I 1

2(1, 0,−1) 1
6(0, 1,−1)

Z2 × Z6 − II 1
2(1, 0,−1) 1

6(1, 1,−2)
Z3 × Z6

1
3(1, 0,−1) 1

6(0, 1,−1)
Z6 × Z6

1
6(1, 0,−1) 1

6(0, 1,−1)

Tabla 2.2: Generadores del grupo de punto para orbifolios ZN × ZM ⊂ SU(3) con θ =

exp
[
2πi(v1M

34 + v2M
56 + v3M

78)
]
y φ = exp

[
2πi(w1M

34 + w2M
56 + w3M

78)
]
[17]

Los grupos ZN también son llamados grupos ćıclicos de orden N , pues el grupo es generado por
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un elemento llamado generador θ tal que ZN = {θk|k ∈ {0, 1, ..., N − 1}}. Se puede demostrar que
el producto directo de dos grupos ćıclicos ZN y ZM es ćıclico si y sólo si M y N son primos entre
śı; en tal caso, el grupo obtenido será isomorfo a ZNM [21]. Por ejemplo, Z12 es isomorfo a Z3×Z4,
pero no a Z6×Z2. Otro ejemplo está dado por el grupo Z6, el cual es isomorfo a Z2 ×Z3. El grupo
Z3 no es isomorfo al producto directo que grupos ćıclicos, pues 3 es un número primo.

Por el momento no hemos puesto alguna restricción a la elección de la ret́ıcula Λ que define
a los toros espaciales, pues para los modos izquierdos ya hemos constriñido nuestra elección para
E8 × E8. Sin embargo, más adelante veremos que si al grupo espacial S de los toros espaciales se
le exige estar incrustado dentro del grupo E8 ×E8, entonces las propiedades del orbifold dependen
de la elección de la ret́ıcula, y además, sólo existen pocas opciones dependiendo del grupo de punto
con el que se haya elegido trabajar.

2.3. Compactificación en orbifolios

La existencia del grupo de punto P para los orbifolios agregará formas en las que podemos imponer
condiciones de frontera para la cuerda cerrada con respecto al método de compactificación en toros.
Nos concentraremos a partir de aqúı en grupos puntuales de la forma ZN . Un grupo discreto de este
estilo es generado por un elemento θ ∈ ZN , de tal manera que cualquier otro elemento del grupo
es de la forma θn (0 ≤ n < N). La identificación (2.37) en términos de las coordenadas espaciales
Xk (k = 3, ..., 8) implica que las condiciones de frontera para la cuerda cerrada están dadas por

X(τ, σ) = (θn,v)X(θ, 0) = θnX(τ, 0) + l. (2.48)

El sector no torcido (n = 0) corresponde justamente a la compactificación toroidal discutida ante-
riormente. Vemos ahora que para los casos en que n 6= 0 tenemos sectores torcidos adicionales que
dará origen a estados f́ısicos que no estaban presentes en el caso de la compactificación en toros.
Para el sector torcido n = 1 debemos notar que las condiciones de frontera (2.48) modifican la
expansión en modos de las coordenadas de la hoja de mundo, que en la base compleja definida por
(2.43)-(2.45) se expande como

Zα = zαf +
i

2

∑

n 6=0

[
1

n+ vα
βαn+vαe

−2i(n+vα)(τ−σ) +
1

n− vα
β̃αn−vαe

−2i(n−vα)(τ+σ)

]

, α = 1, 2, 3.

(2.49)
Aqúı, zαf es un punto fijo complejo, construido a partir de los puntos fijos en sus coordenadas reales.
De la ecuación (2.49) podemos notar que la especificación completa de un sector torcido requiere
no sólo del elemento del grupo de punto θ, si no también del punto fijo particular que aparece
en la parte cero de la expansión en modos para las coordenadas de la hoja de mundo. Esto es
completamente análogo para sectores torcidos con n > 1.
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La expansión en modos conjugada compleja es

Z̄α = z̄αf +
i

2

∑

n 6=0

[
1

n− vα
β̄αn−vαe

−2i(n−vα)(τ−σ) +
1

n+ vα

¯̃βαn+vαe
−2i(n+vα)(τ+σ)

]

, α = 1, 2, 3,

(2.50)

y los operadores βαn+vα , β̃
α
n−vα , β̄

α
n−vα ,

¯̃βαn+vα que aparecen en las expansiones (2.49) y (2.50) cum-
plen con las relaciones de conmutación

[βαn+vα , β̄
γ
n−vα ] = δαγ(n+ vα)δm+n,0, (2.51)

[β̃αn−vα ,
¯̃
βγn+vα ] = δαγ(n− vα)δm+n,0. (2.52)

Por tanto, βn+v con n + v > 0 son proporcionales a los operadores de aniquilación y β̄−n−v se
asocian a los operadores de creación. Análogamente, βn+v con n+v < 0 son operadores de creación

y β̄−n−v son operadores de aniquilación. De manera similar, se puede concluir para β̃n−v y ¯̃βn+v.

El grupo puntual actúa de manera similar sobre los modos derechos fermiónicos, de tal manera
que las condiciones de frontera en el primer sector torcido n = 1 se ven modificadas por

Ψα
R(τ − σ − π) = e2πivαΨα

R(τ − σ) R, (2.53)

Ψα
R(τ − σ − π) = −e2πivαΨα

R(τ − σ) NS, (2.54)

donde los modos fermiónicos complejos Ψα
R (α = 1, 2, 3) se construyen a partir de los modos reales

Ψk
R. Aśı, la expansión en modos para los grados de libertad fermiónicos está dada por

Ψα
R(τ − σ) =

∑

n

eαn+vαe
−2i(n+vα)(τ−σ) R

=
∑

r

cαr+vαe
−2i(r+vα)(τ−σ) NS,

(2.55)

y

Ψ̄α
R(τ − σ) =

∑

r

ēαn−vαe
−2i(n−vα)(τ−σ) R

=
∑

r

c̄αn−vαe
−2i(r−vα)(τ−σ) NS,

(2.56)

donde
{eαn+vα , ē

β
m−vα} = δαβδm+n,0, (2.57)

{cαr+vα , c̄
β
s−vβ

} = δαβδr+s,0. (2.58)

El grupo de espacio S debe ser incrustado en los grados de libertad de norma, y veremos más
adelante que esto, en general, es obligatorio. Lo anterior quiere decir que queremos mapear un
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elemento arbitrario del grupo de espacio (θ,v) a un (Θ,V), donde Θ es un automorfismo de la
ret́ıcula E8 × E8 y V es un vector de traslación en la misma.

Incrustar un elemento del grupo de espacio de la forma (θ,0) dentro de la ret́ıcula E8 × E8 es
mapeándolo a un elemento (1, πV I)[17], de tal forma que las condiciones de frontera para XI

L en el
primer sector torcido se transforman en

XI
L(τ + σ + π) = XI

L(τ + σ) + πV I , (2.59)

de modo que la expansión en modos para los modos izquierdos bosónicos de norma son de la forma

XI
L = xIl + (pL + V I)(τ + σ) +

i

2

∑

n

1

n
α̃I
ne

−2in(τ+σ). (2.60)

El procedimiento anterior de incrustación para el grupo de espacio en la ret́ıcula E8 ×E8 se llama
incrustación estándar [15]. De la expansión anterior podemos ver que el efecto del torcimiento por
θ sobre el momento pIL es que se ve alterado por una traslación V I , además

V I = (v1, v2, v3, 0
5)(08), (2.61)

donde vα, (α = 1, 2, 3) son los torcimientos de las 3 coordenadas complejas compactificadas. Ahora,
en el orbifolio ZN , el vector V I está constriñido a que NV I viva en la ret́ıcula ráız de E8 × E8, es
decir,

NV I ∈ ΛE8×E8 . (2.62)

Las condiciones de (2.47) sobre las fases vα, (α = 1, 2, 3) asegura que la anterior constricción sobre
el vector de traslación V I siempre se cumpla en la incrustación estándar. Ahora bien, hasta el
momento sólo mencionamos la forma en que se incrusta a los elementos de grupo de la forma (θ, 0)
y ya vimos que estos son incrustados por medio de traslaciones en la ret́ıcula de ráıces del grupo
de norma como (0, πV I). Aún necesitamos analizar la incrustación de elementos de la forma (0,v),
que son traslaciones en la ret́ıcula del toro espacial y que llamaremos ĺıneas de Wilson. Este último
caso será discutido más adelante.

Las expansiones en modos que ya describimos hace unos momentos tiene consecuencias en los
cálculos de los generadores del álgebra de Virasoro Lm L̃n, y en particular para las expresiones de
L0 L̃0 que son los que proporcionan las fórmulas de masa. Estas modificaciones ahora dan lugar
a modos fraccionarios y éstos modifican el cálculo de las constantes de orden normal. La fórmula
de masa modificada para los modos derechos modificada y para el primer sector torcido tiene la
estructura general [17]

1

4
M2

R = NB +NF (β)− aB − aF (β), (2.63)

donde como ya hab́ıamos establecido β =R, NS. Aqúı también, NB es el operador de número
bosónico y NF el correspondiente fermiónico. Las constantes de modo normal son

aB =
1

3
− 1

2

3∑

α=1

|vα|(1− |vα|), (2.64)
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aF (R) = −1

3
+

1

2

3∑

α=1

|vα|(1 − |vα|), aF (NS) = − 5

24
+

1

2

3∑

α=1

∣
∣
∣
∣
vα +

1

2

∣
∣
∣
∣

(

1−
∣
∣
∣
∣
vα +

1

2

∣
∣
∣
∣

)

. (2.65)

Es importante recalcar que no hay contribución de momento para mR, pues como ya vimos, pR es
nulo para los sectores torcidos, es decir, cuando vα 6= 0.

La ecuación de masa para los modos izquierdos en el primer sector torcido es

1

4
M2

L = Ñ +
1

2
(pIL + V I)2 − ã, (2.66)

donde Ñ tiene la misma forma que NB pero con los operadores reemplazados por las versiones
izquierdas. La constante de orden normal correspondiente seŕıa

ã = 1− 1

2

∑

α

|vα|(1− |vα|). (2.67)

Entre las ventajas de la compactificación en orbifolios sobre la misma en toros está el hecho de
que aseguramos la remoción de los gravitinos no deseados (en el sector no torcido), asegurando una
sola supersimetŕıa N = 1. También tenemos que gracias a la invariancia del grupo de punto que
restringe aún más al toro, el grupo de norma se ve reducido cuando el grupo de punto es incrustado
en los grados de libertad de norma. Cuando tomamos la incrustación estándar podemos asegurar
algunas cuestiones en la forma que el grupo de norma se ve reducido. La condición (2.33) asegura
que el grupo de punto es un subgrupo discreto de SU(3) de uno de los E8, pues

E6 × SU(3) ⊂ E8, (2.68)

por lo que la simetŕıa de norma que sobrevive incluirá siempre a E6×E8 [17]. El rango del grupo de
norma no se ve afectado por la incrustación, pues los bosones de norma asociados con el subálgebra
de Cartan son invariantes bajo la acción del grupo de punto. Estos están dados por

bi−1/2 |0〉R α̃I
−1 |0〉L . (2.69)

Hemos observado también que el estado derecho es invariante bajo la acción de P , y su incrustación
como un vector de traslación V en la ret́ıcula E8 × E8, implica que los modos α̃I

n también son
invariantes. Esto implica que la incrustación estándar nos reduce a un grupo de norma al menos
E6 × U(1)2 × E8. Los bosones de norma cargados de E8 × E8 están dados por

bi−1/2 |0〉R |pL〉I , (2.70)

con (pIL)
2 = 2, y los bosones de norma sobrevivientes una vez hecha la incrustación estándar

satisfarán la condición [17]
pILV

I = 0mod 1. (2.71)
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El hecho de haber incrustado elementos del grupo de espacio de la forma (θ, 0) quiere decir
que sólo hemos incrustado al grupo de punto en el grupo de norma. Se puede romper aún más al
grupo de norma incrustando al grupo de espacio completo. Es decir, no sólo incrustando elementos
del grupo de punto como vectores de traslación en los grados de libertad bosónico E8 × E8, sino
también los vectores base de la ret́ıcula del toro que conforma al orbifolio. Este proceso no sólo
provocará una ruptura del grupo de norma, si no que también modificará el contenido de materia,
obteniendo aśı modelos de 3 generaciones.

Consideremos un sector torcido con condiciones de frontera torcidas por el elemento de grupo
de espacio (θ, v), donde θ es un elemento del grupo de punto con v vector en la ret́ıcula del toro en
cuestión,

v =
∑

rρeρ, (2.72)

donde rρ son coeficientes enteros y eρ son los vectores base de la ret́ıcula para el toro 6-dimensional.
Para incrustar el grupo de espacio en el grupo de norma, el elemento del grupo de punto θ debe
ser incrustado como el vector de traslación πV I , como ya vimos, y el vector base de la ret́ıcula rρ
como el vector de traslación πaIρ. Para asegurarnos de que, en efecto, tenemos una incrustación,
debemos corroborar que śı tenemos un homomorfismo. Aśı que debemos tener una imagen correcta
para el producto de dos elementos de espacio (θ1, l1) y (θ2, l2), de tal manera que

(θ1, l1)(θ2, l2) = (θ1θ2, l1 + θ1l2). (2.73)

Para un grupo de punto ZN generado por θ,

(θ, l)N = (I,0). (2.74)

En consecuencia, debemos requerir que

N(V I + rρa
I
ρ) ∈ ΛE8×E′

8
, (2.75)

lo que implica que

NV I ∈ ΛE8×E8 y NaIρ ∈ ΛE8×E′

8
, (2.76)

aśı que por las propiedad de la ret́ıcula de ráıces, automáticamente obtenemos que

N
∑

i∈E8

V I = 0mod 2 N
∑

I∈E′

8

V I = 0mod 2 (2.77)

y

N
∑

i∈E8

aIρ = 0mod 2 N
∑

I∈E′

8

aIρ = 0mod 2. (2.78)

Adicionalmente a las condiciones anteriormente mencionadas, la incrustación del grupo de espacio
debe ser elegido de tal manera que la propiedad fundamental de invariancia modular de la teoŕıa
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se preserve. La invariancia modular es una constricción que asegura que la teoŕıa de campos com-
pactificada está libre de anomaĺıas. Términos de la función de partición a un lazo de orbifolios no
abelianos adquieren, en general, una fase no trivial bajo transformaciones modulares. Si deman-
damos que la función de partición sea invariante ante estas transformaciones (invariante modular)
aseguramos que la teoŕıa resultante esté libre de anomaĺıas. Aśı que debemos asegurarnos que la
fase no trivial que aparece por las transformaciones modulares se anule.

Para asegurar que el término a un lazo de la función de partición se transforme hacia śı mismo,
sin ningún factor de fase, requerimos que:

N

(
3∑

i=1

vi(1− vi)−
16∑

I=1

ṽI(1− ṽI)

)

= 0mod 2, (2.79)

donde vi son las torceduras en los modos derechos complejos fermiónicos, y ṽI = V I + rρa
I
ρ son las

torceduras sobre los modos izquierdos fermiónicos de norma E8 × E′
8 para el sector torcido θ del

orbifolio con ĺıneas de Wilson. La condición (2.74) junto con la imposición de que

N
3∑

i=1

vi = 0mod 2, (2.80)

para que la acción del grupo de punto sea de orden N al actuar sobre la representación espinorial
de SO(8) permite que la ecuación (2.79) se simplifique a

N

(
3∑

i=1

(vi)2 −
16∑

I=1

(ṽI)2

)

= 0mod 2, (2.81)

con n = 0, ..., N − 1 y rρ = 0, ..., N − 1. En particular, las incrustaciones del grupo de punto en el
grupo de norma consistentes con invariancia modular requieren satisfacer que

N

(
16∑

I=1

(V I)2 −
3∑

i=1

(vi)2

)

≡ N(V 2 − v2) = 0mod 2, (2.82)

y las ĺıneas de Wilson consistentes con invariancia modular requieren satisfacer

N
∑

I = 116(aIρ)
2 ≡ Na2ρ = 0mod 2, (2.83)

N

16∑

I=1

aIρa
I
σ ≡ aρ · aσ = 0mod 1, ρ 6= σ, (2.84)

y

N

16∑

I=1

V IaIρ ≡ NV · aρ = 0mod 1. (2.85)
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2.3.1. Espectro no masivo

Recordemos que la materia en los orbifolios heteróticos son descritos por cuerdas cerradas y admiten
dos tipos de cuerdas cerradas: torcidas y no torcidas (ver Figura 2.3). Las cuerdas no torcidas
cumplen con las condiciones de frontera

Z(τ, σ + π) = Z(τ, σ) + nαeα, nα ∈ Z. (2.86)

Esto nos indica que dichas cuerdas ya son cerradas en el toro y son libres de propagarse en el espacio
compacto. Por otro lado, las cuerdas torcidas son cerradas sólo después de identificar puntos por
medio de la torsión θ, de acuerdo a sus condiciones de frontera

Z(τ, σ + π) = θmZ(τ, σ) + nαeα, m, nα ∈ Z, (2.87)

de donde apreciamos que dichas cuerdas están entonces atadas a los puntos fijos. Las cuerdas no
torcidas serán agrupadas en el sector no torcido U . Cuerdas torcidas de orbifolios ZN tendrán N−1
sectores torcidos Tm, m = 1, ..., N − 1.

e1

e2

e1

e2
a)

ϑ

b)

Figura 2.3: Cuerdas cerradas en una compactificación en orbifolios. a) La cuerdas no torcidas son cerradas
en el toro, mientras que B) cuerdas torcidas son cerradas sólo bajo la acción de la torcedura θ.

Se asocian diferentes estados de materia a diferentes elementos g ∈ S correspondientes al sector
no torcido y a puntos fijos. La cantidad de estos elementos es finita y se les suele llamar elementos
constructores. Por otro lado, estados no torcidos son asociados al elemento constructor g = (1, 0) y
se pueden expresar como

|q〉R ⊗ α̃x
−1 |p〉L , (2.88)

donde q es un pedo de SO(8) y p ∈ Λ, α̃x
−1 representa la excitación de un oscilador en una dirección,

ya sea del espacio de Minkowski (α̃µ
−1) o del espacio compacto o de los grados de libertad de norma.

Por otro lado, estados no masivos asociados a elementos constructores torcidos g = (θm, nαeα) (con
m = 1, ..., N − 1) son expresados en general como

|qsh〉 ⊗ α̃ |psh〉 ≡ |q + vg〉R ⊗ α̃ |p+ Vg〉L , (2.89)
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donde α̃ denota en este caso el producto de osciladores de la forma α̃a
−ηa (o α̃ā

−1+ηa) en las direcciones
complejas a = 1, 2, 3 (o de sus conjugados ā = 1̄, 2̄, 3̄), con ηa = mvamod 1, de tal manera que
0 < ηa ≤ 1. Aqúı también hemos definido la torcedura local y los vectores de traslación locales
asociados al elemento constructor g como

vg = mv, (2.90)

y,

Vg = mV + nαAα, (2.91)

respectivamente. Consideremos ahora el conjunto de estados con condiciones de frontera

Z(τ, σ + π) = gZ(τ, σ), (2.92)

para un elemento constructor g. Estos estados definen un espacio de Hilbert Hg. Para asegurar
la compatibilidad de los estados de dicho espacio con el orbifolio, dejamos que un elemento del
grupo de espacio h ∈ S tal que [g, h] = 0 actúe en las coordenadas que describen a las cuerdas. Las
condiciones de frontera se convierten en (hZ)(τ, σ + π) = g(hZ)(τ, σ), que indica que los estados
descritos por las coordenadas hZ pertenecen al mismo espacio de Hilbert Hg. En consecuencias, h
debe actuar trivialmente en estados de Hg,

|qsh〉R ⊗ α̃ |psh〉L → Φ |qsh〉R ⊗ α̃ |psh〉L = |qsh〉R ⊗ α̃ |psh〉L , (2.93)

donde la fase Φ depende de g y h. Estados que no cumplan la condición (2.93) deben ser excluidos.

Es conveniente entonces definir el centralizador Zg de un elemento constructor g como el con-
junto de todos los elementos de espacio h que conmutan con g:

Zg = {h ∈ S|[g, h] = 0}. (2.94)

El espectro de materia no masivo del las compactificaciones en orbifolios está formado entonces por
estados no masivos que son invariantes bajo todos los elementos del centralizador.

Sector no torcido

En el sector no torcido U , la condición de emparejamiento para estados no masivos de los
orbifolios coinciden con los de la cuerda heterótica no compactificada, es decir,

M2
L

2
= p2 + Ñ − 1 = 0 =

1

2
q2 − 1

2
=
M2

R

2
, (2.95)

donde p es una ráız de E8 × E8, q denota un vector de pesos de SO(8) del oscilador derecho y Ñ
cuenta el número de excitaciones del oscilador. Como en la cuerda heterótica no compactificada, la



2.3. COMPACTIFICACIÓN EN ORBIFOLIOS 55

ecuación anterior tiene solución sólo si q2 = 1 para los modos derechos y qu tanto p2 = 0, Ñ = 1 o
p2 = 2, Ñ = 0 para los modos izquierdos. La diferencia nace de las proyecciones debidas al orbifolio.

Se puede demostrar que la fase adquirida por estados no masivos no torcidos bajo la acción de
h está dada por

|q〉R ⊗ |p〉L : Φ = e2πi[p·Vh−q·vh] (2.96)

|q〉R ⊗ α̃x
−1 |0〉L : Φ = e2πi[−q·vh+(δx,a−δx,ā)vah], (2.97)

donde x denota la dirección en la cual actúa la excitación del oscilador. El elemento constructor del
sector no torcido es g = (1, 0) y, por tanto, el centralizador asociado contiene todos los elementos
del grupo de espacio. El espectro del sector no torcido está compuesto por aquellos elementos de
la cuerda heterótica no compactificada y que es invariante bajo todos los elementos del grupo de
espacio. Ahora evaluamos el efecto de la proyección del orbifolio sobre los estados no masivos del
espectro de la cuerda heterótica.

El multiplete de supergravedad 10-dimensional de la cuerda heterótica se divide en:

un gravitón 4-dimensional gµν , dilatón φ, tensor antisimétrico Bµν y sus supercom-
pañeros. Están dados por las componentes del grupo de espacio invariante de

|q〉R ⊗ αν
−1 |0〉L , (2.98)

con

p =

{
±(12 ,

1
2 ,

1
2 ,

1
2)

±(1, 0, 0, 0)
. (2.99)

algunos módulos geométricos

|0〉R ⊗ α̃
a/ā
−1 |0〉L (2.100)

satisfaciendo la condición de invariancia

q · vh ± vah = 0mod 1, (2.101)

donde el signo relativo −(+) está asociado a un oscilador que acarrea un ı́ndice holomórfico a
(́ındice antiholomórfico ā). Estos estados son singuletes de norma, provenientes de las compo-
nentes compactas del gravitón 10D y el tensor antisimétrico (y sus superparejas). La acción
de h en los 16 bosones de norma no cargados 10D deja invariantes sólo sus componentes
4D especificadas por

|q〉R ⊗ α̃I
−1 |0〉L (2.102)

con el momento del modo derecho q también como en (2.99). Estos estados son los 16 gene-
radores de Cartan del grupo de norma 4D G4D.
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los bosones de norma cargados (y los norminos) de G4D son aquellos estados que satisfacen
q · vh = 0mod 1 y p · Vh = 0mod 1. Los únicos momentos de los modos derechos que cumplen
con dicha condición son los que tenemos en (2.99). La condición para el momento del modo
izquierdo debe ser cumplida por cualquier h, entonces replanteado como

p · V = 0mod 1, (2.103)

p ·Aα = 0mod 1, α = 1, ..., 6, (2.104)

donde Aα son ĺıneas de Wilson. Estos estados forman la representación adjunta de G4D.
Dado que no todos los 480 momentos izquierdos de los bosones 10D satisfacen las condiciones
anteriores, la simetŕıa de norma es rota;

aquellos estados cuyas componentes izquierda o derecha se transforman no trivialmente y
satisfacen la condición de invariancia

p · Vh − q · vh = 0mod 1 (2.105)

constituyen la materia cargada no torcida de los modelos con orbifolios. Sus propiedades de
la transformación de norma respecto a G4D dependen de su momento.

Sector torcido

Los modos zero de los sectores torcidos Tk están asociados con los elementos constructores g de
los puntos fijos. Con el requerimiento de que los estados sean no masivos se tienen las siguientes
condiciones para los momentos de los modos izquierdo y derecho.

1

4
M2

L =
1

2
p2sh + Ñ − 1 + δC = 0, (2.106)

1

4
M2

R =
1

2
q2sh −

1

2
+ δC = 0, (2.107)

donde δC corresponde a un cambio en la enerǵıa de punto cero relacionado con la aparición de los
osciladores torcidos αa

−ηa , α
ā
−1+ηa . Esta cantidad está expresada por

δC =
1

2

∑

a

ηa(1− ηa), (2.108)

con ηa = vag mod 1, tal que 0 < ηa ≤ 1. Para estados no masivos, se puede escribir el operador de
número para modos torcidos como

Ñ =
3∑

a=1

ηa(Ña
g + Ñ∗a

g ). (2.109)
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Aqúı, Ña
g y Ñ∗a

g son números de modos enteros, contando respectivamente el número de excitaciones
de las direcciones holomórficas a y ā. La transformación de los estados oscilantes izquierdos y
derechos |psh〉L, |qsh〉R bajo la acción de un elemento arbitrario h del centralizados seŕıa

Φ = e2πi[psh·Vh−qsh·vh+(Ñg−Ñ∗

g )·vh]Φvac, (2.110)

donde la fase del vaćıo

Φvac = e2πi[−
1
2
(Vg ·Vh−vg·vh)] (2.111)

aparece como consecuencia de las propiedades geométricas de las cuerdas torcidas.

2.3.2. Vectores de traslación y espectro locales

Consideremos un modelo de orbifolio arbitrario con grupo de punto ZN o ZN × ZM . Localmente,
en un punto fijo con elemento constructor g, los 480 bosones de norma del grupo de norma 10-
dimensional G se ven afectados por la acción del vector de desplazamiento Vg. Entonces el grupo
de norma local Gg y el espectro de materia local coinciden con el grupo de norma 4-dimensional
y el espectro en un punto fijo arbitrario de un modelo de orbifolio con vector de desplazamiento
global V = Vg (y sin ĺıneas de Wilson). Las ráıces del grupo de norma local serán aquellas ráıces p
del grupo de norma 10-dimensional G que satisfagan

p · Vg = 0mod 1 p2 = 2. (2.112)

Claramente, lo estados de materia transforman localmente bajo Gg en lugar de transformar bajo el
grupo de norma 4-dimensional. Esto restringe el número de grupos de norma locales (y el espectro
local) a ser el número de (inequivalentes) vectores de desplazamiento admisibles del orbifolio en
cuestión.

La intersección de los grupos de norma locales de los diferentes puntos fijos en un modelo
espećıfico generan el grupo de norma 4D global G4D:

G4D = Gg1 ∩ Gg2 ∩ Gg3 ∩ ..., (2.113)

de donde se sigue que la simetŕıa local de grupo es, en general, más grande que G4D, es decir,

G4D ⊂ Ggi , i = 1, 2, 3, ... . (2.114)

Desde una perspectiva global en 4 dimensiones, los estado de materia locales forman representacio-
nes de G4D [22].
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2.3.3. Clasificación de orbifolios simétricos toroidales

Lo que se desarrolla a continuación está basado principalmente en [19]. Las propiedades f́ısicas de
la teoŕıa de cuerdas heterótica con compactificaciones en orbifolios dependen directamente en la
elección de grupo de espacio. Dichas propiedades f́ısicas son compartidas y comunes a conjuntos
de grupos de espacio que pueden ser relacionados por algunas propiedades matemáticas. Por lo
que se pueden definir clases de equivalencia de grupos de espacio. Existen tres tipos de clases de
equivalencia que dependen de propiedades f́ısicas y matemáticas de los grupos de espacio S. Las
tres clases son:

1. Clases-Q: determinan el grupo de punto P contenido en S y por en de el número de supersi-
metŕıas 4D y el número de módulos geométricos;

2. Clases-Z: determinan la ret́ıcula Λ de S y por ende la naturaleza de los módulos geométricos;

3. Clases afines: determinan el grupo de sabor y la naturaleza de la ruptura de la simetŕıa de
norma (es decir, simetŕıa de norma local y no local).

Cada clase-Q contiene muchas clases-Z y cada clase-Z contiene bastantes clases afines.

Clases Afines ⊂ Clases− Z ⊂ Clases−Q (2.115)

En otras palabras, para cada grupo de punto puede haber una gran cantidad de ret́ıculas inequi-
valentes y para cada ret́ıcula puede haber una gran cantidad de grupos orbifoidales (con o sin
roto-traslaciones). La clasificación de orbifolios que se presentará aqúı difiere de la hecha por Bailin
y Love en [17].

Clases afines de grupos de espacio

Dos grupos de espacio S1 y S2 de grado D pertenecen a la misma clase af́ın (es decir, S1 ∼ S2) si
existe un mapeo af́ın f : RD → RD tal que

f−1S1f = S2 (2.116)

Un mapeo af́ın f = (A, t) en RD consiste de una traslación t y un mapeo lineal A, es decir,
permite reescalamientos y rotaciones. Esta definición permite distinguir entre espacios de grupo
que realmente describan diferentes geometŕıas y aquellos que son los que ya conocemos visto desde
un ángulo o distancia diferentes. Aśı, para un espacio de grupo representativo de una clase af́ın,
una transformación af́ın no trivial que deja al grupo de punto invariante (es decir, A−1PA =
P ) corresponde a un cambio de los datos geométricos. En el contexto de las compactificaciones
de supercuerdas, esto corresponde a un cambio de los valores de los módulos geométricos. Aśı,
estaremos interesados únicamente de un grupo de espacio representativo en cada una de las clases
afines. Resulta que dada una dimensión D, existen sólo un número finito de clases afines de grupos
de espacio. En la clasificación que se lleva a cabo en [19] sólo se concentran en el caso 6-dimensional.
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Clases-Z de grupos de espacio

Podemos refinar esta agrupación de grupos de espacio, agrupando las clases afines de acuerdo a
propiedades comunes de sus grupos de punto correspondientes. Como ya vimos, los elementos del
grupo de punto pueden escribirse en la base de la ret́ıcula como elementos de GL(D,Z). Tomemos
dos grupos de espacio S1 y S2. Para i = 1, 2, el espacio de grupo Si contiene una ret́ıcula Λi y su
grupo de punto en la base de la ret́ıcula se denota por Pi, es decir, P ⊂ GL(D,Z). Entonces, los
dos grupos de espacio pertenecen a la misma clase-Z si existe una matriz unimodular U (es decir,
U ∈ GL(D,Z) tal que

U−1P1U = P2. (2.117)

Es decir, si dos grupos de punto están relacionados por un cambio en la base de la ret́ıcula (uti-
lizando U), el espacio de grupo pertenece a la misma clase-Z, tienen la misma forma del espacio
y, f́ısicamente, tienen el mismo número de módulos y éstos también tienen la misma naturaleza
geométrica. Sin embargo, los grupos de espacio de la misma clase Z no son necesariamente equi-
valentes por la posible presencia de roto-traslaciones, en otras palabras, grupos de espacio en la
misma clase-Z pueden pertenecer a diferentes clases afines y por ende ser inequivalentes.

Clases-Q de grupos de espacio

Tomemos dos grupos de espacio S1 y S2. Para i = 1, 2, el punto de grupo en la base de la ret́ıcula
asociada al grupo de espacio Si denotado por Pi, es decir, Pi ⊂ GL(D,Z). Los dos grupos de espacio
pertenecen a la misma clase-Q si existe una matriz V ∈ GL(D,Z) tal que

V −1P1V = P2. (2.118)

Claramente, si dos grupos de espacio pertenecen a la misma clase-Z también pertenecen a la misma
clase-Q. A diferencia de las clases-Z, las clases-Q no distinguen entre ret́ıculas inequivalentes. Sin
embargo, si dos grupos de espacio pertenecen a la misma clase-Q, las relaciones de conmutación
y los órdenes de los correspondientes grupos de punto con iguales. Aśı, son grupos de punto iso-
morfos y cristalográficos. Estos grupos también poseen la misma forma de espacio, es decir, los
mismos números para los módulos. Lo importante f́ısicamente es que todos los grupos de espacio
en la misma clase-Q comparten un grupo de holonomı́a común [19]. Esto permite identificar las
caracteŕısticas que llevan a una N = 1 supersimetŕıa en 4D. En particular, para determinar el
número de generadores de supersimetŕıa, basta con considerar sólo un elemento representante de
cada clase-Q.

Clasificación de grupos de espacio

A continuación se describe brevemente la estrategia de clasificación de los grupos de espacio para
orbifolios presentada en [19]. La cantidad de supersimetŕıa residual que posee la teoŕıa efectiva 4D
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está relacionada con el grupo de holonomı́a del espacio compacto. En el contexto de los orbifolios,
se relaciona el grupo de holonomı́a con el grupo de punto. Las compactificaciones en orbifolios
perservan supersimetŕıa 4D si el grupo de punto es un subgrupo discreto de SU(3). Entonces la
clasificación de la compactificación en orbifolios empieza con la identificación de todas las clases-Q
(es decir, los grupos de punto) que son subgrupos de SU(3). Posteriormente, por cada clase-Q
identificamos todas las clases-Z (es decir, las ret́ıculas) y finalmente para cada clase-Z construimos
todas las clases afines (es decir, roto-traslaciones). El proceso de clasificación es como sigue:

1. Escoger una clase-Q y encontrar un P representativo de la misma.

2. Corroborar que P es un subgrupo de SO(6) en lugar de O(6).

3. Verificar que P es un subgrupo de SU(3).

4. Encontrar todas las posibles clases-Z dentro de esa clase-Q.

5. Encontrar todas las clases afines posibles dentro de cada una de esas clases-Z.

Existe un catálogo para todas las clases afines posibles hasta 6 dimensiones clasificadas dentro
de clases-Z y Q. En [19] utilizan un software especializado llamado CARAT que permite tener
acceso de dicho catálogo y en dicho trabajo se puede observar la clasificación completa de orbifolios
heteróticos toroidales abelianos y no abelianos.

En este trabajo sólo mencionaremos dos orbifolios espećıficos, los correspondientes a las clases-Q
Z3 y Z6-II cuyas caracteŕısticas espećıficas profundizaremos más adelante. Debido a que en este
trabajo no consideraremos roto-traslaciones, tenemos entonces que sólo hay una clase af́ın para
cada uno de los orbifolios ZN .

clase-Q clase-Z correspondiente ret́ıcula

Z3 1 SU(3)3

1 G2 × SU(3)× SU(2)2

Z6-II 2 -
3 SO(7) × SU(3) × SU(2)
4 SU(6) × SU(2)

Tabla 2.3: Conexión en la clasificación de las clases-Q de los grupos de espacio Z3 y Z6-II. Los casos que no
se conoćıan previamente están indicados con una raya. [19].
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2.4. Orbifolio Z3

Desarrollemos como ejemplo el más sencillo de los orbifolios, que es el que tiene como grupo de
punto a Z3. En el orbifolio en cuestión O, los puntos en el espacio se identifican entre śı por la
relación

X ∼ ΘX + nαeα (2.119)

donde Θ ∈ P , es decir, tiene la forma Θ = θk (con 0 ≤ k < 3) para P = Z3 y θ es el elemento
generador de dicho grupo; además eα ∈ R6 (α = 1, ..., 6) es una base de R6. La combinación lineal

nαeα = l ∈ Λ es un vector arbitrario en la ret́ıcula que construye al toro T 6 = R6

Λ .

Al combinar la acción del grupo de punto Z3 con las traslaciones dentro por vectores en la
ret́ıcula Λ obtenemos el llamado grupo espacial S, y sus elementos se pueden definir de la siguiente
manera

g = (Θ, nαeα) g ∈ S. (2.120)

El grupo de espacio se define formalmente como el producto semidirecto S = P ⋊Γ, lo que implica

g1g2 = (Θ1, nαeα)(Θ2,mαeα) = (Θ1Θ2, nαeα +mαΘ1eα) ∈ S (2.121)

g−1 = (Θ, nαeα)
−1 = (Θ−1,−nαΘ−1eα) (2.122)

para g, g1, g2 ∈ S. De esta forma, el orbifolio puede ser redefinido como

O = R6/S (2.123)

No todos los elementos del grupo de espacio S describen distintas acciones en el orbifolio. Los
elementos equivalentes del grupo espacial se pueden agrupar en clases de equivalencia de la manera
siguiente

[g] = {hgh−1|h ∈ S} (2.124)

donde todos los elementos hgh−1 para h arbitraria son llamados conjugados a g.

Puntos fijos

El grupo de espacio no actúa libremente en RD, es decir, existen algunos puntos fijos

Xf = gfXf = ΘfXf + nfαeα. (2.125)

Estos puntos son invariantes por rotaciones Θ ∈ P salvo una traslación en la ret́ıcula Γ. Ya vimos
anteriormente que si el grupo de punto es Z3 la ret́ıcula está constriñida a ser Γ = SU(3)3 = ΓSU(3)3 .

Un orbifolio es plano en todas partes, a excepción de los puntos fijos, que son singularidades
de curvatura. Esto se puede verificar formalmente observando que el grupo local de holonomı́as en
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las singularidades es no trivial. La ecuación 2.125 nos indica que para cada punto fijo Xf existe
un único elemento del grupo espacial gf ∈ S que lo caracteriza. Refiriéndose a los puntos fijos, es
preferible usar gf en lugar de Xf , la clase de equivalencia de gf , [gf ], denota un conjunto infinito
de puntos fijos equivalentes en R6

La construcción expĺıcita del orbifolio con grupo de punto Z3 que se presenta a continuación
está basada en [23]. Éste se construye a partir de un espacio Euclideano 6-dimensional R6. Primero
se define una base de vectores de dicho espacio e1, ..., e6 tales que satisfagan

e2i = e2i+1 = 2R2
i , ei · ei+1 = −1R2

i , i = 1, 3, 5 (2.126)

con un vector x ∈ R6 de componentes reales:

x =

6∑

i=1

xiei, xi ∈ R ∀i = 1, ..., 6 (2.127)

Cada uno de los tres pares ei, ei+1(i = 1, 3, 5) define un subespacio bidimensional, que se puede
visualizar como un plano complejo. El par i-ésimo también define una ret́ıcula ráız bidimensional
SU(3), obtenida del conjunto de todas las combinaciones lineales de la forma niei + ni+1ei+1 con
ni, ni+1 enteros. La ret́ıcula ráız ΛSU(3)3 es generada por todas las combinaciones lineales de los
vectores base e1, ..., e6 con coeficientes enteros, es decir,

ΛSU(3)3 =

{
3∑

i=1

liei|li ∈ Z

}

(2.128)

Notemos que el real Ri, llamado radio, no está fijo, tampoco los ángulos entre los vectores base como
se definieron en la ecuación 2.126. Estos parámetros definen completamente las celdas unitarias de
la ret́ıcula ΛSU(3)3 y están codificadas en los T-módulos T ij. Salvo convenciones de normalización

en los T i y Bij, la diagonal de los T-módulos están definidos como

T i =
√

det G(i) + iBi,i+1, i = 1, 3, 5 (2.129)

donde G(i) es la métrica del i-ésimo plano complejo

G(i) =

(
ei · ei ei · ei+1

ei+1 · ei ei+1 · ei+1

)

= R2
i

(
2 −1
−1 2

)

(2.130)

Las traslaciones en R6 por elementos en ΛSU(3)3 ,

x→ x+ l, l ∈ ΛSU(3)3 ,∀x ∈ R6, (2.131)

forman el grupo de la ret́ıcula. Una rotación θ en R6 es define completamente por la acción sobre
los vectores base:

θ · ei = ei+1, θ · ei+1 = −ei − ei+1, i = 1, 3, 5 (2.132)
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Generalmente, θ es conocido como el operador de torsión del orbifolio. Es fácil corroborar que
θ3 = 1. El operador de torsión θ genera el grupo puntual que ya hab́ıamos introducido en la sección
anterior.

Z3 = {1, θ, θ2} (2.133)

Con estas herramientas ya podemos definir el correspondiente grupo espacial S, cuyo elemento
genérico puede escribirse como (ω, l) con ω ∈ Z3 y l ∈ ΛSU(3)3 . De tal manera que al actuar sobre
un elemento x ∈ R6,

(ω, l)x = ωx+ l =

6∑

i=1

[xi(ωei) + liei] (2.134)

donde ωei se puede obtener expĺıcitamente de la ecuación 2.132. Por lo visto en la sección pasada,
sabemos que la regla de multiplicación estaŕıa dada por

(ω, l)(ω′, l′) = (ωω′, ωl′ + l) (2.135)

El grupo espacial tiene 4 generadores: (θ, 0), (1, e1), (1, e3), (1, e5). Y los puntos fijos cumplen con la
condición de que xf ∈ R6 sea invariante antes la acción de elementos del grupo espacial con ω = θ

(θ, l)xf = θxf + l = xf (2.136)

Resolviendo esta ecuación, obtenemos que los puntos fijos están en perfecta correspondencia con
elementos de ΛSU(3)3

xf (l) = (1− θ)−1l, (2.137)

o dicho de otra manera, los puntos fijos sólo dependen de los elementos en la ret́ıcula. Ahora,
para definir de manera completa el orbifolio, que denotaremos por Ω = (6,Z3) = R6/S, debemos
demandar que los puntos x, x′ ∈ R6 son equivalentes si están relacionados bajo la acción del grupo
espacial S. A continuación presentamos la definición formal.

Definición 2.4.1. El orbifolio Ω(6,Z3) = R6/S es el espacio cociente construido a partir del
establecimiento de la equivalencia entre puntos x, x′ ∈ R6 si estos están relacionados entre śı por la
acción del grupo espacial S: x ∼ x′ si y sólo si existe un elemento (ω, l) ∈ S tales que x′ = (ω, l)x.

Un dominio fundamental para el orbifolio, proyectado hacia cada uno de los planos complejos,
se puede visualizar en la Figura 2.4. Las flechas indican identificación entre puntos en las fronteras,
donde la zona abierta de la frontera es cerrada por dicha identificación. Como el orbifolio es 6-
dimensional, tenemos en realidad 3 de estas almohadas de este estilo, asociadas a la proyección del
orbifolio en cada uno de los planos complejos.

Ahora recordemos el concepto de clase de equivalencia pero aplicado en el contexto del grupo
espacial S.
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Figura 2.4: Dominio fundamental del orbifolio Ω(6,Z3) proyectado en cada plano complejo. El

paralelogramo BACDB ilustra el orbifolio Z3 2-dimensional proyectado a uno de los planos complejos.
Aqúı tenemos que E = 0, A = 1, D = eiπ/3, F = A + D, B = F/3 y C = 2F/3. Los puntos que
se encuentran en la ĺınea punteada están identificados con puntos en la ĺınea sólida, cerrando el dominio
completamente.

Definición 2.4.2 (Clase de equivalencia). La clase de equivalencia asociada al elemento del
grupo espacial (ω, l) es el conjunto

{
(ω′, l′) · (ω, l) · (ω′, l′)−1|(ω′, l′) ∈ S

}
(2.138)

Este concepto es de fundamental importancia pues permite clasificar a los puntos fijos del orbifo-
lio, en el cual, la mayoŕıa de los puntos fijos son equivalentes. Sólo hay 27 puntos fijos inequivalentes
en el orbifolio Ω(6,Z3). Para poder argumentar esta afirmación, primero demostremos el siguiente
resultado.

Teorema 1. El orbifolio 6-dimensional Z3, Ω(6,Z3) = R6/S tiene 27 puntos fijos inequivalentes
que se pueden obtener con la ecuación 2.136 y usando los elementos de la ret́ıcula ΛSU(3)3 de la
forma:

l(n1, n3, n5) = n1e1 + n3e3 + n5e5, ni = 0,±1. (2.139)
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de tal manera que las clases de equivalencia podremos denotarlas como

{(θ, l(n1, n3, n5) +
∑

i=1,3,5

mivi)|mi ∈ Z}ni=0,±1 (2.140)

Demostración. Sean θ ∈ Z3 y l0 ∈ Λ, describamos la clase de equivalencia correspondiente al
elemento (θ, l0) ∈ S de nuestro grupo de espacio. De acuerdo a la regla del producto de los elementos
del grupo de espacio 2.134, podemos determinar fácilmente que:

(ω, l)−1 = (ω−1,−ω−1l), ∀(ω, l) ∈ S (2.141)

Por lo que ∀(ω, l) ∈ S podemos calcular que

(ω, l)(θ, l0)(ω, l)
−1 = (ω, l)(θ, l0)(ω

−1,−ω−1l)

= (ω, l)(θω−1,−θω−1l + l0)

= (ωθω−1,−ωθω−1l + ωl0 + l)

= (θ,−θl+ ωl0 + l)

= (θ, (1− θ)l + ωl0),

(2.142)

donde el cuarto paso se debe a que el grupo Z3 es abeliano. Ahora analicemos el término (1− θ)l.
En general, podemos expandir l como combinación lineal de los vectores base definidos en 2.132,
de tal forma que

l ≡
6∑

i=1

liei ⇒ (1− θ)l =

6∑

i=1

li(1− θ)ei =

6∑

i=1

livi,

donde vi ≡ (1− θ)ei = ei − ei+1, vi+1 ≡ (1− θ)ei = ei + 2ei+1, i = 1, 3, 5.

(2.143)

Con esta expresión tenemos que en general:

(ω, l)(θ, l0)(ω, l)
−1 = (θ, l0 +

6∑

i=1

livi), li ∈ Z (2.144)

Esto nos permite concluir, por tanto, que la clase de equivalencia de (θ, l0) está dada por

{(θ, l0 +
6∑

i=1

mivi)}mi∈Z (2.145)

Ahora demostremos que existen 27 conjuntos inequivalentes de este estilo, de tal manera que

{(θ, l(n1, n3, n5) +
∑

i=1,3,5

mivi)|mi ∈ Z}ni=0,±1 (2.146)
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con
l(n1, n3, n5) = n1e1 + n3e3 + n5e5, ni = 0,±1. (2.147)

Sea k ∈ Λ arbitrario, de tal forma que k =
∑6

i=1m
ivi. Deseamos que el vector arbitrario k pueda

ser expresado en términos de l(n1, n3, n5), se propone el ansatz

k = l(n1, n3, n5) +

6∑

i=1

mivi =
∑

i=1,3,5

[niei +mi(ei − ei+1) +mi+1(ei + 2ei+1)]. (2.148)

Con este ansatz tendremos las siguientes constricciones para (i=1,3,5):

3mi+1 = ki + ki+1 − ni

mi = ki − ni −mi+1.
(2.149)

Estas ecuaciones se cumplen sólo si ni = 0,±1 en 2.148. Entonces, siempre y cuando se cumplan
las condiciones de la ecuación 2.149 podemos asegurar que k se puede escribir en términos de
l(n1, n3, n5).

Sea (θ, k) ∈ S, ya sabemos que entonces su clase de equivalencia correspondiente está dada por

{(θ, k +
6∑

i=1

mivi)}mi∈Z. (2.150)

Por lo visto en la ecuación 2.148, tenemos por tanto que su clase de equivalencia es equivalente
entonces a

{(θ, l(n1, n3, n5)−
6∑

i=1

mivi)}mi∈Z = {(θ, l(n1, n3, n5) +
6∑

i=1

mivi)}mi∈Z, (2.151)

y como (θ, k) era arbitrario, entonces todas las clases de equivalencia en S se pueden escribir como
en la ecuación anterior. Esto quiere decir que cada clase de equivalencia está caracterizada por un
l(n1, n3, n5) que llamaremos ĺıder de la clase en cuestión. Demostremos que cada ĺıder pertenece a
clases distintas.

Supongamos que l(n1, n3, n5) y l(n
′
1, n

′
3, n

′
5) corresponden a la misma clase. Entonces l(n′1, n

′
3, n

′
5)

puede expresarse como en 2.148 y utilizando las constricciones 2.149 tenemos que (i = 1, 3, 5):

3mi+1 = ni0− ni, (2.152)

como ni y n
′
i sólo pueden tomar valores 0,±1, la única solución es quemi+1 = 0 y por tanto n′i = ni.

Por lo que podemos concluir que l(n′1, n
′
3, n

′
5) = l(n1, n3, n5). Podemos concluir entonces que cada

clase está caracterizada por un elemento de la forma l(n1, n3, n5) y como para cada ni tenemos tres
posibilidades entonces en total tenemos 27 ĺıderes l(n1, n3, n5) distintos y por tanto 27 clases de
equivalencia diferentes para S.
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Con el teorema que acabamos de demostrar ya podemos contar el número de puntos fijos
inequivalentes que tiene nuestro orbifolio. Sabemos que los puntos fijos son tales como se mostró
en la ecuación 2.137 y como los l ∈ Λ están en correspondencia uno a uno con los ĺıderes de las 27
clases de equivalencia, tenemos entonces que los puntos fijos tienen la forma

fn1,n2,n3 ≡ xf (l(n1, n2, n3)) = (1− θ)−1l(n1, n2, n3) (2.153)

que nos permite concluir lo que ya hab́ıamos afirmado sobre el número de puntos fijos inequivalentes.

Con esto terminamos de estudiar las caracteŕısticas puramente geométricas del orbifolio con
grupo de punto Z3. Ahora estudiemos sus implicaciones f́ısicas, principalmente las que tiene el
hecho de considerar invariancia modular.

27

Puntos fijose4

e3

e6

e5

e2

e1

T1 ∼ T2

Figura 2.5: Geometŕıa del orbifolio Z3 compactificado en una ret́ıcula SU(3)3. Los 27 puntos fijos surgen del
producto de los 3 planos que se aprecian.

Compactificaciones en el orbifolio Z3 invariantes modulares

Determinemos entonces las formas inequivalentes en las que podemos encajar al grupo de punto
V I . Primero escribimos a los vectores de traslación como

V = (V1, V2), (2.154)

donde V1 y V2 son las componentes de V trasladando en las ret́ıculas de E8 y E′
8, respectivamente.

Como ya vimos, las condiciones de homomorfismos constriñen a estos vectores como

3
∑

J

V J
1 = 0mod 2 (2.155)

y

3
∑

K

V K
2 = 0mod 2. (2.156)

Para el caso del orbifolio Z3, tenemos que el vector de torcedura está dado por

v =
1

3
(1, 1, 2), (2.157)
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aśı que la condición para invariancia modular (2.82) se escribe como

3(V 2
1 + V 2

2 ) = 0mod 2. (2.158)

Combinando las ecuaciones (2.155)-(2.157) requiere que

V 2
1 =

2

9
q1, V 2

2 =
2

9
q2, (2.159)

donde q1 y q2 son enteros.

Cualquier vector de traslación Vi, i = 1, 2 tiene una distancia a lo más 1 de cualquier punto en
la ret́ıcula E8, entonces sustrayendo de manera adecuada un vector en la ret́ıcula, siempre podemos
asegurar que

V 2
1 ≤ 1, V 2

2 ≤ 1. (2.160)

Aśı que salvo intercambios entre V1 y V2 las únicas posibilidades inequivalentes son

V 2
1 = V 2

2 = 0, (2.161)

V 2
1 =

2

3
, V 2

2 = 0, (2.162)

V 2
1 =

2

9
, V 2

2 =
4

9
, (2.163)

V 2
1 = V 2

2 =
2

3
(2.164)

y

V 2
1 =

8

9
, V 2

2 =
4

9
. (2.165)

Hay muchas opciones para las ĺıneas de Wilson aρ. Como en el caso de V , tenemos las condiciones
de homeomorfismos dadas por

2
∑

J∈E8

aJρ = 0mod 2 (2.166)

y

3
∑

K∈E′

8

aKρ = 0mod 2. (2.167)

De la misma forma, sustrayendo un vector de la ret́ıcula, podemos asegurar que

∑

J∈E8

(aJρ )
2 ≤ 1,

∑

K∈E′

8

(aKρ )2 ≤ 1. (2.168)

No todas las ĺıneas de Wilson que satisfacen (2.166)-(2.168) y las condiciones de invariancia modular

3a2ρ = 0mod 2 (2.169)
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y
3V · aρ = 0mod 2 (2.170)

son independientes. Si la acción del elemento generador del grupo de punto en los vectores base
para la ret́ıcula

θeρ =Mρσeσ, (2.171)

entonces
aρ =Mρσaσ + Λ, (2.172)

donde Λ es un vector en la ret́ıcula E8 × E′
8, indicando el hecho de que estos son caminos inequi-

valentes en el toro son equivalentes en el orbifolio.

2.5. Orbifolio Z6

Ya hemos visto la construcción expĺıcita del orbifolio con grupo de punto Z3, que es el que tienes las
propiedades más sencillas de entre todos los orbifolios abelianos. En este trabajo nos concentraremos
en el orbifolio con grupo de punto Z6 y vale la pena describirlo a fondo como sigue. Este orbifolio ya
ha sido explorado anteriormente en [24, 22] y además se ha presentado un mecanismo para encajar
el grupo del modelo estándar en el grupo de norma de la teoŕıa con este orbifolio en [25]. Entonces
la construcción de este orbifolio es para obtener una teoŕıa 4-dimensional, por lo que 6 dimensiones
de la teoŕıa 10D heterótica de cuerdas son compactificadas en un orbifolio. En nuestro caso, esto
es un orbifolio Z6 que se obtiene modificando un toro 6-dimensional junto con un toro de norma
16-dimensional por medio de una torsión dada por Z6,

O = T 6 ⊗ TE8×E′

8
/Z6 (2.173)

En las coordenadas complejas del toro 6-dimensional, zα, α = 1, 2, 3, el grupo Z6 actúa como

zα → e2πiv
α
k zα. (2.174)

Aqúı 6 · vk tiene componentes enteras. Las coordenadas compactas de cuerdas son descritas por
las variables complejas que hab́ıamos definido la sección pasada. El grupo Z6 actúa sobre estas
coordenadas como

Zα(τ + σ + π) = e2πikv
α
kZα(τ + σ), k = 0, 1, ..., 5, (2.175)

Ψα
R(τ − σ − π) = Ψα

R(τ − σ)− πkvαk , XI(τ + σ + π) = XI(τ + σ) + πkV I
k , (2.176)

donde 6 · V I es un vector que vive en la ret́ıcula E8 × E8. Los vectores base ek son tomados como
ráıces simples de un álgebra de Lie, cuya elección está constriñida por la simetŕıa de la ret́ıcula.
En nuestro caso, la ret́ıcula debe tener una simetŕıa Z6 y permitir la existencia de 3 vectores de
traslación independientes Vk (o dos ĺıneas de Wilson de orden 2). Esto deja dos posibilidades para
la ret́ıcula:

G2 × SU(3) × SO(4) ó SU(3)× SU(3)× SO(4). (2.177)
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En la tabla 2.1 vimos hay dos generadores del grupo de punto Z6,

θ = exp
[
2πi(v1M

34 + v2M
56 + v3M

78)
]
, (2.178)

con (v1, v2, v3) parámetros de rotación o vector de torsión. Tenemos dos elecciones para dichos
parámetros

vk =
1

6
(1, 1,−2), vk =

1

6
(1, 2,−3), (2.179)

donde la segunda elección corresponde al llamado grupo de punto Z6-II, que es el grupo en el cual
concentraremos nuestro trabajo. Discutamos con detalle la estructura de sus puntos fijos para el
primer sector torcido, la cual está detallada en la figura 2.6. Consideremos que el orbifolio Z6-II
tiene como ret́ıcula a

ΛZ6−II = G2 × SU(3)× SO(4), (2.180)

que es una ret́ıcula factorizable. Una ventaja de que dicha ret́ıcula sea factorizable es el hecho de
que podemos encontrar los puntos fijos de manera independiente para cada uno de los factores
sin ninguna pérdida de información, y después ponerlos juntos para encontrar la estructura de
puntos fijos completa [22]. El grupo de punto Z6-II es generado por θ como en (2.178), el cual
actúa simultáneamente como una rotación por 2π/6 en el plano G2, una rotación por 2π/3 en el
plano SU(3) y una reflexión por el origen en la subret́ıcula SO(4) y con el segundo conjunto de
parámetros que presentamos en la ecuación (2.179).

Para este grupo, tenemos un total de cinco sectores torcidos, correspondientes a diferentes
potencias de θ. Por el teorema de puntos fijos de Lefschetz [22], el cual proporciona el número
de puntos fijos para una ret́ıcula factorizable correspondiente al primer sector torcido (que śı es
nuestro caso), concluimos que tenemos un total de 12 puntos fijos. Para localizarlos por completo
en el espacio compacto (o dominio fundamental) debemos utilizar la relación para puntos fijos

Zf = gfZf = θZf + nαeα ⇔ (1− θ)Zf ∈ Λ. (2.181)

Los elementos constructores correspondientes a los puntos fijos están dados por

gθf ∈ {(θ, n5e5 + n6e6), (θ, e3 + n5e5 + n6e6), (θ, e3 + e4 + n5e5 + n6e6}, (2.182)

con n5, n6 = 0, 1. Para el siguiente sector torcido, es decir, θ2, tenemos que el vector de torcimiento
corresponde a 2v = (1/3, 2/3,−1). Esto implica que todos los puntos de la subret́ıcula SO(4)
se mantienen invariantes. Aśı, la acción de θ2 en el espacio compacto introduce un toro fijo. El
teorema de Lefshetz no puede ser aplicado en el segundo sector torcido. Sin embargo, sabemos de
la construcción del orbifolio Z3, que una rotación de 2× 2π/3 en la subret́ıcula SU(3), se tienen 3
puntos fijos. Más aún, hay sólo dos puntos fijos inequivalentes en la subret́ıcula G2. Conjuntando
todo, entonctramos entonces que hay 2 × 3 toros fijos en el segundo sector torcido. Los elementos
constructores de este sector son

gθ
2

f ∈ {(θ2, 0), (θ2, e1), (θ2, e4), (θ2, e1 + e4), (θ
2, e3 + e4), (θ

2, e1 + e3 + e4)}. (2.183)
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En el tercer sector torcido, la acción del grupo de punto, descrita por 3v = (1/2, 1,−3/2), deja
invariante a la subret́ıcula SU(3), aśı que también obtenemos un toro fijo en este caso. Utilizando
(2.181) podemos corroborar que existen 5 puntos invariantes bajo θ3 en cada una de las dos su-
bret́ıculas restantes. Sin embargo, los puntos fuera del origen en la subret́ıcula G2 son equivalentes.
Denotemos a los elementos de grupo de espacio asociados como g1 = (θ3, e1), g2 = (θ3, e1 + e2) y
g3 = (θ3, e2). Se puede verificar que

g1 ≃ (θ, e1)g1(θ, e1)
−1 = g2 y g2 ≃ (θ, 2e1 − e2)g2(θ, 2e1 + e2)

−1 = g3, (2.184)

concluyendo que los tres elementos pertenecen a la misma clase de equivalencia. Aśı, tenemos
entonces un total de 2× 4 toros fijos, descritos por los siguientes elementos constructores

gθ
3

f ∈ {(θ3, n5e5 + n6e6), (θ
3, e2 + n5e5 + n6e6)} (2.185)

con n5, n6 = 0, 1. El cuarto y quinto sector torcido poseen la misma estructura que el segundo y
primer sector, respectivamente. Aśı que es suficiente con estudiar los tres sectores torcidos ilustrados
en la Figura 2.6.

Como ya mencionamos anteriormente, la compactificación en orbifolios permite romper al grupo
de norma reduciendo el rango del mismo a través de la inclusión de Ĺıneas de Wilson para dejar
invariante un subgrupo del grupo de norma original. En [26] se construye una compactificación de la
cuerda heterótica en un orbifolio T 6/Z6 conduciendo al espectro del Modelo Estándar con estados
de materia vectoriales adicionales. En ese trabajo se proporciona la manera en que se puede obtener
el grupo del modelo estándar a partir de la intersección de tres subgrupos SO(10) de E8. También
cuentan procesos de ruptura a partir de los cuales se obtienen Teoŕıas de Gran Unificación (GUTs,
por sus siglas en inglés) intermedias. Una GUT constituye una suposición en la cual la naturaleza
cuenta con más simetŕıa que la del Modelo Estándar pero que se reduce a la del mismo a bajas
enerǵıas. Las simetŕıas y el contenido de part́ıculas del SM apunta a las GUTs como el siguiente
paso en la unificación de todas las fuerzas. Los quarks derechos e izquierdos y los leptones pueden
ser agrupados en tres multipletes de SU(5), 10 = (qL, u

c
R, e

c
R), 5̄ = (dcR, lL) y 1 = νcR. Todos los

quarks y leptones de una generación pueden ser unificados en un solo multiplete del grupo GUT
SO(10),

16 = 10+ 5̄+ 1. (2.186)

El grupo SO(10) contiene como subgrupos al grupo de Pati-Salam, GPS = SU(4)×SU(2)×SU(2)
y al grupo Georgi-Glashow SU(5). Es una propiedad remarcable que los campos de materia del
Modelo Estándar forman multipletes completos de SO(10) mientras que los campos de norma y
el Higgs son multipletes divididos. Necesitan ser combinados con otros multipletes divididos, que
no están presentes en el modelo estándar, para obtener una teoŕıa unificada completa. También es
sabido que grupos excepcionales juegan un rol excepcional en gran unificación, y el embebimiento

SO(10) ⊂ E6 ⊂ E8 (2.187)
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Figura 2.6: La geometŕıa del orbifolio Z6-II compactificado en una ret́ıcula G2×SU(3)×SO(4). Puntos fijos
en el primer sector torcido para el orbifolio Z6. En total, identificamos 12 puntos fijos para el primer sector
torcido. [22]

aparece, en particular, en las compactificaciones de la cuerda heterótica. En [26] se estudia el
esquema a través del cual con orbifolios con torcimiento ZN permite la ruptura de E8 al Modelo
Estándar con las GUTs intermedias E6 y SO(10).

Volviendo al contexto del orbifolio Z6-II, [26] también hace un análisis de rompimiento de
simetŕıa de norma hasta llegar al modelo estándar con materia vectorial adicional, utilizando la
ret́ıcula G2 ×SU(3)×SO(4). También en [27] hacen un análisis de la compactificación Z6-II y con
la misma ret́ıcula para obtener modelos con el grupo de norma Pati-Salam 4D. El orbifolio Z6 es
equivalente a un orbifolio Z2 × Z3, donde los dos vectores de torcedura son v2 = 3vk = 1

2(1, 2,−3)
y v3 = 2vk = 1

3(1, 2,−3). En esta geometŕıa hay, a lo más, 3 ĺıneas de Wilson consistentes [28],
una de grado 3 (W3), a lo largo de la subret́ıcula SU(3), y dos de orden 2 (W2,W

′
2) a lo largo de

la subret́ıcula SO(4). Recordemos que las ĺıneas de Wilson son encajes de los 6 generadores de la
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ret́ıcula en cuestión eα, entonces uno podŕıa pensar que como consecuencia habŕıa seis ĺıneas de
Wilson aα. Sin embargo, no todas las direcciones eα son independientes en el orbifolio. Como en el
caso de la subret́ıcula SU(3) de la Figura 2.6. En dicha ret́ıcula tenemos que el grupo Z6-II actúa
como una rotación 2π/3, por lo que

e3 → e4 ⇒ a3 → a4, (2.188)

por tanto, cuando hablamos de la ĺınea de Wilson W3 nos referimos a que W3 = a3 = a4. Esta
convención para las ĺıneas de Wilson es la que utilizaremos más adelante. Dicha configuración la
podemos apreciar en la Figura 2.7.

Figura 2.7: Puntos fijos y planos invariantes (con rayas) bajo el torcimiento Z6 y los subtorcimientos Z3 y
Z2 describiendo la localización de los diferentes sectores torcidos. [26]



Caṕıtulo 3

Machine Learning y el autoencoder

En la actualidad, muchas disciplinas cient́ıficas utilizan grandes cantidades de datos para poder
obtener la caracterización de un fenómeno u obtener regularidades en sistemas complicados. Tal
es el caso de sistemas complejos, que estudia sistemas conformados por una gran cantidad de
unidades que interaccionan entre śı. Ahora bien, aunque ya se cuente con equipos de cómputo muy
poderosos en la actualidad, muchas veces no son suficientes para procesar la enorme cantidad de
datos con los que se posee para estudiar un problema espećıfico. Esos conjuntos enormes de datos
son tales que implicaŕıan una enorme carga computacional y tiempos que podŕıan no ser prácticos.
La ciencia de datos tiene como objetivo extraer caracteŕısticas o información colectiva de dichos
conjuntos, reduciendo aśı las exigencias de procesamiento. Uno de los métodos de la ciencia de datos
para extraer esa información o caracteŕısticas es por medio del aprendizaje automático (machine
learning, en inglés) y cuyos fundamentos serán discutidos en este caṕıtulo para aśı, posteriormente,
aterrizarlo en una aplicación a nuestros intereses en teoŕıa de cuerdas.

3.1. Fundamentos de machine learning

Esta sección se basa fundamentalmente en [29]. Como ya mencionamos, machine learning es una
rama de la ciencia de datos y es un método de análisis de datos que automatiza la construcción
de modelos anaĺıticos. Es decir, el método tiene como objetivo desarrollar técnicas que permitan
que un sistema aprenda por śı mismo a identificar de forma automática y sin intervención humana
completa o parcial, patrones, tendencias, caracteŕısticas o regularidades colectivas de un conjunto
de datos. Machine learning utiliza heuŕıstica y aproximaciones para aśı llevar a cabo tareas cuyas
soluciones exactas seŕıan muy tardadas. Se distinguen al menos tres ramas de machine learning, las
cuales están esquematizadas en la figura 3.1. Las tres ramas son:

Machine Learning no supervisado: Esta rama, como indica su nombre, consiste en la

74



3.1. FUNDAMENTOS DE MACHINE LEARNING 75

extracción de información de un conjunto de datos determinado sin intervención humana. Se
pide a la máquina que por śı misma identifique caracteŕısticas o información colectiva sin
saber qué busca exactamente. Este tipo de machine learning es usado frecuentemente para
identificar clústers para un conjunto de datos.

Machine Learning supervisado: Esta rama se refiere a entrenamientos de máquina de tal
manera que ésta recibe un conjunto de datos, cuyos resultados son ya conocidos, aśı que la
máquina aprende de esa entrada y salida conocidas para que al recibir un nuevo conjunto
del cual no se conoce su resultado, la máquina lo prediga con cierta precisión. Este tipo de
aprendizaje se aplica, por ejemplo, para regresiones o clasificaciones. Para el caso de clasifi-
caciones, al algoritmo se le enseña por medio de ejemplos con datos de entrada de la misma
clase. En regresiones, al algoritmo se le enseña por medio de datos que consisten en entradas
y sus correspondientes salidas producidas por medio de alguna función o correspondencia. El
algoritmo aprende ajustando parámetros internos para aśı saber qué resultados se le asignan
a una entrada determinada.

Aprendizaje reforzado: En algunos casos, uno ya sabe lo que está buscando pero no sabe
cómo encontrarlo. Dicha tarea de búsqueda es hecha de maneras satisfactorias utilizando
aprendizaje reforzado. La idea es que al algoritmo no se le dice qué hacer exactamente, pero
śı recibe una retroalimentación basada en su rendimiento, para aśı motivar a que las acciones
que lleve a cabo sean las necesarias para llegar al resultado deseado.

datos

indexados

conjunto

de

entrenamiento

conjunto

validacion

conjunto
prueba

algoritmo

ML
clasificador

evaluacion

rendimiento

datos

no

indexados

algortimo

ML

deteccion

anomalia

estado

entrada

encontrar

siguiente

accion

recibir

premio/castigo
ajustar

comportamiento
realizar

accion

estado
terminal

a)ML supervisado b)ML no supervisado

c) Aprendizaje por refuerzo

Figura 3.1: Diagramas que ilustran las generalidades de los algoritmos que implementan ML supervisado y
no supervisado, también del aprendizaje reforzado.

La ciencia de datos no es muy nueva, de hecho, ha sido aplicada extensivamente en muchas



76 CAPÍTULO 3. MACHINE LEARNING Y EL AUTOENCODER

ramas cient́ıficas, tales como la bioloǵıa, qúımica, f́ısica de part́ıculas experimental y cosmoloǵıa.
También se ha aplicado en ciencias sociales, como redes sociales, juegos o coches que se manejan
solos. Sin embargo, no hab́ıa sido aplicado en la teoŕıa de cuerdas hasta junio de 2017, cuando
4 grupos publicaron de manera independiente trabajos aplicando machine learning a la teoŕıa de
cuerdas [2, 3, 4, 5]. Desde entonces, muchas técnicas de machine learning y ciencia de datos han
sido aplicadas para:

acelerar el cómputo de datos de teoŕıa de cuerdas relacionados con geometŕıas algebraicas (o
tóricas),

identificar estructuras matemáticas en teoŕıa de cuerdas,

estudiar la geometŕıa del vaćıo de cuerdas,

encontrar nuevos vaćıos de cuerdas.

3.1.1. Capas comunes en redes neuronales

La estructura de las redes neuronales está inspirada en el cerebro humano que tiene múltiples
conexiones neuronales y que sabemos que interactúan entre śı con neuronas colindantes. Inspirados
en esos procesos, la información en las redes neuronales (RNs) es procesada a través de capas
conectadas entre śı, produciendo una capa saliente (resultado) a partir de una capa entrante.

Cada capa consiste de un conjunto de nodos y las conexiones entre los nodos de todas las capas
son modeladas por medio de transformaciones lineales, es decir, multiplicación de matrices. Cuando
la entrada o señal llega a un nodo, el nodo es activado o no (dependiendo del objetivo que tenga
la RN y del conjunto de datos), es decir, una función de activación es aplicada a la señal o no.
Después de eso, la señal activada es transformada por valores numéricos llamados pesos asociados
a una transformación lineal y que configuran los valores en los nodos que configuran la siguiente
capa. Esta es la arquitectura básica de las RNs.

A continuación se presenta un ejemplo de RN cuyo objetivo es el de aproximar una función
escalar en dos variables. Si deseamos aproximar la función f : R2 → R, podemos proceder generando
una colección de datos que representen puntos en dos dimensiones, de la forma (x1, x2). La función
escalar tiene como entrada puntos de este estilo y regresa un número real. El procedimiento para
construir una red neuronal que entrene a la máquina para aproximar a la función f seŕıa el siguiente
(la configuración de la RN no tiene que ser la que se presenta, puede modificarse de tal manera que
la aproximación de esta función sea lo mejor posible):

Una primera capa que esté conformada por dos nodos y donde cada uno de ellos represente
a uno de los números reales que conforman al vector (x1, x2),
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Una segunda capa (la primera capa oculta), que consistiŕıa de 5 nodos y que están conectados
con la primera capa por medio de la multiplicación de una matriz de 5× 2, w(1), y la adición
de un vector constante b(1). Posteriormente aplicamos la función de activación a cada nodo
de la segunda capa. La función de activación a(·) tiene varias opciones, pero es una función
del estilo a : R → R; más adelante veremos opciones para esta función de activación.

Una tercera capa, que de nuevo será una capa oculta, pero ahora contará con 3 nodos y la
misma función de activación. La conexión de estos nodos con la segunda capa es por medio
de una multiplicación de matriz de 3× 5, w(2) y un vector constante b(2).

La cuarta capa seŕıa la capa de salida, el resultado que nos interesa obtener a partir de la
capa de entrada (la primera). Consiste de un solo nodo cuyo valor representa la salida ŷ de
la red neuronal. Está conectado con la anterior capa por medio de una matriz de 1× 3, w(3)

y la adición de un vector b(3). También tiene la misma función de activación que en las capas
anteriores.

La arquitectura de la red neuronal anterior está ilustrada en la parte izquierda de la Figura 3.2.
Las entradas de las matrices w(i) y de los vectores b(i) corresponden a parámetros de la red, que
colectivamente se denotan por θ. Los valores de los parámetros vaŕıan durante el entrenamiento
pero una vez terminado dicho proceso, éstos son fijos. Para entrenar a la red, se procede a que
inicialmente se asignan valores aleatorios a θ y se hacen varias iteraciones de la red, de tal manera
que se van obteniendo varios pares ((x1, x2), y) que son justamente los valores de los nodos en las
capas de entrada y salida. Durante las iteraciones se van ajustando los parámetros θ de al manera
que las salidas ŷ = hθ(x1, x2), donde hθ es la función aplicada por toda la RN, aproxima el número
de salida lo mejor posible. Durante la evolución del entrenamiento (a lo largo de las iteraciones),
el error se va reduciendo como apreciamos en la parte derecha de la Figura 3.2. El error se refiere
a la diferencia entre el valor obtenido y el valor deseado, éste se puede calcular por medio de las
llamadas funciones de pérdida (MSE o MAE, por ejemplo, ver subsección de Funciones de pérdida).
Más adelante describiremos el proceso de entrenamiento y las opciones disponibles para la funciones
de pérdida.

3.1.2. Redes neuronales prealimentadas, capas completamente conectadas

Las redes neuronales prealimentadas son la implementación más sencilla de RNs y probablemente
las más comunes. Este tipo de redes consiste en un conjunto de capas, una tras otra y en orden. Cada
capa consiste de un conjunto de nodos, cuyo número puede variar conforme se avanza por capas.
En el caso de este tipo de redes, como su nombre lo indica, tenemos una dirección y la información
pasa desde la capa de entrada pasando por varias capas intermedias, capas ocultas hasta las
capas de salida. En la Figura 3.3 podemos ver un diagrama que ilustra las caracteŕısticas de este
tipo de redes. El nombre de capas ocultas se deriva del hecho de que estas capas sólo son útiles
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Error de entrenamiento de RN

Figura 3.2: Del lado izquierdo se muestra la arquitectura de un ejemplo de RN. A la izquierda podemos
apreciar cómo va decreciendo el error de entrenamiento de la RN a lo largo de las iteraciones.

durante el entrenamiento y no se aprecian en el resultado final. Cuando tenemos una gran cantidad
de capas ocultas, decimos que tenemos una red neuronal profunda, mientras que si tenemos una
gran cantidad de nodos, decimos que se trata de una red neuronal amplia. Como ya se mencionó,
la conexión entre capas se lleva a cabo por medio de transformaciones lineales, las cuales son
modeladas por medio de la multiplicación de matrices y la adición de un vector. Sea l(i) la salida

de la capa i-ésima y denotemos por ni el número de nodos de dicha capa. Aśı que el valor z
(i)
µ del

µ-ésimo nodo de la i-ésima capa se obtiene después de la multiplicación matricial

z(i)µ =

ni−1∑

ν=1

w(i)
µν l

(i−1)
ν + b(i)µ , para µ = 1, 2, ..., ni. (3.1)

Los ı́ndices latinos se aplicarán para indicar elementos de un conjunto y los ı́ndices griegos indexan

componentes de vectores o matrices. Las entradas w
(i)
µν , de las matrices w(i) de ni × ni−1 entradas,

se les llama pesos y el vector b(i) se le llama bias. Aún falta aplicar a cada nodo de cada capa

la acción de una función de activación de la forma a(z). Con esto en mente, el resultado l
(i)
µ de

µ-ésimo nodo de la i-ésima capa es

l(i)µ = a(i)(z(i)µ ), (3.2)
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Capa de Entrada Capas Ocultas Capa de Salida

Figura 3.3: Arquitectura genérica de una red neuronal prealimentada. El cuadro izquierdo encierra la capa
de entrada, el de en medio a las capas ocultas y el de la derecha encierra a la capa de salida que proporciona
el resultado deseado y que se espera la máquina aprenda a predecir dada la capa de entrada.

dejando en claro que la función de activación es la misma para todos los nodos en la capa. Ahora
denotaremos a la entrada de la red neuronal como x y la salida de la misma como ŷ. En general,
nuestra RN tendrá s+1 capas y comenzaremos contando desde cero, de tal manera que la capa de
entrada está indexada por i = 0 y la capa de salida por i = s. Por la notación que tomamos en la
en (3.2) para la capa i-ésima, tenemos entonces que x = l(0) y ŷ = l(s) = hθ(x), donde ya hab́ıamos
visto que hθ es la acción completa de la RN sobre x y que aproxima lo mejor posible a la salida
ŷ con ayuda de los parámetros θ. De la misma forma, denotaremos la función de activación de la
capa i-ésima por a(i) como en (3.2). Entonces, el mapeo de la RN hθ tendŕıa una acción neta sobre
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vectores de entrada Rn0 y los mapea a vectores de salida que viven en Rns ,

hθ : R
n0 → Rns , (3.3)

l(s)µs
= hθ(x)

= a(s)





ns−1∑

µs−1=1

w(s)
µsµs−1

a(s−1)



...a(1)





n0∑

µ0=1

w(1)
µ1µ0

l(0)µ0
+ b(1)µ1



 ...



+ b(s)µs



 .
(3.4)

Generalmente, en ML, las entradas del vector de entrada son llamadas caracteŕısticas y el espacio
vectorial correspondiente Rn0 es llamado espacio de caracteŕısticas.

3.1.3. Funciones de activación

Las funciones de activación suelen ser funciones no lineales de los nodos, y se procura que sean
funciones unarias. Las funciones unarias son aquellas que son aplicadas a la señal o salida de

cada nodo µ de l
(i)
µ de manera separada. La elección de las funciones de activación depende de los

objetivos de la RN, ya sea para hacer regresiones o clasificaciones, aśı como de la naturaleza de las
caracteŕısticas de entrada. Algunas de las funciones de activación unarias más populares son

Identidad: a : R → R, tal que
a(x) = x. (3.5)

Estrictamente hablando, esta no es una función de activación. Además, carece de la intro-
ducción de no linealidad y provoca que la capa colapse con la siguiente; esto quiere decir
que si tenemos una función de activación lineal a(i) = id en la i-ésima capa, entonces los dos
productos de matrices que mapean desde la capa i− 1 a i y desde la capa i a la i+ 1, puede
ser escrita como un solo mapeo removiendo la capa i de la RN.

z(i+1)
µ =

ni∑

ν=1

w(i+1)
µν l(i)ν + b(i+1)

µ =

ni∑

ν=1

w(i+1)
µν a(i)(z(i)ν ) + b(i+1)

µ

=

ni∑

ν=1

ni−1∑

ρ=1

w(i+1)
µν (w(i)

νρz
(i−1)
ρ + b(i)ν ) + b(i+1)

µ

=

ni∑

ν=1

ni−1∑

ρ=1

(w(i+1)
µν w(i)

νρ )z
(i−1)
ρ + (w(i+1)

µν b(i)ν + b(i+1)
µ ).

(3.6)

Sigmoide loǵıstica: a : R → R, tal que

a(x) =
1

1 + e−x
. (3.7)
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Esta función tiene amplias aplicaciones en la dinámica de poblaciones y está relacionada
con los impulsos eléctricos de las neuronas ya sea para transmitir o recibir una señal. La
sigmoide loǵıstica también se puede utilizar en aplicaciones de ajustes con el método llamado
máxima verosimilitud. Una gran ventaja de esta función es que su derivada puede expresarse
en términos de śı misma, es decir,

a′(x) = a(x)(1 − a(x)). (3.8)

Más adelante hablaremos del proceso de entrenamiento con redes neuronales, y se verá que
durante el procedimiento se necesita la razón de cambio de las funciones de activación uti-
lizadas en cada una de las capas. El hecho de que la derivada de la sigmoide loǵıstica esté
expresada en términos de śı misma permite que el proceso de entrenamiento sea más rápido.
Una desventaja de la sigmoide loǵıstica es que podŕıa llegar a atascarse durante el entre-
namiento. Ya que esta función mapea valores negativos a valores cercanos a cero, tanto la
función de activación como su gradiente se aproximan a cero. Como consecuencia, los nodos
siguientes podŕıan no ser activados. Más aún, la actualización de los parámetros durante el
entrenamiento, que son proporcionales a las derivadas, podŕıa ser muy pequeña también en
ese escenario, lo que hace muy complicado que la RN abandone una región inviable en el es-
pacio paramétrico. Para evitar este comportamiento seŕıa conveniente tener inicialmente una
idea de los valores para los pesos w(i) de tal manera que la función de activación no reciba
nodos con valores negativos.

Función hiperbólica Tanh: a : R → (−1, 1), tal que

a(x) = tanh(x). (3.9)

La forma de la gráfica de esta función es similar a la sigmoide loǵıstica, pero mapea a todos
los reales al intervalo (−1, 1). Como en el caso de la sigmoide loǵıstica, la derivada de esta
función puede ser expresada en términos de śı misma, tal que

a′(x) = (1− a(x)2), (3.10)

que como en el caso anterior, hace que el entrenamiento sea un proceso más rápido. A diferen-
cia del caso anterior, esta función tiene menos tendencia a atascar el proceso de entrenamiento
de las RN, pues sólo una pequeña región alrededor del cero es mapeada a valores nulos y aśı
es poco probable que los nodos siguientes no sean activados.

Función rectificadora ReLU: a : R → R, tal que

a(x) =







x si x ≥ 0

−cx si x < 0.
(3.11)
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Si, en esta ecuación tenemos el caso que c = 0 tenemos la función de activación más sencilla,
su derivada es simplemente una constante, aunque no es derivable en x = 0. Tenemos entonces
que si c = 0

a′(x) =







1 si x > 0

0 si x < 0.
(3.12)

La derivada es constante para valores positivos y durante el entrenamiento el valor de la misma
nunca baja mientras nos acercamos a los valores de ajuste para los parámetros. Esta función,
al igual que el caso de la sigmoide loǵıstica, su nulidad en los valores x < 0 puede provocar
un atascamiento en el proceso de entrenamiento. Para combatir este problema, muchas veces
se opta por fijar a la constante c en valores muy pequeños, de tal manera que no se anule su
valor para x negativas.

Función softmax: a : Rni → (0, 1], tal que

a(xµ) =
exµ

∑ni
ν=1 e

xν
. (3.13)

Estrictamente hablando, esta función no es unaria, pues no se aplica de manera independiente
a cada uno de los nodos, si no que depende también de los valores del resto de los nodos en la
capa para llevar a cabo una normalización, aśı asegurándose que la suma de todos los valores
obtenidos de la acción sobre cada nodo sume un total de uno. Este tipo de función permite
una interpretación probabiĺıstica en los valores de salida. Aśı que generalmente, esta función
de activación se aplica a la capa de salida para propósitos de clasificación. Si en el problema de
clasificación tenemos dos clases, decimos que tratamos con una clasificación binaria, pero
si tenemos más de dos clases el problema se llama clasificación de clases múltiples. Para
el caso de clasificación binaria suele recurrir a funciones como la sigmoide loǵıstica (donde
tenemos dos clases indexadas por 0 y 1) o la función hiperbólica Tanh (donde las clases están
indexadas por ±1. Como en el caso de las funciones anteriores, la derivada es muy simple,
pues puede expresarse en términos de śı misma,

∂xµa(xν) = a(xµ)(δµ,ν − a(xν)), (3.14)

lo cual también contribuye a que el entrenamiento sea más rápido. En la Figura 3.4 apreciamos
las 4 funciones que acabamos de explicar con sus respectivas derivadas.

Función Selu: a : R → R, tal que

a = λ







x si x > 0

αex − α si x ≤ 0.
(3.15)
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a) Identidad b) Sigmoide Logistica c) Tanh d) Rectificadora ReLU

Figura 3.4: Gráficas de 4 funciones de activación y sus respectivas derivadas. En azul tenemos las gráficas y
en dorado las gráficas de las correspondientes derivadas.

Por sus siglas en inglés scaled exponential linear units, es una función ampliamente utilizada en
el contexto de la redes neuronales auto normalizadas, que detallaremos un poco más adelante.
Sus ventajas y amplia utilización actual las explicaremos junto con el concepto de las redes
neuronales auto normalizadas, pues van de la mano para una mejor implementación y la vamos
mencionando aqúı. Esta será la función de activación que más utilizaremos en nuestras redes
neuronales para efectos de este trabajo. La gráfica de esta función y su respectiva derivada
se pueden apreciar en la Figura 3.7.

3.1.4. Entrenamiento y evaluación de redes neuronales

Recordemos que el conjunto de parámetros de las redes neuronales los denotamos por θ y es el
conjunto de todos los valores de los pesos y los biases, también pueden llegar a incluirse otros
parámetros. Para poder entrenar una red neuronal, primero debemos especificar lo que se quiere
obtener, es decir, qué salidas son las deseadas para determinadas entradas a la RN. Una vez de-
terminadas entradas y salidas se modifican los parámetros θ hasta que el resultado obtenido sea
razonablemente cercano al deseado. Se puede especificar un ejemplo en el contexto de ML super-
visado, donde a una RN se le da de entrada un conjunto de N vectores x, cada uno de ellos con
dimensión n0 y sus correspondientes salidas u objetivos vectores y ns-dimensionales. Durante el
entrenamiento, la red va variando los parámetros de tal forma que la salida ŷ = ls = hθ(x) se
acerque a los verdaderos valores deseados y. Este procedimiento se hace frecuentemente utilizando
gradiente descendente, que describiremos en unos momentos. La función de pérdida o de costo
L de la RN está dada como la desviación del valor de salida real y y el resultado obtenido por la
RN ŷ.

El proceso de entrenamiento requiere que se vaya reduciendo la función de pérdida, o bien,
optimizar una función no lineal en un espacio paramétrico con dimensión muy alta. Por ejemplo,
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al actualizar el valor de un solo peso w
(i+1)
µν cambiará el valor del nodo l

(i+1)
µ de la siguiente capa.

Adicionalmente, si tenemos una RN completamente conectada, entonces el cambio en ese peso
cambiará el valor de todos los nodos subsecuentes l(k) con k > i + 1 y por ende influenciará el
valor de todos los pesos subsecuentes. Es importante hacer notar que este proceso de optimización
es demasiado complicado debido al crecimiento exponencial del problema por la gran cantidad de
parámetros a tomar en cuenta.

Durante el entrenamiento en ML supervisado, la RN tiene un par entrada-salida. El objetivo
de entrenar a la RN es que eventualmente podamos proveerle información o datos para los cuales
la salida o resultados no sean conocidos, y los prediga en función de lo que aprendió. Para evaluar
qué tan bien se desempeña la RN en datos no conocidos por la misma, es importante reservar
una cantidad determinada de pares entrada-salida para evaluar a la RN entrenada y aśı hacer
una evaluación final de la eficacia de la RN. Para esto, los datos se dividen en dos conjuntos: el
conjunto de entrenamiento y el conjunto de prueba. El cómo se dividen los datos en estos dos
conjunto depende de la cantidad de información disponible, pero una división común es la siguiente
en porcentajes

entrenamiento : prueba = 90 : 10. (3.16)

A veces también se utiliza un conjunto de validación, con una división comúnmente tomada
como

entrenamiento : validación : prueba = 80 : 10 : 10. (3.17)

La idea de tener un conjunto de validación es para ir monitoreando el entrenamiento de la RN,
es decir, poder ir evaluando al modelo de ajuste de parámetros de la red de manera no sesgada.
La RN es entrenada con el conjunto de entrenamiento, que contiene la mayor parte de los datos,
evaluada durante el entrenamiento con la ayuda del conjunto de validación y evaluada finalmente
con el conjunto de prueba. La eficacia de la RN debe ser comparable tanto en el conjunto de
entrenamiento y el conjunto de validación, de lo contrario los parámetros o hiperparámetros de la
RN han sido tuneados sobreajustando dicha red. Esto quiere decir que la red aprendió bastante de
los datos de entrenamiento y lo hizo tan bien, que sólo logra reproducir esos datos y no conjuntos
externos ajenos al proceso.

Una vez que el entrenamiento y la evaluación son completados para la RN, ésta puede ser
utilizada para procesar datos nuevos. La RN puede ser entrenada con todos los datos que se tengan
a disposición. Como regla general, entre más datos sean utilizados durante el entrenamiento, mejor
será su eficacia. Sin embargo, en caso de hacer eso, como uno no puede evaluar su rendimiento,
entonces se debe tener cuidado de no subajustar o sobreajustar a la red.

El problema de sub o sobreajuste de un conjunto espećıfico para futuras predicciones es cono-
cido como el problema de sesgo-varianza en ML supervisado. Vale la pena utilizar un poco de
estad́ıstica, pues se está intentando hacer futuras predicciones basadas en datos previamente dispo-
nibles. En estad́ıstica, el sesgo es un estimador de la diferencia entre el valor esperado E[·], mientras
que la varianza es el valor esperado del cuadrado de las desviaciones desde el valor promedio. De-
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notando la función que estamos tratando de aprender a aproximar por f(x) y su aproximación
f̂(x), tenemos que

Sesgo[f̂(x)] = E[f̂(x)] − E[f(x)], Var[f̂(x)] = E[f̂(x)2]− E[f̂(x)]2, (3.18)

o en notación de Bra-Kets

Sesgo[f̂(x)] = 〈f̂(x)〉 − 〈f(x)〉, Var[f̂(x)] = 〈f̂(x)2〉 − 〈f̂(x)〉2. (3.19)

Con esto, podemos escribir el valor esperado del error para datos no vistos x como

〈(f(x)− f̂(x))2〉 =
(

Sesgo[f̂(x)]
)2

+Var[f̂(x)]. (3.20)

Aśı que para reducir el error necesitamos reducir el sesgo o incrementar la varianza. Modelos
sobreajustados tendrán un sesgo pequeño (predecirán los datos muy bien), pero una varianza muy
alta (oscilan mucho para poder interpolar entre los datos de entrenamiento). Modelos subajustados
no serán lo suficientemente complejos para modelar la función impĺıcita dentro de la red, aśı que el
sesgo será grande, pero tampoco fluctúan mucho de los datos, aśı que la varianza será pequeña. La
complejidad del modelo está relacionada con la arquitectura de la RN, es decir, el número de nodos
y capas que configuran a la red en cuestión. La Figura 3.5 ilustra estos conceptos en un diagrama.

Ahora hablemos del proceso de entrenamiento. Como ya se mencionó anteriormente, el objetivo
de ML es poder conocer caracteŕısticas de grandes cantidades de datos. Aśı que algunos métodos de
entrenamiento actualizan los valores de los pesos después de que todos los datos de entrenamiento
han sido vistos por la RN, pero otros métodos actualizan los valores de los pesos después de pasos
intermedios en los cuales sólo se analizan partes espećıficas del conjunto de entrenamiento total.
Los conceptos básicos del proceso de entrenamiento son los siguientes:

Una época se refiere a completar el procesamiento de todo el conjunto de entrenamiento
una vez, es decir, es una iteración sobre dicho conjunto. El número de épocas depende del
problema en cuestión, una sola época no es suficiente, en general. Después de cada época,
el conjunto de entrenamiento es revuelto aleatoriamente. En algunos casos es conveniente
ordenar el conjunto de ”fácil” a ”dif́ıcil”. Para identificar esa cualidad de ”dificultad” se debe
tener cierto conocimiento previo sobre la naturaleza del conjunto.

Un mini-batch o llamado a veces simplemente batch (en español podŕıamos llamarlo lote)
contiene un subconjunto del conjunto de entrenamiento. Al dividir el conjunto de entrena-
miento en lotes, el entrenamiento se hace más óptimo. Un lote es un ensamble de datos, el
cual se utiliza para calcular la función de pérdida en una iteración y a partir de dicho cálculo,
modificar los valores de los pesos. Entre más grande es el lote, más podremos capturar el
comportamiento de grupo. El tamaño de lote NB se fija dependiendo de los datos en cuestión
y de la cantidad de información con la que contemos y es la cardinalidad de los subconjuntos
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Figura 3.5: El error total al cuadrado en el conjunto de prueba no visto por la RN en relación con la varianza
y el sesgo del entrenamiento. Para evitar tener sobreajuste debemos evitar que el error total en el conjunto
del entrenamiento comience a crecer.

que dividen al de entrenamiento. También tenemos el número de lotes, que es el número de
subconjuntos por cual queremos dividir al conjunto de entrenamiento total. En concordancia
con el tamaño de lote, si queremos que éste último sea pequeño, entonces el número de batches
debe ser grande.

Una iteración es el acto de procesar un mini-batch. Entonces, denotando la cardinalidad de
todo el conjunto de entrenamiento por NT , el número de iteraciones en una época es NT /NB .

En resumen, para diferentes bases de datos, el número de épocas requerido es diferente. Sin embargo,
el tamaño de la época está relacionado con la diversificación del conjunto de datos. Entre más
diversificación se tenga, más grande debe ser la época. El llamado tamaño de lote es una parte de
los datos que es enviada a la RN para entrenarla a cada tiempo, y es el número de muestras de
entrenamiento en cada lote. Es crucial escoger un tamaño de lote adecuado para el entrenamiento
pues puede incrementar la eficacia del proceso de entrenamiento de la RN. La Figura 3.6 muestra
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un ejemplo de la convergencia de los hiperparámetros (asumiendo que son sólo dos) dependiendo
del tamaño de batch. [30]

Figura 3.6: Variación de los hiperparámetros para distintos valores del tamaño de batch. Para el caso azul,
todos los datos son enviados a un solo batch, y por tanto contiene a todas las muestras para el entrenamiento.
La verde es el método de entrenamiento por mini-batch, es decir, todos los datos son divididos en muchos
batches y cada uno contiene una pequeña parte del entrenamiento. La roja corresponde a entrenamiento
aleatorio, es decir, hay una sola muestra en cada batch. [31]

Podemos apreciar de la Figura 3.6 vemos que en azul se aprecia la variación de los parámetros de
la RN cuando todos los datos son utilizados para el entrenamiento, es decir, tenemos un solo lote y
el lote contiene a todas las muestras de entrenamiento. En verde apreciamos el caso de mini-batch (o
mini lote), es decir, todos los datos son divididos en varios lotes y cada lote contiene una pequeña
parte de las muestras de entrenamiento. En rojo se aprecia el entrenamiento aleatorio, es decir,
cuando tenemos una sola muestra de entrenamiento en cada lote. En los tres casos se vislumbra
la variación de los parámetros a lo largo de las épocas, y comforme avanza el entrenamiento, se
busca minimizar la función de error (o de pérdida) y que cuantifica la diferencia entre los resultados
deseados y obtenidos a partir de la RN (ver más adelante). Como ya se mencionó, el número de
lotes se interpreta como el número de iteraciones. Para poner un ejemplo sencillo, si tenemos 2000
datos, divididos en 4 lotes, entonces el tamaño de lote es 500. Corremos todos los datos para el
entrenamiento. Para completar una época, se requieren 4 iteraciones.
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3.1.5. Gradiente descendente

El método más empleado para el entrenamiento de RNs es el de gradiente descendente. Como
su nombre lo indica, el mı́nimo de la función de pérdida se busca y encuentra siguiendo la dirección
del decremento más pronunciado desde un punto espećıfico, es decir, a lo largo de ∇θJ , donde
J es la función de pérdida total. El gradiente descendente se detendrá una vez que un punto
cŕıtico sea alcanzado, ya que en ese punto el gradiente se anula. Un posible inconveniente es que
la complicada forma de la función de pérdida puede llegar a tener muchos puntos silla, y se puede
presentar el escenario en que el gradiente descendente alcance un punto cŕıtico de esta naturaleza.
Verificar la naturaleza del punto cŕıtico alcanzado implica el cálculo del Hessiano de la función de
pérdida en dicho punto, y como se trata de un determinante, la complejidad computacional puede
elevarse bastante.

El entrenamiento de RNs se compone de dos pasos conocidos como paso hacia adelante y
el paso hacia atrás también conocido propagación hacia atrás. Para la explicación de este
proceso, notemos que antes de empezar el entrenamiento, necesitamos iniciar la RN. Asumiremos
que la RN ha sido inicializada, acción que discutiremos un poco más adelante.

En el paso hacia adelante, la entrada x es representada en la capa de entrada l(0) de la RN.
Entonces los datos son propagados hacia adelante por medio de multiplicaciones de matrices, agre-
gando el bias y aplicando la función de activación ai, hasta que todos los valores l(i), i = 0, 1..., s
hayan sido calculados y guardados. En ML supervisado, tenemos un par entrada-salida (x, y), aśı
que podemos comparar qué tanto difiere la salida ŷ = l(s) para una determinada entrada x = l(0).
Esta diferencia J se calcula con la acción conjunta de una función de pérdida L más un término
consistente de un regularizador o decaimiento de los pesos r,

J(θ, x, y) = L(θ, x, y) + λr(θ). (3.21)

Más adelante discutiremos algunas de las opciones que tenemos para la función de pérdida. El
parámetro λ es llamado parámetro de decaimiento de los pesos. La elección para el valor
de λ depende del problema en cuestión, pero usualmente tiene un orden de valores λ ∼ O(10−3).
También existen múltiples elecciones para la función de decaimiento r(θ), siempre y cuando tengan
la propiedad de conducir a que los valores de los pesos sean pequeños, además estas funciones sólo
se encargan de regular la variación de los valores de los pesos y no del resto de los parámetros (tales
como los biases) de la RN. La inclusión de estas funciones ayudan a prevenir el sobreajuste de las
RNs.

En una iteración del gradiente descendente, los parámetros de la RN son actualizados. Si deno-
tamos por θ(i) a los parámetros de toda la i-ésima capa, la actualización de los mismos estará dada
por

θ(i)a → θ(i)a − α
∂J(θ, x, y)

∂θ
(i)
a

. (3.22)

El muy importante parámetro α se llama tasa de aprendizaje. Si α tiene un valor muy pequeño,
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a la RN le toma mucho tiempo converger (a los parámetros). Si α tiene un valor muy grande, podŕıa
ser que se pase de la localización del mı́nimo y ascender o descender hacia la dirección equivocada.
Algunos métodos también adaptan el valor de la tasa de aprendizaje durante el entrenamiento.

En el proceso de actualización de los parámetros, la desviación δ(s) entre la salida deseada y y
el valor real de la salida por la RN l(s) = hθ(x) se calcula y luego de propaga hacia atrás a través de
la red para obtener recursivamente las otras desviaciones δ(i) y las correspondientes actualizaciones
hacia θ(i) para las otras capas. En detalle, usamos los mapeos sucesivos capa a capa y con la regla
de la cadena podemos calcular que

∂J

∂θ
(i)
a

=
∂L(θ, x, y)

∂z(i+1)

∂z(i+1)

∂θ
(i)
a

+ λ
∂r(θ)

∂θ
(i)
a

. (3.23)

Recordemos que z es el vector obtenido después de aplicar el mapeo linear entre capas pero antes
de aplicar la función de activación. El segundo término y el segundo factor del primer término se
calculan fácilmente. El primer factor del primer término, que esencialmente son las derivadas de
la función de activación, proporcionan las desviaciones δ(i) de las otras capas ocultas. Estas son
utilizadas para propagar hacia atrás δ(s) a través de las capas intermedias hasta δ(0). Como ya se
mencionó anteriormente, existen múltiples elecciones para las funciones de activación, algunas de
las cuales tienen derivadas simples o proporcionales a śı mismas. Como la función de activación
ha sido evaluada y los valores han sido guardados durante el paso hacia adelante, el resultado
puede reutilizarse en el paso hacia atrás. Habiendo obtenido todas las desviaciones δ(i), podemos
finalmente calcular el gradiente ∇θJ y actualizar los valores de los parámetros.

3.1.6. Inicialización de parámetros

Para poder llevar a cabo los pasos hacia adelante/atrás, necesitamos inicializar los pesos. Una
opción muy simple es inicializarla con puros ceros, sin embargo, establecer a todos los pesos con
el mismo valor significa que todos los gradientes serán los mismos, lo que llevará a actualizaciones
de los valores para los parámetros a ser las mismas. Aśı que lo más conveniente es inicializar los
valores de los pesos con todos sus valores diferentes.

Dependiendo de la función de activación, también hay un problema de gradientes nulos o
gradientes divergentes. Por otro lado, pesos con valores grandes también pueden conducir a
grandes fluctuaciones de errores y por ende gradientes grandes, que son un problema para la con-
vergencia de los parámetros. La regularización de los pesos que mencionamos en 3.1.5 contrarrestan
estos efectos.

Una elección sencilla para la inicialización de los pesos es generando números aleatorios a partir
de una distribución normal (o Gaussiana) con centro en cero y una varianza unitaria, es decir,

θ ∼ N (0, 1), (3.24)
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debido a una falta de conocimiento previo de la verdadera forma en que se distribuyen los valores de
los parámetros. Alternativamente, uno puede generar los parámetros a partir de una distribución
uniforme,

θ(i+1) ∼ U
(

− 1√
ni
,

1√
ni

)

. (3.25)

Nótese que el intervalo se escoge respecto al número de nodos que tiene la capa anterior. Existen
otras distribuciones convenientes para la generación de los pesos.

Una técnica que hace más robusta a la RN respecto a la inicialización de parámetros y las
tasa de aprendizaje y utilizar normalización de batches. Esto significa que después de cada mini-
batch, la entrada es reescalada para que tenga promedio nulo y varianza unitaria. Los cambios
se realizan a lo largo de la RN completa por propagación hacia atrás. También actúa como un
regularizador y puede salvarnos de sobreentrenamiento de manera similar a como ocurre con la
regularización de pesos. Estas condiciones se desarrollan en el contexto de las llamadas redes
neuronales autonormalizadas [32].

Otra forma de lograr la normalización, es decir, tener desviación cero y varianza unitaria, es
utilizando la función SELU que ya referenciamos anteriormente. Una gran ventaja es que la función
es continua en x = 0. Recordemos que la función SELU está definida como

SELU(x) = λ







x si x > 0

αex − α si x ≤ 0.
(3.26)

con, α, λ > 0 usualmente. A diferencia de la sigmoide loǵıstica, la función SELU puede producir
tanto valores positivos como negativos, que es necesario para tener un promedio cero. Para cambiar
la varianza a la unidad, la función de activación necesita tener regiones que tengan pendiente
casi nula aśı como regiones con pendiente mayor que uno, entonces es necesario que λ > 1. Los
hiperparámetros α y λ necesitan ser ajustados para asegurar la propiedad de autonormalización.
Si los pesos son inicializados con una distribución con desviación cero y varianza unitaria, entonces
los parámetros más convenientes son

α ∼ 1.6733, λ ∼ 1.0507. (3.27)

En la Figura 3.7 podemos apreciar la gráfica de esta función con estos parámetros y su respectiva
derivada.

3.1.7. Funciones de pérdida

La elección de la función de pérdida, como era de esperarse, también depende de la aplicación de
la red neuronal. Presentamos aqúı algunas funciones de pérdida que son utilizadas frecuentemente
en regresiones.
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Figura 3.7: Gráfica de la función SELU (azul) y su respectiva derivada (dorado), para los valores α = 1.6733,
λ = 1.0507.

Funciones de error medio

Las funciones de error cuadrado medio, o por sus siglas en inglés, MSE son unas de las más
utilizadas. Las funciones de error cuadrado medio se utilizan usualmente cuando las salidas de las
RNs son valor numéricos (en lugar de interpretar la salida como probabilidades), siendo utilizadas
entonces, por ejemplo en regresiones. La pérdida MSE se calcula como

LMSE(y, ŷ) =
1

ns

ns∑

i=1

(yi − ŷi)
2. (3.28)

A veces, la función de error ráız cuadrada medio es utilizado en lugar la MSE. Por supuesto que
otras potencias también pueden utilizarse. Existe un problema al utilizar MSE junto con la función
de activación sigmoide loǵıstica. Supongamos el caso más sencillo en que en el que tenemos una
capa con un solo nodo y no vectores bias. En este caso θ = w y tenemos que el gradiente para la
función de pérdida LMSE respecto a θ es

∇θL
MSE(x, y) =

∂LMSE

∂w
=
∂[(y − σ(wx))2]

∂w
= −2x(y − σ(wx))σ′(wx). (3.29)

Recordemos que σ′(z) = σ(z)(1 − σ(z)), el término de la derivada es muy pequeño si el valor
absoluto de wx es muy grande. Entonces, incluso si la diferencia (y − σ(wx)) es muy grande, la
pérdida aún puede ser muy pequeña si el valor absoluto de wx es muy grande. Otras funciones de
activación que no sufren este problema junto con la función de pérdida MSE.

Una alternativa a MSE es la función de error ráız cuadrada medio (MAE), que se calcula
sumando el valor absoluto de la diferencia entre yi y ŷi,

LMAE(y, ŷ) =
1

ns

ns∑

i=1

|yi − ŷi|. (3.30)
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La diferencia entre MSE y MAE es que MAE es más eficiente con lo cálculos, pues la diferencia es
lineal en lugar de cuadrático. Sin embargo, el gradiente para MSE se puede calcular más fácilmente
que para MAE. Además, la función de pérdida MSE es más estable, en el sentido de que para
determinados cambios de yi − ŷi la función MSE cambia menos que MAE.

Otra posibilidad es tomar la función de error logaŕıtmica cuadrada, que por sus siglas en inglés
se le conoce como MSLE,

LMSLE(y, ŷ) =
1

ns

ns∑

i=1

(log(1 + yi)− log(1 + ŷi))
2. (3.31)

Para pequeños valores, MSE y MSLE son comparables. La desventaja es que MSLE no está defi-
nida para valores de ŷ o y más pequeños que −1. Finalmente, se tiene la función de error de
porcentaje absoluto, o por sus siglas en inglés MAPE, y que está definida como

LMAPE(y, ŷ) =
1

ns

ns∑

i=1

∣
∣
∣
∣

yi − ŷi
yi

∣
∣
∣
∣
· 100. (3.32)

Una desventaja clara es que esta función no está definida si algún valor de yi es nulo.

Funciones de error con norma Lp

En lugar de tomar el promedio, podemos también utilizar la distancia entre los dos vectores ŷ y y
en cualquier norma vectorial Lp, es decir,

Lp−NE(y, ŷ) = ||y − ŷ||p =

(
ns∑

i=1

(yi − ŷi)
p

) 1
p

. (3.33)

Para p = 1, esta es la norma valor absoluto, para p = 2 tenemos la distancia euclidiana, y para
p = ∞, esta norma sólo da la componente máxima del vector.

Funciones de pérdida de entroṕıa cruzada

Las funciones de pérdida de entroṕıa cruzada, CEL por sus siglas en inglés, son utilizadas cuando
la salida de las RNs son interpretadas como probabilidades como, por ejemplo, en tareas de clasi-
ficación. Para entender este tipo de funciones, debemos recordar de manera breve el concepto de
entroṕıa en el contexto de la teoŕıa de la información. Dada una distribución de probabilidad P , la
entroṕıa de Shannon se define como

S(P ) = Ex∼P [− log2 P (x)], (3.34)
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donde x ∼ P denota que x se obtiene de la distribución de probabilidad P . Como ejemplo simple,
consideremos el caso discreto donde se tiene un conjunto P de cardinalidad N . Sean K < P
elementos diferentes que particionan P en K clases de elementos cα, a = 1, ...,K, cada una con nα
elementos. Entonces definimos pα = nα/N y la entroṕıa se calcula como

S(P ) = −
K∑

a=1

pα log2(pα). (3.35)

La entroṕıa es una medida de cuántos bits son necesarios en promedio para describir la distribución
de los valores x en X. La entroṕıa cruzada es la comparación de dos distribuciones P y Q que
están definidas con el mismo soporte promediando respecto a P pero contando los bits respecto a
Q

S(P,Q) = Ex∼P [− log2Q(x)]. (3.36)

Notemos que S(P,P ) = S(P ). en el caso discreto, la ecuación anterior se escribe simplemente como

S(P,Q) = −
K∑

a=1

pα log2(qα), (3.37)

donde pα y qα son las frecuencias relativas de las clases en P y Q, respectivamente. La razón del
por qué la teoŕıa de la probabilidad entra en las RNs es debido a que podemos tener a la RN
adivinando qué distribución o qué función está detrás de los datos discretos y finitos presentes
durante el entrenamiento.

En el caso de la clasificación binaria, donde y ∈ {0, 1} sólo puede estar en dos clases, la función
de pérdida de entroṕıa cruzada binaria, o BCEL por sus siglas en inglés, es simplemente

LBCEL(y, ŷ) = −[y log2(ŷ) + (1− y) log2(1− ŷ)]. (3.38)

La salida ŷ ∈ [0, 1] de la RN se interpreta como la probabilidad de que alguna entrada pertenezca
a la clase cero o a la clase uno, donde ŷ = 1/2 indica completa incertidumbre al respecto. Notemos
que como y es o cero o uno, sólo uno de los dos términos en (3.38) contribuye. Debido al logaritmo,
la pérdida es muy grande si la red predice la clase equivocada con gran certidumbre. Si, por ejemplo,
y = 1 pero la red predice un valor de salida ŷ cercano a cero, entonces el error se convierte en el
logaritmo de un número pequeño (el segundo término en la suma es idénticamente cero) y por
tanto el valor del error explota. También se puede definir una función de error para los casos de
clasificación si se tienen múltiples clases, más de dos.

Existen otro tipo de funciones de pérdida, tales como la pérdida de Hinge, pérdida de
Kullback-Leiber o la pérdida de Huber que no detallaremos aqúı. La función de pérdida
utilizada depende del uso que se le esté dando a la RN, ya sea para regresiones o clasificaciones. Las
pérdidas para regresiones se basan en la distancia entre el valor real de la salida y y el valor predicho
ŷ por la red. Para clasificaciones, las pérdidas tratan de minimizar la diferencia de entroṕıas entre
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la distribución de las clases del conjunto de entrenamiento y el utilizado por la RN para predecir las
clases. Como las derivadas de las pérdidas aparecen en el gradiente descendente, todas las funciones
de pérdida debeŕıan tener derivadas que sean fáciles de calcular y que sean bien comportadas (no
divergencias).

Las funciones de pérdida aqúı mencionadas son usualmente utilizadas para problemas espećıfi-
cos a los que está destinada la RN en cuestión. Por ejemplo, las funciones MSE, MAE y MSLE
son usualmente empleadas para análisis de regresión. Como ya mencionamos anteriormente, para
problemas de clasificación binaria, la función de pérdida de entroṕıa cruzada binaria es utilizada
comúnmente, también suele utilizarse la función de pérdida de Hinge. Para problemas de clasifi-
cación de clases múltiples se emplean las funciones de entroṕıa cruzada para clases múltiples o la
de Kullback-Leiber. En este trabajo, destinaremos la utilidad de las RNs a la tarea de regresión,
pues diseñaremos una RN para modelar un problema que implica predecir valores reales. De entre
las tres opciones que tenemos (MSE, MAE y MSLE) para la función de pérdida, MAE y MSE son
más rápidas de cálcular, pues sólo implica el cálculo de diferencias de valores reales. La función
MSE tiene la ventaja de que, al tener una ecuación de forma cuadrática, el proceso de gradiente
descendente sólo buscará converger a un mı́nimo global pues la función cuadrática en cuestión no
posee mı́nimos locales; además penaliza al modelo por tener errores grandes pues dichos errores los
eleva al cuadrado. Por otro lado, la función MAE maneja mejor valores at́ıpicos (errores grandes)
por tratarse sólo del promedio de valores absolutos, sin embargo, entre sus desventajas se encuentra
el hecho de que es computacionalmente costoso pues implica utilizar de manera impĺıcita la función
operador de módulo. Además, en el caso de la función MAE, podemos encontrar mı́nimos locales,
lo cual puede entorpecer el proceso de entrenamiento de la RN.

3.1.8. Sobreentrenamiento y sobreajuste de Redes Neuronales

El especial interés por las Redes Neuronales yace en la capacidad que tienen de realizar aproxima-
ciones no lineales. Redes con una sola capa oculta (y también con mayor número de capas) pueden
interpolar cualquier función multidimensional con una precisión dada y pueden implementar de ma-
nera satisfactoria un conjunto finito de entrenamiento arbitrario. Sin embargo, enorme capacidad de
las RNs en la aproximación no lineal puede resultar fácilmente en una mala generalización de la RN
entrenada a nuevos datos; dando lugar a efectos azarosos. Ya que una RN con el suficiente número
de nodos en las capas ocultad pueden implementar perfectamente un conjunto de entrenamiento
arbitrario, puede aprender tanto las dependencias buscadas como un ruido inherente a los datos
que disminuirán la capacidad predictiva de la red. Dos condiciones contribuyen en el problema [33]:

arquitectura de la RN (complejidad del modelo),

tiempo de entrenamiento de la RN.

El problema de sobreajuste se refiere al exceso del tamaño de la RN (número de capas y nodos),
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mientras que el sobreentrenamiento se refiere al tiempo de entrenamiento de la RN que finalmente
puede conducir a una peor capacidad de predictibilidad de la misma.

En 3.1.4 describimos los detalles y conceptos del proceso de entrenamiento de una RN y diseño
de arquitectura de la misma. Alĺı se presentó el problema de sesgo-varianza en ML supervisado,
el cual consiste en cómo identificar cuando tenemos sub o sobreajuste de una RN. El objetivo es
que la complejidad del modelo de RN sea tal que el error en la predicción de valores sea mı́nima, o
equivalentemente reduzcamos el sesgo o se incremente la varianza. Modelos sobreajustados tendrán
un sesgo pequeño (predecirán los datos muy bien), pero una varianza muy alta (oscilan mucho para
poder interpolar entre los datos de entrenamiento). La complejidad del modelo está relacionada con
la arquitectura de la RN, es decir, el número de nodos y capas que configuran a la red en cuestión.
En otras palabras, el sobreajuste es el uso de modelos que incluyen más parámetros ajustables de
los necesarios para la optimización, o bien, utilizando un enfoque más complicado que el óptimo en
última instancia.

Por otro lado, hablando de sobreentrenamiento, tenemos que si el aprendizaje de una red neuro-
nal se desarrolla por mucho tiempo (muchos ciclos de entrenamiento, por ejemplo, épocas), la RN se
ajusta a comportamientos aleatorios muy espećıficos del los datos de entrenamiento que no tienen
una relación causal con la función objetivo. En este proceso de sobreentrenamiento, la precisión de
la RN sobre las muestras del conjunto de entrenamiento se incrementa, mientras que la precisión
sobre muestras de los datos no vistos por la red se vuelve cada vez peor (ver Figura 3.8). En otras
palabras, en un escenario de sobreentrenamiento, hemos ajustado tantas veces los parámetros de
la RN con el mismo conjunto de entrenamiento, de tal manera que la red tiene resultados muy
óptimos para dichos conjuntos (ha aprendido de memoria dichos datos) y por ende no será capaz
de tener una predictibilidad aceptable para un conjunto de datos ajeno al de entrenamiento. Un
resultado interesante en [33] es que probando con varias Redes Neuronales con una capa oculta,
pudieron concluir que el sobreajuste no tiene influencia sobre la predictibilidad de las redes cuando
se evita el sobreentrenamiento.

3.1.9. Los Autoencoders

Son un tipo particular de redes neuronales y como su nombre lo dice, los autoencoders aprenden
a codificar las entradas. De entrada tienen un vector caracteŕıstica y la RN neuronal es entrenada
para reproducir exactamente el mismo vector pero como salida, es decir, la RN aprende y pretende
reproducir la función identidad. Sin embargo, la RN en cuestión es diseñada de tal forma que la
información se tiene que propagar de manera profunda a lo largo de la RN, de tal manera que las
capas intermedias tengan menos nodos que las capas de entrada y salida. Generalmente, la arqui-
tectura de la RN de los autoencoder es simétrica, con la capa intermedia siendo la más pequeña,
es decir, la capa cuello de botella a través de la cual debe pasar la información. La arquitectura
genérica de un autoencoder está ilustrada en la Figura 3.9. Como la presencia del cuello de botella
significa que la RN debe aprender a reproducir la entrada con pocas caracteŕısticas disponibles, es
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Figura 3.8: El sobreentrenamiento de ML supervisado. El error de entrenamiento se muestra en azul, el error
de validación en rojo, ambos como función del número de ciclos de entrenamiento. Si el error de validación
se incrementa (tasa de cambio positiva) mientras que el error de entrenamiento se mantiene en decremento
(tasa de cambio negativa) entonces es posible que se haya presentado una situación de sobreentrenamiento.
La mejor predictibilidad y ajuste se tendrá cuando el error de validación tiene su mı́nimo global. [34]

entrenada para codificar eficientemente la información contenida en el espacio de caracteŕısticas.
Uno no está interesado en la salida, pues es lo mismo que la entrada, sino la información compri-
mida en la capa cuello de botella. El estado oculto de la RN en el cuello de botella es utilizado
para múltiples aplicaciones. Es una manera de parametrizar la información con menos grados de
libertad respecto a la dimensión del espacio de caracteŕısticas para la información de entrada.

Los tipos de funciones de activación que son utilizadas en autoencoders dependen de las ca-
racteŕısticas a codificar. El siguiente caṕıtulo diremos qué funciones de activación utilizaremos en
nuestro autoencoder. La arquitectura de la RN, especialmente el tamaño del cuello de botella, ge-
neralmente se determinan por prueba y error. La habilidad de la RN para reconstruir la entrada
decrementará con un menor tamaño del cuello de botella. El punto cŕıtico en el que uno se da
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cuenta que se pierde mucha información en el cuello de botella y uno no puede reducir más su
tamaño, depende de la aplicación en cuestión y de qué tan buena se necesita la codificación en el
cuello de botella. La información de la capa cuello de botella puede ser utilizada para otras RNs
para identificar la acumulación o clústers de modelos, o pueden ser analizados por medio de árboles
de decisión, persistencia de homoloǵıa u otras herramientas de análisis de datos. A continuación
se presenta un ejemplo de la salida que tiene el orbifolder cuando se le pide generar de manera
aleatoria modelos de orbifolios heteróticos con grupo de punto Z6-II.

Figura 3.9: Estructura genérica de un autoencoder. Podemos apreciar las capas de salida y entrada, aśı como
la capa cuello de botella que tiene el código de la información que se desea codificar.

3.2. El orbifolder

Como se dice en [35], el orbifolder es un programa desarrollado en C++ que calcula y analiza
la teoŕıa efectiva a bajas enerǵıas compacftificadas en orbifolios heteróticos. El programa incluye
rutinas que calculan el espectro no masivo, para identificar los acoplamientos en el superpotencial
permitidos y para generar una gran cantidad de conjuntos de modelos en diferentes orbifolios para
identificar modelos fenomenológicamente interesantes (como modelos que contengan un grupo de
norma del Modelo Estándar Mı́nimo Supersimétrico), y para analizar sus configuraciones de vaćıo.

begin model

Label:Random1

SpaceGroup:Geometry/Geometry_Z6-II_1_1.txt
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Lattice:E8xE8

Shifts and Wilsonlines:

-1/2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1/2, -1/12, -1/12, -1/12, -1/12, 1/12, 1/12, 1/12, 5/12

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0

-1/6, -5/6, -1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, -5/6, -1/3, 0, 0, 1/3, -2/3, -1/3, 0, 1

-1/6, -5/6, -1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, -5/6, -1/3, 0, 0, 1/3, -2/3, -1/3, 0, 1

-5/4, -7/4, -7/4, -3/4, -1/4, 1/4, 5/4, -3/4, -3/2, 1, 2, 2, 1, 2, 2, 3/2

0, 1/2, 0, -3/2, -2, 3/2, -1, -1/2, 2, 2, -1, 3/2, 2, 3/2, -1/2, -3/2

end model

En el ejemplo de modelos generados por el orbifolder que se presenta, vemos que se trata de un
modelo aleatorio. En este caso, vemos que es un modelo generado aleatoriamente con un orbifolio
cuyo grupo de punto es Z6-II, indicando que la ret́ıcula del toro para el grupo de norma es E8×E8.
Después tenemos un total de 8 ĺıneas que indican los parámetros correspondientes para el orbifolio
en cuestión. Las primeras dos ĺıneas corresponden a los vectores de traslación, pero en nuestro caso
sólo la primera ĺınea tiene valores no nulos debido a la naturaleza del grupo de punto. Las siguientes
6 ĺıneas representan los valores para las ĺıneas de Wilson.

Esta valiosa herramienta permite investigar el paisaje de compactificaciones en orbifolios de la
teoŕıa heterótica de cuerdas. En este trabajo utilizamos el orbifolder para generar O(4, 000, 000)
modelos inequivalentes de orbifolios heteróticos con grupo de punto Z6-II, es decir, O(4, 000, 000)
combinaciones consistentes de vectores de traslación y ĺıneas de Wilson que llevan a f́ısica inequi-
valente. Dos modelos son inequivalentes si se pueden distinguir los espectros no masivos a nivel de
una teoŕıa 4D, es decir, si tienen diferente grupo de norma y/o espectro no masivo diferentes. El
orbifolder permite elegir una generación de modelos inequivalentes.

Sin embargo, parametrizar a los modelos de orbifolios heteróticos por medio de sus vectores de
traslación y ĺıneas de Wilson tiene grandes redundancias, pues si éstos aparentan ser inequivalentes
puede que difieran en realidad por:

Combinaciones de enteros por la ret́ıcula de ráıces en E8 × E8,

la acción del grupo de Weyl sobre E8 × E8,

lo que en realidad los haŕıa equivalentes. El grupo de simetŕıa en este problema es muy grande,
pues el grupo de Weyl de E8 es enorme, con más de 1019 elementos. Cuando procesemos nuestros
modelos con ayuda de un autoencoder, no utilizaremos directamente estos parámetros, si no que
los transformaremos a una representación de vectores 16-dimensionales. Los detalles de esta trans-
formación la describiremos en 3.3. Incluso en esta representación de nuestros modelos tendremos
redundancias de las cuales no nos desharemos por completo y, de hecho, puede afectar entrenamien-
to del Autoencoder que se diseñará para nuestros propósitos (ver más detalles en 4). El conjunto
total de modelos generados con el orbifolder se dividirá para el conjunto de entrenamiento y prueba
para nuestro autoencoder.



3.3. AUTOENCODER EN ORBIFOLIOS Z6-II 99

3.3. Autoencoder en orbifolios Z6-II

El objetivo principal del presente trabajo es reproducir los resultados presentados en [36]. En dicha
investigación se proporciona una representación bidimensional de múltiples modelos de orbifolios
heteróticos con grupo de punto Z6-II, dicha representación se obtiene de parametrizar a los mo-
delos por medio del codificador de un autoencoder, cuya definición ya discutimos en 3.1.9. Dichos
parámetros se obtienen de la capa latente o capa cuello de botella. Lo que haremos en la sección
presente es discutir la construcción del autoencoder para modelos de orbifolios heteróticos con gru-
po de punto Z6-II. Los modelos obtenidos por medios del autoencoder, cuyas caracteŕısticas se
explican en 3.2 deben ser preprocesados antes de darlos como entrada para la RN.

3.3.1. Preprocesamiento de datos

En 3.2 vimos que la generación de modelos nos proporciona los valores de los vectores de traslación
y las ĺıneas de Wilson correspondientes a un modelo de orbifolio heterótico con algún grupo de
punto determinado. Para nuestro caso, los modelos con grupo de punto Z6-II están parametrizados
por 4 vectores 16-dimensionales (ver 2.5). Uno de ellos es el llamado vector de traslación V y el resto
son las tres ĺıneas de Wilson que denotamos porW3, W2 yW

′
2. Aśı, tenemos un total de 4×16 = 64

parámetros de compactificación que determinan por completo a los modelos en orbifolios Z6-II.

Como mencionamos en la sección anterior, estos 64 parámetros no serán los que reciba direc-
tamente el autoencoder como entrada, pues se pueden presentar grandes redundancias, y podemos
tener modelos equivalentes f́ısicamente pero con distintos parámetros. Para ello mapearemos estos
64 parámetros a vectores caracteŕısticas 26-dimensionales. Recordemos que la geometŕıa de los or-
bifolios Z6-II tienen 12 puntos fijos, y cada punto fijo viene con una combinación única de vectores
de traslación y ĺıneas de Wilson. En consecuencia, en cada punto fijo, un conjunto diferente de
ráıces simples de E8 × E8 transformarán covariantemente bajo las traslaciones y ĺıneas de Wilson.
Para nuestro grupo de punto, utilizaremos el vector de traslación V y las ĺıneas de Wilson W3, W2

y W ′
2 para calcular los vectores de traslación locales Vg y aśı calcular el número de ráıces simples

que no se anulan de E8. Este número será invariante.

Consideraremos los 12 puntos fijos para el primer sector torcido θ. Cada punto fijo corresponde
a un elemento constructor de la forma

ga = (θ, n
(a)
i ei), a = 1, 2, ..., 12, (3.39)

donde se tiene una suma impĺıcita sobre i = 1, 2, ..., 6 y para ciertos valores de n
(a)
i cuyos valores se

proporcionaron en 2.5. Para cada elemento constructor ga definimos el correspondiente vector de
traslación local como

Vga = V + (n
(a)
3 + n

(a)
4 )W3 + n

(a)
5 W2 + n

(a)
6 W ′

2. (3.40)
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Este vector 16-dimensional está dividido en dos vectores 8-dimensionales Vga = (V
(1)
ga , V

(2)
ga ) corres-

pondiendo cada uno a un factor E8 del grupo de norma. Aśı, en cada punto fijo asociado a ga
calculamos el grupo de norma G

(α)
a , (α = 1, 2), llamado GUT local como sigue. Un vector ráız p de

E8 contribuye a la GUT local G
(α)
a si

V (α)
ga · p = 0mod 1. (3.41)

Por cada una de estas 24 GUTs locales, contamos el número de ráıces simples p no nulas (por
ejemplo, 6 para SU(3) y 240 para E8) y almacenamos estos 24 números en un vector X de enteros,
un entero por cada factor E8 de los 12 puntos fijos. Es decir,

V (α)
ga · p = 0mod 1 ⇒ #p = Nα

ga α = 1, 2 (3.42)

Agrupamos los 12 pares de Nα
ga

Adicionalmente a esto, los grupos de norma 4-dimensionales para los orbifolios Z6-II G4D =

G
(1)
4D ×G

(2)
4D está dado por la intersección de los 12 GUTs locales. Entonces, aún debemos agregar

el número de ráıces simples que sobreviven del grupo de norma 4D, es decir, dos enteros, uno para
cada factor E8. Es decir, agregamos el número de ráıces simples N (α) tales que

p · V (α) = 0mod 1, p ·W (α)
3 = 0mod 1, p ·W (α)

2 = 0mod 1, p ·W
′(α)
2 = 0mod 1. (3.43)

Aśı, tendremos entonces nuestro vector caracteŕıstica 26-dimensional de enteros invariante bajo la
adición de vectores ráız de E8 ×E8 y reflexiones de Weyl como

X := (N (1), N (2), N
(1)
1 , N

(2)
1 , ..., N

(1)
12 , N

(2)
12 ). (3.44)

Este es un mapeo del espacio de parámetros (vectores de traslación y ĺıneas de Wilson) a un
espacio llamado espacio de caracteŕısticas del cual los vectores X, que acabamos de construir,
forman parte. Las componentes de estos vectores son enteros llamados caracteŕısticas. Dos vectores
de caracteŕısticas X(1) y X(2) del conjunto de datos no pueden representar el mismo modelo f́ısico
de compactificación Z6-II al menos que X(1) = X(2), un hecho que no seŕıa cierto si solamente
comparamos ĺıneas de Wilson y vectores de traslación pues, en ese caso, hay varias combinaciones de
estos parámetros diferentes que arrojan modelos de compactificación equivalentes, como explicamos
en la sección anterior.

Ahora bien, en [35] se detecta que el entrenamiento de un autoencoder con estos parámetros
mejora significativamente si, en lugar de dar de entrada este vector 26-dimensional de caracteŕısti-
cas, se realiza una codificación one-hot de dichos vectores. La codificación one-hot en nuestro caso
es como sigue. Las caracteŕısticas (entradas) de cada vector puede tener 37 valores diferentes, es
decir, 37 maneras en las que el grupo E8 puede ser roto en subgrupos en este orbifolio. Esta con-
clusión se obtiene después de contar los diferentes valores de los vectores de caracteŕıstica para una
gran cantidad de modelos disponibles con compactificación en orbifolios Z6-II. En la codificación
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one-hot, cada caracteŕıstica diferente es reemplazada por un vector 37-dimensional que contiene
sólo ceros y un sólo 1 en la posición correspondiente a un valor particular que tiene la caracteŕısti-
ca correspondiente. Haciendo esto para las 26 caracteŕısticas uno obtiene un vector mucho más
grande de la forma {0, 1}26×37 = [0, 1]962. Aśı que este vector, que es la codificación one-hot del
vector de caracteŕısticas 26-dimensional es la entrada de nuestro autoencoder. La forma de nuestro
autoencoder está resumida en la Figura 3.10.

Figura 3.10: Arquitectura del autoencoder que utilizaremos para nuestros modelos de orbifolios heteróticos.

La arquitectura de nuestro autoencoder será la misma, en esencia, que la utilizada en [35] para
reproducir los resultados obtenidos alĺı. La región del codificador nos permitirá reparametrizar
a nuestros modelos a un espacio bidimensional, que son justamente los valores calculados en la
capa cuello de botella (o capa latente). En el siguiente caṕıtulo proporcionaremos en detalle los
hiperparámetros de nuestro autoencoder, aśı como los resultados que obtuvimos en la capa latente.



Caṕıtulo 4

Resultados

Ahora presentamos los resultados obtenidos con el autoencoder propio para codificar y decodificar
nuestros modelos de orbifolios heteróticos Z6-II. Primero daremos las caracteŕısticas espećıficas
de que tiene nuestro autoencoder, luego presentaremos la gráfica de la función de pérdida para
verificar que la RN no está sobreentrenada. Posteriormente, presentaremos cómo se observa la capa
latente en una gráfica bidimensional y codificaremos también modelos de orbifolios heteróticos Z6-II
que sean compatibles con el Modelo Estándar Mı́nimo Supersimétrico (MSSM), también otros dos
conjuntos de modelos que tengan un espectro de part́ıculas con tres generaciones de los grupos de
norma SU(5) y el grupo de norma Pati-Salam (SU(4)× SU(2)× SU(2)) más exóticos vectoriales.
Por último, tratamos de identificar regiones prometedoras en la representación bidimensional de la
capa latente para los tres grupos de modelos con un ejercicio de clústering.

4.1. Definición del autoencoder

La arquitectura de nuestro autoencoder está representada gráficamente por la Figura 3.10, y en
3.3 explicamos a detalle cómo es que los modelos generados por el Orbifolder serán procesados por
la RN. Generamos una base de datos de O(4, 000, 000) modelos con geometŕıa de compactificación
Z6-II con el orbifolder. Para entrenar a nuestro autoencoder, tomamos un total de O(1, 000, 000)
modelos, donde la proporción de entrenamiento y prueba fue de

entrenamiento : validación = 85 : 15. (4.1)

El autoencoder fue implementado con la paqueteŕıa TensorFlow [37]. La función de pérdida que
utilizamos fue la función MSE, cuyos detalles explicamos en 3.1.7, también se le conoce como función
de pérdida L2 en las paqueteŕıas que utilizamos en la implementación del autoencoder. Como
mencionamos en 3.1.7, la función MSE pertenece al conjunto de funciones de pérdida utilizadas
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para problemas de regresión (como en nuestro caso) y tiene la ventaja de sólo poseer un mı́nimo
global que favorece al gradiente descendente durante el entrenamiento. El entrenamiento de la RN se
hizo hasta que la función de pérdida convergiera a un mı́nimo global para el conjunto de validación,
aśı evitando sobreentrenar a nuestra red. La función de activación utilizada para todas las capas
ocultas fue la función SELU. Esta función de activación es importante, pues como se mencionó en
3.1.7 permite que la RN sea autonormalizada y el proceso de entrenamiento sea más rápido. El
entrenamiento de la RN se realizó a través de 5,000 épocas y un tamaño de lote de 2,000. Después
de este número de épocas obtuvimos una pérdida de 0.15 para el conjunto de entrenamiento, que
equivale a una predicción correcta en promedio de 14 caracteŕısticas. Este promedio se calcula
en la última época del entrenamiento, promediando el número de caracteŕısticas acertadas en cada
modelo a lo largo del total de modelos analizados, que en nuestro caso corresponde a 850,000 modelos
del conjunto de entrenamiento. Recordemos de 3.3.1 que cada caracteŕıstica de nuestros modelos se
convierte en un vector de puros ceros y un uno con 37 entradas una vez que se ejecuta la codificación
one-hot. Para verificar si acertamos la correspondiente caracteŕıstica comparamos la posición del 1
en el vector 37 dimensional correspondiente a dicha caracteŕıstica en el modelo de entrada con la
posición del valor más grande para los vectores de salida predichos por nuestro autoencoder. En la
Figura 4.1 se presenta la gráfica de la función de pérdida para el conjunto de entrenamiento y de
validación durante el entrenamiento. Podemos apreciar que ambas pérdidas, tanto para el conjunto
de entrenamiento y de prueba son decrecientes a lo largo de todas las épocas y, en particular, la
pérdida para el conjunto de validación no tiene un punto de inflexión donde de repente empiece
a crecer, indicando que no tenemos sobreentrenamiento tal y como explicamos en 3.1.8. Como no
probamos con varias arquitecturas de RN, no podemos asegurar que la arquitectura propuesta en
la Figura 3.10 es la óptima y no tenemos sobreajuste. Sin embargo, también mencionamos en 3.1.8
que asegurándonos de no tener sobreentrenamiento, es plausible también evitar un sobreajuste de
nuestra red, pero insistimos en el hecho de que no se puede asegurar que la arquitectura sea la
óptima para nuestro problema.

4.2. Capa latente o cuello de botella

Una vez completamente definido nuestro autoencoder, podemos ver la codificación de los modelos
en el conjunto de entrenamiento y de validación en la capa latente. En la Figura 4.2 podemos
apreciar la representación bidimensional de la condificación de los conjuntos de entrenamiento y
de validación. Se aprecia en ambas gráficas que se tiene la misma configuración de regiones. La
única diferencia que se puede observar es que las regiones son más densas en modelos para el caso
del conjunto de entrenamiento con respecto al grupo de prueba, ésto debido a que evidentemente
el conjunto de entrenamiento tiene más cardinalidad. Para observar que se tiene consistencia en
ese aspecto, también graficamos la codificación de un conjunto ajeno al de entrenamiento y de
validación de 2,000,000 de modelos en la Figura 4.3. Observamos la misma distribución que con
el caso de los conjuntos de entrenamiento y validación, teniendo sólo como diferencia una mayor
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Figura 4.1: Gráfica del valor de la función de pérdida MSE para el conjunto de entrenamiento (puntos negros)
y el conjunto de validación (puntos rojos).

densidad de elementos en todas las regiones. Con estas figuras podemos afirmar entonces que sólo
en estas regiones se encuentran modelos consistentes con geometŕıa de compactificación Z6-II (1,1).
Esta conclusión nos permite empezar a hacernos preguntas respecto a la localización de modelos con
ciertas caracteŕısticas, tales como su grupo de norma. Acabamos de concluir que el entrenamiento
descrito nos permitió localizar la región bidimensional en la cual se encuentran todos los modelos
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Figura 4.2: Representación bidimensional de la codificación del conjunto de entrenamiento y de validación
bajo nuestro autoencoder.

consistentes de compactificación en orbifolios Z6-II. Sin embargo, deseamos asegurar estabilidad de
nuestro entrenamiento, es decir, estar seguros de que con un entrenamiento distinto que obtenga
una pérdida mı́nima similar, las regiones de modelos consistentes sean similares. Para analizar
consistencia en el entrenamiento, repetimos dicho entrenamiento con número de épocas y tamaño
de batch diferentes para diversos conjuntos de entrenamiento y prueba. En total se hicieron otras
3 repeticiones donde no se tuviera sobreentrenamiento con las siguientes condiciones:

Épocas: 7,000 Tamaño de batch: 1,000

Épocas: 5,000 Tamaño de batch: 1,000

Épocas: 2,000 Tamaño de batch: 3,000

En todos los casos se utilizó la misma función de activación y arquitectura de capas para la RN y se
obtuvo la misma configuración de regiones de modelos consistentes en la capa latente, comprobando
aśı que tenemos estabilidad ante repeticiones. Ya estando seguros de que nuestro entrenamiento
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Figura 4.3: Representación bidimensional de la codificación de un conjunto de 2,000,000 de modelos ajenos al
de prueba y entrenamiento. Podemos apreciar que se tiene consistencia en la forma de las regiones obtenidas.

cuenta con estabilidad ante repeticiones y habiendo identificado las regiones de modelos consistentes
con geometŕıa de compactificación Z6-II, podemos comenzar a analizar las regiones tratando de
determinar cuáles de ellas podŕıan arrojar información fenomenológica relevante.
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4.3. Modelos tipo MSSM, SU(5) y Pati-Salam en la capa latente

Ya que tenemos una parametrización en dos parámetros de modelos consistentes de orbifolios abe-
lianos Z6-II (1,1), deseamos poder explorar toda la región de los valores de los parámetros (espacio
latente) y poder identificar algunas zonas espećıficas que contengan modelos fenomenológicamente
interesantes. Para ello, lo que haremos es dividir todo el espacio de parámetros identificado en re-
giones claramente definidas. En la Figura 4.3 podemos apreciar que śı se pueden distinguir regiones
ajenas entre śı y bien delimitadas, las cuales podemos identificar y numerar.

Un primer intento para poder identificar regiones de interés es contar con modelos que de
facto sus caracteŕısticas sean conocidas, tales como ser compatible con el espectro del modelo
estándar mı́nimo supersimétrico (MSSM, por sus siglas en inglés), y codificarlos, aśı determinando la
localización de los mismos dentro de la región de parámetros donde identificamos a todos los modelos
de orbifolios heteróticos Z6-II. La idea es tener varios de estos modelos y aśı identificar regiones
que, en general, contengan la mayor cantidad de modelos de interés. Utilizaremos 3 conjuntos de
modelos fenomenológicamente interesantes.

En [8] se hizo una clasificación de todas las simetŕıas de sabor 4D posibles del espectro no masivo
proveniente de compactificaciones en orbifolios abelianos, incluyendo roto-traslaciones y toros no
factorizables. En dicho trabajo, se concentraron en la teoŕıa heterótica de cuerdas E8 ×E8 e iden-
tificaron un total de 121,000 modelos compatibles con el Modelo Estándar Mı́nimo Supersimétrico.
Accediendo al material suplementario de dicho trabajo, tuvimos acceso los 121,000 modelos tipo
MSSM, y de ese conjunto se contaron con 363 de ellos con geometŕıa de compactificación abeliana
Z6-II (1,1). De la sección 2.3.3 recordemos que los otros dos números (1,1) corresponden a la cla-
sificación de orbifolios simétricos toroidales. Quiere decir que estamos analizando los obifolios con
clase-Q Z6-II, a la clase-Z correspondiente a la ret́ıcula del grupo de espacio G2 × SU(3)× SO(4)
y a la primera clase af́ın (la única en nuestro caso) de acuerdo a la clasificación en [19]. Dichos
modelos están en el mismo formato que el orbifolder provee al generarlos.

Vale la pena enfatizar a qué nos referimos con que un modelo de compactificación sea compatible
con el MSSM. Un modelo espećıfico es fenomenológicamente viable si su espectro no masivo 4D
satisface las siguientes condiciones [8]:

El grupo de norma no roto es GSM × Goculto = SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y × Goculto, donde el
grupo Goculto contiene factores de norma continuos adicionales (abelianos y no abelianos), y
el factor U(1)Y no tiene anomaĺıas y es compatible con gran unificación;

los estados efectivos (torcidos y no torcidos) incluyen campos que reproducen el espectro de
materia del MSSM, y

estados efectivos adicionales son vectoriales con respecto al factor GSM e incluye singuletes
del Modelo Estándar que puedan jugar el rol de neutrinos derechos.
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Además de los modelos tipo MSSM también contamos con otros dos conjuntos de modelos
de interés. Utilizando el orbifolder, generamos modelos de orbifolios heteróticos Z6-II (1,1) con
espectros inequivalentes de 3 generaciones 4D de los grupos de norma Pati-Salam (PS) o SU(5)
más exóticos vectoriales. En el caso de modelos PS la búsqueda aleatoria con el orbifolder arrojó un
total de 16 modelos inequivalentes y un total de 457 modelos inequivalentes para el caso de SU(5).
Los modelos pertenecientes a estas tres categoŕıas son preprocesados como describimos en 3.3 y,
por ende, mapeados al espacio de caracteŕısticas, convirtiéndolos en un vector de enteros con 26
entradas. Posteriormente, a estos vectores se les hace pasar por la codificación one-hot, encontrando
también que los valores de las correspondientes entradas (caracteŕısticas) están dentro de las 37
posibilidades descritas también en 3.3 convirtiéndolos en vectores de la forma {0, 1}26×37 = [0, 1]962.
De hecho, es un resultado inherente a esta geometŕıa de compactificación que se encuentren 37
posibilidades para los valores de las caracteŕısticas, resultado encontrado en [36], y que equivale al
número de formas que se puede romper al grupo E8 con orbifolios Z6-II. Por último, los vectores
962 dimensionales son codificados con el autoencoder. La codificación de los modelos dentro de las
tres categoŕıas descritas se sobrepuso a la codificación del conjunto de 2,000,000 de modelos Z6-II
anteriormente utilizados. Dichas codificaciones se pueden apreciar en la Figura 4.4.

Para identificar regiones independientes en el espacio de parámetros, tratamos de identificar
aglomeraciones de puntos utilizando la codificación de 2,000,000 de modelos. Identificar aglomera-
ciones o clústers de puntos en un espacio bidimensional es un problema de ML, incluso el número
de aglomeraciones es encontrado por medio de aprendizaje automático si se quiere una clasificación
más robusta. En este trabajo, para identificar aglomeraciones de modelos, utilizamos la paqueteŕıa
K-means de Python [38]. El algoritmo K-Means agrupa datos tratando de separarlos en K grupos
con la misma varianza, minimizando una función de distancia. Este algoritmo requiere que el núme-
ro de clústers sea especificado; funciona bien para una gran cantidad de muestras. El agrupamiento
se realiza minimizando la suma de distancias entre cada objeto y el centroide de su grupo o clúster.
Se suele usar la distancia cuadrática. El algoritmo consta de los pasos:

1. Inicialización: Establecemos el número de grupos, K, se establecen K centroides en el
espacio de datos, se pueden escoger aleatoria.

2. Asignación de objetos a los centroides: cada objeto de los datos es asignado a su centroide
más cercano.

3. Actualización de los centroides: se actualiza la posición del centroide de cada grupo
tomando como nuevo centroide la posición del promedio de objetos pertenecientes a dicho
grupo.

Los pasos 2 y 3 se repiten hasta que los centroides no se mueven, o se mueven por debajo de
una distancia umbral en cada paso. El algoritmo K-Means resuelve un problema de optimización,
siendo la función a optimizar (minimizar) la suma de las distancias cuadráticas de cada objeto al
centroide del clúster. Los objetos se representan como vectores d-dimensionales (x1,x2, ...,xn) y
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Figura 4.4: Configuración paramétrica de 2,000,000 de modelos ajenos al conjunto de entrenamiento y de
prueba de nuestro autoencoder (puntos en color turquesa). También tenemos la parametrización de los
modelos tipo MSSM, PS y SU(5).

el algoritmo construye K grupos donde se minimiza la suma de distancias de los objetos de cada
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grupo S = {S1, S2, ..., SK}, a su centroide. Matemáticamente tenemos [39]

mı́n
S
E(µi) = mı́n

S

K∑

i=1

∑

xj∈Si

||xj − µi||2. (4.2)

Tendremos K grupos o clústers con su correspondiente centroide µi. En cada actualización de los
centroides, desde el punto de vista matemático, imponemos la condición necesaria de extremo a la
función E(µi) que, para la función cuadrática (4.2) es

∂E

∂µi
= 0 ⇒ µt+1

i =
1

|S(t)
i |

∑

xj∈S
(t)
i

xj, (4.3)

y se toma el promedio de los elementos de cada grupo como nuevo centroide. Alguna desventajas
de utilizar este algoritmo son la siguientes. La medida de distancia asume que los clústers son con-
vexos e isotrópicos, lo cual no siempre es aśı. Responde de manera pobre ante clústers alargados
o variedades con formas irregulares. La distancia cuadrática no es una métrica normalizada, sólo
sabemos que los valores bajos son mejores y que los valores nulos son los óptimos. Pero en espa-
cios multidimensionales, las distancias Euclidianas tienden a inflarse. El número de clústers tiene
que darse inicialmente, pues este algoritmo no determina la cantidad de ellos, sino que dada esta
cantidad divide al conjunto en ese número buscando los mejores centros posibles.

Aśı, dada la última desventaja, realizamos algunas pruebas sobre diferentes números de clústers
que nuestra capa latente puede llegar a tener. Se corrió este algoritmo teniendo como datos de
entrada a 2,000,000 de modelos codificados. Se probó con valores en número de clústers desde 25 a
35, concluyendo con meros criterios cualitativos que la división más adecuada fue con 30 clústers.
En la Figura 4.5 apreciamos la división del espacio de parámetros en los 30 clústers, además también
apreciamos la localización de modelos tipo MSSM, PS y SU(5).

Una vez identificados los 30 clústers, contamos la cantidad de modelos de cada una de las tres
categoŕıas (MSSM, PS y SU(5)) en cada una de las regiones o clústers. Dicho conteo se aprecia en
la Tabla 5.1. Todos estos datos nos permiten hacer un análisis de la distribución de modelos en el
espacio latente.

4.4. Análisis del espacio latente

La Tabla 5.1 y la Figura 4.5 evidencian que en ciertas regiones hay una acumulación importante de
modelos por categoŕıa. Es importante notar que debemos estudiar la aglomeración de modelos por
separado de cada categoŕıa, pues cada conjunto de modelos es independiente entre śı. Por ejemplo,
no necesariamente podemos reducir los modelos SU(5) en su versión supersimétrica al MSSM si
no contamos con los Higgs necesarios, por ende el MSSM no se puede considerar un subconjunto
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Figura 4.5: Espacio latente de parámetros dividido en 30 clústers. Notemos que la numeración de los mismos
es en orden y en regiones colindantes. También apreciamos la localización de los modelos tipo MSSM, PS y
SU(5) en sus respectivos clústers.

de los modelos tipo SU(5). Aśı que por cada conjunto (MSSM, SU(5) y PS) buscamos los clústers
con mayor acumulación de los mismos de manera independiente. A primera vista, pareciera que las
regiones inferiores y las regiones 11, 12, 14 y 14 tienen mayor acumulación de modelos tipo MSSM
y SU(5). Ya con números duros directo de la tabla, apreciamos que para el caso de los modelos
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R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7 R8 R9 R10 R11 R12 R13 R14 R15

MSSM 14 0 19 11 9 12 1 3 5 12 8 28 30 26 10

SU(5) 18 10 22 4 17 3 12 1 10 10 17 17 32 35 11

PS 2 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 2 0 0 3

R16 R17 R18 R19 R20 R21 R22 R23 R24 R25 R26 R27 R28 R29 R30

MSSM 22 9 10 6 17 6 8 11 7 20 11 15 6 19 7

SU(5) 14 12 2 5 12 2 5 5 16 44 10 31 12 51 16

PS 2 0 0 0 2 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0

Tabla 4.1: Conteo de modelos por categoŕıa en cada una de las 30 regiones en el espacio latente.

MSSM, se tiene una mayor concentración de ellos en las regiones 12, 13 y 14. Para los modelos
tipo SU(5) también se tiene gran concentración en las regiones 12, 13 y 14 pero aún mayor en
las regiones 25, 27 y 29. Por último, los modelos tipo PS, que son escasos, se agrupan más en las
regiones 1, 12, 15, 16 y 20.

Tomemos en cuenta que la separación por regiones de nuestro espacio espacio latente es artificial,
sobre todo porque el número de clústers independientes lo establecimos nosotros a mano y de manera
completamente cualitativa. Por otro lado, también apreciamos en la Figura 4.5 que no tenemos una
clara jerarqúıa en cuanto a densidad de modelos por categoŕıa se refiere. Aprovechando que la
numeración de las regiones hace corresponder a regiones colindantes con indexación de números
consecutivos, consideramos regiones más amplias constituidas por cúmulos de regiones dentro de
las 30 ya identificadas. Tomamos entonces cúmulos de 5 en 5 regiones, teniendo en total 6 cúmulos,
y en cada uno de ellos ahora contamos el número de modelos por categoŕıa localizados alĺı. Se
presenta una gráfica de barras en la Figura 4.6 con el conteo de modelos por categoŕıa en las
regiones agrupadas de 5 en 5.

Podemos observar de la figura que en las tres categoŕıas el cúmulo de regiones 11-15 contiene
el mayor número de modelos, permitiendo aśı concluir que si en una extensión de este trabajo
se decide hacer una búsqueda aleatoria de modelos en cada categoŕıa de manera independiente,
entonces dicho cúmulo tiene la mayor probabilidad de dar una búsqueda exitosa. Para el caso de
SU(5) se observa que el cúmulo de mayor densidad de modelos de este tipo corresponde al cúmulo
26-30. Aśı, para el caso de modelos de tipo SU(5), conviene hacer búsquedas en los cúmulos 11-15
y 26-30.

En la Figura 4.5 apreciamos que dentro de cada una de las regiones que localizamos, también
hay vaćıos de puntos en color gris, indicando que alĺı no podemos localizar nuestro modelos. Los
valores de los parámetros en esos vaćıos grises debeŕıan ser desechados en el caso de que se realice
una búsqueda aleatoria en el espacio latente delimitado a una región determinada, pues estamos
seguros de que alĺı no podemos encontrar por el motivo siguiente. En [7] se hace una búsqueda
de modelos compatibles con el MSSM y cuya geometŕıa de compactificación es justamente la que
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aqúı estamos trabajando, encontrando un total de 300 modelos con estas caracteŕısticas. En dicho
trabajo, también determinan que el estimado de total de modelos inequivalentes con este orbifolio
es del orden de 107. Considerando que nosotros estamos graficando la parametrización de 2,000,000
de modelos con este orbifolio, es decir, el 20% del total de estos modelos, podemos concluir que la
distribución de puntos que apreciamos en la Figura 4.5 ya proporciona la forma de la distribución
puntos para el total de modelos con este orbifolio. Es preciso enfatizar que el conjunto de modelos
considerado aqúı para visualizar el espacio latente es un muestreo aleatorio del conjunto total de
modelos con la geometŕıa de compactificación Z6-II, pues fueron generados para este trabajo con
el orbifolder, el cual hace una búsqueda aleatoria de modelos con las caracteŕısticas del orbifolio
que uno le indique.

Es importante recalcar que este trabajo de investigación es sólo un primer paso, pues a este
nivel sólo se obtuvo la parametrización de modelos disponibles con geometŕıa de compactificación
Z6-II (1,1). Posteriormente, agrupamos tres categoŕıas de modelos con fenomenoloǵıa espećıfica
(compatibles con el MSSM y con espectro de 3 generaciones de los grupos de norma SU(5) y Pati-
Salam) y los localizamos en el espacio latente parametrizándolos con el autoencoder que entrenamos.
Lo deseable es llevar más allá este proceso encontrando un mapeo del espacio latente a modelos de
la cuerda heterótica 4D, pudiendo conocer sus caracteŕısticas f́ısicas tales como su grupo de norma.
Esto quiere decir que se busca un método que permitiera tomar un punto arbitrario de la capa
latente y poder contar el numero de ráıces simples invariantes del grupo de norma 4D por cada
factor E8 del modelo correspondiente. Esto permitiŕıa clasificar orbifolios mediante la exploración
del espacio de parámetros disponible de la capa latente, facilitando enormemente la búsqueda de
construcciones prometedoras.

Tras un par de d́ıas de ejecución ininterrumpida, el orbifolder sólo pudo generar 16 modelos con
espectros inequivalentes con 3 generaciones del grupo de norma Pati-Salam más exóticos vectoriales.
Dichos modelos son posibles con estas construcciones de compactificación de la cuerda heterótica,
de hecho, en [24] se obtienen modelos con grupo de norma Pati-Salam 4D, el cual posteriormente
debe ser roto al modelo estándar por medio del mecanismo de Higgs. La poca cantidad de modelos
generados con esta configuración por la búsqueda aleatoria del orbifolder nos indica que modelos
tipo PS no se ven favorecidos con esta geometŕıa de compactificación respecto a las otras dos
categoŕıas: SU(5) y MSSM.

Este trabajo está motivado en los resultados obtenidos en [36], donde también se trabaja con
modelos de compactificación con nuestra misma geometŕıa y en afán de reproducir los resultados,
utilizamos la misma estructura del autoencoder. Sin embargo, es claro que no logramos reproducir
lo observado en la capa latente por ese trabajo. La distribución de regiones ocupadas por modelos
Z6-II no se asemejan. Existen múltiples razones por las que dicha configuración no se reproduce. En
dicho trabajo se logró un valor de pérdida mı́nimo de la función MSE de 0.013 con una predicción
correcta en promedio de 16 caracteŕısticas, mientras que en este trabajo el autoencoder entrenado
alcanzó una pérdida de 0.015 y una predicción correcta en promedio de 14 caracteŕısticas. Esto
equivale a una predicción aproximada del 54% del total de caracteŕısticas en cada modelo y es
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la mejor precisión alcanzada con la técnica actual aqúı presentada. Sin embargo, es importante
enfatizar que este no es todav́ıa el resultado final deseado; se quisiera alcanzar una precisión de al
menos el 80% para tener mayor confianza en la eficacia del modelo de autoencoder.

Expliquemos las razones por las cuales la técnica actual no tuvo un mejor desempeño en la
reconstrucción de modelos con nuestra RN. La primera razón está relacionada con la complejidad
del modelo para nuestro autoencoder; sólo probamos una arquitectura fija sin variar el número de
nodos y capas. En particular, es posible que la eficacia aumente si incrementamos el número de
nodos de la capa latente y, en consecuencia, tendŕıamos que explorar un espacio latente de mayor
dimensionalidad. Al no haber variado la arquitectura de la RN, no podemos asegurar si la que
utilizamos aqúı es la óptima. Las siguientes razones están relacionadas con el preprocesamiento de
los modelos, donde éstos son mapeados al espacio de caracteŕısticas 26 dimensional. Estos vectores
de caracteŕısticas X tiene algunas ambigüedades: un modelo de cuerdas 4D es invariante bajo 1)
intercambio entre los dos grupos de norma E8, 2) bajo ciertas permutaciones de los puntos fijos
(ver Apéndice de [36]). En este trabajo śı realizamos un filtrado de modelos asegurándonos que no
hubiera redundancias respecto al intercambio de los E8, pero no alcanzamos a hacer un filtrado
respecto a la segunda redundancia, por lo que nuestro autoencoder pudo haber recibido modelos
equivalentes y la eficacia del modelo de RN obtenido se pudo ver afectado. Otra redundancia de los
vectores de caracteŕısticas 26 dimensional se encuentra en que el grupo de Weyl para cada factor
E8 es del orden de ≈ 7 × 108. A pesar de que los vectores de caracteŕısticas X son invariantes
ante las reflexiones de Weyl, se puede dar el caso en que dentro del conjunto de modelos que
utilizamos para el entrenamiento, existan modelos equivalentes ante estas reflexiones, agregando
una redundancia más al proceso de entrenamiento (pues la RN interpreta a dos posibles vectores
equivalentes f́ısicamente como diferentes). Deshacernos de esta redundancia comparando vector a
vector ante estas transformaciones no parece ser muy deseable debido al orden de dicho grupo. Como
trabajo a futuro también se plantea buscar una solución óptima a este problema implementando
también técnicas de machine learning, en el ámbito de clasificación, enseñándole a la máquina a
identificar vectores equivalentes bajo reflexiones de Weyl.
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Figura 4.6: Gráfica de barras con el conteo de modelos por categoŕıa en cúmulo de regiones de 5 en 5.



Caṕıtulo 5

Conclusiones

El trabajo presentado en esta tesis surge motivado por la enorme cantidad de modelos de cuerdas
con diversas propiedades comúnmente apodada ”paisaje de cuerdas”. Recientemente se han aplicado
técnicas para el estudio de diversos aspectos de la teoŕıa de cuerdas [2, 3, 4, 5]. Adicionalmente,
podemos encontrar un compendio con las aplicaciones de dichas técnicas computacionales a la
teoŕıa de cuerdas en [6]. De nuestro particular interés fue [36], donde utilizando una herramienta
de ML llamada autoencoder, se obtuvo una parametrización bidimensional de una gran cantidad
de modelos de teoŕıa de cuerda heterótica con geometŕıa de compactificación Z6-II. El objetivo
de este trabajo fue reproducir esos resultados y tratar de identificar regularidades adicionales,
localizando no sólo modelos compatibles con el Modelo Estándar Mı́nimo Supersimétrico (MSSM),
si no también modelos con espectros de materia inequivalentes de 3 generaciones 4D de los grupos
de norma SU(5) o Pati-Salam.

Para entender el marco teórico de este trabajo, en el Caṕıtulo 1 desarrollamos generalidades
de la Teoŕıa de Cuerdas empezando por la teoŕıa bosónica, en la cual sólo se tiene un espectro
de part́ıculas bosónicas. La teoŕıa de cuerdas bosónica se plantea como una generalización a la
part́ıcula puntual relativista donde, en lugar de considerar la ĺınea de mundo de un punto en el
espacio-tiempo, ahora analizamos la hoja de mundo que trazan objetos unidimensionales (llamados
cuerdas) con cierta longitud. Estas cuerdas unidimensionales pueden ser cerradas (con condicio-
nes de frontera periódicas) o abiertas (condiciones de frontera de Dirichlet o de Neumann) y en
cada caso, la hoja de mundo tiene soluciones a las ecuaciones de movimiento en términos de la
superposición de modos normales de oscilación. Dichos modos normales se promueven a opera-
dores durante la cuantización de la teoŕıa, los cuales generan estados bosónicos perturbando al
vaćıo. Para que la teoŕıa sea consistente, se requiere que la hoja de mundo esté inmersa en un
espacio-tiempo D = 26 dimensional. En el caso de la cuerda bosónica cerrada tenemos dos tipos
de modos desacoplados: izquierdos y derechos. La naturaleza requiere también de la existencia de
fermiones, por lo que se debe modificar la teoŕıa de cuerdas bosónica introduciendo supersimetŕıa
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a la respectiva acción. Con esta modificación, tenemos ahora grados de libertad fermiónicos cuyos
modos normales cuantizados dan origen a estados de part́ıculas fermiónicas. Esta teoŕıa modificada
es conocida como Teoŕıa de Supercuerdas. Para que la teoŕıa esté libre de anomaĺıas se requiere que
el espacio-tiempo de fondo sea D = 10 dimensional. Si dentro de esta teoŕıa nos enfocamos en el
caso de la cuerda cerrada, tenemos 10 modos bosónicos derechos y 10 modos bosónicos izquierdos
desacoplados entre śı, de manera análoga al caso de la cuerda bosónica. También contamos con
los pares supersimétricos correspondientes, es decir, 10 modos fermiónicos izquierdos y 10 modos
fermiónicos derechos desacoplados. Para los grados de libertad fermiónicos de la cuerda cerrada
tenemos condiciones de frontera periódicas (condiciones de Ramond, R) y antiperiódicas (condi-
ciones de Neveu-Schwartz, NS), modificando aśı la expansión en modos normales. De la teoŕıa de
supercuerdas se derivan otros tipos de teoŕıas como la tipo II-A y II-B. La libertad de escoger los
modos derechos e izquierdos de distintos tipos de cuerdas se debe a que los estados de una teoŕıa de
cuerdas bosónica o de supercuerdas tipo II son el producto directo de estados del espacio de Fock
para modos derechos e izquierdos. La teoŕıa de cuerdas heterótica aprovecha esa independencia y
combina los modos derechos fermiónicos (que viven en 10 dimensiones) con los modos bosónicos
izquierdos de la teoŕıa bosónica (que viven en 26 dimensiones). En dicha teoŕıa se compactifican
16 modos bosónicos izquierdos (en un toro T 16, por ejemplo) para que haya una correspondencia
entre los 10 modos bosónicos restantes y los 10 modos fermiónicos derechos. La idea de tener 16
grados de libertad internos es para dar lugar a simetŕıas de norma y por ende bosones de norma.

En el Caṕıtulo 2 se describe el proceso de compactificación en estructuras toroidales. Aqúı
vemos cómo se define un toro de D dimensiones en general, siendo el cociente TD = R/Λ, donde
Λ es una ret́ıcula generada por una base de vectores D-dimensionales eα de RD y donde ahora los
puntos en el espacio son identificados dentro de la ret́ıcula X ∼ X+nαeα, nα ∈ Z. En nuestro caso,
compactificamos el espacio de los 16 modos bosónicos izquierdos extra en un toro T 16 = R16/Λ.
Para que la teoŕıa sea consistente, sólo hay dos elecciones para dicha ret́ıcula: las ret́ıculas de
ráıces E8 × E8 y spin(32)/Z2. En este trabajo nos concentramos en el caso que Λ = E8 × E8.
Hacer dicha compactificación para los modos bosónicos tiene implicaciones directas sobre la fórmula
de masa para estados y por ende en el espectro de part́ıculas no masivas. Sin embargo, dicha
compactificación toroidal conduce a una teoŕıa dotada de N = 4 supersimetŕıas y, por tanto,
una teoŕıa de norma no quiral. El tratamiento para dicho comportamiento es compactificando en
orbifolios. Estas estructuras se obtienen modificando a toros agregando simetŕıas discretas. En el
contexto de la teoŕıa de cuerdas heteróticas tenemos inicialmente una compactificación toroidal
T 6
R ⊗ T 6

L ⊗ T 16
L , donde el primer toro compactifica los modos derechos fermiónicos, el segundo a 6

modos izquierdos bosónicos y el último es el toro que compactifica al resto de los modos bosónicos
izquierdos que dan lugar a las simetŕıas de norma. Torciendo a dichos toros con simetŕıas discretas,
tenemos que el orbifolio de compactificación de nuestra teoŕıa queda como

O = T 6
R/P ⊗ T 6

L/P ⊗ T 16
L /G, (5.1)

donde a P se le conoce como grupo de punto y a las isometŕıas G las llamamos grupo de torcimiento
de norma. Para que en teoŕıas con estas compactificaciones se mantenga una supersimetŕıa no rota,
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el grupo de punto P debe ser un subgrupo discreto de SU(3), es decir, P ⊂ SU(3). También se
puede definir dicho orbifolio en términos del grupo de espacio S = {(θ, lk)|θ ∈ P, lk ∈ Λ, k = 2, ..., 8}
como

O = R6
L+R/S ⊗ TL

E8×E8
/G, (5.2)

de tal manera que un elemento del grupo de espacio s = (θ, lk) actúa en las 6 coordenadas espaciales
a compactificar como

(sX)k = (θX)k + lk, k = 3, ..., 8. (5.3)

En analoǵıa con el caso de las 16 coordenadas de los grados de libertad extra. También en dicho
caṕıtulo mencionamos que el grupo de punto P sólo tiene la opción de ser ZN con N = 3, 4, 6, 7, 8, 12
o bien ZN ×ZM con N múltiplo de M y N = 2, 3, 4, 6. También en el Caṕıtulo 2 se da una primera
clasificación de dichos grupos con las elecciones de los vectores de torcedura (v1, v2, v3) provenientes
de la forma de un elemento θ arbitrario del grupo de punto. Evidentemente, dicha compactificación
modificada lleva a cambios importantes en los espectros de part́ıculas provenientes de las fórmulas
de masa correspondientes. El grupo de espacio es, en general, encajado dentro del grupo E8 × E8

por medio del encaje estándar. En este encaje las coordenadas de los modos izquierdos bosónicos
de norma se ven alterados por vectores de traslación y ĺıneas de Wilson. Estas ĺıneas de Wilson y
vectores de traslación cumplen ciertas caracteŕısticas dependiendo del grupo de punto con el que se
hace la compactificación y están constriñidas por condiciones que garantizan invariancia modular
en la teoŕıa. También discutimos en este caṕıtulo las peculiaridades inherentes a compactificaciones
con orbifolios con grupo de punto Z3 y Z6-II, el primero siendo el que tiene la estructura más
sencilla y el segundo siendo de gran interés fenomenológico por sus aplicaciones fenomenológicas
[36, 22, 7].

Después exploramos las generalidades de Machine Learning y vemos brevemente cuáles eran
sus tres ramas: ML no supervisado, ML supervisado y ML reforzado. Cada una de sus ramas
con diferentes paradigmas, todas con el objetivo de extraer patrones, tendencias, caracteŕısticas o
regularidades de un conjunto enorme de datos, facilitando aśı su interpretación. La idea básica de
ML es construir una Red Neuronal (RN), formada de varias capas de nodos, incluyendo una capa
de entrada y una de salida. Los nodos entre capas están conectados por medio de transformaciones
lineales cuyas matrices tienen entradas w(i) para la i-ésima capa más la suma de un vector constante
b(i). Para el proceso de aprendizaje, necesitamos contar con datos de entrada y datos de salida o
resultantes, es decir, contar con el resultado a partir de cierto conjunto de datos. Los datos de
entrada se encuentran cuantificados en los nodos de la capa de entrada y el resultado en los nodos
de la capa de salida. Entrenar a la RN significa ajustar los hiperparámetros w(i) y b(i) para que las
capas de entrada y salida coincidan con los datos de entrada y los de resultado. Este proceso de
ajuste se itera a través de varias épocas hasta que la función de pérdida (diferencia entre valores de
la capa obtenidos y los deseados) se minimice. En particular, existe un tipo especial de red neuronal
llamada autoencoder en la cual la capa de salida y entrada recibe los mismos datos, es decir, dicha
red se entrena para reproducir a la función identidad. Generalmente en los autoencoder, las capas
de salida y entrada son las que más nodos tienen y las capas intermedias son simétricas, dejando
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en medio la capa con menor cantidad de nodos llamada capa latente. La idea de un autoencoder
es codificar la información que recibe de entrada en menos parámetros con los escasos nodos de la
capa latente.

Utilizando el orbifolder [35], se generaron O(4, 000, 000) de modelos inequivalentes de orbifo-
lios heteróticos con geometŕıa Z6-II (1,1), de acuerdo a la clasificación [19], con combinaciones
consistentes de vectores de traslación y ĺıneas de Wilson que llevan a f́ısica inequivalente. Estos
modelos se preprocesaron mapeando esta información (64 parámetros) a vectores de caracteŕısticas
26-dimensionales (ver detalles en Sección 3.3) y posteriormente dichos vectores se procesaron con la
codificación one-hot que reemplaza al vector 26-dimensional en un vector 962 dimensional de puros
ceros y unos. Estos vectores codificados son justamente la capa de entrada de nuestro autoencoder
cuya estructura se detalla en la Figura 3.10. Con la estructura del autoencoder definida, entrena-
mos a dicha RN con un conjunto de datos de O(1, 000, 000) de modelos procesados teniendo una
proporción de conjunto de entrenamiento y prueba de

entrenamiento : validación = 85 : 15, (5.4)

a lo largo de 5,000 épocas y con un tamaño de lote de 2,000. Obtuvimos un valor de pérdida
mı́nimo de 0.15, que corresponde a una predicción correcta de en promedio 14 caracteŕısticas de
26, y nos aseguramos de no tener sobreentrenamiento. Recordemos los vectores 26 dimensionales,
sin tomar en cuenta la codificación one-hot, son la entrada y salida de información de nuestro
autoencoder. Cada entrada de dichos vectores es una caracteŕıstica cuyo valor numérico cuenta el
número de ráıces simples no invariantes que auxilian en el cálculo de las GUTs locales y el grupo
de norma 4D G4D. De tal manera que hemos logrado predecir en promedio 14 de 26 ráıces simples
en cada uno de los modelos de compactificación, aproximadamente el 54% de ellas. Esta fue la
mejor precisión alcanzada con la técnica actual presentada en este trabajo. Este no es el resultado
final deseado pues deseaŕıamos alcanzar una precisión de al menos el 80% para tener una mayor
confianza en la eficacia del modelo del autoencoder. Ahora mencionemos las razones por las cuales no
obtuvimos una mayor eficacia en la predicción de las cacteŕısticas de nuestros modelos. La primera
razón está relacionada con la complejidad del modelo para nuestro autoencoder; sólo probamos una
arquitectura fija sin variar el número de nodos y capas. En particular, es posible que la eficacia
aumente si incrementamos el número de nodos de la capa latente y, en consecuencia, tendŕıamos
que explorar un espacio latente de mayor dimensionalidad. Al no haber variado la arquitectura
de la RN, no podemos asegurar si la que utilizamos aqúı es la óptima. Las siguientes razones
están relacionadas con el preprocesamiento de los modelos, donde éstos son mapeados al espacio
de caracteŕısticas 26 dimensional. Estos vectores de caracteŕısticas X tiene algunas ambigüedades:
un modelo de cuerdas 4D es invariante bajo 1) intercambio entre los dos grupos de norma E8 , 2)
bajo ciertas permutaciones de los puntos fijos (ver Apéndice de [36]). En este trabajo śı realizamos
un filtrado de modelos asegurándonos que no hubiera redundancias respecto al intercambio de los
E8 , pero no alcanzamos a hacer un filtrado respecto a la segunda redundancia, por lo que nuestro
autoencoder pudo haber recibido modelos equivalentes y la eficacia del modelo de la RN obtenido se
pudo ver afectada. Otra redundancia de los vectores de caracteŕısticas 26 dimensional se encuentra
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en que éstos son equivalentes ante reflexiones del grupo de Weyl para cada factor E8 y dicho grupo
es del orden de ≈ 7× 108 de la cual no nos hicimos cargo.

Posteriormente, codificamos un conjunto de 2,000,000 de modelos (ajenos al conjunto de en-
trenamiento y de prueba) con el autoencoder, pudiendo aśı observar la forma del espacio latente
para todos nuestros modelos. Utilizando el orbifolder generamos dos grupos de modelos con la geo-
metŕıa de compactificación Z6-II (1,1) con espectros inequivalentes para modelos con un número de
3 generaciones 4D de los grupos de norma Pati-Salam (PS) (16 modelos) y SU(5) (457 modelos).
En [8] se hizo una clasificación de todas las simetŕıas de sabor 4D posibles del espectro no masivo
de compactificaciones en orbifolios abelianos, incluyendo roto-traslaciones y toros no factorizables
y se encontraron un total de 121,000 compatibles con el Modelo Estándar Mı́nimo Supersimétrico
(MSSM, por sus siglas en inglés). Accesando al material suplementario de dicho trabajo vemos que
del conjunto total de modelos tipo MSSM se encontraron 363 con geometŕıa de compactificación
Z6-II (1,1) y los utilizamos para codificarlos con nuestro autoencoder entrenado. Estos modelos son
compatibles con el MSSM si se cumplen ciertas condiciones, tales como que su grupo de norma
no roto tenga como factor al del Modelo Estándar, que los estados efectivos incluyan campos que
reproducen el espectro de materia del MSSM y que los estados efectivos adicionales sean vectoriales
respecto al factor GSM del grupo de norma para dichos modelos (ver más detalles en la Sección
4.4). Estos tres conjuntos de modelos fenomenológicamente interesantes fueron codificados junto
con el conjunto de 2,000,000 de modelos previamente mencionados. La forma en que se ve el espacio
latente la podemos apreciar en la Figura 5.1.

Para identificar cúmulos o clústers de modelos en los cuales se agrupen modelos de las tres
categoŕıas previamente mencionadas, utilizamos el algoritmo K-means de TensorFlow [37] y en total
se estableció un número de 30 clústers. Contamos cuántos modelos de cada categoŕıa se encuentra
en cada clúster según la numeración que apreciamos en la Figura 5.1 y dicho conteo se resume en la
Tabla 5.1. Concluimos que las regiones 11, 12, 13 y 14 tienen la mayor acumulación de modelos tipo
MSSM y SU(5). Para el caso de modelos tipo PS, tenemos que se agrupan mayoritariamente en las
regiones 1, 12, 15, 16 y 20. Tomemos en cuenta que la separación por regiones de nuestro espacio
espacio latente es artificial, sobre todo porque el número de clústers independientes lo establecimos
nosotros a mano y de manera completamente cualitativa. También apreciamos en la Figura 5.1 que
no tenemos una clara jerarqúıa en cuanto a densidad de modelos por categoŕıa se refiere, śı podemos
saber cuáles regiones tienen la mayor cantidad de modelos, pero podemos ver que en casi todo el
espacio latente podemos encontrar modelos fenomenológicamente interesantes. Aprovechando que
la numeración de las regiones hace corresponder a regiones colindantes con indexación de números
consecutivos, consideramos regiones más amplias constituidas por cúmulos de regiones dentro de
las 30 ya identificadas. Tomamos entonces cúmulos de 5 en 5 regiones, teniendo en total 6 cúmulos,
y en cada uno de ellos ahora contamos el número de modelos por categoŕıa localizados alĺı. Se
presenta una gráfica de barras en la Figura 4.6 con el conteo de modelos por categoŕıa en las
regiones agrupadas de 5 en 5.

Notamos que el grupo de regiones 11-15 tiene el mayor número de modelos en las tres categoŕıas,
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concluyendo aśı que en una búsqueda aleatoria de modelos fenomenológicamente interesantes, este
grupo de regiones son las más prometedoras. Para el caso de SU(5) observamos una mayor densidad
de los mismos en las regiones 26-30. También aseguramos que los valores de todos los parámetros
se encuentran dentro del dominio que se aprecia en la Figura 5.1 pues hay más de 2,000,000 de
modelos generados aleatoriamente con esta geometŕıa de compactificación mientras que en [7] se
identificó que en total hay un número del orden de 107 modelos con esta geometŕıa, por lo que
estamos apreciando un 20% de ese total, es decir, un conjunto que śı es representativo.

Este trabajo es un primer paso, pues llegamos sólo a localizar las regiones en las cuales, 3
categoŕıas de modelos fenomenológicamente interesantes se localizan en el espacio latente y dar
pauta para posibles búsquedas en el futuro de modelos f́ısicos. Como trabajo futuro deseamos
encontrar una manera en la cual podamos mapear un punto del espacio latente a modelos 4D y
analizar sus caracteŕısticas f́ısicas, tales como su grupo de norma. Es decir, dado un punto del
espacio latente, nos gustaŕıa poder contar el número de ráıces simples invariantes del grupo de
norma 4D por cada factor E8 correspondiente a ese modelo en la capa latente. Esto permitiŕıa
clasificar orbifolios mediante la exploración del reducido espacio paramétrico de la capa latente,
facilitando enormemente la búsqueda de construcciones prometedoras.

R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7 R8 R9 R10 R11 R12 R13 R14 R15

MSSM 14 0 19 11 9 12 1 3 5 12 8 28 30 26 10

SU(5) 18 10 22 4 17 3 12 1 10 10 17 17 32 35 11

PS 2 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 2 0 0 3

R16 R17 R18 R19 R20 R21 R22 R23 R24 R25 R26 R27 R28 R29 R30

MSSM 22 9 10 6 17 6 8 11 7 20 11 15 6 19 7

SU(5) 14 12 2 5 12 2 5 5 16 44 10 31 12 51 16

PS 2 0 0 0 2 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0

Tabla 5.1: Conteo de modelos por categoŕıa en cada una de las 30 regiones en el espacio latente.
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Figura 5.1: Espacio latente de parámetros dividido en 30 clústers. Notemos que la numeración de los mismos
es en orden y en regiones colindantes. También apreciamos la localización de los modelos tipo MSSM, PS y
SU(5) en sus respectivos clústers.



Apéndice A

El sistema de ráıces E8 × E8

Aqúı se presenta un breve resumen de los aspectos más fundamentales del sistema de ráıces de
E8×E8. Este apéndice está basado principalmente en [23]. El análisis necesario para determinar el
espectro de estados en un modelo de orbifolio está ı́ntimamente relacionado con los valores propio
o pesos de estados |W 〉 bajo elementos base HI (I = 1, ..., 16) del subálgebra de Cartan de E8×E8,

HI |W 〉 =W I |W 〉 . (A.1)

Los pesos de la representación adjunta son conocidos como ráıces. Para E8 ×E8, la representación
adjunta es la representación fundamental y representaciones de mayor dimensión son obtenidas del
producto tensorial de la representación adjunta consigo misma. Los vectores de pesos suman cuando
los productos tensoriales son utilizados para formar representaciones con dimensionalidad superior,
entonces, los diagramas de pesos de representaciones de mayor dimensionalidad llenan una ret́ıcula
de pesos generada por vectores base del diagrama de pesos de la representación adjunta. En el caso
de E8 ×E8, esta es la ret́ıcula de ráıces ΛE8×E8 . Una base en el espacio de ráıces puede ser elegido
de tal manera que la ret́ıcula de ráıces E8 puede ser escrita como el conjunto infinito de vectores
8-dimensionales

ΛE8 =

{

(n1, ..., n8), (n1 +
1

2
, ..., n8 +

1

2
)|n1, ..., n8 ∈ Z,

8∑

i=1

ni = 0mod 2

}

. (A.2)

Del conjunto anterior notamos que las componentes de un vector de ráıces E8 dado son todos
enteros o todos medios enteros. Vectores l en la ret́ıcula ΛE8 que satisfacen l · l = 2 (donde el se
supone impĺıcitamente que el producto interior es el euclidiano 8-dimensional) producen las 240
ráıces no nulas de E8, que denotamos por e1, ..., e240. Por convención, tomamos como ráıces positivas
aquellas ei cuya primer entrada no nula (de izquiera a derecha) es positiva. Una ráız simple es una
ráız positiva que no puede ser obtenida de la suma de dos ráıces positivas. Existen 8 ráıces simples
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para E8, que denotamos por α1, ..., α8. Éstas forman una basis de la ret́ıcula de ráıces E8 dada en
(A.2), que alternativamente puede se escrita como

ΛE8 =

{
8∑

i=1

miαi|mi ∈ Z

}

. (A.3)

La ret́ıcula de ráıces para E8×E8 se construye tomando la suma directa de dos copias de ΛE8 , que
distinguiremos por los supeŕındices (A) y (B),

ΛE8×E8 = Λ
(A)
E8

⊕ Λ
(B)
E8
. (A.4)

Aśı, un vector en la ret́ıcula de ráıces de E8 × E8 es un vector 16-dimensional que satisface

l = (lA; lB), lA ∈ Λ
(A)
E8
, lB ∈ Λ

(B)
E8
, (A.5)

donde heos denotado las primeras 8 entradas de l por lA y las últimas 8 entradas. Las 480 ráıces
no nulas de E8 × E8 están dadas por (ei; 0) y (0; ei), donde ei es una de las 240 ráıces no nulas de
E8. De manera similar, las 16 ráıces simples de E8×E8 están dadas por α1, ..., α16. Tomando todas
la combinaciones lineales de las 16 ráıces simples con coeficiente enteros, se recupera la ret́ıcula de
ráıces ΛE8×E8 . Es decir,

ΛE8×E8 =

{
16∑

i=1

miαi|mi ∈ Z

}

(A.6)

Las 16 entradas de un vector en la ret́ıcula de ráıces (n1, ..., n8;n9, ..., n16) corresponden a los
valores propios respecto a la base del subálgebra de Cartan de E8 × E8, que escribimos como
HI (I = 1, ..., 16) y que cumplen con

trR(H
IHJ) = X(R)δIJ , (A.7)

donde la traza se calcula sobre una irrep R de E8 × E8. En particular, la representación adjunta
(A) corresponde a las 480 ráıces descritas arriba. No es dif́ıcil corroborar de (A.2) que X(A) = 60,
que es dos veces el valor utilizado t́ıpicamente por los fenomenólogos. Es de particular importancia
el mapeo de las ráıces αi dentro del subálgebra de Cartan por

H(αi) =

16∑

I=1

αI
iH

I . (A.8)

De esto, se define un producto interior en el espacio de ráıces

〈αi|αj〉 ≡ trA[H(αi) ·H(αj)]. (A.9)

De (A.7), se puede calcular que
〈αi|αj〉 = X(A)αi · αj. (A.10)
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Se puede demostrar que el ı́ndice de Dynkin X(A)′ de la base (A.8) está relacionado con el ı́ndice
de (A.7) por X(A)′ = 2X(A). Entonces los generadores (A.8) son más grandes por un factor de 2
respecto a la normalización fenomenológica. La matriz de Cartan de un álgebra de Lie está definida
por

Aij =
2〈αi|αj〉
〈αi|αj〉

, (A.11)

donde i, j son valores que corren sobre las ráıces simples. Utilizando (A.10) y el hecho de que α2
i = 2,

es fácil corroborar que la matriz de Cartan (A.11) se puede calcular simplemente en términos de
los vectores de ráıces simple 16-dimensionales

Aij = αi · αj. (A.12)

En las construcciones con orbifolios, un subconjunto de ráıces simples de E8 × E8 sobreviven, y
calculando las submatrices de acuerdo con (A.12), podemos identificar los factores no abelianos en
el grupo de norma que sobrevive G.
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