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Resumen

En esta tesis se presenta la implementacion de un tipo especial de red neuronal llamada autoencoder
para tratar de caracterizar el paisaje de modelos con geometria de compactificacién en orbifolios
heteréticos Zg-11. El autoencoder parametriza a cada modelo con dos parametros, los cuales vi-
ven en un espacio latente bidimensional. Generando un total de 4,000,000 de modelos con estas
compactificaciones, empleamos 1,000,000 para el entrenamiento de la red neuronal y posteriormen-
te graficamos los valores de los pardametros para 2,000,000 de modelos utilizando el autoencoder
resultante. Identificamos un total de 30 regiones independientes en el espacio latente donde se acu-
mula el total de modelos, acotando también el valor de todos los posibles parametros. Utilizando el
orbifolder generamos modelos con este orbifolio heterdtico en dos categorias fenomenolégicamente
interesantes, aquellos que tengan un espectro de particulas de 3 generaciones 4D de los grupos
de norma Pati-Salam (16 modelos) y SU(5) (457 modelos). Agregamos también un conjunto de
modelos con esta geometria compatibles con el Modelos Estdandar Minimo Supersimétrico. Poste-
riormente, los modelos dentro de estas tres categorias son parametrizados con nuestro autoencoder.
Contamos el nimero de modelos por categoria en cada una de las 30 regiones e identificamos
aquellas que sean las mas prometedoras para busqueda de modelos con interés fenomenolégico.
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Introduccion

La teoria de cuerdas logra incorporar una descripciéon cudntica de la gravedad. Al cuantizar las
cuerdas, se encuentran modos de oscilacion con masa cero, espin 1 y propiedades que permiten
describir a las particulas mensajeras de las interacciones del Modelo Estandar y, de hecho, permite
obtener de manera natural algunas propuestas de Gran Unificaciéon (GUTs). Se pueden obtener
también estados de vibraciéon de la cuerda con masa cero y espin %, es decir, fermiones como los
bloques béasicos de la materia en el Modelo Estandar. También existen maneras de obtener ingre-
dientes del tipo de el Higgs, teniendo que es posible que se puedan reproducir todos los ingredientes
del Modelo Estandar (SM, por sus siglas en inglés) a través un planteamiento mas fundamental.
Una de las més grandes consecuencias de esta teoria es que predice (o requiere) la existencia de
6 dimensiones adicionales. Para explicar que estas dimensiones no han sido observadas, se postula
que son muy pequenas, y que estan compactificadas en estructuras matematicas muy especificas
que determinan indirectamente la fisica de la teoria. Una de estas estructuras en las cuales se
lleva a cabo la compactificacién son los orbifolios toroidales que se definen como el cociente de
un toro con una simetria discreta codificada en un grupo llamado grupo de punto. La eleccién
de esta simetria discreta se puede restringir a sélo grupos abelianos Zy o Zy X Zj; para ciertos
valores de N y M. Ademds, una vez elegida la simetria discreta que rige a la compactificacién,
también se tiene constrinida la eleccion de la reticula que genera al toro inicial. Escogiendo cierta
compactificacién, las propiedades fisicas de la teoria resultante estdn completamente definidas y
en la mayoria de los casos estos modelos son diferentes de lo observado en el Modelo Estandar.
La eleccién de la compactificacion y la teoria 4D resultante no son unicas, dando lugar a un gran
conjunto de modelos de cuerdas en 4D llamado generalmente como el paisaje de cuerdas. El ntimero
de modelos de cuerdas 4D se ha acotado a ser por lo menos 10'°% [I]. Lo deseable es que en este
vasto paisaje de modelos se pueda realizar una busqueda de aquellos que sean compatibles con el
Modelo Estandar Minimo Supersimétrico. Una busqueda de dichos modelos fenomenolégicamente
interesantes implica una tarea demasiado compleja, pues implementar bisquedas en un conjunto
de modelos tan enorme podria tomar demasiado tiempo incluso con el poder computacional con
que se cuenta actualmente.

Los pardmetros que definen por completo a un modelo de compactificacién son del orden de
O(100) los cuales especifican caracteristicas fisicas de la compactificacién y cumplen con ciertas
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condiciones de consistencia, tales como la invariancia modular. Una vez fijados estos parametros,
se puede calcular el grupo de norma 4D resultante y verificar si éste es de interés fisico, como ser
compatible con el Modelo Estdandar Minimo Supersimétrico (MSSM, por sus siglas en inglés). De
gran interés fenomenolégico también tenemos los casos en que los modelos tienen espectros con un
nimero de 3 generaciones 4D de los grupos de norma para teorfas de gran unificacién (GUTSs), tales
como el grupo SU(5) o el grupo SU(2) x SU(2) x SU(4) (de Pati-Salam o PS). Una teorfa de gran
unificacién constituye una suposicion en la cual la naturaleza cuenta con ”"mas simetria” que la del
Modelo Estandar pero que se reduce a la del mismo a bajas energias motivada por la incompletez
probada del SM. Las GUTs son de gran interés fenomenolégico porque permiten explorar algunas
ideas de como extender al Modelo Estdndar. El estudio y bisqueda de una cantidad tan grande
de modelos suele no ser ideal dado el enorme tiempo de cémputo que se requiere y por ello en los
dltimos anos se han aplicado nuevas técnicas para llevar a cabo dichas tareas. Una de las técnicas
actualmente empleadas es la del Aprendizaje Automético (Machine Learning), que consiste en
utilizar un conjunto de datos de interés para que la computadora encuentre caracteristicas ocultas,
tales como regularidades, patrones o tendencias para que posteriormente logre identificar también
caracteristicas en conjuntos de datos ajenos al original. La ventaja de dicha técnica se fundamenta
en el hecho de que es posible procesar una gran cantidad de informacién en poco tiempo, pues no
se analiza dato por dato, si no al conjunto completo. Dentro de muchas de las técnicas que emplea
Machine Learning se encuentra el disefio de Redes Neuronales (RNs), las cuales consisten en un
conjunto capas contiguas, cada una de ellas con cierto nimero de nodos; la capa de entrada y salida
corresponden a la informacién que podemos ver. Las RNs procesan la informacién recibida por la
capa de entrada a través de las capas intermedias (la informacién de dichas intermedias estd oculta
y sélo se utiliza durante el procesamiento) hasta obtener un resultado en la capa de salida. La idea
es entrenar a la RN utilizando dos conjuntos de datos: un conjunto que represente la informacién
para la capa de entrada y un conjunto que represente el resultado que se desea obtener a partir de
la informacién de entrada. El ajusta a los parametros que definen el paso de la informacién a través
de las capas hasta que los resultados de la capa de salida reproduzcan lo mejor posible el conjunto
de datos que deseamos obtener a partir de los datos de entrada.

En los ultimos afios se ha utilizado esta técnica computacional para el estudio de diversos
aspectos de la teoria de cuerdas [2, 3,4} 5], ademds se puede encontrar un compendio de aplicaciones
a dicha teorfa en [6]. En [2] se estudia el paisaje de modelos de la teoria de cuerdas heterdticas con
compactificacién de grupo de punto Zg-II (orbifolio heterético Zg-11). Esta geometria es de gran
interés fenomenolégico pues ha mostrado ser muy 1til en la bisqueda de modelos compatibles con
el MSSM [7, 8]. Alli, se disena un tipo especial de red neuronal conocida como autoencoder, que
consiste en una red simétrica cuyas capas de entrada y salida tienen la misma informacién, tratando
de simular una funcién identidad. Generalmente, un autoencoder posee una capa intermedia (capa
latente) con la menor cantidad de nodos respecto al resto y cuyos valores son de gran interés pues
se les puede considerar como una parametrizacion de la informacién con menos parametros que los
de la informacién original. En [2] se disefia un autoencoder para modelos con orbifolios heteréticos
Ze-11, de tal manera que la capa latente solo tenga dos nodos para asi parametrizar a los modelos
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con solo dos parametros. Al espacio bidimensional en el que viven los pardmetros se le llama, espacio
latente. En la presente tesis tratamos de reproducir los resultados observados en dicho trabajo, y
exploramos posibles conclusiones alternativas con el proposito de generalizar esta técnica para la
clasificacién de orbifolios toroidales con geometria arbitraria.

Estructura

La presente tesis estd organizada como sigue. En el Capitulo [I] presentamos las generalidades de la
Teoria de Cuerdas, comenzando por su construccion. Se presentan detalles de la Teoria de Cuerdas
Bosénica y posteriormente se introduce su generalizacién al caso donde se incluye supersimetria,
la Teoria de Supercuerdas. Por tdltimo detallamos aspectos de la Teoria de Cuerdas Heterdticas,
las dimensiones espacio-temporales en las que se trabaja y un primer acercamiento a la compacti-
ficacion toroidal de 16 grados de libertad bosénicos de norma. En el Capitulo 2] profundizamos la
discusién sobre el proceso de compactificaciéon en orbifolios toroidales simétricos, su clasificacién y
ventajas sobre las compactificaciones toroidales. Posteriormente, se detallan los aspectos geométri-
cos especificos de los orbifolios heterédticos con grupo de punto Zs y Zg-11. En el Capitulo [3 hacemos
un repaso de las generalidades de Machine Learning, detallando la construccién de diversas redes
neuronales y sus parametros intrinsecos, incluyendo sus funciones de activacién. Se hace hincapié en
un tipo de redes neuronales especifico llamadas autoencoder, cuya funcionalidad es la de parametri-
zar un conjunto de datos con menos pardmetros que los que originalmente posee. Proporcionamos
la estructura de nuestro autoencoder con el cual se parametrizara mediante dos parametros a una
gran cantidad de modelos de orbifolios heterdticos Zg-1I. Mencionamos la herramienta el orbifol-
der, que es un programa que nos permite generar una gran cantidad de modelos con estructuras
de compactificaciéon especificas y que nos ayuda a generar aproximadamente O(4,000,000) de mo-
delos con orbifolios Zg-11 inequivalentes para el entrenamiento del autoencoder. Finalmente, en
dicho capitulo se detalla cémo es que el autoencoder recibe los datos de entrada y salida de cada
uno de estos modelos. En el Capitulo M presentamos nuestros resultados. Se analiza la forma de la
capa latente para un total de 2,000,000 de modelos y también se presenta la parametrizacion de
modelos fenomenoldgicamente interesantes: aquellos que son compatibles con el MSSM y los que
poseen espectros de particulas con 3 generaciones de los grupos de norma SU(5) y de Pati-Salam.
Se identifican regiones en las cuales hay mayor aglomeracién de estos tres grupos de modelos y se
caracteriza el espacio latente por la densidad de los mismos. Finalmente, en el Capitulo [l presento
mis conclusiones.
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Capitulo 1

Fundamentos de teoria de cuerdas

A lo largo de la historia, el desarrollo de la fisica ha tenido eventos de suma importancia conocidos
como unificaciones, evento en los cuales se descubre que diferentes fendnemos estdn relacionados
entre si y las teorias fisicas son modificadas para tomar en cuenta esta relaciéon. Uno de estos eventos
reconocio la profunda relaciéon que tienen la electricidad y el magnetismo. Desde hace milenios estos
dos fenémenos fueron reconocidos como independientes, sin embargo, en 1819 Hans Christian Oers-
ted descubrié que que una corriente eléctrica en un alambre puede desviar la aguja de una brujula
que se encuentra cerca de dicho alambre. Poco después, Jean-Baptiste Biot y Felix Savart (1820)
y André-Marie Ampere (1820-1825) reportaron cudles son las reglas para que corrientes eléctricas
produzcan campos magnéticos. Michael Faraday (1831) demostré que un campo magnético variable
genera campos eléctricos. Todos estos fendmenos y conexiones entre ellos fueron condensados por
James Clerk Maxwell (1865) en un conjunto de ecuaciones e incluso lo condujeron a la prediccién
de las ondas electromagnéticas. Estas fueron las ecuaciones de Maxwell y consideran a la electrici-
dad y magnetismo como manifestaciones de un mismo fenémeno fisico: el electromagnetismo. Esta
unificacién fue inminente, pues la descripcion separada de estos fenémenos lleva a inconsistencias.
9]

Existen dos grande teorias que explican la mayoria de los fenémenos fisicos a grandes y pequenas
escalas. Por un lado tenemos la Teoria de la Relatividad General, formulada por Albert Einstein,
que establece que la gravedad es consecuencia de la deformacién del espacio-tiempo provocada por
la mera existencia de masa o energia. Por otro lado, tenemos a la Mecanica Cuantica, desarrollada
por Erwin Schrodinger, Werner Heisenberg, Paul Dirac y otros; dicho marco es el adecuado para
describir fenémenos a escalas microscopicas. En adicién a estos descubrimientos, 4 fuerzas funda-
mentales han sido identificadas en la naturaleza: la fuerza de gravedad, la fuerza electromagnética,
la fuerza débil (responsable del decaimiento nuclear beta) y la fuerza fuerte (que mantiene unidos
a los quarks de los nucleones). En 1960 ocurrié otro evento de unificacién cuando el modelo de
Weinberg-Salam de las interacciones electrodébiles describié en un mismo marco al electromagne-
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tismo y la fuerza débil. El Modelo Estandar de la Fisica de Particulas describe de manera cudntica
a las ultimas tres interacciones en el marco de la Teoria Cudntica de Campos. En esta teoria se
cuenta con la descripcion de particulas con espin % llamadas fermiones y que conforman los bloques
bésicos de la materia. También describe particulas de espin 1 llamados bosones y que son las mensa-
jeras de las interacciones. También describe una particula de espin cero llamada particula de Higgs
relacionada con el proceso de Higgs, el cual dota de masa a las particulas del Modelo Estandar. Sin
embargo, se sabe que dicha teoria es incompleta pues existen aspectos de la Fisica de particulas que
no logra incorporar: descripcién de la materia oscura, masa de los neutrinos, problema de jerarquia,
entre otros [9].

La gravedad debe ser incluida en el marco de la fisica de particulas, con o sin unificacién, si uno
desea tener una teoria completa. Los efectos de la fuerza gravitacional son considerablemente des-
preciables a nivel microscopico, pero son cruciales en estudios de cosmologia del universo temprano.
Como ya mencionamos, el Modelo Estandar es una teoria cuantica, mientras que la Relatividad
General es una teoria clasica de la gravedad. Para incluir a la gravedad en el mismo marco de la
fisica de particulas, la gravedad debe ser promovida a una teoria cuantica. Sin embargo, el proceso
de cuantizacién de dicha interaccién ha encontrado serias dificultades.

La teoria de cuerdas es un excelente candidato para una teoria unificadora de todas las fuerzas
de la naturaleza. En la teoria de cuerdas, todas las fuerzas son unificadas de una manera profunda
y significativa. La teoria de cuerdas es una teoria cudantica, y, porque incluye a la gravedad, es
una teoria cudntica de la gravedad. En esta teoria, cada particula se identifica como un modo de
vibracion de una cuerda microscépica elemental. Uno de los estados vibracionales de las cuerdas es el
gravitén, el cuanto del campo gravitacional. Como sélo hay un tipo de cuerda, y todas las particulas
provienen de las vibraciones de cuerdas, todas las particulas son naturalmente incorporadas en una
sola teoria. Con el simple planteamiento de la existencia de un componente fundamental llamado
cuerda se tienen varias consecuencias directas, algunas siendo virtudes que obligan a considerar a
la teoria como la unificadora de las 4 interacciones fundamentales. La teoria de cuerdas predice la
existencia de la gravedad al intentar describir consistentemente a una cuerda cudntica relativista. Se
pueden obtener estados de vibracién de la cuerda con masa cero y espin %, es decir, fermiones como
los bloques de materia en el Modelo Estandar. Existe la manera de obtener ingredientes del tipo
del Higgs, asi que la teoria de cuerdas quizas seria capaz de reproducir todos los ingredientes del
Modelo Estandar. La teoria de cuerdas no tiene ningin pardmetro adimensional libre, a diferencia
del problema que presenta el Modelo Estandar.

En este capitulo describiremos la fundamentacién de la Teoria de Cuerdas, comenzando por
la Teoria de Cuerdas Bosénica, que cuenta con un espectro de particulas bosénicas unicamente.
Posteriormente, duscutimos una generalizacion de la cuerda bosénica, conocida como Teoria de Su-
percuerdas, la cual, a partir de la introduccién de supersimetria, permite la integracién de fermiones
en la teoria. Por ultimo profundizamos en la llamada Teoria de Cuerdas Heterdticas, presentamos
su planteamiento, caracteristicas y consecuencias.
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1.1. La cuerda bosdnica

La teoria de cuerdas generaliza la idea de la particula relativista que se mueve a través de un
espacio tiempo D-dimensional, donde la accién en cuestiéon describe la dindmica de la linea de
mundo (geodésica en el espacio-tiempo) trazada por la particula. La accién respectiva estd dada
por la integral de la longitud invariante infinitesimal ds,

S = —a/ds, (1.1)

donde « es una constante, y hemos escogido unidades de tal manera que ¢ = h = 1. Para encontrar
las ecuaciones de movimiento que describen a la geodésica (o linea de mundo) que va trazando la
particula en el espacio-tiempo intrinseco, se debe calcular la variacién de la accién (L)) e igualarla
a cero. Entonces, el movimiento cldsico de una particula relativista es el camino que extremiza la
distancia invariante. Esta idea sera 1til para generalizarlo al contexto de la teoria de cuerdas.

1.1.1. La accion de cuerda bosénica

La teoria de cuerdas se plantea generalizando la idea de la particula puntual relativista. En
lugar de describir sélo un punto a través del espacio-tiempo pensaremos en cuerdas minusculas
con cierta longitud (no nos preocuparemos de lo que estén hechas) que se mueven a través del
espacio-tiempo, dichas cuerdas pueden ser de dos tipos: cerradas o abiertas. La trayectoria de estas
cuerdas va trazando una superficie (en lugar la una linea para el caso de las particulas puntuales)
(ver Figura[LT]). Se le llama hoja de mundo a la superficie 2-dimensional trazada por la trayectoria
de la cuerda en el espacio-tiempo.

Para el caso de la particula puntual relativista, vimos que la accién era la integral de la longitud
invariante de la linea de mundo. Para las cuerdas definiremos el drea invariante de Lorentz de la
hoja de mundo de la cuerda. La accién de la cuerda relativista es proporcional a esta drea y se
conoce como accién de Nambu-Goto la cual tiene la forma [9]

S = —ﬁ/dA, (1.2)

donde dA es el drea infinitesimal invariante de la hoja de mundo trazada y 8 es una constante. De
ahora en adelante supondremos que el espacio-tiempo de fondo es plano.

Para el caso de una cuerda con cierta longitud inmersa en un espacio-tiempo de D dimensiones,
se traza una hoja de mundo parametrizada por dos parametros 7 y o, con 7 siendo temporal y o
espacial. La inmersién de la cuerda en el espacio-tiempo D-dimensional estard dada por funciones
o campos X#(7,0). Los llamaremos grados de libertad de la cuerda (coordenadas que localizan a
la hoja de mundo) son simbolizados por X*(7,0) p©=0,1,...,D —1, que consiste en el barrido de
curvas parametrizadas por o a 7 fijos (bajo cierta norma se puede interpretar como la fotografia
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=ct

Figura 1.1: Hoja de mundo. A la izquierda apreciamos la hoja de mundo que va trazando una cuerda abierta,
mientras que a la derecha apreciamos la hoja de mundo trazada por una cuerda cerrada y que se asemeja a
un tubo. [9]

de una cuerda al tiempo 7) y puede ser una curva abierta o cerrada, por conveniencia se toma
0 < o < . Asi como en el caso de la particula relativista en D dimensiones, queremos escribir
una versién relativista de la cuerda inmersa en un espacio D-dimensional de forma covariante de
Lorentz cuya fisica no dependa de alguna eleccién particular de los parametros de la hoja de mundo
o y 7. Considerando que la métrica del espacio-tiempo plano es:

N = diag(1,-1,...,—-1) p,v=0,1,...,D — 1. (1.3)

Se puede demostrar entonces el drea invariante se puede calcular con ayuda de estos parametros y
grados de libertad de la cuerda de tal manera que: [9]

dA = dea\/(X S X2 — (X2)(X72), (1.4)

donde X* = 684 y XM = aa%. Por lo que la accién de Nambu-Goto estaria dada por:

Sne = —T/dea\/(X LX) — (X2)(X7). (15)
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Donde T' es una constante. Esta es la accién que describe a la cuerda relativista inmersa en un
espacio-tiempo de D dimensiones. Sin embargo, calcular las ecuaciones de movimiento puede ser
un poco complicado debido a la raiz cuadrada que tenemos en el integrando. Para deshacernos de
ese problema podemos introducir un campo auxiliar hag(7, o) (que se interpreta como la métrica
inducida en la hoja de mundo) de signatura (+,-) y donde a = 0 y 1 se refiere a 7 y o respecti-
vamente. La accién resultante es la de Polyakov y que caracteriza a la cuerda bosoénica relativista:
[10]

T [7f T
§=-3 / dr /0 do/—hh*Pnl 9, X ,05 X v (1.6)
i
donde h es el determinante de h,g. La accién cuenta con invariancia de Poincaré global del espacio-
tiempo D-dimensional. Se puede demostrar que la accién de Nambu-Goto y de Polyakov son equi-

valentes [11]. Asi que la accién que tomaremos como la que describe a la cuerda relativista serd la
accion de Polyakov-

A continuacion enlistamos las simetrias locales de la hoja de mundo para la cuerda relativista:
1]

1. Invariancia ante reparametrizaciones (también conocida con difeomorfismos): La
accién de Polyakov es invariante ante los cambios del pardmetro o a ¢’ = f(o) ya que
XH(1,0) transforma como escalar, mientras que el campo hoB transforma como un 2-tensor,
de tal forma que

Xﬂ(Ta U) = X/“(7-7 OJ) y hoeB(Ta U) = 80:]”/86]05 ;6(77 J/)' (17)

Con esta relacion tenemos entonces que es invariante ante reparametrizaciones. Como
tenemos una redundancia en la teoria debido a esta simetria, entonces tenemos menos grados
de libertad.

2. Simetria de Weyl: Estas transformaciones reescalan la métrica,
hop(T,0) = h;B(T, o) = ezd)(g)haﬁ(ﬂa), (1.8)

mientras que los escalares X#(7,0) se mantienen invariantes bajo estos reescalamientos. Esta
transformacién es local pues el parametro ¢(o) depende de las coordenadas de la hoja de
mundo. Veamos como cambian las cosas en algunas partes de la accién. Por un lado tenemos
que la transformacién de v/—h estd dada por

V=N = /—det(hz)
— £2(26(0))/2 —det(hag) (1.9)
= 2?0) /.
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Expandiendo [L8 con ¢ como variable, obtendriamos h'*? = e=2h*8 = (1 —2¢ 4 ...)h*?, por
lo que la variacién de la métrica respecto a esta simetria serfa 6h*? = —2¢h®? para ¢ << 1,
por lo que estamos hablando de una simetria local. Por lo que para v/—hh*? obtenemos que

VIR = /" he26(0) g =20(0) paB _ \/"ppeB (1.10)

y por tanto, la variacién de la accién bajo transformaciones de Weyl es nula. En consecuencia,
el tensor de energia-momento asociado a esta teorfa tiene traza nula, es decir, h*°T, o = 0.
Para argumentar esta afirmacion importante recordemos que, en general, el tensor de energia-
momento se calcula como

2 1 48
T 3= —————. 1.11
Por lo que ante una transformacién arbitraria de h*?, la variacién de S puede ser escrita como
1) T
68 = / Mfﬁ ShP = -3 /dem/—hého‘BTag, (1.12)

por lo que con una transformacion de Weyl vemos que la variacién de la accién seria

T
68 =—= / drdoy/—hSh*’ Ty
2
T (1.13)
=-3 /dea\/—h(—2¢)ho‘BTa5 =0,

que como ya vimos antes, debe ser cero. Como v/ —h y ¢ son arbitrarios, s6lo podemos concluir
que
h*PT,5 = 0. (1.14)

Tenemos entonces simetrias locales, o de norma, que indican la presencia de redundancias en la
teoria respecto a sus grados de libertad y podemos utilizar dichas simetrias para remover estas
redundancias. Se puede demostrar que si nuestra teoria es invariante bajo difeomorfismos y trans-
formaciones de Weyl podemos fijar una norma de tal manera que la métrica intrinseca hqg se vuelta
plana. [11]

De tal manera que al fijar la norma, la métrica se convierte en

hop(X) = nap = (‘01 f) (1.15)

Debemos tener en cuenta que este proceso de fijar la norma fue gracias a la existencia de simetrias
locales, y la posibilidad de considerar a la métrica como plana sélo es valido de manera local y, en
general, no podemos hacer esta reduccién de manera global a lo largo de toda la hoja de mundo.
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En términos de la métrica plana proveniente de la norma fijada, tenemos que la accién de
Polyakov se reduce a

S = %/dea ((X)2 - (X’)2) - g/:f dr /07r do ((X)2 - (X’)2> , (1.16)

donde hemos denotado X = 9, X" = 88% y X' = 9, XV = 88%, notaciones que utilizaremos
indistintamente de aqui en adelante. Es importante mencionar que estas dos simetrias locales no
son las 1nicas presentes en la teorfa, aunque hemos fijado las normas correspondientes a los difeo-
morfismos y a las simetrias de Weyl, aiin es invariante ante otras simetrias locales conocidas como

transformaciones conformes.[11]

1.1.2. Ecuaciones de movimiento

Supongamos que la topologia de nuestra hoja de mundo nos permite extender de forma global
la fijacién de la norma en que la métrica h®? es plana. Las ecuaciones de movimiento para los
campos X*(1,0) las obtenemos calculando la variacién de la accién S de respecto al campo
XH — XHP4+6XH yestableciendo que dicha variacion es igual a cero. De tal manera que necesitamos:

5S = g / drdo (2X5X - 2X’6X’> , (1.17)

integrando por partes ambos términos e igualando a cero la variacién obtenemos las ecuaciones de
movimiento para X*(7,0):

+ X'sXH

O=T

(0% + 2)XH — T / dr [X’éX“

U:O} = 0. (1.18)

Es importante mencionar que esta ecuacién se obtiene si anulamos d.X “‘ . Por lo que nos concen-

-
traremos en el caso para el cual 0.X*(7;,0) = dXH(7f,0) =0 [9]. Esto quiere decir que la variacién
de X* es nula, y por tanto, dicha coordenada es fija en 7; y fija en 77. Asumiremos siempre este

0 = 0. Ahora bien, los términos de frontera asociados a ¢ dependen
.

del tipo de cuerda en cuestién: abierta o cerrada. En cualquiera de los dos casos, veremos que los
términos de frontera en [[LI8 se anulan como sigue:

hecho, por lo que siempre d X*

s Cuerda Cerrada: Para la cuerda cerrada consideramos condiciones de frontera periédica
respecto al parametro o,
XH*(1,0 +n) = X¥(1,0) (1.19)

donde n se interpreta como la longitud de la cuerda para un 7 especifico y casi siempre
lo tomamos por convencién como n = 7. En los términos de frontera de [[LI8] tenemos que
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0XH (1,0 = 0) = §X#(1,0 = n) = 0 y por lo tanto las ecuaciones de movimiento quedan
como:

(872' - 83)XN(7—’ o) =0, (1.20)
que es justamente la ecuacion de onda unidimensional y cuyas soluciones conocemos en detalle.

Cuerda abierta (Condiciones de frontera de Neumann): En estas condiciones de fron-
tera exigimos lo siguiente:

o XH(1,0 = 0) = 0, X"(1,0 =n). (1.21)

Bajo esta condicién, también los términos de frontera de [[I8] se anulan, y por tanto las
ecuaciones de movimiento de X#(7,0) serfan

(02 — 02)XH(1,0) = 0, (1.22)

que es también la ecuacién de onda plana bidimensional. Esta condicién de frontera también se
llama de puntos extremos libres y no impone ninguna condicién sobre la variaciéon § X* (7, o),
donde ox* es el valor del pardmetro o en los extremos de la cuerda. Los puntos extremos
son libres de moverse con una cierta restricciéon. Ver Figura En [12] podemos encontrar
el calculo explicito que nos indica que siempre que tengamos condiciones de frontera de
Neumann, necesariamente los puntos extremos |dX*/dt| = 1, u = 1,...,D — 1 se mueven
a la velocidad de la luz.

Cuerda abierta (Condiciones de frontera de Dirichlet): En este caso exigimos que los
puntos extremos tengan un valor constante, de tal manera que:

XHt(r,0 =0) = X} XH(r,0 =n) =X}, (1.23)

donde X/ y X} son constantes. Igualmente, estas condiciones anulan los términos de frontera
en la variacién de la accién [LI8, de tal manera que las ecuaciones de movimiento quedan
también como la ecuacion de onda bidimensional:

(02 — 91 XH(1,0) = 0. (1.24)

Una cosa importante a notar es que las condiciones de frontera de Neumann si son invariantes
de Poincaré, mientras que las condiciones de frontera de Dirichlet no lo son como se ve,

(X'M) = (a" XV +b)

o=0,n o=0,n
—=a’ XY, + b (1.25)
# Xon

Entonces bajo Poincaré, los punto extremos realmente cambian y no se ven de la misma
manera en cualquier sistema de referencia.
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Figura 1.2: Condiciones de frontera para la cuerda abierta. Del lado izquierdo tenemos las condiciones
de frontera de Neumann donde los extremos de la cuerda pueden moverse a lo largo de las fronteras siempre
y cuando las derivadas respecto a o se anulen. A la derecha tenemos la ilustracién de las condiciones de
frontera de Dirichlet y se observa que los extremos de la cuerda se mantienen fijos en la frontera. [11]

Vemos en en los tres casos, las ecuaciones de movimiento corresponden a la ecuaciéon de onda
bidimensional para cada uno de los grados de libertad bosénico (X*(7,0)), lo tinico que cambian son
las condiciones de frontera. En este trabajo nos concentraremos en la teoria de Cuerdas Heterdtica
(ver seccién [L3)) la cual es una teoria de cuerdas cerradas, asi que de que aqui en adelante s6lo nos
concentraremos en este caso.

Adicionalmente a las ecuaciones de movimiento de los campos X#(7,0), debemos imponer las
ecuaciones de movimiento resultantes de calcular la variaciéon de la accién de Polyakov con respecto
a la métrica h®® e igualarla a cero. Estas ecuaciones de campo estdn dadas por (ver [I1]):

0="Tas =0uX 05X — %haﬁméayx - 05X, (1.26)

que después de fijar la norma con métrica plana, estas condiciones se convierten en

1 [0XMOX, 0XMOX,\
Too =T = 5 ( 5 o T o0 oo > =0 (1.27)
Y 0X* 0X
e po_
Ty =Tig = — 5~ =0 (1.28)

1.1.3. Solucién de las ecuaciones de campo

Supondremos de nuevo que hemos fijado la norma de tal manera que la métrica plana es global
sobre la hoja de mundo. Ahora resolveremos el sistema de ecuaciones introduciendo las coordenadas
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de cono de luz para la hoja de mundo tales que
+ _
or = (1 +o). (1.29)

Con este cambio de variable, las ecuaciones de movimiento (92 — 92)X* = 0 se reducen a

0L0_X* =0, (1.30)
donde 0y = 8% y O_ = 8%, mientras que las condiciones para el tensor de energia-momento se
convierten en:

T++ — 8+X“8+Xu - O, (131)
T =0 _X"0_X,=0. (1.32)

Estas 1ltimas tres ecuaciones son las que debemos resolver para estudiar la dindmica de la cuerda
relativista. La solucién mas general para (L30) es la combinacién lineal de dos funciones arbitrarias
cuyos argumentos dependen solamente de una de las dos coordenadas de luz, es decir,

Xtot,07)=Xh(o7) + Xl (oT). (1.33)

Estas dos funciones independientes se pueden interpretar como la superposiciones ondas que se
propagan hacia la izquierda (X') y onda que se propagan hacia la derecha (X}). Por tanto, en
general la solucién esta data por

XH(r,0)= Xi(r—0) + Xf(r+0) . (1.34)
———

oscilador derecho  oscilador izquierdo

Por simplicidad, a lo largo de este trabajo, a las ondas que se propagan a la izquierda les llamaremos
osciladores izquierdos mientras que a la onda que se propagan hacia la derecha las llamaremos
osciladores derechos.

Recordemos que en este trabajo nos estamos concentrando en sélo cuerdas cerradas, asi que
solo aplicaremos dichas condiciones de frontera. Recordemos que las condiciones de frontera para la
cuerda cerrada exigen que X*(7,0 +n) = X*(7,0), es decir, condiciones periédicas y la expansién
en modos de cada uno de los osciladores seria la siguiente:

1 1 ' 1 ;
Xt = 53:“ + §l2(7' —o)ph + %l Z Eaﬁe_zmﬁ_"), (1.35)
n#0
Iz 1 I Lo 1 i 1 ~ 1, —2in(t+0o)

n#0
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donde x* es una constante y se le interpreta como el centro de masa de la cuerda, p* es también
una constante y se relaciona con el momento de la cuerda, [; es la longitud de la cuerda, que es

constante, T = 2m, y o 112 Entonces la solucion global estaria dada por
1 1
XM=Xp+X[=  at+lPpr o+ lz < alle=2n(7=0) 4 —gle —2m<7+0>> . (137)
N— n#0 K

centro de masa de la cuerda
oscilaciones de la cuerda

Como X* debe ser real, es decir, (X*)* = X* y esto se cumple siempre que

(e = (@) = a (1.38)

n -n’

1.1.4. Cuantizacién en la norma de cono de luz

Anteriormente, se mencioné que la simetria de Weyl junto con la invariancia conforme, nos per-
mitié reducir la métrica de la hoja de mundo en la accién de Polyakov se podia reducir a la
métrica plana h,g = n,3. La eleccién de esta norma no todos los grados de libertad de norma
se han removido y es posible imponer condiciones de norma adicionales que reducen el niimero
de componentes de X* dejando sélo grados de libertad fisicos y dindmicos. La libertad de norma
faltante proviene de los difeomorfismos generados por la invarancia ante reparametrizaciones de la
accion de Polyakov. Empecemos definiendo las coordenadas de cono de luz para una cuerda en D
dimensiones

1
X*F = =X+ xP! 1.39
7 ) (1.39)
Ya que estamos tratando dos coordenadas espacio-temporales diferentes del resto, hemos perdido
invariancia de Lorentz, entonces nuestra simetria SO(1, D—1) se convierte en SO(D —2). Ya hemos
fijado la métrica h,g = 148, sin embargo, esto no fija por completo la norma de los difeomorfismos
y las simetrias de Weyl. Si consideramos las transformaciones dadas por

Spn®? = —(0°" +0%¢*)  swn™® = An” (1.40)

donde £% es un parametro infinitesimal de reparametrizacion, A es un pardmetro infinitesimal
del reescalamiento de Weyl, §pn®® proporciona la variacién de la métrica bajo reparametrizacién
y own®® la variacién bajo el reescalamiento de Weyl. Si se combinan ambas transformaciones
obtenemos que:

(6 + ow)n™? = (0% — 0°¢* + Ap*?) (1.41)

Las soluciones de la ecuacién anterior igualada a cero nos permitiria encontrar las simetrias adicio-
nales de nuestro sistema. Esta invariancia de norma adicional nos permitte tomar la eleccién trivial
para X

Xt (r,0) =2t +1*)plau (1.42)
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donde z* y p™ son constantes.

La coordenada X~ ahora se puede calcular en términos de los grados de libertad transversos
X' i=1,...,D — 2 de la siguiente manera. Las ecuaciones de constriccién dadas por [.27] y [[.28]
escritas en términos de las variables de cono de luz se convierten en

OX*OX~ oXTOX~ 1 ((ox' 2+ X1\’ (1.43)
or Or do o 2 or 0o '
' 0 0XtoX?
X~ Xt o0X*
2+ _
Fp do Ot Oo (1.44)

con lo cual se puede resolver para obtener X~ en términos de los grados de libertad transversos
y una constante de integracién x~. Por lo que en la norma de cono de luz, los tnicos grados de
libertad son los los grados de libertad transversos X*.

En el caso de la cuerda cerrada, la ecuacién [[.43] se puede escribir como

1{/0X1\* [oXx"\*
2 +p—1, — _ +
lpr_2<<8T>+<80>> (1.45)

y usando la expansién en modos para los modos transversos a partir de la ecuacién [L37] e integran
de desde 0 hasta m respecto a ¢ nos da

1 2 1 2 1 +,.— 7\ 2 1 G ) ) ~1  ~1
g]\4' = gp = g(2p p - (p) ) = 5;(a—nan —|—04_n04n) —a (146)

donde hemos impuesto que [ = 1, o equivalentemente 7" = 7. La constante de orden normal a
surge de las relaciones del reordenamiento de algunos términos de la suma usando los operadores
de conmutacion de la cuantizacion canoénica La constante de ordenamiento seria:

a= —@Z}ln. (1.47)

Regularizando esta expresién divergente usando la funcién zeta ((s) = Y .- ; n~* con una extensién
analitica en s = —1, se tiene que:
a= (D=2 2)4(_1) _D-2 (1.48)
2 24
Hagamos un breve paréntesis sobre el iltimo artificio mateméatico. Como usualmente se hace en
Fisica, cuando nos encontramos con cantidades divergentes en cédlculos que se desean ser finitos,
entonces se recurren a técnicas de regularizacién. Dichos procesos se refieren a reemplazar resultados
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infinitos con resultados finitos con ayuda de resultados matemaéticos. En el célculo presentado en
(LZ8) decimos que en realidad estamos calculando la evaluacién de la Funcién Zeta de Riemann en
-1 y no la suma de todos los naturales. Las técnicas de regularizacién no son unicas, y los resultados
fisicos son independientes de la eleccién de dichas técnicas. Otra forma de regularizar el resultado
anterior, y que es la técnica mas utilizada en textos modernos, es imponiendo condiciones a los
estados fisicos al aplicar los operadores de Virasoro (que resultan ser los modos normales del tensor
energia-momento) y dicha técnica también regulariza el valor de la constante de orden normal que
acabamos de revisar [11].

Para el caso de la cuerda cerrada, la ecuacién [[44] se puede integrar de 0 a 7 respecto a o, y la
periodicidad de X~ en el intervalo de 0 a 7 se puede usar para deducir que

™ % %
; E?aXT 85((; do =0 (1.49)
y utilizando la expansién en modos de la cuerda cerrada [[.37] obtenemos la siguiente condicién
o o
doal,ah =) ol . (1.50)
n=1 n=1

M? = M? + M} (1.51)
donde - -
1 o 1 .
ZM};: > al ol —a ZM% => a6 —a  Mp=M;. (1.52)
n=1 n=1

Un tratamiento similar se puede seguir para el caso de la cuerda abierta. Ahora bien, los estados
de cuerda bosoénica se pueden construir en la norma de cono de luz actuando sobre el producto
de osciladores o', y @ ,,i = 1,...,D — 2 sobre los estado base [0), y |0), para los osciladores
izquierdos y derechos, respectivamente, y formando el producto de los estados derechos e izquierdos
obtenidos. Para calcular las masas de estos estados, necesitamos evaluar la constante de orden
normal que aparece en Esta constante se puede determinar construyendo los generadores de
Lorentz para la teoria de cuerdas D—dimensional, usando las corrientes de Noether para el grupo de
Lorentz e imponiendo reglas de conmutacion de los generadores de Lorentz estén libres de anomalias

asegurando la invariancia de Lorentz.[I0] La nulidad de dichas anomalias requiere que
D =26 a=1 (1.53)

Notemos que se puede definir el operador de ntimero para los osciladores derechos e izquierdos

—a (1.54)
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y cuentan el ntimero de osciladores derechos e izquierdos hay. La tltima condiciéon en [L.52] nos
impone que N = N. Notemos que entonces la masa en términos de estos operadores serian

M?* =4(N —1)=4(N —1) (1.55)
Con esto en mente se puede empezar a generar el espectro de la cuerda bosénica:

= El estado base |0) |0); que tiene masa M? = —4 que es un taquién

» Para el nivel N = 1 tenemos un conjunto de 242 = 576 estados de la forma
|Q9) = a’y [0) g &, [0) (1.56)

que corresponde al producto tensorial de dos vectores no masivos. La parte de |Q”> que es
simétrica y sin traza en ¢ y j transforma bajo SO(24) como una particula de espin 2, el
gravitén. El término de la traza o;; ‘Q”> es un escalar no masivo que llamaremos dilatén, y
la parte antisimétrica |Qij ) = — |Qﬂ> transforma bajo SO(24) como un tensor de rango 2
antisimétrico.

Los estados de cuerda cerrada siempre son multipletes de SO(24) o SO(25), dependiendo de
si el estado es masivo o no. Esto se debe a que para un estado masivo podemos cambiar de
sistema, de referencia de tal manera que en dicho sistema. el estado tome la forma

E,E.0,0,..., 0> , (1.57)
N—_——

25 veces

Ahora, el grupo que deja invariantes todas las rotaciones de 25 dimensiones, el grupo pequeno,
estd dado por SO(25), y entonces el estado masivo corresponde a alguna representacién del
grupo de rotaciéon SO(25). Mientras que para los estados no masivos podemos hacer una
transformacion de Lorentz a un sistema de referencia en el cual dicho estado tome la forma

E,E,o,o,...,0> (1.58)
N—_——

24 veces

entonces los estados no masivos tienen al grupo pequeno SO(24), entonces dar un estado no
masivo es dar una representacién de SO(24).

El problema de la aparicién de un estado taquidnico se tratard de solventar en la siguiente seccién
con la teoria de supercuerdas. Fisicamente, todos los estados representan a una cuerda cerrada
con menor o mayor grado de excitacién, dependiendo del niimero de operadores de creacién que se
apliquen sobre el vacio. Precisamente, en el espectro de cuerdas (cerradas o abiertas) obtenemos
campos escalares como resultado de la excitacion del vacio. En el caso de las cuerdas cerradas,



1.2. SUPERCUERDAS 15

se ve que éstas son pequenas fluctuaciones de una estructura (el campo de cuerdas cerradas) que
incluye al propio espacio-tiempo 26D, junto con un numero infinito de otros campos. El estado base
taquibnico en nuestro espectro, que llamaremos ¢(z), tiene masa cuadrada negativa. Recordemos
que para un campo arbitrario £ = —1(9,¢)% — V(¢) con V(¢) = V(0) + V'(0)¢ + $V"(0)¢? + ...
donde V’(0) = 0 y V”(0) = m?2, por lo que tenemos un minimo local en 0. Asi que si el campo
estd asociado a un estado taquiénico, tenemos entonces que m? < 0, como en el caso del modo
m4és bajo de la cuerda cerrada y por ende V”(0) < 0. Es decir, estamos perturbando alrededor de
un extremo potencial que es un maximo, en lugar de un minimo. La existencia del taquién nos
informa entonces que el vacio (¢) = 0, alrededor del cual estamos perturbando, es inestable: el
sistema tiende a cambiar de estado para adquirir (¢) # 0 (porque es energéticamente favorable),
este proceso es conocido como condensacion del taquion [13]. Las condiciones de Lorentz para las
coordenadas X* se conservan porque en el estado base taquiénico ain no perturbamos al estado
base con los modos asociados a dichas coordenadas.

1.2. Supercuerdas

La teoria de cuerdas bosénica presentada en la seccién [[.I]no es completamente satisfactoria como
una teoria completa, primero porque no contiene estados fermidnicos y segundo porque ya vimos
que su estado base es un estado taquiénico. Estas dos dificultades se pueden solventar construyendo
una teorfa en la cual cada grado de libertad bosénico X*(7,0),u = 0,...,D — 1, exista un grado
de libertad fermidénico W#(7,0) de la hoja de mundo descrito por un espinor de Majorana con dos
componentes.

1.2.1. La accién de teoria de supercuerdas

Requerimos de una accién que acople pares supersimétricos de los campos bosénicos y fermioni-
cos XH(r,0) y WH(r,0) en una supergravedad 2-dimensional. Los espinores de ¥*(7,0) tiene dos
componentes que se pueden escribir como

Wi(r,0) = @%E:ZD , (1.59)

y llamamos TZJZ(T, o) componentes quirales del espinor, donde, por ejemplo, wi(T,U) es la compo-
nente de quiralidad positiva del espinor W#(7,0). Una teoria resultante del emparejamiento de los
grados de libertad bosénicos de cuerdas y fermiones por medio de supersimetrias se llaman teorias
de supercuerdas.

Para incorporar supersimetria en la teoria de cuerdas se pueden desarrollar dos caminos:

» Formalismo de Ramond-Neveu-Schwarz (RNS): en el cual la teorfa es supersimétrica
sobre la hoja de mundo.
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» Formalismo de Green-Schwarz (GS): en el cual la teoria es supersimétrica en el espacio-
tiempo de Mincowski de fondo 10-dimensional. Este formalismo se puede generalizar a otras
geometrias para el espacio-tiempo de fondo.

Aqui nos concentraremos en el formalismo RNS, entonces a nuestra teoria bosénica en D dimen-
siones le agregaremos D campos fermiénicos libres ¥(7,0). Estos campos son espinores de dos
componentes que describen a fermiones viviendo en la hoja de mundo y que transforman como
vectores bajo transformaciones de Lorentz en el espacio tiempo de fondo D-dimensional. Para in-
corporar estos campos fermidnicos en nuestra teoria se modifica la accién de la cuerda bosénica.
La nueva accién ahora cuenta con la accién bosénica Sp, la accién de Polyakov, y la adicién de la
accion de Dirac para D fermiones no masivos libres, Sg, es decir,

S =Sp+SF

. . ! o (1.60)
= 5 [ d7do0, X" X, — 5 [ drdo " p*0, ¥,

donde p®, con a = 0,1, es la representacién de las matrices de Dirac en dos dimensiones,

2= ) 2=

y que satisfacen las relaciones de anticonmutacién,
{p*, 0"} =21 (1.62)
Ademsds, U* es el conjugado de Dirac para VU, que estd definido como
TH = (BT, (1.63)

con A' el hermitiano conjugado de A. De (LL6I)) podemos apreciar que las matrices de Dirac tienen
componentes reales, y a esta representacién de las mismas las llamaremos de Majorana. También,
en dicha representacién podemos imponer una condiciéon en los espinores que los obliga a tener
componentes reales,

(ITC = (I)Tip°, (1.64)

donde, en nuestro caso, C' es una matrix de 2 x 2 llamada matriz de conjugacién de carga. La
condicién (I.64]) y sabiendo que la matriz de conjugacién de carga estd dada por C' = ip” se puede
demostrar que las componentes de los espinores en la representacién de Majorana cumplen que

vk = (), (1.65)

donde (A)* es el conjugado complejo de A.
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Ahora, usando explicitamente la forma de las matrices de Dirac (LL61]) e introduciéndolas explici-
tamente en la accién (LG0) podemos escribir a la accién en términos de las coordenadas de los
espinores de Majorana. En coordenadas de cono de luz obtenemos que la accién se escribe como

1
S = —/d0+d0_8+X“(0_,0+)8_Xu(0_,U+)
T
(1.66)

+ i /d0+d0_ (W (o™, 00 h_p(o™,0") + 9 (07, 01)0_thyu(o™,0™)).

De la parte fermidénica de la accién vemos que las ecuaciones de movimiento para las dos compo-
nentes de los espinores son las ecuaciones de Dirac, que en términos de las coordenadas de cono de
luz estan dadas por

ot =0 y oyl =0. (1.67)
Notemos que la primera ecuacion describe al oscilador izquierdo, mientras que la segunda ecuacién
describe al oscilador derecho.

La accién Sy posee invariancia bajo reparametrizaciones y supersimetria global en la hoja de
mundo bajo la transformacién supersimétrica

SXH = gUF  STF = pP9, X e, (1.68)

donde € es un espinor constante de Majorana, es decir, de la forma

€= <:> . (1.69)

Bajo esta transformacién supersimétrica, la variacién de la accién (.60]) es cero, §S = 0. Por lo
tanto, tenemos una teoria de supercuerdas RNS ya que nuestra teoria tiene supersimetria en la
hoja de mundo (ver [11]).

Notemos que la supersimetria que aqui introdujimos es global, pues no depende de las coorde-
nadas de la hoja de mundo. Lo que estamos describiendo aqui es una teoria con una norma fijada, lo
que se llama norma covariante. En dicha norma explotamos la invariancia ante reparametrizaciones
e invariancia conforme para escribir la métrica de la hoja de mundo en la forma

haﬁ = Nag, (1'70)
donde la accién antes de fijar la norma es
1 _
So = 5 /dea\/—det h(haﬁ(‘)aX“(?aXM + WHp*0,¥,), (1.71)

que también es invariante ante las transformaciones supersimétricas en (?7?). Sin embargo, la accién
Sp no es invariante si reemplazamos € por una variable local €(7,0). La variacién de la accién Sy
no se anularfa en este caso y tendriamos entonces [10],

6Sg ~ / drdo(0u€) (-%pﬁpwuagxu> : (1.72)
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Y podemos identificar entonces la supercorriente de mundo por (escrita con indices espinoriales)

1
A B & H
Ji=—3 <p p qfﬂ)AaBX . (1.73)

Para cancelar esta variacion de Sy necesitamos introducir un supergravitino 2-dimensional £, con
la transformacion

580 = —One. (1.74)

Entonces §5) es cancelada agregando a la accién el término
1 _
S =—= /dea\/ —det hfapﬁpo‘\I/“OBXM. (1.75)
T
Sin embargo, la transformacién de X, proporciona un término adicional en la variacién 0,51,

051 = L /deU\/—det hgapﬁpo‘\lf“i’uage + ..
v

1 (1.76)
=5 / drdoy/—det hW ,UHE, pP p*O¢ + ..,
y esta variacién es cancelada agregando a la accién de cuerda supersimétrica el término
1 — _
Sy = i /deU\/ —det hW, U zi,pP p™es. (1.77)

Por lo tanto, para tener una accion de supercuerdas invariante ante transformaciones supersimétri-
cas locales, a Sy debemos sumarle S y Ss, es decir,

S =S8y)+ 51+ 95, (1.78)
que si es invariante bajo transformaciones locales

SXM =@Ut  STF = p9,X e 6Ly = —Oue (1.79)

deg = —2i€pEy, (1.80)
donde € es el zweibein que satisface h,g = ege%nab.

Ahora deseamos escribir la supercorriente de la hoja de mundo en términos de las coordenadas
de cono de luz. Recordemos que para un espinor constante de Majorana € sus dos componentes son
e+ y e~ como en ([[L69) Haciendo un cambio de variable sobre la integral (IL72]) se puede demostrar
que la supercorriente asociada a e_ se puede escribir como (ver [11])
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Similarmente, la supercorriente asociada a €4 esta dada por

j-=¢ro_X,. (1.82)
Estas corrientes cumplirdan que
O_j+ = 04j- =0, (1.83)
que combinados nos indican que
0aJg =0, (1.84)

o que la supercorriente de la hoja de mundo, en efecto, se conserva.

La siguiente corriente en nuestra teoria es la correspondiente a la simetria traslacional de la
accion RNS (L60). Esta corriente es el tensor de energfa-momento que esta dado por (ver [11])

1 1
Top = 0o X"03X,, + Z\I/“paaﬁ\llu + Z\I/“pgaalllu — (traza). (1.85)

Podemos escribir las componentes de este tensor en términos de las coordenadas de cono de luz y
las componentes espinoriales como

1
T++ - 8+Xu(9+X” + §¢i3+1/1+u (186)
1
T =0 -X,0 X"+ 40 ¢y, (1.87)
T_+ — T+_ — 0 (188)

1.2.2. Condiciones de frontera y expansién en modos

Retomemos la accién de la teoria de supercuerdas ya con la norma fijada en la métrica de la hoja
de mundo plana y en términos de las coordenadas de cono de luz (L66]), pero ahora escribamos el
factor diferencial de la integral en términos de las coordenadas iniciales drdo en lugar de do*do ™,
pero escribiendo los integrandos en términos de las coordenadas de cono de luz. Tenemos entonces
que la accién se escribe como

S = 1 /d7d08+X“(J_,0+)8_X“(0_,0+)
n (1.89)
+ % /deU (1/111(0-_7 U+)a+¢—u(0_70+) + 1/11(0'_, U+)a—w+u(0_7 U+)) .

Las condiciones de frontera y las ecuaciones de campo para los grados de libertad bosénicos X* son
las mismas que ya vimos en la seccién [, por lo que nos concentraremos sélo en la parte fermiénica
de esta accién.
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Para la accién fermidnica tenemos la siguiente accién después de suprimir los indices de Lorentz

S~ [ do® (W-0so + 20-), (1.90)
donde do? = drdo. Calculando la variacién de esta accién respecto a los campos fermiénicos
tenemos

0Sp ~ /dT _0Y_ — 1,Z1+5¢+ /dT _0_ — 1 04)) oy (1.91)

Ahora, como en el caso de la cuerda bosoénica, deseamos que los términos de frontera se anulen
para asi tener una variacion de la accién nula. Esta imposicion a los términos de frontera nos llevan
a las supercuerdas RNS abiertas y cerradas. Como ya dijimos anteriormente, en este trabajo nos
concentraremos unicamente en las cuerdas cerradas, por lo que a continuacién exponemos el caso
que nos atane.

Cuerdas cerradas RNS

Como en el caso de la cuerda bosénica, las condiciones de frontera para la cuerda cerrada
da lugar a dos clases de modos fermidnicos desacoplados, llamados de igual manera, osciladores
derechos e izquierdos. Existen dos condiciones periddicas posibles que anulan a los términos de

frontera en (L91),
P (r,0) = £ (1,0 + ), (1.92)

donde el signo positivo describe condiciones de frontera periédicas (condiciones de Ramond o
R) mientras que el signo negativo describe condiciones de frontera antiperiédicas (condiciones de
Neveu-Schwarz o NS). Esto anula los términos de frontera como deseamos pues si, por ejemplo,
tomamos 4 (1,0) = —11 (7,0 + 7) se tiene que

5Sp ~ [ dr(w-sv- —viovn)|_~ [arwosu- —visvi| =0 09y

O=T

Ambos términos se hacen iguales y por ende se anulan con la diferencia. Debemos notar que podemos
imponer condiciones R o NS a los osciladores derechos e izquierdos por separado. Esto nos conduce
a dos posibles elecciones de la expansion en modos para los osciladores izquierdos

Pi(r,o) =) die® ) R 6 gh(ro)= Y be ) NS, (1.94)
nez rezZ+1/2

mientras que para los osciladores derechos tenemos las siguientes dos elecciones

Yro) =) die ) R 6 gl(ro)= Y ble P9 N, (1.95)
nez rezZ+1/2



1.2. SUPERCUERDAS 21

El verdadero estado fisico estara dado al hacer el producto tensorial de un oscilador derecho con un
oscilador izquierdo, y como hay dos elecciones para cada uno de ellos, tenemos en total 4 diferentes
sectores; el sector R-R, el sector R-NS, el sector NS-R y finalmente el secto NS-NS. Ya con las
expresiones de los grados de libertad bosénicos y fermiénicos podemos cuantizar nuestra teoria de
supercuerdas RNS.

1.2.3. Cuantizaciéon candnica de la teoria de supercuerdas RNS

Para cuantizar la teoria promoveremos los modos « y &, que vienen de los campos bosoénicos, y los
modos b,b,d y d, que vienen de los campos fermiénicos, a operadores y ademds introducimos las
siguientes relaciones de conmutacién y anticonmutacién para estos operadores

[agy, ] = [agy,, ] = mbm, ™, (1.96)
{b8, 00} = {B1, B} = by —a, (1.97)
{dbs,, din} = {d, di}y = 6™, (1.98)

con el resto de las relaciones nulas. El hecho de que aparezca la métrica espacio-temporal n** en
las relaciones de conmutacion y anticonmutacion nos indica que las componentes temporales de los
osciladores bosénicos y fermidnicos dan origen a estados fantasma (estados con norma negativa).
Estos estados fantasma serdn removidos de la teoria con las constricciones de stiper-Virasoro. Ahora
veamos cudles son los estados de los estados base para nuestra teoria RNS.

Tenemos 4 sectores para nuestras supercuerdas cerradas RNS y en cada uno de ellos los estados
estan conformados por el producto tensorial de dos estados, uno generado por operadores asociados
a osciladores derechos y otro por operadores asociados a osciladores izquierdos. Asi, tendremos
entonces 4 estados base para cada oscilador derecho e izquierdo, dos para el sector Ramond (R)
y dos para el sector Neveu-Schwarz (NS). Para el sector Ramond, los estados base estan definidos
como

ah 10)p=db |0)p =0, para m > 0, para los osciladores derechos, (1.99)

a0y, = d*, 10) 5 = 0, para m > 0, para los osciladores izquierdos. (1.100)

Mientras que para el sector Neveu-Schwarz tenemos los estados base
al 10) yg = 00) yg =0 para m,r >0, para los osciladores derechos, (1.101)

Al 10) g = B 10) g = 0 para m,r >0, para los osciladores izquierdos. (1.102)

Los estados base completos para nuestras supercuerdas cerradas seran los productos tensoriales
de todos estos estados base izquierdos con derechos, salvo algunas restricciones importantes que
mencionaremos mas adelante. Por el momento, estudiemos la naturaleza de estos estados base.
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1.2.4. Estados base del sector Ramond vs. estados base del sector Neveu-
Schwarz

Los estados base del sector NS son tnicos y corresponden a estados de espin 0, es decir, son
bosones en el espacio-tiempo de fondo. Ahora bien, como todos los osciladores (o, Gk, bl v bit)
transforman como vectores bajo transformaciones de Lorentz, los estados excitados del sector NS
(que son generados por medio de la accién de operadores de creacién sobre el estado base) también
corresponden a bosones espacio-temporales. Ademads actuar sobre estos estados con operadores de
creacién va incrementando la masa como vimos en el caso de la cuerda bosoénica.

El estado base en el sector R es degenerado. Para ver esto notemos que los operadores dfj pueden
actuar sobre el estado sin alterar su masa pues conmuta con el operador de ntimero N que, veremos
mas adelante, esta definido por (por ahora nos concentraremos sélo en los osciladores derechos)

o o

N=> an-on+ > rb by, (1.103)
n=1 r=1/2

cuyos eigenvalores nos ayudan a calcular la masa cuadrada de los estados. Ahora, por las relaciones

de conmutaciéon y anticonmutaciéon que impusimos en la cuantizacién candnica , sabemos que dy

obedece las mismas relaciones algebraicas del algebra de Clifford, salvo un factor 2,

{du,dg} = 5070?’]/“/ = T]’w. (1.104)

Recordemos rapidamente que el algebra de Clifford esta conformada por operadores I'* que cumplen
las reglas de anticonmutacion

{T# TV} = 2. (1.105)

Por lo tanto, como el algebra de Dirac es isomorfa al dlgebra de Clifford, esto implica que el
conjunto de estados base degenerados en el sector R debe satisfacen una representacién del dlgebra
de Dirac. Esto implica que existe un conjunto de estados base degenerados que pueden ser escritos
en la forma |a) con a un indice espinorial, tal que

1
V2
donde I'* es una matriz de dimensién a, en la representacién de dfy, es decir, una matriz de Dirac.
Esta expresién define como el oscilador actia sobre el espinor, esto es, proporciona una represen-
tacién para dg en el espacio espinorial. Por ejemplo, si tuviéramos dos valores posibles para a,
digamos + y —, entonces I'* sera una matriz de 2 x 2 y la ecuacién anterior podria expresarse como

()55 5)(2)

Como los operadores (ah,, &, di, v dy,) transforman como vectores en el espacio-tiempo, y como cada
estado en el sector R se puede obtener con operadores osciladores de creacién (o negativos) sobre
los estados base |0) ,, vemos que todos los estados en el sector R son fermiones espacio-temporales.

dgy la) = —=T, 1b) (1.106)
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1.2.5. Cuantizacién en la norma de cono de luz

Ya vimos en que para el caso de la cuerda bosénica (ver seccién [ILI]) que aunque habiamos fijado
las normas en las cuales la métrica de la hoja de mundo era plana, todavia tenfamos una simetria
residual. Esta simetria hizo posible imponer la condicién de la norma del cono de luz, la cual hace
que

Xt (r,0)=a" +ptr. (1.108)

Esta condicién también es cierta para la teoria de supercuerdas RNS. Sin embargo, ahora tenemos
también una simetria fermidénica residual. Esta simetria femionica nos permite fijar mas condiciones
en nuestra teoria RNS. Usando esta simetria podemos fijar que en el sector NS

Ut (r,0) =0, (1.109)

mientras que en el sector R debemos mantener el modo nulo en la expansién de U™, que es una
matriz de Dirac. Por lo que en la teoria RNS podemos elegir las dos normas de cono de luz

XT(r,0)=a" +pr y Ut (r,0) =0, (1.110)

donde
1

V2
En esta norma de cono de luz, las coordenadas X~ y ¥~ no son grados de libertad indepen-

dientes. Estas coordenadas pueden ser calculadas en términos de los grados de libertad transversos
XiyU—, i=1,..D—2.

ot (0 4+ gDy, (1.111)

1.2.6. Proyeccion GSO

El operador de masa cuadrada para la cuerda cerrada se deduce de manera analoga a como se hizo
con la cuerda bosénica en la seccién [[LI] y se puede escribir de la manera

M? = M} + M}, (1.112)

pues los osciladores izquierdos y derechos contribuyen a la masa total de manera independiente
para los estados completos. A diferencia de lo que vimos en la cuerda bosénica, ahora también
debemos incluir los osciladores fermiénicos en la contribucién del operador de masa. El operador
de masa para los estados derechos esta dado por

0 ) o8] w
1o { 2on—1 O Cn + 221 T dur —ans NS (1.113)

M2 =
4 i Z;L.OZI a/ina/m + Z;.Lozl nd‘indun — apRr R
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mientras que para los estados izquierdos es

o0 AU~ 00 T
Yo O + > ndl dy, — ar R

donde ar y ays son constantes derivadas del orden normal al hacer la cuantizacién de los modos.
En el sector Ramond se cumple la condiciéon de emparejamiento, en la cual

i M2 = { 21 O n + 300 Tbﬁv;idur —ans NS (1.114)
un

M} = M3. (1.115)

Ademas, en este sector, la constante de orden normal es nula pues se cancelan exactamente las
contribuciones bosénicas y fermiénicas. Por tanto,

ap = 0. (1.116)

Como en el caso de las cuerda bosonica, el valor de las constantes de orden normal se determina
imponiendo que los conmutadores de los generadores de Lorentz en la norma de cono de luz estén
libres de anomalias cuédnticas (ver [I0]). Con esto en cuenta se puede demostrar que la constante

de orden normal para el sector NS es

1
ans = 3. (1.117)

Analicemos ahora el estado base de los estados derechos para el sector NS. En este caso, el operador
de masa correspondiente estd dado por la primera ecuacién en (L.II3]). El estado base de los estados
derechos del sector NS es aniquilado por todos los modos osciladores positivos, es decir,

ay [0; k) g = 010K ) yg =0 (n,7 > 0), (1.118)
y tal que
oy [0: k) e = V20TRH |03 R) g (1.119)

donde v2¢/ viene de la normalizacién del estado. Ahora calculemos la masa de dicho estado con el
operador ya mencionado, tenemos

1 > © o 1
ZM2 10;K) ng = D 0l 0 [0559) yg + D b |03 k) g — 5 10: k) xg
n=1 r=1/2 (1120)

1
= _5 |0a ku>NS7
que quiere decir que el estado base de los estados derechos en el sector NS tiene una masa dada

por %M 2 = —%, lo que llamamos un estado taquiénico o un estado con masa imaginaria.

La ultima observacién supone un problema para nuestra teoria RNS y queremos construir
un mecanismo que saque de nuestra teoria a estos estados taquiénicos. Otro inconveniente que
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encontramos en la teoria es que el espectro no es supersimétrico espacio-temporal. Por ejemplo, en
el espectro no hay un fermién con la misma masa que el taquién. Se necesita una supersimetria no
rota para una teoria de interaccién consistente, ya que el espectro contiene un gravitino no masivo,
que es el campo de norma para la supersimetria local. Para quitar estas inconsistencias de nuestra
teoria RNS, proyectaremos el espectro en una forma muy especifica que elimine el taquién y que
lleve a una teoria supersimétrica en el espacio-tiempo 10-dimensional. Esta proyecciéon se llama
proyeccion GSO, pues fue introducida por Gliozzi, Scherk y Olive.

Para construir esta proyeccién primero definimos un operador que cuente el nimero de oscila-
dores b de un estado en el sector NS, que estd dado por

o
Fns= > b0, (1.121)
r=1/2
junto con el operador
(o]
Fr=> d..d, (1.122)
r=1

que cuenta el nimero de osciladores d de un estado en el sector R.

Ahora definimos el operador de G-paridad, que en el sector NS estd dado por
G = (—1)Fwstl = (1) X bt (1.123)
mientras que en el sector R esta dado por
G =T (—1)Fr = P (=) dindn, (1.124)

El operador T''! est4 definido por
rtt =ropt...pt0 (1.125)

es la versién ansloga 10-dimensional de la matriz de Dirac 7° en 4 dimensiones y cuyos eigenvalores
nos proporcionan la quiralidad de los espinores. Los espinores W* satisfacen

Ty TH = -, (1.126)
se dicen de quiralidad positiva, mientras que los espinores que satisfacen
'O+ = —oH, (1.127)

son llamados de quiralidad negativa. Si un espinor dado tiene una quiralidad definida entonces
decimos que es un espinor de Weyl.
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Con estas herramientas ya podemos construir la proyeccién GSO. En el sector NS mantenemos
sélo los estados que tengan una G-paridad positiva, o equivalentemente, la proyeccién GSO elimina
del espectro a los estados con G-paridad negativa. Conservamos unicamente estados |{2) tales que

G Q) = (-1)™s+1Q) = |) . (1.128)
Esto quiere decir que requerimos
1= (—1)fvstl = (—1)FNs (1), (1.129)

que se satisface inicamente si Fiyg es un nimero impar. Asi, en el sector NS estamos conservando
sélo a los estados que tienen un nimero impar de excitaciones por osciladores b o estamos quitando
del espectro a los estados que tienen un nimero par de excitaciones por osciladores b. En el sector
R podemos proyectar fuera a estados con un numero par o impar de excitaciones por osciladores
d dependiendo de la quiralidad del espinor del estado base. La forma en que se proyecten fuera
diferentes estados en ambos sectores da lugar a distintas teorias con distintas particulas y propie-
dades del espacio-tiempo. Se da a lugar a las teorias de supercuerdas tipo II-A y tipo II-B, las
cuales tienen diferentes proyecciones GSO. El nombre de G-paridad fue introducido originalmente
en el articulo original de NS, el cual desed utilizar esta teoria para hadrones. Este operador fue
identificado en ese articulo con el operador de G-paridad para hadrones. En lo que se presenta aqui,
su rol es completamente diferente.

Acabamos de ver que el estado base, bajo la condicién GSO, en la teoria de supercuerdas RNS
tiene un numero igual de grados de libertad bosoénicos y fermidnicos, lo cual es suficiente pero
no necesario para concluir que los dos estados base forman un supermultiplete. También se puede
probar que la proyeccién GSO deja el mismo nimero de bosones y fermiones en cada nivel de masa
del espectro para la teoria de supercuerdas RNS. Notemos que los dos estados base forman dos
representaciones reales inequivalentes 8-dimensionales de SO(8).

1.2.7. Espectro para la supercuerda cerrada

Como ya hemos visto, la cuerda cerrada tiene osciladores izquierdos y derechos. También esta la
posibilidad de que cada uno de esos osciladores tenga condiciones de frontera de Ramond (R) o de
Neveu-Schwarz (NS). Por lo que para analizar el espectro la cuerda cerrada, debemos considerar
los 4 posibles sectores: R-R, R-NS, NS-R y NS-NS. Proyectando hacia los estados con G-Paridad
positiva en el sector NS, se remueve el estado base taquiénico que exhibimos en la seccién pasada.
Para el sector R podemos proyectar hacia los estados con G-paridad positiva o negativa dependiendo
de la quiralidad del estado base del cual estén construidos los estados. De esta eleccién surgen dos
teorias de supercuerdas RNS, la tipo II-A y la tipo II-B, que dependen de si son iguales u opuestas
la G-paridad en los sectores R derechos e izquierdos.

En la teoria tipo II-B, los estados base del sector R derechos o izquierdos tienen la misma
quiralidad. Asi que los dos sectores R tienen la misma G-paridad. Denotemos cada uno de ellos
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como |+)p. Con estas consideraciones los estados no masivos de la teorfa cerrada de cuerdas tipo
I1-B son

[ r®[+)R (1.130)

Bi—1/2 0) ng ® bi_1/2 0)ns > (1.131)
5i—1/2 0)ng @ ) s (1.132)
)R @b 19 10) ns (1.133)

Como el estado |+) es un espinor con ocho componentes, cada uno de los 4 sectores en la teorfa
tipo II-B contiene 8 x 8 = 64 estados.

En la teoria tipo II-A los estados base derechos e izquierdos del sector R tienen quiralidad
opuesta, y los denotaremos como |+)p v |—)p. Los estados no masivos en la teorfa cerrada de
cuerdas tipo II-A son

=R ® g (1.134)

b 1/010) s @ b1 10) s s (1.135)
51’_1/2 0 ng @ )R (1.136)
’_>R®bi—1/2‘O>NS' (1.137)

Con argumentos similares a los vistos en la teoria tipo II-B, vemos que cada uno de los 4 sectores
de la teoria tipo II-A tiene 64 estados. También se aprecia que en ambas teorias tipo II, uno
tiene que el espectro no masivo contiene gravitinos de Majorana-Weyl. Entonces forman mutipletes
supergravitacionales N = 2.

Resumamos entonces los distintos tipos de estados no masivos en ambos tipos de teorias:

= Sector R-R: Se trata de bosones obtenidos al hacer el producto tensorial de un par de espinores
Majorana-Weyl. En la teoria II-A los dos espinores tienen quiralidades opuestas y se obtiene
una 1-forma (vector) correspondiente a 8 estados y una 3-forma (56 estados). En la teoria II-B
los espinores tienen la misma quiralidad y se obtiene una 0-forma (un escalar) correspondiente
a un estado, una 2-forma correspondiente a 28 estados y una 4-forma correspondiente a 35
estados.

= Sector NS-NS: Ambas teorias tipo II coinciden en este sector. El espectro contiene un escalar
llamado dilatén (1 estado), una 2-forma de norma antisimétrica (28 estados) llamado campo
de Kalb-Ramond y un tensor de rango 2 sin traza, el gravitén (35 estados).

» Sectores NS-R y R-NS: Cada uno de estos sectores contiene un gravitino de espin 3/2 (56
estados) y un fermién de espin 1/2 llamado dilatino (8 estados). En la teoria II-B los dos
gravitinos tienen la misma quiralidad, mientras que en la teoria II-A tienen quiralidad opuesta.
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1.3. La cuerda heterdtica

Una teoria de supercuerdas realista debe dar origen a campos de norma para las interacciones
débiles y fuertes y tal vez para teorias de gran unificacién. La forma maés sencilla de que esto pase
es que estos campos de norma estén presentes en la teoria 10-dimensional. La teoria tipo II-A de
cuerdas cerradas no parece ser el camino pues es una teoria no quiral. La teoria de cuerdas tipo
II-B tampoco parece ser adecuada porque los tinicos estados no masivos que contiene estan en el
multiplete de supergravedad con N' = 2, por lo que no se tienen campos de norma no abelianos.
Para obtener una teoria de cuerdas cerradas con un grupo de norma no abeliano se puede usar
el método que mezcla osciladores derechos de una teoria de supercuerdas tipo II y los osciladores
izquierdos de una teoria de cuerdas bosénica. La proyeccién GSO se utiliza sobre los osciladores
derechos para asegurar el mismo numero de grados de libertad fermiénicos y bosénicos, como se
requiere para tener supersimetria espacio-temporal. La libertad de escoger los osciladores derechos
e izquierdos de distintos tipos de cuerdas viene del hecho de que los estados de una teoria de cuerdas
bosdnica o una teoria de supercuerdas tipo II son el producto directo de estados del espacio de Fock
para osciladores derechos e izquierdos. Este tipo de teoria de cuerdas se le conoce como teoria de
cuerdas heterdtica. Tal vez puede parecer que no tiene sentido porque los osciladores derechos viven
en un espacio-tiempo de 10 dimensiones, mientras que los osciladores izquierdos viven en uno de 26.
Sin embargo, en esta aproximacién lo que se hard es compactificar 16 de los osciladores izquierdos
asocidndolos con un toro 16-dimensional con un radio de escala extremadamente pequeno fijado
por el valor de la longitud fundamental [;.

1.3.1. La hoja de mundo

La teoria de cuerdas heterdtica puede ser descrita como una teoria de campos 2-dimensional. Nuestro
espacio base es parametrizada por una coordinada tipo temporal 7 y una coordenada tipo espacial
0; este espacio es la hoja de mundo trazada por la cuerda. Mas precisamente, denotemos la hoja
de mundo 2-dimensional como M>, un espacio-tiempo con métrica Lorentziana. Las simetrias de la
accion de la cuerda cldsica nos permite montarnos sobre el sistema de referencia Minkowskiano de
la hoja de mundo, donde la accién toma la forma:

16
S = _% / drdo [aaxuaaxu + 40 (0 — 0p) T + Y 0uXT0° X! (1.138)
I=1

En este sistema de referencia, la longitud o distancia invariante esta dada por:
ds? = —dr? + do? (1.139)

El pardmetro 7 simboliza al tiempo propio en el sistema de referencia de la cuerda. La coordenada
de la hoja de mundo ¢ parametriza puntos a lo largo de la cuerda en su tiempo propio, con ¢ — o+m
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cada que uno le da una vuelta completa a la cuerda. Se suele también trabajar con las coordenadas
de hoja de mundo oscilante izquierda y oscilante derecha:

o =T—0 ot =71+0. (1.140)

En la accién podemos apreciar tres términos importantes. El primero es la ecuacién de la
cuerda bosénica para los grados de libertad X*, u = 0,1, ..., 9, el segundo término es la ecuacion de
Dirac para la cuerda fermidnica y corresponde a los grados de libertad ¥*, u = 0,1,...,9. Ya vimos
que entre estos grados de libertad existe una supersimetria y ya decriben a la cuerda supersimétrica.
El dltimo término es la ecuacion de la cuerda bosénica para 16 grados de libertad bosénicos extra
y que daran origen a simetrias de norma y por ende bosones de norma.

1.3.2. Descripciéon covariante

Los campos en esta teoria mapean de este espacio base a un espacio objetivo que resulta ser una
supervariedad Riemanniana. Es decir, el espacio objetivo es el producto cartesiano de una variedad
real y una variedad Grassmanniana. La cuerda heterdtica es un mapeo descrito por

(cT,07) = (X*(oT,0%),¢(c7), X (cT)) (1.141)

la parte derecha de la ecuacién[[LI4I] pertenece al espacio Mg x Gy xT 16 - Aqui, Mg es un espacio de
Minkowski 10-dimensional. X*(o%,07) transforma en la representacién vectorial correspondiente
al grupo de rotacién O(1,9). Gy, es un espacio vectorial impar, es decir, las funciones en Gy,
forman un algebra de Grassmann. La simetria del espacio objetivo O(1,9) también se impone en
estas coordenadas, y estdn en la representacién vectorial. Sin embargo, cada componente ¥* (™)
estd dada por un espinor de Weyl-Majorana O(1,1) con quiralidad negativa. Es decir, existe una
base para las matrices de Dirac en dos dimensiones donde

W (r,0))" = (1,0)  PH(r,0) = (1, 0). (1.142)

Aqui, v3 = 494! es la matriz de quiralidad en dos dimensiones, que anticonmuta con las dos matrices
2-dimensionales de Dirac: {y3,7™} = 0,(m = 0,1). Las coordenadas X’ (o, )(I = 1,...,16) son la
imagen de la cuerda en un toro 7' = R%/A, con A una reticula 16-dimensional. En la teorfa de
cuerdas heterética cuantizada, uno encuentra que para tener una consistencia interna se imponen
fuertes restricciones para las posibles elecciones de A. Las tnicas elecciones consistentes son las
reticulas raiz Eg X Eg o spin(32)/Zsy. En este trabajo nos concentraremos en el caso correspondiente
a Eg X Eg.

1.3.3. Norma de cono de luz

Cuando uno aplica el formalismo candnico a lo que ya hemos descrito, uno se da cuenta de que
no todos los momentos candnicos son independientes, por lo que tenemos libertad de norma. Las



30 CAPITULO 1. FUNDAMENTOS DE TEORIA DE CUERDAS

ecuaciones que relacionan a dichos momentos forman un sistema de constricciones (01 = 0/00+)
POXE=0, O XM X, =0, 0 XM X,k Lot iy =0, (1.143)
que deben ser satisfechas por soluciones a las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange
o4yt =0, 04+0_X* =0. (1.144)

Existe una arbitrariedad en cémo las ecuaciones [L143] pueden ser satisfechas, correspondiendo a la
parametrizacion de la accion. Explotando esta invariancia podemos fijar una norma del sistema y
eliminar grados de libertad dependientes. Para fijar la norma, se ha probado que la norma de cono
de luz es muy util para dichos propédsitos. En ésta, la direccién temporal o = 0 y una direccién
espacial ;. = 9 se juntan para un tratamiento especial. Definimos

X5(0,7) = X(0,7) £ X0,7), (o) = 0(0_) (o). (1.145)
La norma del cono de luz utiliza la invariancia residual para fijar
X (o,m)=at +p'r YT (o,7) =0, (1.146)

para todo o,7. Aqui, 2, p" son constantes. Las ecuaciones de constriccién entonces se satisfa-
cen notando que podemos hacer X (0,7) y 9~ (0,7) funciones de las coordenadas transversas
X' o,71),0"(0-),i =1,2,...,8:

X~ (0,7) = F[X%(0,7),¢'(c7)], (1.147)

¥~ (o,7) = G[X'(0,7), 9" (7). (1.148)

Por lo que las coordenadas transversas X*(o,7),¢%(c~)(i = 1,..,8) contienen la dindmica de la
cuerda.

1.3.4. Expansiéon en modos

Para los osciladores derechos, la expansién en modos en la teoria heterdtica de cuerdas son los
mismos que obtuvimos en la teoria de cuerdas bosoénica y las supercuerdas.

1 1 i N Oh o
B —— - _ v “n  _2in(r—o)
Xp(r—0)= 23:“ + 2p“(7‘ o)+ 5 Z e o (1.149)
n#0
y para los grados de libertad fermiénicos tenemos
Uh(r—o)=> die 0 R (1.150)
nez
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Vh(r—o)= Y bhe ) NS (1.151)
r€Z+1/2

para cada p = 0,1...,9. Ahora hagamos una distincién entre los primeros 10 grados de libertad
bosénicos, que denotaremos por X ’LL ,=0,1,...,9 y los dltimos 16 grados de libertad, a los cuales
llamaremos internos” por medio de X £,I = 1,...,16. Para los primeros 10 grafos de libertad, la
expansion de modos es la que ya hemos discutido para la parte izquierda de las cuerdas cerradas
bosénicas

i d% —2in(t+0)

527e u=0,1,...,9. (1.152)

n#0

Para el caso de los 16 grados de libertad internos tenemos la siguiente expansion en modos

1 1
X/ (t+0)= Ex“ + 51?“(7’ +0)+

. ~I )
X{(r+0) =af +pl(r+0)+ 5 e 11, 16 (1.153)
n#0

La cuantizacion para los primeros 10 grados de libertad son los siguientes

v v ~UV

[z#, p”] = —int [k, ar] = [, &, = —mOmqn,on™” (1.154)

{d,, dy} = —6man,on™ R {VE, 0%} = —0man,on™” NS, (1.155)

donde en cada caso u,v =0,1,...,9. Para el caso de los grados de libertad Xi, I=1,..,16 se debe
tener un poco mas de cuidado, pues en la teoria no estan los osciladores derechos con los cuales
estan emparejados. El tratamiento para este caso es como sigue. Tomamos la expresion completa
para X/ = X i + X }Iz e imponemos la constriccion

(0 —0,)XT =0 (1.156)

Aqui, utilizaremos los paréntesis de Poisson en la teoria cldsica, donde incorporaremos la constric-
cién de segunda clase [LL156] antes de pasar a la teoria cudntica reemplazando dichos paréntesis por
un conmutador multiplicado por —i. El resultado de dicho célculo seria como sigue

[PL(r,0), X (r,0)] = %5(0 — ot = —%5(0 — o)’ (1.157)

lo que nos impone la condicién siguiente en el conmutador para el momento y posicién de centro
de masa

X7, Pl = =50 = 5617 (1.158)

mientras que los osciladores & tiene el conmutador

[6h, @] = —mOminon’” = mbpmin06"’ (1.159)
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sin 1/2 porque no tenemos la contribucién del oscilador derecho.

Ahora bien, tenemos entonces que los estados oscilantes derechos son perturbaciones al estado
vacio |0) , que se define como el estado tal que b, |0) , = dy, [0) = 0, para r,n > 0. La masa de los
estados estd dada por

4 Nr —an = Doy ol + 2:11/2 bt by — % NS

donde ap es la energia de punto cero que se origina por el orden normal de los osciladores durante la
cuantizacion. Como ya vimos anteriormente, en el sector Ramond ar = 0 mientras que en el Neveu-
Shwarz ap = —%. De la ecuacién [I.1G2] observamos que mg = 0 para esfcados con un oscilador b_
actuando sobre el vacio, b_; 5 |0)p, para el sector Neveu-Shwarz, y dj|0) en el sector Ramond.
Las ocho excitaciones transversas b' /2(i = 3,...,10) se comportan como bosones desde el punto
de vista del espacio-tiempo y forman una representacién vectorial 8, de SO(8), que es el grupo de
Lorentz transversal del espacio no compactificado.

Por otro lado, después de la cuantizacién, los osciladores dfj cumplen con el dlgebra de Clifford
{mdg,i\/édg} — 2. (1.161)

el estado base d} |0) ;, forma una representacién espinorial con 16 componentes. La proyeccién GSO
(de la que hablamos en la seccién anterior) ayuda a equiparar el nimero de grados de libertad
bosénico y fermidénico. Después de la proyeccion GSO, nos quedamos con la 8, representacién de
SO(8) en el sector Ramond.

Por conveniencia, |q), denotard el estado base oscilante derecho para ambos sectores, donde ¢
simboliza los pesos correspondientes a la representaciéon de SO(8) en los simbolos de Cartan-Weyl

2 _{ |i1,0,0,0>{%~80 NS,

= T 1 1 (1.162)
B [ty 4, k)~ 8 R

2
donde la representacién espinorial tiene un ndmero par de signos positivos. La linea por abajo
denota permutacién de las entradas. Por tanto, la ecuacién [[LI62] se convierte en
2
Mg 1,

R g2 1.163
1 =39 3 (1.163)
Como vimos en el caso de los osciladores derechos, los estados oscilantes izquierdos son pertur-
baciones del vacio |0); . Las masas de estos estados después de compactificar los grados de libertad
internos X! (véase siguiente seccién) estédn dadas por

M? 1 N
TL = §p2 +N-1 (1.164)
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donde N cuenta las excitaciones de los osciladores izquierdos y —1 es la energia de punto cero de
la cuerda bosoénica.

De acuerdo a esta ecuacién, a nivel no masivo se tienen los siguientes estados oscilantes izquier-
dos:

a0y,  i=3,..,10 (1.165)
a0y, I=1,..,16 (1.166)
p), PP =2 (1.167)

Se tienen 480 momentos internos que cumplen la condicién de que p? = 2. Los estados |p) 1, Co-
rresponden a las partes izquierdas de los bosones de norma (los norminos) de esta teoria. Por esta
razon, representaremos p por los vectores correspondientes a los bosones cargados

R € AR

((£3)%)(0%), (0 )((i%)8) ndmero par de + (1.168)

)
1.3.5. Compactificacién en T°

Como ya se mencioné antes, los 16 osciladores izquierdos adicionales de la teoria heterdtica de cuer-
das se compactifican en un toro para asi obtener una teoria 10-dimensional con un grupo de norma
emergente de las dimensiones compactificadas. Una teoria 10-dimensional con grados de libertad
internos X i, I =1,...,16 que proveeran un grupo de norma se podria construir compactificando
estos grados de libertad en un toro 16-dimensional. Es necesario imponer condiciones de frontera
en X! para ambos, los modos derechos e izquierdos, y luego eliminador los derechos. Un toro 16
dimensional se define tomando en cuenta una reticula I' con vectores base el,a = 1,...,16 de tal
manera que tengan una longitud v/2 e imponiendo la identificacién

16
ol =2l + ﬁwZnaRaeé (1.169)
a=1

donde R, son los radios y mn, son enteros arbitrarios. Por lo que habrd maneras adicionales de
cumplir las condiciones de frontera para la cuerda cerrada enrollando a la cuerda en el toro, de tal
manera que

16
XN 1,047 = X(1,0) + \/iﬂZnaRaeé = X'(1,0) + 2nL! (1.170)
a=1

donde
1
) A — § ngRyel 1.171
\/5 a ( )
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a estas iltimas cantidades se les denomina nimeros de enrollamiento. Por lo que al final, la expan-
sién en modos queda como

j 1 . .
xI(r,0) = ! +plr + 2Ll + % Z - <a£e—2zn(7'—0) + d£6—2m(r+0)> = XL+ xt (1.172)
n#0

donde tenemos que los modos izquierdos son

. 1 ‘
Xi(r4+o0) =L +pl(r+0)+ % — @l em2m(r+o) (1.173)
n#0 "
donde el momentos izquierdo son ahora
r 1o I r_ 1.7 I
pr=5" —2L7)  Pp=S(p +2L7) (1.174)
y

o =ah + 2t (1.175)

Ahora bien, para eliminar los osciladores derechos, que significa hacer p{% = 0, con la consecuen-
cia de que
ph =2L7, (1.176)

también debemos tomar xé = 0, lo que implicard
a:L_a:L+\/_7TZnaR €, (1.177)

Las relaciones de conmutacién implica que 2p£ es el que genera las traslaciones de xi, por lo que
el momento estd definido por

pl=—_ Zma < (1.178)

donde m, son enteros arbitrarios y e:! es la base de la reticula dual I'. En la norma de cono de luz,
el operador 10-dimensional de la masa cuadrada para los estados fisicos estd dado por

M? = M3 + M} (1.179)

Para los osciladores derechos de supercuerdas con D = 10 tenemos que

M} =N, (1.180)
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con N el operador de niimero que tiene una expresién distinta dependiendo de si se estd en el
sector Ramond o Neveu-Schwartz. Para los osciladores izquierdos de la cuerda bosénica con 16
dimensiones compactificadas en un toro, el analogo seria

16

Lo 1 IN2 | N
TME =3 > L)+ N -1 (1.181)
I=1
con -
N = (aun + &l ,amm) (1.182)
n=1
También, para estados fisicos, tenemos que
M3 = M? (1.183)
R =ML .

por lo que para los estado no masivos, requeririamos que

Mi =M} =0 (1.184)

Resulta que hay pocas opciones para la eleccion de la reticula I' que sea consistente con una
teoria de cuerdas aceptable. Existe una constriccién fundamental en teoria de cuerdas llamada
invariancia modular, la cual se requiere para asegurar la ausencia de anomalias gravitacionales y de
norma y la finitud de las contribuciones de los lazos de cuerdos en las amplitudes de dispersién. Sélo
dos reticulas en 16 dimensiones que aseguran que esto es cumpla, denotadas por I'1g y I's x I's. La
primera contiene la reticula raiz de SO(32) como subreticula. En lo que sigue nos concentraremos
en la segunda posibilidad en la cual tenemos el producto directo de dos reticulas raiz Eg. Los
momentos estan entonces en la reticula raiz Eg x Eg.

Regresando a los grados de libertad X*#, U#, debemos notar que no todos son independientes.
En la norma de cono de luz, las coordenadas

1 1
V2 V2

estan escritas en términos de otros grados de libertad, por lo tanto, sélo X#, W* para u = 2,...,9
son fisicos. En esta norma, sélo el grupo transversal SO(8) del grupo de Lorentz 10-dimensional
S0O(9,1) es relevante.

X+ (xX°+xhH, o* (00 + ol (1.185)

1.3.6. Espectro no masivo de la cuerda heterdética

Estados fisicos deben cumplir con la condiciéon de emparejamiento de niveles

M3 = M? (1.186)
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que se sigue de la variacion de la métrica de hoja de mundo. Esta constriccién implica que, en con-
traste con otras teorias, la proyeccion GSO no se implementa para evitar la presencia de taquiones
como hicimos en la teoria de supercuerdas. Como la masa del estado de energia mas bajo para un
estado oscilante izquierdo (]\7 =0,p=0) es m% = —1 mientras que la masa del taquién oscilante

derecho (N = 0) es m% = —%, entonces la ecuacion [[L51] prohibe la existencia de estados con masa

cuadrada negativa en el espectro de la cuerda heterética.
Combinando los osciladores izquierdos y derechos obtenemos los siguientes estados:
» un multiplete 10-dimensional de supergravedad N
) pd?y10),,  i=3,..,10, (1.187)

incluyendo el gravitén ¢g*, el dilatéon ¢, el tensor antisimétrico BY y su companero super-
simétrico.

= 16 bosones de norma no cargados (y los norminos)
0),al,10),, I=1,..,16 (1.188)
el cual contiene los generadores de Cartan H; del grupo de norma G;
= 480 bosones de norma cargados (y norminos)
Q) glp)y, PP =2 (1.189)

con p dada como en



Capitulo 2

Orbifolios heterdticos

En el capitulo pasado ya estudiamos la construccion de la teoria de cuerdas heterdtica. Los grados
de libertad de norma en dicha teorfa estdn codificados en los osciladores bosénicos X! (o, 7),I =
1,2,...,16, los cuales compactificamos en un toro 16-dimensional con la reticula raiz Fg x Eg. Pero
como veremos a continuacién, eso no es suficiente si se desea probar que la teoria de cuerdas es
una teorfa que unifica a todas las interacciones[I4]. Para poder argumentar lo anterior, debemos
ser capaces de establecer contacto entre SU(3) x SU(2) x U(1) del modelo estandar y la teoria de
cuerdas. La compactificaciéon por orbifolios proveen de un posible camino para esto [14]. Lo que
se hace es empezar con una teoria de cuerdas consistente con invariancia modular y modificarla
agregando ciertas simetrias para obtener otra teorfa. Si lo que se desea es obtener una teoria de
cuerdas 4-dimensional, entonces las modificaciones incluyen una compactificacion de las dimensiones
extra en un toro. Mas aun, si se desea obtener una teoria quiral, se deben incluir condiciones de
frontera de torcedura en los campos de la hoja de mundo.

Las construcciones de teorias de cuerdas con orbifolios son teorias 4-dimensionales. Se consideran
una extension a la construccion de la teoria de cuerdas heterética, pues no sélo se compactifican
los 16 osciladores izquierdos bosénicos en un toro, si no que ademads se compactifican los otros 6
osciladores izquierdos y derechos en un toro. Aunque las ventajas ya mencionadas derivadas de
la construccién con orbifolios son ttiles, los aspectos fenomenoldgicos de dichas construcciones no
parecen muy prometedoras, pues tienden a dar un nimero muy grande de generaciones de quarks-
leptones [15]. Esta situacién cambia cuando hay campos de norma de fondo (lineas de Wilson) en
el respectivo toro. En este caso, el grupo de norma inicial es méas pequeno que Fg X Fg. Ademas, el
sector no masivo del espectro de la cuerda cambia completamente y es mas facil obtener modelos de
orbifolios con tres generaciones con grupos de norma realistas (por ejemplo, SU(3) x SU(2) x U (1)™)
[16].

37



38 CAPITULO 2. ORBIFOLIOS HETEROTICOS

2.1. Compactificaciones toroidales

Para tener una verdadera teoria realista es esencial compactificar 6 de las 9 dimensiones espaciales
a una escala lo suficientemente pequena, de tal manera que dichas dimensiones no sean observables
para los aceleradores actuales. La manera mas sencilla de hacer esto es haciendo la compactificacién
en un toro. Esto nos asegura que las simples ecuaciones lineales de movimiento de las cuerdas no se
vean afectadas, pues los toros son planos. Trabajaremos en la norma del cono de luz, introducida
en el capitulo pasado. Tenemos entonces 8 grados de libertad bosénicos transversos, denotados por
Xi(r,0),i=1,2, y X*(r,0), k = 3,...,8. Estos grados de libertad representan las coordenadas de
la hoja de mundo para cuerdas cerradas, y estdn separados en modos izquierdos y derechos como

Adicionalmente, tenemos 8 modos derechos fermiénicos transversos, U (1 — o), \I’%(T — o),y 16
grados de libertad internos como modos izquierdos bosénicos X! (7+0o), (I = 1,...,16) que generan
el grupo de norma Fg x Eg de la cuerda heterdtica de cuerdas 10-dimensional. La compactifica-
cién de las 6 coordenadas espaciales X*(7,0), (k = 3,...,8) no afecta la expansién en modos de
Xi(r,0), Ue(r — o), Uk(T — o) o XL (1 + o), asf que las expansiones en modos son tales que

. o ; 1. . 1 . .
X'(r,0) =a"+p'T + % > [_O/ne_m(“”) + —ape o)) (22)
n#0 n "
\Ijjék) (T _ O') _ Z dil(k)e—%n(r—a)’ R
nez
— Z bi(k)e_%T(T_o) NS.
reZ+1/2

(2.3)

Mientras que la expansién en modos de los grados de libertad de norma es la que vimos desde la
cuerda bosoénica

' ~ 1
XHr+o)=al +pl(r4+0)+ % Z %6_2’"(T+U), (2.4)

n
n#0
con pi en la reticula raiz Fg x FEg.
En una base ortonormal, los vectores en Eg son de la forma

1 1
7n8 + _)7 (25)

1
l:(n17n27"'7n8) 0 l:(n1+_7n2+ 2

2 57...

con n; enteros tales que (ver Apéndice [Al)

8 8
Zni = Omod 2, Z:ll2 =2. (2.6)
n=1 i=1
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Existe una formulacién alternativa de estos grados de libertad internos que reemplaza a los 16
modos bosénicos izquierdos (X 4 ) compactificados en un toro con reticula Eg x Eg por 32 modos
izquierdo fermiénicos reales (A4, A4, (A = 1,..,16)) donde A4, A4 pueden tener por separado del
sector R o del sector NS. Entonces

)\A — Z )\ﬁe—%n(ﬂ'—i-o‘) R
nez

_ A —2ir(T+
— Z /\T e ir (T 0’)’
reZ+1/2

(2.7)

y de manera similar para A4. Tenemos entonces que (A4, A1) transforma como la representacién
(16,1) + (1,16) del grupo maximal O(16) x O(16) C Eg x Es.

Antes de describir el procedimiento para compactificar las coordenadas de los modos espaciales
extra, presentemos de manera breve la definicién de un toro D-dimensional. Sea A una reticula
generada por una base de vectores D-dimensionales e, de R"

A ={nqeqna € Za=1,.., D} (2.8)
De este modo, podemos definir nuestro toro 7P como el cociente
TP =RP/A, (2.9)

donde ahora los puntos son identificados en el espacio difiriendo por un vector dentro de la reticula,
es decir,
X ~ X +ngeq. (2.10)

Una caracteristica importante que podemos notar aqui es que el espacio que describe a todo el
toro se puede restringir a una region llamada dominio fundamental. El dominio fundamental es el
conjunto méas pequefio que est4 relacionado con el resto del espacio R tal y como se aprecia en la
figura 2.1l La métrica del toro estd dada por

Jap = €a " €p (2.11)

Ahora, la compactificacién de los modos X* incluyen la identificacién de las coordenadas del centro
de masa z* con puntos que estén separados de él por un vector en la reticula del toro. Entonces

¥ =2k 4 or Lk, (2.12)
donde el factor 27w es por convencién y el vector L con coordenadas L* pertenece a la reticula

6-dimensional A .
A= {Zrtet‘rt GZ}, (2.13)

t=3
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dominio fundamental

o
es (] °

€1

Figura 2.1: a) Reticula 2-dimensional y el dominio fundamental de un toro con esta reticula; b) una repre-
sentacion geométrica alternativa de dicho toro.

donde ¢; (t = 3, ...,8) son vectores base de la reticula. Asi pues, las condiciones de frontera de las
coordenadas para la cuerda cerrada X% deben satisfacer también

X*(r,m) = X*(7,0) + 2nLF, (2.14)
correspondiendo al enrollamiento de la cuerda alrededor del toro. La compactificacién también

requiere la cuantizacién de los eigenvalores correspondientes a los operadores de momento p*. Las
eigenfunciones exp{z' Dok pkznk} son univaluadas sélo si

8
> ez (2.15)
Entonces los momentos estdn cuantizados en la reticula A* que es dual a A

8
(S -
t=3

donde los vectores base e; de A* satisfacen 22:3 effek =6y,

Asi, la generalizacion de la expansién en modos se ve modificada de la manera

1
XE(r,0) =% + ph(r — o) Z ok g=2m(r=0), (2.17)
n;éO
1
Xi(r,o) =k +pf(r4+0)+ 2 Z ak e=2in(r+o), (2.18)
2 n
n#0
con )
P = 500" = 2L%), (2.19)
1
pi = 5" +2L"), (2.20)
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ot = ah, (2.21)

donde pe A*y L € A.

La ecuacién de masa para los modos derechos en la teoria de cuerdas heterdtica 10-dimensional
es modificada ahora a una féormula de masa 4-dimensional con la compactificacion toroidal que
acabamos de comentar, de tal manera que, siguiendo la notacién de Bailin [17]

ME = N(8) + pliwh — a(5), (2.22)

donde 8 =R,NS rotula las condiciones de frontera correspondientes a los modos derechos fermiéni-
cos, y el operador de nimero N () estd dado por

N(B) = N + Nr(B), (2.23)
con .
Ngp = Z(o/_nail +af k), (2.24)
n=1
Np(R) = ) (rb’, bl +rb",bf). (2.25)
r=1/2

Ademas, la constante a(/3) es la constante originada del orden normal del operador de Virasoro Ly
y sus valores son

1
a(R) =0, a(NS) = 3" (2.26)
Andlogamente, la ecuacién de masa para los modos izquierdos es
LY S I N 2.27
ML =N+ opLpL + oPLpL — L (2.27)

donde la suma sobre el indice I = 1,...,16 estd implicita, también tenemos que el operador de
numero N es tal que

o
N =) (a',al +aF,ak +al,al). (2.28)

Las ecuaciones de masa ([2.22)) y (Z27) incluyen la contribucién de los momentos p%, p% en la

variedad compacta del toro y estan cuantizados. La reticula A y su dual A* poseen factores de
escala arbitrarios Ry, que son las longitudes de los vectores base e;, y dngulos entre éstos. Asi que,
excepto para ciertos valores especificos de estos pardmetros, estados no masivos sélo se dan cuando
el momento y el nimero de enrollamiento en la variedad compacta son cero

Pk =0=pi. (2:29)
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Pero ahora veremos que este tipo de compactificaciones (la toroidal) no son suficientes o acepta-
bles debido a sus caracteristicas fenomenolégicas. Consideremos un estado no masivo, de tal manera
que

M} =0= M3 (2.30)

Supongamos que fijamos el estado izquierdo no masivo con &—_; |0); o usando el momento pi en la
reticula Fg x EQOg con pipi = 2. Para cada uno de estos estados izquierdos podemos relacionarle
un estado derecho no masivo tal que bi_1 /2 |0)p (¢ = 1,2), es decir, osciladores NS fermidnicos.
Como los indices ¢ = 1,2 corresponde a las dos dimensiones tranversas espacio-temporales, el
estado completo transforma como un vector o un tensor espacio-temporal si el estado izquiero es
al 110); (5 = 1,2). Alternativamente, podemos hacer emparejar el estado base de Ramond no
masivo |0), al estado izquierdo fijado. Esto transformarfa como un espinor quiral 8-dimensional
SO(8), donde el espinor con quiralidad contraria ha sido eliminado por la proyeccién GSO que
comentamos en el capitulo pasado. Este espinor de 8 componentes puede ser descompuesto en
representaciones de SO(2) x SO(6) C SO(8), donde SO(2) corresponde a las dos coordenadas
espacio-temporales y SO(6) a las seis coordenadas compactificadas. Entonces tendriamos

8L = <+%> X 4+ <—%> 4, (2.31)

haciendo evidente que hay 4 espinores espacio-temporales de cada quiralidad. Asi que si tenemos
un estado construido desde la teoria de cuerdas bosdnica donde se tenia una particula vectorial, el
estado fermiénico que acabamos de construir corresponde a cuatro norminos; mientras que si de la
teoria bosénica teniamos un tensor espacio-temporal, el graviton, el estado fermiénico correspon-
diente corresponde a 4 gravitinos. Lo ultimo es consecuencia de la compactificacién toroidal que
llevamos a cabo, llevdndonos inevitablemente a una supersimetria espacio-temporal N’ = 4, y por
tanto una simetria de norma no quiral.

2.2. Orbifolios toroidales

En el capitulo [l ya introdujimos brevemente la compactificacién de los modos de norma para la
teoria heterdtica de cuerdas en un toro 16-dimensional y obtuvimos cierta intuicién sobre cémo
construir un toro. También analizamos el espectro no masivo proveniente de esta compactificacién.
Ahora, la teoria heterética consta de 10 modos derechos bosénicos y 26 modos izquierdos bosénicos;
de estos ultimos 16 correspondientes a los grados de libertad de norma. Para obtener una teoria
4-dimensional a partir de la cuerda heterdtica, podemos empezar modificindola agregando a la
compactificacién toroidal isometrias discretas Mp y My, [14]

TS @ TH = Th/Gr @ TP /G, (2.32)

siendo G y G, isometrias de los toros Tg yT 52 respectivamente. En la teoria heterética de cuerdas,
la supersimetria espacio-temporal viene solamente de los modos derechos. Si deseamos mantener
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una supersimetria no rota, G tiene que ser un subgrupo discreto de SU(3) C SO(6)[18], es decir,
Gr C SU(3). (2.33)

Cuando la simetria discreta es la misma para las 6 dimensiones extra en los grados de libertad
izquierdo y derechos, decimos que hemos construido un orbifolio simétrico, es decir,

O, =TH/PoTE/Po TG, (2.34)

y llamamos a P = Ggp = G(Lﬁ) el grupo de punto del orbifolio (més adelante aclararemos que la

isometria G no siempre coincide con la definicién de grupo de punto); el grupo Gf) es la simetria
discreta asociada a los 6 grados de libertad espaciales izquierdos. A las isometrias G las llamamos
grupo de torsién de norma. Una definicién mas restrictiva del orbifolio simétrico requiere que Tg y
T L6 sean el mismo toro. Este ultimo caso es el que consideraremos a partir de aqui. La forma en que
se parte T£2 en TE y TL16 es por convencion, asi que en general, la separacion entre las componentes

de norma y las espacio de T’ 52 no es muy clara.

Un orbifolio asimétrico es aquel en el cual las simetrias discretas que modifican a las 6 dimen-
siones extra de manera diferente para los modos izquierdos y derechos,

Oa=TH/PrRTY/PL®T}%/G. (2.35)

Consideremos entonces orbifolios simétricos con las coordenadas izquierdas y derechas compactifi-
cadas en el mismo toro y modulado por el mismo grupo puntual. También, para ser consistentes con
lo que introdujimos en el capitulo anterior respecto a la teoria de cuerdas heterética, tomaremos
T = TEyx Eg- Nuestro orbifolio simétrico para los modos izquierdos y derechos puede ser definido
como

O=R}, p/S®TE /G- (2.36)

Aqui, S es el llamado grupo de espacio o espacial del orbifolio e incluye el grupo puntual P maés
traslaciones en RS, tal que S = {(6,1%)|# € P, k = 3, ...,8}. Un elemento (6,1¥) del grupo de espacio
actua en las 6 coordenadas espacio-temporales a compactificar como

(sX)* = (0X)F +1% i=3,..,8. (2.37)

Es importante mencionar que los vectores de traslacién [ o también llamados shifts incluyen vec-
tores e¥, a = 1,...,6 base que definen al toro 6-dimensional. También estamos considerando que
son automorfismos de la reticula 6-dimensional que construye a dicho toro. El grupo de torsion de
norma G = {(©,VI)|I = 1,...,16} actia sobre las 16 coordenadas de los grados de libertad extra
como

GX) =©x) +VvI 1=1,..,16, (2.38)

donde © representa a un automorfismo de la reticula Eg x Eg.
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Con estos conceptos en mente, podemos entonces hacer una definicién de los llamados orbifo-
lios toroidales D-dimensionales. Se definen como el cociente de un toro 72 sobre un conjunto de
isometrias discretas P

O=1P/P=RP/S, (2.39)

donde P es llamado el grupo de punto y S es el grupo de espacio. Para que el grupo de punto sea
aceptable, los elementos de P deben actuar de manera cristalogréfica (como una isometria) sobre
la reticula A, es decir, A debe ser invariante bajo P. Recordemos que el toro D-dimensional se
define como TP = RP/A. Sea S un grupo de espacio. El subgrupo A de S conformado por todas
las traslaciones en S es la reticula del grupo de espacio. Notemos que para un elemento en general
g = (0,1) € S el vector | no necesita ser un vector reticula. Elementos de la forma g = (0,1) € S
con [ ¢ A son llamados roto-traslaciones [19].

Como el grupo de espacio requiere tener D traslaciones linealmente independientes, toda reticula
contiene una base ¢ = {ei}i€{17...7 p} ¥ la reticula completa es generada por los e; (con coeficientes
enteros), es decir, un elemento [ € A puede ser escrito como [ = n;e;, con suma sobre i = 1,..., D
y n; € Z. Claramente, la elecciéon de la base no es unica. Por ejemplo, para una reticula A dada
tomemos dos bases ¢ = {e1,...,ep} y f = {f1,..., fp} y definimos B, y B; matrices cuyas columnas
son los vectores base ¢ y f, respectivamente. Entonces el cambio de base estd dado por la matriz
unimodular M (es decir, M € GL(D,Z)) como

B.M = B;. (2.40)

Por otro lado, uno puede decidir qué base utilizar para la reticula y generarla indistintamente con
cualquiera de ellas.

Ahora, detallemos aspectos del grupo de punto. Para un grupo de espacio .S con elementos de la
forma (60,1), el conjunto P de todos los # forman un grupo finito, el llamado grupo de punto de S.
Los elementos de un grupo de punto también son llamados torsiones o rotaciones. Sin embargo, en
general un grupo de punto también incluye inversiones y reflexiones, es decir, § € O(D). El grupo
de punto P de S mapea la reticula de S a s{ misma. Asi, de manera similar al cambio de base de
la reticula, los elementos del grupo de punto pueden ser representados por matrices de GL(D,Z).
Dadas estas definiciones, y dado que la reticula siempre es un subgrupo normal del grupo de espacio,
el grupo S tiene estructura de producto semidirecto si y sélo si el grupo de punto P es un subgrupo
del S, es decir, P C S. En ese caso,

S =P xA, (2.41)

y uno puede definir al orbifolio como
O=RP/(PxA)=TP/P. (2.42)

En general, sin embargo, el grupo de punto no es un subgrupo del grupo de espacio y por ende
el grupo de espacio no es necesariamente un producto semidirecto de su grupo de punto con su
reticula. Més precisamente, en general, el grupo de punto P no es igual al grupo de isometria G de
([232)) por la posible presencia de roto-traslaciones. Existen dos tipos de grupos de punto:
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1. Abeliano: por ejemplo, Zy,Zyn X Zpy

2. No abeliano: tales como Sz, Qg, Dy, Ay, ...

Los elementos del grupo Zy son la potencia de algin generador tnico 6 tal que Y = 1. En dos
dimensiones, € representa una rotacién por 17/N. No cualquier Zy funciona como grupo de punto
para un orbifolio, pues se requiere que 6 actie de manera cristalogréafica sobre la reticula A. En la
figura 2.2] podemos apreciar dos ejemplos de grupos de punto, uno que actia cristalograficamente
sobre A y otro que no lo hace. Dependiendo del grupo puntual que da origen a nuestro orbifolio,

a)P:Z4 b)P:ZG

Figura 2.2: a) P = Z4 actta cristalogréficamente sobre A por lo que s{ podriamos considerarlo como grupo
de punto para la construccién de un orbifolio. b) en este caso el grupo P = Zg no actia cristalograficamente
sobre A, por lo que la combinacion de esa reticula y grupo de punto no pueden ser considerados para la
construccién de un orbifolio.

éste se llamard abeliano o no abeliano. Aqui, nos restringiremos a los casos en que el grupo de
punto P es abeliano, implicando que debe pertenecer al subédlgebra de Cartan de SO(6) asociada
a Xk (k = 3,...,8). Denotaremos a los generadores de esta subalgebra por Msy, Mss, Mys. Por
consiguiente, definimos a la base compleja como

zl = %(X3 +iXh, (2.43)
Z? = %(}ﬁ +iX9), (2.44)
Z3 = L(X7 +iX®). (2.45)

N

El elemento de grupo 0 actia de manera diagonal y puede ser escrito como

0 = exp [2#i(v1M34 + v MO 4 U3M78] (2.46)
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con 0 < |v;] < 1(i =1,2,3). La condicién de que la ecuacién (2.33)) se satisfaga implica que [17]

+ U1 + (%) + V3 = 0, (2.47)

esto se ve de que los eigenvalores de 6 actuando sobre un espinor son eim(Fv1Fvatos)

En [20] se demuestra que el hecho de que 6 actie de manera cristalogréfica sobre la reticula A
que define al toro sumado a la condicién (2.33]) para el grupo de punto, se concluye que P debe
ser Zy con N = 3,4,6,7,8,12 o bien Zy X Zjp; con N multiplo de M y N = 2,3,4,6. Algunos de
estos grupos tienen dos maneras inequivalentes en la eleccién de vy, vo,v3, es decir, dos formas de
incrustar al grupo P contenido en SU(3).

Grupo de punto (v1,v2,v3)
Z3 l(lv 17_2)

Zy %(1, 1,-2)

Zg— 1 2(1,1,-2)
Zg— 11 i(1,27—3)

Z7 i(1727_3)

Zs— 1T Z(1,2,—3)

Zs —IT %(1,37 —4)
Zlg -1 ﬁ(1747 _5)

Zyg —I1 (1,5, —6)

Tabla 2.1: Generadores del grupo de punto para orbifolios Zy C SU(3) con 6 =
exp [2mi (v M3* 4 va M5 + vs M) [17]

Grupo de pUDtO (U17U27U3) (ZU1,’UJ2,ZU3)
Zo X Zo 1(1,0,-1) 1(0,1,-1)

Z3 x Z3 i(1,0,—1) i(0,1,—1)

Ly X Ly i(1,0, ~1) i(0,1, ~1)

Zy x Ly %(1,0,—1) %(0,1,—1)

Zo xZg—1I 2(1,0,-1) 2(0,1,-1)
Zo x Zg — 11 2(1,0, ~1) %(1, 1,-2)
Z3 x L 5(1,0,-1) 5(0,1,-1)

Zﬁ X ZG %(1707_1) 2(0717_1)

Tabla 2.2: Generadores del grupo de punto para orbifolios Zy x Zpy C SU(3) con 6 =
exp[2mi(vi M3 + v M + v3M™)] y ¢ = exp[2mi(wi M3 + wa M5 + wsM™)] [17]

Los grupos Zy también son llamados grupos ciclicos de orden NV, pues el grupo es generado por
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un elemento llamado generador 6 tal que Zy = {0*|k € {0,1,..., N — 1}}. Se puede demostrar que
el producto directo de dos grupos ciclicos Zy y Zjs es ciclico si y sélo si M y N son primos entre
si; en tal caso, el grupo obtenido serd isomorfo a Zy s [21]. Por ejemplo, Z1o es isomorfo a Zgz X Zy,
pero no a Zg X Zo. Otro ejemplo esta dado por el grupo Zg, el cual es isomorfo a Zs x Z3. El grupo
Z3 no es isomorfo al producto directo que grupos ciclicos, pues 3 es un nimero primo.

Por el momento no hemos puesto alguna restriccion a la eleccién de la reticula A que define
a los toros espaciales, pues para los modos izquierdos ya hemos constrinido nuestra elecciéon para
FEs x Eg. Sin embargo, mas adelante veremos que si al grupo espacial S de los toros espaciales se
le exige estar incrustado dentro del grupo Eg x Eg, entonces las propiedades del orbifold dependen
de la eleccion de la reticula, y ademas, sélo existen pocas opciones dependiendo del grupo de punto
con el que se haya elegido trabajar.

2.3. Compactificacién en orbifolios

La existencia del grupo de punto P para los orbifolios agregara formas en las que podemos imponer
condiciones de frontera para la cuerda cerrada con respecto al método de compactificacién en toros.
Nos concentraremos a partir de aqui en grupos puntuales de la forma Zy. Un grupo discreto de este
estilo es generado por un elemento § € Zy, de tal manera que cualquier otro elemento del grupo
es de la forma 6" (0 < n < N). La identificacién (2.37]) en términos de las coordenadas espaciales
Xk (k =3, ...,8) implica que las condiciones de frontera para la cuerda cerrada estan dadas por

X(r,0) = (6",v)X(0,0) = 0"X(7,0) + 1 (2.48)

El sector no torcido (n = 0) corresponde justamente a la compactificacion toroidal discutida ante-
riormente. Vemos ahora que para los casos en que n # 0 tenemos sectores torcidos adicionales que
dard origen a estados fisicos que no estaban presentes en el caso de la compactificaciéon en toros.
Para el sector torcido n = 1 debemos notar que las condiciones de frontera (Z48]) modifican la
expansion en modos de las coordenadas de la hoja de mundo, que en la base compleja definida por

(Z:43)-(245)) se expande como

Z“:Z?*%Z[ B RO L )19 =193
#0

n+ Vg n — Vg

(2.49)
Aqui, Z§ es un punto fijo complejo, construido a partir de los puntos fijos en sus coordenadas reales.
De la ecuacién ([2.49) podemos notar que la especificacién completa de un sector torcido requiere
no solo del elemento del grupo de punto 6, si no también del punto fijo particular que aparece
en la parte cero de la expansién en modos para las coordenadas de la hoja de mundo. Esto es
completamente andlogo para sectores torcidos con n > 1.
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La expansién en modos conjugada compleja es

. 1 = .
— 5 + = § : e—2z(n—va)(7—cr) + 1o} e—22(n+va)(7+cr) . a= 17 2737
a f n;AO |:7”L — Uy, n Vo n -+ Ve N+vq

(2.50)

@ Ra pa Ba :
y los operadores 37, , B5_v.s By—v.> iy, due aparecen en las expansiones (249) y (2.50) cum-
plen con las relaciones de conmutacion

[ n—l—vavﬁn va] - 50‘7(” + Ua)5m+n,07 (251)

[ n— Umﬁn—i-va] - 50‘7(” - Ua)5m+n,0- (2.52)

Por tanto, 8,4+, con n + v > 0 son proporcionales a los operadores de aniquilaciéon y S_,—, se
asocian a los operadores de creacion. Andlogamente, 3,4, con n+wv < 0 son operadores de creacién

v B_n_v son operadores de aniquilacién. De manera similar, se puede concluir para S,_, v ﬁm_v

El grupo puntual actia de manera similar sobre los modos derechos fermidnicos, de tal manera
que las condiciones de frontera en el primer sector torcido n = 1 se ven modificadas por

\II%(T — 0 — 71') = ezﬂiva\P%(T - O') R, (253)

V(r —o —7) = ¥ U (r —o) NS, (2:54)

donde los modos fermiénicos complejos ¥$ (o = 1,2, 3) se construyen a partir de los modos reales
\IJ%. Asi, la expansién en modos para los grados de libertad fermidnicos esta dada por

UH(r—0) = ehp, e 2t R

2.55
— Z CS_FU e—Qi(T-‘,-va)(T—O') NS, ( )
y
7. _ O’ — én ) —22 (n—va)(T—0) R

2.56
— —2z(r Vo )(T—0) NS, ( )

donde
{e%-i-va ) éfﬁn—va} = 5a65m+n,07 (257)
{C?-i-vméf—vﬁ} = 5a65r+s,0' (2.58)

El grupo de espacio S debe ser incrustado en los grados de libertad de norma, y veremos més
adelante que esto, en general, es obligatorio. Lo anterior quiere decir que queremos mapear un
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elemento arbitrario del grupo de espacio (6,v) a un (©,V), donde © es un automorfismo de la
reticula Fg X Fg y V es un vector de traslacién en la misma.

Incrustar un elemento del grupo de espacio de la forma (6,0) dentro de la reticula Eg x Eg es
mapedndolo a un elemento (1, avl )[I7], de tal forma que las condiciones de frontera para X £ en el
primer sector torcido se transforman en

Xl(r+o4n)=X(r+0)+7V], (2.59)
de modo que la expansion en modos para los modos izquierdos bosénicos de norma son de la forma
I _ I I i L1 —oin(rto)

Xt =al+(pr+V )(T+a)+§zn:;ane in(r+o) (2.60)

El procedimiento anterior de incrustacién para el grupo de espacio en la reticula Fg x Eg se llama
incrustacion estandar [15]. De la expansién anterior podemos ver que el efecto del torcimiento por
# sobre el momento pi es que se ve alterado por una traslacién V!, ademds

VI = (017027?}3705)(08)7 (261)

donde vy, (o = 1,2,3) son los torcimientos de las 3 coordenadas complejas compactificadas. Ahora,
en el orbifolio Zy, el vector V! estd constrifiido a que NV viva en la reticula raiz de Eg x Eg, es
decir,

NV € Apywp,. (2.62)

Las condiciones de ([2.47) sobre las fases v,, (o = 1,2,3) asegura que la anterior constriccién sobre
el vector de traslacién V! siempre se cumpla en la incrustacién estdndar. Ahora bien, hasta el
momento sélo mencionamos la forma en que se incrusta a los elementos de grupo de la forma (6, 0)
y ya vimos que estos son incrustados por medio de traslaciones en la reticula de raices del grupo
de norma como (0, V). Atin necesitamos analizar la incrustacién de elementos de la forma (0, v),
que son traslaciones en la reticula del toro espacial y que llamaremos lineas de Wilson. Este iltimo
caso serd discutido més adelante.

Las expansiones en modos que ya describimos hace unos momentos tiene consecuencias en los
calculos de los generadores del dlgebra de Virasoro L, Ly, y en particular para las expresiones de
Ly Ly que son los que proporcionan las formulas de masa. Estas modificaciones ahora dan lugar
a modos fraccionarios y éstos modifican el cédlculo de las constantes de orden normal. La férmula
de masa modificada para los modos derechos modificada y para el primer sector torcido tiene la
estructura general [17]

1

ZM}% = Np + Nr(B) — ap — ar(B), (2.63)
donde como ya habiamos establecido 8§ =R, NS. Aqui también, Np es el operador de ntimero
bosénico y Ng el correspondiente fermiénico. Las constantes de modo normal son

3
1 1
ap =3~ 5 D [val (1= Jval), (2.64)
a=1



50 CAPITULO 2. ORBIFOLIOS HETEROTICOS

1
Ua+§‘ <1—
=1

Es importante recalcar que no hay contribucién de momento para mpg, pues como ya vimos, pr es
nulo para los sectores torcidos, es decir, cuando v, # 0.

3
aF(R)Z—%—i-%Z]va](l—]va]), ap(NS) = ——+ = va+%‘> . (2.65)
a=1 e}

La ecuacién de masa para los modos izquierdos en el primer sector torcido es

1 -~ 1,4 I -
ZME =N+5L+V )2 —a, (2.66)
donde N tiene la misma forma que Np pero con los operadores reemplazados por las versiones
izquierdas. La constante de orden normal correspondiente seria

a=1- 5 3 fual(l — Jua). (2.67)

Entre las ventajas de la compactificacién en orbifolios sobre la misma en toros esta el hecho de
que aseguramos la remocién de los gravitinos no deseados (en el sector no torcido), asegurando una
sola supersimetria N’ = 1. También tenemos que gracias a la invariancia del grupo de punto que
restringe ain mas al toro, el grupo de norma se ve reducido cuando el grupo de punto es incrustado
en los grados de libertad de norma. Cuando tomamos la incrustacién estandar podemos asegurar
algunas cuestiones en la forma que el grupo de norma se ve reducido. La condicién (2.33]) asegura
que el grupo de punto es un subgrupo discreto de SU(3) de uno de los Eg, pues

E¢ x SU(3) C Es, (2.68)

por lo que la simetria de norma que sobrevive incluird siempre a Fg X Eg [17]. El rango del grupo de
norma no se ve afectado por la incrustacién, pues los bosones de norma asociados con el subalgebra
de Cartan son invariantes bajo la accién del grupo de punto. Estos estdan dados por

b1y 10) g Al 10}, - (2.69)

Hemos observado también que el estado derecho es invariante bajo la acciéon de P, y su incrustacién
como un vector de traslacién V en la reticula Eg x Fg, implica que los modos &) también son
invariantes. Esto implica que la incrustacién estdndar nos reduce a un grupo de norma al menos
E¢ x U(1)? x Eg. Los bosones de norma cargados de Eg x Eg estdan dados por

b2 10) g [p2)” (2.70)

con (pi)2 = 2, y los bosones de norma sobrevivientes una vez hecha la incrustacion estandar
satisfaran la condicién [17]
ptVi=0mod 1. (2.71)
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El hecho de haber incrustado elementos del grupo de espacio de la forma (6,0) quiere decir
que sélo hemos incrustado al grupo de punto en el grupo de norma. Se puede romper aiun mas al
grupo de norma incrustando al grupo de espacio completo. Es decir, no sélo incrustando elementos
del grupo de punto como vectores de traslaciéon en los grados de libertad bosénico Eg x Fg, sino
también los vectores base de la reticula del toro que conforma al orbifolio. Este proceso no sélo
provocard una ruptura del grupo de norma, si no que también modificara el contenido de materia,
obteniendo asi modelos de 3 generaciones.

Consideremos un sector torcido con condiciones de frontera torcidas por el elemento de grupo
de espacio (6, v), donde 6 es un elemento del grupo de punto con v vector en la reticula del toro en

cuestion,
v= erep, (2.72)

donde 7, son coeficientes enteros y e, son los vectores base de la reticula para el toro 6-dimensional.
Para incrustar el grupo de espacio en el grupo de norma, el elemento del grupo de punto 6 debe
ser incrustado como el vector de traslacién 7V, como ya vimos, y el vector base de la reticula Tp
como el vector de traslacion wa{). Para asegurarnos de que, en efecto, tenemos una incrustacion,
debemos corroborar que si tenemos un homomorfismo. Asi que debemos tener una imagen correcta
para el producto de dos elementos de espacio (61,11) y (02,12), de tal manera que

(91,[1)(92,[2) = (9192,[1 —1—9112). (2.73)

Para un grupo de punto Zy generado por 6,

0,H)N = (1,0). (2.74)
En consecuencia, debemos requerir que
NV +ra)) € Mgy, (2.75)
lo que implica que
NV' € Aggxms vy Naj € Agup, (2.76)
asi que por las propiedad de la reticula de raices, automaticamente obtenemos que
NY Vi=0mod2 N> V'=0mod2 (2.77)
1€lg IeE]
y
NZ&£:0m0d2 N Z aizOmodZ. (2.78)
1€lg IcE]

Adicionalmente a las condiciones anteriormente mencionadas, la incrustacién del grupo de espacio
debe ser elegido de tal manera que la propiedad fundamental de invariancia modular de la teoria
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se preserve. La invariancia modular es una constriccién que asegura que la teoria de campos com-
pactificada estd libre de anomalias. Términos de la funcién de particién a un lazo de orbifolios no
abelianos adquieren, en general, una fase no trivial bajo transformaciones modulares. Si deman-
damos que la funcién de particién sea invariante ante estas transformaciones (invariante modular)
aseguramos que la teoria resultante esté libre de anomalias. Asi que debemos asegurarnos que la
fase no trivial que aparece por las transformaciones modulares se anule.

Para asegurar que el término a un lazo de la funcién de particién se transforme hacia si mismo,
sin ningun factor de fase, requerimos que:

3 16
N (Z Vil =) = > (1 - @I)) = 0mod?2, (2.79)
i=1

I=1

donde v* son las torceduras en los modos derechos complejos fermiénicos, y o = VI + rpag son las
torceduras sobre los modos izquierdos fermidnicos de norma Eg x Eg para el sector torcido 6 del
orbifolio con lineas de Wilson. La condicién (2Z.74)) junto con la imposicién de que

3
N o' =0mod2, (2.80)
=1

para que la accién del grupo de punto sea de orden N al actuar sobre la representacién espinorial
de SO(8) permite que la ecuacién ([2.79) se simplifique a

3 16
N (Z(zﬂ')? - Z(@W) = 0mod?2, (2.81)

i=1 I=1

conn=0,...N—-1yr,=0,..,N — 1. En particular, las incrustaciones del grupo de punto en el
grupo de norma consistentes con invariancia modular requieren satisfacer que

16 3
N <Z(VI)2 — Z(zﬂ')?) = N(V2 = %) = 0mod 2, (2.82)

I=1 i=1

y las lineas de Wilson consistentes con invariancia modular requieren satisfacer

N 1=1"%(a})* = Naj = 0mod 2, (2.83)
16

NZaf)aCI, =a, - a, = 0mod1, p# o, (2.84)
=1

16
NZVIaf)ENV-apzomodl. (2.85)
=1
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2.3.1. Espectro no masivo

Recordemos que la materia en los orbifolios heterdticos son descritos por cuerdas cerradas y admiten
dos tipos de cuerdas cerradas: torcidas y no torcidas (ver Figura [2.3)). Las cuerdas no torcidas
cumplen con las condiciones de frontera

Z(t,0+7m) =Z(1,0) + ngeq, Mo € Z. (2.86)

Esto nos indica que dichas cuerdas ya son cerradas en el toro y son libres de propagarse en el espacio
compacto. Por otro lado, las cuerdas torcidas son cerradas sélo después de identificar puntos por
medio de la torsién €, de acuerdo a sus condiciones de frontera

Z(t,o+7)=0"Z(1,0) + ngen, m,ng € Z, (2.87)

de donde apreciamos que dichas cuerdas estan entonces atadas a los puntos fijos. Las cuerdas no
torcidas seran agrupadas en el sector no torcido U. Cuerdas torcidas de orbifolios Zy tendran N —1
sectores torcidos T,,, m=1,...,. N — 1.

a) b)

€2 .

€2

Figura 2.3: Cuerdas cerradas en una compactificacién en orbifolios. a) La cuerdas no torcidas son cerradas
en el toro, mientras que B) cuerdas torcidas son cerradas sélo bajo la accién de la torcedura 6.

Se asocian diferentes estados de materia a diferentes elementos g € S correspondientes al sector
no torcido y a puntos fijos. La cantidad de estos elementos es finita y se les suele llamar elementos
constructores. Por otro lado, estados no torcidos son asociados al elemento constructor g = (1,0) y
se pueden expresar como

4)p ® &2y |P)y s (2.88)

donde ¢ es un pedo de SO(8) y p € A, &*, representa la excitacién de un oscilador en una direccién,
ya sea del espacio de Minkowski (&) o del espacio compacto o de los grados de libertad de norma.
Por otro lado, estados no masivos asociados a elementos constructores torcidos g = (6™, nq€4) (con
m=1,...,N — 1) son expresados en general como

|QSh> ®d|psh> = |Q+U9>R®d|p+vtt]>[ﬂ (289)
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donde & denota en este caso el producto de osciladores de la forma a2 . (o ay o) en las direcciones

complejas a = 1,2,3 (o de sus conjugados a = 1,2,3), con n® = mv®mod 1, de tal manera que
0 < n* < 1. Aqui también hemos definido la torcedura local y los vectores de traslacién locales
asociados al elemento constructor g como

vg = muv, (2.90)

Y
Vg =mV +n,Aq, (2.91)

respectivamente. Consideremos ahora el conjunto de estados con condiciones de frontera
Z(r,0+m) = gZ(t,0), (2.92)

para un elemento constructor g. Estos estados definen un espacio de Hilbert H,. Para asegurar
la compatibilidad de los estados de dicho espacio con el orbifolio, dejamos que un elemento del
grupo de espacio h € S tal que [g, h] = 0 actie en las coordenadas que describen a las cuerdas. Las
condiciones de frontera se convierten en (hZ)(r,0 + w) = g(hZ)(1,0), que indica que los estados
descritos por las coordenadas hZ pertenecen al mismo espacio de Hilbert H,. En consecuencias, h
debe actuar trivialmente en estados de H,,

|Gsh) r @ &psn);, — P lqsn) g @ & |Psh), = qsh) g @ & |Psh) g, (2.93)

donde la fase ® depende de g y h. Estados que no cumplan la condicién (2.93)) deben ser excluidos.

Es conveniente entonces definir el centralizador Z,; de un elemento constructor g como el con-
junto de todos los elementos de espacio h que conmutan con g:

2, = {h € S|[g.h] = 0} (2.94)

El espectro de materia no masivo del las compactificaciones en orbifolios estd formado entonces por
estados no masivos que son invariantes bajo todos los elementos del centralizador.

Sector no torcido

En el sector no torcido U, la condicién de emparejamiento para estados no masivos de los
orbifolios coinciden con los de la cuerda heterdtica no compactificada, es decir,

= £ (2.95)

donde p es una raiz de Eg x Eg, ¢ denota un vector de pesos de SO(8) del oscilador derecho y N
cuenta el niimero de excitaciones del oscilador. Como en la cuerda heterética no compactificada, la
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ecuacion anterior tiene solucion solo si ¢*> = 1 para los modos derechos y qu tanto p? = 0, N=1o
p? =2, N = 0 para los modos izquierdos. La diferencia nace de las proyecciones debidas al orbifolio.

Se puede demostrar que la fase adquirida por estados no masivos no torcidos bajo la accién de
h esta dada por

|q>R ® |p>L . d — e27ri[p'Vh—(I'Uh] (296)
Dp®A%10), 0 B = e na] (297

donde x denota la direccién en la cual actia la excitacion del oscilador. El elemento constructor del
sector no torcido es g = (1,0) y, por tanto, el centralizador asociado contiene todos los elementos
del grupo de espacio. El espectro del sector no torcido estd compuesto por aquellos elementos de
la cuerda heterdtica no compactificada y que es invariante bajo todos los elementos del grupo de
espacio. Ahora evaluamos el efecto de la proyeccién del orbifolio sobre los estados no masivos del
espectro de la cuerda heterética.

El multiplete de supergravedad 10-dimensional de la cuerda heterética se divide en:

= un gravitéon 4-dimensional gt”, dilatén ¢, tensor antisimétrico B y sus supercom-
paneros. Estan dados por las componentes del grupo de espacio invariante de

lg)r ® a”1[0) (2.98)
con 1 111
_ :l:(iv 279> 5)
p= { +(1,0.0,0) - (2.99)

= algunos médulos geométricos
10), @ &“10), (2.100)

satisfaciendo la condicién de invariancia
q-vp£vi =0modl, (2.101)

donde el signo relativo —(+) estd asociado a un oscilador que acarrea un indice holomérfico a
(indice antiholomoérfico a). Estos estados son singuletes de norma, provenientes de las compo-
nentes compactas del gravitén 10D y el tensor antisimétrico (y sus superparejas). La accién
de h en los 16 bosones de norma no cargados 10D deja invariantes sélo sus componentes
4D especificadas por

|Q>R®dl—1 |0>L (2-102)

con el momento del modo derecho ¢ también como en ([2.99]). Estos estados son los 16 gene-
radores de Cartan del grupo de norma 4D Gyp.
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» los bosones de norma cargados (y los norminos) de G4p son aquellos estados que satisfacen
q-vp,=0mod1yp-V, =0mod1. Los iinicos momentos de los modos derechos que cumplen
con dicha condicién son los que tenemos en (2.99). La condicién para el momento del modo
izquierdo debe ser cumplida por cualquier h, entonces replanteado como

p-V =0mod1, (2.103)

p-Ay=0modl, a=1,..,6, (2.104)

donde A, son lineas de Wilson. Estos estados forman la representacién adjunta de Gup.
Dado que no todos los 480 momentos izquierdos de los bosones 10D satisfacen las condiciones
anteriores, la simetria de norma es rota;

= aquellos estados cuyas componentes izquierda o derecha se transforman no trivialmente y
satisfacen la condicién de invariancia

p- Vi —q-v, =0mod1 (2.105)

constituyen la materia cargada no torcida de los modelos con orbifolios. Sus propiedades de
la transformacién de norma respecto a G4p dependen de su momento.

Sector torcido

Los modos zero de los sectores torcidos T}, estan asociados con los elementos constructores g de
los puntos fijos. Con el requerimiento de que los estados sean no masivos se tienen las siguientes
condiciones para los momentos de los modos izquierdo y derecho.

1 1 .
ZMf = §p§h +N—1+dc =0, (2.106)
1 1 1
Mk =505 — 5 +0c =0, (2.107)

donde d¢ corresponde a un cambio en la energia de punto cero relacionado con la aparicién de los
osciladores torcidos a?,q, a2, .. Esta cantidad esta expresada por

1 a a
5o = ggn (1—n"), (2.108)

con n* = vgmod 1, tal que 0 < n® < 1. Para estados no masivos, se puede escribir el operador de

numero para modos torcidos como

3
N = (NG + Ng*). (2.109)
a=1
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Aqui, Ng'y N son nimeros de modos enteros, contando respectivamente el niimero de excitaciones
de las direcciones holomérficas a y a. La transformaciéon de los estados oscilantes izquierdos y
derechos |psn) 1, |gsh) p bajo la accién de un elemento arbitrario h del centralizados serfa

o = 627ri[p3h'Vh_qsh'vh-i_(Ng_N;).vh](I)Uaca (2110)

donde la fase del vacio
Do = 2B Vi) (2111)

aparece como consecuencia de las propiedades geométricas de las cuerdas torcidas.

2.3.2. Vectores de traslacién y espectro locales

Consideremos un modelo de orbifolio arbitrario con grupo de punto Zy o Zy X Zjys. Localmente,
en un punto fijo con elemento constructor g, los 480 bosones de norma del grupo de norma 10-
dimensional G se ven afectados por la accién del vector de desplazamiento V;. Entonces el grupo
de norma local G, y el espectro de materia local coinciden con el grupo de norma 4-dimensional
y el espectro en un punto fijo arbitrario de un modelo de orbifolio con vector de desplazamiento
global V' =V} (y sin lineas de Wilson). Las raices del grupo de norma local serdn aquellas raices p
del grupo de norma 10-dimensional G que satisfagan

p-V,=0modl  p*=2. (2.112)
Claramente, lo estados de materia transforman localmente bajo G, en lugar de transformar bajo el
grupo de norma 4-dimensional. Esto restringe el niimero de grupos de norma locales (y el espectro

local) a ser el numero de (inequivalentes) vectores de desplazamiento admisibles del orbifolio en
cuestion.

La intersecciéon de los grupos de norma locales de los diferentes puntos fijos en un modelo
especifico generan el grupo de norma 4D global G4p:

Gip = ggl N gg2 M 993 n..., (2.113)
de donde se sigue que la simetria local de grupo es, en general, mas grande que G4p, es decir,
Gip C Gy, 1=1,2,3,... . (2.114)

Desde una perspectiva global en 4 dimensiones, los estado de materia locales forman representacio-
nes de G4p [22].
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2.3.3. Clasificacién de orbifolios simétricos toroidales

Lo que se desarrolla a continuacién estd basado principalmente en [19]. Las propiedades fisicas de
la teoria de cuerdas heterdtica con compactificaciones en orbifolios dependen directamente en la
elecciéon de grupo de espacio. Dichas propiedades fisicas son compartidas y comunes a conjuntos
de grupos de espacio que pueden ser relacionados por algunas propiedades matemaéticas. Por lo
que se pueden definir clases de equivalencia de grupos de espacio. Existen tres tipos de clases de
equivalencia que dependen de propiedades fisicas y matematicas de los grupos de espacio S. Las
tres clases son:

1. Clases-Q: determinan el grupo de punto P contenido en S y por en de el nimero de supersi-
metrias 4D y el ndmero de mdédulos geométricos;

2. Clases-Z: determinan la reticula A de S y por ende la naturaleza de los médulos geométricos;

3. Clases afines: determinan el grupo de sabor y la naturaleza de la ruptura de la simetria de
norma (es decir, simetria de norma local y no local).

Cada clase-QQ contiene muchas clases-Z y cada clase-Z contiene bastantes clases afines.
Clases Afines C Clases—Z C Clases —Q (2.115)

En otras palabras, para cada grupo de punto puede haber una gran cantidad de reticulas inequi-
valentes y para cada reticula puede haber una gran cantidad de grupos orbifoidales (con o sin
roto-traslaciones). La clasificacién de orbifolios que se presentara aqui difiere de la hecha por Bailin
y Love en [17].

Clases afines de grupos de espacio

Dos grupos de espacio Sy y So de grado D pertenecen a la misma clase afin (es decir, S7 ~ Ss) si
existe un mapeo afin f : RP? — R tal que

fS1f =8, (2.116)

Un mapeo afin f = (A,t) en RP consiste de una traslacién ¢ y un mapeo lineal A, es decir,
permite reescalamientos y rotaciones. Esta definicion permite distinguir entre espacios de grupo
que realmente describan diferentes geometrias y aquellos que son los que ya conocemos visto desde
un angulo o distancia diferentes. Asi, para un espacio de grupo representativo de una clase afin,
una transformacién affn no trivial que deja al grupo de punto invariante (es decir, A~'PA =
P) corresponde a un cambio de los datos geométricos. En el contexto de las compactificaciones
de supercuerdas, esto corresponde a un cambio de los valores de los médulos geométricos. Asi,
estaremos interesados unicamente de un grupo de espacio representativo en cada una de las clases
afines. Resulta que dada una dimensiéon D, existen sélo un nimero finito de clases afines de grupos
de espacio. En la clasificacién que se lleva a cabo en [19] s6lo se concentran en el caso 6-dimensional.
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Clases-Z de grupos de espacio

Podemos refinar esta agrupacion de grupos de espacio, agrupando las clases afines de acuerdo a
propiedades comunes de sus grupos de punto correspondientes. Como ya vimos, los elementos del
grupo de punto pueden escribirse en la base de la reticula como elementos de GL(D,Z). Tomemos
dos grupos de espacio S7 y So. Para i = 1,2, el espacio de grupo S; contiene una reticula A; y su
grupo de punto en la base de la reticula se denota por P;, es decir, P C GL(D,Z). Entonces, los
dos grupos de espacio pertenecen a la misma clase-Z si existe una matriz unimodular U (es decir,
U e GL(D,Z) tal que

U 'PU = P. (2.117)

Es decir, si dos grupos de punto estan relacionados por un cambio en la base de la reticula (uti-
lizando U), el espacio de grupo pertenece a la misma clase-Z, tienen la misma forma del espacio
y, fisicamente, tienen el mismo nimero de mdédulos y éstos también tienen la misma naturaleza
geométrica. Sin embargo, los grupos de espacio de la misma clase Z no son necesariamente equi-
valentes por la posible presencia de roto-traslaciones, en otras palabras, grupos de espacio en la
misma clase-Z pueden pertenecer a diferentes clases afines y por ende ser inequivalentes.

Clases-QQ de grupos de espacio

Tomemos dos grupos de espacio S1 y So. Para i = 1,2, el punto de grupo en la base de la reticula
asociada al grupo de espacio .S; denotado por P;, es decir, P; C GL(D,Z). Los dos grupos de espacio
pertenecen a la misma clase-Q si existe una matriz V € GL(D,Z) tal que

VPV =P, (2.118)

Claramente, si dos grupos de espacio pertenecen a la misma clase-Z también pertenecen a la misma
clase-Q. A diferencia de las clases-Z, las clases-Q no distinguen entre reticulas inequivalentes. Sin
embargo, si dos grupos de espacio pertenecen a la misma clase-Q, las relaciones de conmutacién
y los 6rdenes de los correspondientes grupos de punto con iguales. Asi, son grupos de punto iso-
morfos y cristalograficos. Estos grupos también poseen la misma forma de espacio, es decir, los
mismos numeros para los mdédulos. Lo importante fisicamente es que todos los grupos de espacio
en la misma clase-Q comparten un grupo de holonomia comin [19]. Esto permite identificar las
caracteristicas que llevan a una N = 1 supersimetria en 4D. En particular, para determinar el
numero de generadores de supersimetria, basta con considerar sélo un elemento representante de
cada clase-Q.

Clasificacién de grupos de espacio

A continuacién se describe brevemente la estrategia de clasificacién de los grupos de espacio para
orbifolios presentada en [19]. La cantidad de supersimetria residual que posee la teoria efectiva 4D
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estd relacionada con el grupo de holonomia del espacio compacto. En el contexto de los orbifolios,
se relaciona el grupo de holonomia con el grupo de punto. Las compactificaciones en orbifolios
perservan supersimetria 4D si el grupo de punto es un subgrupo discreto de SU(3). Entonces la
clasificacién de la compactificacién en orbifolios empieza con la identificacién de todas las clases-Q
(es decir, los grupos de punto) que son subgrupos de SU(3). Posteriormente, por cada clase-Q
identificamos todas las clases-Z (es decir, las reticulas) y finalmente para cada clase-Z construimos
todas las clases afines (es decir, roto-traslaciones). El proceso de clasificacién es como sigue:

1. Escoger una clase-Q y encontrar un P representativo de la misma.
2. Corroborar que P es un subgrupo de SO(6) en lugar de O(6).

3. Verificar que P es un subgrupo de SU(3).

4. Encontrar todas las posibles clases-Z dentro de esa clase-Q.

5. Encontrar todas las clases afines posibles dentro de cada una de esas clases-Z.

Existe un catdlogo para todas las clases afines posibles hasta 6 dimensiones clasificadas dentro
de clases-Z y Q. En [19] utilizan un software especializado llamado CARAT que permite tener
acceso de dicho catdlogo y en dicho trabajo se puede observar la clasificacién completa de orbifolios
heterdticos toroidales abelianos y no abelianos.

En este trabajo sélo mencionaremos dos orbifolios especificos, los correspondientes a las clases-Q
Z3 vy Ze-11 cuyas caracteristicas especificas profundizaremos mas adelante. Debido a que en este
trabajo no consideraremos roto-traslaciones, tenemos entonces que solo hay una clase afin para
cada uno de los orbifolios Z .

clase-Q clase-Z correspondiente reticula

SU(3)3
Go x SU(3) x SU(2)?

73

1

1
Zis-11 9 ]

3 SO(7) x SU(3) x SU(2)
4 SU(6) x SU(2)

Tabla 2.3: Conexién en la clasificacion de las clases-Q de los grupos de espacio Zs y Zg-11. Los casos que no
se conocfan previamente estdn indicados con una raya. [19].
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2.4. Orbifolio Z4

Desarrollemos como ejemplo el méas sencillo de los orbifolios, que es el que tiene como grupo de
punto a Zs. En el orbifolio en cuestion O, los puntos en el espacio se identifican entre si por la
relacion

X ~ 00X + ngeq (2.119)

donde © € P, es decir, tiene la forma © = 6% (con 0 < k < 3) para P = Z3 y 0 es el elemento

generador de dicho grupo; ademés e, € R®(a = 1,...,6) es una base de R®. La combinacién lineal

. . , 6
Na€a =1 € A es un vector arbitrario en la reticula que construye al toro T = E%.

Al combinar la accién del grupo de punto Zsz con las traslaciones dentro por vectores en la
reticula A obtenemos el llamado grupo espacial S, y sus elementos se pueden definir de la siguiente
manera

9=(0,n06,) gE€ES. (2.120)
El grupo de espacio se define formalmente como el producto semidirecto S = P x ', lo que implica
9192 = (01,n4€4)(O2,mueq) = (0102, ngeq + maOiey) € S (2.121)
g7 =(0,n0e0) 7 = (071, —n0 7 ley) (2.122)

para g, g1, 92 € S. De esta forma, el orbifolio puede ser redefinido como
0=RY/S (2.123)

No todos los elementos del grupo de espacio S describen distintas acciones en el orbifolio. Los
elementos equivalentes del grupo espacial se pueden agrupar en clases de equivalencia de la manera
siguiente

[g] = {hgh™|h € S} (2.124)

donde todos los elementos hgh~! para h arbitraria son llamados conjugados a g.

Puntos fijos

El grupo de espacio no actta libremente en R”, es decir, existen algunos puntos fijos
X;=g/X; =0;X; +nleq. (2.125)

Estos puntos son invariantes por rotaciones © € P salvo una traslacién en la reticula I'. Ya vimos
anteriormente que si el grupo de punto es Z3 la reticula est4 constrifiida aser I' = SU(3)3 =T SU(3)3-

Un orbifolio es plano en todas partes, a excepcién de los puntos fijos, que son singularidades
de curvatura. Esto se puede verificar formalmente observando que el grupo local de holonomias en
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las singularidades es no trivial. La ecuacién nos indica que para cada punto fijo X existe
un tinico elemento del grupo espacial gy € S que lo caracteriza. Refiriéndose a los puntos fijos, es
preferible usar g en lugar de Xy, la clase de equivalencia de g¢, [gf], denota un conjunto infinito
de puntos fijos equivalentes en RS

La construccién explicita del orbifolio con grupo de punto Z3 que se presenta a continuacién
estd basada en [23]. Este se construye a partir de un espacio Euclideano 6-dimensional R®. Primero
se define una base de vectores de dicho espacio eq, ..., eg tales que satisfagan

ef =efyy =2R},  ei-e=—1R}, i=1,35 (2.126)

con un vector z € R® de componentes reales:
6
=Y ae;, 2'€R Vi=1,.,6 (2.127)
i=1

Cada uno de los tres pares e;,e;+1(i = 1,3,5) define un subespacio bidimensional, que se puede
visualizar como un plano complejo. El par i-ésimo también define una reticula raiz bidimensional
SU(3), obtenida del conjunto de todas las combinaciones lineales de la forma n;e; + n;q1€,41 con
ni,ni+1 enteros. La reticula raiz Agy(3)s es generada por todas las combinaciones lineales de los
vectores base eq, ..., eg con coeficientes enteros, es decir,

3
Aspayp = {Zlie,-\li € Z} (2.128)
=1

Notemos que el real R;, llamado radio, no esta fijo, tampoco los dngulos entre los vectores base como
se definieron en la ecuacién Estos pardametros definen completamente las celdas unitarias de
la reticula Agr(sys y estan codificadas en los T-mdédulos T%. Salvo convenciones de normalizacién
enlos T' y B;j;, la diagonal de los T-mdédulos estdn definidos como

T'=+Vdet GO +iB;;y1, i=1,3,5 (2.129)

donde G es la métrica del i-ésimo plano complejo
. e e 2 -1
G(l) _ < €; - €4 €; " €i+1 > _ R2< > 2.130
€it1 € €yl Citl tA\-1 2 ( )
Las traslaciones en R por elementos en A SU(3)3

r— x4+l 1 € Agyays, Vo € RS, (2.131)

forman el grupo de la reticula. Una rotacién 6 en RS es define completamente por la accién sobre
los vectores base:
0 - €; = €j4+1, 0 - €i+1 = —€; — €j4+1, 1= 1, 3, 5 (2.132)
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Generalmente, 6 es conocido como el operador de torsidn del orbifolio. Es facil corroborar que
63 = 1. El operador de torsién 6 genera el grupo puntual que ya habfamos introducido en la seccién
anterior.

Zs = {1,6,0%} (2.133)

Con estas herramientas ya podemos definir el correspondiente grupo espacial .S, cuyo elemento
genérico puede escribirse como (w,!) con w € Zz y | € Agys)s. De tal manera que al actuar sobre

un elemento = € R,
6

(w,)x =wx+1= Z[wi(wei) + l'ej] (2.134)
i=1
donde we; se puede obtener explicitamente de la ecuacion 2.132] Por lo visto en la seccién pasada,
sabemos que la regla de multiplicacion estaria dada por

(W, D)W1) = (W, wl’ +1) (2.135)

El grupo espacial tiene 4 generadores: (0,0),(1,e1),(1,e3),(1,e5). Y los puntos fijos cumplen con la
condicién de que xy € RS sea invariante antes la accién de elementos del grupo espacial con w = 6

(H,Z)xf:9a:f+l:a:f (2.136)

Resolviendo esta ecuacion, obtenemos que los puntos fijos estan en perfecta correspondencia con
elementos de Agyr(z)s

() =(1-6)"1, (2.137)

o dicho de otra manera, los puntos fijos s6lo dependen de los elementos en la reticula. Ahora,
para definir de manera completa el orbifolio, que denotaremos por Q = (6,Z3) = R5/S, debemos
demandar que los puntos z, 2’ € RS son equivalentes si estan relacionados bajo la accién del grupo
espacial S. A continuacién presentamos la definicién formal.

Definicién 2.4.1. El orbifolio ©(6,Z3) = R®/S es el espacio cociente construido a partir del
establecimiento de la equivalencia entre puntos x, 2’ € R® si estos estan relacionados entre sf por la
accién del grupo espacial S: 2 ~ ' si y sélo si existe un elemento (w,l) € S tales que 2’ = (w,1)x.

Un dominio fundamental para el orbifolio, proyectado hacia cada uno de los planos complejos,
se puede visualizar en la Figura 24l Las flechas indican identificacién entre puntos en las fronteras,
donde la zona abierta de la frontera es cerrada por dicha identificaciéon. Como el orbifolio es 6-
dimensional, tenemos en realidad 3 de estas almohadas de este estilo, asociadas a la proyeccion del
orbifolio en cada uno de los planos complejos.

Ahora recordemos el concepto de clase de equivalencia pero aplicado en el contexto del grupo
espacial S.
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Figura 2.4: Dominio fundamental del orbifolio (6,Z3) proyectado en cada plano complejo. El

paralelogramo BACDB ilustra el orbifolio Zz 2-dimensional proyectado a uno de los planos complejos.
Aquif tenemos que E =0, A=1, D=¢"/3 F=A4+D, B=TF/3yC =2F/3. Los puntos que
se encuentran en la linea punteada estdn identificados con puntos en la linea sélida, cerrando el dominio
completamente.

Definicién 2.4.2 (Clase de equivalencia). La clase de equivalencia asociada al elemento del
grupo espacial (w,[) es el conjunto

{(W, 1) (w, 1) - (W)W, 1) e S} (2.138)

Este concepto es de fundamental importancia pues permite clasificar a los puntos fijos del orbifo-
lio, en el cual, la mayoria de los puntos fijos son equivalentes. Sélo hay 27 puntos fijos inequivalentes
en el orbifolio (6, Zs3). Para poder argumentar esta afirmacién, primero demostremos el siguiente
resultado.

Teorema 1. El orbifolio 6-dimensional Z3, Q(6,Z3) = R%/S tiene 27 puntos fijos inequivalentes
que se pueden obtener con la ecuacion [2.130] y usando los elementos de la reticula Agy(z)s de la
forma:

l(’l’Ll,’l’Lg,’l’L5) = nje1 + nges + nses, n; =0, x1. (2.139)
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de tal manera que las clases de equivalencia podremos denotarlas como

{(0,1(n1,n3,m5) + Z m'v;)m’ € Z}n,=0.+1 (2.140)
i=1,3,5

Demostracion. Sean 0 € Z3 y lg € A, describamos la clase de equivalencia correspondiente al
elemento (0,1y) € S de nuestro grupo de espacio. De acuerdo a la regla del producto de los elementos
del grupo de espacio 2.134] podemos determinar facilmente que:

()= -wl), VYwles (2.141)

Por lo que V(w,1) € S podemos calcular que

(w, (0, 10) (w, )™ = (w, )(8, lo) (W™, —w ™)
= (w ,)(Hw_l —Ow™ 4+ 1p)
= (Whw ™, —wbw ™ + wly + 1) (2.142)
= (0, —01 + wly + 1)

= (0,(1 —0)l + wly),

donde el cuarto paso se debe a que el grupo Zs es abeliano. Ahora analicemos el término (1 — 0)L.
En general, podemos expandir [ como combinacién lineal de los vectores base definidos en 2.132]
de tal forma que

6
1= l'eg = (1-0)1=Y I/(1-0)e v,
2.1 Z : Z | 2
donde v = (1 — 9)61 = €; — €i+1, Vi+1 = (1 — 9)62 =e; + 262'4_1, 1= 1, 3, 5.

Con esta expresion tenemos que en general:
(w,)(8, 1) (w, 1)~ = (6 10+Zz v), el (2.144)

Esto nos permite concluir, por tanto, que la clase de equivalencia de (0, 1) estd dada por

6
{000+ m'vi)bien (2.145)
=1

Ahora demostremos que existen 27 conjuntos inequivalentes de este estilo, de tal manera que

{(0,l(n1,n3,n5) + Z m'v;)m" € Z}n;—0.+1 (2.146)
i=1,3,5
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con
l(n1,n3,n5) = nie; + nges + nses, n; = 0,+1. (2.147)

Sea k € A arbitrario, de tal forma que k = Z?:l m'v;. Deseamos que el vector arbitrario k pueda
ser expresado en términos de I(n1,n3,ns), se propone el ansatz

6

k =1(ni,ns,ns) + Z miv; = Z [nie; + mi(ei —ei+1) + m“’l(ei + 2e;41)] (2.148)
i=1 i=1,3,5

Con este ansatz tendremos las siguientes constricciones para (i=1,3,5):

3mitl = | 4 K

i (2.149)

m'=k"—n;—m
Estas ecuaciones se cumplen sélo si n; = 0,£1 en [Z148] Entonces, siempre y cuando se cumplan
las condiciones de la ecuacién 2.149] podemos asegurar que k se puede escribir en términos de

l(n1,ng,ns).

Sea (0, k) € S, ya sabemos que entonces su clase de equivalencia correspondiente estd dada por

6
{(0,k+> mvi) ez (2.150)
=1

Por lo visto en la ecuacién 2.148], tenemos por tanto que su clase de equivalencia es equivalente
entonces a

6 6
{(9’ l(nlv ns, ’I’L5) - Z mivi)}miEZ = {(97 l(nb ns, 7”L5) + Z mivi)}mieZv (2'151)
i=1 i=1

y como (6, k) era arbitrario, entonces todas las clases de equivalencia en S se pueden escribir como
en la ecuacion anterior. Esto quiere decir que cada clase de equivalencia estd caracterizada por un
l(n1,n3,ns5) que llamaremos lider de la clase en cuestién. Demostremos que cada lider pertenece a
clases distintas.

Supongamos que l(n1,ng, n5) y l(n),n%, nf) corresponden a la misma clase. Entonces I(n], n%, nf)

puede expresarse como en [2.148] y utilizando las constricciones 2149 tenemos que (i = 1,3,5):

3m T =n,0 — ny, (2.152)

como n; y n, sélo pueden tomar valores 0, 1, la tinica solucién es que mitt =0y por tanto n; = n;.
Por lo que podemos concluir que I(n},n4,n5) = l(n1,n3,ns5). Podemos concluir entonces que cada
clase estd caracterizada por un elemento de la forma [(nq,ns3,n5) y como para cada n; tenemos tres
posibilidades entonces en total tenemos 27 lideres I(ni,n3,n5) distintos y por tanto 27 clases de
equivalencia diferentes para S. O
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Con el teorema que acabamos de demostrar ya podemos contar el nimero de puntos fijos
inequivalentes que tiene nuestro orbifolio. Sabemos que los puntos fijos son tales como se mostré
en la ecuacién 2137 y como los [ € A estédn en correspondencia uno a uno con los lideres de las 27
clases de equivalencia, tenemos entonces que los puntos fijos tienen la forma

fnl,ng,ng = xf(l(nl, n9, ng)) = (1 — 9)_11(77,1, no, ng) (2.153)
que nos permite concluir lo que ya habiamos afirmado sobre el niimero de puntos fijos inequivalentes.

Con esto terminamos de estudiar las caracteristicas puramente geométricas del orbifolio con
grupo de punto Zs. Ahora estudiemos sus implicaciones fisicas, principalmente las que tiene el
hecho de considerar invariancia modular.

€2 N €6 Puntos fijos
n n [ | 27
T ~T,
€1 €3 €5

Figura 2.5: Geometria del orbifolio Z3 compactificado en una reticula SU(3). Los 27 puntos fijos surgen del
producto de los 3 planos que se aprecian.

Compactificaciones en el orbifolio Z3 invariantes modulares

Determinemos entonces las formas inequivalentes en las que podemos encajar al grupo de punto
V. Primero escribimos a los vectores de traslacién como

V = (W, Va), (2.154)

donde Vi y V3 son las componentes de V' trasladando en las reticulas de Eg y Ef, respectivamente.
Como ya vimos, las condiciones de homomorfismos constrinen a estos vectores como

3) V/ =0mod?2 (2.155)
J
y
33 Vi =0mod2. (2.156)
K

Para el caso del orbifolio Zs, tenemos que el vector de torcedura esta dado por

1
v=3(112), (2.157)
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asi que la condicién para invariancia modular (2.82)) se escribe como
3(VZ + V3) = 0mod 2. (2.158)

Combinando las ecuaciones (2.I55)-(2.I57) requiere que

2 2
Vi=ga,  Vi=gao (2.159)

donde g1 vy g2 son enteros.

Cualquier vector de traslacion V;, ¢ = 1,2 tiene una distancia a lo mas 1 de cualquier punto en
la reticula Ejg, entonces sustrayendo de manera adecuada un vector en la reticula, siempre podemos
asegurar que

VE<1, Vi<l (2.160)
Asi que salvo intercambios entre Vi y V5 las unicas posibilidades inequivalentes son
VE=Vi=0, (2.161)
2
Ve = 3 VZ =0, (2.162)
2 4
V=2 Vi =~ 2.163
1 97 2 9 ? ( )
2
VE=Vy =2 (2.164)
Y 8 4
VE=— Vi =—. 2.165
1 97 2 9 ( )

Hay muchas opciones para las lineas de Wilson a,. Como en el caso de V', tenemos las condiciones
de homeomorfismos dadas por

2> a) =0mod2 (2.166)
JeEyg
y
3> a) =0mod?2. (2.167)
KeE;

De la misma forma, sustrayendo un vector de la reticula, podemos asegurar que

> (@) <, > @f)y <t (2.168)

JeEs KeE]
No todas las lineas de Wilson que satisfacen (2.166))-(2.168]) y las condiciones de invariancia modular

3a2 = Omod 2 (2.169)
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3V -a, =0mod 2 (2.170)

son independientes. Si la accién del elemento generador del grupo de punto en los vectores base
para la reticula
Oep, = Myges, (2.171)

entonces
ap = Mpgaa + A, (2.172)

donde A es un vector en la reticula Eg x Ef, indicando el hecho de que estos son caminos inequi-
valentes en el toro son equivalentes en el orbifolio.

2.5. Orbifolio Zg

Ya hemos visto la construccién explicita del orbifolio con grupo de punto Zs, que es el que tienes las
propiedades mas sencillas de entre todos los orbifolios abelianos. En este trabajo nos concentraremos
en el orbifolio con grupo de punto Zg y vale la pena describirlo a fondo como sigue. Este orbifolio ya
ha sido explorado anteriormente en [24, 22] y ademds se ha presentado un mecanismo para encajar
el grupo del modelo estandar en el grupo de norma de la teoria con este orbifolio en [25]. Entonces
la construccién de este orbifolio es para obtener una teoria 4-dimensional, por lo que 6 dimensiones
de la teoria 10D heterdtica de cuerdas son compactificadas en un orbifolio. En nuestro caso, esto
es un orbifolio Zg que se obtiene modificando un toro 6-dimensional junto con un toro de norma
16-dimensional por medio de una torsién dada por Zg,

O =T°® Ty, g,/ Zs (2.173)
En las coordenadas complejas del toro 6-dimensional, z%, o = 1,2, 3, el grupo Zg actia como
2% — 2 52, (2.174)

Aqui 6 - v tiene componentes enteras. Las coordenadas compactas de cuerdas son descritas por
las variables complejas que habiamos definido la secciéon pasada. El grupo Zg actia sobre estas
coordenadas como

Z%t4+o+7) =R ZYr +0), k=0,1,...,5, (2.175)

V(1 —0—7m) =V%(r —0) — ko,  X(r4+o+4+7)=X(1+0)+nkV, (2.176)

donde 6 - V! es un vector que vive en la reticula Fg x Es. Los vectores base e, son tomados como
raices simples de un algebra de Lie, cuya eleccion estd constrinida por la simetria de la reticula.
En nuestro caso, la reticula debe tener una simetria Zg y permitir la existencia de 3 vectores de
traslaciéon independientes Vj (o dos lineas de Wilson de orden 2). Esto deja dos posibilidades para
la reticula:

Go x SU(3) x SO(4) 6 SU(3) x SU(3) x SO(4). (2.177)
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En la tabla [2.1] vimos hay dos generadores del grupo de punto Zg,
0 = exp[2mi(v1 M>* + va M0 + 03 M™®)], (2.178)

con (v1,vy,v3) pardametros de rotacién o vector de torsién. Tenemos dos elecciones para dichos

parametros

1 1
6(1, 1,-2), v = 6(1,2, —-3), (2.179)
donde la segunda eleccion corresponde al llamado grupo de punto Zg-II, que es el grupo en el cual
concentraremos nuestro trabajo. Discutamos con detalle la estructura de sus puntos fijos para el
primer sector torcido, la cual estd detallada en la figura Consideremos que el orbifolio Zg-11

tiene como reticula a

Vi =

AZG—II = G2 X SU(3) X 50(4), (2.180)

que es una reticula factorizable. Una ventaja de que dicha reticula sea factorizable es el hecho de
que podemos encontrar los puntos fijos de manera independiente para cada uno de los factores
sin ninguna pérdida de informacién, y después ponerlos juntos para encontrar la estructura de
puntos fijos completa [22]. El grupo de punto Zg-II es generado por 6 como en (ZIT8)), el cual
actia simultdneamente como una rotacién por 27 /6 en el plano Gy, una rotacién por 27/3 en el
plano SU(3) y una reflexién por el origen en la subreticula SO(4) y con el segundo conjunto de
pardmetros que presentamos en la ecuacion (Z.I79).

Para este grupo, tenemos un total de cinco sectores torcidos, correspondientes a diferentes
potencias de . Por el teorema de puntos fijos de Lefschetz [22], el cual proporciona el nimero
de puntos fijos para una reticula factorizable correspondiente al primer sector torcido (que si es
nuestro caso), concluimos que tenemos un total de 12 puntos fijos. Para localizarlos por completo
en el espacio compacto (o dominio fundamental) debemos utilizar la relacién para puntos fijos

Zf = ngf = HZf + Ng€q = (1 — H)Zf cA. (2.181)
Los elementos constructores correspondientes a los puntos fijos estdan dados por
9% € {(0,ns5e5 + nges), (0, e3 + nses + neeg), (0, €3 + eq + nses + ngeg (2.182)

con ns,ng = 0, 1. Para el siguiente sector torcido, es decir, 62, tenemos que el vector de torcimiento
corresponde a 2v = (1/3,2/3,—1). Esto implica que todos los puntos de la subreticula SO(4)
se mantienen invariantes. Asi, la accién de 62 en el espacio compacto introduce un toro fijo. El
teorema de Lefshetz no puede ser aplicado en el segundo sector torcido. Sin embargo, sabemos de
la construccién del orbifolio Zs, que una rotacién de 2 x 27/3 en la subreticula SU(3), se tienen 3
puntos fijos. Mas atn, hay s6lo dos puntos fijos inequivalentes en la subreticula . Conjuntando
todo, entonctramos entonces que hay 2 x 3 toros fijos en el segundo sector torcido. Los elementos
constructores de este sector son

gffz € {(6%,0), (6% e1), (0%, e4), (62, €1 + €4), (6%, €3+ €4), (0%, e1 + €3+ e4) }. (2.183)
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En el tercer sector torcido, la accién del grupo de punto, descrita por 3v = (1/2,1,—-3/2), deja
invariante a la subreticula SU(3), asi que también obtenemos un toro fijo en este caso. Utilizando
(ZI81) podemos corroborar que existen 5 puntos invariantes bajo #3 en cada una de las dos su-
breticulas restantes. Sin embargo, los puntos fuera del origen en la subreticula G5 son equivalentes.
Denotemos a los elementos de grupo de espacio asociados como g; = (62,e1), go = (03,e1 +e3) y
g3 = (63, e3). Se puede verificar que

g (0e)g(0e) ' =gy g2 (0,2e1 — e2)ga(0,2e1 + €)' = g3, (2.184)

concluyendo que los tres elementos pertenecen a la misma clase de equivalencia. Asi, tenemos
entonces un total de 2 x 4 toros fijos, descritos por los siguientes elementos constructores

gfc3 € {(63,nses + ngeg), (03, ea + nses + ngeg) } (2.185)

con ng,ng = 0,1. El cuarto y quinto sector torcido poseen la misma estructura que el segundo y
primer sector, respectivamente. Asi que es suficiente con estudiar los tres sectores torcidos ilustrados
en la Figura

Como ya mencionamos anteriormente, la compactificacién en orbifolios permite romper al grupo
de norma reduciendo el rango del mismo a través de la inclusion de Lineas de Wilson para dejar
invariante un subgrupo del grupo de norma original. En [26] se construye una compactificacién de la
cuerda heterética en un orbifolio 7 /Zg conduciendo al espectro del Modelo Esténdar con estados
de materia vectoriales adicionales. En ese trabajo se proporciona la manera en que se puede obtener
el grupo del modelo estdndar a partir de la interseccién de tres subgrupos SO(10) de Eg. También
cuentan procesos de ruptura a partir de los cuales se obtienen Teorias de Gran Unificacién (GUTs,
por sus siglas en inglés) intermedias. Una GUT constituye una suposicién en la cual la naturaleza
cuenta con mas simetria que la del Modelo Estandar pero que se reduce a la del mismo a bajas
energias. Las simetrias y el contenido de particulas del SM apunta a las GUTs como el siguiente
paso en la unificacion de todas las fuerzas. Los quarks derechos e izquierdos y los leptones pueden
ser agrupados en tres multipletes de SU(5), 10 = (qr,u%,€%), 5 = (d%, 1) y 1 = v5,. Todos los
quarks y leptones de una generacién pueden ser unificados en un solo multiplete del grupo GUT
S0O(10),

16 =10+ 5+ 1. (2.186)

El grupo SO(10) contiene como subgrupos al grupo de Pati-Salam, Gps = SU(4) x SU(2) x SU(2)
y al grupo Georgi-Glashow SU(5). Es una propiedad remarcable que los campos de materia del
Modelo Estandar forman multipletes completos de SO(10) mientras que los campos de norma y
el Higgs son multipletes divididos. Necesitan ser combinados con otros multipletes divididos, que
no estan presentes en el modelo estandar, para obtener una teoria unificada completa. También es
sabido que grupos excepcionales juegan un rol excepcional en gran unificacién, y el embebimiento

SO(10) C Eg C Eg (2.187)
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Figura 2.6: La geometria del orbifolio Zg-1I compactificado en una reticula Go x SU(3) x SO(4). Puntos fijos

en el primer sector torcido para el orbifolio Zg. En total, identificamos 12 puntos fijos para el primer sector
torcido. [22]

aparece, en particular, en las compactificaciones de la cuerda heterética. En [26] se estudia el
esquema a través del cual con orbifolios con torcimiento Zy permite la ruptura de Eg al Modelo
Estédndar con las GUTs intermedias Eg y SO(10).

Volviendo al contexto del orbifolio Zg-II, [26] también hace un andlisis de rompimiento de
simetria de norma hasta llegar al modelo estdndar con materia vectorial adicional, utilizando la
reticula G x SU(3) x SO(4). También en [27] hacen un andlisis de la compactificacién Zg-II y con
la misma reticula para obtener modelos con el grupo de norma Pati-Salam 4D. El orbifolio Zg es
equivalente a un orbifolio Zy X Z3, donde los dos vectores de torcedura son vy = 3v; = %(1, 2,-3)
y vg = 2u, = %(1,2, —3). En esta geometria hay, a lo mas, 3 lineas de Wilson consistentes [28],
una de grado 3 (W3), a lo largo de la subreticula SU(3), y dos de orden 2 (W2, W3) a lo largo de
la subreticula SO(4). Recordemos que las lineas de Wilson son encajes de los 6 generadores de la
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reticula en cuestién e, entonces uno podria pensar que como consecuencia habria seis lineas de
Wilson a. Sin embargo, no todas las direcciones e, son independientes en el orbifolio. Como en el
caso de la subreticula SU(3) de la Figura En dicha reticula tenemos que el grupo Zg-1I actua
como una rotacién 2w /3, por lo que

€3 — €4 = a3 — a4, (2.188)

por tanto, cuando hablamos de la linea de Wilson W3 nos referimos a que W3 = a3 = a4. Esta
convencion para las lineas de Wilson es la que utilizaremos mas adelante. Dicha configuracién la
podemos apreciar en la Figura 2.7

W

L ; T1,5 ° @®
Wo
W
@®
23 ; T2,4 a
4 W
W}
Loy ; T3 ® ®

W

Figura 2.7: Puntos fijos y planos invariantes (con rayas) bajo el torcimiento Zg y los subtorcimientos Zs y
Zs describiendo la localizacién de los diferentes sectores torcidos. [20]



Capitulo 3

Machine Learning y el autoencoder

En la actualidad, muchas disciplinas cientificas utilizan grandes cantidades de datos para poder
obtener la caracterizacién de un fenémeno u obtener regularidades en sistemas complicados. Tal
es el caso de sistemas complejos, que estudia sistemas conformados por una gran cantidad de
unidades que interaccionan entre si. Ahora bien, aunque ya se cuente con equipos de computo muy
poderosos en la actualidad, muchas veces no son suficientes para procesar la enorme cantidad de
datos con los que se posee para estudiar un problema especifico. Esos conjuntos enormes de datos
son tales que implicarian una enorme carga computacional y tiempos que podrian no ser précticos.
La ciencia de datos tiene como objetivo extraer caracteristicas o informacién colectiva de dichos
conjuntos, reduciendo asi las exigencias de procesamiento. Uno de los métodos de la ciencia de datos
para extraer esa informacién o caracteristicas es por medio del aprendizaje automdtico (machine
learning, en inglés) y cuyos fundamentos seran discutidos en este capitulo para asi, posteriormente,
aterrizarlo en una aplicacién a nuestros intereses en teoria de cuerdas.

3.1. Fundamentos de machine learning

Esta seccién se basa fundamentalmente en [29]. Como ya mencionamos, machine learning es una
rama de la ciencia de datos y es un método de analisis de datos que automatiza la construccion
de modelos analiticos. Es decir, el método tiene como objetivo desarrollar técnicas que permitan
que un sistema aprenda por si mismo a identificar de forma automédtica y sin intervenciéon humana
completa o parcial, patrones, tendencias, caracteristicas o regularidades colectivas de un conjunto
de datos. Machine learning utiliza heuristica y aproximaciones para asi llevar a cabo tareas cuyas
soluciones exactas serfan muy tardadas. Se distinguen al menos tres ramas de machine learning, las
cuales estan esquematizadas en la figura 3.1l Las tres ramas son:

= Machine Learning no supervisado: Esta rama, como indica su nombre, consiste en la

74
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extracciéon de informacién de un conjunto de datos determinado sin intervenciéon humana. Se
pide a la maquina que por si misma identifique caracteristicas o informacién colectiva sin
saber qué busca exactamente. Este tipo de machine learning es usado frecuentemente para
identificar clisters para un conjunto de datos.

= Machine Learning supervisado: Esta rama se refiere a entrenamientos de méquina de tal
manera que ésta recibe un conjunto de datos, cuyos resultados son ya conocidos, asi que la
maquina aprende de esa entrada y salida conocidas para que al recibir un nuevo conjunto
del cual no se conoce su resultado, la maquina lo prediga con cierta precisién. Este tipo de
aprendizaje se aplica, por ejemplo, para regresiones o clasificaciones. Para el caso de clasifi-
caciones, al algoritmo se le ensefia por medio de ejemplos con datos de entrada de la misma
clase. En regresiones, al algoritmo se le ensena por medio de datos que consisten en entradas
y sus correspondientes salidas producidas por medio de alguna funcién o correspondencia. El
algoritmo aprende ajustando parametros internos para asi saber qué resultados se le asignan
a una entrada determinada.

» Aprendizaje reforzado: En algunos casos, uno ya sabe lo que estd buscando pero no sabe
céomo encontrarlo. Dicha tarea de busqueda es hecha de maneras satisfactorias utilizando
aprendizaje reforzado. La idea es que al algoritmo no se le dice qué hacer exactamente, pero
si recibe una retroalimentacién basada en su rendimiento, para asi motivar a que las acciones
que lleve a cabo sean las necesarias para llegar al resultado deseado.

conjunto algoritmo evaluacion
de —> — clasificador [ N
entrenamientd ML rendimiento
datos A A . | algortimo g deteccion
datos o ML anomalia
indexados conjunto no
validacion indexados
conjunto
prueba |
a)ML supervisado b)ML no supervisado
encontrar .
estado ' siguiente ' !"CClblI‘ . ' ajustar' | realizar > csta'do
entrada ecion premio/castigo comportamienfo accion terminal

A

¢) Aprendizaje por refuerzo

Figura 3.1: Diagramas que ilustran las generalidades de los algoritmos que implementan ML supervisado y
no supervisado, también del aprendizaje reforzado.

La ciencia de datos no es muy nueva, de hecho, ha sido aplicada extensivamente en muchas
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ramas cientificas, tales como la biologia, quimica, fisica de particulas experimental y cosmologia.
También se ha aplicado en ciencias sociales, como redes sociales, juegos o coches que se manejan
solos. Sin embargo, no habia sido aplicado en la teoria de cuerdas hasta junio de 2017, cuando
4 grupos publicaron de manera independiente trabajos aplicando machine learning a la teoria de
cuerdas [2], [3, 4], [5]. Desde entonces, muchas técnicas de machine learning y ciencia de datos han
sido aplicadas para:

» acelerar el computo de datos de teoria de cuerdas relacionados con geometrias algebraicas (o
toricas),

» identificar estructuras matemaéticas en teoria de cuerdas,
= estudiar la geometria del vacio de cuerdas,

= encontrar nuevos vacios de cuerdas.

3.1.1. Capas comunes en redes neuronales

La estructura de las redes neuronales esta inspirada en el cerebro humano que tiene multiples
conexiones neuronales y que sabemos que interactiian entre si con neuronas colindantes. Inspirados
en esos procesos, la informacién en las redes neuronales (RNs) es procesada a través de capas
conectadas entre si, produciendo una capa saliente (resultado) a partir de una capa entrante.

Cada capa consiste de un conjunto de nodos y las conexiones entre los nodos de todas las capas
son modeladas por medio de transformaciones lineales, es decir, multiplicacion de matrices. Cuando
la entrada o senal llega a un nodo, el nodo es activado o no (dependiendo del objetivo que tenga
la RN y del conjunto de datos), es decir, una funcién de activacién es aplicada a la senial o no.
Después de eso, la senal activada es transformada por valores numéricos llamados pesos asociados
a una transformacion lineal y que configuran los valores en los nodos que configuran la siguiente
capa. Esta es la arquitectura basica de las RNs.

A continuacién se presenta un ejemplo de RN cuyo objetivo es el de aproximar una funcién
escalar en dos variables. Si deseamos aproximar la funcién f : R? — R, podemos proceder generando
una coleccién de datos que representen puntos en dos dimensiones, de la forma (z7,z2). La funcién
escalar tiene como entrada puntos de este estilo y regresa un numero real. El procedimiento para
construir una red neuronal que entrene a la maquina para aproximar a la funcién f seria el siguiente
(la configuracién de la RN no tiene que ser la que se presenta, puede modificarse de tal manera que
la aproximacién de esta funcién sea lo mejor posible):

= Una primera capa que esté conformada por dos nodos y donde cada uno de ellos represente
a uno de los nimeros reales que conforman al vector (z1,z2),
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» Una segunda capa (la primera capa oculta), que consistiria de 5 nodos y que estédn conectados
con la primera capa por medio de la multiplicacién de una matriz de 5 x 2, w(®, y la adicién
de un vector constante b(!). Posteriormente aplicamos la funcién de activacién a cada nodo
de la segunda capa. La funcién de activacion a(-) tiene varias opciones, pero es una funcién
del estilo a : R — R; méas adelante veremos opciones para esta funcién de activacion.

= Una tercera capa, que de nuevo serd una capa oculta, pero ahora contard con 3 nodos y la
misma funcién de activacién. La conexién de estos nodos con la segunda capa es por medio
de una multiplicacién de matriz de 3 x 5, w® y un vector constante b3,

= La cuarta capa seria la capa de salida, el resultado que nos interesa obtener a partir de la
capa de entrada (la primera). Consiste de un solo nodo cuyo valor representa la salida § de
la red neuronal. Estd conectado con la anterior capa por medio de una matriz de 1 x 3, w3
y la adicién de un vector b®3). También tiene la misma funcién de activacién que en las capas
anteriores.

La arquitectura de la red neuronal anterior estd ilustrada en la parte izquierda de la Figura[3.2]
Las entradas de las matrices w® y de los vectores b corresponden a pardmetros de la red, que
colectivamente se denotan por 6. Los valores de los pardmetros varian durante el entrenamiento
pero una vez terminado dicho proceso, éstos son fijos. Para entrenar a la red, se procede a que
inicialmente se asignan valores aleatorios a # y se hacen varias iteraciones de la red, de tal manera
que se van obteniendo varios pares ((z1,22),y) que son justamente los valores de los nodos en las
capas de entrada y salida. Durante las iteraciones se van ajustando los parametros 6 de al manera
que las salidas § = hg(x1,x2), donde hy es la funcién aplicada por toda la RN, aproxima el ntimero
de salida lo mejor posible. Durante la evolucién del entrenamiento (a lo largo de las iteraciones),
el error se va reduciendo como apreciamos en la parte derecha de la Figura El error se refiere
a la diferencia entre el valor obtenido y el valor deseado, éste se puede calcular por medio de las
llamadas funciones de pérdida (MSE o MAE, por ejemplo, ver subseccién de Funciones de pérdida).
Miés adelante describiremos el proceso de entrenamiento y las opciones disponibles para la funciones
de pérdida.

3.1.2. Redes neuronales prealimentadas, capas completamente conectadas

Las redes neuronales prealimentadas son la implementacion mas sencilla de RNs y probablemente
las méas comunes. Este tipo de redes consiste en un conjunto de capas, una tras otra y en orden. Cada
capa consiste de un conjunto de nodos, cuyo ntimero puede variar conforme se avanza por capas.
En el caso de este tipo de redes, como su nombre lo indica, tenemos una direccién y la informacién
pasa desde la capa de entrada pasando por varias capas intermedias, capas ocultas hasta las
capas de salida. En la Figura 3.3l podemos ver un diagrama que ilustra las caracteristicas de este
tipo de redes. El nombre de capas ocultas se deriva del hecho de que estas capas sélo son ttiles
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Error de entrenamiento de RN

1071

102

100 10! 102 103

Figura 3.2: Del lado izquierdo se muestra la arquitectura de un ejemplo de RN. A la izquierda podemos
apreciar cémo va decreciendo el error de entrenamiento de la RN a lo largo de las iteraciones.

durante el entrenamiento y no se aprecian en el resultado final. Cuando tenemos una gran cantidad
de capas ocultas, decimos que tenemos una red neuronal profunda, mientras que si tenemos una
gran cantidad de nodos, decimos que se trata de una red neuronal amplia. Como ya se menciond,
la conexién entre capas se lleva a cabo por medio de transformaciones lineales, las cuales son
modeladas por medio de la multiplicacién de matrices y la adicién de un vector. Sea () la salida
de la capa i-ésima y denotemos por n; el nimero de nodos de dicha capa. Asi que el valor sz ) del
p-ésimo nodo de la i-ésima capa se obtiene después de la multiplicacion matricial

ni—1

Z/(j) _ Z w,(fﬁll(f_l) + bff), para p=1,2 ..., n;. (3.1)
v=1

Los indices latinos se aplicaran para indicar elementos de un conjunto y los indices griegos indexan
componentes de vectores o matrices. Las entradas w,(fg, de las matrices w® de n; x n;_; entradas,
se les llama pesos y el vector b®) se le llama bias. Aun falta aplicar a cada nodo de cada capa
la accién de una funcién de activaciéon de la forma a(z). Con esto en mente, el resultado lff) de
p-ésimo nodo de la i-ésima capa es

1) = ) (500, (3.2)
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Figura 3.3: Arquitectura genérica de una red neuronal prealimentada. El cuadro izquierdo encierra la capa
de entrada, el de en medio a las capas ocultas y el de la derecha encierra a la capa de salida que proporciona
el resultado deseado y que se espera la mdquina aprenda a predecir dada la capa de entrada.

dejando en claro que la funcién de activacién es la misma para todos los nodos en la capa. Ahora
denotaremos a la entrada de la red neuronal como z y la salida de la misma como ¢. En general,
nuestra RN tendra s + 1 capas y comenzaremos contando desde cero, de tal manera que la capa de
entrada estd indexada por ¢ = 0 y la capa de salida por i = s. Por la notacién que tomamos en la
en ([B.2) para la capa i-ésima, tenemos entonces que x = 10) vy = 165) = hy (z), donde ya habiamos
visto que hy es la accién completa de la RN sobre x y que aproxima lo mejor posible a la salida
7 con ayuda de los pardmetros 6. De la misma forma, denotaremos la funcién de activacion de la
capa i-ésima por (¥ como en (B2). Entonces, el mapeo de la RN hy tendria una accién neta sobre
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vectores de entrada R™ vy los mapea a vectores de salida que viven en R™s
M

ho : R™ — R™. (3.3)
zfjj = hg(z)
o~ o e o< o 0 ) (s) (3.4)
=a Z Wy, G ... Z muoluo —|—b +bus
ps—1=1 po=1

Generalmente, en ML, las entradas del vector de entrada son llamadas caracteristicas y el espacio
vectorial correspondiente R™ es llamado espacio de caracteristicas.

3.1.3. Funciones de activacion

Las funciones de activacién suelen ser funciones no lineales de los nodos, y se procura que sean
funciones unarias. Las funciones unarias son aquellas que son aplicadas a la senal o salida de
cada nodo p de lff) de manera separada. La eleccion de las funciones de activaciéon depende de los
objetivos de la RN, ya sea para hacer regresiones o clasificaciones, asi como de la naturaleza de las

caracteristicas de entrada. Algunas de las funciones de activacion unarias més populares son

s Identidad: a : R — R, tal que
a(z) = z. (3.5)

Estrictamente hablando, esta no es una funcién de activaciéon. Ademads, carece de la intro-
duccién de no linealidad y provoca que la capa colapse con la siguiente; esto quiere decir
que si tenemos una funcién de activacién lineal a(? = id en la i-ésima capa, entonces los dos
productos de matrices que mapean desde la capa ¢ — 1 a ¢ y desde la capa i a la i + 1, puede
ser escrita como un solo mapeo removiendo la capa i de la RN.

z/(j-i—l Z w(z-i—l l(z + b(z-i—l Zw H—l Z,(/Z)) + bfj+1)

v=1

n; MNi—1

_ Z Z w(z-i—l (z (z 1) + b(z)) + b/(j-i—l) (36)
v=1 p=1

n; MNi—1
_ Z Z (H—l (z 1) + (wf}jl)b(ﬁ) + b}(}-ﬁ-l))

v=1 p=1

= Sigmoide logistica: a : R — R, tal que
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Esta funcion tiene amplias aplicaciones en la dindmica de poblaciones y estd relacionada
con los impulsos eléctricos de las neuronas ya sea para transmitir o recibir una senal. La
sigmoide logistica también se puede utilizar en aplicaciones de ajustes con el método llamado
mazima verosimilitud. Una gran ventaja de esta funcién es que su derivada puede expresarse
en términos de s{ misma, es decir,

a'(r) = a(z)(1 — a(x)). (3.8)

Mas adelante hablaremos del proceso de entrenamiento con redes neuronales, y se vera que
durante el procedimiento se necesita la razén de cambio de las funciones de activacién uti-
lizadas en cada una de las capas. El hecho de que la derivada de la sigmoide logistica esté
expresada en términos de si misma permite que el proceso de entrenamiento sea mas rapido.
Una desventaja de la sigmoide logistica es que podria llegar a atascarse durante el entre-
namiento. Ya que esta funcién mapea valores negativos a valores cercanos a cero, tanto la
funcién de activaciéon como su gradiente se aproximan a cero. Como consecuencia, los nodos
siguientes podrian no ser activados. Mas aun, la actualizacién de los parametros durante el
entrenamiento, que son proporcionales a las derivadas, podria ser muy pequena también en
ese escenario, lo que hace muy complicado que la RN abandone una regién inviable en el es-
pacio paramétrico. Para evitar este comportamiento seria conveniente tener inicialmente una
idea de los valores para los pesos w(® de tal manera que la funcién de activacién no reciba
nodos con valores negativos.

» Funcién hiperbdlica Tanh: a: R — (—1,1), tal que
a(z) = tanh(x). (3.9)

La forma de la grafica de esta funcién es similar a la sigmoide logistica, pero mapea a todos
los reales al intervalo (—1,1). Como en el caso de la sigmoide logistica, la derivada de esta
funcién puede ser expresada en términos de si misma, tal que

d(x) = (1 —a(x)?), (3.10)

que como en el caso anterior, hace que el entrenamiento sea un proceso mas rapido. A diferen-
cia del caso anterior, esta funcion tiene menos tendencia a atascar el proceso de entrenamiento
de las RN, pues sélo una pequena region alrededor del cero es mapeada a valores nulos y asi
es poco probable que los nodos siguientes no sean activados.

s Funcién rectificadora ReLU: a : R — R, tal que

T st >0
a(x) = (3.11)
—cx st x<O.
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Si, en esta ecuacién tenemos el caso que ¢ = 0 tenemos la funcién de activacién mas sencilla,
su derivada es simplemente una constante, aunque no es derivable en x = 0. Tenemos entonces
quesic=0
1 st >0
d(x) = (3.12)
0 st x<O.

La derivada es constante para valores positivos y durante el entrenamiento el valor de la misma
nunca baja mientras nos acercamos a los valores de ajuste para los pardmetros. Esta funcién,
al igual que el caso de la sigmoide logistica, su nulidad en los valores = < 0 puede provocar
un atascamiento en el proceso de entrenamiento. Para combatir este problema, muchas veces
se opta por fijar a la constante ¢ en valores muy pequenos, de tal manera que no se anule su
valor para x negativas.

Funcién softmax: a : R™ — (0, 1], tal que

et

a(z,) = ST e

- (3.13)

v=1¢"
Estrictamente hablando, esta funcién no es unaria, pues no se aplica de manera independiente
a cada uno de los nodos, si no que depende también de los valores del resto de los nodos en la
capa para llevar a cabo una normalizacién, asi asegurandose que la suma de todos los valores
obtenidos de la accién sobre cada nodo sume un total de uno. Este tipo de funcién permite
una interpretacion probabilistica en los valores de salida. Asi que generalmente, esta funcién
de activacién se aplica a la capa de salida para propositos de clasificacion. Si en el problema de
clasificacién tenemos dos clases, decimos que tratamos con una clasificacién binaria, pero
si tenemos mas de dos clases el problema se llama clasificaciéon de clases miultiples. Para
el caso de clasificacion binaria suele recurrir a funciones como la sigmoide logistica (donde
tenemos dos clases indexadas por 0 y 1) o la funcién hiperbdlica Tanh (donde las clases estén
indexadas por +1. Como en el caso de las funciones anteriores, la derivada es muy simple,
pues puede expresarse en términos de si misma,

Oz, () = a(x,)(Opr —alzy)), (3.14)

lo cual también contribuye a que el entrenamiento sea mas rdapido. En la FiguraB.4lapreciamos
las 4 funciones que acabamos de explicar con sus respectivas derivadas.

= Funcién Selu: a : R — R, tal que

x st x>0
a=A (3.15)
ae® —a st x<0.
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Figura 3.4: Gréficas de 4 funciones de activacién y sus respectivas derivadas. En azul tenemos las graficas y
en dorado las graficas de las correspondientes derivadas.

Por sus siglas en inglés scaled exponential linear units, es una funcién ampliamente utilizada en
el contexto de la redes neuronales auto normalizadas, que detallaremos un poco mas adelante.
Sus ventajas y amplia utilizacién actual las explicaremos junto con el concepto de las redes
neuronales auto normalizadas, pues van de la mano para una mejor implementacién y la vamos
mencionando aqui. Esta sera la funcién de activacién que maés utilizaremos en nuestras redes
neuronales para efectos de este trabajo. La grafica de esta funcién y su respectiva derivada
se pueden apreciar en la Figura [3.71

3.1.4. Entrenamiento y evaluaciéon de redes neuronales
Recordemos que el conjunto de parametros de las redes neuronales los denotamos por 6 y es el
conjunto de todos los valores de los pesos y los biases, también pueden llegar a incluirse otros
parametros. Para poder entrenar una red neuronal, primero debemos especificar lo que se quiere
obtener, es decir, qué salidas son las deseadas para determinadas entradas a la RN. Una vez de-
terminadas entradas y salidas se modifican los pardmetros 6 hasta que el resultado obtenido sea
razonablemente cercano al deseado. Se puede especificar un ejemplo en el contexto de ML super-
visado, donde a una RN se le da de entrada un conjunto de N vectores z, cada uno de ellos con
dimension ng y sus correspondientes salidas u objetivos vectores y ns-dimensionales. Durante el
entrenamiento, la red va variando los parametros de tal forma que la salida § = [° = hy(x) se
acerque a los verdaderos valores deseados y. Este procedimiento se hace frecuentemente utilizando
gradiente descendente, que describiremos en unos momentos. La funciéon de pérdida o de costo
L de la RN estd dada como la desviacién del valor de salida real y y el resultado obtenido por la
RN 4.

El proceso de entrenamiento requiere que se vaya reduciendo la funcién de pérdida, o bien,
optimizar una funcién no lineal en un espacio paramétrico con dimensién muy alta. Por ejemplo,
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al actualizar el valor de un solo peso w,(f,jr U cambiaré el valor del nodo l,(jﬂ)

Adicionalmente, si tenemos una RN completamente conectada, entonces el cambio en ese peso
cambiard el valor de todos los nodos subsecuentes {*) con k > i + 1 y por ende influenciarg el
valor de todos los pesos subsecuentes. Es importante hacer notar que este proceso de optimizacion
es demasiado complicado debido al crecimiento exponencial del problema por la gran cantidad de
parametros a tomar en cuenta.

de la siguiente capa.

Durante el entrenamiento en ML supervisado, la RN tiene un par entrada-salida. El objetivo
de entrenar a la RN es que eventualmente podamos proveerle informacién o datos para los cuales
la salida o resultados no sean conocidos, y los prediga en funcién de lo que aprendid. Para evaluar
qué tan bien se desempena la RN en datos no conocidos por la misma, es importante reservar
una cantidad determinada de pares entrada-salida para evaluar a la RN entrenada y asi hacer
una evaluacion final de la eficacia de la RN. Para esto, los datos se dividen en dos conjuntos: el
conjunto de entrenamiento y el conjunto de prueba. El como se dividen los datos en estos dos
conjunto depende de la cantidad de informacién disponible, pero una divisién comun es la siguiente
en porcentajes

entrenamiento : prueba = 90 : 10. (3.16)

A veces también se utiliza un conjunto de validacién, con una divisién cominmente tomada
como
entrenamiento : validacién : prueba = 80 : 10 : 10. (3.17)

La idea de tener un conjunto de validacién es para ir monitoreando el entrenamiento de la RN,
es decir, poder ir evaluando al modelo de ajuste de parametros de la red de manera no sesgada.
La RN es entrenada con el conjunto de entrenamiento, que contiene la mayor parte de los datos,
evaluada durante el entrenamiento con la ayuda del conjunto de validacién y evaluada finalmente
con el conjunto de prueba. La eficacia de la RN debe ser comparable tanto en el conjunto de
entrenamiento y el conjunto de validacién, de lo contrario los pardametros o hiperparametros de la
RN han sido tuneados sobreajustando dicha red. Esto quiere decir que la red aprendié bastante de
los datos de entrenamiento y lo hizo tan bien, que sélo logra reproducir esos datos y no conjuntos
externos ajenos al proceso.

Una vez que el entrenamiento y la evaluacién son completados para la RN, ésta puede ser
utilizada para procesar datos nuevos. La RN puede ser entrenada con todos los datos que se tengan
a disposicion. Como regla general, entre mas datos sean utilizados durante el entrenamiento, mejor
serd su eficacia. Sin embargo, en caso de hacer eso, como uno no puede evaluar su rendimiento,
entonces se debe tener cuidado de no subajustar o sobreajustar a la red.

El problema de sub o sobreajuste de un conjunto especifico para futuras predicciones es cono-
cido como el problema de sesgo-varianza en ML supervisado. Vale la pena utilizar un poco de
estadistica, pues se estd intentando hacer futuras predicciones basadas en datos previamente dispo-
nibles. En estadistica, el sesgo es un estimador de la diferencia entre el valor esperado E[-], mientras
que la varianza es el valor esperado del cuadrado de las desviaciones desde el valor promedio. De-
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notando la funcién que estamos tratando de aprender a aproximar por f(z) y su aproximacién
f(z), tenemos que

Sesgo[f(2)] = E[f(2)] —E[f(2)],  Var[f(2)] = E[f(2)*] - E[f(2)]%, (3.18)

o en notacién de Bra-Kets

N A~ A

Sesgolf(2)] = (f(2)) = (f(x)),  Var[f(2)] = (f()*) — (f(2))*. (3.19)

Con esto, podemos escribir el valor esperado del error para datos no vistos x como
N N 2 N
(f(x) — F(@)) = (SesgolF(x)]) -+ Varlf(a)]. (3.20)

Asi que para reducir el error necesitamos reducir el sesgo o incrementar la varianza. Modelos
sobreajustados tendran un sesgo pequeno (predecirdn los datos muy bien), pero una varianza muy
alta (oscilan mucho para poder interpolar entre los datos de entrenamiento). Modelos subajustados
no seran lo suficientemente complejos para modelar la funcién implicita dentro de la red, asi que el
sesgo serd grande, pero tampoco fluctian mucho de los datos, asi que la varianza serd pequena. La
complejidad del modelo esté relacionada con la arquitectura de la RN, es decir, el niimero de nodos
y capas que configuran a la red en cuestién. La Figura ilustra estos conceptos en un diagrama.

Ahora hablemos del proceso de entrenamiento. Como ya se mencioné anteriormente, el objetivo
de ML es poder conocer caracteristicas de grandes cantidades de datos. Asi que algunos métodos de
entrenamiento actualizan los valores de los pesos después de que todos los datos de entrenamiento
han sido vistos por la RN, pero otros métodos actualizan los valores de los pesos después de pasos
intermedios en los cuales sélo se analizan partes especificas del conjunto de entrenamiento total.
Los conceptos basicos del proceso de entrenamiento son los siguientes:

= Una época se refiere a completar el procesamiento de todo el conjunto de entrenamiento
una vez, es decir, es una iteracién sobre dicho conjunto. El ntimero de épocas depende del
problema en cuestién, una sola época no es suficiente, en general. Después de cada época,
el conjunto de entrenamiento es revuelto aleatoriamente. En algunos casos es conveniente
ordenar el conjunto de ”facil” a ”dificil”. Para identificar esa cualidad de ”dificultad” se debe
tener cierto conocimiento previo sobre la naturaleza del conjunto.

» Un mini-batch o llamado a veces simplemente batch (en espanol podriamos llamarlo lote)
contiene un subconjunto del conjunto de entrenamiento. Al dividir el conjunto de entrena-
miento en lotes, el entrenamiento se hace mas éptimo. Un lote es un ensamble de datos, el
cual se utiliza para calcular la funcién de pérdida en una iteracién y a partir de dicho célculo,
modificar los valores de los pesos. Entre mas grande es el lote, mds podremos capturar el
comportamiento de grupo. El tamano de lote Np se fija dependiendo de los datos en cuestion
y de la cantidad de informacién con la que contemos y es la cardinalidad de los subconjuntos
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Figura 3.5: El error total al cuadrado en el conjunto de prueba no visto por la RN en relacién con la varianza
y el sesgo del entrenamiento. Para evitar tener sobreajuste debemos evitar que el error total en el conjunto
del entrenamiento comience a crecer.

que dividen al de entrenamiento. También tenemos el niimero de lotes, que es el niimero de
subconjuntos por cual queremos dividir al conjunto de entrenamiento total. En concordancia
con el tamano de lote, si queremos que éste ultimo sea pequeno, entonces el niimero de batches
debe ser grande.

= Una iteracion es el acto de procesar un mini-batch. Entonces, denotando la cardinalidad de
todo el conjunto de entrenamiento por N, el nimero de iteraciones en una época es Ny /Np.

En resumen, para diferentes bases de datos, el nimero de épocas requerido es diferente. Sin embargo,
el tamano de la época estd relacionado con la diversificacion del conjunto de datos. Entre mas
diversificacion se tenga, més grande debe ser la época. El llamado tamano de lote es una parte de
los datos que es enviada a la RN para entrenarla a cada tiempo, y es el nimero de muestras de
entrenamiento en cada lote. Es crucial escoger un tamano de lote adecuado para el entrenamiento
pues puede incrementar la eficacia del proceso de entrenamiento de la RN. La Figura muestra
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un ejemplo de la convergencia de los hiperpardmetros (asumiendo que son sélo dos) dependiendo
del tamano de batch. [30]

3.8} , 1
B— Estocdstico

3.6 F| 4—— Mini-batch

3.4} | @==@ Batch |

91 3.2
3.0

2.8

2.6

2.4

2.5 3.0 3.5 4.0 4.5

Figura 3.6: Variacién de los hiperparametros para distintos valores del tamano de batch. Para el caso azul,
todos los datos son enviados a un solo batch, y por tanto contiene a todas las muestras para el entrenamiento.
La verde es el método de entrenamiento por mini-batch, es decir, todos los datos son divididos en muchos
batches y cada uno contiene una pequena parte del entrenamiento. La roja corresponde a entrenamiento
aleatorio, es decir, hay una sola muestra en cada batch. [31]

Podemos apreciar de la Figura 3.6l vemos que en azul se aprecia la variacién de los pardametros de
la RN cuando todos los datos son utilizados para el entrenamiento, es decir, tenemos un solo lote y
el lote contiene a todas las muestras de entrenamiento. En verde apreciamos el caso de mini-batch (o
mini lote), es decir, todos los datos son divididos en varios lotes y cada lote contiene una pequena
parte de las muestras de entrenamiento. En rojo se aprecia el entrenamiento aleatorio, es decir,
cuando tenemos una sola muestra de entrenamiento en cada lote. En los tres casos se vislumbra
la variacion de los parametros a lo largo de las épocas, y comforme avanza el entrenamiento, se
busca minimizar la funcién de error (o de pérdida) y que cuantifica la diferencia entre los resultados
deseados y obtenidos a partir de la RN (ver més adelante). Como ya se menciond, el nimero de
lotes se interpreta como el niimero de iteraciones. Para poner un ejemplo sencillo, si tenemos 2000
datos, divididos en 4 lotes, entonces el tamafio de lote es 500. Corremos todos los datos para el
entrenamiento. Para completar una época, se requieren 4 iteraciones.
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3.1.5. Gradiente descendente

El método mas empleado para el entrenamiento de RNs es el de gradiente descendente. Como
su nombre lo indica, el minimo de la funcién de pérdida se busca y encuentra siguiendo la direccién
del decremento mas pronunciado desde un punto especifico, es decir, a lo largo de VyJ, donde
J es la funciéon de pérdida total. El gradiente descendente se detendra una vez que un punto
critico sea alcanzado, ya que en ese punto el gradiente se anula. Un posible inconveniente es que
la complicada forma de la funcién de pérdida puede llegar a tener muchos puntos silla, y se puede
presentar el escenario en que el gradiente descendente alcance un punto critico de esta naturaleza.
Verificar la naturaleza del punto critico alcanzado implica el cdlculo del Hessiano de la funcion de
pérdida en dicho punto, y como se trata de un determinante, la complejidad computacional puede
elevarse bastante.

El entrenamiento de RNs se compone de dos pasos conocidos como paso hacia adelante y
el paso hacia atras también conocido propagacién hacia atras. Para la explicacion de este
proceso, notemos que antes de empezar el entrenamiento, necesitamos iniciar la RN. Asumiremos
que la RN ha sido inicializada, accion que discutiremos un poco méas adelante.

En el paso hacia adelante, la entrada x es representada en la capa de entrada [(9) de la RN.
Entonces los datos son propagados hacia adelante por medio de multiplicaciones de matrices, agre-
gando el bias y aplicando la funcién de activacién a;, hasta que todos los valores 1D =015
hayan sido calculados y guardados. En ML supervisado, tenemos un par entrada-salida (z,y), asi
que podemos comparar qué tanto difiere la salida § = 1) para una determinada entrada z = (0.
Esta diferencia J se calcula con la accién conjunta de una funcién de pérdida L més un término
consistente de un regularizador o decaimiento de los pesos r,

J(O,x,y) = L(6,x,y) + Ar(0). (3.21)

Maés adelante discutiremos algunas de las opciones que tenemos para la funcién de pérdida. El
parametro A es llamado parametro de decaimiento de los pesos. La eleccién para el valor
de A\ depende del problema en cuestién, pero usualmente tiene un orden de valores A ~ O(1073).
También existen miltiples elecciones para la funcién de decaimiento (), siempre y cuando tengan
la propiedad de conducir a que los valores de los pesos sean pequenos, ademés estas funciones sélo
se encargan de regular la variacién de los valores de los pesos y no del resto de los parametros (tales
como los biases) de la RN. La inclusién de estas funciones ayudan a prevenir el sobreajuste de las
RNs.

En una iteracién del gradiente descendente, los pardametros de la RN son actualizados. Si deno-
tamos por 0 a los pardmetros de toda la i-ésima capa, la actualizacién de los mismos estara dada
por
aJ(0,z,y)

oel

El muy importante pardmetro « se llama tasa de aprendizaje. Si « tiene un valor muy pequeno,

0 — 0l — (3.22)
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ala RN le toma mucho tiempo converger (a los pardmetros). Si « tiene un valor muy grande, podria
ser que se pase de la localizacién del minimo y ascender o descender hacia la direccién equivocada.
Algunos métodos también adaptan el valor de la tasa de aprendizaje durante el entrenamiento.

En el proceso de actualizacién de los pardmetros, la desviacién 6¢) entre la salida deseada Yy
el valor real de la salida por la RN 1(5) = hy (z) se calcula y luego de propaga hacia atras a través de
la red para obtener recursivamente las otras desviaciones §(*) y las correspondientes actualizaciones
hacia 0 para las otras capas. En detalle, usamos los mapeos sucesivos capa a capa y con la regla
de la cadena podemos calcular que

0] _ OL(,xy) 01D or(6) (3.23)
09y 020D gl ppl!)

Recordemos que z es el vector obtenido después de aplicar el mapeo linear entre capas pero antes
de aplicar la funcién de activacién. El segundo término y el segundo factor del primer término se
calculan facilmente. El primer factor del primer término, que esencialmente son las derivadas de
la funcién de activacién, proporcionan las desviaciones 6 de las otras capas ocultas. Estas son
utilizadas para propagar hacia atrds 6() a través de las capas intermedias hasta 6(0). Como ya se
mencioné anteriormente, existen multiples elecciones para las funciones de activacién, algunas de
las cuales tienen derivadas simples o proporcionales a si mismas. Como la funcién de activacién
ha sido evaluada y los valores han sido guardados durante el paso hacia adelante, el resultado
puede reutilizarse en el paso hacia atrds. Habiendo obtenido todas las desviaciones 6, podemos
finalmente calcular el gradiente Vy.J y actualizar los valores de los pardmetros.

3.1.6. Inicializacién de parametros

Para poder llevar a cabo los pasos hacia adelante/atréds, necesitamos inicializar los pesos. Una
opcién muy simple es inicializarla con puros ceros, sin embargo, establecer a todos los pesos con
el mismo valor significa que todos los gradientes serdn los mismos, lo que llevard a actualizaciones
de los valores para los pardmetros a ser las mismas. Asi que lo méds conveniente es inicializar los
valores de los pesos con todos sus valores diferentes.

Dependiendo de la funcién de activacion, también hay un problema de gradientes nulos o
gradientes divergentes. Por otro lado, pesos con valores grandes también pueden conducir a
grandes fluctuaciones de errores y por ende gradientes grandes, que son un problema para la con-
vergencia de los parametros. La regularizacién de los pesos que mencionamos en contrarrestan
estos efectos.

Una eleccion sencilla para la inicializacién de los pesos es generando ntiimeros aleatorios a partir
de una distribucién normal (o Gaussiana) con centro en cero y una varianza unitaria, es decir,

6 ~ N(0,1), (3.24)
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debido a una falta de conocimiento previo de la verdadera forma en que se distribuyen los valores de
los pardmetros. Alternativamente, uno puede generar los pardmetros a partir de una distribucién
uniforme,

- 1 1

o0+ ~ 1y (— ) . (3.25)
A/ T ’ A/

Noétese que el intervalo se escoge respecto al nimero de nodos que tiene la capa anterior. Existen

otras distribuciones convenientes para la generacion de los pesos.

Una técnica que hace mas robusta a la RN respecto a la inicializaciéon de parametros y las
tasa de aprendizaje y utilizar normalizacién de batches. Esto significa que después de cada mini-
batch, la entrada es reescalada para que tenga promedio nulo y varianza unitaria. Los cambios
se realizan a lo largo de la RN completa por propagaciéon hacia atrds. También actiia como un
regularizador y puede salvarnos de sobreentrenamiento de manera similar a como ocurre con la
regularizacién de pesos. Estas condiciones se desarrollan en el contexto de las llamadas redes
neuronales autonormalizadas [32].

Otra forma de lograr la normalizacién, es decir, tener desviacién cero y varianza unitaria, es
utilizando la funcion SELU que ya referenciamos anteriormente. Una gran ventaja es que la funcién
es continua en x = 0. Recordemos que la funcién SELU esté definida como

T st x>0
SELU(z) = A (3.26)
ae® —a st x <0.

con, a, A > 0 usualmente. A diferencia de la sigmoide logistica, la funcion SELU puede producir
tanto valores positivos como negativos, que es necesario para tener un promedio cero. Para cambiar
la varianza a la unidad, la funcién de activaciéon necesita tener regiones que tengan pendiente
casi nula asi como regiones con pendiente mayor que uno, entonces es necesario que A > 1. Los
hiperpardmetros o y A necesitan ser ajustados para asegurar la propiedad de autonormalizacién.
Si los pesos son inicializados con una distribucién con desviacién cero y varianza unitaria, entonces
los parametros mas convenientes son

o~ 1.6733, A ~ 1.0507. (3.27)

En la Figura B.7] podemos apreciar la grafica de esta funcién con estos pardmetros y su respectiva
derivada.

3.1.7. Funciones de pérdida

La eleccién de la funcion de pérdida, como era de esperarse, también depende de la aplicacién de
la red neuronal. Presentamos aqui algunas funciones de pérdida que son utilizadas frecuentemente
en regresiones.
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Figura 3.7: Gréfica de la funcién SELU (azul) y su respectiva derivada (dorado), para los valores av = 1.6733,
A = 1.0507.

Funciones de error medio

Las funciones de error cuadrado medio, o por sus siglas en inglés, MSE son unas de las mas
utilizadas. Las funciones de error cuadrado medio se utilizan usualmente cuando las salidas de las
RNs son valor numéricos (en lugar de interpretar la salida como probabilidades), siendo utilizadas
entonces, por ejemplo en regresiones. La pérdida MSE se calcula como

1 &
MSE ~ A \2
LY(y,9) = — > (v — 9:)*. (3.28)

s
A veces, la funcién de error raiz cuadrada medio es utilizado en lugar la MSE. Por supuesto que
otras potencias también pueden utilizarse. Existe un problema al utilizar MSE junto con la funcién
de activacion sigmoide logistica. Supongamos el caso mas sencillo en que en el que tenemos una
capa con un solo nodo y no vectores bias. En este caso = w y tenemos que el gradiente para la
funcién de pérdida LMSP respecto a 6 es

OLMSE  9[(y — o(wa))?]

Vo LME (2, y) = S S = —2x(y — o(wz))o’ (wz). (3.29)

Recordemos que o'(z) = o(z)(1 — o(z)), el término de la derivada es muy pequeno si el valor
absoluto de wz es muy grande. Entonces, incluso si la diferencia (y — o(wzx)) es muy grande, la
pérdida ain puede ser muy pequena si el valor absoluto de wz es muy grande. Otras funciones de
activacién que no sufren este problema junto con la funcién de pérdida MSE.

Una alternativa a MSE es la funcién de error raiz cuadrada medio (MAE), que se calcula
sumando el valor absoluto de la diferencia entre ¥; y 9,

L A
LMAE(y, §) = o Z Y — il (3.30)

i=1



92 CAPITULO 3. MACHINE LEARNING Y EL AUTOENCODER

La diferencia entre MSE y MAE es que MAE es maés eficiente con lo célculos, pues la diferencia es
lineal en lugar de cuadratico. Sin embargo, el gradiente para MSE se puede calcular més facilmente
que para MAE. Ademds, la funcién de pérdida MSE es mads estable, en el sentido de que para
determinados cambios de y; — g; la funcién MSE cambia menos que MAE.

Otra posibilidad es tomar la funcién de error logaritmica cuadrada, que por sus siglas en inglés
se le conoce como MSLE,

Ns

DMLE(y 5y = LS (log(1 + 3:) — log(1+ 1)) (3.31)

n
S =1

Para pequenos valores, MSE y MSLE son comparables. La desventaja es que MSLE no esta defi-
nida para valores de § o y mas pequenos que —1. Finalmente, se tiene la funcién de error de
porcentaje absoluto, o por sus siglas en inglés MAPE, y que estd definida como

s

o
LMAPE(y gy = =3~

n
S =1

Yi — Ui

- 100. 3.32
" (3.32)

Una desventaja clara es que esta funcién no esta definida si algin valor de y; es nulo.

Funciones de error con norma L,

En lugar de tomar el promedio, podemos también utilizar la distancia entre los dos vectores § y y
en cualquier norma vectorial L,, es decir,

PNy, 9) = ||y — gllp = <Z<y —zmp)p. (3.33)

1=1

Para p = 1, esta es la norma valor absoluto, para p = 2 tenemos la distancia euclidiana, y para
p = 00, esta norma sélo da la componente maxima del vector.

Funciones de pérdida de entropia cruzada

Las funciones de pérdida de entropia cruzada, CEL por sus siglas en inglés, son utilizadas cuando
la salida de las RNs son interpretadas como probabilidades como, por ejemplo, en tareas de clasi-
ficacién. Para entender este tipo de funciones, debemos recordar de manera breve el concepto de
entropia en el contexto de la teoria de la informacién. Dada una distribucién de probabilidad P, la
entropia de Shannon se define como

S(P) = Eqep[— log, P(x)], (3.34)
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donde x ~ P denota que z se obtiene de la distribucién de probabilidad P. Como ejemplo simple,
consideremos el caso discreto donde se tiene un conjunto P de cardinalidad N. Sean K < P
elementos diferentes que particionan P en K clases de elementos ¢, a = 1, ..., K, cada una con n,
elementos. Entonces definimos p, = no/N y la entropia se calcula como

K
S(P) = - Zpa 10g2(pa)' (3.35)
a=1

La entropia es una medida de cuantos bits son necesarios en promedio para describir la distribucion
de los valores x en X. La entropia cruzada es la comparacién de dos distribuciones P y ) que
estan definidas con el mismo soporte promediando respecto a P pero contando los bits respecto a

Q
S(P,Q) = Egop[—log, Q(x)]. (3.36)

Notemos que S(P, P) = S(P). en el caso discreto, la ecuacién anterior se escribe simplemente como

K
S(P,Q) = = palogs(qa); (3.37)
a=1

donde p, y g son las frecuencias relativas de las clases en P y @, respectivamente. La razén del
por qué la teoria de la probabilidad entra en las RNs es debido a que podemos tener a la RN
adivinando qué distribuciéon o qué funcién estd detras de los datos discretos y finitos presentes
durante el entrenamiento.

En el caso de la clasificacién binaria, donde y € {0, 1} s6lo puede estar en dos clases, la funcién
de pérdida de entropia cruzada binaria, o BCEL por sus siglas en inglés, es simplemente

LPCFL(y, ) = —[ylogy () + (1 — y) logy(1 — §)]. (3.38)

La salida g € [0,1] de la RN se interpreta como la probabilidad de que alguna entrada pertenezca
a la clase cero o a la clase uno, donde y = 1/2 indica completa incertidumbre al respecto. Notemos
que como ¥ es 0 cero o uno, sélo uno de los dos términos en (B.38]) contribuye. Debido al logaritmo,
la pérdida es muy grande si la red predice la clase equivocada con gran certidumbre. Si, por ejemplo,
y = 1 pero la red predice un valor de salida g cercano a cero, entonces el error se convierte en el
logaritmo de un nuimero pequeno (el segundo término en la suma es idénticamente cero) y por
tanto el valor del error explota. También se puede definir una funcién de error para los casos de
clasificacién si se tienen multiples clases, méas de dos.

Existen otro tipo de funciones de pérdida, tales como la pérdida de Hinge, pérdida de
Kullback-Leiber o la pérdida de Huber que no detallaremos aqui. La funcién de pérdida
utilizada depende del uso que se le esté dando a la RN, ya sea para regresiones o clasificaciones. Las
pérdidas para regresiones se basan en la distancia entre el valor real de la salida y y el valor predicho
9 por la red. Para clasificaciones, las pérdidas tratan de minimizar la diferencia de entropias entre
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la distribucién de las clases del conjunto de entrenamiento y el utilizado por la RN para predecir las
clases. Como las derivadas de las pérdidas aparecen en el gradiente descendente, todas las funciones
de pérdida deberian tener derivadas que sean féciles de calcular y que sean bien comportadas (no
divergencias).

Las funciones de pérdida aqui mencionadas son usualmente utilizadas para problemas especifi-
cos a los que estd destinada la RN en cuestién. Por ejemplo, las funciones MSE, MAE y MSLE
son usualmente empleadas para analisis de regresién. Como ya mencionamos anteriormente, para
problemas de clasificacién binaria, la funcién de pérdida de entropia cruzada binaria es utilizada
comuinmente, también suele utilizarse la funcién de pérdida de Hinge. Para problemas de clasifi-
cacion de clases multiples se emplean las funciones de entropia cruzada para clases multiples o la
de Kullback-Leiber. En este trabajo, destinaremos la utilidad de las RNs a la tarea de regresion,
pues diseniaremos una RN para modelar un problema que implica predecir valores reales. De entre
las tres opciones que tenemos (MSE, MAE y MSLE) para la funcién de pérdida, MAE y MSE son
mas rapidas de calcular, pues sélo implica el cdlculo de diferencias de valores reales. La funcién
MSE tiene la ventaja de que, al tener una ecuacién de forma cuadrética, el proceso de gradiente
descendente sdlo buscard converger a un minimo global pues la funcién cuadratica en cuestion no
posee minimos locales; ademas penaliza al modelo por tener errores grandes pues dichos errores los
eleva al cuadrado. Por otro lado, la funcién MAE maneja mejor valores atipicos (errores grandes)
por tratarse solo del promedio de valores absolutos, sin embargo, entre sus desventajas se encuentra
el hecho de que es computacionalmente costoso pues implica utilizar de manera implicita la funcién
operador de médulo. Ademds, en el caso de la funcion MAE, podemos encontrar minimos locales,
lo cual puede entorpecer el proceso de entrenamiento de la RN.

3.1.8. Sobreentrenamiento y sobreajuste de Redes Neuronales

El especial interés por las Redes Neuronales yace en la capacidad que tienen de realizar aproxima-
ciones no lineales. Redes con una sola capa oculta (y también con mayor nimero de capas) pueden
interpolar cualquier funcién multidimensional con una precisiéon dada y pueden implementar de ma-
nera satisfactoria un conjunto finito de entrenamiento arbitrario. Sin embargo, enorme capacidad de
las RNs en la aproximacién no lineal puede resultar facilmente en una mala generalizacién de la RN
entrenada a nuevos datos; dando lugar a efectos azarosos. Ya que una RN con el suficiente niimero
de nodos en las capas ocultad pueden implementar perfectamente un conjunto de entrenamiento
arbitrario, puede aprender tanto las dependencias buscadas como un ruido inherente a los datos
que disminuiran la capacidad predictiva de la red. Dos condiciones contribuyen en el problema [33]:

» arquitectura de la RN (complejidad del modelo),

= tiempo de entrenamiento de la RN.

El problema de sobreajuste se refiere al exceso del tamano de la RN (nimero de capas y nodos),
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mientras que el sobreentrenamiento se refiere al tiempo de entrenamiento de la RN que finalmente
puede conducir a una peor capacidad de predictibilidad de la misma.

En B.1.4] describimos los detalles y conceptos del proceso de entrenamiento de una RN y diseno
de arquitectura de la misma. Alli se presenté el problema de sesgo-varianza en ML supervisado,
el cual consiste en cémo identificar cuando tenemos sub o sobreajuste de una RN. El objetivo es
que la complejidad del modelo de RN sea tal que el error en la prediccién de valores sea minima, o
equivalentemente reduzcamos el sesgo o se incremente la varianza. Modelos sobreajustados tendran
un sesgo pequeno (predeciran los datos muy bien), pero una varianza muy alta (oscilan mucho para
poder interpolar entre los datos de entrenamiento). La complejidad del modelo esté relacionada con
la arquitectura de la RN, es decir, el nimero de nodos y capas que configuran a la red en cuestion.
En otras palabras, el sobreajuste es el uso de modelos que incluyen més pardmetros ajustables de
los necesarios para la optimizacion, o bien, utilizando un enfoque més complicado que el éptimo en
dltima instancia.

Por otro lado, hablando de sobreentrenamiento, tenemos que si el aprendizaje de una red neuro-
nal se desarrolla por mucho tiempo (muchos ciclos de entrenamiento, por ejemplo, épocas), la RN se
ajusta a comportamientos aleatorios muy especificos del los datos de entrenamiento que no tienen
una relacién causal con la funcion objetivo. En este proceso de sobreentrenamiento, la precision de
la RN sobre las muestras del conjunto de entrenamiento se incrementa, mientras que la precisién
sobre muestras de los datos no vistos por la red se vuelve cada vez peor (ver FiguraB.8]). En otras
palabras, en un escenario de sobreentrenamiento, hemos ajustado tantas veces los pardmetros de
la RN con el mismo conjunto de entrenamiento, de tal manera que la red tiene resultados muy
6ptimos para dichos conjuntos (ha aprendido de memoria dichos datos) y por ende no sera capaz
de tener una predictibilidad aceptable para un conjunto de datos ajeno al de entrenamiento. Un
resultado interesante en [33] es que probando con varias Redes Neuronales con una capa oculta,
pudieron concluir que el sobreajuste no tiene influencia sobre la predictibilidad de las redes cuando
se evita el sobreentrenamiento.

3.1.9. Los Autoencoders

Son un tipo particular de redes neuronales y como su nombre lo dice, los autoencoders aprenden
a codificar las entradas. De entrada tienen un vector caracteristica y la RN neuronal es entrenada
para reproducir exactamente el mismo vector pero como salida, es decir, la RN aprende y pretende
reproducir la funcién identidad. Sin embargo, la RN en cuestion es disenada de tal forma que la
informacién se tiene que propagar de manera profunda a lo largo de la RN, de tal manera que las
capas intermedias tengan menos nodos que las capas de entrada y salida. Generalmente, la arqui-
tectura de la RN de los autoencoder es simétrica, con la capa intermedia siendo la mas pequena,
es decir, la capa cuello de botella a través de la cual debe pasar la informacion. La arquitectura
genérica de un autoencoder estd ilustrada en la Figura 3.9 Como la presencia del cuello de botella
significa que la RN debe aprender a reproducir la entrada con pocas caracteristicas disponibles, es
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A

Error

).

Ciclos de entrenamiento

Figura 3.8: El sobreentrenamiento de ML supervisado. El error de entrenamiento se muestra en azul, el error
de validacién en rojo, ambos como funcién del niumero de ciclos de entrenamiento. Si el error de validacién
se incrementa (tasa de cambio positiva) mientras que el error de entrenamiento se mantiene en decremento
(tasa de cambio negativa) entonces es posible que se haya presentado una situacién de sobreentrenamiento.
La mejor predictibilidad y ajuste se tendrd cuando el error de validacién tiene su minimo global. [34]

entrenada para codificar eficientemente la informacién contenida en el espacio de caracteristicas.
Uno no estd interesado en la salida, pues es lo mismo que la entrada, sino la informacién compri-
mida en la capa cuello de botella. El estado oculto de la RN en el cuello de botella es utilizado
para multiples aplicaciones. Es una manera de parametrizar la informacién con menos grados de
libertad respecto a la dimensién del espacio de caracteristicas para la informacién de entrada.

Los tipos de funciones de activacién que son utilizadas en autoencoders dependen de las ca-
racteristicas a codificar. El siguiente capitulo diremos qué funciones de activacion utilizaremos en
nuestro autoencoder. La arquitectura de la RN, especialmente el tamano del cuello de botella, ge-
neralmente se determinan por prueba y error. La habilidad de la RN para reconstruir la entrada
decrementara con un menor tamano del cuello de botella. El punto critico en el que uno se da
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cuenta que se pierde mucha informacién en el cuello de botella y uno no puede reducir més su
tamano, depende de la aplicacién en cuestién y de qué tan buena se necesita la codificacion en el
cuello de botella. La informacién de la capa cuello de botella puede ser utilizada para otras RNs
para identificar la acumulacién o clisters de modelos, o pueden ser analizados por medio de arboles
de decisién, persistencia de homologia u otras herramientas de anélisis de datos. A continuacién
se presenta un ejemplo de la salida que tiene el orbifolder cuando se le pide generar de manera
aleatoria modelos de orbifolios heteréticos con grupo de punto Zg-11.

=
e

Cuello de Botella

Entrada Salida

Figura 3.9: Estructura genérica de un autoencoder. Podemos apreciar las capas de salida y entrada, asi como
la capa cuello de botella que tiene el codigo de la informacién que se desea codificar.

3.2. El orbifolder

Como se dice en [35], el orbifolder es un programa desarrollado en C++ que calcula y analiza
la teoria efectiva a bajas energias compacftificadas en orbifolios heteréticos. El programa incluye
rutinas que calculan el espectro no masivo, para identificar los acoplamientos en el superpotencial
permitidos y para generar una gran cantidad de conjuntos de modelos en diferentes orbifolios para
identificar modelos fenomenoldgicamente interesantes (como modelos que contengan un grupo de
norma del Modelo Estandar Minimo Supersimétrico), y para analizar sus configuraciones de vacio.

begin model
Label:Randoml
SpaceGroup: Geometry/Geometry_Z6-II_1_1.txt
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Lattice:E8xE8
Shifts and Wilsonlines:

-1/2, 0, o, o, 0, 0, 0, 1/2, -1/12, -1/12, -1/12, -1/12, 1/12, 1/12, 1/12, 5/12
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0
-1/6, -5/6, -1/6, 1/6, 1/6, 1/6, i/6, -5/6, -1/3, 0, o, 1/3, -2/3, -1/3, o, 1
-1/6, -5/6, -1/6, 1/6, 1/6, 1/6, i/6, -5/6, -1/3, 0, o, 1/3, -2/3, -1/3, o, 1
-5/4, -7/4, -7/4, -3/4, -1/4, 1/4, 5/4, -3/4, -3/2, 1, 2, 2, 1, 2, 2, 3/2
0, 1/2, 0, -3/2, -2, 3/2, -1, -1/2, 2, 2, -1, 3/2, 2, 3/2, -1/2, -3/2
end model

En el ejemplo de modelos generados por el orbifolder que se presenta, vemos que se trata de un
modelo aleatorio. En este caso, vemos que es un modelo generado aleatoriamente con un orbifolio
cuyo grupo de punto es Zg-11, indicando que la reticula del toro para el grupo de norma es Fg x Ej.
Después tenemos un total de 8 lineas que indican los parametros correspondientes para el orbifolio
en cuestién. Las primeras dos lineas corresponden a los vectores de traslacién, pero en nuestro caso
sélo la primera linea tiene valores no nulos debido a la naturaleza del grupo de punto. Las siguientes
6 lineas representan los valores para las lineas de Wilson.

Esta valiosa herramienta permite investigar el paisaje de compactificaciones en orbifolios de la
teoria heterdtica de cuerdas. En este trabajo utilizamos el orbifolder para generar O(4,000,000)
modelos inequivalentes de orbifolios heteréticos con grupo de punto Zg-II, es decir, O(4,000,000)
combinaciones consistentes de vectores de traslacién y lineas de Wilson que llevan a fisica inequi-
valente. Dos modelos son inequivalentes si se pueden distinguir los espectros no masivos a nivel de
una teoria 4D, es decir, si tienen diferente grupo de norma y/o espectro no masivo diferentes. El
orbifolder permite elegir una generaciéon de modelos inequivalentes.

Sin embargo, parametrizar a los modelos de orbifolios heterdticos por medio de sus vectores de
traslacion y lineas de Wilson tiene grandes redundancias, pues si éstos aparentan ser inequivalentes
puede que difieran en realidad por:

= Combinaciones de enteros por la reticula de raices en Eg X Eg,

= la accién del grupo de Weyl sobre Fg x Ej,

lo que en realidad los haria equivalentes. El grupo de simetria en este problema es muy grande,
pues el grupo de Weyl de Fg es enorme, con més de 10" elementos. Cuando procesemos nuestros
modelos con ayuda de un autoencoder, no utilizaremos directamente estos parametros, si no que
los transformaremos a una representaciéon de vectores 16-dimensionales. Los detalles de esta trans-
formacién la describiremos en B.3l Incluso en esta representacién de nuestros modelos tendremos
redundancias de las cuales no nos desharemos por completo y, de hecho, puede afectar entrenamien-
to del Autoencoder que se disefiard para nuestros propdsitos (ver mas detalles en []). El conjunto
total de modelos generados con el orbifolder se dividira para el conjunto de entrenamiento y prueba
para nuestro autoencoder.
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3.3. Autoencoder en orbifolios Zg-11

El objetivo principal del presente trabajo es reproducir los resultados presentados en [36]. En dicha
investigacion se proporciona una representacion bidimensional de miltiples modelos de orbifolios
heterdticos con grupo de punto Zg-11, dicha representacién se obtiene de parametrizar a los mo-
delos por medio del codificador de un autoencoder, cuya definicién ya discutimos en Dichos
parametros se obtienen de la capa latente o capa cuello de botella. Lo que haremos en la seccién
presente es discutir la construccién del autoencoder para modelos de orbifolios heterdticos con gru-
po de punto Zg-II. Los modelos obtenidos por medios del autoencoder, cuyas caracteristicas se
explican en [3.2] deben ser preprocesados antes de darlos como entrada para la RN.

3.3.1. Preprocesamiento de datos

EnB.2 vimos que la generacién de modelos nos proporciona los valores de los vectores de traslacién
y las lineas de Wilson correspondientes a un modelo de orbifolio heterdtico con algin grupo de
punto determinado. Para nuestro caso, los modelos con grupo de punto Zg-II estan parametrizados
por 4 vectores 16-dimensionales (ver 2.5]). Uno de ellos es el llamado vector de traslacién V' y el resto
son las tres lineas de Wilson que denotamos por W3, Wy y WJ. Asi, tenemos un total de 4 x 16 = 64
parametros de compactificacién que determinan por completo a los modelos en orbifolios Zg-I1.

Como mencionamos en la secciéon anterior, estos 64 pardmetros no seran los que reciba direc-
tamente el autoencoder como entrada, pues se pueden presentar grandes redundancias, y podemos
tener modelos equivalentes fisicamente pero con distintos pardmetros. Para ello mapearemos estos
64 parametros a vectores caracteristicas 26-dimensionales. Recordemos que la geometria de los or-
bifolios Zg-1I tienen 12 puntos fijos, y cada punto fijo viene con una combinacién inica de vectores
de traslacién y lineas de Wilson. En consecuencia, en cada punto fijo, un conjunto diferente de
raices simples de Fg x Fg transformaran covariantemente bajo las traslaciones y lineas de Wilson.
Para nuestro grupo de punto, utilizaremos el vector de traslacién V y las lineas de Wilson W3, Wy
y W3 para calcular los vectores de traslacién locales Vj y asi calcular el nimero de raices simples
que no se anulan de Eg. Este nimero serd invariante.

Consideraremos los 12 puntos fijos para el primer sector torcido #. Cada punto fijo corresponde
a un elemento constructor de la forma

Ja = (H,nga)ei), a=1,2,...,12, (3.39)

. . s . . . a
donde se tiene una suma implicita sobre ¢ = 1,2, ...,6 y para ciertos valores de nl( ) cuyos valores se

proporcionaron en Para cada elemento constructor g, definimos el correspondiente vector de
traslacién local como

Vo, =V + (0 + 0l W3 + 0 Wy + n{ W3, (3.40)

a
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Este vector 16-dimensional estd dividido en dos vectores 8-dimensionales Vj, = (V;](al ), V;](f )) corres-
pondiendo cada uno a un factor Eg del grupo de norma. Asi, en cada punto fijo asociado a g,
calculamos el grupo de norma Gﬁf“), (a =1,2), llamado GUT local como sigue. Un vector raiz p de
FEg contribuye a la GUT local Gﬁf“) si

V. p=0modl. (3.41)

YGa

Por cada una de estas 24 GUTs locales, contamos el nimero de raices simples p no nulas (por
ejemplo, 6 para SU(3) y 240 para Fg) y almacenamos estos 24 ntimeros en un vector X de enteros,
un entero por cada factor Fg de los 12 puntos fijos. Es decir,

V(a)p:()modl:}#p:N;; o = 172 (342)

Ga
Agrupamos los 12 pares de N

Adicionalmente a esto, los grupos de norma 4-dimensionales para los orbifolios Zg-1I G4p =
GfllD) X GfD) estd dado por la interseccion de los 12 GUTs locales. Entonces, atin debemos agregar
el nimero de raices simples que sobreviven del grupo de norma 4D, es decir, dos enteros, uno para
cada factor Eg. Es decir, agregamos el nimero de raices simples N (@) tales que

p-V® =0mod1, p- W?fa) =0mod1, p- Wz(a) =0mod1, p- WQI(O‘) = 0mod 1. (3.43)

Asi, tendremos entonces nuestro vector caracteristica 26-dimensional de enteros invariante bajo la
adicién de vectores raiz de Eg X Fg y reflexiones de Weyl como

1 2 1 2
X :=NO N ND NO  ND N2, (3.44)

Este es un mapeo del espacio de pardmetros (vectores de traslacion y lineas de Wilson) a un
espacio llamado espacio de caracteristicas del cual los vectores X, que acabamos de construir,
forman parte. Las componentes de estos vectores son enteros llamados caracteristicas. Dos vectores
de caracteristicas X(1) y X(z) del conjunto de datos no pueden representar el mismo modelo fisico
de compactificacién Zg-1I al menos que X(;) = X(3), un hecho que no serfa cierto si solamente
comparamos lineas de Wilson y vectores de traslacién pues, en ese caso, hay varias combinaciones de
estos parametros diferentes que arrojan modelos de compactificacién equivalentes, como explicamos
en la seccién anterior.

Ahora bien, en [35] se detecta que el entrenamiento de un autoencoder con estos pardmetros
mejora significativamente si, en lugar de dar de entrada este vector 26-dimensional de caracteristi-
cas, se realiza una codificacion one-hot de dichos vectores. La codificacion one-hot en nuestro caso
es como sigue. Las caracteristicas (entradas) de cada vector puede tener 37 valores diferentes, es
decir, 37 maneras en las que el grupo Eg puede ser roto en subgrupos en este orbifolio. Esta con-
clusién se obtiene después de contar los diferentes valores de los vectores de caracteristica para una
gran cantidad de modelos disponibles con compactificacion en orbifolios Zg-I1. En la codificacion
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one-hot, cada caracteristica diferente es reemplazada por un vector 37-dimensional que contiene
sélo ceros y un sé6lo 1 en la posicién correspondiente a un valor particular que tiene la caracteristi-
ca correspondiente. Haciendo esto para las 26 caracteristicas uno obtiene un vector mucho més
grande de la forma {0,1}26%37 = [0,1]%%2. Asi que este vector, que es la codificacién one-hot del
vector de caracteristicas 26-dimensional es la entrada de nuestro autoencoder. La forma de nuestro
autoencoder estd resumida en la Figura .10l

Figura 3.10: Arquitectura del autoencoder que utilizaremos para nuestros modelos de orbifolios heterdticos.

La arquitectura de nuestro autoencoder serd la misma, en esencia, que la utilizada en [35] para
reproducir los resultados obtenidos alli. La region del codificador nos permitird reparametrizar
a nuestros modelos a un espacio bidimensional, que son justamente los valores calculados en la
capa cuello de botella (o capa latente). En el siguiente capitulo proporcionaremos en detalle los
hiperparametros de nuestro autoencoder, asi como los resultados que obtuvimos en la capa latente.



Capitulo 4

Resultados

Ahora presentamos los resultados obtenidos con el autoencoder propio para codificar y decodificar
nuestros modelos de orbifolios heterdticos Zg-1I. Primero daremos las caracteristicas especificas
de que tiene nuestro autoencoder, luego presentaremos la grafica de la funciéon de pérdida para
verificar que la RN no esté sobreentrenada. Posteriormente, presentaremos cémo se observa la capa
latente en una grafica bidimensional y codificaremos también modelos de orbifolios heteréticos Zg-11
que sean compatibles con el Modelo Estdndar Minimo Supersimétrico (MSSM), también otros dos
conjuntos de modelos que tengan un espectro de particulas con tres generaciones de los grupos de
norma SU(5) y el grupo de norma Pati-Salam (SU(4) x SU(2) x SU(2)) més exdticos vectoriales.
Por dltimo, tratamos de identificar regiones prometedoras en la representacion bidimensional de la
capa latente para los tres grupos de modelos con un ejercicio de clistering.

4.1. Definicion del autoencoder

La arquitectura de nuestro autoencoder estd representada graficamente por la Figura B0, y en
B3] explicamos a detalle cémo es que los modelos generados por el Orbifolder seréan procesados por
la RN. Generamos una base de datos de O(4,000,000) modelos con geometria de compactificacion
Zg-11 con el orbifolder. Para entrenar a nuestro autoencoder, tomamos un total de O(1,000,000)
modelos, donde la proporciéon de entrenamiento y prueba fue de

entrenamiento : validaciéon = 85 : 15. (4.1)

El autoencoder fue implementado con la paqueteria TensorFlow [37]. La funcién de pérdida que
utilizamos fue la funcién MSE, cuyos detalles explicamos en[3.1.7] también se le conoce como funcién
de pérdida Lo en las paqueterias que utilizamos en la implementacién del autoencoder. Como
mencionamos en B.1.7, la funcién MSE pertenece al conjunto de funciones de pérdida utilizadas
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para problemas de regresién (como en nuestro caso) y tiene la ventaja de sélo poseer un minimo
global que favorece al gradiente descendente durante el entrenamiento. El entrenamiento de la RN se
hizo hasta que la funcién de pérdida convergiera a un minimo global para el conjunto de validacion,
asi evitando sobreentrenar a nuestra red. La funcién de activacién utilizada para todas las capas
ocultas fue la funcién SELU. Esta funcién de activaciéon es importante, pues como se mencioné en
B.I7 permite que la RN sea autonormalizada y el proceso de entrenamiento sea mas rapido. El
entrenamiento de la RN se realiz6 a través de 5,000 épocas y un tamano de lote de 2,000. Después
de este nimero de épocas obtuvimos una pérdida de 0.15 para el conjunto de entrenamiento, que
equivale a una prediccién correcta en promedio de 14 caracteristicas. Este promedio se calcula
en la ultima época del entrenamiento, promediando el niimero de caracteristicas acertadas en cada
modelo a lo largo del total de modelos analizados, que en nuestro caso corresponde a 850,000 modelos
del conjunto de entrenamiento. Recordemos de [3.3.1] que cada caracteristica de nuestros modelos se
convierte en un vector de puros ceros y un uno con 37 entradas una vez que se ejecuta la codificacién
one-hot. Para verificar si acertamos la correspondiente caracteristica comparamos la posicién del 1
en el vector 37 dimensional correspondiente a dicha caracteristica en el modelo de entrada con la
posicién del valor méas grande para los vectores de salida predichos por nuestro autoencoder. En la
Figura [4.1] se presenta la grafica de la funcién de pérdida para el conjunto de entrenamiento y de
validacién durante el entrenamiento. Podemos apreciar que ambas pérdidas, tanto para el conjunto
de entrenamiento y de prueba son decrecientes a lo largo de todas las épocas y, en particular, la
pérdida para el conjunto de validacién no tiene un punto de inflexién donde de repente empiece
a crecer, indicando que no tenemos sobreentrenamiento tal y como explicamos en B. 1.8l Como no
probamos con varias arquitecturas de RN, no podemos asegurar que la arquitectura propuesta en
la Figura es la 6ptima y no tenemos sobreajuste. Sin embargo, también mencionamos en [3.1.§]
que asegurandonos de no tener sobreentrenamiento, es plausible también evitar un sobreajuste de
nuestra red, pero insistimos en el hecho de que no se puede asegurar que la arquitectura sea la
Optima para nuestro problema.

4.2. Capa latente o cuello de botella

Una vez completamente definido nuestro autoencoder, podemos ver la codificaciéon de los modelos
en el conjunto de entrenamiento y de validacién en la capa latente. En la Figura [.2] podemos
apreciar la representacion bidimensional de la condificacién de los conjuntos de entrenamiento y
de validacién. Se aprecia en ambas graficas que se tiene la misma configuraciéon de regiones. La
unica diferencia que se puede observar es que las regiones son mas densas en modelos para el caso
del conjunto de entrenamiento con respecto al grupo de prueba, ésto debido a que evidentemente
el conjunto de entrenamiento tiene mas cardinalidad. Para observar que se tiene consistencia en
ese aspecto, también graficamos la codificaciéon de un conjunto ajeno al de entrenamiento y de
validacién de 2,000,000 de modelos en la Figura [4.3]l Observamos la misma distribucién que con
el caso de los conjuntos de entrenamiento y validacién, teniendo sélo como diferencia una mayor
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Figura 4.1: Gréfica del valor de la funcién de pérdida MSE para el conjunto de entrenamiento (puntos negros)
y el conjunto de validacién (puntos rojos).

densidad de elementos en todas las regiones. Con estas figuras podemos afirmar entonces que sélo
en estas regiones se encuentran modelos consistentes con geometria de compactificacién Zg-11 (1,1).
Esta conclusion nos permite empezar a hacernos preguntas respecto a la localizacién de modelos con
ciertas caracteristicas, tales como su grupo de norma. Acabamos de concluir que el entrenamiento
descrito nos permitié localizar la regiéon bidimensional en la cual se encuentran todos los modelos
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Figura 4.2: Representacion bidimensional de la codificacién del conjunto de entrenamiento y de validaciéon
bajo nuestro autoencoder.

consistentes de compactificacién en orbifolios Zg-11. Sin embargo, deseamos asegurar estabilidad de
nuestro entrenamiento, es decir, estar seguros de que con un entrenamiento distinto que obtenga
una pérdida minima similar, las regiones de modelos consistentes sean similares. Para analizar
consistencia en el entrenamiento, repetimos dicho entrenamiento con nimero de épocas y tamano
de batch diferentes para diversos conjuntos de entrenamiento y prueba. En total se hicieron otras
3 repeticiones donde no se tuviera sobreentrenamiento con las siguientes condiciones:

] Epocas: 7,000 Tamano de batch: 1,000
= Epocas: 5,000 Tamano de batch: 1,000

» Epocas: 2,000 Tamaiio de batch: 3,000

En todos los casos se utilizé la misma funcién de activacién y arquitectura de capas para la RN y se
obtuvo la misma configuracién de regiones de modelos consistentes en la capa latente, comprobando
asi que tenemos estabilidad ante repeticiones. Ya estando seguros de que nuestro entrenamiento
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Figura 4.3: Representacién bidimensional de la codificacién de un conjunto de 2,000,000 de modelos ajenos al
de prueba y entrenamiento. Podemos apreciar que se tiene consistencia en la forma de las regiones obtenidas.

cuenta con estabilidad ante repeticiones y habiendo identificado las regiones de modelos consistentes
con geometria de compactificacién Zg-II, podemos comenzar a analizar las regiones tratando de
determinar cudles de ellas podrian arrojar informacién fenomenoldgica relevante.
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4.3. Modelos tipo MSSM, SU(5) y Pati-Salam en la capa latente

Ya que tenemos una parametrizacién en dos parametros de modelos consistentes de orbifolios abe-
lianos Zg-11 (1,1), deseamos poder explorar toda la regién de los valores de los parametros (espacio
latente) y poder identificar algunas zonas especificas que contengan modelos fenomenoldgicamente
interesantes. Para ello, lo que haremos es dividir todo el espacio de pardametros identificado en re-
giones claramente definidas. En la Figura podemos apreciar que si se pueden distinguir regiones
ajenas entre si y bien delimitadas, las cuales podemos identificar y numerar.

Un primer intento para poder identificar regiones de interés es contar con modelos que de
facto sus caracteristicas sean conocidas, tales como ser compatible con el espectro del modelo
estandar minimo supersimétrico (MSSM, por sus siglas en inglés), y codificarlos, asi determinando la
localizacion de los mismos dentro de la regién de pardmetros donde identificamos a todos los modelos
de orbifolios heterdticos Zg-11. La idea es tener varios de estos modelos y asi identificar regiones
que, en general, contengan la mayor cantidad de modelos de interés. Utilizaremos 3 conjuntos de
modelos fenomenoldgicamente interesantes.

En [8] se hizo una clasificacién de todas las simetrias de sabor 4D posibles del espectro no masivo
proveniente de compactificaciones en orbifolios abelianos, incluyendo roto-traslaciones y toros no
factorizables. En dicho trabajo, se concentraron en la teoria heterética de cuerdas Fg x Eg e iden-
tificaron un total de 121,000 modelos compatibles con el Modelo Estandar Minimo Supersimétrico.
Accediendo al material suplementario de dicho trabajo, tuvimos acceso los 121,000 modelos tipo
MSSM, y de ese conjunto se contaron con 363 de ellos con geometria de compactificacién abeliana
Zg-11 (1,1). De la seccién [2.3.3] recordemos que los otros dos nimeros (1,1) corresponden a la cla-
sificacién de orbifolios simétricos toroidales. Quiere decir que estamos analizando los obifolios con
clase-Q Zg-11, a la clase-Z correspondiente a la reticula del grupo de espacio Ga x SU(3) x SO(4)
y a la primera clase afin (la unica en nuestro caso) de acuerdo a la clasificacién en [19]. Dichos
modelos estan en el mismo formato que el orbifolder provee al generarlos.

Vale la pena enfatizar a qué nos referimos con que un modelo de compactificacion sea compatible
con el MSSM. Un modelo especifico es fenomenolégicamente viable si su espectro no masivo 4D
satisface las siguientes condiciones [§]:

» El grupo de norma no roto es Gsar X Gocutto = SU(3)e X SU(2), X U(1)y X Goculto, donde el
grupo Goculto contiene factores de norma continuos adicionales (abelianos y no abelianos), y
el factor U(1)y no tiene anomalias y es compatible con gran unificacién;

» los estados efectivos (torcidos y no torcidos) incluyen campos que reproducen el espectro de
materia del MSSM, y

= estados efectivos adicionales son vectoriales con respecto al factor Ggas e incluye singuletes
del Modelo Estandar que puedan jugar el rol de neutrinos derechos.
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Ademas de los modelos tipo MSSM también contamos con otros dos conjuntos de modelos
de interés. Utilizando el orbifolder, generamos modelos de orbifolios heterdticos Zg-II (1,1) con
espectros inequivalentes de 3 generaciones 4D de los grupos de norma Pati-Salam (PS) o SU(5)
mas exéticos vectoriales. En el caso de modelos PS la biisqueda aleatoria con el orbifolder arrojé un
total de 16 modelos inequivalentes y un total de 457 modelos inequivalentes para el caso de SU(5).
Los modelos pertenecientes a estas tres categorias son preprocesados como describimos en B3]y,
por ende, mapeados al espacio de caracteristicas, convirtiéndolos en un vector de enteros con 26
entradas. Posteriormente, a estos vectores se les hace pasar por la codificacién one-hot, encontrando
también que los valores de las correspondientes entradas (caracteristicas) estdn dentro de las 37
posibilidades descritas también en [3.3] convirtiéndolos en vectores de la forma {0, 1}26%37 = [0, 1)%62.
De hecho, es un resultado inherente a esta geometria de compactificacién que se encuentren 37
posibilidades para los valores de las caracteristicas, resultado encontrado en [36], y que equivale al
nimero de formas que se puede romper al grupo Eg con orbifolios Zg-11. Por tltimo, los vectores
962 dimensionales son codificados con el autoencoder. La codificaciéon de los modelos dentro de las
tres categorias descritas se sobrepuso a la codificacién del conjunto de 2,000,000 de modelos Zg-11
anteriormente utilizados. Dichas codificaciones se pueden apreciar en la Figura [£.4]

Para identificar regiones independientes en el espacio de pardmetros, tratamos de identificar
aglomeraciones de puntos utilizando la codificacién de 2,000,000 de modelos. Identificar aglomera-
ciones o clisters de puntos en un espacio bidimensional es un problema de ML, incluso el ntimero
de aglomeraciones es encontrado por medio de aprendizaje automético si se quiere una clasificacién
mas robusta. En este trabajo, para identificar aglomeraciones de modelos, utilizamos la paqueteria
K-means de Python [38]. El algoritmo K-Means agrupa datos tratando de separarlos en K grupos
con la misma varianza, minimizando una funcién de distancia. Este algoritmo requiere que el niime-
ro de clusters sea especificado; funciona bien para una gran cantidad de muestras. El agrupamiento
se realiza minimizando la suma de distancias entre cada objeto y el centroide de su grupo o cluster.
Se suele usar la distancia cuadratica. El algoritmo consta de los pasos:

1. Inicializacion: Establecemos el nimero de grupos, K, se establecen K centroides en el
espacio de datos, se pueden escoger aleatoria.

2. Asignacién de objetos a los centroides: cada objeto de los datos es asignado a su centroide
m&s cercano.

3. Actualizacién de los centroides: se actualiza la posiciéon del centroide de cada grupo
tomando como nuevo centroide la posicion del promedio de objetos pertenecientes a dicho

grupo.

Los pasos 2 y 3 se repiten hasta que los centroides no se mueven, o se mueven por debajo de
una distancia umbral en cada paso. El algoritmo K-Means resuelve un problema de optimizacién,
siendo la funcién a optimizar (minimizar) la suma de las distancias cuadraticas de cada objeto al
centroide del clister. Los objetos se representan como vectores d-dimensionales (x7,Xa2,...,Xpn) ¥
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Figura 4.4: Configuraciéon paramétrica de 2,000,000 de modelos ajenos al conjunto de entrenamiento y de
prueba de nuestro autoencoder (puntos en color turquesa). También tenemos la parametrizaciéon de los
modelos tipo MSSM, PS y SU(5).

el algoritmo construye K grupos donde se minimiza la suma de distancias de los objetos de cada
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grupo S = {51, 5%, ..., Sk}, a su centroide. Matemdticamente tenemos [39]

K
4 Z. 2
min B(p;) = min > > kg — il (4.2)

S :
i=1 XjESi

Tendremos K grupos o clisters con su correspondiente centroide ;. En cada actualizaciéon de los
centroides, desde el punto de vista matemaético, imponemos la condicién necesaria de extremo a la
funcién E(p;) que, para la funcién cuadrética ([@2]) es

E 1
gui = 0= pltt = 50 > xj, (4.3)
g xJ-ESi(t)

y se toma el promedio de los elementos de cada grupo como nuevo centroide. Alguna desventajas
de utilizar este algoritmo son la siguientes. La medida de distancia asume que los clusters son con-
vexos e isotrépicos, lo cual no siempre es asi. Responde de manera pobre ante clisters alargados
o variedades con formas irregulares. La distancia cuadratica no es una métrica normalizada, sélo
sabemos que los valores bajos son mejores y que los valores nulos son los éptimos. Pero en espa-
cios multidimensionales, las distancias Euclidianas tienden a inflarse. El niimero de clisters tiene
que darse inicialmente, pues este algoritmo no determina la cantidad de ellos, sino que dada esta
cantidad divide al conjunto en ese niimero buscando los mejores centros posibles.

Asi, dada la dltima desventaja, realizamos algunas pruebas sobre diferentes ntimeros de cldsters
que nuestra capa latente puede llegar a tener. Se corrié este algoritmo teniendo como datos de
entrada a 2,000,000 de modelos codificados. Se probé con valores en nimero de clisters desde 25 a
35, concluyendo con meros criterios cualitativos que la division més adecuada fue con 30 clisters.
En la Figurad.5apreciamos la division del espacio de pardmetros en los 30 clisters, ademés también
apreciamos la localizacién de modelos tipo MSSM, PS y SU(5).

Una vez identificados los 30 clisters, contamos la cantidad de modelos de cada una de las tres
categorias (MSSM, PS y SU(5)) en cada una de las regiones o clisters. Dicho conteo se aprecia en
la Tabla 5.1l Todos estos datos nos permiten hacer un anélisis de la distribucién de modelos en el
espacio latente.

4.4. Analisis del espacio latente

La Tablab.dly la Figura evidencian que en ciertas regiones hay una acumulacién importante de
modelos por categoria. Es importante notar que debemos estudiar la aglomeracién de modelos por
separado de cada categoria, pues cada conjunto de modelos es independiente entre si. Por ejemplo,
no necesariamente podemos reducir los modelos SU(5) en su versiéon supersimétrica al MSSM si
no contamos con los Higgs necesarios, por ende el MSSM no se puede considerar un subconjunto
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Figura 4.5: Espacio latente de pardametros dividido en 30 clisters. Notemos que la numeracién de los mismos
es en orden y en regiones colindantes. También apreciamos la localizacién de los modelos tipo MSSM, PS y
SU(5) en sus respectivos clisters.

de los modelos tipo SU(5). Asi que por cada conjunto (MSSM, SU(5) y PS) buscamos los clisters
con mayor acumulacién de los mismos de manera independiente. A primera vista, pareciera que las
regiones inferiores y las regiones 11, 12, 14 y 14 tienen mayor acumulaciéon de modelos tipo MSSM
y SU(5). Ya con numeros duros directo de la tabla, apreciamos que para el caso de los modelos
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Ri R R3 Ry Rs Reg Ry Rg Ry Rio Rix Riz2 Riz Ris Rys

MSSM 14 0 19 11 9 12 1 3 5 12 8 28 30 26 10

SU(5) 18 10 22 4 17 3 12 1 10 10 17 17 32 35 11

PS 2 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 2 0 0 3

Rie Rir Ris Rig R2o Ra21 R22 R2z3 Ras Ras Rz Ror Ras Rao Rao

MSSM 22 9 10 6 17 6 8 11 7 20 11 15 6 19 7

SU(5) 14 12 2 ) 12 2 ) ) 16 44 10 31 12 51 16

PS 2 0 0 0 2 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0

Tabla 4.1: Conteo de modelos por categoria en cada una de las 30 regiones en el espacio latente.

MSSM, se tiene una mayor concentracion de ellos en las regiones 12, 13 y 14. Para los modelos
tipo SU(5) también se tiene gran concentracién en las regiones 12, 13 y 14 pero ain mayor en
las regiones 25, 27 y 29. Por ultimo, los modelos tipo PS, que son escasos, se agrupan mas en las
regiones 1, 12, 15, 16 y 20.

Tomemos en cuenta que la separacién por regiones de nuestro espacio espacio latente es artificial,
sobre todo porque el nimero de clisters independientes lo establecimos nosotros a mano y de manera
completamente cualitativa. Por otro lado, también apreciamos en la Figura [4.5] que no tenemos una
clara jerarquia en cuanto a densidad de modelos por categoria se refiere. Aprovechando que la
numeracién de las regiones hace corresponder a regiones colindantes con indexacién de ntmeros
consecutivos, consideramos regiones més amplias constituidas por cimulos de regiones dentro de
las 30 ya identificadas. Tomamos entonces cumulos de 5 en 5 regiones, teniendo en total 6 ctimulos,
y en cada uno de ellos ahora contamos el nimero de modelos por categoria localizados alli. Se
presenta una grafica de barras en la Figura con el conteo de modelos por categoria en las
regiones agrupadas de 5 en 5.

Podemos observar de la figura que en las tres categorias el cimulo de regiones 11-15 contiene
el mayor ntimero de modelos, permitiendo asi concluir que si en una extensiéon de este trabajo
se decide hacer una bisqueda aleatoria de modelos en cada categoria de manera independiente,
entonces dicho cimulo tiene la mayor probabilidad de dar una busqueda exitosa. Para el caso de
SU(5) se observa que el cimulo de mayor densidad de modelos de este tipo corresponde al ciimulo
26-30. Asi, para el caso de modelos de tipo SU(5), conviene hacer busquedas en los cimulos 11-15
y 26-30.

En la Figura apreciamos que dentro de cada una de las regiones que localizamos, también
hay vacios de puntos en color gris, indicando que alli no podemos localizar nuestro modelos. Los
valores de los pardmetros en esos vacios grises deberian ser desechados en el caso de que se realice
una busqueda aleatoria en el espacio latente delimitado a una regiéon determinada, pues estamos
seguros de que alli no podemos encontrar por el motivo siguiente. En [7] se hace una biisqueda
de modelos compatibles con el MSSM y cuya geometria de compactificacion es justamente la que
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aqui estamos trabajando, encontrando un total de 300 modelos con estas caracteristicas. En dicho
trabajo, también determinan que el estimado de total de modelos inequivalentes con este orbifolio
es del orden de 107. Considerando que nosotros estamos graficando la parametrizacién de 2,000,000
de modelos con este orbifolio, es decir, el 20 % del total de estos modelos, podemos concluir que la
distribucién de puntos que apreciamos en la Figura [4.5] ya proporciona la forma de la distribucién
puntos para el total de modelos con este orbifolio. Es preciso enfatizar que el conjunto de modelos
considerado aqui para visualizar el espacio latente es un muestreo aleatorio del conjunto total de
modelos con la geometria de compactificacion Zg-1I, pues fueron generados para este trabajo con
el orbifolder, el cual hace una buisqueda aleatoria de modelos con las caracteristicas del orbifolio
que uno le indique.

Es importante recalcar que este trabajo de investigacién es sélo un primer paso, pues a este
nivel sélo se obtuvo la parametrizacién de modelos disponibles con geometria de compactificacién
Ze-11 (1,1). Posteriormente, agrupamos tres categorias de modelos con fenomenologia especifica
(compatibles con el MSSM y con espectro de 3 generaciones de los grupos de norma SU(5) y Pati-
Salam) y los localizamos en el espacio latente parametrizandolos con el autoencoder que entrenamos.
Lo deseable es llevar mas alld este proceso encontrando un mapeo del espacio latente a modelos de
la cuerda heterdtica 4D, pudiendo conocer sus caracteristicas fisicas tales como su grupo de norma.
Esto quiere decir que se busca un método que permitiera tomar un punto arbitrario de la capa
latente y poder contar el numero de raices simples invariantes del grupo de norma 4D por cada
factor Fg del modelo correspondiente. Esto permitirfa clasificar orbifolios mediante la exploracion
del espacio de parametros disponible de la capa latente, facilitando enormemente la bisqueda de
construcciones prometedoras.

Tras un par de dias de ejecucion ininterrumpida, el orbifolder s6lo pudo generar 16 modelos con
espectros inequivalentes con 3 generaciones del grupo de norma Pati-Salam més exdticos vectoriales.
Dichos modelos son posibles con estas construcciones de compactificacién de la cuerda heterdtica,
de hecho, en [24] se obtienen modelos con grupo de norma Pati-Salam 4D, el cual posteriormente
debe ser roto al modelo estandar por medio del mecanismo de Higgs. La poca cantidad de modelos
generados con esta configuraciéon por la busqueda aleatoria del orbifolder nos indica que modelos
tipo PS no se ven favorecidos con esta geometria de compactificacién respecto a las otras dos
categorfas: SU(5) y MSSM.

Este trabajo estd motivado en los resultados obtenidos en [36], donde también se trabaja con
modelos de compactificacion con nuestra misma geometria y en afdn de reproducir los resultados,
utilizamos la misma estructura del autoencoder. Sin embargo, es claro que no logramos reproducir
lo observado en la capa latente por ese trabajo. La distribucién de regiones ocupadas por modelos
Z-11 no se asemejan. Existen multiples razones por las que dicha configuracién no se reproduce. En
dicho trabajo se logré un valor de pérdida minimo de la funcién MSE de 0.013 con una prediccién
correcta en promedio de 16 caracteristicas, mientras que en este trabajo el autoencoder entrenado
alcanz6 una pérdida de 0.015 y una predicciéon correcta en promedio de 14 caracteristicas. Esto
equivale a una prediccién aproximada del 54 % del total de caracteristicas en cada modelo y es
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la mejor precisién alcanzada con la técnica actual aqui presentada. Sin embargo, es importante
enfatizar que este no es todavia el resultado final deseado; se quisiera alcanzar una precisiéon de al
menos el 80 % para tener mayor confianza en la eficacia del modelo de autoencoder.

Expliquemos las razones por las cuales la técnica actual no tuvo un mejor desempeno en la
reconstruccién de modelos con nuestra RN. La primera razén esta relacionada con la complejidad
del modelo para nuestro autoencoder; sélo probamos una arquitectura fija sin variar el nimero de
nodos y capas. En particular, es posible que la eficacia aumente si incrementamos el nimero de
nodos de la capa latente y, en consecuencia, tendriamos que explorar un espacio latente de mayor
dimensionalidad. Al no haber variado la arquitectura de la RN, no podemos asegurar si la que
utilizamos aqui es la 6ptima. Las siguientes razones estan relacionadas con el preprocesamiento de
los modelos, donde éstos son mapeados al espacio de caracteristicas 26 dimensional. Estos vectores
de caracteristicas X tiene algunas ambigiiedades: un modelo de cuerdas 4D es invariante bajo 1)
intercambio entre los dos grupos de norma Eg, 2) bajo ciertas permutaciones de los puntos fijos
(ver Apéndice de [30]). En este trabajo si realizamos un filtrado de modelos asegurandonos que no
hubiera redundancias respecto al intercambio de los FEg, pero no alcanzamos a hacer un filtrado
respecto a la segunda redundancia, por lo que nuestro autoencoder pudo haber recibido modelos
equivalentes y la eficacia del modelo de RN obtenido se pudo ver afectado. Otra redundancia de los
vectores de caracteristicas 26 dimensional se encuentra en que el grupo de Weyl para cada factor
Eg es del orden de ~ 7 x 108. A pesar de que los vectores de caracteristicas X son invariantes
ante las reflexiones de Weyl, se puede dar el caso en que dentro del conjunto de modelos que
utilizamos para el entrenamiento, existan modelos equivalentes ante estas reflexiones, agregando
una redundancia més al proceso de entrenamiento (pues la RN interpreta a dos posibles vectores
equivalentes fisicamente como diferentes). Deshacernos de esta redundancia comparando vector a
vector ante estas transformaciones no parece ser muy deseable debido al orden de dicho grupo. Como
trabajo a futuro también se plantea buscar una solucién éptima a este problema implementando
también técnicas de machine learning, en el ambito de clasificacién, ensenandole a la maquina a
identificar vectores equivalentes bajo reflexiones de Weyl.
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Figura 4.6: Grafica de barras con el conteo de modelos por categoria en ctimulo de regiones de 5 en 5.



Capitulo 5

Conclusiones

El trabajo presentado en esta tesis surge motivado por la enorme cantidad de modelos de cuerdas
con diversas propiedades cominmente apodada ” paisaje de cuerdas”. Recientemente se han aplicado
técnicas para el estudio de diversos aspectos de la teoria de cuerdas [2, 3, [4] [5]. Adicionalmente,
podemos encontrar un compendio con las aplicaciones de dichas técnicas computacionales a la
teorfa de cuerdas en [6]. De nuestro particular interés fue [36], donde utilizando una herramienta
de ML llamada autoencoder, se obtuvo una parametrizacion bidimensional de una gran cantidad
de modelos de teoria de cuerda heterdtica con geometria de compactificacion Zg-11. El objetivo
de este trabajo fue reproducir esos resultados y tratar de identificar regularidades adicionales,
localizando no sélo modelos compatibles con el Modelo Estandar Minimo Supersimétrico (MSSM),
si no también modelos con espectros de materia inequivalentes de 3 generaciones 4D de los grupos
de norma SU(5) o Pati-Salam.

Para entender el marco tedrico de este trabajo, en el Capitulo [ desarrollamos generalidades
de la Teoria de Cuerdas empezando por la teoria bosdnica, en la cual sdlo se tiene un espectro
de particulas bosoénicas. La teoria de cuerdas bosénica se plantea como una generalizacién a la
particula puntual relativista donde, en lugar de considerar la linea de mundo de un punto en el
espacio-tiempo, ahora analizamos la hoja de mundo que trazan objetos unidimensionales (llamados
cuerdas) con cierta longitud. Estas cuerdas unidimensionales pueden ser cerradas (con condicio-
nes de frontera periédicas) o abiertas (condiciones de frontera de Dirichlet o de Neumann) y en
cada caso, la hoja de mundo tiene soluciones a las ecuaciones de movimiento en términos de la
superposicién de modos normales de oscilaciéon. Dichos modos normales se promueven a opera-
dores durante la cuantizacién de la teoria, los cuales generan estados bosdnicos perturbando al
vacio. Para que la teoria sea consistente, se requiere que la hoja de mundo esté inmersa en un
espacio-tiempo D = 26 dimensional. En el caso de la cuerda bosénica cerrada tenemos dos tipos
de modos desacoplados: izquierdos y derechos. La naturaleza requiere también de la existencia de
fermiones, por lo que se debe modificar la teoria de cuerdas bosénica introduciendo supersimetria
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a la respectiva accién. Con esta modificacién, tenemos ahora grados de libertad fermiénicos cuyos
modos normales cuantizados dan origen a estados de particulas fermidnicas. Esta teoria modificada
es conocida como Teoria de Supercuerdas. Para que la teoria esté libre de anomalias se requiere que
el espacio-tiempo de fondo sea D = 10 dimensional. Si dentro de esta teoria nos enfocamos en el
caso de la cuerda cerrada, tenemos 10 modos bosénicos derechos y 10 modos bosénicos izquierdos
desacoplados entre si, de manera analoga al caso de la cuerda bosénica. También contamos con
los pares supersimétricos correspondientes, es decir, 10 modos fermidnicos izquierdos y 10 modos
fermiénicos derechos desacoplados. Para los grados de libertad fermidénicos de la cuerda cerrada
tenemos condiciones de frontera periédicas (condiciones de Ramond, R) y antiperiédicas (condi-
ciones de Neveu-Schwartz, NS), modificando asi la expansién en modos normales. De la teorfa de
supercuerdas se derivan otros tipos de teorfas como la tipo II-A y II-B. La libertad de escoger los
modos derechos e izquierdos de distintos tipos de cuerdas se debe a que los estados de una teoria de
cuerdas bosodnica o de supercuerdas tipo II son el producto directo de estados del espacio de Fock
para modos derechos e izquierdos. La teoria de cuerdas heterdtica aprovecha esa independencia y
combina los modos derechos fermiénicos (que viven en 10 dimensiones) con los modos bosénicos
izquierdos de la teoria bosénica (que viven en 26 dimensiones). En dicha teoria se compactifican
16 modos bosénicos izquierdos (en un toro 7%, por ejemplo) para que haya una correspondencia
entre los 10 modos bosdnicos restantes y los 10 modos fermiénicos derechos. La idea de tener 16
grados de libertad internos es para dar lugar a simetrias de norma y por ende bosones de norma.

En el Capitulo [ se describe el proceso de compactificacion en estructuras toroidales. Aqui
vemos cémo se define un toro de D dimensiones en general, siendo el cociente TP = R/A, donde
A es una reticula generada por una base de vectores D-dimensionales e, de R” y donde ahora los
puntos en el espacio son identificados dentro de la reticula X ~ X +nqeq, no € Z. En nuestro caso,
compactificamos el espacio de los 16 modos bosénicos izquierdos extra en un toro 76 = R /A.
Para que la teoria sea consistente, sélo hay dos elecciones para dicha reticula: las reticulas de
raices Eg x Eg y spin(32)/Zsy. En este trabajo nos concentramos en el caso que A = FEg x Eg.
Hacer dicha compactificaciéon para los modos bosdnicos tiene implicaciones directas sobre la formula
de masa para estados y por ende en el espectro de particulas no masivas. Sin embargo, dicha
compactificacién toroidal conduce a una teoria dotada de N = 4 supersimetrias y, por tanto,
una teoria de norma no quiral. El tratamiento para dicho comportamiento es compactificando en
orbifolios. Estas estructuras se obtienen modificando a toros agregando simetrias discretas. En el
contexto de la teoria de cuerdas heterdticas tenemos inicialmente una compactificacién toroidal
T g & TE & TL16, donde el primer toro compactifica los modos derechos fermidnicos, el segundo a 6
modos izquierdos bosénicos y el dltimo es el toro que compactifica al resto de los modos bosdnicos
izquierdos que dan lugar a las simetrias de norma. Torciendo a dichos toros con simetrias discretas,
tenemos que el orbifolio de compactificacién de nuestra teoria queda como

O=Ty/PRT!/PT}%/G, (5.1)

donde a P se le conoce como grupo de punto y a las isometrias G las llamamos grupo de torcimiento
de norma. Para que en teorias con estas compactificaciones se mantenga una supersimetria no rota,
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el grupo de punto P debe ser un subgrupo discreto de SU(3), es decir, P C SU(3). También se
puede definir dicho orbifolio en términos del grupo de espacio S = {(6,1%)|§ € P,1* ¢ A,k =2,...,8}
como

O=R} r/S®TE /G, (5.2)

de tal manera que un elemento del grupo de espacio s = (0, 1k ) actia en las 6 coordenadas espaciales
a compactificar como

(sX)F=0X) +1* k=3,..,8. (5.3)

En analogia con el caso de las 16 coordenadas de los grados de libertad extra. También en dicho
capitulo mencionamos que el grupo de punto P sélo tiene la opciéon de ser Zy con N = 3,4,6,7,8,12
o bien Zy X Zjys con N miltiplo de M y N = 2,3,4,6. También en el Capitulo[2 se da una primera
clasificacién de dichos grupos con las elecciones de los vectores de torcedura (vy, v, v3) provenientes
de la forma de un elemento 6 arbitrario del grupo de punto. Evidentemente, dicha compactificaciéon
modificada lleva a cambios importantes en los espectros de particulas provenientes de las férmulas
de masa correspondientes. El grupo de espacio es, en general, encajado dentro del grupo Eg x Ejg
por medio del encaje estandar. En este encaje las coordenadas de los modos izquierdos bosénicos
de norma se ven alterados por vectores de traslaciéon y lineas de Wilson. Estas lineas de Wilson y
vectores de traslacion cumplen ciertas caracteristicas dependiendo del grupo de punto con el que se
hace la compactificacién y estdn constrinidas por condiciones que garantizan invariancia modular
en la teoria. También discutimos en este capitulo las peculiaridades inherentes a compactificaciones
con orbifolios con grupo de punto Zs y Zg-11, el primero siendo el que tiene la estructura maés
sencilla y el segundo siendo de gran interés fenomenoldgico por sus aplicaciones fenomenoldgicas
[36L 22, [7].

Después exploramos las generalidades de Machine Learning y vemos brevemente cudles eran
sus tres ramas: ML no supervisado, ML supervisado y ML reforzado. Cada una de sus ramas
con diferentes paradigmas, todas con el objetivo de extraer patrones, tendencias, caracteristicas o
regularidades de un conjunto enorme de datos, facilitando asi su interpretacion. La idea bésica de
ML es construir una Red Neuronal (RN), formada de varias capas de nodos, incluyendo una capa
de entrada y una de salida. Los nodos entre capas estdn conectados por medio de transformaciones
lineales cuyas matrices tienen entradas w(® para la i-ésima capa més la suma de un vector constante
b(®). Para el proceso de aprendizaje, necesitamos contar con datos de entrada y datos de salida o
resultantes, es decir, contar con el resultado a partir de cierto conjunto de datos. Los datos de
entrada se encuentran cuantificados en los nodos de la capa de entrada y el resultado en los nodos
de la capa de salida. Entrenar a la RN significa ajustar los hiperpardmetros w® y b®) para que las
capas de entrada y salida coincidan con los datos de entrada y los de resultado. Este proceso de
ajuste se itera a través de varias épocas hasta que la funcién de pérdida (diferencia entre valores de
la capa obtenidos y los deseados) se minimice. En particular, existe un tipo especial de red neuronal
llamada autoencoder en la cual la capa de salida y entrada recibe los mismos datos, es decir, dicha
red se entrena para reproducir a la funcién identidad. Generalmente en los autoencoder, las capas
de salida y entrada son las que mas nodos tienen y las capas intermedias son simétricas, dejando
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en medio la capa con menor cantidad de nodos llamada capa latente. La idea de un autoencoder
es codificar la informacién que recibe de entrada en menos pardametros con los escasos nodos de la
capa latente.

Utilizando el orbifolder [35], se generaron O(4,000,000) de modelos inequivalentes de orbifo-
lios heterdticos con geometria Zg-11 (1,1), de acuerdo a la clasificacién [19], con combinaciones
consistentes de vectores de traslacion y lineas de Wilson que llevan a fisica inequivalente. Estos
modelos se preprocesaron mapeando esta informacién (64 pardmetros) a vectores de caracteristicas
26-dimensionales (ver detalles en Seccién B.3]) y posteriormente dichos vectores se procesaron con la
codificacién one-hot que reemplaza al vector 26-dimensional en un vector 962 dimensional de puros
ceros y unos. Estos vectores codificados son justamente la capa de entrada de nuestro autoencoder
cuya estructura se detalla en la Figura 310l Con la estructura del autoencoder definida, entrena-
mos a dicha RN con un conjunto de datos de O(1,000,000) de modelos procesados teniendo una
proporcién de conjunto de entrenamiento y prueba de

entrenamiento : validacién = 85 : 15, (5.4)

a lo largo de 5,000 épocas y con un tamano de lote de 2,000. Obtuvimos un valor de pérdida
minimo de 0.15, que corresponde a una prediccién correcta de en promedio 14 caracteristicas de
26, y nos aseguramos de no tener sobreentrenamiento. Recordemos los vectores 26 dimensionales,
sin tomar en cuenta la codificacién one-hot, son la entrada y salida de informaciéon de nuestro
autoencoder. Cada entrada de dichos vectores es una caracteristica cuyo valor numérico cuenta el
numero de raices simples no invariantes que auxilian en el cdlculo de las GUTSs locales y el grupo
de norma 4D Gyp. De tal manera que hemos logrado predecir en promedio 14 de 26 raices simples
en cada uno de los modelos de compactificacién, aproximadamente el 54 % de ellas. Esta fue la
mejor precision alcanzada con la técnica actual presentada en este trabajo. Este no es el resultado
final deseado pues desearfamos alcanzar una precisién de al menos el 80 % para tener una mayor
confianza en la eficacia del modelo del autoencoder. Ahora mencionemos las razones por las cuales no
obtuvimos una mayor eficacia en la prediccién de las cacteristicas de nuestros modelos. La primera
razon esta relacionada con la complejidad del modelo para nuestro autoencoder; sélo probamos una
arquitectura fija sin variar el niimero de nodos y capas. En particular, es posible que la eficacia
aumente si incrementamos el nimero de nodos de la capa latente y, en consecuencia, tendriamos
que explorar un espacio latente de mayor dimensionalidad. Al no haber variado la arquitectura
de la RN, no podemos asegurar si la que utilizamos aqui es la 6ptima. Las siguientes razones
estan relacionadas con el preprocesamiento de los modelos, donde éstos son mapeados al espacio
de caracteristicas 26 dimensional. Estos vectores de caracteristicas X tiene algunas ambigiiedades:
un modelo de cuerdas 4D es invariante bajo 1) intercambio entre los dos grupos de norma FEg , 2)
bajo ciertas permutaciones de los puntos fijos (ver Apéndice de [36]). En este trabajo si realizamos
un filtrado de modelos asegurandonos que no hubiera redundancias respecto al intercambio de los
Es , pero no alcanzamos a hacer un filtrado respecto a la segunda redundancia, por lo que nuestro
autoencoder pudo haber recibido modelos equivalentes y la eficacia del modelo de la RN obtenido se
pudo ver afectada. Otra redundancia de los vectores de caracteristicas 26 dimensional se encuentra
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en que éstos son equivalentes ante reflexiones del grupo de Weyl para cada factor Fg y dicho grupo
es del orden de ~ 7 x 10® de la cual no nos hicimos cargo.

Posteriormente, codificamos un conjunto de 2,000,000 de modelos (ajenos al conjunto de en-
trenamiento y de prueba) con el autoencoder, pudiendo asi observar la forma del espacio latente
para todos nuestros modelos. Utilizando el orbifolder generamos dos grupos de modelos con la geo-
metria de compactificacion Zg-II (1,1) con espectros inequivalentes para modelos con un nimero de
3 generaciones 4D de los grupos de norma Pati-Salam (PS) (16 modelos) y SU(5) (457 modelos).
En [8] se hizo una clasificacién de todas las simetrias de sabor 4D posibles del espectro no masivo
de compactificaciones en orbifolios abelianos, incluyendo roto-traslaciones y toros no factorizables
y se encontraron un total de 121,000 compatibles con el Modelo Estandar Minimo Supersimétrico
(MSSM, por sus siglas en inglés). Accesando al material suplementario de dicho trabajo vemos que
del conjunto total de modelos tipo MSSM se encontraron 363 con geometria de compactificacién
Ze-11 (1,1) y los utilizamos para codificarlos con nuestro autoencoder entrenado. Estos modelos son
compatibles con el MSSM si se cumplen ciertas condiciones, tales como que su grupo de norma
no roto tenga como factor al del Modelo Estandar, que los estados efectivos incluyan campos que
reproducen el espectro de materia del MSSM y que los estados efectivos adicionales sean vectoriales
respecto al factor Ggpr del grupo de norma para dichos modelos (ver mas detalles en la Seccién
[4.4]). Estos tres conjuntos de modelos fenomenoldgicamente interesantes fueron codificados junto
con el conjunto de 2,000,000 de modelos previamente mencionados. La forma en que se ve el espacio
latente la podemos apreciar en la Figura 5.1l

Para identificar cimulos o clisters de modelos en los cuales se agrupen modelos de las tres
categorfas previamente mencionadas, utilizamos el algoritmo K-means de TensorFlow [37] y en total
se establecié un nimero de 30 clisters. Contamos cuantos modelos de cada categoria se encuentra
en cada clister segin la numeracién que apreciamos en la Figura [5.1]y dicho conteo se resume en la
TablaBE.l Concluimos que las regiones 11, 12, 13 y 14 tienen la mayor acumulacién de modelos tipo
MSSM y SU(5). Para el caso de modelos tipo PS, tenemos que se agrupan mayoritariamente en las
regiones 1, 12, 15, 16 y 20. Tomemos en cuenta que la separacion por regiones de nuestro espacio
espacio latente es artificial, sobre todo porque el nimero de clisters independientes lo establecimos
nosotros a mano y de manera completamente cualitativa. También apreciamos en la FiguraG.1l que
no tenemos una clara jerarquia en cuanto a densidad de modelos por categoria se refiere, si podemos
saber cudles regiones tienen la mayor cantidad de modelos, pero podemos ver que en casi todo el
espacio latente podemos encontrar modelos fenomenolégicamente interesantes. Aprovechando que
la numeracién de las regiones hace corresponder a regiones colindantes con indexaciéon de ntimeros
consecutivos, consideramos regiones mas amplias constituidas por camulos de regiones dentro de
las 30 ya identificadas. Tomamos entonces ciimulos de 5 en 5 regiones, teniendo en total 6 cimulos,
y en cada uno de ellos ahora contamos el nimero de modelos por categoria localizados alli. Se
presenta una grafica de barras en la Figura 4.6 con el conteo de modelos por categoria en las
regiones agrupadas de 5 en 5.

Notamos que el grupo de regiones 11-15 tiene el mayor niimero de modelos en las tres categorias,
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concluyendo asi que en una busqueda aleatoria de modelos fenomenolégicamente interesantes, este
grupo de regiones son las mas prometedoras. Para el caso de SU(5) observamos una mayor densidad
de los mismos en las regiones 26-30. También aseguramos que los valores de todos los parametros
se encuentran dentro del dominio que se aprecia en la Figura [B.1] pues hay més de 2,000,000 de
modelos generados aleatoriamente con esta geometria de compactificacién mientras que en [7] se
identificé que en total hay un nimero del orden de 107 modelos con esta geometria, por lo que
estamos apreciando un 20 % de ese total, es decir, un conjunto que si es representativo.

Este trabajo es un primer paso, pues llegamos sélo a localizar las regiones en las cuales, 3
categorias de modelos fenomenoldgicamente interesantes se localizan en el espacio latente y dar
pauta para posibles busquedas en el futuro de modelos fisicos. Como trabajo futuro deseamos
encontrar una manera en la cual podamos mapear un punto del espacio latente a modelos 4D y
analizar sus caracteristicas fisicas, tales como su grupo de norma. Es decir, dado un punto del
espacio latente, nos gustaria poder contar el nimero de raices simples invariantes del grupo de
norma 4D por cada factor Eg correspondiente a ese modelo en la capa latente. Esto permitiria
clasificar orbifolios mediante la exploracién del reducido espacio paramétrico de la capa latente,
facilitando enormemente la busqueda de construcciones prometedoras.

Ri R R3 Ry Rs Rg Ry Rg Rg Rio Rix Riz2 Riz Ris Rys

MSSM 14 0 19 11 9 12 1 3 5 12 8 28 30 26 10

SU(5) 18 10 22 4 17 3 12 1 10 10 17 17 32 35 11

PS 2 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 2 0 0 3

Rie Rir Ris Rig R Ra2: Rz R2z3 Ras Ras Rz Ror Ras Ra2g Rao

MSSM 22 9 10 6 17 6 8 11 7 20 11 15 6 19 7

SU(5) 14 12 2 5 12 2 ) ) 16 44 10 31 12 51 16

PS 2 0 0 0 2 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0

Tabla 5.1: Conteo de modelos por categoria en cada una de las 30 regiones en el espacio latente.
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Figura 5.1: Espacio latente de pardametros dividido en 30 clisters. Notemos que la numeracién de los mismos
es en orden y en regiones colindantes. También apreciamos la localizacién de los modelos tipo MSSM, PS y
SU(5) en sus respectivos clisters.



Apéndice A
El sistema de raices Eg x Eg

Aqui se presenta un breve resumen de los aspectos més fundamentales del sistema de raices de
Es x Es. Este apéndice estd basado principalmente en [23]. El anélisis necesario para determinar el
espectro de estados en un modelo de orbifolio estd intimamente relacionado con los valores propio
o pesos de estados |IW) bajo elementos base H! (I = 1,...,16) del subalgebra de Cartan de Eg x E,

HY W)y =w!|w). (A1)

Los pesos de la representacién adjunta son conocidos como raices. Para Fg x Fg, la representacién
adjunta es la representacion fundamental y representaciones de mayor dimensién son obtenidas del
producto tensorial de la representaciéon adjunta consigo misma. Los vectores de pesos suman cuando
los productos tensoriales son utilizados para formar representaciones con dimensionalidad superior,
entonces, los diagramas de pesos de representaciones de mayor dimensionalidad llenan una reticula
de pesos generada por vectores base del diagrama de pesos de la representacion adjunta. En el caso
de Eg x Ejg, esta es la reticula de raices Ag,xgs. Una base en el espacio de raices puede ser elegido
de tal manera que la reticula de raices Eg puede ser escrita como el conjunto infinito de vectores
8-dimensionales

8
1 1
Ap, = {(nl, wyng), (ng + 308 + 5)\711, ..,ng € Z, ;nz = 0mod2} . (A.2)

Del conjunto anterior notamos que las componentes de un vector de raices Fg dado son todos
enteros o todos medios enteros. Vectores [ en la reticula Ag, que satisfacen [ -1 = 2 (donde el se
supone implicitamente que el producto interior es el euclidiano 8-dimensional) producen las 240
raices no nulas de Eg, que denotamos por eq, ..., e249. Por convencion, tomamos como raices positivas
aquellas e; cuya primer entrada no nula (de izquiera a derecha) es positiva. Una raiz simple es una
raiz positiva que no puede ser obtenida de la suma de dos raices positivas. Existen 8 raices simples
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para Eg, que denotamos por asq, ..., ag. Estas forman una basis de la reticula de raices Eg dada en
(]DD, que alternativamente puede se escrita como

8
AEg = {Z m,a,\ml S Z} . (A3)

i=1

La reticula de raices para Eg x Eg se construye tomando la suma directa de dos copias de Agg, que
distinguiremos por los superindices (A) y (B),

Apaxs = A @A) (A.4)
Asi, un vector en la reticula de raices de Eg x Eg es un vector 16-dimensional que satisface
l=(alp), laedy), Ipedd), (A.5)

donde heos denotado las primeras 8 entradas de [ por [4 y las tltimas 8 entradas. Las 480 raices
no nulas de Fg x Fg estdn dadas por (e;;0) y (0;¢;), donde e; es una de las 240 raices no nulas de
FEs. De manera similar, las 16 raices simples de Eg X Eg estan dadas por aq, ..., @16. Tomando todas
la combinaciones lineales de las 16 raices simples con coeficiente enteros, se recupera la reticula de
raices Apgxpg. Es decir,

16
Apexps = {Z m'o;|m! € Z} (A.6)
i=1

Las 16 entradas de un vector en la reticula de raices (nq,...,ns;ng,...,n16) corresponden a los
valores propios respecto a la base del subélgebra de Cartan de Fg x Eg, que escribimos como
H' (I =1,...,16) y que cumplen con

trr(H H') = X (R)6/, (A7)

donde la traza se calcula sobre una irrep R de EFg x Eg. En particular, la representacién adjunta
(A) corresponde a las 480 raices descritas arriba. No es dificil corroborar de (A.2) que X (A4) = 60,
que es dos veces el valor utilizado tipicamente por los fenomendlogos. Es de particular importancia
el mapeo de las raices «; dentro del subdlgebra de Cartan por

16
H(a;)=> ofH'. (A.8)
=1

De esto, se define un producto interior en el espacio de raices
(ailo) = tralH(os) - H(oy)]. (A.9)

De (A1), se puede calcular que
(Oéi|Oéj> = X(A)Oél s Q. (A.lO)
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Se puede demostrar que el indice de Dynkin X (A)" de la base (A.8) estd relacionado con el indice
de (A7) por X(A) = 2X(A). Entonces los generadores (A8 son més grandes por un factor de 2
respecto a la normalizacién fenomenolégica. La matriz de Cartan de un algebra de Lie esta definida
por

2(ov|oyy)

(aloy) ”
donde 4, j son valores que corren sobre las raices simples. Utilizando (A.10Q)) y el hecho de que oz? =2,
es facil corroborar que la matriz de Cartan (A.11]) se puede calcular simplemente en términos de
los vectores de raices simple 16-dimensionales

Ay = (A.11)

Aij = Q- Oéj. (A12)

En las construcciones con orbifolios, un subconjunto de raices simples de Eg x Eg sobreviven, y
calculando las submatrices de acuerdo con (A.12]), podemos identificar los factores no abelianos en
el grupo de norma que sobrevive G.
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