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Resumen /Abstract

El estudio de la dispersion de ondas de ultrasonido en tejido biolégico es de gran relevancia
para las aplicaciones médicas, sin embargo, resulta ser un problema complicado de estudiar debido
a las diferentes componentes que conforman al medio. Por ello, una primera aproximacion a este
problema es analizar los posibles constituyentes de forma aislada, y suponer que estos presentan
una geometria simple, como lo son esferas y cilindros; con los cuales se busca simular a las lesiones
y fibras del tejido, respectivamente.

Este trabajo se centra en el estudio de dispersores con geometria esférica, los cuales estan
compuestos por un material viscoelastico y rodeados de un fluido viscoso, ademas de considerar
que dichas esferas también puede ser de un material elastico y presentar una coraza viscoelastica.
Esto como parte de la primera aproximacién al problema planteado.

Con este fin, se desarrollaron cédigos computacionales que permiten simular la dispersion
ultrasonica producida por dichos blancos, haciendo uso del método de condiciones a la frontera
para la solucion al problema de la dispersion y el modelo de Havriliak-Negami para la descripcion
de los materiales viscoelasticos. Estos programas se generaron en dos lenguajes de programacion
los cuales fueron MATLAB y Python.

Para su validacion se reprodujeron los patrones de dispersién presentados por Hasheminejad,
S. y Harsini B. (2003); y Hasheminejad, S. y Safari. N (2005), a partir de los cuales se encontr6 que
los programas desarrollados en Python, generan patrones de directividad que concuerdan con lo
reportado en la literatura, mientras que los de Matlab difieren en algunos casos. Ademas, mediante
las distribuciones de presiéon dispersada, se lograron observar algunas tendencias que presentan
los patrones de dispersion debido a los factores de pérdida de los materiales viscoelasticos y a la
frecuencia con la cual se esté incidiendo sobre el blanco.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Justificacion

La solucién al problema de la dispersién ha sido determinado para un grupo limitado de
formas, entre ellos, los cilindros y las esferas. Dicho problema puede ser encontrado cuando se
estudia el cuerpo humano, en especifico cuando se hace uso del ultrasonido con fines médicos. En
esos casos se pueden aproximar los dispersores encontrados en la anatomia humana como cilindros
y esferas. Aunque existen varios modelos que permiten explicar el fenémeno de dispersion no se
logra describir por completo todo el sistema, ya que es dificil obtener mediciones cuantitativas
dado que se desconocen muchos parametros [1], por lo que se puede esperar que al profundizar
en el conocimiento sobre este fendémeno, la informaciéon obtenida de él ayude a maximizar el
contenido diagnéstico de una imagen de ultrasonido.

Este trabajo de tesis se centra en simular el fenémeno de dispersion de objetos esféricos y
de esta forma poder aplicar el conocimiento adquirido en dispersores con geometria similar en el
cuerpo humano, brindando asi una herramienta que permita predecir c6mo sera la interaccion y
qué factores afectan en mayor medida a los ecos recibidos durante el proceso de diagnostico. De
igual manera, se propone la simulaciéon de imégenes de ultrasonido con lo cual se pretende conocer
la eficiencia del método utilizado en la descripcion de la dispersion. A largo plazo se espera que el
proyecto ayude en el diseio de medios de contraste mas eficientes para las aplicaciones que sean
necesarias.

A continuacién se describiran algunos conceptos preliminares que seran utilizados en este
trabajo.

1.2. Ultrasonido Médico

El término ultrasonido se refiere a ondas sonoras con frecuencias superiores al rango
audible, 20 KHz [2]. El uso de este tipo de ondas en la medicina puede entrar en dos categorias: el
diagnostico y el terapéutico. El ultrasonido diagnéstico, es una de las técnicas mas utilizadas para
la obtencion de imégenes de la anatomia humana y emplea un intervalo de frecuencias de 1 a 20
MHz. Por otro lado, el ultrasonido terapéutico emplea frecuencias por arriba de los 500 KHz [3].

1



1. INTRODUCCION

El origen del uso del ultrasonido como una herramienta que permite visualizar la anatomia
humana, viene del principio de ecolocalizacién que utilizan algunos animales para poder conocer
su entorno, esto mediante la emision de ondas de sonido y la interpretaciéon de los ecos producidos
por los objetos que los rodean, debido a su interaccion con las ondas emitidas [4]. Esto aplicado
al ultrasonido diagnéstico se conoce como técnica de pulso-eco. Esta consiste en enviar un pulso
de ondas de ultrasonido, mediante un transductor, que se encuentra en contacto con alguna parte
del cuerpo. Dicho pulso se propaga en el interior del cuerpo siguiendo una trayectoria definida,
durante su propagaciéon se encontrara con cambios de impedancia actstica.

La impedancia actstica es una medida de la resistencia de un material a comprimirse y
descomprimirse bajo la acciéon del pulso de ultrasonido. Esos cambios en la impedancia estan
relacionados con la densidad y la rigidez del material, por consiguiente, tendran una repercusiéon
en la velocidad a la cual se propaga el pulso. La velocidad media de propagaciéon en tejidos blandos
es de 1540 m/s [2].Cuando el pulso se encuentra con un cambio de impedancia, esto produce
ecos, los cuales se emiten en diferentes direcciones, generando un efecto de dispersion. Algunos de
estos ecos, son captados por el transductor, y al analizar su amplitud proporcionan informacion
sobre los elementos con los que interactuaron [5]. La amplitud del eco depende de tres factores
principales: las propiedades de impedancia en la interfaz, la amplitud del pulso cuando alcanza la
interfaz y la energia perdida por el eco en su camino de regreso al detector [2] .

Si se realiza el mismo procedimiento pero modificando ligeramente la direcciéon a la que
es emitido el pulso, es factible obtener informacion sobre un volumen dado [5]. A partir de los
ecos detectados es posible construir una imagen de brillo, también denominada Modo B, en la
que cada punto esti asociado con la posicién relativa de donde se originé el eco, con lo cual, se
puede generar un mapa de las estructuras al interior del cuerpo [6]. El brillo de la imagen estara
relacionado con la amplitud del eco, cuanto mayor es la amplitud méas brillante sera la seccién en
la imagen.

Por lo general, la imagen en modo B se parece mucho a la anatomia que podria verse a
simple vista si el cuerpo pudiera cortarse en el mismo plano. La mayoria de los 6rganos tienen una
estructura caracteristica que da lugar a un patrén de dispersion definido, el cual proporciona gran
parte de la informacion diagnostica contenida en la imagen ecografica [5]. Los limites anatomicos
anormales y las alteraciones en el comportamiento de dispersion de los tejidos pueden indicar
patologias [6]. Por ejemplo, en el higado, los tumores sdlidos dispersan menos que el tejido normal,
mientras que en los tejidos con enfermedades difusas se dispersa més [1].

La formacién de imagenes de ultrasonido implica una amplia gama de procesos fisicos.
Para poder tener una mejor comprensiéon de cémo aplicar el ultrasonido como un método de
diagnostico médico, es esencial adquirir conocimiento sobre ellos, algunos de los cuales son: la
generacion y propagacion de las ondas ultrasénicas en medios similares a los tejidos, ademés de
la reflexién, dispersion, difracciéon y la absorcién de las ondas, junto con el procesamiento de ecos
para crear una imagen reconocible [6].

En la practica, las variaciones en la velocidad de propagacién, impedancia, absorcion y
dispersion, proporciona informacion sobre la estructura del tejido. Esto a su vez se ve reflejado en
la forma que adquiere la imagen de ultrasonido, por lo cual, el conocimiento de los pardmetros
mencionados anteriormente y sus alteraciones ante cambios de frecuencia, temperatura, edad,
patologia, entre otros, es de suma importancia para poder comprender y realizar un uso mas
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1.3 Microesferas viscoelasticas

eficiente del ultrasonido como una técnica de diagnostico [1].

Una de las ventajas de esta técnica para la obtencién de imégenes es que permite obtener
iméAgenes en tiempo real utilizando equipos que pueden ser portatiles, ademés de que es una de
las modalidades de obtencién de imagenes més econémicas y hace uso de radiacién no ionizante
[7]. Entre las desventajas que presenta este método es que la adquisicion e interpretacion llega a
ser subjetiva, puesto que hay una gran variedad de parametros involucrados en el manejo del
equipo [8].

1.3. Microesferas viscoelasticas

Como ya se menciond, el estudio de la dispersién en esferas puede ayudar a la compresion
de la presencia de este fenémeno en ciertos elementos biol6gicos dada su semejanza geométrica,
por ejemplo, las células de tumores mamarios y medios de contraste.

El problema de dispersién por esferas ha sido estudiado tanto para esferas compuestas de
un material elastico [9-11], viscoelastico [9, 12]; esferas con una o dos membranas ya sea elasticas
o viscoelasticas [13, 14], o una combinacion de ambas [15]; asi como esferas con un nucleo elastico
y un recubrimiento viscoelastico [16]. Todas estas variantes de esferas, sumergidas en un fluido,
el cual puede ser viscoso o no. La descripcion de los materiales (elasticos y viscoelasticos) y del
fluido, se abordaran en el Capitulo 2.

1.3.1. Células de tumores mamarios

El cancer de mama en la actualidad sigue siendo un problema de salud publica a nivel
mundial [17]. En México, es la primera causa de muerte en mujeres por cancer [18|. Entre las
modalidades relevantes para la obtencién de imégenes mamarias se encuentra la mamografia y la
ecografia, donde esta tltima es aceptada como el complemento més 1til de la mamografia en el
diagnostico [19], ademés de ser la herramienta principal utilizada en la deteccion de anomalias en
mujeres jovenes menores de 35 afnos [20].

Los avances en el desarrollo del equipo de ultrasonido han permitido mejorar la visualizacion
y caracterizacion de las lesiones mamarias mediante propiedades especificas observadas en las que
son de tipo benignas frente a las malignas [21].

Los tejidos biolégicos son heterogéneos a diferentes niveles [22], al estudiar el fenomeno de
dispersion actstica estos se pueden modelar como fluidos no homogéneos [23]. La presencia de
cancer en un tejido induce un incremento en las heterogeneidades, ya que se presentan cambios
en las estructuras y propiedades fisicas de las células, las cuales se mezclan con células sanas y
modifican la organizacion de este [22]. Por ello, la simulacion de la dispersion de ondas ultrasonicas
de células de tumores permite conocer cuales son los efectos que se apreciaran en la estructura de
los tejidos debido a su existencia y en consecuencia, abre la posibilidad de mejorar la informaciéon
que se obtiene de un imagen de ultrasonido, lo cual puede verse reflejado en un aumento en la
eficiencia y precision de la deteccion de patologias in vivo.




1. INTRODUCCION

Entre los modelos que se han utilizado para simular la dispersion de ondas de células
se encuentra el de R. E. Baddour, et al. (2004) |24], en el cual consider6 que el elemento mas
dispersivo de la célula es el nicleo, debido a que la impedancia actstica media es mayor que la
del resto de la célula, por lo que hizo la aproximaciéon de que esta se encuentra compuesta solo
por el nucleo, ademas de tomar en consideracién que en muchos casos los niicleos de las células
son relativamente isotropico y casi esféricos, por lo que propone modelar la célula como un tnico
dispersor esférico con propiedades mecanicas similares a las del niicleo.

Por su parte, O. Falou, et al. (2006) [25], modelo la dispersion celular de dos formas, la
primera considerando una esfera eldstica que representa al nucleo, el cual esta rodeado de una
capa de un fluido que representa al citoplasma. Mientras que la segunda consistié en tomar en
cuenta la misma esfera elastica para el nucleo, pero la diferencia ahora radicaba en que la coraza
que rodea al nicleo y que corresponde al citoplasma también era elastica.

Finalmente, Timothy E. Doyle, et al. (2007) [22], considero el fenémeno de dispersion
miltiple de las células como si fuera producido por particulas a las cuales les colocoé un nicleo
en su interior, por lo que se tiene una estructura concéntrica nucleo-capa, la cual coloco en un
medio, para asi poder simular el nicleo de la célula, el citoplasma que rodea al nicleo y la matriz
extracelular en la que se encuentran las células, Fig.1.1; donde a cada uno de los componente se
le pueden asignar propiedades de un fluido, un sé6lido o un viscoeléstico.

Onda Incidente Nicleo

I

Fig. 1.1: Diagrama de los procesos de dispersién y estructuras celulares simulados por, Timothy E. Doyle, et al.(2007)
[26].

Citoplasma

Matriz
Extracelular

Dispersion Miltiple

1.3.2. Medios de contraste

Cuando se adquiere una imagen de ultrasonido médico no siempre se obtiene un contraste
notorio entre los componentes de la zona que se esté analizando, lo cual impide obtener informaciéon
que permita realizar un diagnostico, por ejemplo, en el caso de la deteccion del flujo sanguineo,
en las imégenes no se aprecia una diferencia entre la sangre y el tejido, ya que en esos casos las
dispersion actstica es débil [27]. Para mejorar esto, se ha hecho uso de medios de contraste, los
cuales son microburbujas generalmente llenas de un gas. Estas se inyecta en el cuerpo y permiten
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1.3 Microesferas viscoelasticas

10-100

< 10Micréometros Nandmetros

e

Coraza

Fig. 1.2: Estructura de un medio de contraste (microburbuja),imagen tomada de [6].

incrementar la dispersién en las regiones que asi lo requieren y de esta manera aumentar el poder
diagnostico de las ecografias.

El aumento de la dispersiéon del sonido se debe a la compresibilidad del gas que se
encuentra en el interior de la microburbuja y a la diferencia de impedancia acustica presente
entre el contrastante y el tejido circundante [6].

Las microburbujas también pueden contener un liquido o material sélido, pero se ha
observado que las primeras son las méas efectivas. Ademas, los medios de contraste pueden o no
tener una coraza delgada, Fig.1.2, en caso de no tenerla se conoce como microbubujas de gas
libre, las cuales se disuelven rapidamente en el sangre; mientras que aquellas que la poseen, esta
les ayuda a prevenir la disolucion y rotura durante su paso a través del érgano de interés [6].

Para el caso de los medios de contraste con coraza esta debe formarse de materiales que
sean compatibles con el organismo, por lo que comtinmente estan hechas de grasas y proteinas
(albimina) [6], pero también, llegan a estar compuestas por polimeros que le otorgan mayor
rigidez a la microburbuja, ademaés, se puede tener un doble recubrimiento con una capa externa
de material biocompatible y una interna de polimero [20].

El didmetro medio de los contrastantes se encuentra en un rango de 3-5 pm [5], algunas
de las caracteristicas de estos medios de contraste que afectan sus propiedades de dispersién son
su compresibilidad, densidad y tamano; por ello, la variacién de dichos parametros permite tener
microburbujas con diferentes cualidades, por ejemplo, el tiempo de vida y su respuesta a las
seniales de ultrasonido [28].

Como se ha mencionado el comportamiento de los medios de contraste dentro de un
campo acustico depende de multiples factores, entre los cuales se encuentran, la composicion
del contrastante, su tamano, la frecuencia utilizada y la presiéon que inciden sobre ellos, todo
esto conlleva a la obtenciéon de diferentes imagenes. Por lo anterior, es ttil estudiar y simular
como es el cambio de la dispersion ante la variaciéon de los diversos parametros involucrados en el
problema.




1. INTRODUCCION

Cuando el haz de ultrasonido entra en contacto con el contrastante se pueden obtener
comportamientos lineales y no lineales como reaccion ante el estimulo [6]. Por ello, existen dos
formas de modelar la interaccién de las microburbujas y el sonido, las cuales son, la dispersion y
el enfoque dindmico [29], donde el primero de ellos se describe desde la perspectiva de un sistema
cuasi-estatico, el cual considera cambios de amplitudes pequenas y la dispersion total se obtiene a
partir de una suma lineal [30]. Mientras que el segundo, se desarrolla con base en una modificacion
de la ecuacion de Rayleigh-Plesset y toma en cuenta efectos no lineales [27]. Esta parte no sera
desarrollada en este proyecto.

Entre los trabajos realizados para simular la interaccién de las ondas actsticas con los
contrastantes se encuentra el de Ye (1996) [31], donde se modelaron a los contrastantes como
microesferas llenas de gas, rodeadas de albumina (proteina), la cual se comportaba siguiendo la
descripcién de un soélido elastico y se estudié los cambios de la dispersion debido a la variacién en
los espesores del recubrimiento.

La ventaja de utilizar la descripcién de la dispersion es que es mateméaticamente mas fcil
poder introducir las condiciones de frontera relacionadas con el recubrimiento seleccionado para la
microburbuja, ademas de que permite tratar el problema de la dispersion miltiple. Sin embargo,
al ser un modelo lineal, no considera efectos como la posible destrucciéon de la burbuja que se
relaciona con caracteristicas no lineales [29].




1.4 Objetivos

1.4. Objetivos

El objetivo general de este trabajo es desarrollar una herramienta de simulacién de la
dispersién ultrasonica producida por microesferas viscoelasticas al ser expuesta a campos de
ultrasonido médico. Con base en el objetivo general se plantean los siguientes objetivos especificos:

1.- Revision bibliogréfica del problema de dispersion de ondas acisticas de esferas elésticas, asi
como el calculo de su secciéon transversal de dispersion y el patron de dispersion.

2.- Revision bibliografica para la dispersion de ondas actsticas de esferas viscoelasticas y su
comparacion con el caso elastico.

3.- Generalizacion del modelo de dispersion de esferas al problema de esferas compuestas de un
ntcleo elastico rodeado de una coraza viscoelastica.

4.- Simulacién de imagenes de ultrasonido clinico producidas por estructuras con corazas
viscoelasticas.

Esta tesis consta de seis secciones. En el capitulo 2, se presenta la descripcién de un
fluido viscoso y de materiales viscoelasticos. En el capitulo 3, se describe la propagacion de
ondas acusticas en medios homogéneos y no homogéneos. El capitulo 4, plantea dos métodos
diferentes de abordar el problema de la dispersiéon. En el capitulo 5, se exponen los dos sistemas a
estudiar en este proyecto. Por otro lado, en el capitulo 6, se plantea la validacion de los programas
desarrollados y se discuten los patrones de dispersiéon obtenidos. Finalmente, en el capitulo 7 se
presentan las conclusiones del proyecto y trabajos a futuro.







Capitulo 2

Medios acusticos

Una onda es una perturbacion de las propiedades del medio que transmite energia pero no
materia, la cual puede clasificarse en mecénica o electromagnética dependiendo si necesitan de
un medio o0 no, para propagarse, respectivamente. A su vez, las ondas mecanicas se dividen en
longitudinales (compresionales), transversales (de corte) y superficiales [3]. En la categoria de
ondas mecéanicas longitudinales, se encuentran las ondas actsticas, las cuales se definen como
pequenas oscilaciones de presion p(X, t) en un medio actustico [32, 33].

Este tipo de ondas seran abordadas a lo largo del trabajo. En este capitulo, se plantea la
descripcién de los materiales en los cuales se pueden propagar, por ejemplo, los sélidos elésticos y
viscoelésticos, asi como fluidos viscosos y no viscosos.

2.1. Solido Elastico, Lineal, Homogéneo e Isotrépico

Un sélido elastico es aquel que cumple con la caracteristica de que una vez que se elimina
el estimulo que provoca la deformacion, el cuerpo regresa a su estado original de forma inmediata,
de modo que la tasa de aplicacion del esfuerzo no tiene ningun efecto en la respuesta [3]. Por
otro lado, la linealidad implica que la relacion entre el tensor de esfuerzo (o) y el tensor de
deformacion infinitesimal (€) es lineal, por lo que se puede expresar siguiendo una analogia a la
ley de Hooke !,

o = Ce, (2.1)

donde la constante de proporcionalidad C, es conocida como el tensor de elasticidad 2 [3].
Por otro lado, la homogeneidad del medio significa que las propiedades mecéanicas son

las mismas para todas las particulas que lo componen, lo cual implica que el tensor de elasticidad
no tendra una dependencia espacial [3].

'A lo largo de este trabajo, se seguira la siguiente notacién para diferenciar las cantidades tensoriales y
vectoriales, la primeras se escribiran utilizando "bold face", mientras que los vectores se denotardn con un acento
en forma de flecha.

2En este trabajo o y € son tensores de rango 2, mientras que el tensor de constantes de elasticidad C es de
cuarto rango, por lo que se pueden expresar como 0;; = Cijui€r, haciendo uso de la notaciéon de suma.




2. MEDIOS ACUSTICOS

Por tltimo, la condicién de isotropia hace referencia a que las propiedades mecéanicas
del medio seran las mismas sin importar la direccion, lo cual se refleja en la condicion de que el
tensor de elasticidad sea invariante ante cualquier transformacion de base ortogonal [3].

Las suposiciones anteriores permiten que el tensor de elasticidad pase de tener 81 coeficientes
independientes a solo dos, los cuales se conocen como constantes de Lamé, A y u, las cuales tiene
unidades de fuerza por unidad de area. Para un s6lido con dichas caracteristicas la ecuacion
constitutiva tiene la siguiente expresion:

o =Xel+2pue, (2.2)

donde T es el tensor de identidad y e es la dilatacion (e = €11 + €22 + €33).

2.1.1. Constantes elasticas

Las constantes elésticas permiten conocer cudl seré el comportamiento de un sélido eléstico
ante diferentes esfuerzos, entre estos parametros se encuentran:

» Modulo de compresion volumétrica (M), el cual esté relacionado con el cambio por unidad
de volumen de un sélido ante esfuerzos normales.

» Moédulo de corte (G), cuantifica la resistencia de un sélido a deformarse ante esfuerzos
tangenciales.

= Modulo de Young (Y), expresa la razon que existe entre un esfuerzo uniaxial y la deformacion
en la misma direccioén.

» Razon de Poisson (v), cuantifica la razon de la deformacion lateral y axial ante un esfuerzo
longitudinal.

Cuando se tiene un solido elastico, isotropico y lineal, como ya se menciond anteriormente solo
dos de estos parametros son independientes, por lo que se pueden expresar las deméas constantes
en términos de ellos como se muestra en la Tabla 2.1.

) [ Y G v M
VA u)Yg— 2v) | 2 <1i v) N 2(11> g (1 fm(yl)_Y 2)
Govl oo f’;y e 2G(1 + 1) e v 2?(12‘””)
A A 7 W I M A+ g,u

Tabla 2.1: Conversiones de constantes elasticas, para un so6lido elastico, isotrépico y lineal.
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2.2 Fluidos

2.2. Fluidos

Un fluido es aquel material que en su estado de reposo no presenta resistencia a esfuerzos
cortantes, por lo que el médulo de corte es cero, G = 0, en esta definiciéon se consideran a los
liquidos, gases y plasmas, donde la diferencia entre ellos radica en su valor de compresibilidad |3,
34].

Cuando un fluido se encuentra en reposo solo experimenta esfuerzos normales, en especifico
esfuerzos debido a la presiéon hidrostatica, pg, ya que los esfuerzos cortantes provocan que el
fluido se deforme continuamente; por lo que el tensor de esfuerzos, ¢, en un punto del medio en
reposo puede expresarse como [35],

o=—polL (2.3)

Por otro lado, si el fluido se encuentra en movimiento y presenta viscosidad, los esfuerzos
cortantes deben ser considerados, por lo que el tensor de esfuerzo se puede separar en dos
componentes, una que no considera efectos de viscosidad y otra que si los toma en cuenta,

oc=-pl+ao, (2.4)

donde o’ es el tensor de esfuerzos viscosos, el cual esta asociado con la disipacion de energia y
tiene una dependencia con la tasa de deformacion. En este caso, la expresién para la presion
dependera si el fluido es compresible o incompresible, en el primero caso la presiéon se encuentra
relacionada con otras variables termodinamicas como la densidad y la entropia mediante la
ecuacion de estado, p = p(p, s), mientras que en el segundo, la presion es una variable mecénica
independiente [36].

Si ademés se considera que el fluido es lineal, la relacion entre el esfuerzo o’ y la tasa de
deformacion D, se puede expresar linealmente con un constante de proporcionalidad igual al
tensor de viscosidad C. Si el fluido ademas de ser lineal y viscoso, es isotrépico, implicara que
el tensor de viscosidad pasa de tener 81 coeficientes, a solo dos coeficiente independientes, A+
v v, donde el primero de ellos se conoce como coeficiente de dilataciéon viscoso y el segundo
como coeficiente de viscosidad tangencial [36], permitiendo expresar el tensor de viscosidad de la
siguiente forma:

o' =N\, AT+ 2u,D, (2.5)

donde A = D;; se conoce como tasa de dilatacion. Con lo anterior se tiene que la ecuacion
constitutiva para un fluido newtoniano, es decir, un fluido que cumple con las caracteristicas de
ser compresible, isotropico, lineal y viscoso es la siguiente 3:

2
o =|=p—guvA+upAl I+2u,D, (2.6)

3Si el fluido es incompresible se tiene que A = 0, ya que los medios incompresible cumplen que V - ¥ = 0.
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2
donde pyp, = Ay + g,uv es la viscosidad volumétrica.

2.3. Soélido viscoelastico, Lineal, Homogéneo e Isotrépico

Se denominan materiales viscoelésticos a aquellos que presentan cualidades de materiales
elasticos y viscosos |35]. Entre sus caracteristicas se encuentra que la relacién que existe entre el
esfuerzo y la deformacion es dependiente del tiempo, por lo que la deformacién no solo depende
de la magnitud del esfuerzo sino también de la historia con la que se ejercié; ademas de poder
almacenar y disipar energia [35, 37, 38].

Algunos fenémenos que presentan los materiales viscoelasticos son [39]:
= Arrastre o fluencia, esta relacionado con un aumento progresivo de la deformacién ante un
esfuerzo constante, Fig.2.1a).

= Relajacion, el cual consiste en un disminucién temporal del esfuerzo debido a una deformacion
constante, Fig.2.1b).

= Histéresis, cuando se aplica un esfuerzo de manera ciclica, en la curva de esfuerzo-deformacion
se presenta un desfase entre el esfuerzo y la deformacién, debido a la disipacion de energia,

Fig.2.1c).
a) b) £ 4 Deformacian c)
(4] )\Esﬁuerzo A
o, &
b (J
. |

£ A\ Deformaciin

viscoeldstico

viscoeldstico

Viscoelistico ineal

elastico
gy ¢

>
viscoeldstico
relajacion recuperacion

Fig. 2.1: Fenomenos en materiales viscoelasticos: a) Fenémeno de arrastre o fluencia para un material elastico, viscoso
y viscoelastico; b) Fenémeno de relajaciéon para un material elastico y viscoelastico; c¢) Ciclo de histéresis. Imagenes
tomadas de [40].

La caracterizacion de la respuesta viscoelastica de un material se realiza mediante pruebas
de relajacion de esfuerzo, recuperacion de arrastre y respuesta dindmica ante estimulos que varian
sinusoidalmente con el tiempo [35, 41].

Para la descripciéon de los experimentos de relajaciéon y recuperacion se puede considerar
que se aplica un esfuerzo unidimensional cuya dependencia temporal esta descrita mediante la
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2.3 Solido viscoelastico, Lineal, Homogéneo e Isotropico

funcion escalon de Heaviside H(t) y cuya magnitud al tiempo ¢t = 0 es 0g. Para el caso de la
relajacion se considera una deformacion de la forma [39],

e(t) = eo H( 1), E(t) = 2 (2.7)

donde la razon entre el esfuerzo y la deformacion constante, E(t), se le denomina modulo de
relajacion de esfuerzos [39).

En el caso del fenémeno de recuperacion, el esfuerzo se expresa como,

o(t) = oo H(t), J(t) = ﬂ, (2.8)

donde la razén entre la deformacion y el esfuerzo constante, J(t), se define como la complianza
de arrastre [39].

Una manera de comprende la fisica detrds del comportamiento de un viscoeléstico, es
mediante la generaciéon de modelos, por ejemplo, aquellos construidos a partir de resortes y
amortiguadores que representa elementos elasticos y viscosos lineales, respectivamente [39].
Algunos modelos clésicos a partir de resortes y amortiguadores son el de Maxwell, Kelvin-Voigt y
el solido lineal estandar, Fig.2.2.

%

n

o

a) Modelo de Maxwell. b) Modelo de Voigt. c) Modelo del s6lido lineal estandar.

Fig. 2.2: Modelos reologicos: a) Modelo de Maxwell, b) Modelo de Voigt y ¢) Modelo del solido lineal estandar.
Iméagenes tomadas de [42].

El modelo de Maxwell consiste en un arreglo en serie de un amortiguador y un resorte, la
desventaja de este modelo es que no permite describir la respuesta de los materiales viscoelésticos
ante esfuerzos constantes. Por otro lado, el modelo de Kelvin-Voigt se compone de un arreglo en
paralelo de un resorte y amortiguador, la limitacién que presenta es que no permite modelar el
fenémeno de arrastre. Por ultimo, el modelo del sélido lineal estandar es una combinacién de los
dos modelos anteriores y es el modelo mas simple que permite modelar el comportamiento de los
materiales viscoelasticos tanto en experimentos de arrastre como relajacion.

Ademiés de estos modelos, existen otros mas complejos como el modelo de Havriliak-Negami
(H-N), el cual utiliza cinco parametros para poder describir la respuesta dindmica de los materiales

13
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viscoelasticos [43-45]; dicho modelo seré el que se empleard para este trabajo.

A pesar de que los materiales viscoelasticos no se componen de amortiguadores y resortes
y que en algunas situaciones aunque se utilicen combinaciones con méas componentes no es
posible representar con precision el comportamiento real de ellos, este planteamiento es de
utilidad para comprenderlos de forma cualitativa y en algunos casos estos modelos proporcionan
expresiones mateméticas para E(t) y J(t) que pueden usarse para ajustar los datos obtenidos
experimentalmente [39].

Un estimulo que es comtn en los materiales viscoelasticos es el de perturbaciones oscilatorias,
el estudio de esta interacciéon es relevante para el ultrasonido médico, ya que los tejidos biol6gicos
pueden comportarse como materiales viscoelasticos y una forma de determinar sus propiedades es
sometiéndolos a oscilaciones periddicas [46]. Si se aplica un esfuerzo oscilante de la forma [39],

o(t) =opcoswt, (2.9)

donde o es la amplitud del esfuerzo y w la frecuencia angular, la deformacién resultante para un
material viscoelastico se describe como [39],

€(t) = egcos(wt —9), (2.10)

donde se tiene que la respuesta a la deformacion es una oscilaciéon a la misma frecuencia que
el esfuerzo, pero presenta un desfase en un angulo de fase 4, Fig.2.3. Este angulo se denomina
angulo de pérdida [39]. Al expandir la funcién trigonométrica en la respuesta de deformacion, se
obtiene,

€(t) =epcosdcoswt + ersindsinwt, (2.11)

donde el primer término esté completamente en fase con el esfuerzo como ocurrirfa en un material
elastico ideal, mientras que el segundo término contribuye al desfase observado. Si § = 5 entonces

la deformacion estéd completamente fuera de fase con el esfuerzo, el cual es un comportamiento
observado en los materiales viscosos.

0°>6<90°

A A
EAVAR

Fig. 2.3: Desfase esfuerzo-deformacion. Imagen tomada de [47].

Esfuerzo

Deformacion
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2.3 Solido viscoelastico, Lineal, Homogéneo e Isotropico

Si por el contrario se aplica una deformacién oscilante

€(t) = e coswt, (2.12)

se tiene que el esfuerzo puede expresarse como,

o(t) =opcos(wt—9)
=opcosdcoswt + opsindsinwt, (2.13)
=¢ (E'coswt — E’sinwt),

donde la cantidad E’ es una medida de cuan en fase esté el esfuerzo con la deformacion y por lo
tanto, corresponde a la capacidad que tiene el sistema de almacenar energia, es decir, se encuentra
relacionado con la contribucion elastica y se llama moédulo de almacenamiento; mientras que E”,
es una medida de qué tan fuera de fase esta la tension con la deformacion, lo cual se relaciona con
cuanta energia se pude disipar en forma de calor, esto debido a la parte viscosa del material y se
denomina modulo de pérdida [39, 48]. Ademas, el angulo de pérdida se puede expresar mediante
la tangente y los términos E' y E”, como

"

Los mo6dulos de almacenamiento y pérdida, E' y E”, generalmente se escriben como la
parte real e imaginaria de un modulo complejo, llamado modulo dinamico [39]:

E*=FE +iE", (2.15)

algunas expresiones para el médulo dindmico de los modelos presentados anteriormente se
encuentran en el Apéndice A.3. El m6dulo complejo podra representar a algunos de los modulos
de Young (Y), corte (G) o de compresion volumétrica (M), dependiendo del tipo de esfuerzo que
se esté aplicando y estos moédulos adquiriran una expresion compleja dependiente de la frecuencia.

En cuanto a la ecuacién constitutiva que describe a éste tipo de sblidos si se considera que
es lineal, homogéneo e isotropico, su expresion es analoga a la de un soélido eléstico,

o=X\N(w)el+2u"(w)e, (2.16)

con la diferencia de que \*(w) y p*(w) son las constantes de Lamé complejas y con dependencia
en la frecuencia, debido a la forma del moédulo dindmico.
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Capitulo 3

Propagacion de ondas acusticas

Para describir la propagacion de ondas aciistica se debe tener en cuenta que estas imparten
movimiento al medio a medida que se propagan, generandose desplazamientos locales [49]. El
estado de movimiento de un material se puede comprender a partir de conocer su velocidad de
particula y dos funciones termodinédmicas en cualquier tiempo y posicion del espacio [3]. Si el
movimiento de las particulas se presenta bajo condiciones adiabaticas, es decir, las compresiones
y expansiones de la onda son lo bastante rapidas como para que no exista transferencia de energia,
se plantean las siguientes cuatro ecuaciones para explicar la cinemética:

1. Ecuacion de movimiento:

—

. D
V-o+pB :p?:’ (3.1)

el primer término da informacién sobre la fuerzas superficiales; mientras que el segundo esta
relacionado con las fuerzas de largo alcance B, para este trabajo no se consideran fuerzas
de largo alcance, por lo que, B = 0.

2. Ecuacién de continuidad:

PV - 4 =L =0, (3.2)

donde Dt representa un derivada materiall. Si el medio es incompresible, es decir, su

volumen se mantiene constante, se cumple que V - v = 0, por lo tanto, la derivada material
de la densidad seré cero.

3. Ecuacién constitutiva: permite relacionar el esfuerzo con la deformaciéon y adquiere una
forma diferente si se analiza un s6lido o un fluido.

4. Ecuacién de estado: presenta la relacién que existe entre las variables termodinamicas, como
puede ser la densidad, la entropia y la presion.

'La derivada material se define como [34],

D o} -
5= (30).,,. 777 o

donde ¥ corresponde a la velocidad de particula.
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3. PROPAGACION DE ONDAS ACUSTICAS

A partir de las cuales se puede deducir la expresion para la ecuacion de onda en los
diferentes materiales en los que se propaga la onda actstica 2

3.1. Ecuaciéon de onda para un fluido

La ecuacion de onda permite modelar cémo es la propagacion de perturbaciones de densidad
y presion debido a una onda en un fluido. Si se considera que el medio en el que se propagan
las ondas es homogéneo e isotropico, y que tiene una densidad y presion de equilibrio, py y po,
respectivamente. Ademas de que el estado en equilibrio, es un estado en reposo, es decir, la
velocidad de particula es nula, ¥ = 0. La ecuacién de onda puede obtenerse mediante el siguiente
planteamiento.

Si en el medio se presentan perturbaciones de densidad, p’, y presion, p’, es posible definir
el valor total de la densidad, presiéon y velocidad de la siguiente forma:

p(T,t) = po + (T, 1), (3.4)

p(T, t) = po+ p'(T, t), (3.5)

WMF%QWML (3.6)

si las perturbaciones son pequenas:

1P| < po, || < Ppo, 17| < co, (3.7)

donde ¢q es la velocidad de propagacion de la onda en el medio. A partir de estas consideraciones
se pueden reexpresar las ecuaciones de continuidad y de movimiento de la siguiente forma:

La ecuacion de continuidad (3.2), puede expresarse como:

dp' }
T[; oV - ¥ =0, (3.8)

sustituyendo en (3.8) la ecuacion de estado para un fluido (A.4)3 se tiene que,

1 dp

2A lo largo de los siguientes desarrollos no se hara explicita la dependencia de p, p y ¥, pero se supondra que
tiene una dependencia espacial y temporal (T,t).
3Fl desarrollo de la ecuacién de estado para un fluido puede encontrarse en el Apéndice A.1.
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3.1 Ecuaciéon de onda para un fluido

Empleando las ecuaciones (3.1) y (2.6), se obtiene la ecuaciéon de movimiento para esta
clase de fluidos en términos de la velocidad de particula, v, a esta ecuacién se le conoce como
ecuacion de Navier-Stokes para un fluido newtoniano compresible [3],

Dv

1
Ppy = VPT <ub + 3uv) V(V-9)+u V27, (3.10)

Aplicando las consideraciones previas a la ecuacion de movimiento de Navier-Stokes (3.10),
se obtiene la siguiente expresion,

ov

1
poge = -V + <Mb + Mv> V(V-9) 4+ pu V23 (3.11)

3

Si se descompone el vector de velocidad de particula en la suma de dos vectores,

V= VL + v, (3.12)

donde ¥, es la componente longitudinal que cumple que su rotacional es cero, y VT es la
componente transversal que cumple que su divergencia es nula. Sustituyendo (3.12) en (3.11), se
obtienen dos ecuaciones [50]:

ov 4
Po% =-Vp'+ <Mb + m) V(V-¥1), (3.13)
t 3
OV .
00 T —puyV x (V x ¥p), (3.14)

donde (3.13) describe la propagacion de ondas longitudinales y (3.14) la propagacion de ondas
transversales. Al calcular la derivada temporal de ambas ecuaciones y sustituyendo en ellas la
expresion (3.9), se obtiene que,

OQGL 2 2 4 a 2
- youle copoV VL + b+ ghv a(v VL), (3.15)
ov .
Po atT = u V29, (3.16)

donde estas dos expresiones son las ecuaciones de onda longitudinal (3.15) y transversal (3.16), de
amplitud pequenia para un fluido viscoso, en términos de la velocidad de particula. Si el fluido no
fuera viscoso los pardmetros p y pp son cero, y solo se tiene la ecuacién de onda longitudinal,

9271,

Gz cAV2VL. (3.17)
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3. PROPAGACION DE ONDAS ACUSTICAS

Las ecuaciones de onda anteriores se pueden expresar en términos de la presioén utilizando
la siguiente relacion:

ov
_ 3 1
Vp poat (3.18)

3.2. Ecuacién de onda para un sélido

En el caso de la ecuacién de onda para un sélido eléstico, lineal, homogéneo e isotrépico.
Esta se obtiene a partir de conocer la ecuacion de movimiento, la cual se deduce utilizando (2.2)
y (3.1), obteniendo que la ecuacion de movimiento para un solido con estas caracteristicas en
términos del desplazamiento, i, esta dada de la siguiente forma,

921
P o

dicha expresion se conoce como ecuacion de movimiento de Navier [34].

= (A + u)Ve + uV21, (3.19)

Si se descompone el vector de desplazamiento en la suma de dos vectores,

=1+ i (3.20)

donde 1 es la componente longitudinal o de compresiéon, que cumple con que su rotacional es cero,
y 1t es la componente transversal o cortante, que tiene la caracteristica de que su divergencia es
nula. Sustituyendo (3.20) en (3.19) se obtienen dos ecuaciones [50]:

0?1, .
P = (A +20)V(V - 1), (3.21)
Piy
,OW = MV Utg, (322)

donde estas dos expresiones son las ecuaciones de onda longitudinal (3.21) y transversal (3.22)
para un sélido elastico en términos del vector de desplazamiento. En caso de que se trate de un
solido viscoelastico la diferencia radicara en las caracteristicas de las constantes de Lamé.

3.3. Ecuacién de onda para un medio no homogéneo

Hasta el momento solo se ha mencionado cémo es la ecuaciéon de onda cuando esta se
propaga en un medio homogéneo, en general la mayor parte los medios y los tejidos biolégicos
presentan cierto grado de heterogeneidad. Por lo que es necesario conocer como es la ecuacion de
onda para estos casos.

El procedimiento para obtener la ecuacién de onda es analogo al presentado en 3.1, pero
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3.3 Ecuacion de onda para un medio no homogéneo

en este caso ademés de considerar las perturbaciones de densidad y presién generadas por la
propagacion de la onda actstica en el medio, se tienen que tomar en cuenta las que se generan
debido a la falta de homogeneidad. Por lo que se tiene que la compresibilidad, la densidad y la
presion total se expresan como,

(T, t) (3.23)

K(T) = Ko + 0Ke(T) = Re, (3.24)
p(T, t) = po + dpe(T) + p'(T,t) = pe + (3.25)
p(T,t) = po + p'(¥, t), (3.26)

donde k. ¥ dpe son el cambio de compresibilidad y densidad debido a la no homogeneidad del
medio.

En este caso la ecuacion de estado se plantea de una forma mas general que en el caso del
medio homogéneo, para ello se utiliza la ecuaciéon de compresibilidad adiabatica,

_10p
pOp
donde esta expresion relaciona el cambio de densidad y presién de una particula acustica al

propagarse en un medio y de donde se obtiene que las tasas de cambio de la presiéon y densidad
siguen la siguiente relacion,

s, (3.27)

Dp Dp
= 2
Dt~ D’ (3.28)
dp op
[(% + V- Vp] 8t+v Vp, (3.29)

la cual describe la ecuacion de estado para este caso [50]. Si a esta expresion se le aplican los
valores totales de compresibilidad, densidad, presién y velocidad, y se consideran perturbaciones
pequeiias, se tiene que, 4

op’ 0 o
Repe g 8': + ¥ - Vpe. (3.30)
Expresando bajo las condiciones descritas la ecuacién de continuidad, y sustituyendo en

ella la ecuacion de estado (3.30) se obtiene,

4Al analizar el segundo término del lado derecho de la expresion (3.29), se tiene que,
¥-Vp=% -Vpo+ ¥ -Vyp

donde Vpo = 0 ya que po es independiente de la posicién; mientras que ¥ - Vp’ = 0 dado que se trata de un
término de segundo orden.
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/

op
ot

Ke

+V-T=0. (3.31)

En cuanto a la ecuaciéon de movimiento si se considera que el medio es no viscoso se tiene
que,

ov

pea + Vp’ =0. (332)

Derivando temporalmente (3.31) y sustituyendo (3.32)

0%p 1
KIEW =V- <pev p,> 5 (333)

para finalmente obtener la ecuacion de onda se debe anadir de ambos lados de la igualdad, la
ecuacion de un medio homogéneo,

Ke — Ko\ 0%p Pe — Po 5 1 0%p
— | ==+ V- Vp| =Vp— =—%= 3.34
P(mo( p” >6t2+ K - P p 2 92’ (3.34)
definiendo
Ke — K —
Ve = . 07 Yo = Pe po’ (3'35)
) Pe
se tiene que,
Vs 0% p o 13%p
- +V - WVp=Vp—-——= 3.36
Cg atg + [79 p] p C% 8t27 ( )

donde en el lado derecho de la expresion se presentan los términos de la ecuaciéon de onda para
un medio uniforme, mientras que del lado izquierdo se encuentran los términos que corresponden
a una fuente de radiacién, que representan la dispersion de energia debido a las caracteristicas no
homogéneas del medio [50].

3.4. Impedancia actustica

Un concepto relevante en la descripcién de la propagacién de ondas actsticas en presencia
de dos medios con diferentes propiedades acistica es la impedancia. La cual se define como la
razoén entre la fuerza acustica total a una frecuencia dada que acttia en un area especifica y la
velocidad de particula a esa misma frecuencia [50],

(3.37)
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3.5 Intensidad y potencia acustica

Al expresar (3.37) en términos de la presion se obtiene la impedancia acustica especifica,

kel
—~

T,w)
T

= G0 (3.38)

yw) |

En el caso particular de que la onda actstica que se propaga es armoénica, plana y que el
medio es no viscoso, la fuerza total, la presiéon y la velocidad se pueden escribir como fasores, en
dicha representacion se obtiene que el fasor de velocidad (¥) se describe como [50]:

P .
f
Po €o
donde pg vy ¢o son la densidad y la velocidad de propagaciéon en el medio y 7 es el vector unitario
en la direcciéon de propagacién. Por lo tanto, la impedancia actstica se puede expresar de la
siguiente forma:

(3.39)

v:

Z = Zo = po o, (3.40)

la cual se conoce como impedancia caracteristica del medio.

3.5. Intensidad y potencia acfstica

Ademaés de la impedancia acustica, existen otros conceptos importantes en la descripcion
de la propagacion de ondas actusticas, lo cuales son la intensidad y la potencia. Para obtener sus
expresiones se debe conocer como es la energia del medio en el que se propagan las ondas. Al
considerar un volumen arbitrario V a través del cual se propaga una onda, la energia total en V
aumenta, debido al incremento de la energia cinética y potencial de las particulas actsticas que
se encuentran en ¢l [50].

La energia total en V, se pude obtener a partir de considerar un diferencial de volumen
0 V; en el cual la energia cinética, d Exg, estd dada por,

.
SExg = on\v|26V, (3.41)

mientras que la energia potencial, 0 Epg, se puede determinar a partir del trabajo hecho por la
presion para realizar un cambio en el volumen; por lo que, d Epg se expresa como,

2
dEpg =

SOV (3.42)

2po c§
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3. PROPAGACION DE ONDAS ACUSTICAS

Por lo tanto, la energia total en dicho diferencial es:

O0E =0Exg + dEpg

= V.
9 [00|V| + 2[)00(2):|
Finalmente integrando sobre todo el volumen V se obtiene la energia total,
E(T, t) /1[ 92 + v ]5\/ (3.44)
I, = — |po|V . .
v 2 2p0 ¢§

A partir de ella se expresar la potencia actstica, W, como la relaciéon de la energia total que fluye
a través de V, es decir,[50]

OE(T, t)
ot
donde al sustituir (3.44) en (3.45) y hacer uso de la ecuacion de movimiento y el teorema de
Gauss se llega a que,

W(t) = (3.45)

W(t) = /S p¥- ndS, (3.46)
0

donde Sg es la superficie que rodea al volumen V y 1 es un vector unitario normal a la superficie
que apunta en direccién hacia afuera de la superficie.

A la cantidad vectorial p¥v se le conoce como intensidad instanténea T( T, t), que se define
como el flujo instantaneo de energia por unidad de area que fluye fuera de la superficie dS [50].
Si se considera una onda armoénica plana para un medio no viscoso, el promedio temporal de la
intensidad est4 dado como [50]:

—il
I

. 4
B (3.47)
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Capitulo 4

Dispersion

Como se menciono6 en el Capitulo 3, la propagacion de las ondas puede ocurrir en medios
homogéneo o no homogéneos. Cuando la propagacion ocurre en un medio que presenta variaciones
espaciales de impedancia actstica, como es el caso de los tejidos biologicos, se presentan dos
fenémenos importantes, la absorcion y la dispersion, los cuales estan relacionados con la pérdida
de energia de la onda, y a la combinacién de ellos se le denomina atenuacion.

El primero de estos fendmenos consiste en una transformaciéon de energia acustica en otro
tipo de energia como puede ser calor, energia quimica o luz [3]. Mientras que el segundo, radica
en un redireccionamiento de energia de la onda, donde dicha energia aparece comtiinmente en una
direccién diferente a la incidente, Fig.4.1; la reflexion y la refraccién se encuentran descritos como
casos limites de la dispersion |1, 3. El fenémeno de dispersion seré el tema clave a lo largo de
este trabajo.

Ondas dispersadas A

Onda incidente I 0
z

v

Fig. 4.1: Dispersion de una onda debido a un cambio de impedancia acustica, donde z; es la impedancia del medio
circundante y zo la impedancia del dispersor esférico, con z1 # z2 [6].

La dispersion puede clasificarse con relacion a la distribucion de los dispersores en el medio
y también conforme a la relaciéon que guarda el tamanio del dispersor con la longitud de la onda
incidente. De acuerdo con la primera clasificacion se puede presentar dispersion tnica (single
scattering) o multiple (multiple scattering) Fig. 4.2 [51].
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4. DISPERSION

— (O

a) Dispersion tnica b) Dispersién multiple

Fig. 4.2: Tipos de dispersion [51].

Para la segunda clasificacion, se considera la dimensién mas grande del dispersor, a, y se
compara con la longitud de la onda incidente, A, de donde se tienen los siguientes casos [52]:

Si a<< A, se conoce como dispersion de Rayleigh,

Si ax A, se presentan efectos de difraccion y refraccion,

= Sia 2 A, se tiene dispersion de Mie,

Si a> A, se observa reflexion especular.

Durante este trabajo la palabra dispersion o esparcimiento (del inglés scattering) no debe
confundirse con la palabra dispersion (del inglés dispersion) la cual se refiere a la dependencia de
la velocidad de fase con la frecuencia.

4.1. Meétodos para la solucién del problema de dispersion

Estudiar el problema de dispersion para sistemas biologicos es complejo, ya que la estructura
también lo es, por ello una primera aproximacién para la solucién de este problema es considera
que la onda actstica que incide sobre el dispersor es una onda armoénica plana y que los dispersores
tiene geometrias simétricas y simples [50].

Existen dos métodos principales para resolver el campo de presion dispersado debido a la
falta de homogeneidad en el medio, el método de condiciones de frontera y la funcion Green [53],
los cuales seran abordados a continuacion, para el caso de dispersores con geometria esférica.

4.1.1. Condiciones de frontera

El método consiste en suponer que la ecuaciéon de onda para un medio homogéneo es valida
tanto dentro como fuera del dispersor, donde su solucién se obtiene al utilizar condiciones de
frontera para la superficie del dispersor. Ademas de ser 1til si se conocen las caracteristicas del
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4.1 Métodos para la solucién del problema de dispersion

dispersor, y en especial cuando se tiene una geometria simple. La desventaja del método es que no
es aplicable para dispersores con una composicion no uniforme o que su forma sea irregular [53].

El sistema para el cual se busca conocer la presiéon dispersada esta compuesto por una
onda plana armoénica que incide sobre un dispersor esférico de radio a, Fig.4.3.

Onda plana
incidente
Dispersor
kl 7
-
Po Ko p(7,0)
Medio de
propagacion Punto de_ i
observacion

Fig. 4.3: Onda plana incidente en un dispersor esférico.

Al sustituir la expresion para la onda plana armonica en la ecuacion de onda, esto lleva a
la ecuacion de Helmholtz, por lo que este método busca expresar su solucién,

V2p(T) + k2 p(T) =0, (4.1)

en términos de una serie infinita de polinomios ortogonales, para posteriormente imponer con-
diciones de frontera adecuadas en la superficie de dispersor para encontrar los coeficientes de
expansion [50].

Debido a la geometria del dispersor, la solucién para la ecuacién de Helmholtz puede
plantearse mediante el método se separacién de variables de la siguiente formal:

ps(f) = R( r)@(9)®(¢)7 (4'2)

si se considera que el origen del sistema se encuentra en el centro del dispersor, Fig.4.3, el sistema
cumple con tener simetria azimutal, es decir, el campo en cualquier posicién T, es independiente
de ¢, por lo que la solucién a dicha ecuacion se reduce a solo dos variables, lo que permite resolver
un problema en dos dimensiones,

ps(T) = R(1)O(0), (4.3)

al sustituir esta expresion en la ecuacién de Helmholtz en coordenadas esféricas, se obtienen

1E] factor e relacionado con la dependencia temporal, no se denotara explicitamente a lo largo del desarrollo,
pero si se tomara en consideracién.
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4. DISPERSION

dos ecuaciones una que dependeré de posiciéon radial y otra con dependencia angular y cuyas
soluciones se describen en el Apéndice A.2 y estan dadas por (A.15) y (A.17).

Al sustituir estas expresiones en (4.3), se tiene que la presion dispersada puede ser descrita
como,

o
Ds(T) = ) [Anjn(kr) — i Bunp (k)] Py(cos0), (4.4)
n=0
donde A, y B, son los coeficiente de expansion, j, es la funcién esférica de Bessel, n, es la
funcién esférica de Neumann y P, son los polinomios de Legendre. Los valores de los coeficientes
de expansion se obtienen haciendo uso de las condiciones de frontera en la superficie de la esfera,
las cuales dependen de las caracteristicas del medio circundante al dispersor y este mismo.

4.1.2. Funcion de Green

Este método permite estudiar problemas con distribuciones de dispersores més complejos
que el método anterior, ya que obtiene la solucién a la ecuacién de onda primero para un dispersor
puntal, y posteriormente se realiza la suposiciéon de que se tiene una fuente que estd compuesta
de varios dispersores, por lo que, para obtener la contribuciéon total del campo dispersado, se
suman cada una de las contribuciones de los dispersores mediante una integral sobre el volumen
de la fuente.

El planteamiento de este método considera un volumen de dispersion Vg4 con forma
arbitraria el cual estd descrito por la propiedades actsticas p. v ke, las cuales puede variar dentro
de dicho volumen, ademas de suponer que Vg se encuentra rodeado por un medio infinito con
constantes pg y ko, Fig.4.4 [50].

Onda incidente

Dispersor

Punto de Po, Ko
observacion

Fig. 4.4: Diagrama para la solucién del problema de dispersién mediante el método de la funcién de Green [50].

Para encontrar la presién acistica dispersada se utiliza la ecuaciéon de onda no homogénea
(3.36), y por conveniencia el término de las fuentes de radiacion se denota como f(T,1),
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4.1 Métodos para la solucién del problema de dispersion

2 1 8213 =
donde
o WP o
f(T,t) = 290 [V pl. (4.6)

Lo siguiente es aplicar la transformada de Fourier a (4.5), para obtener la ecuaciéon de
Helmholtz no homogénea,?

Vip+k°p=—F(T,w), (4.7)
donde

F(¥,w) =v%k’p— V- [7,V . (4.8)

Por otro lado, la ecuacién de Helmholtz en términos de la funcién de Green, tiene la
siguiente forma,

V2 G(T| o) + k* G(T| 7o) = —0(T — 1) (4.9)

w
Tanto en (4.7) como en (4.9) el término k = —, es el nimero de onda del medio circundante.
Co
Al multiplicar por G y F las expresiones (4.7) y (4.9), respectivamente y luego restar las
ecuaciones y finalmente, integrar sobre un volumen V que contenga al volumen V, y utilizando
el teorema de Green 3, se obtiene que la expresion integral para la presion total,

. dp  9G o\
p(T,w) = G—=—-—p5| dSo+ G(7|10)F (10, w) dVo, (4.11)
S 8n - 8n Vs

donde el subindice 0 indica que las integrales se estan realizado respecto a ry. Como se ha hecho el
supuesto de que el medio que rodea al volumen de dispersores es infinito, la integral de superficie
puede simplificarse al considerarse, un volumen esférico el cual cumple que R — o0, por lo que
la contribucién de la dispersion en la superficie es minima, pero si se considera que la presion
incide desde oo esta serd constante en la superficie, por tanto la integral de superficie se considera

2La transformada de Fourier de la presién se denotara como p = p(T,w), mientras que la transformada del
termino fuente se representara como F = F(T,w).
3Teorema de Green:

oB  0A] . 2m  mod
/S{A%—B%} ds_/v[AV B — BV*A] dv, (4.10)

donde s es la superficie del volumen v, y n denota la normal a la superficie s.
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como el campo de presion incidente [53],

p(¥w)=pi+ [ G(T]10)F(h,w)dVo, (4.12)
Vi

utilizando que p = p; + ps, se tiene que la presion dispersada se expresa como,

pe= [ GIT|5)F(f,w)dVo, (4.13)
Vs

pe= | (B () G(H| ) — V- [3,(70)9 5] G(T| )} Vo (114)

Vs
el segundo término de esta integral puede reexpresar utilizando la siguiente propiedad V - (al;) =
b-Va+ aV - b, donde al segundo término de la nueva expresion se le puede aplicar el teorema de
Gauss para obtener una integral de superficie, pero dado que la superficie no contiene componentes
no homogéneos esta integral sera cero, quedando la siguiente expresion para la presion dispersada,

Pe= /V [ (£0)K p(50) G(F| o) + 7,( ) [V C(T| o) - Vp()]} dVo,  (4.15)

como ambos términos de la expresién dependen de p, es necesario utilizar aproximaciones para
evaluar la presion dispersada.

Una de las aproximaciones que se realiza para este método es considera que la dispersién
es débil, lo cual implica que la presién incidente serd mayor que la dispersada, por lo que la onda
incidente es casi constante a lo largo de su paso por el volumen de dispersiéon, a esta aproximaciéon
de se le conoce como aproximacién de Born; dicha consideraciéon permite ignorar la dispersion
multiple que puede ocurrir en el sistema [50].

Otra aproximaciéon que se realiza es considerar que el punto de observaciéon se encuen-
tra suficientemente alejado del volumen de dispersion, lo cual permite utilizar una expresion
aproximada para la funcion de Green [50],

G(T|1y) = Hl __¢tklIT=Tol
47|T — Tl (4.16)
b k)
4rr ’
cuyo gradiente es
V G(T| 1) ~ ikt G(¥| 1)), (4.17)

donde T es un vector unitario en la direccién de observacién T.

Si se considera que la onda incidente es una onda plana, la presion y su gradiente se
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4.1 Métodos para la solucién del problema de dispersion

expresan como,

pi = pie” kD), Vp;i = ikp; Ti. (4.18)

Sustituyendo las expresiones para la funcion de Green y la presion en (4.15), y considerando
que el angulo formado entre la direcciéon incidente y la de observacién es g, el cual se conoce
como angulo de dispersion, se tiene que la presion dispersada es,

—zk rk,2

&(?7 fz) = pz Arr

/ {7x(10) + 7,(1H) cos O }e’kro(r rZ)dVO, (4.19)

también se puede definir un vector de dispersion, ks, cuya magnitud esté relacionada con el
adngulo de dispersion,

ky = k(T — f7), 1 Ky| = kg = 2ksin%. (4.20)

Sustituyendo el vector de dispersion en la presion dispersada, se obtiene,

Lo e~ tkrp2 N
ps(T, ks) = pi———O(ks), (4.21)

- T

donde

k_Q

@(ES) An

/ {7 (T0) 4+ 7, (T0) cos B} e 10" ks dVy, (4.22)
describe la distribucién angular de la presion dispersada. Estas expresiones describen el campo
de presiéon dispersado por una onda plana que incide sobre un regién no homogénea, cuando se
consideran la aproximaciéon de Born y un punto de observacién lejano.

Si se considera el caso particular de dispersores esféricos, cuyo radio a es menor que la
longitud de onda, es decir, ka < 1, y su compresibilidad y densidad son constantes en el volumen
de dispersion, la presion dispersada puede expresarse como [54]:

efik rk2

ps(T) =pi a7

donde < 7, >y <7, > son los valores promedios de 7, y 7,, respectivamente.

{< 7>+ <7, > cosbs}, (4.23)
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4.2. Seccién transversal de dispersion

Una forma de relacionar la teorfa de dispersion con la parte experimental, es mediante las
secciones trasversales. En general, estas se utilizan para vincular mediciones de potencia acistica
con la estructura y composicion del medio que se estd modelando [53].

La seccion transversal total actstica (o), se define como la potencia incidente que se
pierde debido a las interacciones con el medio, entre la intensidad incidente y es la suma de las
secciones trasversales de absorcion (o,) y dispersion (o) [1, 53],

i (4.24)

la cual posee unidades de area.

De manera analoga se define la secciéon transversal de dispersion,

o5 = (4.25)

Ws
L

En el caso de la dispersiéon de Rayleigh, la potencia dispersada es proporcional a la sexta
potencia del tamano del dispersor e inversamente proporcional a la cuarta potencia de la longitud
de onda, es decir [6]:

— =aSf (4.26)

Cuando se coloca un detector de apertura finita lejos del volumen de dispersion, solo se
obtiene informacién sobre una fraccién de la potencia total dispersada. Es decir, se obtiene la
seccion transversal diferencial de dispersion,

_dos

Odis = a0’

donde df2 es el diferencial de angulo so6lido, esta seccién relaciona un diferencial de la potencia
dispersada, dWg = I, dA, con la intensidad incidente.

(4.27)

Al considerar un dispersor con geométrica esférica, el diferencial de area puede escribirse
en términos del 4ngulo solido (72 dQ) [53], por lo que la seccién transversal diferencial para un
dispersor esférico es,

B L2 dQ B I, r?
E R P To B P

lo cual describe como es la distribuciéon angular de la potencia dispersada.

(4.28)

Esta distribucién de potencia angular puede ser observada mediante los patrones de
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4.2 Seccion transversal de dispersion

dispersion, los cuales son diagramas polares, donde se aprecia cuales son las direcciones preferentes
en las que ocurre dispersion, por ejemplo, si observan l6bulos en la direccién en la que se propaga
la onda incidente se dice que hay dispersién hacia adelante, si por el contrario hay lébulos en la
direcciéon contraria a la onda incidente se tiene retrodispersion.

Los patrones formados guardan relacion con la longitud de la onda incidente y el tamano
de los dispersores. Por ejemplo, cuando la longitud de onda es pequena en comparacion con el
didmetro de la esfera, la mayor parte de la onda incidente se refleja como retrodispersion, con
poca propagacion en la direccion de la onda incidente, por el contrario cuando la longitud de onda
es grande, la reflexion se ve disminuida por la interferencia entre las ondas, pero la contribuciéon a
la dispersion hacia adelante mejora [51], lo anterior se puede apreciar en la Fig.4.5.

Onda incidente

Retrodispersion

GG

Longitud de onda corta

Longitud de onda media Dispersién hacia
adelante

Longitud de onda grande

Fig. 4.5: Patrones de dispersion, para distintas relaciones entre la longitud de onda y el tamano del dispersor. Imagen
tomada de [51].

A partir de la seccion transversal diferencial de dispersion se puede obtener el valor total de
esta, integrando sobre toda la superficie del dispersor, en especifico para el caso esférico, cuando
la esfera tiene un radio a, la seccién transversal total de dispersion es,

2 T 7 42

1
Us_/UdisdQ—/ / S_a
o Jo L

la cual se interpreta como el drea normal al haz incidente que intercepta una cantidad de potencia
incidente igual a la potencia dispersa [53].

sinf df do¢, (4.29)
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4.3. Presion incidente

Como se mostr6é anteriormente, el campo de dispersion se encuentra en funciéon de la
presion incidente, por lo que es necesario conocerla. En los equipos de ultrasonido, esta presiéon es
generada por un transductor, por ello su valor dependeréa de los parametros de operacién, como
son la geometria y la frecuencia de emision del transductor, pero también de las propiedades
acusticas del medio.

Para calcular el campo producido se necesitan dos elementos importantes, el primero es la
ecuacion de onda en la cual se concentra la informacién sobre las propiedades aciistica del medio
donde se propaga la onda, y el segundo son las condiciones de frontera, que estan relacionas con
como es el campo que se produce justo en el fuente, debido a la forma del transductor [3].

Existen dos métodos que permiten obtener la expresiéon del campo producido por un fuente
los cuales son: el método analitico que consiste en resolver la ecuacién de onda para las condiciones
de frontera de la fuente y el método del espectro angular. El desarrollo de ambos métodos se
presentara a continuacion, y se partira de las suposiciones de que la propagaciéon de la onda es
lineal y que ocurre en un fluido isotrépico, homogéneo y no viscoso. Ademés de que la derivacion
estara en términos del potencial escalar de velocidad el cual cumple con siguientes relaciones:

V(T, t) = —Vo(T, t), p(T, t) = p= (T, t). (4.30)

4.3.1. Meétodo analitico

El desarrollo de este método es similar al utilizando para determinar la presiéon dispersada
mediante la funcién de Green, 4.1.2. Este método parte de definir la ecuacién de onda no
homogénea, y calcular su transformada de Fourier para obtener la ecuacién de Helmholtz,

1 9% 3 o
2oe ~ Ve=-fE, (V2 + k%)@ = —F(F,w), (431)

donde f(T, t) representa la distribucién espacial de una fuente .

El problema consiste en determinar la distribuciéon del campo producido por una fuente
arbitraria que se encuentra dentro de una superficie Sy, Fig.4.6

“A lo largo del desarrollo se considerara que ¢ = ¢(¥, t) y que & = O(T, w)
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Vector normal a
la superficie

Distribucién de
fuentes

Punto de =
observacién .-

o]

So

Fig. 4.6: Geometria del sistema analizado para obtener el campo actstico mediante el método analitico [50].

Al utilizar la funcién de Green se obtiene la siguiente expresion para el potencial de
velocidad, la cual es analoga a la expresion (4.11),

- o\ 0P 0 G(T|1¢ o .
O(T,w) = / [G(r| ) — <I>(|O)] ds + G(¥| o) F (10, w)dV, (4.32)
So on on Vo
donde la integral de superficie esté relacionada con las contribuciones al campo actstico debido a
las fuentes que se encuentran en la superficie Sy, mientras que el término de volumen contiene la
contribucion al campo debido a las fuentes que se encuentran dentro de Sp.

Si se considera que las fuentes se encuentran en la superficie, Fig.4.7, la expresion anterior
se puede simplificar,

N L .\ 0P 0 G(T|10)
O(T,w) = /SO [G(r\ ro)@n o o ds, (4.33)

donde se obtiene que dada un fuente con forma arbitraria, el potencial puede determinarse a
partir de las condiciones de frontera, ya que al estar las fuentes en la superficie esto implica que
el comportamiento de la fuente sera parte de las condiciones de contorno [3].

Fig. 4.7: Representacion de las fuentes en la superficie Sp.

Se pueden especificar dos tipos de condiciones de frontera [3]:
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= Condicién de Dirichlet: en esta condicién de frontera se cumple que,

oG
[&J ) 40, (4.34)

lo cual implica que se debe de conocer el valor de ® en Sy. Si se tiene una onda armoénica
esto equivale a conocer la distribucion de presion en la superficie.

= Condicién de Neumann: en esta condiciéon se cumple que,

[Gls, #0, [8(}

Rl - 4.
anLO 0, (4.35)

0P
por lo que es necesario conocer o en Sp, de (4.30), se tiene que esto es igual a la velocidad
n

normal, por lo que se necesita conocer la componente normal de la velocidad de particula,
es decir, se necesita conocer qué tan rapido oscila la fuente.

Para encontrar la funcién de Green que satisfaga las condiciones de frontera tanto de
Dirichlet como de Neumann, esta se obtiene mediante el método de imagenes Fig.4.8, de donde
se tiene que,

Punto de observacién

N
|E //
e

. x/ ‘R

R/

,/E |

e
& .

Fuente puntual

Fuente puntual
imaginaria

Frontera

Fig. 4.8: Geometria utilizada para el método de imégenes.

1 efikR efikR’ 1 efikR efikR’
_ 1 _ _ e 4.
Gp 4%( R’ R )’ R R iy (4.36)

donde Gp satisface la condicién de Dirichlet y Gy la de Neumann. Sustituyendo las condiciones
de frontera en (4.33) se obtienen la siguientes dos expresiones:

1 e—ikR 1 R
2 - i — ? 4.
Op(T,w) 5 /Sotb B (zk:—i— R) cos(n,R) dSo, (4.37)
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1 e kR 9o
il ~—=4s 4.38
2 So R oOn 0 ( )
a las cuales se les conoce como ecuaciones de difraccion de Rayleigh-Sommerfeld en el dominio
de Fourier. Para expresarlas en el dominio del tiempo se hace uso de la transformada inversa de

Fourier obteniendo que,

(I)N(?aw) =

1)? o AN iwd
Dp(F, t) ~ <> / / cos<ﬁ,R)&e—W<t—R/CO> dw dSp,
2m So J—o0 colR (4.39)
1 P (t — R/ C()) A .
~— R) dS
2w /So £0 C()R ( ) o
Y
7zw (t—R/co)
DN (T, t) < > / / 8—(pdwdSo,
2w/ s, on (4.40)
L[ wl(t-R/ W, s
27'(' So R ’

donde t— R/ ¢ es el tiempo de retardo, que es el tiempo que le toma a la onda llegar a la posicion
R con una velocidad cg desde la fuente. Estas expresiones son validas cuando se cumple que el
punto de observacion es tal que R >> \/27 y la superficie donde esta la fuente es plana.

La expresion (4.39) se conoce como ecuacion de superficie de liberacion de presion, mientras
que (4.40) se conoce como la integral de Rayleigh la cual implica que se puede conocer el potencial
de velocidad en un punto cualquiera si se conoce como es la componente normal de la velocidad
en el plano de la fuente.

4.3.2. Meétodo del espectro angular

Este método permite derivar el campo actustico producido por una distribucién bidimen-
sional de una fuente plana, mediante las suposiciones de que la fuente es monocromatica, que
la distribucién de campo generado esta a lo largo del eje 3 = z, ademas de que las frecuencias
espaciales en las direcciones 1 = x y o = y se expresan como ki y ko, respectivamente [3].

37



4. DISPERSION

] =0
s 2 2 =z
~ T
Plano de la |
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S{ex, 8,23 = 0) Sex, By = 2)

Fig. 4.9: Geometria utilizada para el método del espectro angular.

Para el desarrollo de este método se considera que el potencial de velocidades ¢(x1, 9, x3 =
z) es una funcién que cumple con que exista su transformada de Fourier y por tanto su transformada
inversa, de donde se obtiene lo siguiente [55]:

1

G(x1, 70, w3 = 2) = 42/ S(ky, ko, w3 = z)e’F1m1tkee) g dy, (4.41)
™ — o

F(p(x1, 22,23 = 2)) = S(k1, k2,73 = 2) = / G(21, 20, 03 = 2)e F21Th222) gy day, (4.42)

donde a la transformada de Fourier bidimensional se le conoce como densidad espectral.

La interpretacion fisica de las ecuaciones anteriores se obtiene al considerar una onda plana
armonica y expresarla en términos de sus cosenos directores, considerando que la direccién de
propagacion esta representada por el vector k = kk = k121 + koZo + k3,

—

¢ _ 6i(wt—k~f") — eiwtefik(ax1+ﬁx2+7x3), (443)

donde los cosenos direccionales de la onda son o = k - r1,0 = k- 2 vy = ki - 23. Como solo se
requieren dos dngulos para especificar a un plano v = /1 — (a2 + 32).

Si se analiza el plano de la fuente, z = 0, se tiene que:

S(a, By,x3 =0) = / d(x1, 9, 23 = O)eik(wﬁﬁxﬂ dzy dao, (4.44)

w .
P(r1,29,23 =0) = 1 S(a, B, x5 = 0)e*laz1+hz2) 40 4, 4.45
472 [

donde al multiplicar (4.45) por la dependencia temporal, se obtiene la expresion de una onda
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armonica plana, lo cual indica que hay diferentes contribuciones dependiendo la direccién de
propagacion de la onda, mientras que el término del espectro angular esta asociado con la
modulacién de la magnitud de la onda. Por lo anterior, el potencial de velocidad puede ser
representando por la suma de un numero infinito de ondas planas cuyas direcciones tienen una
distribucion angular sobre el angulo solido en el plano de la fuente [3].

Para determinar el potencial de velocidad en un plano x3 = z en términos del potencial en
el plano x3 = 0, se tiene que tomar en cuenta que ambos potenciales deben satisfacer la ecuacion
de Helmholtz homogénea (V2 + k?)¢ = 0, por lo que al sustituir ¢(z1, z2, 23 = 2) se obtiene que

S(a, B, x5 = 2) = Cre” ™78 4 Che'™73, (4.46)

donde C7 y Cs dependen solo de ki y ks. Si se considera que v es real, los dos términos de la
ecuacion anterior representan ondas viajando en la direcciéon +x3 y —x3. Dado que por condiciones
de frontera no hay una onda que se propague en direccién —zx3, entonces Co = 0 y por tanto
Cy = S(a, 8,23 = 0). Por lo que para cualquier distancia x3 de la fuente se tiene que,

S(Oé,ﬁ,l‘g = Z) = S(O&,B,Jig = O)Gik'yacg = S(Oé,ﬁ,l‘g = O)H(kbk%x?) = Z)7 (447)

H(ky, ko, x3 = z) = e~ kslz = g7izv k2= (k1 +43) (4.48)

)

donde H es la funcion de transferencia de frecuencias espectrales o también llamada funcién de
propagacion, la cual expresa que en el dominio de Fourier el efecto de la propagacién de una onda
es anadir una fase a S y cumple con que su magnitud es 1.

Con lo anterior el potencial de velocidad en z3 = z, queda definido como [55],

1 * ;
¢($1, o, T3 = Z) = 472 / S(a, ,8, xr3 = O)H(kl, kQ, xr3 = Z)ez(k1x1+k2x2) dkl dkg, (4.49)
4 —00

lo cual expresa que para calcular el potencial de velocidad a cualquier distancia z3 = z, se tiene
que conocer el potencial en la fuente, posteriormente calcular la densidad espectral en el plano
de la fuente, multiplicarla por la funciéon de propagaciéon y calcular la transformada inversa de
Fourier.
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Capitulo b

Dispersion de ondas actsticas en un medio
Viscoso por una esfera viscoelastica

El objetivo de este trabajo es simular la dispersion de ondas de ultrasonido de microesferas
viscoelasticas, para ello se platean dos sistemas para los cuales se desea simular dicha dispersion.
El primero de ellos consiste en una esfera viscoelastica, Fig.5.1 y el segundo es una esfera
viscoelasctica con coraza también viscoelastica, Fig.5.2, ambas esferas rodeadas de un fluido
viscoso. Como se menciond anteriormente en la Seccién 4.1, existen dos métodos para calcular
la presién dispersada, el método que se empleara para dichos sistemas es el de condiciones de
frontera.

Las suposiciones que se realizan para estos sistemas es que el fluido ademas de ser viscoso es
incompresible, y que los materiales viscoelasticos son homogéneos, isotrépicos y lineales. Ademas
de considerar una onda incidente la cual cumple con ser armoénica, monocromatica con frecuencia
w, plana, con una propagacion adiabatica y amplitud pequenia. Asimismo, debido a la geometria
se considera simetria azimutal, por lo que la descripcion solo seréa en las coordenadas (r,6).
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5. DISPERSION DE ONDAS ACUSTICAS EN UN MEDIO VISCOSO POR UNA ESFERA
VISCOELASTICA

5.1. Dispersion de ondas aciisticas en una esfera viscoelastica

El procedimiento que se utiliza para obtener la presion dispersada consiste en plantear
las ecuaciones de onda para los potenciales de velocidad y desplazamiento, para el fluido y el
solido, respectivamente. Para ello se hace uso del teorema de descomposiciéon de Helmholtz, el
cual permite describir el campo de velocidades y de desplazamiento mediante potenciales escalares
y vectoriales, los cuales se asocian a las componentes longitudinales y transversales, planteadas
en el Capitulo 3.

>3

Onda plana
incidente y

-3

A\

Esfera
viscoelastica

Fluido viscoso

Fig. 5.1: Diagrama esfera viscoelastica rodeada de un fluido viscoso.

Por el teorema de descomposion de Helmholtz se tiene que el vector de velocidad de
particula para el fluido se expresa como:

V=-Vo+Vx, (5.1)

donde dicha expresion esta relacionada con (3.12), por lo que se tiene que:

Vi = -V, Vo=V x4, (5.2)
representan las componentes longitudinal y transversal del vector de velocidad del fluido.

Aplicando (5.2) a las ecuaciones de onda longitudinal (3.15) y transversal (3.16), se obtiene
que,

02 1 /4 0
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5.1 Dispersion de ondas actisticas en una esfera viscoeléstica

o _m

ot p
son las expresiones para la ecuaciéon de onda en términos del potencial escalar y vectorial,
respectivamente, las cuales se pueden reexpresar en el espacio de frecuencias como:

V2, (5.4)

(V2 + k2) ¢(1,0,w) = 0, (V? + k2) 9(r,0,0) =0, (5.5)

donde k. y kg son los vectores de onda complejos para la onda longitudinal (compresional) y de
corte (shear) para un fluido viscoso, respectivamente, y tienen la siguiente forma:

w cwp (4
ke = = (1 ~ 4R, 5.6
C< +l2pc2 <3+u>> (5:6)

ke = (1+ i)\/?. (5.7)

En cuanto al sélido viscoeléstico, utilizando el teorema de descomposiciéon de Helmholtz se
tiene que el vector de desplazamiento se expresa como:

i=Vo+VxU. (5.8)

donde dicha expresion esta relacionada con (3.20), por lo que se tiene que:

i, =-V9, iy =V x U, (5.9)
representan las componentes longitudinal y transversal del vector de desplzamiento del sélido.

Al sustituir (5.9) en las ecuaciones de onda longitudinal (3.21) y transversal (3.22) para
un solido viscoelastico se tiene que:

82
Ps oz ®=(\"+ 26 )V2, (5.10)
2 - 2 -
Ps o3 ¥ = WYY, (5.11)

son las expresiones para la ecuacién de onda en términos del potencial escalar y vectorial. Las
cuales expresadas en el espacio de las frecuencias tienen la siguiente forma,

(V2 + K:?) @(1,0,w) =0, (V2 + K2) ¥(r,0,w) = 0, (5.12)
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donde K¥ y K son los vectores de onda complejos para la onda longitudinal (compresional) y de
corte (shear) para un solido viscoelastico respectivamente, y sus expresiones son las siguientes:

K = d (5.13)

VW) 2 (w)] /ps

K= (5.14)

S 9
VI (W)/ps
donde A* y p*(w) son las constantes de Lamé complejas las cuales se pueden expresan en términos
del médulo dindmico de corte, cuya expresion dependerad del modelo viscoelastico empleado,

2v

M =T

G* (), 1 (W) = G*(w). (5.15)

Dado que para este problema se considera una onda plana incidente, su expresion en
coordenadas esféricas estda dada de la siguiente forma:

oo

Gine(r,0) = ¢o > (2n + 1)i"jp (ker) Pu(cos 0). (5.16)

n=0
donde ¢q es la amplitud, j, son las funciones de Bessel de primera especie y Py, son los polinomios
de Legendre.

A partir de las ecuaciones de onda definidas y expresando sus soluciones en coordenadas
esféricas, se tiene que los potenciales de velocidad para un fluido no acotado son:

de(r,0) = (2n+ 1)i" AphlV (ke 1) Py(cosb), (5.17)
n=0

P(r,0) =— Z(Qn +1)i" BuhY (k1) P! (cos ), (5.18)
n=1

1 . L. . .
donde P, = (%) Pn, h%) son las funciones de Hankel esféricas de primera especie, A, y By son
coeficientes a determinar mediante condiciones de frontera.

Para el caso del so6lido viscoeléstico los potenciales pueden expresarse como:

O(r,0) = i@n—i— 1)i" Cpjn (K1) Py(cosf), (5.19)

n=0
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U(r,0) ==Y (2n+1)i" Dyjn(K: 1) P (cos ), (5.20)
n=1

donde C, y Dy, son coeficientes a determinar mediante condiciones de frontera.

Las condiciones de frontera que se deben satisfacer para este sistema son:

= Continuidad en las componentes de las velocidades a ambos lados de la interfase, es decir,

Vi(1,0,w)]r=a = —tw Uy (1,0, w)]|r=a,  Vo(1,0,w)]1=a = —twup(1,0,w)]r=a, (5.21)
lo cual asegura que exista un contacto entre el fluido y el sélido.

= Continuidad en las componentes del tensor de esfuerzos, es decir,

Trr(raeaw)]r:a - Tir(r,ﬁ,w)]rza, Tr@(raeaw)]r:a = T?O(r’eaw)] r=a, (522)

donde el superindice s indica que es la componente del sélido. Esta condicién asegura que no se
tiene fuentes en la frontera.

Las componentes de las condiciones de frontera se encuentran en funcion de los potenciales
descritos anteriormente, las expresiones en coordenadas esféricas para el vector de desplazamiento,
velocidad de particula y el tensor de esfuerzos se describen en el Apéndice A.4. Al sustituir
(5.16-5.20) en (A.22-A.26), y evaluar las condiciones de frontera, se genera un sistema de cuatro
ecuaciones con cuatro incognitas ( Ay, By, Cpy Dy), las cuales se encuentran explicitamente en el
Apéndice A.5, al resolver el sistema se obtiene los valores de los coeficientes.

La expresion para la presion dispersada se encuentra a partir de (A.25), de donde se tiene
que psg es:

4
Ps = —iwpq&c(r, 97(*}) + k62 <Nb + 3/},) <f>c(fa 97"‘))7 (523)

la cual se encuentra solo en funcién del coeficiente A,,.
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VISCOELASTICA

5.2. Dispersion de ondas actisticas en una esfera elastica con co-
raza viscoelastica

En el caso de una esfera viscoelastica con coraza, el planteamiento para el fluido viscoso y
el material viscoelastico es analogo al del sistema anterior, la diferencia radica en el nimero de
potenciales que se deben definir, asi como las condiciones de frontera.

Onda plana incidente A

Material
iscoelastico 1

Material
‘. viscoelastico 2

Fluido viscoso

Fig. 5.2: Diagrama esfera viscoelastica con coraza viscoelastica rodeada de un fluido viscoso.

La onda incidente armoénica plana tiene la misma expresion que (5.16), en el caso de las
ondas en el fluido estas son iguales a (5.17) y (5.18) ya que se considera un fluido no acotado.

Para los potenciales en el solido viscoelastico se plantean dos para la coraza y dos para el
nicleo. Los potenciales de la coraza son los siguientes:

e}

O1(r,0) = > (2n+1)i"[ Cuh) (K2 1) + Dyuh? (Kf 1)] Po(cos ), (5.24)
n=0
Uy(1,0) = =Y (20 + )i"[Exh(D (KZ 1) + Fuh{? (Kf 1)) P (cos ), (5.25)
n=0

donde h,(f) son las funciones esféricas de Bessel de segunda especie y el subindice uno indica que
describen al medio 1 (coraza).

En el caso del nucleo, como se requiere que el potencial esté definido para cualquier punto
solo se utilizan las funciéon de primera especie de Bessel, es decir, eliminando n,, se evita una
singularidad en el centro de la esfera,
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o0

Oy(1,0) =D (20 + 1)i" Gyjin( Kiyr) Py(cos6), (5.26)
n=0
Wy(r,0) = — > (20 + 1)i" Qujn(Kior) Pp(cos ), (5.27)
n=0

donde el subindice dos se refiere a que se esta describiendo al medio 2 (nucleo).

Las condiciones de frontera que deben mantenerse en las interfaces del material, fluido-
coraza y coraza-nucleo son:

= Continuidad de las velocidades, es decir,

Fluido — Coraza Coraza — Nucleo
vi(1,0,w)]rma = —iwudl (1,0, w)]r=a, (1, 0,w)]—p = uS(1,0,w)],—p,  (5.28)
vo(r,0,w)]r—q = —iw ugl(r,H,w)]T:a, ugl(r, 0,w))r=p = ung(r, 0,w)]r=p. (5.29)

= Continuidad en las componentes del tensor de esfuerzo, es decir,

Fluido — Coraza Coraza — Ntcleo

Tor(1,0,0)]r—a = T (1,0,0)lrma,  Th(1,0,0)]=p = T (1,0,0],m,  (5.30)
Tr9(r7 G,w)]T:a = Tfé(r,ﬁ,w)]rza, T?é(r7 97w)]T=b - ig(rv 07"‘))]?:5' (5'31)

En procedimiento final es analogo al del arreglo anterior, sustituyendo los potenciales en
(A.22-A.26) y evaluando las condiciones de frontera se obtiene un sistema de 8 ecuaciones con
8 incognitas (Ay, By, Cpn, Dy, En, Fu, GLy Qn ), las cuales se encuentran explicitamente en el
Apéndice A.6, para obtener los valores de los coeficientes se debe resolver el sistema de ecuaciones.
De igual forma la expresion para la presion dispersada esta descrita por (5.23).

Siguiendo el procedimiento planteado anteriormente se puede realizar una generalizacion
del problema para considerar una esfera con miltiples capas al aplicar condiciones de frontera
para cada capa y resolver el sistema de ecuaciones.
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Capitulo 6

Resultados: Implementacion y validacion

Se desarrollaron cédigos computacionales que permiten calcular la presion dispersada por
el método de condiciones de frontera para los dos sistemas mencionados en el Capitulo 5, dichos
programas se realizaron en dos lenguajes de programacion, lo cuales fueron MATLAB y Python.

Para los programas desarrollados en MATLAB tanto para la esfera viscoelastica como
para la esfera con coraza, el método que se utilizd para la solucién del sistema de ecuaciones fue
el de determinantes, mientras que para los cdédigos de Python se utiliz6 la funcion "lingsolve".

En ambos codigos se hizo uso de las funciones especiales de Bessel, Hankel y Legendre,
ya predeterminadas de MATLAB y Python, en el caso en el que las derivadas de primer y
segundo orden de Bessel y Hankel, no estuvieran definidas, se crearon funciones que las calcularan
utilizando las expresiones (10.1.22) de [56] y la expresion en [57].

En cuanto a la forma de la expresion de la presion dispersada se considerd que la deteccion
se realiza en campo lejano, es decir, para k.r — 00. Por lo que, se puede utilizar una aproximaciéon
para la funcién de Hankel en (5.23), de acuerdo con (11.160a) de [58], por ello la presion dispersada
toma la siguiente forma,

r ¢0 1/" ] 2 . . 1 i(k /2)
" 2 1 AII n 1 Ke Too—T . 1
* Keloo 3 Ho | Se =10 7;)( i)""(2n + 1) Ay Pn(cosf)e (6.1)

Para la validacion de los codigos realizados se buscéd replicar los patrones de presiéon
dispersada presentados por Hasheminejad S. y Harsini B. (2003) [12], para la esfera viscoelastica;
mientras que para la esfera con coraza se pretendié reproducir los patrones reportados por
Hasheminejad S. y Safari N. (2005) [16], donde para ambos sistemas los materiales viscoelasticos
se describen mediante el modelo de Havriliak-Negami. En dichos articulos se plantea la condicion
de que a campo lejano 7o, = 10a y que ¢g = 1, por lo que la expresiéon de la presion utilizada es
la siguiente:
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o0

1

4 . ) ; -
Ps = 0k.a [(; + ,ub> k2 — zwp] ngo(—z)”ﬂ@n +1) Ay Py(cos 0)e!(10kea=7/2) (6.2)
En los codigos desarrollados se implementaron las ecuaciones (5.6), (5.7), (5.13), (5.14),

(5.15), (6.2), (A.21) y (A.27-A.38).

6.1. Implementaciéon

Para el sistema de la esfera viscoelastica, rodeada de un fluido viscoso, Hasheminejad, S. y
Harsini, B. (2003), consideraron una esfera con un radio de 5 x 10~*m, la cual estaba formada por
un polimero, a los polimeros que utilizaron los nombraron como 18, 19 y 20 y cuyos parametros
para el modelo de Havriliak-Negami se encuentran en la Tabla. 6.1. Mientras que para el fluido
viscoso utilizaron glicerina, cuyos pardmetros se describe en la Tabla. 6.2. Ademas, consideraron
que la onda incidente podia tener alguna de las frecuencias mostradas en la Tabla 6.3.

Parametros | Polimero 18 | Polimero 19 | Polimero 20
Go [N/m?| | 3.372x10% | 5.019x10% | 12.71x10°
Goo IN/m?] | 1.453x10° | 0.8089x10° | 1.678x10°
pslkg/ m3] | 1.101x10% | 1.096x10% | 1.1339x103
7 [s] 3.139x107? | 1.702x10~! | 7.764x107?
a 0.4822 0.4941 0.2609
3 0.4116 0.1356 0.1973
v 0.4 0.4 0.4

Tabla 6.1: Parametros para el modelo de Havriliak-Negami, [59].

Parametros | Valor numérico
w [kg/ms| 0.95
Ly [kg/ms| 0.95
¢ [m/s 1.91x103
p [keg/m?] 1250

Tabla 6.2: Parametros para la glicerina [12].

ka | Frecuencia angular (w) [rad/s| | Frecuencia [Hz|
0.1 3.82 x 10° 6.08 x 10*
1 3.82 x 10° 6.08 x 10°
4 1.53 x 107 2.43 x 10°
10 3.82 x 107 6.08 x 10°

Tabla 6.3: Frecuencias utilizadas para la esfera viscoeléstica y esfera con coraza.

De estas frecuencias planteadas, se tiene que las frecuencias adimensionales ka = 0.1 y
1, se encuentran en el rango de dispersiéon Rayleigh, por lo que se espera que lo patrones sean
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uniformes; mientras que para ka = 10, la longitud de onda es mayor que el tamano del dispersor
pero no lo suficiente como para que se observe reflexioén especular, por lo que se tendra dispersion
de Mie, con lo cual se espera que los patrones tenga una mayor contribucién en dispersiéon hacia
adelante, esto de acuerdo a lo planteado en el Capitulo 4.

En el caso del sistema esfera-coraza-fluido, Hasheminejad S. y Safari N. (2005), consideraron
esferas con un radio externo a = 5 x 107*m y cuyo radio interno, b, podia estar expresado
por algunas de las siguientes razones b/a =1, 0.9, 0.5 o 0.2. Ademas, plantearon que la esfera
interna estaba formada de acero, cuyas propiedades elasticas estan descritas en la Tabla.6.4,
mientras que la coraza estaba compuesta de un polimero, el cual puede ser el 18 0 19, mencionados
anteriormente. Para este sistema la onda incidente podia tener frecuencia ka = 0.1, 1 o 10.

Parametros | Valor numérico
G [N/m?| 8.077x10™0
v 0.2999
p [kg/m?] 7850

Tabla 6.4: Parametros para el acero [60].

Para la obtencién de los diagramas de dispersion en ambos sistemas, se calcul6 la presion
dispersada en un rango de dngulos de 0 a 27, (6.2), mientras que para el nimero de términos de
la suma presente en la expresion de la presion dispersada, se consideraron 50 términos para la
esfera elastica y 40 para la esfera con coraza.

Un aspecto importante de mencionar, acerca de los polimeros empleados es que en el
rango de frecuencias analizado el polimero 18 tiene un mayor factor de pérdida, por lo que es un
material que disipa mayor energfa, mientras que el polimero 19, es el que tiene el menor factor de
pérdida, Fig.6.1, lo cual se espera que genere una diferencia notable en los patrones de dispersion
obtenidos para ambos polimeros.
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Fig. 6.1: Factor de Pérdida, G’ (w)/G'(w) = Moédulo de pérdida/Moédulo de almacenamiento para los polimeros
utilizados, empleando los datos de la Tabla 6.1. Imagen tomada de [12].
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6.2. Validaciéon

A continuacién, se muestran los diagramas de dispersion, obtenidos tanto para la esfera
viscoelastica como para la esfera con coraza, dadas las caracteristicas planteadas por Hasheminejad,
S. y Harsini, B. (2003), y, Hasheminejad S. y Safari N. (2005), respectivamente. En el primero de
los casos se obtuvieron los mismos diagramas tanto para el programa realizado en MATLAB como
en Python, por lo que en esta seccidon solo se mostraran las imagenes obtenidas en MATLAB,
mientras que las de Python se podran consultar en el Apéndice A.7. Para el caso de las esferas de
acero rodeadas de un coraza viscoelastica, no todas las formas obtenidas en MATLAB coincidieron
con lo reportado en la literatura, debido a esto fue que se planteo la posibilidad de que se estuviera
teniendo algiin error de programacion, por que lo que se opt6é por desarrollar los programas en
otro lenguaje de programacion (Python) con la finalidad de no generar el mismo error, dado que
no se tiene conocimiento sobre cual podria ser el posible error.

Del programa desarrollado en Python se obtuvo que los patrones de dispersiéon simulados
si coinciden con lo reportado en la literatura. Por lo anterior, en esta seccidn solo se analizaran los
patrones de dispersion obtenidos de Python, en tanto que los patrones de MATLAB se encuentran
en el Apéndice A.8.

En las Fig. 6.2 y 6.3, se muestran los patrones reportados en la literatura y con los cuales
se valid6 este proyecto.
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1) Polimere 18 2) |Polimero 19 3) Polimero 20

1) Polimero 18 2) | Polimera19 3) Polimere 20

Fig. 6.2: Patrones de presion dispersada, |ps|/pc?, evaluada a campo lejano, para esferas de polimero 18, 19 y 20
inmersas en glicerina; a frecuencias A) ka = 0.1, B) ka =1, C) ka =4y D) ka = 10. Imagen tomada de [12].
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3 ka=10.0

0.0005

A) 1 ka=0.1
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Polimero 19
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2e-007 5e-005 0.0005

Polimero 18

Fig. 6.3: Patrones de presion dispersada, | ps|/pc?, evaluada a campo lejano, para esferas de polimero A) 19 y B) 18
inmersas en glicerina, para frecuencias y espesores de recubrimiento seleccionados. | b/a = 1 (esfera de acero);
b/a=0.9;-.-.b/a=0.5; _—_b/a=0.2; xb/a =0 (esfera de polimero)|. Imagen tomada de [16].

6.2.1. Esfera viscoelastica

Los patrones de directividad presentados en las Fig. 6.4, 6.5 y 6.6, corresponden a la
presion dispersada por una esfera compuesta de polimero 18, 19 y 20, respectivamente, donde
para cada polimero se hizo incidir sobre la esfera una onda con cuatro frecuencias diferentes,
ka = 0.1, 1, 4 y 10. Dichos patrones fueron comparados con los encontrados en [12], de donde se
obtuvo que en general, los patrones presentan el mismo comportamiento a excepcion del caso
para el polimero 19 y la frecuencia adimensional ka = 1, Fig. 6.5b), el cual es el anico que no
concuerda con lo encontrado en la literatura, Fig. 6.2B.2).

Debido a que se obtuvo el mismo patrén para el programa realizado en Pyhton, Fig. A.2b),
y que los demés patrones si coinciden con lo reportado por Hasheminejad S. y Harsini B. (2003),
es posible descartar que esto se deba a un error de programacién y se plantea como posibilidad
que esté relacionado con los valores utilizados en el calculo numérico, ya que se observo que para
una viscosidad de corte, p, y volumétrica, uyp, de 1.49 kg/ms se obtiene un patron similar al
encontrado en la literatura pero orientado en direccién opuesta.

De los patrones obtenidos es interesante analizar la direccionalidad de las ondas dispersadas
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a medida que se varia la frecuencia. En la Fig. 6.4 se puede observar que conforme se aumenta la
frecuencia, los patrones de dispersiéon comienzan a direccionarse, encontrdndose una tendencia a
presentar dispersion hacia adelante, mientras que en las otras direcciones se mantiene uniforme.
Este efecto esta relacionado con que a mayor frecuencia, menor es la longitud de onda, por lo
que para altas frecuencias se observa que el tamano del dispersor es aproximadamente igual a
la longitud de la onda incidente, lo cual es una condicién para que se presente dispersiéon de
Mie, cuya caracteristica es exhibir una mayor contribucién en la dispersién en la direcciéon hacia
adelante.
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c) ka = 4. d) ka = 10.

Fig. 6.4: Patrones de presiéon dispersada, | ps|/pc?, normalizada y evaluada a campo lejano, para una esfera de
polimero 18 inmersa en glicerina, para las frecuencias: a) ka = 0.1, b) ka =1, ¢) ka =4y d) ka = 10, obtenidos en
MATLAB.

Para el polimero 19, Fig. 6.5 se presenta la misma predisposiciéon de los patrones a
direccionarse hacia adelante conforme se aumenta la frecuencia de la onda incidente. Ademas de
que estos patrones tienen la caracteristica de ser mas direccionados que los del polimero 18, lo
cual esta relacionado con el hecho de que el polimero 19 tiene un factor de pérdida menor que el
polimero 18, Fig. 6.1, lo que genera que los patrones para el polimero 19 no sean tan uniformes
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como los del caso anterior, ya que existe un menor amortiguamiento de las ondas, por lo que se
dispone de mayor energia para la dispersion de ellas.
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c) ka = 4. d) ka = 10.
Fig. 6.5: Patrones de presion dispersada, | ps|/pc?, normalizada y evaluada a campo lejano, para una esfera de

polimero 19 inmersa en glicerina, para las frecuencias: a) ka = 0.1, b) ka =1, ¢) ka =4y d) ka = 10, obtenidos en
MATLAB.

Por tltimo, para el polimero 20, Fig. 6.5, de igual forma se presenta una tendencia
a formarse patrones direccionados conforme se aumenta la frecuencia, siendo dominante la
dispersion hacia enfrente comparada con la retrodispersion. En el caso de la frecuencia ka =1,
Fig. 6.6b), se observa que se tiene el caso de una dispersion casi nula en la direcciéon hacia enfrente,
comportamiento que no se habia observado para los casos anteriores, lo cual implica que hay una
interferencia destructiva entre las ondas dispersadas y la onda incidente, en dicha region por ello
su contribucién disminuye.
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Fig. 6.6: Patrones de presiéon dispersada, | ps|/pc?, normalizada y evaluada a campo lejano, para una esfera de
polimero 20 inmersa en glicerina, para las frecuencias: a) ka = 0.1, b) ka= 1, ¢) ka=4 y d) ka = 10, obtenidos en
MATLAB.

Al comparar los patrones generados por las esferas de polimeros 18, 19 y 20, se observa que
a bajas frecuencias, es decir, ka = 0.1, los patrones de dispersion son similares lo cual coincide
con que para dicha frecuencia estos polimeros tiene el mismo factor de pérdida, Fig. 6.1, por lo
tanto se tiene la misma absorciéon de energia acustica para los tres materiales. Ademés de que a
bajas frecuencias, la longitud de la onda incidente es mayor que el tamano del dispersor por lo
que la uniformidad de los patrones obtenidos esta relacionada con la dispersion de Rayleigh.

Mientras que a frecuencias altas, ka = 10, el factor de pérdida del polimero 20 es méas
cercano al del polimero 18, por lo que se esperaria que sus patrones fueran similares y que
presentaran un comportamiento relacionado con la dispersiéon de Mie, lo cual al comparar Fig.
6.4d) y 6.6d), se observa que se cumple.
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6.2.2. Esfera con coraza

En las Fig. 6.7, 6.8 y 6.9, se encuentran los patrones de directividad de una esfera de acero
recubierta de polimero 18, al utilizar las frecuencias ka = 0.1, 1 y 10, respectivamente, donde en
cada caso se evaluaron tres diferentes espesores de recubrimiento. Mientras que las Fig. 6.10, 6.11
y 6.12, se presentan los patrones de dispersion para una esfera de acero rodeada de una coraza
de polimero 19, al incidir sobre ella ondas con frecuencias de ka = 0.1, 1 y 10, respectivamente,
para cada frecuencia se evaluaron diferentes relaciones entre el tamano de la coraza y la esfera.
Por otro lado, en la Fig. 6.13, se muestra la presién dispersada por una esfera de acero, para las
frecuencias ka = 0.1, 1 y 10.

Para el caso de las esferas elasticas con coraza viscoelastica inmersas en glicerina, al
comparar los patrones obtenidos con los reportados en [16], no en todos se lograr tener la certeza
que de los resultados replicados concuerden, esto debido a la forma en que son reportados
los resultados por Hasheminejad S. y Safari N. (2005) [16], dado que en sus diagramas, ellos
superponen todos los patrones obtenidos para los diferentes espesores dado un polimero y una
frecuencia, y en el caso de frecuencias altas al estar estos superpuestos y los patrones ser muy
similares no se logra distinguir con claridad la forma de cada patrén.

Sin embargo, al observar la forma general de dichos patrones y compararla con los resultados
obtenidos mediante los programas de MATLAB y Pyhton, se tiene que si siguen dicha distribucion,
por lo que en general, es posible decir que los patrones presentan el comportamiento esperado,
con la excepcion de que para el polimero 19 a una frecuencia adimensional de 1 y una razoén entre
los radios de b/a = 0.5, Fig. 6.11b), el patrén de directividad no coincide con el encontrado en
la literatura, Fig. 6.3 A.2), al igual que el caso de la esfera viscoeléastica de polimero 19 para
ka = 1, no se considera que esto se deba a un error de programacién ya que el mismo patrén se
obtuvo para el programa de Matlab, Fig. A.8b), ademas de que las otras figuras presentadas si
coincide con lo reportado por Hasheminejad S. y Safari N. (2005) [16], de igual forma al utilizar
una viscosidad de corte y volumétrica para la glicerina de 1.49 kg/ms, la forma del patron se
asemeja mas a lo esperado, por lo que se plantea que se trata de una diferencia en los valores
utilizados para la generaciéon de ese patrén y que no son mencionados en el articulo de referencia.

Cuando se considera un recubrimiento de polimero 18, para la esfera de acero y se varia su
espesor, para una frecuencia de onda incidente de ka = 0.1, Fig. 6.7, se observa que los patrones
de dispersion no se ven afectados por la variaciéon de los espesores del material y presentan un
patrén de dispersion homogéneo, es decir, sin ninguna direccién preferencial.
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c) b/a=0.2.

Fig. 6.7: Patrones de presion dispersada, | ps|/pc2, normalizada y evaluada a campo lejano, para una esfera de acero
recubierta de polimero 18 inmersa en glicerina, para la frecuencia ka = 0.1, considerando diferentes razones entre los
radios de las esferas, b (nicleo-acero) y a (coraza-polimero); a) b/a = 0.9, b) b/a = 0.5y ¢) b/a = 0.2, obtenidos en
Python.

En el caso del mismo polimero 18, al evaluarlo a una frecuencia de ka = 1, Fig. 6.8,
se observa que conforme aumenta el espesor, el patron de dispersion deja de presentar cierta
direccionalidad y se vuelve casi homogéneo. Por lo tanto, para esta frecuencia el patréon de
directividad presenta una dependencia con el espesor del material viscoeléstico.
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180"

27ge 270
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c) b/a=0.2.

Fig. 6.8: Patrones de presion dispersada, | ps|/pc2, normalizada y evaluada a campo lejano, para una esfera de acero
recubierta de polimero 18 inmersa en glicerina, para la frecuencia ka = 1, considerando diferentes razones entre los
radios de las esferas, b (nicleo-acero) y a (coraza-polimero); a) b/a = 0.9, b) b/a = 0.5y ¢) b/a = 0.2, obtenidos en
Python.

Por tltimo, para el caso del polimero 18 y una frecuencia de ka = 10, Fig. 6.9, para todos
los espesores evaluados se observa una contribuciéon de dispersiéon hacia adelante, con patrones
de dispersion similares, teniendo una contribucién uniforme para las demés direcciones. Por lo
que, al igual que para el caso de la frecuencia ka = 0.1, la variacién en el espesor de la coraza no
representa un cambio significativo en los patrones de direccionalidad.
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Fig. 6.9: Patrones de presion dispersada, | ps|/pc?, normalizada y evaluada a campo lejano, para una esfera de acero
recubierta de polimero 18 inmersa en glicerina, para la frecuencia ka = 10, considerando diferentes razones entre los
radios de las esferas, b (nicleo-acero) y a (coraza-polimero); a) b/a = 0.9, b) b/a = 0.5y ¢) b/a = 0.2, obtenidos en
Python.

Al comparar los patrones del polimero 18 para un espesor dado y las tres frecuencias, se
observa que en todos los casos al aumentar la frecuencia, los patrones se vuelven direccionales y
todos presentan una tendencia al aumento de la presiéon dispersada hacia adelante, lo cual como
se menciond anteriormente para el caso de la esfera viscoeléstica, esta relacionado con que el
tamano del dispersor y la longitud de onda son aproximadamente iguales para altas frecuencias,
por lo tanto, se observa un comportamiento relacionado con la dispersiéon de Mie.

En el caso del polimero 19 a una frecuencia de ka = 0.1, Fig. 6.10, se observa la presencia de
direccionalidad en los patrones de dispersién conforme el espesor del polimero disminuye, pasando
de un patréon homogéneo a uno con una contribucién notable en retrodispersiéon comparada con
la dispersion hacia adelante, por lo que se puede decir que existe una relacién entre el espesor del
polimero y la direccionalidad del patrén obtenido.
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Fig. 6.10: Patrones de presion dispersada, | ps|/pc?, normalizada y evaluada a campo lejano, para una esfera de acero
recubierta de polimero 19 inmersa en glicerina, para la frecuencia ka = 0.1, considerando diferentes razones entre los
radios de las esferas, b (nicleo-acero) y a (coraza-polimero); a) b/a = 0.9, b) b/a = 0.5y ¢) b/a = 0.2, obtenidos en
Python.

En cuanto a la variacion de la forma de los patrones de direccionalidad ante el aumento
del espesor del polimero 19 al considerarse una frecuencia de ka = 1, se observa que conforme el
espesor aumenta hay un cambio evidente en las direccionalidad de los patrones; por lo que el
espesor esta directamente relacionado con la direccionalidad de la presion dispersada.
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Fig. 6.11: Patrones de presion dispersada, | ps|/pc?, normalizada y evaluada a campo lejano, para una esfera de acero
recubierta de polimero 19 inmersa en glicerina, para la frecuencia ka = 1, considerando diferentes razones entre los
radios de las esferas, b (nicleo-acero) y a (coraza-polimero); a) b/a = 0.9, b) b/a = 0.5y ¢) b/a = 0.2, obtenidos en
Python.

Por 1ltimo, para el polimero 19 y una frecuencia de 10, Fig. 6.12, para los tres espesores se
tiene en general un patréon de dispersion similar con una contribucién dominante hacia enfrente y
conforme el espesor se incrementa se observa un aumento en la presion retrodispersada, mientras
que en los demas angulos la dispersion disminuye. Por lo que, en comparacién con las frecuencias
anteriores, se tiene que la dependencia en la forma que adquieren los patrones de direccionalidad
ante el cambio en el espesor del polimero no es de gran relevancia.
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Fig. 6.12: Patrones de presion dispersada, | ps|/pc?, normalizada y evaluada a campo lejano, para una esfera de acero
recubierta de polimero 19 inmersa en glicerina, para la frecuencia ka = 10, considerando diferentes razones entre los
radios de las esferas, b (nicleo-acero) y a (coraza-polimero); a) b/a = 0.9, b) b/a = 0.5y ¢) b/a = 0.2, obtenidos en
Python.

Al comparar los patrones de dispersion del polimero 19 para espesores iguales y diferentes
frecuencias se observan patrones més direccionales y un aumento en la dispersion hacia adelante,
conforme la frecuencia se incrementa, lo cual esta relacionado con la dispersion de Mie. Otro
aspecto es que para frecuencias de ka = 0.1 y 1, los patrones de dispersion dependen en gran
medida del espesor del polimero 19.

Al contrastar los patrones obtenidos para el polimero 18 y 19, se tiene que los de este ultimo
son mas direccionales, lo cual concuerda con los observado también para las esferas viscoelasticas,
y que esta relacionado con el factor de pérdida de los polimeros dado el modelo viscoeléstico
utilizado, ya que a mayor factor de pérdida, menor es la energia disponible para la dispersion y
por consiguiente, los patrones son més uniformes. Relacionado con esto, también se tiene que al
comparar los patrones de dispersion para el polimero 18 y 19, a bajas frecuencias, ka = 0.1, si se

64



6.2 Validacion

sigue el mismo razonamiento que en el caso de las esferas viscoelasticas al tener estos polimeros
el mismo factor de pérdida para dicha frecuencia, se esperaria que los patrones obtenidos fueran
similares, pero al compararlos se observa que esto solo es cierto conforme el espesor del polimero
aumenta.

Ademés de analizar los casos de las esferas con recubrimiento, se calculd el patron de
dispersion para la esfera elastica de acero, cuyos patrones se muestran en la Fig. 6.13, donde se
observa que conforme aumenta la frecuencia el patron se vuelve més direccional, y la dispersion
hacia adelante es dominante con respecto a la dispersién hacia atras; esto debido a que la longitud
de onda disminuye y no se cumple la condicién para la dispersiéon uniforme de Rayleigh.

En cuanto a la semejanza de los patrones de los polimeros con respecto a los presentados
por la esfera de acero, se tiene que a bajas frecuencias ka = 0.1 y 1, y para el cubrimiento con
menor espesor b/a = 0.9, los patrones de presion dispersada se asemejan maés a los del polimero
19. Por otro lado, para altas frecuencias, ka = 10, los patrones que se asemejan mas a los del
acero, son los del polimero 18 para los espesores b/a = 0.5y 0.2.
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Fig. 6.13: Patrones de presion dispersada, | ps|/pc?, normalizada y evaluada a campo lejano, para una esfera de acero
inmersa en glicerina, para las frecuencias: a) ka = 0.1, b) ka =1y ¢) ka = 10, obtenidos en Python.
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Capitulo 7

Conclusiones

El objetivo de este trabajo fue desarrollar y validar una herramienta de simulaciéon de
dispersion ultrasonica producida por microesferas viscoelésticas. Con la finalidad de poder realizar
una primera aproximaciéon a un problemas més complejo como lo es la dispersién de ondas
de ultrasonido en un medio biolégico. Para el cual, como primera aproximacion se plantea el
estudio de los dos constituyentes principales, esferas y cilindros, rodeados cada uno de un medio
homogéneo, para lo cuales el siguiente paso es considerar que ambos tienen una coraza. Algunas
de las modificacién que se puede ir realizando al problema es la consideracion de dispersion
multiple, interacciéon simultanea de una onda de ultrasonido con ambos elementos, entre otros, de
forma que se puede ir agregando complejidad al sistema hasta poder simular la situaciéon que
ocurre en un tejido biolégico.

De los programas desarrollados en los dos lenguajes de programacion, para el problema de
la esfera viscoelastica ambos cumplieron con el objetivo, mientras que el caso de la esfera elastica
con coraza viscoelastica, el que mejor cumplié con dicho objetivo fue el de Python.

Mediante la replicacion de los resultados obtenidos por Hasheminejad, S. , Harsini B. y
Safari. N se logro validar los algoritmos realizados para la simulaciéon de la dispersion acustica. A
partir de los patrones de directividad generados para la presiéon dispersada, se observo que los
materiales con mayor factor de pérdida presentan patrones uniformes; mientras que a menor factor,
mayor sera la direccionalidad. Ademas, a altas frecuencias, los patrones se vuelven direccionales y
presentan una tendencia al aumento de la dispersion hacia adelante.

A pesar de que existen programas que permiten calcular la dispersiéon de ondas actsticas
debido a dispersores esféricos, el proposito de realizar este proyecto fue conocer la fisica que hay
detras del problema de dispersion acistica, de forma que en un futuro el conocimiento adquirido
permita abordar problemas con estructuras méas complejas.

Como trabajo a futuro se propone desarrollar una herramienta que permita la simulacion de
imégenes de ultrasonido clinico producidas por estructuras con corazas viscoelasticas, por ejemplo,
células de tumores mamarios y medios de contraste. Lo cual permitird mejorar la compresion de
la respuesta dinamica de esta clase de dispersores viscoeldsticos ante un campo actstico y ayudar
en la caracterizaciéon a partir de mediciones en el laboratorio.

Ademés de explorar si las matrices obtenidas para el problema de dispersion de ondas de
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7. CONCLUSIONES

ultrasonido de esferas elasticas con coraza viscoelastica, cumplen con ser “ill conditioned”, y que
debido a esto los patrones de dispersion obtenidos en MATLAB no coincidan con lo reportado en
la literatura.
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Apéndice A

Apéndice

A.1. Ecuacién de estado para un fluido

Al propagarse una onda en un fluido ante condiciones adiabaticas y de entropia constante,
la ecuacion de estado para dicho fluido puede expresarse mediante una serie de Taylor 34, 61]:

2
p(p, S) = p(p) = po + (gﬁ) (p— po) + % (‘3[)5) o (p—po)* + .., (A1)

S=cte

donde pg y po son la densidad y presion del medio antes de la propagacion de la onda. Definiendo
a las perturbaciones del sistema como p’ = p— pgy p' = p — po, se tiene que:

8p) 1 (82p>

I /

p =y (== + 02 = T A2
g < 8p S=cte 2! g BPQ S=cte ( )

En el caso de que se tengan variaciones pequenas de presion y densidad, se puede considerar
la aproximacion lineal de la ecuaciéon de estado (A.2),

/ / ap>
_ o (9p A.
p=p < o) (A.3)
op 9

donde ((‘9) = c{j, con cg igual a la velocidad de propagacion de la onda en el medio. Por lo
0

que la ecuacién de estado para un fluido es:
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A.2. Soluciéon de la ecuacion de onda en coordenadas esféricas

A continuacién se muestra el procedimiento para obtener la soluciéon de la ecuacion de
onda en coordenadas esféricas.

La expresion de la ecuacion de onda en coordenadas esféricas es la siguiente:

1 .0 [ ,00 o (. 0¥ 1 9°0] 1 0*w
Zsind [Sm"ar ( m) ™ 50 (Sm%e) + sineémﬁ?} = 2o (A.5)

Utilizando el método de separacion de variables:

U(r,0,¢,t) = R(r)0(0)2(¢) T(t), (A.6)

L [sinf 0 (,0RY 10 (. 00y 1 9] 1 0°T (A7)
r2sinf | R Or or > ®sinf 02 |  Te?2 0t2° '

Analizando la dependencia temporal,

1 d°T 9
T + k2T = 0. (A.8D)

la ecuacién anterior es la de un oscilador arménico que tiene dos soluciones linealmente indepen-
dientes:

T(t) = Toe™* = Toe™™". (A.9)

En cuanto a la dependencia azimutal (¢),

sin?0 9 [ ,0R sinf 0 [ . 00O 99 . 9 1 6%®
— R a <r 8[‘) — @ % <Sln080> — k r sin 9 = 6@7 (Al())
1 d*®
6@ = —m2, (Alla)
®" + m?® =0, (A.11Db)

la ecuacién anterior es la de un oscilador arménico que tiene dos soluciones linealmente indepen-
dientes:
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A .2 Solucién de la ecuacion de onda en coordenadas esféricas

O(¢) = Poe™"? = Ppe™ Y. (A.12)

Analizando la parte polar (0)

r21R@6r <r2mj> - @r21sm9§9 (Smgg(2> - ﬂzl;e =K (A.13a)
%% <r2m:> + esline% <sin9%§> - SIIE;? = — k%2, (A.13D)
.
@Slmg(% (me%?) - Sir;lzg = —n(n+1), (A.14a)
8;9689 (me%?) + [n(n 1) - S;l;] 0=0. (A.14b)

La ecuacion anterior corresponde con la ecuacion asociada de Legendre, por lo que su solucién es
de la forma:

©(0) = Py'(cosh), (A.15)

donde n toma ntimero enteros y m = -n,...,n, si el sistema tiene simetria azimutal, los polinomios
asociados de legendre se convierten en solo los polinomios de legendre F,.

Finalmente, analizando la dependencia radial,

——(r
Ror or
esta ecuacion tiene la forma de la ecuacion de Bessel y su solucion es la combinacion de las

funciones esféricas de Bessel de primer (j,) y segundo (n,,) orden, para una onda saliente se tiene
que la expresion es [50]:

Lo < 28R) —nn+1)+ Kr? =0, (A.16)

R(r) = Ayjn(kr) — Byn,(kr). (A.17)

Por lo anterior, la solucién de la ecuaciéon de onda en coordenadas esféricas es:

U, = Toet™ Doe™ ™ PR ( cosh)[ Anjn(kr) + Bunn(kr)]. (A.18)
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A.3. Mobdulo dindmico

A continuacién se muestran las componentes del modulo dindamico para diferentes modelos
viscoelasticos:

Modelo de Maxwell:

2 2

, Eriw ,, Er,w

- 2. 27 E" = 2.2
1+w Ty 1_i_w’]—r

(A.19)

donde E es la constante de elasticidad del resorte, 1 es el coeficiente de viscosidad, w es la
frecuencias angular y 7, = n/E [3].

Modelo del Sélido lineal estandar:

2.2 2
w7 W™Te
c E// _E1

E,:E Ei— [ —
2+ 1w273+1’ w2r2 + 17

(A.20)

donde E; y Es son las constantes de elasticidad de los resortes,n es el coeficiente de viscosidad,
w es la frecuencias angular y 7. = n/E; [40].

Modelo H-N:

2 1+ 2wera cosy + w2ar2a)B/2’ [1 4 2waT? cosy + w2ar2a]B/2’ '

donde Eg y E. son los valores del médulo complejo cuando la frecuencia se aproxima a 0 e oo,
respectivamente; w es la frecuencia angular; 7 = 1/wg con wy la frecuencia central; o y  son
parametros adimensionales con valores mayores que cero y menores que uno, que controlan el
ancho y la asimetria del pico de pérdida, respectivamente y v = an/2 [13, 44].
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A4 Vector de desplazamiento, velocidad de particula y tensor de esfuerzo en coordenadas
esféricas

A.4. Vector de desplazamiento, velocidad de particula y tensor
de esfuerzo en coordenadas esféricas

Las expresiones para las componentes radial y angular del vector de desplazamiento y
velocidad se obtienen haciendo uso del operador gradiente y rotacional en coordenadas esféricas,
de donde se obtiene que:

0, 1 0(U;sing) s 109 19(r1;) (A.22)

~ or + rsinf 00 ’ Y =7 00 r Or '’

st
Uy

son las componentes del vector de desplazamientos, donde el superindice si indica el tipo de
solido viscoeléstico que se tiene en el caso del sistema de esfera con coraza, donde el ntucleo se
denota por sl y la coraza por s2; mientras que para el vector de velocidad se tiene:

v — %4_ 1 8(1/1sin9)’ Va:_l%_l@(rw)

~Jr | rsinf 00 ro r Or ’
donde ¢ = @jnc + Pe.

(A.23)

En el caso de las componentes del tensor de deformacion para el fluido, las expresiones de
obtienen haciendo uso de (2.6), donde las expresiones para D y A se encuentran descritas en
coordenadas esféricas. Por lo que, la expresiones son las siguientes:

B 2 0 vy B 10v, Ovg vy
Ty =—p+ (,ub 3,u> A+2u<ar) ) Tre—M(r 90 +W r) ) (A'24)
donde 4
p = —iwpd + (kb + 1) D, (A.25)

3
yA=V-3=-V2¢= k¢

Para obtener las componentes del solido viscoelastico se utiliza (2.16), expresando el tensor
de deformacién infinitesimal en coordenadas esféricas, se obtiene que:

8ur St

) . . X . 10u st 8usi usi
TrrsZ = 2/"51’ or + )‘7, €, % = Mg <I‘ a; + 81? - f,) ) (A26)
donde ¢; = V- iy = V2®; = — K*C?(I% y el indice st indica qué material viscoeléstico se esté

analizando en el sistema de esfera con coraza.
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A.5. Esfera viscoelastica

Al evaluar las condiciones de frontera para la esfera viscoelastica se obtienen las siguientes
cuatro ecuaciones:

» Primera condicion: esta corresponde a vi(r,60,w)|—a = —iwu;(r,0,w)] =0,

, 1 , 1
— keh (Y (kea) Ay + —n(n+ 1) (kea) By 4 iw KZj, (Kfa) Cp + —iwn(n +1)jn(Kja) Dy

= ¢o kejjp, (kea)
(A.27)

» Segunda condicion: corresponde a vy(r1,0,w)];=a = —iwup(1,0,w)] r=a,

%hﬂ(kca) A - ﬁh&ﬁ(ksaw koh( (kea) | By — %m%(K:a) Cp — iw lajn(K;ka)

* * 1 .
+ks]n(KSa)] Dy = _E(bO]n(kca)'
(A.28)

s Tercera condicion: corresponde a Ty (1,0,w)] =0 = T5.(1,60,w)] =a,

[(iwp —2uk?)h (kea) — 2u kzh,gl)”(kca)} A, + [zn(n + 1) pkshD (kea) — %n(n +1)
2u*
a?

n(n+1) Dy = = [(iwp — 20K2)ju(kea) — 202, (kea) | do.

uhD (k)| Bo+ K2 | NG (Kia) — 207 (Kia)| o+ 5 [jn(Ka) = Kag, (Kia)]

(A.29)

= Cuarta condicion: corresponde a T 14(r,0,w)]r—a = T5y(1,0,w)] 1=,

"

2 [kcahg)’(kca) - hgﬁ(kca)} Antp [h;U(ksa)(Q “n(n+1) — Ka2p® (ksa)] B,
+ 205 [ Krag (Kia) — j(K:a)| G+ 3 {n(0) (n(n + 1) = 2) + K;%a%j(KLa) } D,
=2u [jn(kca) — kcaj;(kca)} op.

(A.30)

donde n = 0,1,2... a excepcion de las ecuaciones A.28 y A.30, donde n = 1,2, ...
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A.6 Esfera con coraza

A.6. Esfera con coraza

Al evaluar las condiciones de frontera para la esfera con coraza se obtienen las siguientes
ocho ecuaciones:

» Primera condicion: corresponde a v,(1,0,w)],—q = —iwust(r,0,w)]r=q,

/ 1
— ke AphY (kea) + n(n+1)

L Bl ) + i [ Cunl) (Kya) + Duf? (Kya)

+iww Enh) (K2 a) + Fnh§3>(K;1a)} = kedoj! (kea)

a

(A.31)
» Segunda condicion: corresponde a vo(1,0,w)]—q = —iwuil(r,0,w)]—q,
AuhD (kea) — [hg)(ksa) + ksahg)’(ksa)} By — iw [cnhg)(K:la) n Dnhg)(Kgla)}
— i { [AD(K31) + Kzah( (52)] Ba+ [pP (Kza) + Kpah®' (Kpa)| B}
= _¢0jn(kca)
(A.32)

» Tercera condicion: corresponde a Ty (1,0, w)]r—q = T5L(1,0,w)]r—a,

a2
= K2 { 200" (Kia) = XipD(Kza)| Co+ 20502 (Kija) = Ah2 (Kza)| Da
2uin(n+1 . . . . . I
¢ 2 ) LT () — Kegahl!) (Kia)] B+ [ (K2m) — Kipah? (Ko 7, )

= — [(iewp — 20uK2)jn(ket) — 21K25, (kea) | 60

" 1 /
[(iwp —2u k%R (kea) — 2uk2h Y (kca)} A, — 2un(n +1) [hg)(ksa) — keah(V (ksa)} B,

(A.33)

= Cuarta condicion: corresponde a Tg(1,0,w)],—q = T55(1,0,w)]r—q,

~2u [hnl)(kca) . kcahﬁ})/(kca)} An+p {[2 —n(n+ 1] hD (kea) — kgthgU”(ksa)} B,
+ 20 { | Kiyah{ (Kia) — AP (Kaa)| Co+ | Kiah®' (Kha) - hP (Kia)| D}

i {2 = n(n+ 0RO (Kaa) — KZa2hD" (Kha) | Ba = ity {2 = nin + D] 2 (Kiya)
—K:2a?h?" (Kiya) b Fu = 241 [jn(kea) = Keagy(kea) | do

(A.34)
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» Quinta condicion: corresponde a uSl(r,0,w)],—p = us3(r,0,w)],—s,

n+1)

— K [l (K20) + Dt (50 — "D [ b0 (k) + Fab? (Kb)|

n(n+1)

+ Kiojn (Kib) G + b

Qunin(Kgb) =0
(A.35)

= Sexta condicion: corresponde a uj!(r,0,w)],—p = ui*(r,0,w)]—p,

CuhD(K21b) + Duh@ (Kzyb) + [AD (K1) + KibhD' (K2b)| B + [AP (K3 b)

+K§1bhq(12)l(K:1b) Fn — Gujn(Kéb) — [jn(K;Eb) + K;‘ijL(K;‘zb)} Qn=0
(A.36)

» Séptima condicion: corresponde a TS (1,0, w)],—p = T52(1,0, w],—p,

K { [N (K1) = 20 bV (Kb)| Co+ [MAP (Kib) = 202,02 (K2 b)| Dy }

2n(n+1) . . —
)+ ] B
[-hﬁg)(Kg‘lb) + K;lbhg;)/(K;lb)] F} K2 [zﬂgzj;;(K;gb) _ A;jn(Kng)} a.

_ 2ppn(n+1)

2 i (Kipb) = Kipbjn(Kib)| Qo =0

(A.37)
s Octava condicion: corresponde a Tjé(r,ﬁ,w)]r:b = Tﬁg(r,e,w)]rzb,

20y [ Kb (Kzyb) = hD (K2 b)| Co + 208 [ Kiybh®' (K31b) — b2 (Kzyb)| Dy
— iy {12 = nn + D] AP (K D) - KZ6?D (Kib)} B,
= iy {2 = n(n + DI AD (KLb) — KZW?AD" (Kib) | B
— 2% [Kibjn(Kipb) = jn(Kizb)] G
+ p |[2 = n(n + D] ja(Kb) = Kibjn(Kib)| Qu =0
(A.38)

donde n = 0,1, 2... a excepcion de las ecuaciones A.32,A.34,A.36 y A.38 donde n = 1,2, ...
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A.7 Esfera viscoelastica (Python)

A.7. Esfera viscoelastica (Python)

180° 180°

27ae

a) ka =0.1.

180° 180°

27ae 2700

c) ka =4. d) ka = 10.

Fig. A.1: Patrones de presiéon dispersada, | ps|/pc?, normalizada y evaluada a campo lejano, para una esfera de
polimero 18 inmersa en glicerina, para las frecuencias: a) ka = 0.1, b) ka =1, ¢) ka =4y d) ka = 10, obtenidos en
Python.
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A. APENDICE

180° 180°

27ae

a) ka = 0.1.

180° 180°

27age 27ae
c) ka =4. d) ka = 10.

Fig. A.2: Patrones de presion dispersada, |ps|/pc?, normalizada y evaluada a campo lejano, para una esfera de
polimero 19 inmersa en glicerina, para las frecuencias: a) ka = 0.1, b) ka =1, ¢) ka= 4y d) ka = 10, obtenidos en
Python.
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A.7 Esfera viscoelastica (Python)

180° 180°

27ae

a) ka = 0.1.

180° 180°

27age 27ae

c) ka = 4. d) ka = 10.

Fig. A.3: Patrones de presion dispersada, |ps|/pc?, normalizada y evaluada a campo lejano, para una esfera de
polimero 20 inmersa en glicerina, para las frecuencias: a) ka = 0.1, b) ka =1, ¢) ka= 4y d) ka = 10, obtenidos en
Python.
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A.8. Esfera elastica con coraza viscoelastica (MATLAB)

a) b/a = 0.9. b) b/a =0.5.

c) b/a=0.2.

Fig. A.4: Patrones de presion dispersada, |ps|/p ¢2, normalizada y evaluada a campo lejano, para una esfera de acero
recubierta de polimero 18 inmersa en glicerina, para la frecuencia ka = 0.1, considerando diferentes razones entre los
radios de las esferas, b (nicleo-acero) y a (coraza-polimero); a) b/a = 0.9, b) b/a= 0.5y c) b/a = 0.2, obtenidos en
MATLAB.
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A8 Esfera elastica con coraza viscoelastica (MATLAB)

a) b/a=0.9.

c) b/a=0.2.

Fig. A.5: Patrones de presion dispersada, | ps|/pc?, normalizada y evaluada a campo lejano, para una esfera de acero
recubierta de polimero 18 inmersa en glicerina, para la frecuencia ka = 1, considerando diferentes razones entre los
radios de las esferas, b (nicleo-acero) y a (coraza-polimero); a) b/a = 0.9, b) b/a = 0.5y ¢) b/a = 0.2, obtenidos en

MATLAB.
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90 90
20— | T 60 120 _— | T _ e
. P .
0.8 , 08 .
d ™ - ‘\\
150 / 0% N, 30 150 / 06 \, 80
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0.4 / 0:4 \
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180 | 180 |
|
\ 1
' .’ ".‘.\ .;.'
/ \ /
210\\ /330 210 N /./ 430
\ yd AN /!
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240 " 300 240 | 7 a0
270 270
a) b/a=0.9. b) b/a = 0.5.
%
20— | T e
///' 08 .
150 / |06 "\ 30
.-"f f 0.4 \
.'II \'.
|III I
180
II
‘.\. 4 ll.,."
210 J 330
N /
"\ //
S T o~
e =
240 | " 300
270
c) b/a=0.2.

Fig. A.6: Patrones de presion dispersada, | ps|/pc?, normalizada y evaluada a campo lejano, para una esfera de acero
recubierta de polimero 18 inmersa en glicerina, para la frecuencia ka = 10, considerando diferentes razones entre los
radios de las esferas, b (nicleo-acero) y a (coraza-polimero); a) b/a = 0.9, b) b/a = 0.5y ¢) b/a = 0.2, obtenidos en
MATLAB.
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A8 Esfera elastica con coraza viscoelastica (MATLAB)

a) b/a=0.9.

c) b/a=0.2.

Fig. A.T: Patrones de presion dispersada, | ps|/pc?, normalizada y evaluada a campo lejano, para una esfera de acero
recubierta de polimero 19 inmersa en glicerina, para la frecuencia ka = 0.1, considerando diferentes razones entre los
radios de las esferas, b (nicleo-acero) y a (coraza-polimero); a) b/a = 0.9, b) b/a = 0.5y ¢) b/a = 0.2, obtenidos en
MATLAB.
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a) b/a=0.9.

c) b/a=0.2.

Fig. A.8: Patrones de presion dispersada, | ps|/pc?, normalizada y evaluada a campo lejano, para una esfera de acero
recubierta de polimero 19 inmersa en glicerina, para la frecuencia ka = 1, considerando diferentes razones entre los
radios de las esferas, b (nicleo-acero) y a (coraza-polimero); a) b/a = 0.9, b) b/a = 0.5y ¢) b/a = 0.2, obtenidos en
MATLAB.
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A8 Esfera elastica con coraza viscoelastica (MATLAB)
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c) b/a=0.2.

Fig. A.9: Patrones de presion dispersada, |ps|/p ¢?, normalizada y evaluada a campo lejano, para una esfera de acero
recubierta de polimero 19 inmersa en glicerina, para la frecuencia ka = 10, considerando diferentes razones entre los
radios de las esferas, b (nicleo-acero) y a (coraza-polimero); a) b/a = 0.9, b) b/a= 0.5y c) b/a = 0.2, obtenidos en

MATLAB.
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"V
240 T
a) b/a=0.9.

~ 60
5
N
\\30
\
I|
0
I|
."‘llI
)
/fsaa
r/'
//I/
,’//
a0
270
90
120 — | Y w0
po ~
P 08
) .
150 / 06 \\_ 30
/ 04 \
.'r \'.
{ ¥ 2, X .Ill
|I ¥ i i
o, S <SR
| . - |
|III 2! T F IllII
\ /
A S
210 /330
.,
yd
\\\‘\ /’/
240 |~ a0
270
c) b/a=0.2.

Fig. A.10: Patrones de presiéon dispersada, | ps|/pc?, normalizada y evaluada a campo lejano, para una esfera de
acero inmersa en glicerina, para las frecuencias: a) ka = 0.1, b) ka =1y c¢) ka = 10, obtenidos en MATLAB.
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A.9 Codigos de MATLAB

A.9. Coédigos de MATLAB

Ex. . st

function [jdn,jdn2,jn,hn,hdn,hdn2,al,a2,a3,a4,bl,b2,b3,b4,cl,c2,c3,c4,d1,d2,d3,
d4,I1,12,13,I4,kc,a01,a03,c01,c03,I01,I03]=f_especiales_2(a,n,w,nu,c,mu,mu_b

,rho_1,rho_s,phi_0,G0_1,Ginf_1,alpha_1,beta_1,tau_1)

%Esta funcion permite obtener los coeficientes An ,Bn,Cn,Dn,In(terminos
%independientes) para el sistema de ecuaciones de la dispersion acustica de una
viscoso. Basado en el

%esfera viscoelastica rodeada de un fluido

Jprocedimiento de S.M.Hasheminejad,B. Harsini 2003.

viscoelastic properties on acoustic

#diffraction by a solid sphere submerged in a viscous fluid.
%0bs. Para las ecuaciones (28) y (30) los coeficientes de orden cero se

%calculan independiente a los de mayor orden.

%Las variables que acepta la funcion son:
h

%Radio de la esfera

%Los ordenes para la solucion del sistema
%Angulo polar en radianes

%Frecuencia angular

%Razon de poisson para la esfera
%Velocidad en el fluido circundante
%Modulo de viscosidad tangencial de corte
%Modulo de viscosidad volumetrica
%Densidad del fluido

%Densidad de la esfera

%Amplitud de la onda plana incidente

R Parametros del modelo viscoelastico
%Modulo de relajacion

%Modulo no relajado

%Ancho de la relajacion

%Asimetria de la relajacion

%Tiempo de relajacion

jn=@jb;
jdn=@jd;
jdn2=0jd2;
hn=0@hb;
hdn=@Qhd1;
hdn2=0@hd2;
function y=jb(n,x)

Effects of dynamic

(a) [m]
(n)
(theta)
(w) [rad/s]
(nu_1)

(c) [m/s]
(mu) [kg/ms]
(mu_b) [kg/ms]
(rho_1) [kg/m~3]
(rho_s) [kg/m~3]
(phi_0) [m~2/s

de Havriliak-Negami (HN)

(Go_1) [pal
(Ginf_1) [pal
(alpha_1) [0<alpha_1<1]
(beta_1) [0O<beta_1<1]
(tau_1) [s]

% Esta funcion calcula la funcion de Bessel de primera especie

y=(sqrt(pi./(2*x))) .*besselj(n+0.5,x);
end

function y=jd(n,x)

lljnll

%Esta funcion calcula la derivada de la funcion de Bessel de primera especie

y=-jb(n+1,x)+(n.*jb(n,x)) ./x;
end

function y=jd2(n,x)

%Esta funcion calcula la segunda derivada de la funcion de Bessel de

%primer orden

y=(1/4) *jb(n-2,x)+((3-2*%(x.72)) ./ (4*xx.72)) .*xjb(n,x)+(1./(2xx)) .*jb(n+1,x)

+(1/4)*jb(n+2,x) -(1./(2*%x)) . *xjb(n-1,x);
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%wolfram https://functions.wolfram.com/Bessel-TypeFunctions/SphericalBessellJ
/20/01/02/0008/
end

function y=hb(n,x)

% Esta funcion calcula la funcion de Hankel
y=(sqrt(pi./(2*x))) .*besselh(n+0.5,1,x);
end

function y=hdil(n,x)

%Esta funcion calcula la primera derivada de la funcion de Hankel
=-hb(n+1,x)+(n.*hb(n,x)) ./x;

end

function y=hd2(n,x)

% Esta funcion calcula la segunda derivada de la funcion de Hankel

y=(1/4) *hb(n-2,x)+((3-2*%(x.72)) ./(4*xx.~2)) .*hb(n,x)+(1./(2xx)) .*hb(n+1,x)
+(1/4)*hb(n+2,x) -(1./(2*x)) .*hb(n-1,x);

Jwolfram https://functions.wolfram.com/Bessel-TypeFunctions/SphericalBessellJ
/20/01/02/0008/

end

%Se calcula el modulo de corte "mod_corte" utilizando
%el modelo de HN. Donde gl corresponde al modulo de almacenamiento y
%g2 al modulo de perdida.

k=atan((w.~(alpha_1)*tau_1~(alpha_1)*sin(alpha_1%*pi/2))./(1+w.~(alpha_1)*
tau_1~(alpha_1)*cos (alpha_1*pi/2)));

gl= Ginf_1+((GO_1-Ginf_1).*cos(beta_1%*k))./(1+2*w.~(alpha_1)*tau_1~(alpha_1)
xcos (alpha_1*pi/2)+w.~(2*xalpha_1)*tau_1-(2xalpha_1)). (beta_1/2);
g2=((Ginf_1-GO_1)*sin(beta_1.*k))./(1+2*w."~(alpha_1)*tau_1~(alpha_1)*cos(
alpha_1*pi/2)+w.~(2*%alpha_1)*tau_1"(2*xalpha_1)). (beta_1/2);
mod_corte=gl+1lixg2;

%Se calculan las constantes de Lame complejas L1 y L2.
Li= (2*nu*mod_corte) ./(1-2%nu) ;

L2=mod_corte;

%Se calculan los vectores de onda tanto para el fluido
%como para el solido donde:
%kc, y ks son los vectores de onda de compresion y corte para el fluido [1/m

]%Kc y Ks son los vectores de onda de compresion y corte para el
viscoelastico [1/m]

kc=(w./c) . *(1+((1i*w*mu) ./ (2*rho_1*c~2)) .*((4/3)+mu_b/mu)) ;
ks=(1+1i)*sqrt ((wxrho_1) ./(2*mu)) ;

Kc=w./sqrt ((L1+2*L2)/rho_s) ;

Ks=w./sqrt (L2/rho_s) ;

A

x_kc=kcx*a;
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x_ks=ks*a;
x_Kc=Kc*a;
x_Ks=Ks*a;

%Estas expresiones corresponde a los valores que multiplican al
%coeficiente an para ordenes mayores que Cero.

al=-kc.*xhdn(n,x_kc) ;

a2=(1/a)*hn(n, x_kc);

a3=((li*wxrho_1-2*mu*(kc.~2)) .*xhn(n, x_kc)-2*mu*(kc.~2).*hdn2(n, x_kc));
a4=(2*mu)*((1/a)*hdn(n,x_kc) .*kc-(1/a~2)*hn(n, =x_kc));

%Estas expresiones corresponde a los valores que multiplican al
%coeficiente bn para ordenes mayores que cero.

bi=(1/a)*hn(n,x_ks) .*x(n.*(n+1));
b2=-((1/a)*hn(n,x_ks)+ks.*hdn(n,x_ks));

b3=(2*mu) *((1/a)*hdn(n,x_ks) .*ks-hn(n,x_ks)*(1/a~2)) .*x(n.*x(n+1));
b4=mux((2-(n+1) .*n)*(1/a~2) .*hn(n,x_ks)-(ks."2) .*hdn2(n,x_ks));

%Estas expresiones corresponde a los valores que multiplican al
%coeficiente cn para ordenes mayores que cero.

cl=1i*w.*Kc.*jdn(n, x_Kc);

c2=-1i*w.*jn(n, x_Kc)*(1/a);

c3=(Kc."2) .#(-2*%L2.*jdn2(n, x_Kc)+L1l.*xjn(n, x_Kc));
c4=(2*%L2) .*((1/a)*jdn(n, x_Kc).*Kc-jn(n,x_Kc)*x(1/a"2));

%Estas expresiones corresponde a los valores que multiplican al
%coeficiente dn para ordenes mayores que cCero.

di=1i*w.*jn(n,x_Ks).*x(n.*(n+1))*(1/a);

d2=-1i*w.*((1/a)*jn(n,x_Ks)+ Ks.*jdn(n,x_Ks));

d3=-(2*L2) .*((1/a)*jdn(n,x_Ks) .*(Ks) -(1/a"2)*jn(n,x_Ks)) .*(n.*x(n+1)) ;
d4=L2 .*x((-2+n.*(n+1))*(1/a"2) .*jn(n,x_Ks)+(Ks."2) .*xjdn2(n,x_Ks));

%Estas expresiones corresponde a los terminos independientes para ordenes
mayores que cero.

I1=kc*phi_0.*jdn(n,x_kc);
I2=-phi_O*jn(n,x_kc)*(1/a);

I3=-((1i*w*rho_1-2*mu*(kc."2)) .*jn(n,x_kc) -2*mu*(kc.~2) .*jdn2(n,x_kc))*phi_0
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I4=2*mu*phi_O0*((1/a"2)*jn(n,x_kc)-(1/a)*xjdn(n,x_kc) .*xkc);

%Estas expresiones corresponde a los valores que multiplican a los
%coeficientes para el orden cero.

a0l=-kc.*hdn (0, x_kc) ;
a03=((1i*w*rho_1-2*mu*(kc.~2)).*hn(0, x_kc)-2*xmu*x(kc.~2).*xhdn2(0, x_kc));
cO01=1i*w.*Kc.*jdn(0, x_Kc);
c03=(Kc."2) .*(-2%L2.%xjdn2(0, x_Kc)+L1l.*jn (0, x_Kc));
I0l=kc*phi_0.*xjdn(0,x_kc);
I103=-((li*wxrho_1-2*mu*(kc.~2)).*xjn(0,x_kc) -2*mu*(kc.~2) .*xjdn2(0,x_kc)) *
phi_0;

end

[jdn, jdn2, jn,hn,hdn,hdn2,al,a2,a3,a4,bl,b2,b3,b4,cl1,c2,c3,c4,d1,d2,d3,d4,I1,1I2,
I3,I4,kc,a01,a03,c01,c03,I01,I03]=f_especiales_2(a,n,w,nu,c,mu,mu_b,rho_1,
rho_s,phi_O,GO_l,Ginf_l,alpha_l,beta_l,tau_l);

%Matrices para el orden cero
MO=[a01 c01;a03 c03];
M02=[I01 c01;I03 c03];
f0=det (M02) /det (MO) ;

w_size=size(w,1); %Regresa el tamano de la matriz de frecuencias en la primera
dimension (renglones)

; n_size=size(n,2); %Regresa el tamano de la matriz de ordenes en la segunda

dimension (columnas)
theta_size=size(theta,2); JRegresa el tamano de la matriz de angulos en la
tercera dimension
h_3=[];
for i=1:w_size
h_2=[f0];
for j=1:n_size
% Metodo de determinantes
M=[al1(i,j) b1(i,j) c1(i,j) di1(i,j);a2(i,j) b2(i,j) c2(i,j) d2(i,j); a3(i
,J) b3(i,j) c3(i,j) d3(i,j); a4(i,j) ba(i,j) c4(i,j) d4(i,j) 1 ;
M2=[I1(i,j) b1(i,j) c1(i,j) d1(i,j);I2(i,j) b2(i,j) c2(i,j) d2(i,j); I3(
i,3j) 3(i,j) c3(i,j) d3(i,j); I4(i,j) b4(i,j) c4(i,j) d4(i,j) 1;
f=det (M2)/det (M) ;

h_2=[h_2 £f];
end
h_3=[h_3;h_2];
end
nl1=0:40;

nl_size=size(n,2);
%Este ciclo anidado calcula la presin dispersada, para cada orden, frecuencia y
angulo
P_s=[1;
for i=1:theta_size
Ps_2=[];
for j=1:nl_size
Ps_1=[];
for k=1:w_size
P=(phi_0./(kc*xax10)) .*(((4*mu/3)+mu_b)*(kc.~2) -1j*wxrho_1) .*x(-(1j"~(n1
(3)+1))) .x(2*n1(j)+1) .*xh_3(k,j) .*(exp(1j*(kc*xa-(nl1(j)*pi)/2)))*legendreP (nl(
j),cos(theta(i)));
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Ps_1=[Ps_1 P];
end
Ps_2=[Ps_2 Ps_11];
end
P_s=cat(3,P_s,Ps_2);
end

P_total=sum(P_s,2);

todos los ordenes
sigma=(abs(P_total))/(rho_1.%c."~2);
sigma2=sigma./max (sigma) ;
polarplot (theta,sigma2(1,:),’LineWidth’,3)

%Suma las presiones dispersadas para

%Presion dispersada adimensional
%Presion dispersada normalizada
%Patron de dispersion
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FSf Gsh - Gt

1 function [jdn, jdn2,jn,hn,hdn,hdn2,HN,HDN,HDN2,A1,A2,A3,A4,A5,A6,A7,A8,B1,B2,B3,
B4,B5,B6,B7,B8,C1,C2,C3,C4,C5,C6,C7,C8,D1,D2,D3,D4,D5,D6,D7,D8,E1,E2,E3,E4,
E5,E6 ,E7 ,E8,F1 ,F2,F3,F4,F5,F6,F7,F8,G1,G2,G3,G4,G5,G6,G7,G8,Q1,Q2,Q3,Q4,Q5,
Q6,Q7,Q8,11,12,13,14,15,16,17,18,%kc,A10,C10,D10,G10,I10,A30,C30,D30,G30,I30,
A50,C50,D50,G50,I50,A70,C70,D70,G70,I70]=f_especiales_c2(a,b,n,w,nu_1,nu_2,c
,mu,mu_b,rho_1,rho_s1,rho_s2,phi_0,G0_1,Ginf_1,alpha_1,beta_1,tau_1,G)

2 %Esta funcion permite obtener los coeficientes An,Bn,Cn,Dn,En,Fn,Gn,Qn,In(

terminos

%independientes) para el sistema de ecuaciones de la dispersion acustica de una

%esfera viscoelastica rodeada de un fluido viscoso. Basado en el

sprocedimiento de S.M.Hasheminejad ,N.Safari 2003. Journal of the sound and

6 % vibration.

%#0bs. Para las ecuaciones (27b,d,g,h) los coeficientes de orden cero se

8 %hcalculan independiente a los de mayor orden.

ot

-~

10 %Las variables que acepta la funcion son:

11 %

12 %Radio de la coraza (a) [m]

13 %Radio del nucleo (b) [m]

14 %Los ordenes para la solucion del sistema (n)

15 %Angulo polar en radianes (theta)

16 %Frecuencia angular (w) [rad/s]

17 %#Razon de poisson para la coraza (nu_1)

18 %Razon de poisson para el nucleo (nu_2)

19 %Velocidad en el fluido circundante (c) [m/s]

20 %Modulo de viscosidad tangencial de corte (mu) [kg/ms]

21 %Modulo de viscosidad volumetrica (mu_b) [kg/ms]

22 %Densidad del fluido circundante (rho_1) [kg/m~3]

23 %Densidad de la coraza (rho_s1) [kg/m~3]

24 %Densidad del nucleo (rho_s2) [kg/m~3]

25 %Amplitud de la onda plana incidente (phi_0) [m~2/s]

26 fhm——---- Parametros del modelo viscoelastico de Havriliak-Negami (HN)------
27 %Modulo de relajacion (coraza) (Go_1) [pal

28 %Modulo no relajado (coraza) (Ginf_1) [pal

29 %Modulo de relajacion (nucleo) (G0_2) [pal

30 %Modulo no relajado (nucleo) (Ginf_2) [pal

31 %Ancho de la relajacion (coraza) (alpha_1) [0<alpha_1<1]
32 %Asimetria de la relajacion (coraza) (beta_1) [0O<beta_1<1]
33 %Tiempo de relajacion (coraza) (tau_1) [s]

34 %Ancho de la relajacion (nucleo) (alpha_2) [0<alpha_1<1]
35 %Asimetria de la relajacion (nucleo) (beta_2) [0O<beta_1<1]
36 %Tiempo de relajacion (nucleo) (tau_2) [s]

37

38 jn=Qjb;

39 jdn=@jd;

40 jdn2=@jd2;

41 hn=@hb;

42 hdn=0hd1;

43 hdn2=0@hd2;

414 HN=@HB;

45 HDN=@HD1 ;
16 HDN2=Q@HD2;
a7 function y=jb(n,x)

48 % Esta funcion calcula la funcion de Bessel de primera especie "jn"
49 y=(sqrt(pi./(2*x))) .*besselj(n+0.5,x);
50 end
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function y=jd(n,x)

%Esta funcion calcula la derivada de la funcion de Bessel de primera especie
y=-jb(n+1,x)+(n.*jb(n,x)) ./x;

end

function y=jd2(n,x)

%Esta funcion calcula la segunda derivada de la funcion de Bessel de

%primer orden
y=(1/4)*jb(n-2,x)+((3-2*%(x.72)) ./ (4*xx.~2)) .*xjb(n,x)+(1./(2xx)) . *jb(n+1,x)
+(1/4)*jb(n+2,x) -(1./(2*x)) .*jb(n-1,x);

%wolfram https://functions.wolfram.com/Bessel-TypeFunctions/SphericalBessellJ
/20/01/02/0008/

end

function y=hb(n,x)

% Esta funcion calcula la funcion de Hankel
y=(sqrt(pi./(2*x))) .*besselh(n+0.5,1,x);
end

function y=hdl(n,x)

%Esta funcion calcula la primera derivada de la funcion de Hankel
y=-hb(n+1,x)+(n.*hb(n,x)) ./x;

end

function y=hd2(n,x)

% Esta funcion calcula la segunda derivada de la funcion de Hankel
y=(1/4) *hb(n-2,x) +((3-2*%(x.72)) ./(4*xx.~2)) .*xhb(n,x)+(1./(2xx)) .*hb(n+1,x)
+(1/4) *hb(n+2,x) -(1./(2%*x)) .*hb(n-1,x);

%wolfram https://functions.wolfram.com/Bessel-TypeFunctions/SphericalBessellJ
/20/01/02/0008/
end

function y=HB(n,x)

% Esta funcion calcula la funcion de hankel de segundo orden
y=(sqrt(pi./(2.%x))) .*besselh(n+0.5,2,x);

end

function y=HD1(n,x)

%Esta funcion calcula la primera derivada de la funcion de Hankel de
%segundo orden

y=-HB(n+1,x)+(n.*HB(n,x)) ./x;

end

function y=HD2(n,x)

% Esta funcion calcula la segunda derivada de la funcion de Hankel de

% segundo orden

y=(1/4) .*HB(n-2,x)+((3-2.*%(x.72))./(4.*x.~2)) .*HB(n,x)+(1./(2.%x)) .*xHB(n+1,x
)+(1/4) .xHB(n+2,x) -(1./(2.%x)) .*HB(n-1,x);

end

%Se calcula el modulo de corte "mod_corte", donde gl corresponde al modulo
de almacenamiento

% y g2 al modulo de perdida. En caso de que se tenga un material
viscoelastico se utiliza el

%el modelo de Havriliak-Negami (HN).

%Coraza (mediol_viscoelastico)
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102

103 s=atan((w.~(alpha_1)*tau_1-~(alpha_1)*sin(alpha_1*pi/2))./(1+w.~(alpha_1)x*
tau_1-(alpha_1)*cos(alpha_1%*pi/2)));

104

105 gl= Ginf_1+(((GO_1-Ginf_1)*cos(beta_1%*s))./(1+2*w."~(alpha_1)*tau_1~(alpha_1)
xcos (alpha_1*pi/2)+w.~(2*xalpha_1)*tau_1~(2*alpha_1)). (beta_1/2));

106

107 g2=((Ginf_1-GO_1)*sin(beta_1.*s))./((1+2*w. " (alpha_1)*tau_1~(alpha_1)*cos(
alpha_1*pi/2)+w.~(2*alpha_1)*tau_1-(2*xalpha_1)) . (beta_1/2));

108

109 mod_corte_C=gl+li*xg2;

110

111 %Nucleo (medio 2)

112 %Para del nucleo hay dos opciones que sea viscoelastico o elastico:

113 %En caso de ser elastico utilizar esta parte

114

115 mod_corte_N=G;

116

117 %En caso de ser viscoelastico utilizar lo siguiente:

118

119 % h k_2=atan((w. (alpha_2) .*tau_2.  (alpha_2) .*sin(alpha_2*pi/2)) ./ (1+w."(
alpha_2) .xtau_2.~ (alpha_2) .*cos(alpha_2*pi/2)));

120

121 4 h gl_n=Ginf _2+(((GO_2-Ginf_2) .*xcos(beta_2.*k_2))./(1+2.*%w.~(alpha_2) .*
tau_2." (alpha_2) .*cos(alpha_2%*pi/2)+w.~(2.*alpha_2).*xtau_2.~(2.*%alpha_2))."(
beta_2./2));

122

123 % g2_n=((Ginf_2-G0_2) .*sin(beta_2.%k_2))./(1+2.*w.~(alpha_2) .*xtau_2."(
alpha_2) .xcos (alpha_2*pi/2)+w."(2.*xalpha_2) .*tau_2."(2.*alpha_2)). (beta_2
./2)

124

125 % %h mod_corte_N=gin+1i.*g2n;

126

127 %Se calculan las constantes de Lame complejas L1 y L2, tanto

128 %para la coraza ’C’ como para el nucleo ’N’

129

130 L1_C= (2*nu_1l*mod_corte_C)/(1-2*nu_1);

131

132 L2_C=mod_corte_C;

133

134 L1_N= (2*nu_2*mod_corte_N)/(1-2*xnu_2);

135

136 L2_N=mod_corte_N;

137

138 % Se calculan los vectores de onda tanto para el fluido

139 %como para el sistema coraza-nucleo donde:

140 %kc, y ks vector de onda de compresion y corte para el fluido [1/m]

141 %Kc y Ks vector de onda de compresion y corte para el solido,

142 %donde 1 esta relacionado con la coraza y 2 con el nucleo [1/m]

143

144 ke=(w./c) . *x(1+((li*xw*mu) /(2*rho_1*(c~2)))*((4/3)+(mu_b/mu)));

145

146 ks=(1+1i)*sqrt ((w.*rho_1)/(2*mu)) ;

147

148 Kc_1=w./sqrt ((L1_C+2*L2_C)/rho_s1);

149

150 Ks_1=w./sqrt(L2_C/rho_s1);

151

94



-
[« G BTN

R e - B IR R |
© 0w C w

Jun
®

1

o0

A.9 Codigos de MATLAB

Kc_2=w./sqrt ((L1_N+2*L2_N)/rho_s2);
Ks_2=w./sqrt (L2_N/rho_s2);

x_kc=kc*a;

x_ks=ks*a;

x_Kc_1=Kc_1%*a;

x_Kc_1b=Kc_1x*b;

x_Ks_1=Ks_1%*a;

x_Ks_1b=Ks_1%*b;

x_Kc_2=Kc_2x*b;

x_Ks_2=Ks_2%*b;

%Estas expresiones corresponde a los valores que multiplican al
%coeficiente an para ordenes mayores que Cero.

Al=-kc.*hdn(n,x_kc);

A2=hn(n,x_kc);
A3=(1li*w*rho_1-2*mu*(kc.~2)).*hn(n,x_kc) -2*xmu*x(kc."~2) .*hdn2(n,x_kc) ;
Ad=(2*xmu) *(a*xhdn(n,x_kc) .*kc-hn(n,x_kc));

A5=0%n.*w;

A6=0%n.*w;

A7=0%n.%*w;

AB8=0%n.*w;

%Estas expresiones corresponde a los valores que multiplican al
%coeficiente bn para ordenes mayores que cero.

Bi=(1/a)*hn(n,x_ks) .*(n.*(n+1));
B2=-hn(n,x_ks)-x_ks.*hdn(n,x_ks) ;
B3=-((2*mu*n.*x(n+1))/(a~2)) .*(hn(n,x_ks)-x_ks.*hdn(n,x_ks));
B4=mu.*((2-n.*(n+1)) .*hn(n,x_ks) -(x_ks."2) .xhdn2(n,x_ks)) ;
B5=0*n.x*w;

B6=0%n.*w;

B7=0%n.*w;

B8=0%*n.*w;

%Estas expresiones corresponde a los valores que multiplican al
%coeficiente cn para ordenes mayores que cCero.

Cl=1i*w.*Kc_1.*hdn(n,x_Kc_1);

C2=-1i*w.*xhn(n,x_Kc_1);
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C3=-(Kc_1.72) .%(2*%L2_C.*hdn2(n,x_Kc_1)-L1_C.*hn(n,x_Kc_1));
C4=(2*xL2_C) .*x(hdn(n,x_Kc_1).*x_Kc_1-hn(n,x_Kc_1));
C5=-Kc_1.*xhdn(n,x_Kc_1b);

C6=hn(n,x_Kc_1b);

C7=(Kc_1.72) .x(L1_C.xhn(n,x_Kc_1b) -2*xL2_C.*hdn2(n,x_Kc_1b));
C8=(2*xL2_C) .*(hdn(n,x_Kc_1b) .*x_Kc_1b-hn(n,x_Kc_1b));

%Estas expresiones corresponde a los valores que multiplican al
%coeficiente dn para ordenes mayores que cero.

Di=1i*w.*Kc_1.*HD1(n,x_Kc_1);

D2=-1i.*w.*HN(n,x_Kc_1);

D3=-(Kc_1."2) .*(2*%L2_C.*HDN2(n,x_Kc_1)-L1_C.*HN(n,x_Kc_1)) ;
D4=(2*xL2_C) .*(x_Kc_1.*HDN(n,x_Kc_1)-HN(n,x_Kc_1));
D5=-Kc_1.*HDN(n,x_Kc_1b);

D6=HN(n,x_Kc_1b);

D7=(Kc_1.-2) .*(L1_C.*HN(n,x_Kc_1b) -2*L2_C.*HDN2(n,x_Kc_1b));
D8=(2*xL2_C) .*(x_Kc_1b.*HDN(n,x_Kc_1b)-HN(n,x_Kc_1b));

%Estas expresiones corresponde a los valores que multiplican al
hcoeficiente ’en’ para ordenes mayores que Cero.

El=((li*w.*n.*x(n+1))/a) .*x(hn(n,x_Ks_1));

E2=(-1i*w) .*(hn(n,x_Ks_1)+x_Ks_1.*hdn(n,x_Ks_1));
E3=((2*xL2_C.*n.*(n+1))/(a~2)) .*x(hn(n,x_Ks_1)-x_Ks_1.*xhdn(n,x_Ks_1)) ;
E4=-1L2_C.*((2-n.*(n+1)) .*hn(n,x_Ks_1)-(x_Ks_1.-2) .*hdn2(n,x_Ks_1));
E5=(-(n.*(n+1))/b) .*hn(n,x_Ks_1b);
E6=hn(n,x_Ks_1b)+x_Ks_1b.*hdn(n,x_Ks_1b);

E7=(-(2*n.*(n+1)*L2_C)/(b~2)) .*(-hn(n,x_Ks_1b)+x_Ks_1b.*hdn(n,x_Ks_1b));
E8=-L2_C*((2-n.*(n+1)) .*hn(n,x_Ks_1b) -(x_Ks_1b."~2) .*hdn2(n,x_Ks_1b));

%Estas expresiones corresponde a los valores que multiplican al
%coeficiente fn para ordenes mayores que cero.

Fi=((1i*w.*n.*x(n+1))/a) .*x(HN(n,x_Ks_1));
F2=(-1i*w) .*(HN(n,x_Ks_1)+x_Ks_1.*HDN(n,x_Ks_1));

F3=((2*%L2_C.*n.x(n+1))/(a"~2)) .*(HN(n,x_Ks_1)-x_Ks_1.*HDN(n,x_Ks_1));
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269 F4=-L2_C*((2-n.*(n+1)) .*HN(n,x_Ks_1)-(x_Ks_1."2) .*HDN2(n,x_Ks_1));

270

271 F5=(-(n.*(n+1))/b) .*HN(n,x_Ks_1b) ;

272

273 F6=HN(n,x_Ks_1b)+x_Ks_1b.*HDN(n,x_Ks_1b);

274

275 F7=(-(2*%n.*(n+1) .*L2_C)/(b~2)) .*(-HN(n,x_Ks_1b)+x_Ks_1b.*HDN(n,x_Ks_1b)) ;

276

277 F8=-L2_C.*((2-n.*(n+1)) .*HN(n,x_Ks_1b) -(x_Ks_1b.~2) .*HDN2(n,x_Ks_1b)) ;

278

279 %Estas expresiones corresponde a los valores que multiplican al

280 %coeficiente gn para ordenes mayores que cero.

281

282 G1=0*n.*xw;

283

284 G2=0*n.*w;

285

286 G3=0*n.*w;

287

288 G4=0*n.*xw;

289

290 G5=Kc_2.*xjdn(n,x_Kc_2);

291

292 G6=-jn(n,x_Kc_2);

293

294 G7=(Kc_2.72) .*x(2*xL2_N.*jdn2(n,x_Kc_2)-L1_N.*jn(n,x_Kc_2));

295

296 G8=-2*xL2_N.*(x_Kc_2.*jdn(n,x_Kc_2)-jn(n,x_Kc_2));

297

298 LEstas expresiones corresponde a los valores que multiplican al

299 %coeficiente gqn para ordenes mayores que Cero.

300

301 Q1=0%n.*w;

302

303 Q2=0%n.*w;

304

305 Q3=0%n.*w;

306

307 Q4=0*n.*w;

308

309 Q5=((n.*(n+1))/b) .*xjn(n,x_Ks_2);

310

311 Q6=-jn(n,x_Ks_2)-x_Ks_2.*jdn(n,x_Ks_2);

312

313 Q7=(-(2*L2_N.*n.*(n+1))/(b~2)) .*(jn(n,x_Ks_2)-x_Ks_2.xjdn(n,x_Ks_2));

314

315 Q8=L2_N.*((2-n.*x(n+1)) .*jn(n,x_Ks_2)-(Ks_2.72) .xjdn2(n,x_Ks_2));

316

317 %Estas expresiones corresponde a los terminos independientes para ordenes
mayores que cero.

318

319 Il1=kc.*phi_0.*jdn(n,x_kc);

320

321 I2=-phi_O*jn(n,x_kc);

322

323 I3=-((li*wxrho_1-2*mux*x(kc."2)).*xjn(n,x_kc) -2*mux*x(kc.~2) .*jdn2(n,x_kc))*phi_0
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|
25 I4=2*mu*phi_O0*(jn(n,x_kc)-jdn(n,x_kc) .*x_kc);

27 I5=0*n.*w;

31 I7=0%n.x*w;
33 I8=0%*n.*w;

2
2

2

2

2

29 I6=0%n.*w;
3

3

35 %Estas expresiones corresponde a los valores que multiplican a los
36 %coeficientes para el orden cero.

338 A10= -kc.*hdn(0,x_kc) ;

339 C10=1i*w.*Kc_1.*hdn(0,x_Kc_1);

340 D10=1i*w.*Kc_1.*HD1(0,x_Kc_1);

341 G10=0;

342 I10=kc.*phi_0.*jdn (0,x_kc);

344 A30=(1i*w*xrho_1-2*mu*x(kc.~2)).*hn(0,x_kc) -2*mu*x(kc."~2) .*hdn2(0,x_kc) ;
345 C30=-(Kc_1."2) .*(2*xL2_C.*hdn2(0,x_Kc_1)-L1_C.*hn(0,x_Kc_1));

346 D30=-(Kc_1."2) .*(2*L2_C.*HDN2(0,x_Kc_1)-L1_C.*HN(O,x_Kc_1));

347 G30=0;

348 I30=-((li*wxrho_1-2*mu*(kc.~2)).*jn(0,x_kc) -2*mu*(kc.~2) .*xjdn2(0,x_kc))*
phi_O;

349

350 A50=0;

351 C50=-Kc_1.*hdn(0,x_Kc_1b);

352 D50=-Kc_1.*HDN (0, x_Kc_1b) ;

353 G50=Kc_2.%3jdn(0,x_Kc_2);

354 I50=0;

355

356 A70=0;

357 C70=(Kc_1."2) .*x(L1_C.*hn(0,x_Kc_1b) -2*¥L2_C.*hdn2(0,x_Kc_1b));

358 D70=(Kc_1.72) .*x(L1_C.*HN(O,x_Kc_1b) -2*L2_C.*HDN2(0,x_Kc_1b));

359 G70=(Kc_2.72) .*(2*L2_N.*3jdn2(0,x_Kc_2)-L1_N.*jn(0,x_Kc_2));

360 I70=0;

361

362 end

363

364 [jdn, jdn2,jn,hn,hdn,hdn2 ,HN,HDN,HDN2,A1,A2,A3,A4,A5,A6,A7,A8,B1,B2,B3,B4,B5,B6,
B7,B8,C1,C2,C3,C4,C5,C6,C7,C8,D1,D2,D3,D4,D5,D6,D7,D8,E1 ,E2,E3,E4,E5,E6,E7,
E8,F1,F2,F3,F4 ,F5,F6,F7,F8,G1,G2,G3,G4,G5,G6,G7,G8,Q1,Q2,Q3,Q4,Q5,Q6,Q7,Q8,
11,12,13,14,15,16,17,18 ,%kc,A10,C10,D10,G10,I10,4A30,C30,D30,G30,I30,A50,C50,
D50,G50,I50,A70,C70,D70,G70,I70]=f_especiales_c2(a,b,n,w,nu_1,nu_2,c,mu,mu_b
,rho_1,rho_s1,rho_s2,phi_0,G0_1,Ginf_1,alpha_1,beta_1,tau_1,G);

365

366 fMatrices para el orden cero

367

368 MO=[A10 C10 D10 G10;A30 C30 D30 G30; A50 C50 D50 G50; A70 C70 D70 G701];

360 M0O2=[I10 C10 D10 G10;I30 C30 D30 G30; I50 C50 D50 G50; I70 C70 D70 G701];

370 £0=det (M02) /det (MO) ;

371

372 w_size=size(w,1); %Regresa el tamano de la matriz de frecuencias en la primera
dimension (renglones)

373 n_size=size(n,2); JRegresa el tamano de la matriz de ordenes en la segunda
dimension (columnas)
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380
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386
387
388
389
390
391
392
393
394

395

396
397
398
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theta_size=size(theta,2); JRegresa el tamano de la matriz de angulos en la
tercera dimension
h_3=[]1;
for i=1:w_size
h_2=[f0];
for j=1:n_size
% Metodo de determinantes
M=[A1(i,j) B1(i,j) C1(i,j) D1(i,j) E1(i,j) F1(i,j) G1(i,j) Q1(i,j);A2(i,
j) B2(i,j) €2(i,j) D2(i,j) E2(i,j) F2(i,j) G2(i,j) Q2(i,j); A3(i,j) B3(i,j)
C3(i,j) D3(i,j) E3(i,j) F3(i,j) G3(i,j) Q3(i,j);
A4(i,j) B4(i,j) C4(i,j) D4(i,j) E4(i,j) F4(i,j) G4(i,j) Q4(i,j); A5(i
,j) B5(i,j) C5(i,j) D5(i,j) E5(i,j) F5(i,j) G5(i,j) Q5(i,j);A6(i,j) B6(i,j)
C6(i,j) D6(i,j) E6(i,j) F6(i,j) G6(i,j) Q6(i,]);
A7(i,j) B7(i,j) C7(i,j) D7(i,j) E7(i,j) F7(i,j) G7(i,j) Q7(i,j);A8(i,
j) B8(i,j) C8(i,j) D8(i,j) E8(i,j) F8(i,j) G8(i,j) Q8(i,j)I;
M2=[I1(i,j) B1(i,j) C1(i,j) D1(i,j) E1(i,j) F1(i,j) G1(i,j) Q1(i,j);I2(i
,j) B2(i,j) C2(i,j) D2(i,j) E2(i,j) F2(i,j) G2(i,j) Q2(i,j);I3(i,j) B3(i,j)
C3(i,j) D3(i,j) E3(i,j) F3(i,j) G3(i,j) Q3(i,j);
I4(i,j) B4(i,j) C4(i,j) D4(i,j) E4(i,j) F4(i,j) G4(i,j) Q4(i,j); I5(i
,j) B5(i,j) C5(i,j) D5(i,j) E5(i,j) F5(i,j) G5(i,j) Q5(i,j);I6(i,j) B6(i,j)
C6(i,j) D6(i,j) E6(i,j) F6(i,j) G6(i,j) Q6(i,j);
I7(i,j) B7(i,j) C€7(i,j) D7(i,j) E7(i,j) F7(i,j) G7(i,j) Q7(i,j);I8(i,
j) B8(i,j) C8(i,j) D8(i,j) E8(i,j) F8(i,j) G8(i,j) Q8(i,j)1;
f=det (M2)/det (M) ;
h_2=[h_2 f ];
end
h_3=[h_3;h_2];
end

n1=0:40;
nl_size=size(n,2);
%Este ciclo anidado calcula la presion dispersada, para cada orden, frecuencia y
angulo
P_s=[1;
for i=1:theta_size
Ps_2=[];
for j=1:nl_size
Ps_1=[];
for k=1:w_size
P=(phi_0./(kc*a*x10)) .*(((4*mu/3)+mu_b) *(kc.~2) -1j*w*rho_1) .x(-(1j"(n1
(3)+1))) .*x(2*n1(j)+1) .*xh_3(k,j) .*(exp(1j*(kc*xa-(nl1(j)*pi)/2)))*legendreP (ni(
j),cos(theta(i)));
Ps_1=[Ps_1 P];
end
Ps_2=[Ps_2 Ps_1];
end
P_s=cat(3,P_s,Ps_2);

end

P_total=sum(P_s,2); %Suma las presiones dispersadas para
todos los ordenes

sigma=(abs (P_total))/(rho_1.%c."2); %Presion dispersada adimensional

sigma2=sigma./max (sigma) ; %Presion dispersada normalizada

polarplot (theta,sigma2(1,:),’LineWidth’,3) %Patron de dispersion
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A.10. Cobdigos de Python

Ef‘fera !I]'SCQE a’f‘t]'Ca

import numpy as np
import importlib
from FP1_US import =

# import our own files and reload
import FP1_US

importlib.reload (FP1_US)

import CP1_US

importlib.reload (CP1_US)

n=np.array ([np.arange (1,51)1)
a=be-4
ka=10

theta=np.array ([np.linspace (0,2*np.pi,100)1]1)

#0rdenes
#Radio de la esfera

#Frecuencia adimensional

#Angulos de medicion

material=CP1_US.viscoelastic_sphere(n,a,ka,theta)

material.coefficients ()
material.scatter_pressure ()
material.plot_radiation_pressure ()

import math as mt
import math

from scipy.special import jv,yv,hankell, b hankel2,spherical_jn,spherical_yn, jvp,

yvp,hlvp ,h2vp,legendre

# Polinomios de Legendre
def legendref (n,x):
if type(n) is int:

polynomial_legendre=legendre (n)

legendre_function=polynomial_legendre (np.cos(x))

return legendre_function
elif n[0]==0:

polynomial_legendre=[legendre (i) for i in n]

legendre_function=np.array([polynomial_legendre[i](np.cos(x)) for i in n]).

T
return legendre_function
elif n[0]==1:

polynomial_legendre=[legendre(i) for i in n]

legendre_function=np.array([polynomial_legendre[i](np.cos(x)) for i in n

-11).T
return legendre_function

#Primera derivada de los polinomios de Legendre

def legendrepl(n,x):

first_derivate_legendre=(-(n+1))*((np.cos(x)/np.sin(x))*legendre_n-(1/np.sin

(x))*legendre_nl)
return first_derivate_legendre

def spherical_jn2(n,x):

second_derivate_spherical_bessel_first_type=3*np.sqrt(mt.pi)*jv(n+1/2,x)\

7 #Segunda derivada de la funcion de Bessel de primera especie
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/np.power (2xx,5/2) -2*np.sqrt (mt.pi)*jvp(n+1/2,x,1) /np.power (2%x,3/2) +jvp
(n+1/2,x,2) *np.sqrt (mt.pi/(2*x))
return second_derivate_spherical_bessel_first_type

#Segunda derivada de la funcion de Bessel de segunda especie
def spherical_yn2(n,x):
second_derivate_spherical_bessel_second_type=3*np.sqrt(mt.pi)*yv(n+1/2,x)/\
pow (2%x,5/2) -2*np.sqrt (mt.pi)*yvp(n+1/2,x,1) /pow(2*x,3/2) +yvp(n+1/2,x,2)
*\
np.sqrt (mt.pi/(2xx))
return second_derivate_spherical_bessel_second_type

) #Funcion de Hankel esferica de primer orden

def sphehl(n,x):
function_spherical_hankel_first_type=np.sqrt(np.pi/(2*x))+*hankell (n+0.5,x)
return function_spherical_hankel_first_type

5 #Primera derivada de la funcion de hankel de primer orden

def sphehlpl(n,x):
first_derivate_spherical_hankel_first_type=-np.sqrt(np.pi)*hankell(n+1/2,x)
/\
np.power (2*xx,3/2) +np.sqrt(np.pi/(2*x))*hivp(n+1/2,x,1)
return first_derivate_spherical_hankel_first_type

#Segunda derivada de la funcion de hankel de primer orden
def sphehlp2(n,x):
second_derivate_spherical_hankel_fisrt_type=3*np.sqrt(np.pi)*hankell(n+1/2,x
)/\
np.power (2*xx,5/2) -2*np.sqrt (np.pi)*hlvp(n+1/2,x,1) /np.power (2*%x,3/2) +
hivp(n+1/2,x,2)\
*np.sqrt (np.pi/(2*x))
return second_derivate_spherical_hankel_fisrt_type

# Funcion de Hankel esferica de segundo orden

def spheh2(n,x):
function_spherical_hankel_second_type=np.sqrt(np.pi/(2*x))*hankel2(n+0.5,x)
return function_spherical_hankel_second_type

#Primera derivada de la funcion de Hankel de segundo orden
def spheh2pl(n,x):
first_derivate_spherical_hankel_second_type=-np.sqrt(mt.pi)*hankel2(n+1/2,x)
/\
np.power (2xx,3/2) +np.sqrt (mt.pi/(2*x))*h2vp(n+1/2,x,1)
return first_derivate_spherical_hankel_second_type

#Segunda derivada de la funcion de Hankel de segundo orden
def spheh2p2(n,x):
second_derivate_spherical_hankel_second_type=3*np.sqrt(mt.pi)*hankel2(n+1/2,
x) /\
np.power (2*x ,5/2) -2*np.sqrt (mt.pi) *h2vp(n+1/2,x,1) /np.power (2*x,3/2) +
h2vp(n+1/2,%,2) *np.sqrt (mt.pi/(2*x))
return second_derivate_spherical_hankel_second_type

import pandas as pd

import matplotlib.pyplot as plt

from FP1_US import sphehlpl,sphehlp2,sphehl,spheh2pl, spheh2p2,spheh2,
spherical_jn2,legendref ,legendrepl
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# import our own files and reload
import FP1_US
importlib.reload (FP1_US)

class Material_characterization():

def __init__(self,n,a,ka,theta):
self .n=n
self .a=a
self .ka=ka
self.theta=theta

#### Cambiar ruta del archivo
archivo =’C://Users//Thinkpad//Downloads//drive-download -20210420
T024620Z -001//DatosPolimeros.xlsx’

medio= pd.read_excel(archivo, sheet_name=’Glicerina’)
self.c,self.rho_1,self.mu,self.mu_b=medio.values.T

polymer18=pd.read_excel (archivo ,sheet_name=’Polymer20’)
self .G02,self.G_inf2,self.alpha2,self.beta2,self.tau2,self.rho_s2,self.
nu2=polymer18.values.T

#Se utiliza el modelo de Havriliak-Negami para obtener los valores del
modulo de corte para los materiales viscoelasticos
#donde gl corresponde al modulo de almacenamiento y g2 al modulo de perdida
self .phi=1.0
self .w=(self.kaxself.c/self.a)
self .k_core=np.arctan ((np.power (self.w,self.alpha2)*np.power (self.tau2,
self.alpha2)\
*np.sin(self.alpha2*np.pi/2))/(1+np.power (self.w,self.alpha2)*np.
power (self.tau2,self.alpha2)\
*np.cos(self.alpha2*np.pi/2)))

self.gl_core= self.G_inf2+((self.G02-self.G_inf2)*np.cos(self.beta2*self
.k_core))\
/np.power (1+2*np.power (self.w,self.alpha2)*np.power (self.tau2,self.
alpha2)\
*np.cos(self.alpha2*np.pi/2)+np.power (self.w,2*self.alpha2)\
*np . power (self.tau2 ,2*xself.alpha2),self.beta2/2)

self.g2_core=((self.G_inf2-self.GO2)*np.sin(self.beta2*self.k_core))/\
np.power (1+2*np.power (self .w,self.alpha2)*np.power (self.tau2,self.
alpha2)\
*np.cos(self.alpha2*np.pi/2)+np.power (self.w,2*self.alpha2)\
*np . power (self.tau2,2*xself.alpha2),self.beta2/2)
self .shear_core=self.gl_core+lj*xself.g2_core #Modulo de corte
#Constantes de Lame
self.Lambda_core=(2*self.nu2*self.shear_core)/(1-2xself.nu2)
self .Mu_core=self.shear_core
#ks vector de onda de corte (shear) kc vector de onda longitudinal (

compresion) tanto para el solido
#como para el fluido (fluid)
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149 self.fluid_kc=(self.w/self.c)*(1+((1j*self.w*self.mu)/(2*self.rho_lx*np.
power (self.c,2)))\

150 *(4/3+(self .mu_b/self.mu)))

151 self.fluid_ks=(1+1j)*np.sqrt((self.wxself.rho_1)/(2*self.mu))

152

153 self .kc=self.w/(np.sqrt((self.Lambda_core+2*self.Mu_core)/self.rho_s2))
154 self .ks=self.w/(np.sqrt(self.Mu_core/self.rho_s2))

157 class viscoelastic_sphere(Material_characterization):

159 def coefficients(self):

160 self .x_kc=self .kc*self.a

161 self .x_ks=self .ks*xself.a

162 self.x_fluid_kc=self.fluid_kc*self.a
163 self .x_fluid_ks=self.fluid_ksx*self.a

165 # Expresiones que corresponde a los valores que multiplican a 1los
coeficientes para el orden cero

167 self.a_0Ol=-self.fluid_kc*sphehlpl(0,self.x_fluid_kc)

168 self.a_03=(1j*self.wxself.rho_1-2*self.mu*np.power (self.fluid_kc,2))x*
spheh1 (0, self.x_fluid_kc)\

169 -2xself .mu*np.power (self.fluid_kc ,2) *sphehl1p2(0,self.x_fluid_kc)

170 self.c_01=1j*self.w*self.kc*spherical_jn(o,self.x_kc,derivative=True)

171 self.c_03=self.Lambda_core*np.power (self.kc,2)*spherical_jn(0,self.x_kc
) -2*self.Mu_core\

72 *np . power (self .kc,2) *spherical_jn2(0,self.x_kc)

173 self .I_Ol=self.phi*self.fluid_kc*spherical_jn(0,self.x_fluid_kc,
derivative=True)

174 self .I_03=2*self.phi*xself.mu*np.power (self.fluid_kc ,2)*spherical_jn2(0,
self.x_fluid_kc)\

175 -self .phi*(1j*self.wxself.rho_1l-2*self.mu*np.power (self.fluid_kc,2)
DAY

176 *spherical_jn(0,self.x_fluid_kc)

178 # Estas expresiones corresponden a los valores que multiplican a los
coefiencientes para ordenes mayores que cero

180 self.a_1=-self.fluid_kc*sphehlpl(self.n,self.x_fluid_kc)

181 self.a_2=(1/(self.a))*sphehl (self.n,self.x_fluid_kc)

182 self.a_3=(1j*self.w*self.rho_1-2*self.mu*np.power (self.fluid_kc ,2))*
sphehl (self.n,self.x_fluid_kc)\

183 -2*self .mu*np.power (self.fluid_kc ,2)*sphehlp2(self.n,self.
x_fluid_kc)

184 self.a_4=(2/(self.a))*self .mu*sphehlpl (self.n,self.x_fluid_kc)*self.
fluid_kc\

185 -(2/np.power (self.a,2))*sphehl(self.n,self.x_fluid_kc)*self.mu

186

187 self .b_1=(1/(self.a))*sphehl (self.n,self.x_fluid_ks)*(self.n*(self.n+1)
)

188 self .b_2=(-1/(self.a))*sphehl(self.n,self.x_fluid_ks)-self.fluid_ksx*
sphehlpl (self.n,self.x_fluid_ks)

189 self .b_3=(2/(self.a))*(self.n*(self.n+1))*self . mu*xself.fluid_ksx*

sphehlpl (self.n,self.x_fluid_ks)\
190 -(2/(np.power (self.a,2)))*(self .n*x(self.n+1))*self .mu*xsphehl (self.n
,self.x_fluid_ks)
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self .b_4=(-1/np.power(self.a,2))*(self.n*x(self.n+1))*self.mu*sphehl (
self .n,self.x_fluid_ks)\
+(2/(np.power (self.a,2)))*self .muxsphehl (self.n,self.x_fluid_ks)-
self .mu\
*np . power (self.fluid_ks ,2) *sphehlp2(self.n,self.x_fluid_ks)

self.c_1=1j*self.wxself.kc*spherical_jn(self.n,self.x_kc,derivative=
True)
self.c_2=-1j*self .w*spherical_jn(self.n,self.x_kc)*(1/(self.a))
self.c_3=self.Lambda_corex*np.power (self.kc,2)*spherical_jn(self.n,self.
x_kc)\
-2*%self.Mu_core*np.power (self .kc,2) *spherical_jn2(self.n,self.x_kc)
self.c_4=(2/(self.a))*self.kc*self.Mu_corexspherical_jn(self.n,self.
x_kc ,derivative=True)\
-(2/(np.power (self.a,2)))*self.Mu_core*spherical_jn(self.n,self.
x_kc)

self.d_1=(1/(self.a))*1j*self.wx(self.n*x(self.n+1))*spherical_jn(self.n
,self.x_ks)
self.d_2=(-1/(self.a))*1j*self .wxspherical_jn(self.n,self.x_ks)-1j*self
.wxself . ks\
*spherical_jn(self.n,self.x_ks,derivative=True)
self.d_3=(2/np.power (self.a,2))*(self.n*x(self.n+1))*self.Mu_corex
spherical_jn(self.n,self.x_ks)\
-(2/(self.a))*(self .n*x(self.n+1))*self.Mu_core*self.ks*spherical_jn
(self.n,self.x_ks,derivative=True)
self.d_4=(-2/(np.power (self.a,2)))*self.Mu_core*spherical_jn(self.n,
self.x_ks)\
+(1/(np.power (self.a,2)))*(self.n*x(self.n+1))*self.Mu_corex
spherical_jn(self.n,self.x_ks)\
+self .Mu_core*np.power (self.ks,2)*spherical_jn2(self.n,self.x_ks)

self .I_1=self.phix*self.fluid_kc*spherical_jn(self.n,self.x_fluid_kc,
derivative=True)
self .I_2=(-1/(self.a))*self.phi*spherical_jn(self.n,self.x_fluid_kc)
self .I_3=2*xself.phi*self.mu*np.power (self.fluid_kc ,2)*spherical_jn2(
self.n,self.x_fluid_kc)\
-self .phi*(1j*self.wxself.rho_1-2*self.mu*np.power (self.fluid_kc,2)
)*xspherical_jn(self.n,self.x_fluid_kc)
self .I_4=(-2/(self.a))*self.phi*self .mu*xself.fluid_kc\
xspherical_jn(self.n,self.x_fluid_kc,derivative=True)+(2/(np.power (
self.a,2)))\
*self .phi*self .mu*spherical_jn(self.n,self.x_fluid_kc)

def scatter_pressure(self):

#Se genera una matriz con los coeficientes del orden cero y el vector de
solucion para obtener An
# en orden cero

self .A_O=np.array ([[self.a_01,self.c_01],[self.a_03,self.c_03]]).reshape
(2,2)

self .B_O=np.array([[self.I_01],[self.I_03]]).reshape(2,1)

self .AnO=np.linalg.solve(self.A_0,self.B_0)

#Se generan matrices para los coeficientes, por columnas estan 1los
ordenes de iteracion
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#por renglones estan el numero de coeficientes en este caso 4

self .Aa=[np.array([[self.a_1[0,j],self.a_2[0,j],self.a_3[0,j],self.a_4
[0,j11]1) for j in self.n-1]

self .Ab=[np.array([[self.b_1[0,j],self.b_2[0,j],self.b_3[0,j],self.b_4
[0,j]11]1) for j in self.n-1]

self .Ac=[np.array([[self.c_1[0,j],self.c_2[0,j],self.c_3[0,j],self.c_4
[0,j11]1) for j in self.n-1]

self .Ad=[np.array([[self.d_1[0,j],self.d_2[0,j],self.d_3[0,j],self.d_4
[0,j11]1) for j in self.n-1]

self .Ai=[np.array([[self.I_1[0,j],self.I_2[0,j],self.I_3[0,j],self.I_4
[0,j]11]1) for j in self.n-1]

#Se generan las matrices a resolver y regresa una lista con el numero de
frecuencias
#y en cada frecuencia matrices de 4x4 para cada orden

self .A=[np.array([self.Aa[0]J[0][:,j],self.Ab[0][0][:,j],self.Ac[O][O]L:,
jl,self.Ad[0][0]1[:,3j]1]1).T for j in self.n-1]
self .B=[np.array([self.Ai[0][0][:,3j]1]).T for j in self.n-1]

#### An es para ordenes mayores a cero, filas son los ordenes, columnas
las soluciones para a,b,cy d, indice va sobre frecuencias

self .An=np.linalg.solve(self.A,self.B).reshape(len(self.n.T) ,4,1)
##### Filas frecuencia, columnas ordenes, An_total inicia con el orden O

self .An_total=np.array([np.append(self.An0[0,0],self.An[:,0]1)])

self .n0=np.append(0,self.n)
#Presion dispersada

self .P=(sphehl(self.n0,self.x_fluid_kc*10))*((4/3*self .mu+self.mu_b)x*np.
power (self.fluid_kc,2)\
-1j*self .w*self.rho_1)*(np.power (1j,self.n0))*(2xself.n0+1)*
self.An_total\
xlegendref (self.n0,self.theta)
self.sum_P=self.P.sum(axis=2)
self.sigma=abs (self.sum_P)/(self.rho_l*np.power(self.c,2)) #Presion
adimensional

self .Msigmal=max (self.sigma)
self .Normalizado=self.sigma/self .Msigmal #Presion normalizada

def plot_radiation_pressure(self):

plt.figure ()
plt.polar(self.theta.reshape(-1),self.Normalizado,’b’)
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import numpy as np
import importlib
import FCP1
importlib.reload (FCP1)
import CCP1
importlib.reload (CCP1)

n=np.array([np.arange(1,41)]) #0rdenes

a=5.0e-4 #Radio externo de la esfera

b_a_ratio=0.2 #1 esfera de acero, 0.9,0.5,0.2,0
esfera de polimero; razon entre el radio interno y externo

ka=10 #Frecuencia adimensional

theta=np.array(np.linspace (0,2*np.pi,100)) #Angulos de medicion

3 s=CCP1.coated_sphere(n,a,b_a_ratio,ka,theta)

s.coefficients ()
s.scatter_pressure ()
s.plot_radiation_pressure ()

import math as mt

import math

from scipy.special import jv,yv,hankell,hankel2,spherical_jn,spherical_yn, jvp,
yvp,hlvp ,h2vp,legendre

# Polinomios de Legendre
def legendref(n,x):
if type(n) is int:

polynomial_legendre=legendre (n)
legendre_function=polynomial_legendre (np.cos(x))
return legendre_function
elif n[0]==0:
polynomial_legendre=[legendre (i) for i in n]
legendre_function=np.array([polynomial_legendre[i] (np.cos(x)) for i in n]).
T
return legendre_function
elif n[0]==1:
polynomial_legendre=[legendre(i) for i in n]
legendre_function=np.array([polynomial_legendre[i](np.cos(x)) for i in n
-11).T
return legendre_function

#Primera derivada de los polinomios de Legendre

def legendrepl(n,x):
first_derivate_legendre=(-(n+1))*((np.cos(x)/np.sin(x))*legendre_n-(1/np.sin
(x))*legendre_nl)
return first_derivate_legendre

#Segunda derivada de la funcion de Bessel de primera especie
def spherical_jn2(n,x):
second_derivate_spherical_bessel_first_type=3*np.sqrt(mt.pi)*jv(n+1/2,x)\
/np.power (2%¥x,5/2) -2*np.sqrt (mt.pi)*jvp(n+1/2,x,1) /np.power (2*%x,3/2) +jvp
(n+1/2,x,2)*np.sqrt (mt.pi/(2*x))
return second_derivate_spherical_bessel_first_type

#Segunda derivada de la funcion de Bessel de segunda especie
def spherical_yn2(n,x):
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second_derivate_spherical_bessel_second_type=3*np.sqrt(mt.pi)*yv(n+1/2,x)/\
pow (2*x,5/2) -2*np.sqrt (mt.pi)*yvp(n+1/2,x,1) /pow(2*x,3/2) +yvp(n+1/2,x,2)
*\
np.sqrt (mt.pi/(2%x))
return second_derivate_spherical_bessel_second_type

; #Funcion de Hankel esferica de primer orden

def sphehl(n,x):
function_spherical_hankel_first_type=np.sqrt(np.pi/(2*x))+*hankell (n+0.5,x)
return function_spherical_hankel_first_type

#Primera derivada de la funcion de Hankel de primer orden
def sphehlpl(n,x):
first_derivate_spherical_hankel_first_type=-np.sqrt(np.pi)*hankell(n+1/2,x)
/\
np.power (2*xx,3/2) +np.sqrt(np.pi/(2*x))*hivp(n+1/2,x,1)
return first_derivate_spherical_hankel_first_type

7 #Segunda derivada de la funcion de Hankel de primer orden

def sphehlp2(n,x):
second_derivate_spherical_hankel_fisrt_type=3*np.sqrt(np.pi)*hankell(n+1/2,x
)/\
np.power (2*xx,5/2) -2*np.sqrt (np.pi)*hlvp(n+1/2,x,1) /np.power (2*x,3/2) +
hivp(n+1/2,x,2)\
*np.sqrt(np.pi/(2*x))
return second_derivate_spherical_hankel_fisrt_type

# Funcion de Hankel esferica de segundo orden

def spheh2(n,x):
function_spherical_hankel_second_type=np.sqrt(np.pi/(2*x))*hankel2(n+0.5,x)
return function_spherical_hankel_second_type

#Primera derivada de la funcion de Hankel de segundo orden
def spheh2pl(n,x):
first_derivate_spherical_hankel_second_type=-np.sqrt(mt.pi)*hankel2(n+1/2,x)
/\
np.power (2*x,3/2) +np.sqrt (mt.pi/(2*x))*h2vp(n+1/2,x,1)
return first_derivate_spherical_hankel_second_type

5 #Segunda derivada de la funcion de Hankel de segundo orden

def spheh2p2(n,x):
second_derivate_spherical_hankel_second_type=3*np.sqrt(mt.pi)*hankel2(n+1/2,
x)/\
np.power (2*xx,5/2) -2*np.sqrt (mt.pi)*h2vp(n+1/2,x,1) /np.power (2*x,3/2) +
h2vp(n+1/2,%,2) *np.sqrt (mt.pi/(2%x))
return second_derivate_spherical_hankel_second_type

import pandas as pd

2 import matplotlib.pyplot as plt

from FCP1 import sphehlpl,sphehlp2,sphehl,spheh2pl,spheh2p2,spheh2,spherical_jn2
,legendref ,legendrepl

# import our own files and reload

import FCP1

importlib.reload (FCP1)

class Material_characterization():

def __init__(self,n,a,b_a_ratio,ka,theta):
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self .n=n
a=a

self.
self .b_a_ratio=b_a_ratio
self .ka=ka

self.theta=theta

self.phi=1.0

#### Cambiar ruta del archivo

archivo = ’C://Users//Thinkpad//Downloads//coraza//DatosPolimeros.xlsx’

medio= pd.read_excel (archivo, sheet_name=’Glicerina’)

self.c,self.rho_1,self .mu,self.mu_b=medio.values.T

steel=pd.read_excel (archivo,sheet_name=’Steel’)

self.rho_s2,self.nu2,self .E,self.shear_core=steel.values.T

polymer18=pd.read_excel (archivo ,sheet_name=’Polymer18’)

self .GO,self.G_inf ,self.alpha,self.beta,self.tau,self.rho_sl,self.nul=
polymer18.values.T

#Se utiliza el modelo de Havriliak-Negami para obtener los valores del
modulo de corte para los materiales viscoelasticos
#donde gl corresponde al modulo de almacenamiento y g2 al modulo de perdida

self .w=(self.kaxself.c/self.a)
self .k_coating=np.arctan((np.power (self.w,self.alpha)*np.power (self.tau,
self.alpha)\
*np.sin(self.alpha*np.pi/2))/(1+np.power(self.w,self.alpha)*np.
power (self.tau,self.alpha)\
*np.cos (self.alpha*np.pi/2)))

self.gl_coating= self.G_inf+((self.GO-self.G_inf)*np.cos(self.betaxself.
k_coating))\
/np.power (1+2*np.power (self .w,self.alpha)*np.power (self.tau,
self.alpha)\
*np.cos (self.alpha*np.pi/2)+np.power (self.w,2*self.alpha)\
*np .power (self.tau,2*self.alpha),self.beta/2)

self.g2_coating=((self.G_inf-self.GO)*np.sin(self.beta*self.k_coating))
/\
np.power (1+2*np.power (self.w,self.alpha)*np.power (self.tau,self
.alpha)\
*np.cos (self.alpha*np.pi/2)+np.power (self.w,2*self.alpha)\
*np . power (self.tau,2*self.alpha),self.beta/2)

self .shear_coating=self.gl_coating+lj*self.g2_coating #Modulo de
corte coraza

# Constantes de Lame tanto para la coraza (coating) como para el nucleo
(core)

self .Lambda_coating=(2*self.nul*self.shear_coating)/(1-2xself.nul)
self.Lambda_core=(2*xself.nu2*self.shear_core)/(1-2%xself.nu2)

self .Mu_coating=self.shear_coating

self .Mu_core=self.shear_core

#ks vector de onda de corte (shear) kc vector de onda longitudinal (
compresion) tanto para el solido [coraza (coating), nucleo (core)]

#como para el fluido (fluid)

self.fluid_kc=(self.w/self.c)*(1+((1j*self.w*self.mu)/(2*self.rho_lx*np.
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power (self.c,2)))\
*(4/3+(self .mu_b/self .mu)))
self.fluid_ks=(1+1j)*np.sqrt ((self.wxself.rho_1)/(2*self.mu))

self.coating_kc=self.w/np.sqrt ((self.Lambda_coating+2*self.Mu_coating)/
self.rho_s1)

self.coating_ks=self.w/np.sqrt(self.Mu_coating/self.rho_s1)

self.core_kc=self.w/np.sqrt ((self.Lambda_core+2xself.Mu_core)/self.
rho_s2)

self.core_ks=self.w/np.sqrt(self.Mu_core/self.rho_s2)

class coated_sphere(Material_characterization):

def coefficients(self):
self.b=(self.b_a_ratio*self.a)
self .x_fluid_kc=self.fluid_kc*self.a
self.x_fluid_ks=self.fluid_ks*self.a
self .x_coating_kcA=self.coating_kc*self.
self .x_coating_kcB=self.coating_kc*self.
self .x_coating_ksA=self.coating_ks*self.
self.x_coating_ksB=self.coating_ks*self.
self.x_core_kcB=self.core_kc*self.b
self.x_core_ksB=self.core_ksx*self.b

T T e

# Expresiones que corresponde a los valores que multiplican a los coeficientes
para el orden cero
self.a_Ol=-self.fluid_kc*sphehlpl(0,self.x_fluid_kc)
self.a_03=((1j*self.w)*self.rho_1-2*self.mu*np.power (self.fluid_kc,2))\
*sphehl (0,self.x_fluid_kc) -2*self .mu*np.power (self.fluid_kc ,2)*
spheh1p2(0,self.x_fluid_kc)
self.a_05=np.zeros (1)
self.a_07=np.zeros (1)

self.c_01=(1j)*self.w*xself.coating_kc*sphehlpl (0,self.x_coating_kcA)
self.c_03=-np.power (self.coating_kc ,2) *(2*self.Mu_coating*spheh1p2(0,
self.x_coating_kcA)\

-self .Lambda_coating*sphehl (0,self.x_coating_kcA))
self.c_05=-self.coating_kc*sphehlpl (0,self.x_coating_kcB)
self.c_07=np.power (self.coating_kc ,2)*(self.Lambda_coating*sphehl (0, self

.x_coating_kcB)\
-2*self .Mu_coating*spheh1p2(0,self.x_coating_kcB))

self.d_01=(1j*self.wxself.coating_kc)*(spheh2pl1(0,self.x_coating_kcA))
self.d_03=-np.power (self.coating_kc ,2) *(2*self.Mu_coating*spheh2p2(0,
self.x_coating_kcA)\

-self .Lambda_coating*spheh2(0,self.x_coating_kcA))
self.d_05=-self.coating_kc*spheh2pl (0,self.x_coating_kcB)
self.d_07=np.power (self.coating_kc ,2)*(self.Lambda_coating*spheh2(0,self

.x_coating_kcB)\
-2*self .Mu_coating*spheh2p2(0,self.x_coating_kcB))

self.G_Ol=np.zeros (1)
self.G_03=np.zeros (1)
self .G_05=self.core_kc*spherical_jn(0,self.x_core_kcB,derivative=True)
self .G_07=np.power (self.core_kc ,2) *(2*self.Mu_corexspherical_jn2(0,self.
x_core_kcB)\
-self.Lambda_core*spherical_jn(0,self.x_core_kcB))
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self.I_01=self.fluid_kc*self.phi*spherical_jn(o,self.x_fluid_kc,
derivative=True)
self .I_03=-((1j*self.wxself.rho_1-2xself.mu*np.power (self.fluid_kc,2))\
*spherical_jn(0,self.x_fluid_kc) -2*self .mu*np.power (self.
fluid_kc,2)\
xspherical_jn2(0,self.x_fluid_kc))*self.phi
self .I_05=np.zeros (1)
self.I_07=np.zeros (1)

# Estas expresiones corresponden a los valores que multiplican a los

coefiencientes para ordenes mayores que cero

self.a_1=-self.fluid_kc*sphehlpl(self.n,self.x_fluid_kc)
self.a_2=sphehl(self.n,self.x_fluid_kc)
self .a_3=((1j*self.w)*self.rho_1-2*self.mu*np.power (self.fluid_kc ,2))*
sphehl (self.n,self.x_fluid_kc)\
-2*%self .mu*np.power (self.fluid_kc,2)*sphehlp2(self.n,self.
x_fluid_kc)
self.a_4=(-2*self .mu)*(sphehl(self.n,self.x_fluid_kc)-self.x_fluid_kcx*
sphehlpl (self.n,self.x_fluid_kc))
self.a_b=np.zeros((1,len(self.n.T)))
self.a_6=np.zeros((1,len(self.n.T)))
self.a_7=np.zeros((1,len(self.n.T)))
self.a_8=np.zeros((1,len(self.n.T)))

self .b_1=(1/(self.a))*sphehl (self.n,self.x_fluid_ks)*(self.n+1)*(self.n)

self .b_2=-1*(sphehl(self.n,self.x_fluid_ks)+self.x_fluid_ks*sphehipil(
self .n,self.x_fluid_ks))

self .b_3=((-2*xself .mu*self.n*(self.n+1))/np.power (self.a,2))*(sphehl(
self.n,self.x_fluid_ks)\

-self.x_fluid_ks*sphehlpl(self.n,self.x_fluid_ks))

self .b_4=self .mu*x((2-(self.n)*(self.n+1))*sphehl(self.n,self.x_fluid_ks)

-np.power (self.x_fluid_ks ,2)\
*sphehlp2(self.n,self.x_fluid_ks))

self .b_5=np.zeros((1,len(self.n.T)))

self .b_6=np.zeros ((1,len(self.n.T)))

self .b_7=np.zeros((1,len(self.n.T)))

self .b_8=np.zeros((1,len(self.n.T)))

self.c_1=(1j)*self .wxself.coating_kc*sphehlpl (self.n,self.x_coating_kcA)

self.c_2=-1j*self.wxsphehl(self.n,self.x_coating_kcA)

self.c_3=-np.power (self.coating_kc ,2) *(2xself.Mu_coating*sphehlp2(self.n
,self .x_coating_kchA)\

-self.Lambda_coating*sphehl (self.n,self.x_coating_kcA))
self.c_4=(2*self.Mu_coating)*(sphehlpl(self.n,self.x_coating_kcA)*self.

x_coating_kcA\

-sphehl(self.n,self.x_coating_kcA))
self.c_b=-self.coating_kc*sphehipl (self.n,self.x_coating_kcB)
self.c_6=sphehl (self.n,self.x_coating_kcB)
self.c_7=np.power (self.coating_kc ,2)*(self.Lambda_coating*sphehl (self.n,

self.x_coating_kcB)\
-2xself .Mu_coating#*sphehlp2(self.n,self.x_coating_kcB))
self.c_8=(2*self.Mu_coating) *(sphehlpl(self.n,self.x_coating_kcB)\
xself.x_coating_kcB-sphehl(self.n,self.x_coating_kcB))

self.d_1=(1j*self.w*xself.coating_kc)*(spheh2pl(self.n,self.x_coating_kchA
))
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241 self.d_2=-1j*self.wx(spheh2(self.n,self.x_coating_kcA))

242 self.d_3=-np.power (self.coating_kc ,2) *(2xself.Mu_coating*spheh2p2(self.n
,self .x_coating_kcA)\

243 -self.Lambda_coating*spheh2(self.n,self.x_coating_kcA))

244 self.d_4=(2*self.Mu_coating)*(self.x_coating_kcA*xspheh2pl (self.n,self.
x_coating_kcA)\

245 -spheh2(self.n,self.x_coating_kcA))

246 self.d_5=—se1f.coating_kc*sphethl(self.n,self.x_coating_kcB)
247 self.d_6=spheh2(self.n,self.x_coating_kcB)
248 self.d_7=np.power (self.coating_kc ,2)*(self.Lambda_coating*spheh2(self.n,

self.x_coating_kcB)\

249 -2*%self .Mu_coating*spheh2p2(self.n,self.x_coating_kcB))

250 self.d_8=(2*self.Mu_coating)*(self.x_coating_kcB*spheh2pl (self.n,self.
x_coating_kcB)\

251 -spheh2(self.n,self.x_coating_kcB))

253 self .E_1=((1j*self.w*self .n*(self.n+1))/self.a)*(sphehl(self.n,self.
x_coating_ksA))

25 self .E_2=(-1j*self.w)*(sphehl(self.n,self.x_coating_ksA)+self.
x_coating_ksA*sphehipl(self.n,self.x_coating_ksA))

255 self .E_3=((2*self.Mu_coating*self.n*(self.n+1))/np.power (self.a,2))*(
sphehl (self .n,self.x_coating_ksA)\

256 -self.x_coating_ksA*sphehlpl(self.n,self.x_coating_ksA))

257 self .E_4=-self .Mu_coating*((2-(self.n)*(self.n+1))*sphehl (self.n,self.
x_coating_ksA)\

258 -np.power (self.x_coating_ksA ,2) *sphehlp2(self.n,self.
x_coating_ksA))

259 self .E_5=(-(self.n*(self.n+1))/self.b)*sphehl(self.n,self.x_coating_ksB)

260 self .E_6=sphehl (self.n,self.x_coating_ksB)+self.x_coating_ksB*sphehlpl(
self .n,self.x_coating_ksB)

261 self .E_7=((-(2*self.n*(self.n+1))/np.power (self.b,2))*self.Mu_coating))\

262 *(-sphehl (self.n,self.x_coating_ksB)+self.x_coating_ksBx*
sphehlpl (self.n,self.x_coating_ksB))

263 self .E_8=-self.Mu_coating*((2-(self.n)*(self.n+1))*sphehl(self.n,self.
x_coating_ksB)\

264 -np.power (self.x_coating_ksB ,2) *sphehlp2(self.n,self.
x_coating_ksB))

266 self .F_1=((1j*self .w*xself .n*(self.n+1))/self.a)*(spheh2(self.n,self.
x_coating_ksA))

267 self .F_2=(-1j*self.w)*(spheh2(self.n,self.x_coating_ksA)+self.
x_coating_ksA*spheh2pl (self.n,self.x_coating_ksA))

268 self .F_3=((2*self.Mu_coating*self.n*(self.n+1))/np.power(self.a,2))\

269 *(spheh2(self.n,self.x_coating_ksA)-self.x_coating_ksA*spheh2pl
(self .n,self.x_coating_ksA))

270 self .F_4=-self.Mu_coating*((2-(self.n)*(self.n+1))*spheh2(self.n,self.
x_coating_ksA)\

271 -np.power (self.x_coating_ksA ,2) *spheh2p2(self.n,self.
x_coating_ksA))

72 self .F_5=(-(self.n*(self.n+1))/self.b)*spheh2(self.n,self.x_coating_ksB)

273 self .F_6=spheh2(self.n,self.x_coating_ksB)+self.x_coating_ksBxspheh2p1l(

self .n,self.x_coating_ksB)
74 self .F_7=((-(2*self.n*(self.n+1))/np.power (self.b,2))*self.Mu_coating))\
275 *(-spheh2(self.n,self.x_coating_ksB)+self.x_coating_ksBx*
spheh2pl (self.n,self.x_coating_ksB))

276 self .F_8=-self.Mu_coating*((2-(self.n)*(self.n+1))*spheh2(self.n,self.
x_coating_ksB)\

277 -np.power (self.x_coating_ksB ,2)*spheh2p2(self.n,self.

111



288
289
290
291
292
293

294

298

A. APENDICE

x_coating_ksB))

self.G_1=np.zeros((1,len(self.n.T)))

self .G_2=np.zeros((1,len(self.n.T)))

self .G_3=np.zeros((1,len(self.n.T)))

self .G_4=np.zeros((1,len(self.n.T)))

self.G_5=self.core_kc*spherical_jn(self.n,self.x_core_kcB,derivative=
True)

self .G_6=-spherical_jn(self.n,self.x_core_kcB)
self .G_7=np.power (self.core_kc ,2)*(2*self.Mu_corexspherical_jn2(self.n,
self.x_core_kcB)\
-self.Lambda_corexspherical_jn(self.n,self.x_core_kcB))
self.G_8=-2*xself.Mu_core*(self.x_core_kcB*spherical_jn(self.n,self.
x_core_kcB,derivative=True) \
-spherical_jn(self.n,self.x_core_kcB))

self.Q_1=np.zeros((1l,len(self.n.T)))
self.Q_2=np.zeros((1,len(self.n.T)))
self.Q_3=np.zeros((1,len(self.n.T)))
self.Q_4=np.zeros((1,len(self.n.T)))
self .Q_5=((self.n*(self.n+1))/self.b)*spherical_jn(self.n,self.

x_core_ksB)
self.Q_6=—spherical_jn(self.n,self.x_core_ksB)—self.x_core_ksB*
spherical_jn(self.n,self.x_core_ksB,derivative=True)
self .Q_7=(-(2xself.Mu_core*self.n*(self.n+1))/np.power(self.b,2))\
*(spherical_jn(self.n,self.x_core_ksB)-self.x_core_ksBx
spherical_jn(self.n,self.x_core_ksB,derivative=True))
self.Q_8=self.Mu_core*x((2-(self.n)*(self.n+1))*spherical_jn(self.n,self.
x_core_ksB)\
-np.power (self.core_ks ,2)*spherical_jn2(self.n,self.x_core_ksB))

self.I_1=self.fluid_kc*self.phi*spherical_jn(self.n,self.x_fluid_kc,
derivative=True)

self .I_2=-self.phi*spherical_jn(self.n,self.x_fluid_kc)

self .I_3=-((1j*self.w*self.rho_1-2*self.mu*np.power (self.fluid_kc ,2))*
spherical_jn(self.n,self.x_fluid_kc)\

-2xself .mu*np.power (self.fluid_kc ,2) *spherical_jn2(self.n,self.

x_fluid_kc))*self.phi

self .I_4=2xself .muxself.phi*(spherical_jn(self.n,self.x_fluid_kc)-
spherical_jn(self.n,self.x_fluid_kc ,derivative=True)*self.x_fluid_kc)

self.I_5=np.zeros((1,len(self.n.T)))

self .I_6=np.zeros((1,len(self.n.T)))

self .I_7=np.zeros((1,len(self.n.T)))

self.I_8=np.zeros((1l,len(self.n.T)))

def scatter_pressure(self):

#Se genera una matriz con los coeficientes del orden cero y el vector de
solucion para obtener An
# en orden cero

self .A_O=np.array ([[self.a_01, self.c_01, self.d_01, self.G_01],[self.
a_03,self.c_03, self.d_03, self.G_03],[self.a_05,self.c_05, self.d_05, self.
G_05],[self.a_07,self.c_07,self.d_07,self.G_07]]).astype(complex).reshape
(4,4)

self .B_O=np.array([self.I_01,self.I_03,self.I_05,self.I_07]).astype(
complex)

self.AnO=np.linalg.solve(self.A_0,self.B_0)
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319

320 self .Aa=[np.array([[self.a_1[0,j],self.a_2[0,j],self.a_3[0,j],self.a_4
[0,j],self.a_5[0,j],self.a_6[0,j],self.a_7[0,j],self.a_8[0,j]1]1]) for j imn
self .n-1]

321 self .Ab=[np.array([[self.b_1[0,j],self.b_2[0,j],self.b_3[0,j],self.b_4
[0,j],self.b_5[0,j],self.b_6[0,j],self.b_7[0,]j],self.b_8[0,j11]1) for j in
self.n-1]

322 self .Ac=[np.array([[self.c_1[0,j],self.c_2[0,j],self.c_3[0,j],self.c_4
[0,j],self.c_5[0,j],self.c_6[0,j],self.c_7[0,j],self.c_8[0,j]1]1]) for j imn
self.n-1]

323 self .Ad=[np.array([[self.d_1[0,j],self.d_2[0,j],self.d_3[0,j],self.d_4
[0,j],self.d_5[0,j],self.d_6[0,j],self.d_7[0,j],self.d_8[0,3j11]1) for j in
self.n-1]

324 self .AE=[np.array([[self .E_1[0,j],self.E_2[0,j],self.E_3[0,j],self.E_4
[0,j],self .E_5[0,j],self .E_6[0,j],self.E_7[0,j],self.E_8[0,j11]1) for j in
self.n-1]

5 self .AF=[np.array([[self .F_1[0,j],self.F_2[0,j],self.F_3[0,j],self.F_4
[0,j],self .F_5[0,j],self.F_6[0,j],self.F_7[0,j],self.F_8[0,3j11]1) for j in
self.n-1]

326 self .AG=[np.array([[self.G_1[0,j],self.G_2[0,j],self.G_3[0,j],self.G_4
[0,j],self.G_5[0,j],self.G_6[0,j],self.G_7[0,j],self.G_8[0,3j11]1) for j in
self.n-1]

327 self .AQ=[np.array([[self.Q_1[0,j],self.Q_2[0,j],self.Q_3[0,j],self.Q_4

[0,j],self.Q_5[0,j],self.Q_6[0,j],self.Q_7[0,j],self.Q_8[0,3j1]1]) for j imn

self.n-1]

328 self .AI=[np.array([[self.I_1[0,j],self.I_2[0,j],self.I_3[0,j],self.I_4
[0,j],self . I_5[0,j],self.I1_6[0,j],self.I_7[0,j],self.I_8[0,j11]1) for j in
self .n-1]

330 self .A=[np.array([self.Aa[0]J[0][:,j],self.Ab[0][0][:,j],self.Ac[O][O][:,
jl,self.Ad[0][0][:,j],self.AE[O]J[O][:,j],self .AF[0]J[0][:,j],self.AG[O]J[O]L:,
jl,self . AQ[01[0]1[:,31]1).T for j in self.n-1]

331 self .B=[np.array([self .AT[0]J[0][:,j]]).T for j in self.n-1]

#### An es para ordenes mayores a cero, filas son los ordenes, columnas
las soluciones para a,b,cy d, indice va sobre frecuencias

5 self.An=np.linalg.solve(self.A,self.B).reshape(len(self.n.T),8,1)

338 ##### Filas frecuencia, columnas ordenes, An_total inicia con el orden O
gnJ self .An_total=np.array ([np.append(self.An0[0,0],self.An[:,0])])

342 self .nO=np.append (0,self .n)

344 #Presion dispersada

346 self .P=(sphehl(self.n0,self.x_fluid_kc*10))*(((4/3) *self.mu+self.mu_b)*
np.power (self.fluid_kc ,2)\

347 -1j*self .wxself.rho_1)*(np.power (1j,self.n0))*(2*xself.n0+1)*
self .An_total\

348 x*legendref (self .n0,self.theta)

349 self.sum_P=self.P.sum(axis=1)

350 self.sigma=abs(self.sum_P)/(self.rho_l*np.power(self.c,2)) #Presion
adimensional

351

352 self .Msigmal=max (self.sigma)
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self .Normalizado=self.sigma/self.Msigmal #Presion normalizada
def plot_radiation_pressure(self):

plt.figure ()
plt.polar(self.theta.reshape(-1),self.Normalizado,’b’)
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