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Introduccion

En este trabajo de tesis se estudia al conjunto de nimeros bicomplejos, que son elementos de la forma:

21 +j22, (1)

donde 271 y z2 son niimeros complejos y j es otra “unidad imaginaria” que tiene caracteristicas similares al niime-
ro complejo i, particularmente que j? =i = —1.

En el capitulo 1 se define al conjunto de los nimeros bicomplejos y se destacan algunos conjuntos importantes
que se encuentran dentro él. Se describen las caracteristicas que hacen a este conjunto un anillo. Se introducen
las distintas notaciones de un nimero bicomplejo asi como los conceptos de “conjugacion” y “médulo”, todo
esto se ejemplifica. Por ltimo estudiamos brevemente al conjunto de “nimeros hiperbdlicos” que estan dentro
de los bicomplejos.

Se habla de estructuras algebraicas de este conjunto en el capitulo 2, como son espacios vectoriales, médulos,
representaciones matriciales, formas bilineales y productos internos asi como un posible orden parciales de los
numeros hiperbdlicos. Estas ideas nos ayudan a entender la geometria de los bicomplejos (capitulo 3) y visualizar
algunas figuras. Haciendo analogia a la representacién trigonométrica de los niimeros complejos se define la idea
de “argumento” y se estudian propiedades parecidas a las conocidas del anélisis complejo usual, por ejemplo la
que se conoce como el teorema de De Moivre.

En el capitulo 4 se habla también de la topologia de los niimeros bicomplejos, el concepto de limite mediante
sucesiones, asi como de un pequeno apartado a funciones bicomplejas de variable bicompleja, desde luego donde
se contempla la definicién de limite de funciones y de continuidad.

Ejemplificando con algunas “funciones elementales” y haciendo analogia con los complejos en el capitulo 5
se habla de polinomios, particularmente del conjunto de ceros de ellos, dando pie a un resultado analogo del
teorema fundamental del dlgebra para polinomios bicomplejos. Hablamos de las funciones logaritmo y exponen-
cial. Debido a la diversidad de escritura de los bicomplejos hay diferentes maneras de estudiar estas funciones
de manera sencilla, contemplando las diferentes estructuras de los bicomplejos.

En el capitulo 6 se estudian los conceptos de ser diferenciable y se discute la definicién de funcién holomorfa
en el sentido bicomplejo explotando las ventajas de escribir las funciones de diferentes maneras. Gracias al
calculo de varias variables y a estas representaciones, podemos hablar de derivadas parciales, gradientes, etc.,
lo que nos llevara como en el andlisis complejo a las condiciones de Cauchy-Riemann. En este capitulo estas
condiciones se estudian para el caso bicomplejo. Por tltimo habla de que implicaciones tiene que la derivada de
una funcioén sea cero.

Como siempre, en matematicas usando las definiciones se pueden demostrar propiedades interesantes. En
el caso de este tema de tesis no es la excepcién, partiendo de las definiciones que se dan en el primer capitulo
da pie a resultados en el segundo capitulo. Los siguientes capitulos, como bien mencione en su momento, se
usan las diferentes representaciones de los bicomplejos para demostrar propiedades, igualmente se trata de dar
analogias con los nimeros complejos para tratar de entender a este conjunto bicomplejo. Hay ilustraciones para
apreciar algunos objetos geométricos buscando siempre una relaciéon entre los complejos y los bicomplejos.

El trabajo de la tesis estd basado en el libro Bicomplex Holomorphic Functions: The Algebra, Geometry and
Analysis of Bicomplex Numbers. [1]



VIIT INDICE GENERAL



Capitulo 1

Numeros bicomplejos

1.1. Definicion de ntimeros bicomplejos

Definicién 1.1.1 Al conjunto:
BC = {Zl + jzo |Z1,ZQ € (C}

Se le conoce como el conjunto de los niumeros bicomplejos.
Donde C es el conjunto de los niimeros complejos con la unidad imaginaria i. Se define a j como otra unidad
imaginaria que satisface i # j y ambas son unidades imaginarias conmutativas, es decir, ij = ji, iZ = j®> = —1.

Los nimeros bicomplejos pueden ser sumados y multiplicados de la siguiente manera:

Sean Z, WY € BC con Z = z1 + jzo, W =wy +jws vy Y = y1 + jyo

= Suma

Z+W = (21 +w1) +j(22 + wa).
= Multiplicacion
ZW = (z1w1 — zowa) + j(z1wa + zown).

Podemos observar que se cumple la conmutatividad y asociatividad tanto en suma como en producto, usando
solamente que C es campo.
Los ntimeros bicomplejos tienen también las siguientes propiedades:

= Hay un neutro aditivo

0 := 0 + jO.

= Para cada Z € BC, hay un inverso aditivo para Z dado como

—7 = —z1 — jzo.

= Hay un neutro multiplicativo
1:=1+j0.

= Hay una ley distributiva
ZW4+Y)=ZW+ ZY
que verificamos para ejemplificar como trabajan los bicomplejos,
ZW+Y) = (21 +]z2)((wr+y1) + (w2 +y2))
= z1(w1 +y1) — z2(w2 + y2) + j(21(w2 + y2) + 22(w1 +y1))

= (z1w1 — 2wsa) + j(z1w2 + z2w1) + (2191 — 2292) + j(2192 + 2201)
=W+ 2ZY
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Dentro de BC existen dos conjuntos que pueden ser identificados con C. El primero es el conjunto que tiene
a todos los elementos de BC de la forma Z = z; 4 jzo con 2o = 0, a este conjunto lo denotamos como C(i), es
decir C(i) = {(z1 + jz2) € BC | z2 = 0}. El segundo conjunto es C(j) := {(z1 +jz2) € BC | 21,22 € R} pues j
cumple las mismas caracteristicas que i, es decir, j2 = —1 y conmuta con todos los ntmeros reales. Estos dos
conjuntos son isomorfos como campos pero tienen diferentes caracteristicas dentro de BC.

Otro conjunto que estd en BC es el conjunto de los nimeros hiperbélicos denotado como D. El conjunto D
se define de la siguiente manera:

D:={z+ky|z,yeR}

donde k ¢ R y cumple que k? = 1, es decir k es una unidad hiperbdlica.
La multiplicacién y la suma en D se definen ast:
Sean 31,32 € D con 31 = x1 + ky1 v 32 = 2 + kyo

= Suma:
31 +32 = (71 + ky1) + (22 + kyo) = (71 + 22) + k(y1 +42)
= Multiplicacién:
3132 = (21 + ky1) (22 + kyo) = (z122 + y1y2) + k(192 + 2201)

En BC hay una unidad hiperbélica, haciendo k = ij = ji, pues, k? = i%j?> = (—=1)(—1) = 1. Por lo que en BC
existe un subconjunto isomorfo a los niimeros hiperbélicos que es D := {z +ijy | z,y € R}.
1.2. Diferentes escrituras de los bicomplejos

El nimero Z = z1+jzo € BC con 21 = @1 +iy; ¥ 22 = xo+1iy2, ademads x1, y1, T2, y2 € R lo podemos expresar

de diferentes maneras que nos ayudan a entender la estructura de BC. Cualquier Z puede ser expresado de las
siguientes maneras:

Z = (w1 +iy1) +j(w2 +iy2) = 21 +j22 (1.1)
Z = (21 +Jj22) +i(y1 +iy2) = G +iC (1.2)
Z = (z1 + kya) +i(y1 — kxa) = 51 + {32 (1.3)
Z = (w1 + kyz) +j(22 — ky1) = 1 + jroy (1.4)
Z = (x1 +iy1) + k(y2 — ize) = wy + kwo (1.5)
Z = (21 +Jjz2) + k(y2 — jy1) = w1 + kws (1.6)
Z =x1 + iy +jwa + kyo (1.7)

donde z1, zo, wy, we € C(i), (1, (2, w1,wa € C(j), 31,32, W1, 03 € D. Notemos que cualquier elemento Z de BC se
puede ver como elemento de R* como en la ecuacién (1.7), usando las ecuaciones (1.1) y (1.5) podemos identificar
a Z como elemento de C?(i), como elemento de C?(j) con (1.2), (1.6) y, finalmente, usando las ecuaciones (1.3)
y (1.4) como elemento de D?.

1.2.1. Conjugaciones de nimeros complejos

La estructura de BC sugiere tres conjugaciones distintas (pues tiene dos unidades complejas y una hiperboli-
ca):
Sea Z = z1 + jzo con z1, 23 € C(i)

(i) Z =% + jZ» (conjugacién barra)
(ii) ZT = 21 — jz» (conjugacién espada)

(iii) Z* = (Z)" = (Z1) = Z; — jZ» (conjugacién estrella)
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Notemos que Z1 y Z2 son la conjugaciones usuales de z; y z5 en los niimeros complejos.
Las conjugaciones actian de manera diferente en los conjuntos C(i), C(j) y D.
Por ejemplo si zo = 0 entonces Z = z; = 1 + iy; € C(i), luego:

-Zzzlle—iyl
IZT:Z221=$1+iy1
-Z*:(ZT):( ):glle_iyl

Notemos que Z es invariante bajo la conjugacién espada y que la conjugacion estrella coincide con la cojugacién
barra.
Si ahora usamos (1.2) y hacemos que (s = 0 tenemos que Z = {; = x1 + jx2 € C(j), entonces:

» Z=( =121+ 12
» 2t = =21 — oy
L] Z*:(Z)T :ZT :l'l—jl'g

En este caso la conjugacién barra fija a Z y las conjugaciones espada y estrella coinciden.
Finalmente, usando (1.4) y haciendo wy = 0, Z = tv; = 21 + kyo tenemos:

2 Z = (x1 +ijye) =21 — ijys = 21 — ki
= 70 = (21 +ijy2)t = 21 —ijya = 71 — ki
- Z*:(Z)szle-ka

Observemos que la conjugacién estrella no modifica a Z pero la conjugacién barra y la conjugacién estrella
coinciden.

Usando las férmulas de la Seccién 1.2 podemos escribir las tres conjugaciones asi:

w 7 =( —ilo =3 — i3y = W0 + jioo = W) — KW = w; — kws = 1 — iy; +jro — kyo
s 2=l 4idd =3, + 5, = 01 — j0y = wy — kwy = Wl — kwf =z + iy — jos — kys
= Z* =C1T —iég =31 — ij2 = w1 — jloo = Wy + kw, =w1r+kw; =x1 — iy — jr2 + kyo

Cada conjugacién es una operacién aditiva, multiplicativa e involutiva en BC. En efecto si Z = 21 + jzo ¥
W = u1 + jus, tenemos que

(Z+W)=Z1+u1 +j(Z2+U2) =Z1+jZ2+ W +jua = Z + W,
s (ZAW)T =21 +ur —j(ze 4+ u) = 21 — jeo Hug — jup = ZT + W,
(Z+W) =(Z+W) =(Z+W) =(2Z) + W)T =Z* + W,
(ZW) = (Z111 — ZoU2) + j(Z1U2 + Zoli1) = (21 + jZ2) (W + jUuz) = ZW,
n (ZW)T = (z1u1 — 2ou2) — j(z1ug + 20u1) = (21 — jz2)(u1 — jus) = ZTwt,
(ZW)* = (ZW)t = (ZW)! = (Z2)I (W) = Z*W™,

)= (Z1 +jz2) = (Z1+]jz2) = 21 + j2o = Z,

INT = (21 —jz) =21 +jzo = Z,

- (2 = (@) = (@) =2
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1.3. Mobdulo de niimeros bicomplejos

En C podemos obtener el médulo al cuadrado de un nimero al multiplicar el nimero con su conjugado. En
BC dado un nimero hay tres conjugados, obtendremos entonces tres diferentes modulos:

2 |22 =22V =23+ 22 = 22—y + 23 — 3 + 2i(miyn + 22y2) = (|GIP — |G + 2iR€(C1C;r) =w} —wj =
(|lwi |2 = |wa]?) — 2iIm(wiw,y) € C(i)

. ‘Z|J2 =727 =G+ =2 — 23 +yi —y3 + 2(@132 + y1y2) = (|21]? — [22]?) 4+ 2jRe(2172) = wi — w3 =
(Jwy | = |w2]?) = 2jIm(wiws) € C(j)

(|21]2 + |22[?) — 2kIm(z1Z,) € D

Donde, para cualquier z € C(i),C(j), |z| denota el médulo usual. Sabemos que el médulo, en los nimeros
complejos, es Rt — valuado. En BC estos tres mddulos no lo son, los primeros dos son C(i), C(j) — valuados
respectivamente y la tltima es D — valuado (hiperbélico-valuado).

El valor de |Z|; = VZZ?, esta determinada por la siguiente convencién: Si el nimero complejo z = ZZ1 es
un ndmero real no negativo entonces 1/z denota su valor no negativo, de lo contrario, 1/z denota el valor de la
rafz cuadrada de z en el semiplano superior H. Es decir si z estd en C(i) o en C(j) se tomard la raiz /z cuyo
argumento este en el intervalo [0, 7).

Veamos que pasa con |Z|; si Z € C(j), es decir, Z = (3 +i{s con (2 = 0 y recordemos que (1 = x1 + jxa

= [Z]i = Vi + 25 =Gl

Notemos que este médulo coincide con la norma Euclidiana en C(j).
Pasa algo similar si Z = z; = 21 +iy; € C(i) y el médulo |Z|;

2]y = Vet +ad = |al.

Observemos que la restriccién de la formas cuadraticas
» 770 =224 22
= ZZ=G+G

en los planos C(j) y C(i), respectivamente, determinan la estructura usual Euclidiana en ellos.

Cabe mencionar que si Z € C(i), tenemos que |Z|; = \/2 que por lo general no es |z1|, pero, por lo
mencionado anteriormente, es igual a 21 0 — z1. De manera dual tenemos que si Z € C(j) entonces |Z|; = |1
Analogamente con |Z|;.

Después se comentard acerca de |Z|x. Mientras tanto, la siguiente propiedad se cumple para |Z|2

Proposicion 1.3.1 Para Z = z1 + jzo € BC, se cumple lo siguiente:
1Z|g = (|21 + |22]*) + k(—2Re(2172)) =: = + ky

Donde x = |z1|* + |22|* y y = —2Im(z1%2).
Ademds z? — 3% > 0.

Demostracion.

|Z‘i =77 = Z(ZT) = (Zl +j2’2)(§1 7j§2) = 2121 + 2229 +j(22§1 — Zlfg) = |Z1|2 + |22|2 —+ 2Ji($1y2 - y1$2) =
|21|% + |22|* + k(—2Im(21%2)).

Para la segunda parte, como 2% —y? = (z+y)(z —y) > 0 basta ver (x +y) >0y (x —y) > 0 o bien (x+y) <0
y (z —y) < 0), solamente desarrollamos el primer caso:

vty = a4 |zl — 2Im(21Z2) = 2] + y7 + 25+ y5 — 2(zay1 — 21y2) = (21 4 y2)° + (22 — y1)?
2

>0
x—y =z 4 |z® + 2Im(z172) = 2} + 45 + 23 +y3 + 2(x2y1 — 21y2) = (1 — y2)® + (z2 +y1)? > 0.

Por lo que 22 — y? > 0. |
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Estos tres médulos no son real-valuados pero si preservan una importante propiedad multiplicativa:
. [ZWE = |ZBIWE
. [ZW = |2 W
w [ZW = |ZIRIWR
Debido a que
n [ZWIE = (2ZW)(2ZW)T = (Z2W)(ZTWT) = (2Z)(WWT) = |Z]F[W .
= |ZW[ = (ZW)(ZW) = (ZW)(ZW) = (ZZ) (WW) = | Z[;|W ;.

- [ZWR = (ZW)(ZW)* = (ZW)(Z*W*) = (ZZ*)(WW*) = | Z]R[W 2.

1.3.1. La norma Euclidiana de un ntimero bicomplejo

Como vimos los médulos no son real valuados, por esta razén consideraremos la norma Euclidiana en BC
visto como:

] CQ(i) = (C(i) X (C(i) = {(21,212) |Zl +j22 € B(C}
» C2(j) = {(¢1,¢2) | 1 +i¢2 € BCY.
» R* = {(21,22,y1,92) | (z1 + iy1) + j(z2 + iy2) € BC}.

La norma Euclidiana, denotada como |Z| es como siempre:

12 = VP + 22 = VIGP T 1GP = /Re(1212) = /a2 + 3 + 23 + 43,
Proposicion 1.3.2 Para Z,W € BC con Z = z1 + jzo y W = w1 + jwa, se cumple lo siguiente:

1ZW| < V2|Z||W|.

Demostracion.
|ZW[? = |z1w1 — 20w + j(z1ws + zown)? = |z1w1 — 20ws|? + |z1wa — zwi]? < (Jz1]|wi] + [22]|we])? +
(lz1[Jwa| + [22[[wn])? = |21 [[wi]? + 22|* [w2]? + 2[z1|Jwi[|2aljw| + [21] w2 + |22[?|wi]? + 2|1 [Jw]|22][wa]| <

|21 Jwi]? + |21 [P |lwa|? + 22|* [wa]* + |22 [wi [* + [21] w1 [ + |22 [wa]?® + |21 [*|wa|* + [22]|w1[* = 2(] 21 [*|w:]* +
|21 2 [wa]? + | 22] [wa|? + [22]*|w1 [*) = 2(|21]* + [22]?) (Jwr |* + |wa|?) = 2| Z|?|W ]2

En la demostracion usamos la desigualdad del tridngulo y por tltimo el hecho que si a,b € R, entonces
2ab < a? + b2 |

1.4. Inversos y divisores de cero en BC

Sabemos lo siguiente:

77V =|Z|? € C(i), (1.8)
27 = 2|} € C(j), (1.9)
Z7Z* =|Z|% € D. (1.10)

Analicemos la igualdad (1.8). Si Z # 0 pero |Z|; = 0 entonces Z es un divisor de cero pues ZT # 0. Pero si
|Z]; # 0, tenemos que Z es invertible.
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1
Dividiendo de ambos lados de la igualdad por W, obtenemos el inverso de Z, ya que
VAl
Z7—— =1
2|}
entonces el inverso de Z es:
VAl
Zz' =2
121}

asi como pasaba en el caso complejo. Entonces obtuvimos una descripcion completa de los elementos que son
invertibles y de los que no son en BC.
Analizado las otras dos igualdades de manera andloga se obtiene lo siguiente:

Decimos que Z es invertible si [Z|; # 0, o bien |Z|x no es un divisor de cero, en cuyo caso el inverso se
obtiene de la siguiente manera:

Z Z
Si Z—— =1 entonces Z ' = ——.
1Z|? Z|?
zZ* zZ*
SiZ—= =1Porloque Z7! = .
Z]% |Z]3
-1_ Z_ _ z
por lo que Z7' = 77 = 21

Desarrollando la idea de los divisores de cero tenemos que si Z = 21 + jzo, entonces |Z|? = 2% + 23.
Entonces Z es invertible si y sélo si 22 + 23 # 0 y el inverso de Z es:

1 A 21— jz2

=5 2= 3.2
2i+tzy 21+ 2

Si 21 y 29 son distintos de cero pero 22 + z3 = 0, entonces Z es un divisor de cero. Lo que es equivalente a
que

sustituyendo en Z tenemos Z = £izg & jzg = +izo(1 £ 1ij), haciendo a +izg = A tenemos que todos los divisores
de cero en BC son de la forma:

Z = A(1+ij) con A € C(i) \ {0} (1.12)

Si cambiamos de escritura a Z, es decir, si Z = (3 + j{2 con (1, € C(j) tenemos lo siguiente:

Z)} =22 =0 = (|G]* — |G?) + 2iRe((i1¢]) = 0 <= Re(G6)) = 0y |G| = |¢o

Uno podria intuir que es diferente a la descripcién anterior de lo divisores de cero pero notando que
Re((ld) = 0 es el producto escalar en R? por lo que ¢; y (2 son ortogonales en C(j) con la misma magni-
tud por lo que se cumple que:

G = jCe.
Sustituyendo en Z tenemos que los divisores de cero son de la forma:
7 = +j¢(1 £1ij) (1.13)

con £j(2 € C(j) \ {0}.
Denotamos con & al conjunto de los divisores de cero en BC y con &y = & U {0}. Podemos resumir lo
anterior como lo siguiente:
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Teorema 1.4.1 Sea Z # 0 entonces son equivalentes:
1. El numero bicomplejo Z invertible.

Z no es divisor de cero.

Z7Zt #£0.

ZZ #0.

77" ¢ &,.

|Z]; # 0.

|Z; # 0.

|Z|x ¢ B.

Si Z estd escrito como Z = z1 + jz2, entonces 23 + z3 # 0.

© X NS G

~
S

Si Z estd escrito como Z = (1 + i(a, entonces (Z + (2 # 0.
El Teorema 1.4.1 da pie a formular un comportamiento “dual”, que es lo que establece el siguiente:
Corolario 1.4.1 Sea Z # 0, entonces son equivalentes:
1. Z no es invertible.
Z es un divisor de cero.
77 =0= 22"
Z7* € By.
2 =12l =0,
|Z]k € &.

Si Z estd escrito como Z = z1 + jzo entonces zf + z% =0.

S S L

Si Z estd escrito como Z = (4 + (s entonces C12 + §22 =0.

1.5. Representaciones idempotentes de los niimeros bicomplejos
Hay dos divisores de cero “especiales”.
Proposiciéon 1.5.1 Los numeros bicomplejos

1+ij 4 1-ij
e = ,el =
2 2

cumplen las propiedades siguientes:

1. eef =0, es decir, cada uno de ellos es un divisor de cero.

2. e? =e, (eT)2 =ef, es decir, cada uno de ellos es idempotente.
3. et+el =1, e—el =ij.

4. ie = —je.

5. ke =e.

6. iel :jeT,

7.

ket = —ef.
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Demostracion. Veamos directamente cada una de las afirmaciones de la proposicién

L eel = (5150 = =5 -

2 4
2 0= (P =B = e (el)? = ()P = 2 = g el
3oetel =1 =21, e—ef =140 1A — 20 5
4 de =i() = B = —j(5Y) = —je.

. s s\ 2 .
5. ke = jj(1¥) = BHWL _ L _ o

6 el = (1) = 51 = () = ol

7. kel = ij(15H) = B2 = —el.

|
La siguiente propiedad no tiene analogia con los nimeros complejos y ejemplifica una de las peculiaridades
de los nimeros bicomplejos.

Proposiciéon 1.5.2 Para todo Z = z1 + jzo € BC se cumple:

Z = pre + Poel
donde By = z1 —iz0 y Bo = 21 + iz
Demostracion. . ) ) ) ) ) ) ) -
Z =2z +jz = Z1-lZ2-521+122 +j(Zz+lZ1-522—IZ1) — z1—21Z2 + Z1-;1z2 4 ij(21—2122) _ ij(21'5122) — (2’1 _ 122)(%) +
(=1 + i22)(1;”) = fre + Bel. m

La forma de escribir a Z, mencionada anteriormente, y dado que 1, 82 € C(i) se le conoce como representacién
C(i) — idempotente de Z. Podemos notar que la representacién idempotente de Z es tnica, pues, si Z tiene dos
representaciones idempotentes

Z = Bre+ Brel = Bie + Byel,

entonces 0 = (81 — ﬂ;)e + (B2 — ﬂ;)eT = f1 = ﬂ; y B2 = ﬂ;-

Proposicion 1.5.3 La suma y la multiplicacion de niumeros bicomplejos pueden ser realizadas “término a
término” en la representacion C(i) — idempotente. Especificamente si Z = Bre + Brel y W = vie + vrel son
elementos de BC, entonces:

Z4+W = (B +v)e+ (B +m)el,

ZW = (Bivr)e + (Born)el,
7" = Ble + Byel.

Demostracion.
Z+W = 618 + ﬁgeT + e+ UQQE!]L = (61 + Vl)e + (62 + l/z)eT.

ZW = (Bre + Brel)(r1e + 1nel) = Brevie + Baelvie + Bremsel + Baelinel = Bivie + Borgel.

La tultima parte es por induccién, donde mostramos solamente el paso inductivo, sin =k + 1
7K = 78 Z = (Bfe + phel)(Bie + Bael) = Bl fre + 55 frel = prHle + gyt el u

Ahora tomemos un ndmero bicomplejo Z = ¢; + iy con (1,2 € C(j), entonces podemos ver que

Z =aje+agel = (¢ —jéo)e + (¢ + jCo)el

donde a1,y € C(j). Esta representacién de Z se le conoce como representacion C(j) — idempotente de Z y se
cumple que la escritura es tinica.
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Por lo que todo nuimero bicomplejo tiene dos representaciones idempotentes con coeficientes complejos, una
en C(i) y otra en C(j):
Z = Ble + /BQQT = w1€e + OégeT.

Observemos lo siguiente:
e/ = e = are

efZ = ﬂgeT = asel.

Entonces la unicidad consiste no en el hecho de que los coeficientes 51 y a1 (82, @2) sean iguales, sino que
sus productos 31e = aje (Brel = aze’) son iguales. Adem4s lo anterior es equivalente a (8; — ay)e = 0 y como
e es un divisor de cero entonces 31 — o también es divisor de cero por lo que 8; — a; = Aef con A en C(i) o
en C(j). Esto ultimo es justificado por lo siguiente:

Sean (1, f2 € C(i) con By = ¢1 + ida, B2 = ¢o + ida, entonces

7 = 519 + ﬁgeT = (Cl + idl)e + (Cg + idg)eT
=cie —jdie+ coel +jd2eT
= (c1 — jd1)e + (ca + jdo)e'
= a1e + OégeT,

donde oy = ¢; — jdi, ag = co + jds por lo tanto:

Br—a1=c+idy —e1 +jdi =di(i+])
iy (1 i)
= 2d;ie’ = 2d,je.

Ejemplo 1.5.1 Consideremos el nimero bicomplejo Z = (2 +1) + j(3 — i) = 21 + jzo, entonces
B1=2 —ize=(241)—i83—-1)=1—-2i y fa =21 +iz0 = (2+1)+i(3 —1i) = 3+ 4i. Ahora expresando a Z en
su forma C(i) — idempotente

Z = (1—2i)e + (3 +4i)e’

expresando a Z = (1 +ila con (1,2 € C(j)
Z =(2+3j)+i(1 —j) =1 +ils.
Entonces o1 = (1 —jlo =1+2j y ao = (1 + jCo = 3+ 4j.

Ahora expresando a Z en su forma C(j) — idempotente
Z = (142j)e+ (3+4j)e
Bi—ar=di(i+j)=1-2i—1-2j=—2(i+]j) = —2i(1—ij) = —die’ = —4je', por lo que d; = —2.

Ejemplo 1.5.2 Consideremos a Z = (1 +1) +j(3 — 2i) = 21 + jz2
Recordemos, By = z1 —izg = —1—2i y o = 21 +i20 = 3+4i, luego, en la primera representacion idempotente
sucede que:
Z = (—1-2i)e+ (3 +4i)el

Ahora escribiremos el mismo numero bicomplejo como:
Z = (143j) +i(l —2j) = +ice.
Entonces a1 = (1 —jlo = —142j y as = (1 +jlo = 3+ 4j. En la segunda representacion idempotente de Z:
Z = (-1+2j)e+ (3 +4je'.
Porlo tanto By = —1—-2i=cy +idy, fo=34+4i=co —ido, a1y = —1+2j=c1 —jdi, ag =3+ 4i=cy + jdo
como vimos anteriormente se cumple que:

B —ar =di(i+}j)
Como 1 —ay = =2(i+]j) = —die’ = —4jel. Observemos que dy = —2.
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Veamos como se manifiestan los médulos anteriores mencionados bajo estas representaciones idempotentes.
Sea Z = B1e + Bael = aje + azel con B, B2 € C(i) y a1, € C(j).
Entonces:

Z = BleT + BQe = ozleJr + ase,

Zt = piel + Bre = OzJ{eJr + age,
Z* = Bre+ Brel = ale + alel.

Luego, el cuadrado de cada médulo queda de la siguiente manera:

Z|} = ZZ = (Bre + Bae!)(Bie! + Bae) = BiBye + fofrel

= (e + ozgeT)(aleJr + aze) = ajage + arasel = ajas € C(j)-

|Z|} = ZZ" = (Bie + Bael)(Brel + Bae) = B1 e + Bifael = B1 5

= (e + ozgeT)(ozIeJr + age) = ajade + (mal)Tel € C(i).

Zlk = 22" = (Bre + Bae)(Bre + Bre’) = BiB1e + B2B5e! = |B1f%e + [ B[ e’

= (e + azel)(ale + adel) = ajale + avalel = |1 |?e + |ao|?el € DT,

Por 1ltimo tenemos que la norma Euclidiana de Z en su forma idempotente es:

12) = \/Re(|Z12) = \[ Re(|1 e + |Bal2eT) = /Re(3)(181[2(1 + ) + |Baf2(1 — )

= %(|51\2+|/@2|2):% 18112 + |82]2.

Podemos caracterizar el ser invertible con respecto a la representaciéon idempotente.

Teorema 1.5.4 Dado Z = Bre + el = aje + azel € BC\ {0} con B, B2 € C(i) y a1, a0 € C(j) lo siguiente
es equivalente:

1. Z es invertible.

2. b1 #0# Bo
3. al#O;«éaz

Demostracion.

(I.=2)

Como Z es invertible tenemos que |Z|? = ZZT # 0, luego, usando la expresién C(i) — idempotente de Z
tenemos que |Z|? = 812 # 0 por lo tanto 81 # 0 # (2 pues C(i) es campo.

(2.=3.)

Como B # 0 # [, entonces 31 e + 3, 52ef = \Z|J2 #0y |Z|J2 = ayag, por lo tanto ay # 0 # as.

3.=1.)

Usando la hipétesis tenemos que |Z |J2 = ayas # 0, entonces Z es invertible. |

Otra vez, tenemos una “dualidad” en como expresar los divisores de cero y los niimeros invertibles pero
ahora con la forma idempotente.

Corolario 1.5.1 Dado Z # 0, Z = f1e + Brel = aje + asel € BC, son equivalentes:
1. Z es un divisor de cero,

2. 010=0yBa#00p2=0yp #0,
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3. a1 =0yas#0o0a;1 #0 yas =0.

Demostracion.
(1.=2.)
Si Z es divisor de cero, entonces 3132 = |Z|? = 0 entonces f1 =0y B2 #£ 00 B2=0y 1 #0

(2.=3.)
Supongamos que 81 = 0y 32 # 0, entonces 0 = | Z|; = f1 52+, fae’ = a1z, porlotantoay =0y az #0 0 ay #
0y ag = 0. Andlogamente con 2 =0y §1 # 0.

(3.=1.)
Supongamos que o1 = O0yas # 0, por lo tanto 0 = ajay = |Z|J2 y entonces Z es un divisor de cero.

Andlogamente con oy # 0y ag = 0. ]
Entonces los divisores de cero se pueden escribir de una de las siguientes cuatro formas:

Z = pre con By € C(i) \ {0},
Z = pre’ con B, € C(i) \ {0},
Z = aje con g € C(j) \ {0},

Z = age' con ay € C(j) \ {0}.
Proposicién 1.5.5 Los elementos e y el son los unicos elementos idempotentes no triviales de BC.

Demostracion.
Supongamos que existe Z = 1€ + fael # 00 Z # 1 tal que Z2 = Z con By, B2 € C(i) o B1, 82 € C(j) entonces
usando la hipétesis si Z? = Z se tiene que 32 = 51 y 35 = B por lo tanto 81 € {0,1} y B2 € {0,1}. Entonces
sustituyendo los valores de 81 y 2 tenemos cuatro candidatos:

Z =0e+0el =0

Z =0e+ lef = ef

Z =1le+0e=¢e

Z=1le+lel =1

Entonces e y ef son los tinicos elementos idempotentes no triviales de BC. |

Observacion 1.5.1 Las siguientes formulas nos ayudan a expresar los coeficientes de la escritura idempotente
de un niumero bicomplejo en términos del mismo nimero bicomplejo

Z = pre+ Poel y ZT = Bre+ prel,

entonces:
B1 = Bre+ Biel = Ze + ZTe',

By = Boel + Bre = Zel + ZTe.
Ahora escribiendo a Z en su forma C(j) — idempotente, Z = ~y1e + y2el obtenemos formulas similares:

N =me+me =Ze+ Ze';

vo = o€l + y0e = Ze + Zel.
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1.6. Numeros hiperbdlicos en los nimeros bicomplejos

En esta seccién describiremos algunas propiedades de los niimeros hiperbdlicos y como podemos obtenerlas
usando los nimeros bicomplejos.
Para un ndmero hiperbdlico 3 = = + ky, su conjugado (hiperbdlico) 3° se define como

3% =z —ky.
Por lo que
3°=2"—-y*€R
que dar el cuadrado del médulo (intrinseco) de 3:

|3‘121yp = :CZ - y2,

que es un numero real que puede ser negativo.

Si x y y son ntimeros reales diferentes de cero pero 22 —y? = 0, entonces el niimero hiperbélico correspondiente
3 = z+ky es un divisor de cero, porque su conjugado no es cero, sin embargo el producto de ellos es cero 33° = 0.
Todos los divisores de cero en D estdn caracterizados por: 22 = y?2, es decir, x = %y, por lo tanto, estos divisores
de cero son de la forma:

;=xztkr=z(1xk)
con z € R\ {0}.

La representaciéon idempotente de un ntimero hiperbélico 3 = x + ky € D es

3= (z+ye+ (z—ye’

donde e = %(1 + k), e® = %(1 — k). Més adelante ser vera que estos elementos idempotentes en I coinciden y
cumplen proposiciones que satisfacen los elementos idempotentes no triviales de BC.

Cuando no haya peligro de confusién, se denotara a los coeficientes de la representacion idempotente de un
nimero hiperbdlico 3 por s :=x +y y t := x — y, entonces tenemos:

3 = se + te®,

observemos que
2 2

3l = 2% —y* = (@ +y) (@ —y) = st.
Veamos como estén relacionadas estas propiedades con los niimeros bicomplejos. Sea Z = 21 +jzo con Im(z1) =
0 = Re(z2), es decir, nuestros nimeros hiperbdlicos son de la forma 3 = z; + ijys y la unidad hiperbdlica es
ij=k. Entonces la conjuacién diamante es consistente con la conjugacién t y barra de la siguientes manera:

3° = ((z1 4+ 10) + j(0 +iy2))" = ((z1 +10) + j(0 + iy2)) = x1 — ky.

Es decir, si 3 = x1 + ijys = z1 + kys entonces 3° = x1 — kys. Por esta razén ya no escribiremos el conjugado
hiperbélico de e como e° sino usaremos la notacién bicompleja ef.

Para un nimero bicomplejo arbitrario en la Seccién 1.4 definimos cada uno de los tres mdédulos. Veamos
que pasa si evaluamos los tres médulos en 3 = z; + kys € D arbitrario. Entonces tomando a 3 = 21 + jzo :=
(x1 +10) + j(0 + iy2) € BC, tenemos:

2 2, .2 2 2 2
I3i = 21 + 23 = 27 — ¥2 = |3lhy,-
Recordando la definicién de |-|; involucra la conjugacién f, la definicién de |-|; involucra la conjugacién barra
y en los niimeros hiperbélicos ambas conjugaciones coinciden ya que [3[7 = ¢ + (5 = (21 +j0)* +i(0 + jya)* =
x3 — 5 = |37, por lo tanto:

317 = I35 = I317,p-
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Pero no pasa lo mismo con la conjugacién * pues:
bl =22"=2Z=2*=3.

Anteriormente habfamos definido solamente | 3|%Lyp pero no hemos definido [3|4y, que claramente serfa tomar

la rafz cuadrada de 22 — y2. Algunos otros autores consideran los valores no negativos de 22 — y? tinicamente.

Podemos pensar que los nimeros bicomplejos son raices cuadradas de niimeros hiperbdlicos. Entonces con-
sideremos las soluciones en BC de la ecuacién Z2 = R para un nimero real R. Escribamos Z = S1e + fqef,
entonces la ecuacién Z2 = R es equivalente a:

B?e 4 Ble’ = Re + Rel

que es equivalente a:

Bf =R; B3 = R.
Tenemos 3 casos:

Caso 1. R=0.
La tinica solucién para 87 = R; 85 = R es que 31 = 0 = S5, por lo tanto Z = 0.

Caso 2. R > 0.
Entonces 81 = £VR; 82 = £V/R, por lo que tenemos 4 soluciones:

\/E; —\/E; k\/ﬁ; —kVR
Estas son todas las soluciones en BC, y son reales o ntiimeros hiperbdlicos.

Caso 3. R < 0.
Tenemos que 5, = iV —R, B3 = +iv/—R cuyas soluciones son:

iv—R, —iv—R,ikv—R = —jv—R, —ikv—R = jv—R.

En este caso la ecuaciéon Z2 = R tiene cuatro soluciones, ninguna de ellas es un ntimero hiperbélico, dos de ellas
son nimeros complejos en C(i) y las tltimas dos son nimeros complejos en C(j).

Retomando a la definicién de |3|ny, de un nimero hiperbélico 3 podemos ver que si 23 —y3 > 0 este médulo
se puede tomar como el nimero positivo \/z% — y3 o incluso como el nimero hiperbélico +ky/z% — y3. Pero si
2?2 — y3 < 0, entonces no hay soluciones en D, los candidatos deberfan ser tomados como nimeros complejos

(en C(i) o en C(j)).

Notemos que si 27 — y3 > 0 tenemos que /7 — y2 coincide con los valores, que son iguales, con [3]; y l31;.
Si 22 — y3 < 0, entonces [3|nyp puede se escogido como [3]; € C(i) o como [3]; € C(j), recordemos que se
toma la raiz cuadrada que esta en el plano superior.

1.6.1. Representacion idempotente de niimeros hiperbdlicos

Se mostré que los elementos idempotentes de los niimeros hiperbdlicos e y €°® y los elementos idempotentes
de los niimeros bicomplejos e y ef coinciden. Es decir, son los mismos ntimeros bicomplejos, que a la vez, son
nimeros hiperbdlicos. En el caso de los niimeros hiperbdlicos se tiene que (z +y) y (z — y) corresponden a los
coeficientes 81 y B2 de un niimero bicomplejo. Pues considerando a 3 = z1 + jzo := (21 + 0) + j(0 + iys) € BC
su representacién idempotente es:

4

3=Pre+ fael = (21 —iz)e + (21 + izp)e]
= (z1 —i(iyz))e + (z1 +i(iyz))e’

= (z1+y2)e+ (z1 — y2)el.
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Se definir4 el conjunto de los nimeros hiperbdlicos no negativos, D*, como:

DY ={x+ky|2®*—y*>0,2 >0 ={r+ky|z>0; |y <z}
Si hacemos a v =2 +y y p = x — y, podemos expresar Dt de la siguiente manera:

D = {ve + pe' | v, u > 0}.

Por lo tanto los niimeros hiperbdlicos positivos son aquellos cuyos coeficientes idempotentes son ambos no
negativos, de ahi su nombre.

En la siguiente Figura 1.1, los puntos (z, y) corresponden a los nimeros hiperbdlicos, 3 = z+ky. Podemos ver
en que puntos estan ubicados los elementos de D y el plano que es simétrico con respecto al origen corresponde
a los nimeros hiperbdlicos negativos. Los otros puntos no son positivos ni negativos.

Y

S

N

Figura 1.1: NUMEROS HIPERBOLICOS POSITIVOS Y NEGATIVOS.

Anélogamente los nimeros hiperbdlicos no positivos son:

D™ ={z+ky|z<0; |yl <|z[},

o equivalentemente:
D~ = {ve + pe'} | v, u < 0}.

Diremos que un nimero hiperbdlico 3 = ve + pe’ es semipositivo si uno de los coeficientes v o u es positivo
y el otro es cero.

Los nimeros hiperbdlicos no negativos juegan un rol andlogo a los niimeros reales no negativos, esto se vera
manipulando las raices cuadradas de los nimeros hiperbélicos en DV.

Sea 3 = pe + vel con u,v € RTU{0}, se puede ver que los niimeros hiperbélicos +\/pe £ Vvel son todos
los que elevados al cuadrado dan 3. Pero observemos que ,/ue+ v/vel es el tinico niimero hiperbélico no negativo.

Hasta ahora, hemos definido que significa |Z]; y |Z|; pero no hemos definido a |Z|x.

Sea Z = e + fael € BC, sabemos que |Z|2 = |31]%e + |B2|?e! es un niimero hiperbélico no negativo, por
lo tanto el médulo |Z|x puede ser tomado como:

| Z|k == |B1le + |Bz|e’ € D.
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Ahora, consideremos la siguiente ecuacion:
3l =1

donde 3 es un niimero hiperbélico desconocido en D, Escribiendo a 3 y v en su forma idempotente 3 = $,e+ el
y 1 = y1e + y2el podemos concluir lo siguiente:

= Sito =0, entonces 3 = 0 es la tnica solucién.

= Si tv un numero hiperbdlico semi positivo, es decir, 1w es es un divisor de cero positivo: vy = 0y v2 >
0o~ >0y~ =0, entonces las soluciones también son divisores de cero pero no necesariamente semi
positivos:

3 =t1el 05==27pe,
= Si tv es positivo pero no semi positivo: y; > 0 y 2 > 0, entonces todas las soluciones son:

3=Eme+ el

1.7. Norma Euclidiana. Producto de bicomplejos
Sabemos que para cualesquiera niimeros bicomplejos Z, W se tiene:
1ZW| < V2| Z||W].

Observemos que esta desigualdad es 6ptima, se logra la igualdad con Z = W = e, ya que

jee] = le] =
=lel= %,
en efecto |e| = \/Re(|elf) = /Re(|le + 0el7) = 1/ Re(|*54]2 \[ 5 v es claro V2[e|le| = 12. Si se

toma el conjugado de e la igualdad también se cumple.

Para ciertos niimeros bicomplejos podemos decir mas.

Proposicién 1.7.1 Si U = u; + jus € BC arbitrario, pero Z es complejo en C(i),C(j) o si Z es hiperbdlico.
Entonces:

a) Si Z € C(i) o C(j), entonces |ZU| = |Z||U]|.
b) Si Z =x1 +kys €D, donde x1 € R y yo € R entonces en general
|ZU| # | Z||U|
pero se puede asequrar que,

|ZU|? = |Z|U|? + 4z1y2Re(iui2).

Demostracion.
Primero demostraremos el inciso a.
Sea Z =2z € C(H) y U = uy + jus = (ug — iug)e + (uy + iug)e’, entonces
1ZUP = |z1(u1 + jua)[? = [(z1w1) + j(z1u2)|* = |z1un [ + [21u2]® = |21|*|U]? = |ZP|UP.

Usamos el hecho de que la norma Euclidiana de un nimero complejo (en C(i) o en C(j)), visto como un
nimero bicomplejo, coincide con su médulo.

Ahora, tomemos Z = x1 + jzo = (v1 — ize)e + (z1 + izg)el € C(j), entonces:
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|IZU? = |((x1 —iz2)e + (z1 +izva)el))((ug — iuz)e + (ug + iug)e’|
= |(z1 — iza) (u1 — iug)e + (w1 + izz)(us + iug)ef|?
%(|331 —imo|?lug — iugl? + |21 + iz |?|us + iug|?) = |Z)?|U|?.

Finalmente para el inciso b), sea Z = 1 +ijy2 = (1 + y2)e + (z1 — y2)e’ € D, entonces:

1ZU? = (a1 + ijy2) (u1 + ifug)|?
= |((z1 + y2)e + (21 — y2)e") ((ur — iug)e + (uy + iug)el)|?

. . |
= 5 (@1 +y2)*|ur — ua|?® + (21 — y2)?|ur + fual?)
= |ZP|U? + 4w1yo Re(inia) # | Z?|U%.
Vamos a caracterizar a las parejas (Z, W) tales que la norma Euclidiana es multiplicativa.
Proposicién 1.7.2 Sean Z = 1e + foel y W = v1e + el dos bicomplejos, entonces:
|ZW| = |Z||W|
siy solo si [Bi] = |Ba] o |71| = |72l
Demostracion.
Tenemos que ZW = Biy1e + Bayzel, entonces: |ZW|* = Z(|B171|? + [B272%).
Por otro lado, [Z]*[W|* = (161> + |B2*) (|71]* + [72]*).-
Luego, |ZW|? = |Z]?|[W|?, si y sblo si
3 (1Bl + 1B272l?) = 5 (181 + 1822) (I ]* + [2l?) -
Equivalentemente
0= B2l = 2mBil* = 21 Bal® + 181 vel® + B2l |72l + [Ba* 1],
que factorizando se tiene
0 =—ImPIBil* = I2lPBal® + 112l + B2 Im]?
= (2> = 1nl?) (181 = |82?)
siy solo si [y1] = [y2] o [Bi] = |Bal. u

Observacién 1.7.1 Si |31 = |Bz| entonces |Z| = |Bile + |Bz]el = |Bi|(e +el) = |B1] = |B2], entonces, podemos
concluir que la propiedad multiplicativa de la norma Fuclidiana se cumple si y solo si la norma Fuclidiana de
cualquiera de los factores coincide con el mddulo (como nimeros complejos) de las componentes idempotentes.

Lo anterior da pie al siguiente resultado:

Proposicién 1.7.3 Un nimero bicomplejo Z es un producto de un nimero complejo en C(i) y otro nimero
complejo en C(j) si y sdlo si las componentes idempotentes de Z tienen el mismo mddulo como nidmeros com-
plejos.

Demostracion.

(=) Sea Z = z129 donde 21 = x1 +1iy1 y 20 = T3+ jyo, por lo que Z = z129 + jz1y2 = (2121 —iz191)e + (2121 +
iziy1)el = Bie+ Boel donde By = 2121 — iz1y1 ¥ Pa=z111 +iz1y1 ahora |By] = |z121 — iz1y1| = |21||71 — iya| =
|z1]|z1 + iy | = |z1m1 +iz1y] = [ B2l

(<) Sea Z = 2 + jzo = Bi1e + Poel donde B) = 21 — iz y Ba = 21 + iz2, entonces
|ﬂ1| = |,82| < ‘Zl—i22| = |Z1+i22| <~ |21—i2’2|2 = |2’1+i22|2 <~ (§1+i§2)(2’1—i22) = (El—iZQ)(Zl—FiZg) <~
Z121 — 12921 + 12921 + Zozo = Z121 + 12921 — 12921 + Zo29 <= —2120Z1 = —2Z921 <= 20Z1 = 2921 <= 2921 =
Acon A e R

Por lo que, Z221 = A.
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Tenemos los siguientes casos:

i) Si A =0, tenemos que Z = z; € C(i), si 22 = 0; 0 bien Z = jza, si 21 = 0; 0 bien Z = 0, cuando z; = 20 =0
en cualquier caso es claro que que Z es producto de un elemento en C(i) y en C(j).

i7) Si A # 0, entonces

)\ZQ
2= .
|22
Sustituyendo en Z = z; + jz2, tenemos que Z = "Z\;"‘z +jz = Zg(ﬁ +j)conz e C@i)y (ﬁ +j)eC(;G). m

Corolario 1.7.1 La norma FEuclidiana del producto de dos niumeros bicomplejos es igual al producto de sus
normas si y sélo si al menos uno de ellos es el producto de un nimero complejo en C(i) y otro niimero complejo
en C(j).

Demostracion.

(=)

Sean Z y W tales que |ZW| = |Z||W| por la proposicién antepasada tenemos que |51] = |52] o |y1] = |72|
donde i, B2 son las componentes idempotentes de Z y 71, y2 son las componentes idempotentes de W y por la
proposicién anterior cada uno de Z o W son producto de un nimero complejo en C(i) y otro en C(j).

(<)

Supongamos que Z es el producto de dos nimeros complejos, como en las hipdtesis, entonces por la Pro-
posicion 1.7.3, las componentes idempotentes de Z tienen el mismo mddulo, finalmente, usando la Proposicién
1.7.2 |1 ZW| = |Z||]W]. ]

La desigualdad
1ZW| < V2|Z||W|,

nos dice que la relacién entre la norma Euclidiana |Z| de un bicomplejo invertible Z y la norma |Z 1| es m4s
compleja que lo “convencional”. Dado que,

1= 12271 < V22)127]

por lo tanto
1
1Z|

Entonces, nos preguntamos por los nimeros bicomplejos que hacen que se cumpla la formula “convencional”:

<V?2|z71

1
— =1Z7Y.
2]
La respuesta nos la da la Proposicién 1.7.2 [ZW| = |Z|| W| haciendo W = Z~1, entonces tenemos la férmula
anterior, que usando resultados anteriores, esto sucede si y sélo si Z es el producto de dos niimeros complejos,
uno en C(i) y otro en C(j), o bien, si el médulo de las componentes idempotentes de Z coincide.
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Capitulo 2

Estructuras algebraicas de BC

2.1. El anillo de los nimeros bicomplejos

Con las operaciones que se dieron en el Capitulo 1 tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 2.1.1 (BC,+,-) es un anillo conmutativo con unidad. Es decir:

1. (BC,+) es un grupo conmutativo con elemento neutro el nimero 0 = 0+ jO. Ademds cada nimero bicom-
plejo Z = z1 + jzo tiene por inverso aditivo a —Z = —z1 — jza.

2. La multiplicacion es asociativa, conmutativa, y con elemento identidad 1 =1+ jO0.

8. La multiplicacion es distributiva sobre la suma, i.e, para cualquier Z1, Zs, Z5 € BC tenemos que:
Z1\(Za + Z3) = Z1Zo + Z1 Zs. (2.1)

Apelando al lenguaje utilizado en la teoria de anillos, se sabe que a los elementos invertibles, es decir los Z
para los cuales existe un W con ZW = 1, son llamados unidades. Por lo general el conjunto de las no unidades
y el de los divisores de cero (es decir, los Z para los cuales existe un W # 0 con ZW = 0), no tienen los mismos
elementos.

Por ejemplo:

1. En Z, el conjunto de no unidades es {Z} \ {—1,1} y 0 es el unico divisor de cero.

Si denotamos como BC ™! al conjunto de los elementos invertibles y & los elementos distintos de cero que
no son invertibles tenemos la siguiente particién de BC:

BC =BC 'Uu&U{0}.
Un ideal de un anillo R es un subgrupo aditivo N de R, que satisface las siguientes propiedades:
aNCN y NbCN VabeR.

Si R es un anillo conmutativo y N es un ideal de la forma N = {na :n € R} = N, con a € R fijo, diremos que
N es un ideal principal.

En los nimeros bicomplejos hay dos ideales destacables que son: BCe := BC - e y BC,:t := BC - ef, ambos
son ideales principales. Particularidades de estos anillos son las siguientes:

BC, N BC,: = {0},
BC, + BC,: = BC,
e -BCqi ={0} ¥y el - BC, = {0}.

19
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2.2. Espacios vectoriales y modulos en BC

Un subconjunto S de un anillo R es un subanillo si es un anillo con las operaciones heredadas de R.

Consideremos un anillo conmutativo con elemento unitario Ay (M, +) un grupo abeliano. Diremos que M es
un A — mddulo si existe una operacién A x M — M denotada por (a,x) — ax tal que para a,b € A; z,y € M,
se cumple

1. a(z +y) = ax + ay,
2. (a+b)x = az + bz,
3. lz ==x,

4. (ab)x = a(bzx) = b(ax).

Por ejemplo, si S es un subanillo de un anillo conmutativo R, entonces R es un mdédulo sobre el anillo S.

En los numeros bicomplejos los conjuntos R, C(i), C(j) y D son subanillos del anillo BC por lo tanto BC
puede ser visto como un mddulo sobre cada uno de los anillos anteriores y sobre el mismo. Sabemos que R, C(i)
y C(j) son campos por lo que BC es un espacio vectorial sobre cada uno de estos conjuntos.

Usando la identidad (1.9) tenemos el siguiente isomorfismo de espacios vectoriales sobre R,
BC > Z = x1 + iy + joo + kys — (21,91, T2, Y2) e R (2.2)
De igual modo, con la relacién (1.3), tenemos el siguiente isomorfismo de espacios vectoriales sobre C(i),
BC > Z =z +jz— (21, 2) € C2(i). (2.3)

Componiendo el isomorfismo (2.3) y la funcién inversa de (2.2) obtenemos un isomorfismo de espacios
vectorial sobre R, entre R* y C?(i), como espacios vectoriales sobre

R*> (1,91, %2, y2) = (21 + iy, 22 +iy2) € (CQ(i)- (2.4)

Considerando a BC como un espacio vectorial sobre C(j) y utilizando (1.4), tenemos el isomorfismo de C(j)
espacios vectoriales,

BC > Z =( +iG — (¢, ¢) € C(j). (2.5)

Las imédgenes de los niimeros 1 e i bajo este isomorfismo son la base canénica de C2(j) e induce el siguiente
isomorfismo de espacios vectoriales sobre R,

R*> (x1,y1,22,y2) = (1 + jo2, Y1 + jy2)- (2.6)

Notemos que los isomorfismos (2.4) y (2.6) son distintos lo cual hace ver que dentro de BC los conjuntos
C2%(i) y C2%(j) juegan distintos roles. Otra diferencia que podemos ver es que si consideramos el conjunto {1,i} y
le damos a BC una estructura de espacio vectorial sobre C(i) y o bien sobre C(j) podemos observar lo siguiente:

1. Si BC es considerado como un espacio vectorial sobre C(j) tenemos que {1,i} son linealmente indepen-
dientes, en efecto si oy = 1 + jy1 € C(j) y a2 = 22 + jy2 € C(j) cumplen,

ay +iae =0 siysolosi a1 +jyr +irxeo+kys =0 siysélosi z1 =y =22 =y2 =0,
por lo que a1 = ay = 0.

2. Sin embargo, si BC es considerado como espacio vectorial sobre C(i), el conjunto {1,i} es linealmente
dependiente, ya que podemos tener la combinacién lineal, oy +iag =0, con a3 =1y ag =1.
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La relacién (1.5) da pie a otro C(i)—isomorfismo entre BC y C2(i) :
BC > Z = (21 +iy1) + k(y2 — iz2) = wy + kws — (wy,wy) € C(i). (2.7)

Se describird la relacién entre los isomorfismos (2.3) y (2.7). Fijémonos que bajo (2.3), las imdgenes de los
numeros 1, j y k son:
1+ (1,0),

j=(0,1),
k — (0,1),

por lo que tenemos que hacer un cambio de la base canénica de C2(i) a la base (1,0), (0,1) debido a la escritura
de nuestros niimeros bicomplejos.
Entonces, la matriz de cambio de base es la siguiente:

Por lo que un par (21, 22) € C2(i) le corresponde otro (w1, ws) € C2(i), gracias a la siguiente regla:

b B ) o

Un razonamiento similar se aplica a C2(j), usando (1.6), se pude definir el C(j)—isomorfismo:
BC> Z = (331 —I—JIQ) + k(yg —jyl) = wy + kwy — (wl,wg) S (C2(j) (29)

La relacién entre (2.5) y (2.9), es también un cambio de la base canénica de C%(j) a la base {(1,0), (0,j)}.
La matriz de cambio de base es:
1 0
0 —j|

Al igual que en el isomorfismo (2.7), tomando parejas (¢1,(2) € C2(j) y (w1, ws2) € C2(j), se relacionan como:

1 0 <1 _ Cl _ w1
0 —jJ [ =i wa |’
Ya hemos senalado algunas diferencias entre C(i) y C(j), sin embargo existe un isomorfismo entre estos campos,

v : C(i) — C(j), (2.10)

p(r+1iy) =z +jy.

Este ultimo isomorfismo nos ayuda a formalizar las diferentes escrituras idempotentes de un ntimero bicomplejo:
7 = ﬂle —+ ﬂQGT = (Cl + idl)e + (CQ + 1d2)eT (211)

=are+ el = (¢ — jdy)e + (co + jdo)el.

Lo que demuestra que o = (¢(81))! v a2 = ¢(B2). Se puede ver que las escrituras idempotentes de los niimeros
bicomplejos nos dan mas isomorfismos, para argumentar esto necesitamos la siguiente proposicién.

Proposicion 2.2.1 Los divisores de cero:

1-ij

_ 14ij
€= p)

y ef =

son linealmente independientes si BC tiene estructura de espacio vectorial sobre C(i) o bien sobre C(j).
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Demostracion. Haciendo referencia a isomorfismo (2.3) las imagenes de e y e! son:

e 11 —1(1i)
222/ 287

Ahora consideremos la ecuacion:
)‘1(13 i) + A2(17 7i) = (Ov O)a

con A1, Ag € C(i), tenemos que lo anterior pasa si y solamente si Ay = Ay = 0. De la misma manera para el caso
de C2(j).
|

Usando la cadena de igualdades (2.11), definimos los siguientes isomorfismo de espacios vectoriales sobre los
campos C(i) y C(j), respectivamente.

BC > Z = Bre + foe’ > (B1, B2) € C*(i), (2.12)

BC 5> Z = aje + azel — (a1, as) € C2(j). (2.13)

La relacién entre (2.3) y (2.12) asi como (2.5) y (2.13) esta dado por un cambio de base de la base cédnonica a

a siguiente base en C2(i): {( )(—2>}
{(19).(+2)}

Al usar la matriz de cambio de base queda de la siguiente manera en el espacio C?(i):

L= o1

Lo=j| |G| _ |G =G| _ |
|G G JG az|’
Ahora consideremos al conjunto D? = I x D dotado con la suma componente a componente heredada de
D. Asi, D? es un grupo abeliano. D? se vuelve un médulo sobre D si definimos la multiplicacién por escalar

(de D) mediante componente a componente. Las férmulas (1.5) y (1.6) dan pie a los siguientes isomorfismos de
D—mddulos:

O
Nl

)

(SIS

y a la base en C2(j):

N
N

y en el espacio C2(j).

BC > Z = (z1 +kya) +i(y1 — ka2)) = 31 + 32 = (51,32) € D° (2.15)

BC> Z = (.’L‘l + kyg) —|—j(l’2 — kyl)) =101 + jiog — (ml,mg) e D?. (2.16)

2.3. Estructuras de algebra en BC

Si M es un A—mddulo sobre un anillo conmutativo A, éste se dird que es una dlgebra sobre A, si existe una
multiplicacién en M que cumple para z,y,z € M y para a,b € A lo siguiente:
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= Distributiva por la derecha: (x +y)-z=z-2z+y- 2.
= Distributiva por la izquierda: z - (x +y) =z -z + 2 - y.
» Compatibilidad con escalares: (az) - (by) = (ab)(x - y).

Es decir la operacién binaria (multiplicacién) es bilineal.

Como BC tiene estructura de médulo sobre R, C(i), C(j) y BC, estas estructuras generan las correspondientes
algebras.

A BC lo podemos ver como un dlgebra sobre R si usamos el isomorfismo (2.2) y definimos la multiplicacién
de los puntos (z1,y1,x2,y2) y (s1,t1, S2,t2), como el punto que tiene por entradas a,

151 —Y1t1 — TaSa +Yata, T1t1+Y151 — Tata —YaS2, T182 —Yita+T2S1 —Yat1, Tite+y1S2+xoti +y2+s1 (2.17)

Por lo anterior R? hereda una estructura de algebra conmutativa (es decir el producto en el dlgebra conmu-
ta) sobre R. Se sabe que no hay muchas definiciones “buenas” de una multiplicacién en R*. La multipliacién
bicompleja (2.17) es una de estas. Esta definicién se puede comparar con la multiplicacién de los cuaterniones.

Los isomorfismos (2.3), (2.7) y (2.12), nos dan tres opciones para introducir una multiplicacién en C2(i)
visto como espacio vectorial sobre C(i), concretamente.
Sea Z = 21 + jzo = wy + kwy = aje + asel y W = p; + jpo = 01 + kb, = cre + coel entonces,

(21,22) - (p1,p2) := (21p1 — 22p2, 21P2 + Z2D1);
(w1, w2) - (01,02) = (w161 + wabs, w16z + wo + 61);
(a1,az) - (c1,¢2) := (aici, azc).

Cada una de estas tres férmulas definen una multiplicacién conmutativa en C2(i). Si a C2(i) lo vemos
como espacio vectorial sin ninguna base fija, las formulas anteriores nos deﬁnen 3 multiplicaciones distintas,
sin embargo, si generamos a C2(i) con las bases: {(1,0),(0,1)},{(1,0),(0,1)},{(3, %), (%,3})} v usando (2. 8)

1) (2%
tanto como (2.14), podemos ver que las tres férmulas definen la misma multlphca(non en C2(i) expresadas de

diferente manera dependiendo la base. Por ejemplo, de (2.8) se tiene que:
(’LU17 U/Z) = (21, —iZQ) y (91, 02) = (pl; _ip2)

por lo tanto,

(w1, wa) - (01,02) = (w101 + waba, w102 + wab)
= (lel — zop2, —i(21p2 + 22p1))

1 Z21p1 — Z2p2
0 i Z1p2 + z2p1

w101 + w292
w1 + wath

Es similar con el espacio vectorial, C?(j), sobre C(j).
Por tltimo, como BC es un médulo sobre D y sobre s{ mismo (recuerde que BC es un anillo), entonces BC

es una algebra sobre D y sobre BC. Como tal, BC es isomorfo a ID?, como D-4lgebras, un isomorfismo puede ser
cualquiera de (2.15) o (2.16).

2.4. Representacion matricial de los niimeros bicomplejos

El campo C es isomorfo al conjunto de las matrices cuadradas de orden 2 de entradas reales de la forma:

)

Es decir, la funcién:
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m,yER}.

Estas matrices conmutan bajo la multiplicacion y cualquiera de ellas tiene inversa excepto la matriz cero.
Es decir, el conjunto Ac¢ es un campo. Por lo tanto el isomorfismo es un isomorfismo de campos. La unidad

imaginaria i es identificado con la matriz:
0 -1
re (05,
Tomando z = z + iy, entonces

dc(z) = (i ;y) =z (é ?) +y (2 _01> =aly +yT.

El cuadrado de la norma de z coincide con dety.(z).

¢C:z:x+iy€CH<Z y)

X

es un isomorfismo de campos entre C y el conjunto Ac := { (;: _xy>

Con un razonamiento similar podemos crear un isomorfismo de anillos entre BC y las matrices cuadradas
de orden 2 con coeficientes complejos de la forma

Y estd dado por:

. z —z
(bc(i) 2 Z =2z, +jz € BC — <Z; 2’12> . (218)

Bajo este isomorfismo es inmediato que:
. i 0 . . 0 -1
(D(C(i)(l) = (O i) = lIZa (I)C(l)(.]) = (1 0 > = Ja
1 —i 1 i
1 . _1 _.
Degi(e) = 3 (i 1 ) =& Pepyel) =3 <i 1) =: &1,
Por lo tanto para cualquier Z = z; + jzo = Bi1e + fel su imagen Py (Z) es

D) (Z) = 2112 + 20T = Br€ + BT

Hay funciones que nos permiten identificar a los niimeros bicomplejos con matrices de entradas en C(j) o en D:

Be) 2 =G +iCs € BC — (Cl —C2>7

G2 G
‘I)Dlzzzl—i—iﬁQEBC'—)(zl 42
32 1

Finalmente BC puede ser identificado con las matrices de orden 4 de coeficientes reales gracias a la siguiente
funcién:

1 —Yy1 —22 Y2

. . Y1 T —Y2 T2

Pp : Z =11 +1iy; + jro + kys € BC —
R 1T Y1 T+ J22 Y2 T2 —y» T~y
Y2 T2 Y1 T

Toda matriz de 4 x 4 con coeficientes reales, determina una funcién lineal en R*. Puede que estas transfor-
maciones no sean lineales cuando R* es visto como BC—médulo, es decir que no sean funciones BC—lineales.
Las tnicas matrices que son BC—lineales son las de la forma de ®r(Z). Hasta este punto hemos utilizado la
siguiente identificacién entre BC y R*:
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Z =x + iy +jor2 + kyz < (21,91, 22, Y2).
Lo anterior da a pie a lo siguiente, una identificacién de BC con C2(i):
Z =z 4]z ¢ (21,2) = (v1 + iy1, 22 +iy2) € C*(i) & (1,91, 72,92)
y hay también una identificacién entre BC y C2(j):
Z =G +iG ¢ (G, ¢) = (z1 +jra, y1 +y2) € C2(3) (21,51, 22, 2)-

La transformacion R—lineal T : R* — R* que también es C(i)—lineal, que tiene por matriz asociada a T
una de la forma:

a -b ¢ —d
b a d ¢
I —m u —v
m l v

Mientras que si T representa una funcién C(j)—lineal, la matriz asociada es de la siguiente manera:

a b —e —f
c d —g —h
e f a b
g h ¢ d

La matriz ¢¢c(z) representa una funcién que es C(i)—lineal asi como C(j)—lineal.

2.5. Formas bilineales y productos internos

En el conjunto R, visto como espacio vectorial sobre R, la siguiente formula define una forma bilineal, que,
a su vez, es un producto interno: si x,y € R, entonces

Br(z,y) =z -y,
cuya forma cuadratica (real) es:
Q= BR(CC,.%') = 2

que define el cuadrado de la métrica Euclidiana en R.

El conjunto C se puede ver como un espacio vectorial sobre R o sobre C y cada una de estas estructuras
genera lo andlogo a lo descrito anteriormente. Cuando C es visto como un espacio vectorial sobre R, entonces
la forma bilineal esta dada, para z = = + iy, w = u + iv por:

Ber(z,w) := zu + yv = Re(2W),
que es el producto canénico en R2. La forma cuadrética es:
Qcr(2) == Ber(z,2) =2 + 92

y define el cuadrado de la métrica Euclidiana en C.

Cuando C es considerado un espacio vectorial sobre C tiene una forma bilineal y una sesquilineal, a saber:

Bea(z,w) =
B2 (z,w) =

(RN
SIS

)

respectivamente. La segunda férmula es la producto interno canénico en C. Estos dos productos dan las siguientes
formas cuadraticas:

Qc.1(2) = Bca(z,2) :i= 22

Qca(z) = Bea(z,2) = |2[> = 2% + 42
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Notemos que Oc2(z) = Qcr(z) es el cuadrado de la métrica Euclidiana en C. Tenemos también que B¢ no
es un producto interno y Qc,; no define ninguna métrica en el sentido clésico.

Estas ideas se pueden extender en los niimeros bicomplejos. Empezando viendo a BC = R* y con la forma
bilineal (real):

Beer(Z, W) := z1u1 + 101 + Taug + Y22,

para Z = (21,y1,T2,y2) y W = (u1, v1, u2,v2), que es el producto interno candnico de R*. La forma cuadridra-
tica es:

Opcr(Z) == Bycr(Z,Z) := 23 + y? + 23 + 3,

que como se observa, define el cuadrado de la métrica Euclidiana de R*.

Cuando BC es visto como un espacio vectorial sobre C(i), BC = C2(i), entonces tiene tanto una forma C(i)
bilineal y otra forma C(i) sesquilineal:

Bacii(Z, W) = z1wy + zpwy = $(ZWT + Z1W)

Beci2(Z, W) i= 21 - W1 + 2003 = 5(ZW* + ZTW).
La segunda expresion es el producto interno canénico de C2(i). Estas férmulas dan pie a las formas cuadréticas:

Oveiin(Z) = Becin(Z2,Z) =2+ 23 =7 - 21 = |Z}}

Qnciip(Z) = Beciia(Z, Z) = |a1 [P + |oaf* = 5(22* + 27Z)
=312k +1Z2) = 3(1Z[g + 1Z[§).-

Nuevamente, Qpc.i2(Z) = Qpcr(Z) es el cuadrado de la métrica canénica en C2.
Bgc;i,1 no es llamado un producto interno en BC, y Opc;i,1 no define ninguna métrica en el sentido clésico.

De manera similar, si pensamos ahora que BC = C2(j), por lo que BC es un espacio vectorial sobre C(j):

Qpcji(2) =G +G=2-Z=|Zf;

Qacy2(2) = |C12|2 + |C2|22 = %I(ZZ*ZJr Z7")
=302k +1Z7}) = 3(1ZR).

Cuando BC es identificado a D?, las cosas cambian, notemos primero:

BBC;DJ(Z’ W) 1= 3.0, + 3,0, = %(ZW* + Z*W)

Becp,2(Z, W) 1= 31105 + 30005 = L(ZWT + Z*W) = L(ZW + Z*WT),

imitando las situaciones previas, pero ahora ambas formas toman valores en D, no en C o en R. Observemos
que la primera forma bilineal es hiperbdlica y la segunda hiperbdlica sesquilineal. Las formas cuadraticas son
las siguientes:

OQrcip,1(3) == Beewa(Z,.2) =31 +3.° =2 - Z* = |Z|}
Yy
QBeip,2(3) := Becp,2(Z, Z) = 513:°+323.°=5 (22" + 27 2) = 5(ZZ+ Z2* Z")=5(|Z|} +|Z*|?) = %(|Z‘J2+|Z*|J2)
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Se nota que Qpc;p,1 tiene valores hiperbdlicos y Opc,p,2 toma valores reales pero no es definida positivamente.

Por ltimo, viendo a BC como un mdédulo sobre si mismo, sugiere la siguiente forma bilineal bicompleja:
Bec(Z,W):=2Z - W
y las tres formas sesquilineales bicomplejas:

Bgc par(Z, W) := Z - W, (forma sesquilineal barra)
By +(Z,W) := Z - W, (forma sesquilineal espada)
Bec,«(Z, W) = Z - W*, (forma sesquilineal estrella).

Las ultimas tres formas sesquilineales coinciden con los tres médulos anteriormente introducidos. Lo cual da
pie a una geometria mas compleja.

Considerando, nuevamente, la forma cuadratica real valuada Q¢ 2(z) = 2%+ y?; como coincide con Bc 2(z, 2),
entonces Qc 2 se puede factorizar de la siguiente manera:

Qce=(z+iy)(z—iy) =2-Z.

Esta ultima identidad puede ser vista como una de las razones por la necesidad de introducir los niimeros
complejos: si se quiere factorizar Qc 2(z) (que es una forma cuadratica real valuada definida positivamente); por
lo tanto, el conjunto de sus valores es R-uno-dimensional, en el producto de dos formas lineales que deberian
ser reales dos dimensionales entonces la unidad imaginaria i emerja y genere todo el conjunto C.

Una idea similar es relacionada con BC. Consideremos la forma cuadratica C(i) valuada Qpc.i1 = 27 + 23. Se
sabe que puede ser factorizada de la siguiente manera:

Opci1 = (21 +j22) (21 —jno) =2 - 27

donde el conjunto de valores de Qgc i1 es uno-dimensional sobre C(i) pero los factores son dos dimensionales
sobre C(i). Que como en el caso de C, la Qpc ;1 emerge de una forma cuadratrica real. Es importante que los
factores sean dos dimensionales sobre C(i), no uno dimensionales, pues tendriamos la siguiente factorizacion:

22 4 22 = (21 +iz) (21 — iz). (2.19)

Proposicién 2.5.1 BC es la dnica dlgebra conmutativa de dimension dos sobre C(i) que permite la factorizacion
anterior.

Demostracion.

Supongamos que existe una dlgebra dos dimensional sobre C(i) tal que para cuatro de sus elementos, digamos,
a, b, ¢y d se satisface la siguiente identidad:

22+ 22 = (az; + bzy)(cz1 + dzp)

para todos z1,2e € C(i). Por lo tanto, se cumple lo siguiente: 27 + 22 = acz? + bdz5 + (ad + bc)z1 22, que es
equivalente a ac = 1; bd =1 y ad + be = 0.

Por lo tanto todos los elementos son invertibles y ¢='d + d~1c = 0. Es decir: (¢71d)? = —1.
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Por lo que si denotamos como j = ¢~ 1d, tenemos que j> = —1 vy j~ = —j; la factorizacién anterior se vuelve:
22+ 22 = (21 +j22) (21 — j2o).
Asi el dlgebra compleja que estamos buscando deberd estar generada por 1y j # +1i, y de nuevo obtenemos BC. B
De la misma manera si empezamos con la forma cuadrética C(j) valuada ¢? 4+ (3 obtenemos a BC como una
C(j)-algebra. Finalmente si partimos con la forma cuadréitica D-valuada:
31 +35

actuando en la D-dlgebra, entonces cualquiera de las dos unidades imaginarias, i o j, llegaremos a una factori-
zacién con los factores D-dos dimensionales.

2.6. El orden parcial en D

2.6.1. Definicién del orden parcial

En el capitulo anterior se discutié la relacién entre los RT y los nimeros hiperbélicos no negativos dentro
de D. Podemos extender (de manera parcial) las relaciones de “mayor que”y “menor que” en los niimeros
hiperbdlicos.

Sean 31,32 € D; si la diferencia 3, —3, € DT, es decir, que la diferencia es un ntimero hiperbélico no negativo,
lo anterior se denota de la siguiente manera:

32753 0 31 =30

Es decir 32 es D-mayor o igual que 31, o bien que, 31 es D-menor o igual que 3s.
Escribiendo estos nimeros en su forma idempotente 3, = S1e + Boel V3. =me+ ygeT con B, P2,71,72 € R.

3132 slysélosi m>p1 y 72> fo.

Figura 2.1: UN ORDEN PARCIAL EN D.

En la Figura 2.1, 3, = xg + kyg es un ntmero hiperbdlico arbitrario y se puede ver que el plano esta dividi-
do en 4 partes: la parte del plano de todos los nimeros que son D-mayores o iguales a 3, (3 = 30); la parte
de los ntimeros son D-menores o iguales a 3, (3 < 30) v las dos partes de los niimeros no son D-comparables con 3,.



2.6. EL ORDEN PARCIAL END 29

Veamos que “=<” es un orden parcial en D:

1. “<X” es reflexiva pues:
31 =31 8lysélosi 8y > 61y B2 > Pa, y esto ultimo es claro.

2. “=X” es antisimétrica:

Sizi =32 32 =X 31, tenemos que y1 > 81y 2 = B2, y que B1 > 71y B2 = 72, entonces y1 = 81y 2 = B,
luego 3, = 3,.

3. “<X” es transitiva:
Sea 35 = d1e + dsel. Siz <3, y 3. < 33, entonces v > By v2 > B2y 61 > 71y 2 > 2, por lo que
01 > 1y 02 > 2 por tanto 3, < 3;.

En caso de que 3, —3, € DT\{0} lo denotamos como 3, = 3, y decimos que 3, es D mayor que 3,, o también

podemos escribir 3, < 3, v decir que 3, es D menor que 3,. Esto implica que si 3 € DT es equivalente a 3 = 0y
que si 3 € DT\{0} es equivalente a 3 = 0. Si 3 € D~ es equivalente a 3 <0y 3 € D™\{0} es equivalente 3 < 0.

2.6.2. Propiedades del orden parcial
Sean 3,10,n € D.
(I) CONSECUENCIAS DE LA DEFINICION DEL ORDEN EN D:
= Si 3y nson comparables con respecto a =<, entonces solo una de las siguientes relaciones ocurre:
3<mn, 3>=mn, j=n
= Las desigualdades 3 < n y n < tv implican que 3 < 1.
= Las desigualdades 3 < n y n < tv implican que 3 < 1.

(IT) CONEXIONES ENTRE LA ADICION Y ORDEN EN D
= 3 < to implica que 3 +n < 1w+ n.

= 3 2 to implica que 3 +n < 1w +n.

0 < 3 implica que —3 < 0.

31 = 3. y n = toimplica que 3, +n <X 3, + 1.
= 3; =3,y n =<t implica que 3; +n < 3, + .
(III) CONEXIONES ENTRE LA MULTIPLICACION Y EL ORDEN PARCIAL EN D

= Si 3 y n son nimeros hiperbélicos no negativos, entonces el producto: 3 -n € D+.

Si 3, n € DT\{0} , entonces su producto: 3 -n € D*\{0}.

Si 3 y n son numeros hiperbdlicos estrictamente negativos, entonces el producto es estrictamente positivo:
3-n>0.

Si alguno de los ntimeros 3 o n es estrictamente positivo y el otro es estrictamente negativo, entonces su
producto es estrictamente negativo: 3 -n < 0.

Sizg<nyw>0,entonces -t < n-to.

Siz<nyw <0, entonces -t > n-to.

Si 3 es estrictamente positivo, entonces tiene inverso y el inverso es positivo: Si 3 = 0 y 3 < n, entonces
3 P=0ynt<zh
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Ejemplo 2.6.1 [lustraremos las propiedades mencionadas anteriormente resolviendo la siguiente desigualdad:
|3l < 10, (2.20)

para 3 = Bre + Boel en D, donde o = yie + el € D estd fija y |- |k es el médulo D-valuado.

Sito = 0 la dnica solucién es 3 = 0. Por lo tanto, consideremos que o € DY\{0}. La desigualdad (2.20) es
equivalente a: |B1|e+ |Ba|e’ < y1e + y2el que es equivalente al siguiente sistema: |B1] < v1 y |B2| < ye.

Por lo tanto las soluciones de (2.20) son mimeros hiperbélicos 3 = [1e + Pael con —y1 < B < 711 ¥
con —ys < Bo < 9. Esto significa que la desigualdad (2.20) es equivalente a la doble desigualdad hiperbdlica
—to <3 < to.

Introduciremos la nocién de intervalo hiperbdlico (o segmento hiperbdlico). Dados a,b € D con a < b, el
intervalo hiperbdlico es el conjunto:

[a,b]p:={3€D | a=25=b}.
Consideremos como ejemplos los siguientes dos casos:

» Seaa=kyb=1 Comok=e—el <1=e+ e, entonces el intervalo [k, 1]p esta bien definido. Las
desigualdades:

k <3=/pe+ el <1
nos dan:
1<B8 <1, y -1<B <1

Se sigue que el intervalo es un conjunto uno dimensional. Observe la Figura 2.2.

[T

ef

Figura 2.2: EL SEGMENTO HIPERBOLICO [k, 1]p.

» Ahora sean a =k y b =2 (k < 2). En este caso el intervalo esta dado por:
k2p={3=pe+pfeel | 1<B <2y —1<p, <2},

y es un conjunto dos dimensional. Observe la Figura 2.3.
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Figura 2.3: EL INTERVALO HIPERBOLICO [k, 2|p.

2.6.3. Subconjuntos D-acotados en D

Dada un conjunto A C D, vamos a definir, de manera usual, la nocién de D-cota superior y D-cota inferior,
asi como que un conjunto este D-acotado superiormente, o bien, D-acotado inferiormente y también lo que
significa que un conjunto sea D-acotado.

Diremos que « es una cota D-superior (resp. una cota D-inferior) para 4, si para cualquier a € A sucede
que a es comparable con @ y a < « (resp. a < a). Notemos que esto no significa que los elementos de A son
comparables entre si; y que tampoco significa que dos cotas D-superiores (o resp. dos cotas D-inferiores) « y 3
son comparables.

Si A C D es un conjunto D-acotado superiormente, definimos la nocién de su D-supremo, denotado como
supp.A, como la minima cota superior. Y de manera andloga se define el D-infimo, denotado como infp.A como
la mayor cota inferior.

Aqui la “menor” cota superior significa que suppA =< « para cualquier otra ID-cota superior «; atin cuando
D 9

no todas las D-cotas superiores sean comparables. Similarmente el significado de la “mayor” cota inferior es

entendido.

Cualquier conjunto de ntimeros hiperbdlicos, distinto del vacio, que es D- acotado superiormente tiene ID-
supremo, y si es D-acotado inferiormente, entonces tiene D-infimo.

Para encontrar supremos e infimos se puede proceder mas facilmente si consideramos lo siguiente: Dado un
conjunto A C D, sean A; := {ai|aje + aze! € A} y Ay := {az]|are + azel € A}.
Si A es D-acotado superior, entonces supp.A puede obtenerse con la siguiente férmula:
suppA = supA; - e + supAs - ef.
Si A es D-acotado inferiormente, entonces el infp.A puede calcularse segin la siguiente férmula:
infpA = infA; - e +infA, - ef.

Las férmulas anteriores describen algo muy particular del orden parcial D. Notemos que cuales quiera dos D-
cotas superiores pueden ser no comparables pero siempre son comparables con respecto a la supp.A. Asi, también
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si tomamos las D-cotas inferiores.

Sean A, B C D, denotamos como —A al conjunto de elementos de A multiplicados por -1, y denotamos por
A + B al conjunto de sumas 3+n con 3 € Ay n € By definimos de la misma manera al conjunto A - B. Se
tienen las siguientes proposiciones:

s Un conjunto A es D acotado superiormente (inferiormente) si y sélo si el conjunto —A es D-acotado
inferiormente (superiormente), para dichos conjuntos se cumple lo siguiente:

infp—A = —suppA; supp—A = —infpA.

= Si Ay B son D-acotados inferiormente, entonces el conjunto A + BB también y para dichos conjuntos se
tiene:

infpA + infp B = infp (A + B).

= Si Ay B son D-acotados superiormente, entonces el conjunto A + B también es acotado inferiormente y
se cumple lo siguiente:

supp.A + supp B = supp (A + B).

» Si Ay B son subconjuntos de Dt y si A y B son D-acotados interiormente entonces el conjunto A - B
también estd acotado inferiormente y para este conjunto se tiene:

infp(A - B) = infpA - infp(B).

= Si Ay B son D-acotados superiormente, entonces el conjunto A - 5 también es acotado superiormente y
su supremo se calcula como:

supp (A - B) = supp(A) - supp(B).

2.7. La norma hiperbdlica en BC

Hemos visto que para Z = $1e + el € BC, se tiene la siguiente férmula:
| Z)ic = |Brle + | Bzlel.
Tenemos que la funcién:
||k : BC —» Dt
cumple las propiedades:
(I) |Z|xk =0siysdlosi Z=0.
(I1) |Z - Wk = |Z]|k - |W|k, para cualesquiera Z, W € BC;
(II1) |Z + Wk = |Z|k + |W|x para cualesquiera Z, W € BC.
La primera propiedad es clara, la segunda se probé en el Capitulo 1. La tercera tiene la siguiente justificacién:

|Z + Wl =[(B1 +11) - e+ (B2 + 12) - el|x

181+ v1| - e+ |Broem + 12| - €f

(1Bl + 1) - e + (182] + |v2))eT
|Z ]k + [W |k

I

Las propiedades (I) — (IIT) manifiestan que las propiedades del médulo hiperbélico de un ntimero bicomplejo se
comporta de manera similar a la del médulo de un niimero complejo.
Diremos que | - |x es una norma D-valuada en el BC-médulo BC.
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Observacién 2.7.1 (1) Como para cualquier Z € BC se cumple que:
Zl = V2-|Z], (2.21)
con |Z| la norma Euclidiana de Z, entonces tenemos:
1Z - W V2| 2] - [W .

En contraste con las propiedades (11), esta desigualdad incluye las normas hiperbélica y Fuclidiana si-
multdneamente.

(2) Sean 31,32 € DY, se cumplen que,

312332, = ] =2 sel (2.22)

(3) Notemos que la definicion de norma hiperbdlica de un nimero bicomplejo Z no depende de su represen-
tacion idempotente. Se ha usado, para Z € BC la representacion C(i)-idempotente, Z = 1e + prel. Si
escribiéramos a Z en su forma C(j)-idempotente, Z = aje+ase’, llegariamos a que tiene la misma norma
|Zk, debido a que |B1| = |ai1| v |B2] = |az].

(4) La norma Fuclidiana de la norma hiperbélica |Z|x de un niumero hiperbdlico Z coincide con la norma

Fuclidiana de Z, esto es:
1
Zlk| = —= 24+ 2=1Z|. 2.23
12| \@\/Iﬁﬂ |B2]? = | Z] (2.23)

2.7.1. Grupos multiplicativos de BC y D

El conjunto Rt es un grupo multiplicativo. Para el conjunto D% la situacién es mas complicada, aunque
tiene ciertas analogias. Sea ]D);';w := D'\ &y el conjunto de niimeros hiperbdlicos invertibles. Este conjunto tiene
las siguientes propiedades:

m Si A, A2 €D entonces A\ - Ao € DT

mnuv? muv?

» 1D

v’

= SiAeD’ | entonces A~ e D

mu? mu’

Por lo tanto, ]D)itw es un grupo multiplicativo con respecto a la multiplicaciéon hiperbdlica, lo que lo hace un
anslogo a RT; algo mas, R es un subgrupo de D} .

Los divisores de cero en Dt son de la forma 3 = Ae o de la forma 3 = pet con A, u € Rt; usaremos las notacio-
nes DF := {de| X >0}y D:T := {pe’ | > 0}. Ambos conjuntos son conjuntos de niimeros hiperbdlicos semi
positivos, también son conjuntos cerrados bajo la multiplicaciéon hiperbélica pero ninguno de ellos contiene al
uno.

Podemos darle a DY y ID)(:T una estructura de grupo multiplicativo. Empezando con DJ, observamos que

1
para cualquier A > 0 se tiene Ae-e = e, y Xe -de =1-e = e. Entonces podemos dar a DY la multiplicacién x

definida por A\je x Aae = A\ \se, donde e, \se € DF, que es una multiplicacién hiperbélica en DY, y ver que
en (DF,%) se cumple:

1. Si Aje, A2e € DI, entonces su producto Aje* Aae = A e estéd en (DT, *).
2. El elemento 1 - e = e sirve de unidad 1, en la multiplicacién %, es decir: 1, x A\e = ele = Je.
. " 1 . 1
3. Si de € (D¢, *), entonces Xe es su x-inverso esto es: Ae x Xe =l-e=e=1,.
Entonces, se puede concluir que (DZ, %) es un grupo multiplicativo. Con un razonamiento similar podemos

también concluir que D;, con cambios simples, es un grupo multiplicativo. Cada uno de estos grupos son iso-
morfos a RT.
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Los conjuntos Dy, := D\ &y y BC;,, := BC \ &y son grupos multiplicativos con sus respectivas multipli-
caciones, por lo tanto:

]D)+ C ]D)inv - B(Cinva

muv

donde C significa inclusiéon con todo y estructura de grupos. Podemos usar los mismo argumentos en De :=
e-D\{0} = {Ae|X € R\{0}}, Dyr := el -D\{0} = {uel [ € R\{0}}, BCe\ {0}, BCoi \{0} := {ue! | € C\{0}}.
Los primeros dos conjuntos son isomorfos al grupo multiplicativo de los ntimeros reales. Los iltimos dos son
isomorfos al grupo multiplicativo de los niimeros complejos.



Capitulo 3

Geometria y representacion
trigonométrica en BC

La geometria de los ntimeros complejos coincide con la del espacio Euclidiano R?, lo que permite una buena
compatibilidad entre la estructura algebraica de C y la geometria de R?, que es expresada por la igualdad:

z-Z=2>+9% = 2% (3.1)

Ademas, las operaciones algebraicas en los nimeros complejos pueden ser facilmente interpretadas en términos
de la geometria del plano R?; por ejemplo, la multiplicacion de ntimeros complejos, es entendida como sumar
sus argumentos y multiplicar sus médulos, es equivalente a realizar una rotacién y una homotecia en el plano
euclidiano. Se desea extender esta idea para el espacio euclidiano C2.

Las propiedades geométricas de los cuaterniones son compatibles con la estructura Euclidiana de C? de la
misma manera en que los complejos son con la estructura Euclidiana de C.

Pero debido a las diferentes estructuras algebraicas que tienen los bicomplejos, tenemos algo maés sofisticado
pues tenemos muchas formas cuadréticas, de hecho sabemos que las formas andlogas de (3.1) son:

Z-ZV =224 2= |22 €C(l), 2,2 €Cd); (3.2)
Z-Z=G+G=12}C@l. .6 eCh):; (3:3)
Z-7"=5+53=1ZR €D, ,50€eD. (3-4)

Ademdés, la estructura Euclidiana de BC = C? = R* es producida por la siguiente forma cuadratica:
12> =t +yi + a3 + 5. (3.5)

Esto significa que una geometria “auténtica” de los nimeros bicomplejos esta relacionada con las formas
cuadrdticas, una C(i)—valuada, otra es C(j)—valuada, una forma cuadrdtica D—valuada y una ultima forma
cuadratica R—valuada.

3.1. Dibujando y pensando en R*

Trataremos de describir la geometria de los niimeros bicomplejos empezando con objetos en R*. Describi-
remos estos objetos usando a los bicomplejos, pues, si vemos a BC como un espacio vectorial sobre R tenemos
que BC = R%.

Antes de empezar a analizar figuras en R* consideremos cubos de menores dimensiones. En R el cubo con
un vértice en el origen y lado de longitud 1 es el segmento [0,1].

Usando este segmento, se puede construir el cubo dos dimensional pegando perpendicularmente el cubo de
dimensién uno a cada uno de los puntos de [0,1]. Obteniendo asi el cuadrado de lados iguales a uno.

35
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—®
8

0

Figura 3.1: CUBO UNO DIMENSIONAL.

/—\
0 1

Figura 3.2: CUBO DE DOS DIMENSIONES.

Extendiendo esta idea, se puede construir un cubo de lado unitario pegando al intervalo [0,1] un cubo de la
dimensién anterior de manera perpendicular, es decir, ir pegando un cuadrado de lado uno perpendicularmente
a cada uno de los puntos de dicho intervalo.Vea Figura 3.3.

N

L1
© ©

1

Figura 3.3: CUBO DE TRES DIMENSIONES.

Para construir el cubo de cuatro dimensiones se repite el proceso, es decir, pegamos a cada uno de los puntos
del intervalo [0,1] de manera perpendicular un cubo de lado 1 y de dimensién tres. Vease Figura 3.4.

/

Figura 3.4: CUBO DE CUATRO DIMENSIONES.

Como se puede ver, la intuicién que tenemos de que podamos pegar de manera perpendicular un objeto
tridimensional a otro unidimensional en el espacio tridimensional se nos hace imposible, pero como tenemos
una dimensién mas por lo que si es posible la construccion de que todos los posibles cubos tridimensionales no
se intersecan entre ellos y estdn todos pegados de manera perpendicular a los p untos del intervalo [0,1].
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La misma idea nos puede ayudar a visualizar a todo el plano 4 dimensional con los ejes coordinados
%o, %1, T2, T3 a cada punto del eje zg, le pegamos, perpendicularmente una copia de R?. Véase Figura 3.5.

Figura 3.5: R* cCOMO UNA UNION INFINITA DE COPIAS DE R3.

Otra manera de ver el mundo de cuatro dimensiones es la siguiente: Toma, por ejemplo, el plano de dimen-
sién dos generado por 1 e i; a cada punto de este plano hay que pegarle perpendicularmente una copia del plano
de dos dimensiones generado por j y k.

Cuando se menciona la perpendicularidad se refiere a que, implicitamente, los dos conjuntos pasan por el
origen y son complementos ortogonales el uno con el otro; si uno no pasa por el origen de uno, entonces se
vuelven complementos ortogonales si se trasladan al origen. Esta idea es clara con nuestra intuicién de 3 di-
mensiones, y para la cuarta dimensiéon podemos buscar analogias, por ejemplo, un analogo a dos planos que son
perpendiculares en R* podrian ser dos rectas ortogonales en R2, o bien, una linea recta y un plano perpendicular
a la recta en el caso de R3.

Tradicionalmente, el cubo de cuatro dimensiones, es presentado como un sélido en R* cuya superficie tridi-
mensional consiste en ocho cubos pegados en un forma muy particular.
Veremos que el acercamiento que planteamos aqui no contradice la idea tradicional. En lugar de pegar un cubo
tridimensional en cada punto del intervalo [0, 1] en el eje xg, el proceso serd pegar cubos en cada uno de los
puntos del intervalo [0,1] pero en el eje 21, 0 en el eje x2, 0 bien, en el eje x3, denotaremos dichos intervalos como
[0,1], [0,]] v [0, K] respectivamente, obteniendo la misma figura geométrica. Con esto en mente introduciremos
lo siguiente:

C es el cubo pegado al punto r € [0, 1].
= [ es el cubo pegado al punto s € [0, 1i].
» J, es el cubo pegado al punto u € [0, j].
» K, es el cubo pegado al punto k € [0, k].

Proposicién 3.1.1 La frontera (topoldgica) de un cubo de cuatro dimensiones es la unidn de los cubos de tres
dimensiones Cy, C1, Io, I3, Jo, Jj, Ko y K.

Demostracion.
Se sigue de notar que los cubos mencionados son los cubos “extremos” cuando los procesos descritos se aplican
a cada uno de los intervalos: [0,1], [0, i], [0, j] v [0, Kk].

|

Para ver de forma maés detallada como estan pegados los cubos escribiremos a continuacion los vértices de
manera explicita.

Como se puede esperar, Cy y C7 son conjuntos disjuntos asi como los conjuntos Iy e [;. Sin embargo, los
conjuntos Cy e Iy tienen en comun los siguientes vértices: 0, j, k,j + k. Esto significa que estdn pegados en el
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cuadrado cuyos vértices son los anteriores mencionados.

De manera similar con Cy e I; estdn pegados al cuadrado i,i+j,i+k,i+j+ k.

El cuadrado en comtun de los cubos Cy e I tiene los vértices 1, 1+j,1 + k, 1 4+ j + k; el cuadrado en comun
de los cubos C e I tiene los vértices 1+i,1+i+j,1+i+k, 1+i+j+ k.

H Cubo ‘ Vértices H
Co 0,1,j, kji+ji+k j+k i+j+k
Ch 1, 14+, 14§, 1+k, 1+i+j, 1+i+ k, 1+j+ k, 1+i+j+ k.
Iy 0,3, 14+j, L, k, j+ k, 1+j+ k, 1+k.
I; i, 1+, i4j,i+k, I+i+j, I+i+k, 1+i+j+k, i+j+ k.
Jo 0, 1,1, 1+i, k, 1+k, i+ k, 1+i+ k.
Jj 14y, i+ 1+i+§, j+k 1+j+k i+ j+k 1+i+j+ ke
Ky 0,1,i,j, 1+i, i+ j, 1+i+j, 1+j.
Ky |k 14k i+k, j+k, 1+i+k, i+j+k, 1+i+j+k, 1+j+ k.

Tabla 3.1: Cubos y sus vértices.

- 1+fi+j+k
1+[+k
1+k T ik k
O . . .
1+] 1LAI+]
1 .
Cl 1+i

Figura 3.6: Los cuBos Cy Y C; CON SUS VERTICES.
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Figura 3.7: Los cuBos Iy E I; Y SUS VERTICES.

k i+k

J() yd

1+k 1+iHk

1+i

Figura 3.8: LOs cuBOS Jy Y Jj CON SUS VERTICES.

N

=

DN

Wi

1+i

Figura 3.9: Los cuBos Ky Y Ky SUS VERTICES.
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La Tabla 3.2 muestra:
s Los vértices del cubo de cuatro dimensiones (son dieciseis).
= Los vértices de cada uno de sus lados de tres dimensiones.

» Los vértices donde los lados tridimensionales se intersectan.

Observe que la primera columna nos da todos los vértices y los otras columnas nos muestran que cubo corres-
ponde a cada vértice, ademds, cada rengléon muestra los cubos con vértices fijos.

0 Co Iy Jo Ky

1 Ci | Iy Jo Ky

i Co o 1 Jo o

J Co Iy Jj | Ko
K Co To T K

1+ Cy o 1 Jo X,

1+j C1 | Ip Jj | Ko
11k c, 1 1o T 7o

T4 Cy T 7 | Ko
i+k Co Ii | Jo Ky
Tk Cy T 7; R

1+i+] C1 I; Jj | Ko
1+i+ k Ch I | Jy Ky
1+j+k Ci | Iy Jj Ky
1+i+j+k Ch I; Jj Ky
i+j+k Co I; JJ Ky

Tabla 3.2: Vértices del cubo de cuatro dimensiones.

3.2. Representacion trigonométrica en términos complejos

Cualquier nimero complejo tiene su representacion trigonométrica o polar, en esta representacién aparece
el médulo y el argumento del niimero. Se mostrard primero que los nimeros bicomplejos que no son diviso-
res de cero o el cero, se pueden representar de manera trigonométrica, donde el médulo y el argumento son
nimeros complejos. También existe una representacion donde el argumento y el médulo son téminos hiperbdlicos.

Sea Z € BC \ &, es decir, |Z|; # 0. Entonces escribimos:

z z
Z=z1+jzn= |Z|i( ! —|—j2).

12l " 1Zl;
Como
2\’ 2\’
() + () -+
El sistema de ecuaciones trigonométricas
z z
cos© = |Z1|i7 sen@:ﬁ,

(3.7)

tiene al menos una solucién © € C(i). De hecho tiene una infinidad de soluciones, debido a la periocidad de las

funciones complejas seno y coseno.
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Notemos que si Qg es solucién del sistema (3.7), entonces la igualdad tan©y = z—’;‘ implica que z—f # +i

(pues la funcién tanz toma cualquier valor en C excepto =i, pues de lo contrario e** = 0 lo cual no es posible),
pero esto es equivalente a decir que Z no es un divisor de cero. En analogia con el caso complejo, llamamos a
cualquier solucién del sistema (3.7) un argumento complejo de un nimero bicomplejo Z ;| y denotamos
por Arge(;)(Z) al conjunto de todas las soluciones. Si denotamos por ©g = 61 + iz € C(i) a la solucién
particular obtenida eligiendo su parte real 8y, € [0,27), que se le llama valor principal del argumento complejo,
entonces

Argeiy(Z) = {©o + 2mm | m € Z}.

Para el valor principal del argumento complejo, se usard la notacién arge;)(Z). Para un m € Z fijo, se
denotard por argci),m(Z) :=arge()(Z) + 2mm, por lo tanto

Argep)(2) = { argegym(Z) | m € Z}.
Para un ntimero bicomplejo invertible Z, obtenemos su forma BC; trigonométrica:
Z =1Z|i(cos© + jsenO), (3.8)
donde © es un valor arbitrario del argumento complejo.
Recordemos que para un nimero complejo z, la representacién polar es de la forma
z =r(cosa +isena), r >0
con r = |z| y o € Arg(z).

La situacién bicompleja es mas sofisticada. Por ahora un nimero bicomplejo tiene una representacion de la
forma

Z =C - (cosa+ j sena)

con o en C(i) y C no es necesariamente el médulo complejo de Z; lo es (C = |Z|;) si C estd en el semiplano
superior, en este caso o € Argg;). Si C estd en el semiplano inferior, entonces C = —|Z|; y a+7 € Arge;y(Z) :
ya que

Z = C(cosa + jsena) = —C(—cosa — jsena)
= —C(cos(a+ 7) + jsen(a + 7)).

Se ilustrara este fendmeno usando la representacién BC; — trigonométrica del nimero Z = z; € C(i). Por

definicién:

|Z]i = |21]i = /21 =

5 21 si z1 esta en el semiplano superior;
z1 Si zp estd en el semiplano inferior.

Como Z = z; = z1(cos0 + jsen0), entonces

{0+ 2rm = 2rm|m € Z} si 21 estd en el semiplano superior;

Argeiy (Z)=Argei =
rec) (Z)=Arge (1) {{0 +7+2mm=2m+ 1)7|m € Z} siz estd en el semiplano inferior.

Por lo que la representacién trigonométrica de cualquier niimero complejo en C(i) es:
z1 = z1(cos(2mm) + jsen(27wm))
con m € Z si z; pertenece al semiplano superior; y si pertenece al semiplano inferior, entonces

z1 = —z1(cos((2m + 1)) + jsen((2m + 1)w)), m € Z.
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Observacion 3.2.1 Se usan los nombres semiplano superior y semiplano inferior de la siguiente manera:
El semiplano superior es [T := {z € C(i) | Im(z) >0 o z€[0,00)}.
El semiplano inferior es II7 := {z € C(i) | Im(2) <0 o z€ (—00,0)}.

Entonces z € II'T si y sélo si |z|; =z y z € I~ si y slo si |z|; = —|z|, el mddulo usual real valuado de los
nimeros reales. Por lo tanto el mddulo |z|; de un nimero complejo extiende el valor absoluto de los nimeros
reales, no el modulo usual de los nimeros complejos.

Si Z ¢ &, entonces el médulo complejo de Z y el médulo de ZT coinciden, lo hace que la representacién
trigonométrica de ZT sea la siguiente

. 2. %
21 = =g = |2 (-5
1Zli - 12l
= |Z]i(cos® — jsen®)

con © como en (3.8).
Dado Z de la forma (3.8) y W = |W|;i(cos€2 + jsen{?), se tiene:

ZW = |Z|i(cos® + jsen®)(|W];(cosf) + jsen(?))
= |Z];|W|i(cosOcos — senBsen ) + j (cosOsens? + senOcos?)),

lo que implica que
ZW = |Z];|W|i(cos(© + ) + jsen(O + 2)). (3.9)

Como es mencionado anteriormente la férmula (3.9) no necesariamente significa que |ZW|; es igual a |Z];|W];
y que © + Q pertenece a Argcg;)(ZW). Lo que si podemos concluir es lo siguiente:

(a) Si el niimero complejo |Z|;|W|; € II'", entonces necesariamente
|ZW i = | Z|:[W ;3
sin embargo, en este caso © + Q € Arge ;) (ZW) v Arge)(ZW) = Arge;y(Z) + Argey (W);
(b) si el ntimero complejo |Z|;|W|; ¢ IIT se sigue
| ZiIWi = =[Z2W];;
en este caso © + Q + m € Arge;y (ZW) y Arge) (ZW) + 7 = Arge)(Z) + Argegy (W).

La féormula de De Moivre BCji-anédloga es una generalizacién menos directa de su antecedente complejo. Por
una parte, podemos escribir que

Z™ = |Z|?(cosOzn + jsenOyzn ).
Por otro lado podemos obtener por induccién que

Z" = |Z"i(cos(n®O) + jsen(n®), (3.10)
Pero no siempre |Z"|; = |Z|!, ni n® coincide con O z». Coinciden cuando |Z|} estd en IIT de lo contrario

|Z| = —|Z|} y ©zn =nO + 7.

Llamaremos a la fémula (3.10) la férmula bicompleja de De Moivre, recordando que no siempre coincide con la
representacién trigonométrica en términos de Z™.

Para nimeros invertibles Z € BC, se cumple:
0#Z7Z" =22 4 22,

es decir
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ZZV 3+ 23" =22N27% = 1.
Usando la férmula trigonométrica de ZT tenemos:
7=V = 7Z17|;7? = |Z]; (cos® — jsen®) | Z|;?

y finalmente
Z7' =1Z|7 (cos® — jsen®). (3.11)

Con lo anterior, la férmula (3.10) es cierta para cualquier n € Z. , Este resultado nos permite escribir el cociente
de dos bicomplejos invertibles en su forma trigonométrica asi:

Z Zl
W ||W|, (cos(®@ — Q) +jsen(© —Q)). (3.12)
Si tomamos W = Z1 tenemos: 2
7t = (cos(20) + jsen(20)), (3.13)

que es un numero bicomplejo de médulo complejo 1.
Si en lugar de trabajar con |Z|; trabajamos con |Z|; la forma BC; — trigonométrica de un nimero bicomplejo
es
Z = |Z|j(cos¥q + jsen¥y), (3.14)

donde el médulo complejo |Z|; de un ndmero complejo Z = (1 + i(s es

1Z); = V(G + G,

y Uy € C(j). Las nociones de conceptos como el argumento, el argumento principal y todas las propiedades
asi como la féormula de De Moivre son ciertas y andlogas al caso BC;, es claro el significado de la notacién

arge(j)(2), argeg).m(2), Argeg)(2)-
3.3. Representacion trigonométrica en términos hiperbdlicos
Para el propésito de esta seccién sera de gran utilidad la representacién idempotente de los bicomplejos

Z = Bie + Boel

donde B4, B2 € C(i). Sabemos que Z ¢ Gy, (es decir Z no es cero ni un divisor de cero) si y sélo si su médulo
hiperbdlico | Z|k es positivo y no es un divisor de cero hiperbdlico. Si esto ocurre, entonces lo siguiente es vélido:

Z = |Z||Z|i (Bre + Bael) = | Zk(1B1] " e + |B2] TeT) (Bre + fael)

que da pie a

P B2 T>
Z =\Z —e+ ——e' |, 3.15
2 (e 3 (3:49)
donde los ntimeros complejos % y é—;l son de médulo uno. Por lo que son de la forma
/81 i0, 52 02
=l Tl 3.16
|51 | B2 (3.16)

con 01,05 € [0,27), por lo tanto, 61 y 02 estan bien definidos y tiene un significado geométrico. De la férmula
(3.15), consideremos el nimero hiperbdélico

Uy = 0e+ el

que lo se le denomina el argumento hiperbolico o dngulo hiperbdlico, asociado al nimero bicomplejo Z. Mas
adelante se justificaran estos nombres.

Primero, escribamos Z = z1 + iy; + jrs + kys € BC \ & como
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Z = (1 + kyo) +i(y1 — k) = 31 +i32

con 31,32 € D. Entonces |Z|2 = ZZ* = 33 + 33 € DT\ {0}, por lo tanto |Z|x = 1/37 + 32 es el valor de la raiz
cuadrada que pertenece a DV \ Gy. Luego, se sigue que

Z =1ZI 2] (51 +132) = | 2] ( (3.17)

31 1 32
Vit +3: Ve +33

donde la suma de los cuadrados de los ntimeros hiperbdlicos

31 32 5
y es uno.
Vaitsd T Vit
Lo anterior se asemeja a la identidad trigonométrica que cumplen la funcién seno y coseno al sumar sus
cuadrados:

sen?a+4cosa = 1

para toda a € C, esta ultima identidad también se cumple para cualquier nimero bicomplejo. En particular
para ndmeros en D | entonces usando (3.8) se concluye que para cualquier nimero invertible Z existe un nimero
hiperbdlico

Uy := 1€ + vgel

tal que
31 32
| Z 1 Zh’

observe que gracias a la periodicidad de las funciones la eleccién de v; y o no son tunicas.
Como Y, actua de alguna manera como el argumento hiperbdlico, o el dngulo hiperbdlico de Z, hay que
establecer una relacién entre ¥y y Wy

cos¥y = y  sen¥g = (3.18)

Proposicion 3.3.1 Dado un numero invertible Z, este tiene una representacion trigonométrica hiperbolica
(BCy-representacion trigonométrica) dada como

Z = |Z|k(COS Uy + isen\I/Z) = |Z|k(eil’le + eiuge'[—)
conVy =vie+ el € ]D)itw que llamaremos el dngulo hiperbolico o el argumento hiperbdlico principal de Z.

Demostracion.
Se sabe que (vea [1] capitulo 6, también [2])

cosW( =cos(vie + vpel) =cosv;e+cosvyel

sen¥( =sen(vie + vrel) =senvie+tsenvyel;
por lo tanto
cosWg + isen¥y =(cosv; + isenvy)ed(cosvy + isenvsy)el.
Combinando esta ecuacién con (3.17) y (3.15) uno obtiene:

Z = |Z|x(cos¥g +isen¥) = | Z|x((cosvy + isenv )e + (cosvs + isenwy)el) = | 7|y (Ble + ﬂz&) .

Bl |52
Tomando en cuenta la periodicidad de las funciones trigonométricas y eligiendo valores para v, y v en el in-

tervalo [0, 27) se obtiene que ¥y puede ser tomado igual a ¥z. Se usard la notacién ¥ para enfatizar que el
angulo esta ligado a Z € BC \ &,. |

En contraste con el argumento complejo de un ntimero bicomplejo que estéd definido inicamente para niimeros
invertibles, se puede definir también el argumento hiperbélico para divisores de cero. Considere, por ejemplo,
un divisor de cero de la forma Z = B;e, entonces ZZ* = |31|%e lo que implica que |Z|x = |B1]e, es un niimero
hiperbdlico semi positivo, por lo tanto
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B
181l

y como ‘% es un nimero complejo de médulo (real) uno, se puede escribir como €t con vy € [0,27). En este
caso el angulo hiperbdlico asociado a Z es el divisor de cero hiperbdlico

Z =2k

vi=ue.
Anilogamente, si Z = fBsel, entonces |Z| = |Bz]el v

£,
|2

En este caso, el angulo hiperbdélico asociado a Z es el divisor de cero hiperbdélico

Z =7\ T =|Z|kelzel.

vi= el
con vy € [0,27).
3.3.1. Propiedades algebraicas de la representacién trigonométrica en términos
hiperbdlicos

En analogfa con el argumento (real) de un ndmero complejo y con los argumentos complejos de un ntimero
bicomplejo, se introduce la siguiente notacién. Se denota con argpZ, para Z # 0, el argumento principal
hiperbélicos de un Z, mas concreto, argpZ = ¥, para Z € BCyp, y argpZ = vyie o argpZ = el para cualquier
divisor de cero Z. Entonces, arg,, ».nZ es

argm,n:DZ = (Vl + 27Tm)e + (1/2 + 27‘1”/1)6]L

para un Z invertible y de manera similar para un Z divisor de cero. Finalmente, ArgpZ denota al conjunto de
todos los angulos hiperbdlicos posibles:

ArgpZ = {arg,, ,.nZ | m,n € L}
para cualquier Z invertible y de manera similar si Z es divisor de cero.
Ejemplo 3.3.1 Vamos a considerar las forma trigonométrica en términos hiperbdlicos de ciertos bicomplejos.

(a) Dado un mimero complejo » = = + iy € C(i), entonces = = ze + zel; como se ha mencionado con
anterioridad el modulo hiperbdlico coincide con el mdodulo usual de los nimeros complejos, i.e.,

|2l = |2]e + |2|eT = |z].
Por lo tanto, la representacion trigonométrica en términos hiperbdlicos es:

o= o (et et ) = sl + ) = [,
V4 z

por lo que, la forma trigonométrica usual de un numero complejo z y su forma trigonométrica en térmi-
nos hiperbolicos, cuando es visto como un niumero bicomplejo, coinciden. En particular, el argumento
hiperbolico de z, ¥, = e + el = 0, coincide con el argumento usual (real) de z. Asi

Argnz = Argz = {0 + 2mm | m € Z}.

(b) La unidad imaginaria j tiene forma idempotente j = (—i)e + ie', lo que hace que |jl = le + let = 1. Asi
su representacion trigonométrica en términos hiperbélicos es

j = lil(—ie +iel) = eitme 4 eiFel,

3
y su argumento hiperbdlico es V; = %e + geT, por lo tanto
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3 1
Arng:{<2+2m)7re+(2+2n>7reT|m,neZ}.

(c) Si Z = 3 = ae + bel con a,b € R, es decir, 3 € D, |3/ = |ale + |blel, entonces su representacion
trigonométrica en forma hiperbdlica es

a b
5= b e+ ') = lulze o)
a1®t

Lo que hace que haya cuatro opciones del valor principal del argumento hiperbdlico de un numero hiperbolico
como se indica en la Figura 3.10:

\IIB:OeJrOeT:O, \P3:0e+7reT:7reT, \113:7T6+06T:7Te 0 \113:7re+7reT:7r.

Yy
2/}{)
U, = el
3¢" 3 ol
e
\r = . —
B 3 v
of
\T[ —_— I
p 3 VAN Y2
4to

Figura 3.10: ARGUMENTOS HIPERBOLICOS DE NUMEROS HIPERBOLICOS VISTOS COMO BICOMPLEJOS.

Entonces el conjunto Argps, dependiendo en que cuadrante se ubique el nimero 3, es

{2m(me + nel) | m,n € Z} si 3 estd en el ler. cuadrante

A {2mme + (2n + 1)mel | m,n € Z} si 3 estd en el 2do. cuadrante
T =

9o {(2m + 1)re + 2n7et | m,n € Z} si 3 estd en el Ser. cuadrante

{2m + )re+ (2n + 1)wel | m,n € Z} sij estd en el fto. cuadrante
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Regresando a las propiedades de las representaciones trigonométricas en términos hiperbdlicos, tomando dos
bicomplejos invertibles Z y W en su representacion trigonométrica en téminos hiperbdlicos, entonces

ZW = |Z|k(cos¥ z +isenV z)|W |y (cosWy + isenWyy)
= |Z|i|Wi(eire + ei2et) (el e + elizel)

= |ZW‘k(COS(\I/Z + \Ilw) + isen(\I/Z + \Ifw)) (319)
=|ZW|x (ei(Vl“FHl)e + ei(l’2+#2)e’r) )
Se puede concluir que
Argp(ZW) = ArgpZ + ArgpW.

De manera similar, si uno de los factores, o ambos, son divisores de cero.
En particular, si Z = W obtenemos

Z2 — |Z|12< (ei(2vl)e T ei(21/2)e1')
= |Z|} ((cos(2v1) + isen(2vy)e) + (cos(2w2) + isen(2vy))el) .
Usando induccién, obtenemos el andlogo de la formula de De Moivre; para cualquier n € N se cumple
AVl (ei("”l)e + ei("”Z)eT> = |Z|¢ ((cos(nu1) + isen(nuy)e) + (cos(nve) + isen(nvs)e’)) . (3.20)

Algo similar sucede en el caso de los divisores de cero.
Para un ntimero bicomplejo invertible su médulo hiperbédlico es un niimero hiperbélico invertible, entonces

z-1 = |Z|1:1 (e‘i”le + e_i”?eT)
que implica, de manera inmediata que la formula bicompleja de De Moivre se cumple para cualquier n € Z.

Veamos la relacién de las representaciones trigonométricas en términos hiperbélicos de Z y Z*. Como la
conjugacién * de Z = fBre + Bael es Z* = Bre + fael, tenemos:

|Z* | = |B1le + |B2lel = |Z]x,
por lo tanto
B, B
B 1B

podemos concluir que, ArgpZ* = —ArgpZ.

71z ef) = Zlu(e e+ el

Algo similar sucede con la conjugacién de nimeros complejos, recuerde que argz=-argz.

3.3.2. Interpretacion geométrica de la representacién trigonométrica en términos
hiperbdlicos

Se verd, en analogia con el caso complejo, que la representacion trigonométrica en términos hiperbdlicos nos
brinda una clara interpretacién geométrica.

Como el médulo hiperbélico de un niimero bicomplejo Z = 3;e+ B2ef con By, B2 € C(i) es el niimero positivo
(no necesariamente estrictamente positivo)

|Z|i = |B1]e + |B2le,
se puede definir la esfera bicompleja S,, con centro en el origen y con radio positivo o = age + boet € DT como

Sy :={Z € BC||Z]x = 70}
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Veamos una interpretaciéon geométrica de este conjunto.

Primero, observe que si ag o by son cero entonces g es un divisor de cero, supongamos que o = age, entonces

Sy =12 = Bie||B1] = ao};
este conjunto es una circunferencia en el plano real de dimensién dos BC, con centro en el origen y radio
ao .. . . . .
—= = |agpe|. De manera similar si vy = bpe', entonces el conjunto S,, es una circunferencia en BC.: con centro

V2
en el origen y radio by/v/2 = |boef].

Por lo tanto, cuando el radio de una esfera bicompleja es divisor de cero positivo, i.e., un nimero hiperbdlico
semi positivo, entonces la esfera, es una circunferencial usual. Observe Figura 3.11 y Figura 3.12

N

/ Nc(i)
!J ’ ‘ BC.

Figura 3.11: LA ESFERA BICOMPLEJA S e-

N

n
c() QJ e ¢

Figura 3.12: LA ESFERA BICOMPLEJA Sp et.

Siap # 0y by # 0, entonces la interseccién del plano hiperbdlico D y la esfera S, consiste de cuatro
nimeros hiperbélicos +age £ bpe', es decir, en estos puntos el plano I toca la esfera de manera tangencial. Es
decir que, en este caso, la esfera Sy es una variedad 3-dimensional con la forma de un toro (véase la Figura 3.13).

Se enfatizara el hecho de que aunque el toro es una superficie de 3 dimensiones, visto como una variedad,
y su superficie es una 2-variedad, ambas variedades viven en un mundo de cuatro dimensiones. Lo anterior es
porque la esfera S, esta dada como

Syo = {Z = Bre + Beel | |B1| = ao, |B2]| = bo}

Lo que permite otra descripcion de este conjunto: es el producto cartesiano de dos circunferencias, que identi-
ao

V2

ficaremos, una de ellas, como Cg (O; ) , que esta en el plano BC, dicha esfera esta anclada en el origen y
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a0
V2

como centro y —2 como radio. Se puede ver en Figura 3.13.

V2

. b . .
su radio es ; la otra esfera, denotada como Clygt (O; \/—05> , se encuentra en el plano BCgq: que tiene el origen

Figura 3.13: LA ESFERA BICOMPLEJA DE RADIO HIPERBOLICO age + boet.

Estas esferas de radio hiperbdlico le dan un sentido geométrico al argumento hiperbélico. Sea Z € BC,;,,
escrito de la siguiente manera

Z = |Z|k(e1e + ei2ef)
con argumento hiperbdélico de valor principal argpZ = vie + vyel € Dj;w.

Sea 7 fijo tal que |Z|x =: Yo = age + bpe', entonces todos los bicomplejos que tienen este nimero como
modulo hiperbélico pertenecen a la esfera S,, que es la superficie de un toro Euclideano; como se mencioné
anteriormente, esta superficie puede ser vista como el producto cartesiano

(o) (o)

Cualquier punto del toro tiene una correspondencia uno a uno con los niimeros de la forma pe + pse’ donde
,u

11, iz € [0,27); y esto tltimo estd en correspondencia de uno en uno con las parejas de puntos donde cada uno

pertenece a la correspondiente circunferencia:

. aq
apeMe e Ce [ 0;— |,
e (0 75)

. b
boeit2el € Cot (0; —O> .

V2

Ademas,
ape™e + boett2el = (apge + boel)(ei1e + eltzel) = yy(eltie + eiizel) = 7.

Esto muestra que el valor del médulo hiperbédlico de Z dice en que esfera Z estd ubicado y su argumento
hiperbdlico determina el lugar exacto de Z en la esfera.

Observe que la esfera S,, estd en correspondencia biyectiva con el intervalo hiperbélico (véase la Figura
3.14)

[0,27)p = {3 €D|0 =3 <271} = {3 = v1ie +wel |v, 1 €[0,27)} C DT.

La correspondencia esta dada por: age'”*e + bpe'”?el «— ve + 1yel.
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Figura 3.14: EL INTERVALO HIPERBOLICO [0, 27)p.

3.4. Rectas en BC

3.4.1. Rectas en el plano complejo

Una “Iinea recta” en el plano R? es el conjunto de puntos £ = {(x,y) € R? : a;x + agy = b}, donde a1, as y
b son elementos de R. y diremos que tiene ecuacion,

ar+agy =>b (3.21)

Si escribimos como a = (a1, a2) y z = (x,y), la ecuacién (3.21) es equivalente a
(a, 2)rz = ((a1,a2), (z,y))rz = b. (3.22)

Sia=aj+ias y 2 =x + iy, la ecuacién (3.21) se puede escribir como @z + azZ = 2b que es equivalente a
Re(aZ) = Re(az) = b, (3.23)

donde a resulta ser un vector normal a la recta. Por ejemplo si 21, 25 € £, entonces (a, z1) = {a, z2) = b, por lo
que (a,z2 — z1) = 0, lo que asegura que a_L /.
Si a = |alel% = |a|(cosf +1isenfy) y z = |z|(cos & + i sen®) (3.23) es equivalente a

la||z| cos(8 — 6y) = b. (3.24)

El d4ngulo que forma la recta con el eje real positivo es 0y + 5. La tangente de tal dngulo se llama la pendiente
de la recta y se denota por m; esto es m = tan(fo + ).

Si la recta tiene la forma (3.21) y as # 0 entonces m = —Z—;. Si as = 0, la recta es vertical (paralela al eje
y). Si la recta tiene la forma de suma @z + az = 2b entonces tenemos que

2b
p= -2z 2 (3.25)
a a
i i —m + i — i 1-M
SiM::—g:—al—i—}aZ:—Z2 - = — m—i—f:_m T,entoncesmzi )
a a1 — iag a —-m —1i m+1 1+ M

az
Asf la pendiente de la recta (3.21), o de cualquiera de sus ecuaciones, es

1M),a+a ay

mtan(90+g)i<1+M

a—a ao
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az+az =2b

2 En el dibujo

al/l
la] =1

S]]

Figura 3.15: EL PUNTO z PERTENECE A /£ SI Y SOLO SI Re(az) = Re(az).

En conclusién, el nimero complejo M es una “caracterizacion” intrinseca de la recta real, y determina la
pendiente geométrica. Podemos simplificar la ecuacién (3.25) de la siguiente manera

z=Mz+ B (3.26)
donde B = %. Veamos algunos casos particulares

= Si M = —1. Como —1 = M = -, tenemos que a = @ = a; es un numero real y entonces az = 0, lo que
garantiza que la linea recta es una recta vertical ayx = b, que no tiene una pendiente bien definida. En

coordenadas complejas la ecuacién de esta recta vertical es z = =z + B donde B = i—i’ es un nimero real.

= Si M = 1. Tenemos en este caso que a = —a = iag, por lo que la linea recta es horizontal con ecuacion

asy = b. En coordenadas complejas la ecuacion es z =z + B con B = —ii—i’ que es un numero imaginario
puro.

Se conoce que si una linea recta pasa por un punto zg = zg + iyg y tiene pendiente m # 0, entonces la ecuacion
de la linea se escribe como

Y —yo =m(z — o) (3.27)
0 en términos complejos

z—2z0=M(Z—-7%). (3.28)

Si la linea se determina por dos puntos zg = xg + iyg y 21 = 1 + iy1, de manera que xg # x1 entonces la recta
tiene por ecuacion

Y1 — Yo
—yo = ——( — x0). 3.29
Y=Y €1 — o (x — 20) ( )
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En con coordenadas complejas,
21 — 20

z—20=——(2— %) (3.30)
Z1 — 20
ar ; i Y1—=%o 1 %0
en estas dos tltimas ecuaciones, se tiene que m = .4 M=—.
21 — 20

Si hacemos v = x1 — 2o, V2 = Y1 — Yo, la ecuacion (3.29), nos asegura que

yfyoix—:voit
1% V1 ’

podemos usar a t como un parametro para obtener lo que se conoce como ecuacién paramétrica de la recta

x(t) = xo + tvy, y(t) = yo +tro
. . s = . Vo , .
recta que tiene direccién ¥ = (v1,vy) y pasa por el punto (xg,yo), la pendiente es m = —=. Su ntimero complejo
V1
caracteristico asociado es
i
Mo i
V1 +1vo
y su coeficiente complejo es a = v —ivy = —i(v; + ivs) y admite como ecuacién paramétrica compleja a
z(t) = zo + t(ia). (3.31)

La representacién paramétrica de la linea recta estd ilustrada en la siguiente figura,

\ 20

Figura 3.16: REPRESENTACION PARAMETRICA DE UNA LINEA RECTA.

Todo punto w de la linea recta ¢;, (que pasa por el origen y que tiene direccién ia) es de la forma w = t(ia)
con t € R. Cada punto de la recta se obtiene por una traslacién t(ia) + zo del punto t(ia) por el vector zp, asf:

bio = {t(ia) +29:t€E R}
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3.4.2. Rectas reales en BC

Si Zy,Z1 € BC y Zy no es cero, la linea recta real con direccién Z;y y que pasa por Z; es

éZo+ZIZ{)\ZO+Z1 : )\GR}

3.4.3. Rectas complejas en BC
Se define una linea recta compleja en C?(i) como el conjunto de soluciones (z1, 22) € C%(i) de la ecuacién
a1z1 + agzo = b, (332)

donde ay, as,b € C(i) son coeficientes fijos. La ecuacion es equivalente a un sistema lineal real de 4 ecuaciones en
4 variables reales. Cuya solucién por lo general serd una plano bidimensional en R* (si la matriz de coeficientes
tiene rango 2).

: . : - . Z+ 7t
Ahora si vemos a BC como C2(i) esto es si Z € BC lo escribimos como Z = 21 +jzo, tenemos que z; = 5
Al
y 2o = —j y la linea recta compleja (3.32) se considera como una linea recta C(i) — compleja en BC con

ecuacién en los bicomplejos
A'Z + AZT =2b (3.33)

donde A = ay + jaz # 0 es su coeficiente bicomplejo (que tiene su similar en C como (3.23)).

Observacién 3.4.1 Sia; =0,a2 =1 y b =0, la ecuacion (3.32) es 02z + 1 - 29 = 0, que tiene por solucion
el conjunto C(i) C BC (21 < (21 +0-j)).

Observacién 3.4.2 Si ahora a; = 1,a2 =0 y b =0, la ecuacion (3.32) es 1-2z1 +0- 29 =0, las soluciones son
el conjunto C(i) - j C BC (jz2 < (0 + jz2)).
3.4.4. Representacion paramétrica de lineas rectas en BC

Veamos una alternativa para describir lineas rectas C(i) — complejas en BC, es equivalente a lo anterior.
Sean Zy = 2{ +j29 € BC\ {0} y Wy = w{ + jw§ € BC, arbitrarios, la linea recta C(i) — compleja que pasa por
Wy con direccién Zg es

Lz, +Wy = {)\Zo +Wy: A€ (C(i)}

Veamos la relacién que tiene estd caracterizacion con la ecuacién de la recta compleja (3.32). Si Z € Lz, + Wy
con Z = z1 + jza, entonces para algin A € C(i) se tiene que:

21 = A2) + wf

29 = Az + wd

de donde 212 — 2020 = wl2z) — w28, que es una forma particular de la ecuacién
z1a1 + 2909 = b (334)
con ay = z9,as = —2V y b = w29 — w92Y.

Reciprocamente, dada la ecuacion zia; + zoa2 = b con a1 # 0y as # 0, podemos encontrar Zy y Wy elementos
de BC\ {0} tal que si Z = z; + jzo satisface (3.34), entonces Z pertenece a la linea recta compleja Lz, + Wo.

Es claro que de (3.34) podemos despejar z1, como

b*CLQ 172’2
21 = + ag )
ai ai

b—a2
ay

Z:’a:l, tenemos que si z1 =

entonces tomando \ = — Aag, que al sustituir en (3.34), se obtiene

zo =14 Aaq,
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por lo que Zy = —as +jar y Wy = b;% + j son numeros bicomplejos que garantizan las identidades:

Mo+ Wy = —Xag +jra; + 292 +j

ai

= (%52 - daz) +j(ar +1)
=21+jr=272

por lo que Z es un punto de la linea recta compleja Lz, + Wy. Por dltimo veamos como es la linea recta

a12z1 + aszo = b cuando a1 =0 0 ay = 0.

Supongamos que a; = 0 y as # 0, esto es aszo = b. Desde luego si b = 0, debera ser zo = 0 y la recta es
{Z = z1 + jz2 € BC; 23 = 0} que es C(i) — BC.

Pero si b # 0, entonces zp = % y 21 puede ser cualquier nimero de C(i), la recta es L; + %j, donde
Li={Ai: e C(i)}.
Sias =0y a; # 0, entonces la ecuacién es ayz; = b, si b # 0 entonces la linea recta compleja es
b
L; + a
donde Lj = {\j : A€ C(i)}.

3.4.5. Rectas hiperbdlicas en BC

En esta seccién se tiene el interés en las soluciones (31,32) € D? de la ecuacién
a131 + az2 = b, (3.35)

con ai,as v b en D, pero solamente en aquellas soluciones que forman planos reales de dos dimensiones en
BC; aquellos conjuntos de soluciones los llamaremos rectas hiperbolicas, por lo que hay que analizar la ecuacién
(3.35) para diferentes combinaciones de los valores de sus coeficientes.

Escribiendo a 31 = 21 + kya v 32 = 1 + k(—22), se puede identificar la solucién (31,32) € D? de (3.35) con
el nimero bicomplejo Z = z1 + iy; + jro + kys = 31 + i32 € BC, por lo tanto se dird que Z es una solucién de
(3.35).

Como Z* = 31 — i32, entonces

1 i
= (Z+7*); = (2*-Z
n=5(Z+2  p=5(2-2)

y (3.35) se vuelve
A*Z + AZ* = 26, (3.36)

con el coeficiente complejo A = a1 + ias.
Considere los siguientes casos como ejemplos

Ejemplo 3.4.1 Sia; = 0,a, = 1,b = 0, entonces 32 = 0 y 31 toma cualquier valor hiperbolico, es decir, el
conjunto de soluciones de la ecuacion

32=0,

es el conjunto {31 |31 € D} = D.

Ejemplo 3.4.2 Sia; =1,a2 =0,b =0, se obtiene la ecuacion
31 =0,

que describe al conjunto iD.

Como es de esperarse los conjuntos D y iD son rectas hiperbdlicas. Recuerde que el plano de dos dimensiones
(real) D no es una recta C(i) compleja ni tampoco una recta C(j) compleja.
Siguiendo con el anélisis de (3.35), se escribird cada nimero hiperbélico en su forma idempotente
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a; = aje + aef, ay = afe + alef, b=r1e+ mefl,
s1=mnie+mel, 32 =nie+nie,

donde todos los coeficientes son reales, escribiendo a A de la siguiente manera

A =a; +isy =ale+adel +i(afe + adel)
= (o1 +iaf)e + (a3 +ia3)el

Z =51+ i32 = (ni +inf)e + (ng +in3)e’.
Observamos que el componente (71 + in?)e = nie + n?ie puede verse como un punto (o vector) en el plano BC,
(que es una recta compleja) con coordenadas (ni,n?); el mismo comentario se aplica a la otra componente de
Z, asi como ambas componentes de A.
Por lo tanto, (3.35) en forma idempotente es de la siguiente forma
(edni +afni)e + (abn + adn3)e’ = vie + voef,

que es equivalente a una pareja (no un sistema) de ecuaciones reales independientes

o +aing = v, (3.37)
1,1 2,2 _ :
QaMy +apny = V.

Empezaremos excluyendo las situaciones donde el conjunto de soluciones es el conjunto vacio o BC.
(I) a; = az = b =0 (en este caso la ecuacién (3.35) define todo BC), es decir, A =b = 0.

(I1) a3 =az =0, b # 0 (en este caso el conjunto de soluciones es el conjutno vacio), es decir, A =01y b £ 0.

(ITT) a; = aley ay = a?e con coeficientes reales a y o diferentes de cero simultdneamente, pero b = vye+qel,

con vy # 0 (conjunto vacio), es decir, A = (af +ia?)e y b ¢ BCe.

(IV) a; = adel y ay = aZel de la misma manera ol y a2 nimeros reales, diferentes de cero simultdneamente,
pero b = vye + vqef, con v; # 0 (conjunto vacio), es decir, A = (a3 +ia3)el y b ¢ BCqt.

En todas estas situaciones las soluciones de (3.35) no forma una recta hiperbdlica.

Hay mas conjuntos de soluciones de (3.35) que no forma un plano real dos dimensional; ellos surgen si

(V) Ay bestdn en BCe, es decir, A = (o} +ia?)e y b = vie (note que ad = a2 = 15 = 0).

(VI) Ay b estan en BCq+, es decir, A = (ad + iad)el y b = myel (note que at = ol = v, =0).

Si la condicién (V) se cumple, entonces la segunda ecuacién (3.37) determina todo el plano real dos dimensional
BC,gr; por lo tanto (3.37) determina el producto cartesiano de la recta real BC, con el plano BC,:, que es, un
conjunto tres dimensional en BC. Lo mismo se produce en el caso de (VI). No les llamamos a estos conjuntos
rectas hiperbdlicas.

Teorema 3.4.1 La ecuacion (3.35) determina una linea recta si y sdlo si ninguna de las restricciones anteriores
son vdlidas.
Demostracion.

Las ecuaciones idempotentes en (3.37) determinan un conjunto de dos dimensiones si y sélo si cada una de ellas
determina un conjunto unidimensional, que se cumple si y sélo si ninguna de de las restricciones se cumplen.

~

Corolario 3.4.1 Un plano real de dos dimensiones P en R* = BC es una recta hiperbdlica si y solo si sus
proyecciones en el las rectas complejas BCe y BCqi son rectas reales usuales.

Observacion 3.4.3 Sea I'y sea cualquier recta real en el plano BCe y sea 'y sea cualquier recta real en el plano
BCgi; por el Teorema y el Corolario anterior el conjunto

Fle + FQET

es una recta hiperbolica en BC y cualquier recta hiperbdlica es de esta forma.
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Capitulo 4

Limites y continuidad

La nocién de limite para funciones complejas es bien conocida y sus propiedades dependen fuertemente de
las propiedades del médulo de un ntimero complejo, que entre varias afirmaciones se destacan, para a,b € C las
siguientes:

1 1
lab] = la||b], |la|] = |b]| < |a+b] < |a| + Y], ’a‘:a| con a#0. (4.1)

En particular, la existencia del limite de una funcién es equivalente a la existencia de los limites de su parte
real y de su parte imaginaria. Ademas, el limite de una funcién existe si y sélo si el limite del conjugado de la
funcion existe.

El propésito de este capitulo es extender la anterior idea a las funciones bicomplejas demostrando que existen
similitudes pero también diferencias que se senalardn. De hecho, en lugar de las propiedades (4.1) para el médulo
Euclidiano se tienen las propiedades andlogas de la forma

ZW| < V2(Z||W],  |Z+ W< 2]+ W], (4.2)

estas propiedades ayudaran a repetir la mayor cantidad de pruebas. Por ahora recordemos que |Z~!| no es

siempre igual a

121

4.1. Sucesiones bicomplejas

Definicién 4.1.1 Una sucesion de nimeros bicomplejos {Z},en se dice que es convergente, si existe Zy € BC
tal que para cualquier € > 0 existe N € N tal que, si para cualquier n > N se cumple,

|Zn — Z()‘ < €.
En este caso decimos que Zy es el limite de la sucesion. Lo anterior se denota como

lim Z, = Zo,

n—00

y diremos que la sucesion {Z, }nen converge a Zgy. Para simplificar se denotard como Z, — Z.
Observacién 4.1.1 Z,, — Z, si y sdlo si |Z, — Zy| — 0.

Observacion 4.1.2 Recordemos que

1Z1> = lz1]? + |22 = G2 + |G
= [311° + [32]? = |01 [* + [102]?

= w1 ? + |wa|* = |wi|? + |we|?

1 1
gl +laal?) = 5l +]aal?).

57



58 CAPITULO 4. LIMITES Y CONTINUIDAD
Observacion 4.1.3 Si Z, — Zy, W,, = Wy y A € BC entonces

Z.,L + Wn — Z() + Wo,
AZn — AZ()

Para justificar basta observar que:

[(Zn £ W) — (Zo £ Wo)| < | Zn — Zo| + |[W, — W
|AZ,, — AZy| < V2|A||Z,, — Z|.

Observacion 4.1.4 Si Z,, — Zy y W,, = Wy entonces Z, W, — ZyWj.

Para justificar la observacién 4.1.4 no es dificil ver que:
(Z Wy — ZoWo) = (Zn, — Zo) Wy, — Wo) + Wo(Z, — Zo) + Zo(W,, — W), ahora por la desigualdad del tridngulo
y |ZW| < /2| Z||W|, se obtiene
|Zan - ZOWO| < \/§|Zn - ZO||Wn - WOl + \/§|W0||Zn - ZO| + \/§|Z0HW’IL - W0|a
ahora ya estamos en los reales y el lado derecho converge a cero.
Observacién 4.1.5 Sean {Z,}nen ¥ {Whlnen sucesiones de nimeros bicomplejos tales que lim Z, = Zy y

n— oo

lim W,, = Wy ¢ Sy, entonces los cocientes % estan bien definidos para una n suficientemente grande y
n—oo n

{VZVn } converge a %
™ Jn—oo 0

Para ver una justificacion se usara la representacion idempotente:

Zn - ﬁlne + 52neTa Wn = Y1n€ + ’72neT7 (43)
Zo = Broe + Page’, Wy = yi0e + ya0e’, (4.4)

entonces

Wn Yin Y2n
Por hipétesis, los siguientes limites siguientes existen:

Z’I’L n n
_ Ping, Bon gy

lim B, = Bio, lim Ba, = Bao, M 71, = 10, lm 2, = 720.

Como, y19 # 0, 20 # 0, entonces las sucesiones {%} y {
nIn>N

Ban

} estdn bien definidas para una N € N
Y2n n>N

Bio B20
convergen a —/— —
y g Y10 Y Y20

respectivamente. Por lo tanto, {%} es convergente y converge a V%
") n—oo

Recordando las “buenas” propiedades del médulo hiperbdlico, podemos introducir otra nocién de conver-
gencia en las sucesiones bicomplejas.

Definicién 4.1.2 Una sucesion {Z,, }nen de nidmeros bicomplejos converge hiperbélicamente (o es D-convergente);
st converge con respecto a la norma hiperbdlica valuada |- |x a el nimero Zy. Es decir, si para cualquier nimero
hiperbolico estrictamente positivo € existe N € N tal que para cualquier n > N se cumple:

| Zn — Zolk = e.
Usando la representacién idempotente
Zp = Bine + Pane'; Zo = Proe + Baoe’
€ =e1e + eqef,
se obtiene, que la desigualdad es equivalente a las dos desigualdades siguientes,

|Bin — Bro] < €1y |Ban — Pao| < €2;

lo que significa que {Z,}nen converge al nimero Zy con respecto a la norma hiperbdlica valuada si y sélo si
converge a Zj con respecto al norma Euclidiana. Hacemos notar que aunque las normas no se pueden comparar,
mientras toman valores en anillos diferentes, se sigue obteniendo los mismos conjuntos de sucesiones convergentes
y divergentes. Por lo que se escribird “sucesion convergente” sin especificar el tipo de convergencia.
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4.2. La topologia Euclidiana en BC

Con anterioridad le hemos dado a BC una norma Euclidiana, que esté asociada con la identificacién BC =
4 = C2(i) = C2(j), consideremos el espacio topoldgico (BC,7) donde 7 es la topologia usual o Euclidiana en
R%, su base consiste en todas las bolas abiertas de R*. Como para cualquiera Z, W € BC se cumple que:

1Z+ W <|Z|+ |[W];
1ZW] < V2(Z|W],

entonces la suma y la multiplicacién son funciones continuas con respecto a 7, por lo que el espacio topolégico
(BC, ), es también un espacio vectorial topoldgico. Pero también BC es un espacio vectorial topoldgico sobre
C(i), de igual modo sobre C(j), pero también es un médulo sobre D, con operaciones continuas.

Ademiés de las bolas Euclidianas abiertas también se consideran bolas abiertas bicomplejas con radios que
no sean divisores de cero,

{Z|1Zk <7} con yeD,.

Geométricamente, dicha bola puede ser vista como un bidisco en C?, por lo que dichas bolas forman otra base
en la topologia 7. En la Seccién 4.1 se introdujo dos formas diferentes de convergencia de sucesiones. Ahora,
considerando lo anterior, la convergencia es la misma con respecto a la topologia usual pero una definicién
involucra a la base Euclidiana y la otra a la base con bolas bicomplejas con radios distintos a divisores de cero.
Se puede usar cualquiera de las dos bases dependiendo cual convenga.

4.3. Continuidad de funciones bicomplejas

Dado un conjunto 2 C BC, cualquier funcién F' : 2 — BC se le llamard una funcién bicompleja de variable
bicompleja Z € Q. Como Z y F(Z) son ntimeros bicomplejos, cada uno admite cualquiera de las representaciones
(1.1)-(1.7) y las representaciones idempotentes, entonces F' puede interpretarse en formas diferentes: como una
funcién de C2(i) a C2(i), de C2(j) a C2(j), de BCfe,et} @ BCe et} y también de D? a D?. Todos estas funciones
son diferentes pero todas coinciden cuando la estructura bicompleja es considerada.

Se ilustrard lo anterior con un ejemplo. Considere la funcién bicompleja F(Z) = Z? y sus diferentes maneras
de escribirla de acuerdo a sus diferentes representaciones:
F(Z)=2% = (21 +j22)? = (22 — 23) +j(22122)
(11 +i72)? = (7 —73) +i(21172)
= (Bie + Brel)? = fie + By el
= (31 +132)” = (37 — 33) +1(23132).

Esto genera las siguientes funciones:

C2(i) 3 (21, 22) = (2% — 23,22129) € C3(i);
C%(j) 3 (m12) = (F — 75, 2m72) € C*(j);
D? 3 (31,32) — (37 — 33, 23132) € D°.

Consideremos Zy un punto en la cerradura de . Diremos que la funciéon F' tiene limite A en Zy si para
cualquier € > 0 existe § > 0 tal que si |Z — Zp| < § entonces |F(Z) — A| < e. Como es usual en los espacios

métricos, es equivalente a decir que para cualquier sucesién {Z, }neny C Q tal que lim Z,, = Zj, la sucesién
n—oo

{F(Z,)}nen converge a A. Se obtiene lo siguiente:

(I) Siellimite lim F(Z) existe, entonces es tnico.
Z—Zo

(IT) Si el limite Zh’r% F(Z) existe, entonces la funcién F estd acotada en una bola Euclidiana con centro en
—Z0

Zy y es D-acotada en una bola bicompleja con radio que no sea un divisor de cero.
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(III) Si Zh'r% F(Z) = A ¢ &y, entonces existe una bola B con centro en Z tal que para toda Z € B, F(Z) ¢ &y.
—Z0

(IV) Si lim F(Z)= A, lim G(Z) = B, entonces la suma, el producto y el cociente (si B ¢ &) tienen limite
Z*)Z() Z*}ZO

en Zy y las formulas usuales para dichas expresiones se cumplen.

Una funcién bicompleja es continua en el punto Zy € 2 C BC, si el ZHH% F(Z) existe y es igual a F(Zy), esto
—Zo
es,

lim F(Z) = F(Zy).
Am F(Z) =F(Z)
Entonces, se dice que la funcién bicompleja F' : 2 — BC, donde 2 C BC, es continua en €2 si y sélo si F' es
continua en todo Zy € Q.

Ya que hay diferentes maneras de escribir a los niimeros bicomplejos, F' hereda las representaciones analogas,
especificamente:

F=fi+ifo=p1+ip2 =091 + kg2 =2 +kyo =1 +ife = g1 +jg2 = fi1 +ifi2 +jfor +kfoo,

donde f1, f2, g1, g2 son funciones C(i) valuadas, p1, p2, 71,72 son funciones C(j) valuadas, 1, f2, g1, g2 son fun-
ciones hiperbdlicas valuadas, y fi1, fi2, fo1, fo2, son real valuadas, todas de variable bicompleja Z.

Teorema 4.3.1 Una funcion F es continua si y solo si sus componentes son continuas, es decir, si F se
escribe de cualquiera de las diferentes maneras mencionadas anteriormente, F es continua si y sélo si fy, fo
son funciones continuas o p1, p2 son funciones continuas o g1, gs son funciones continuas o y1,yz son funciones
continuas o f1,fa son funciones continuas o g1,g2 son funciones continuas o fi1, f12, fo1, fo2 son funciones
continuas.

Como en el caso complejo, es facil probar que si dos funciones son continuas en un punto, entonces su suma
y producto es continuo en ese punto. Ademas, si la segunda funcién toma un valor invertible en Z;, entonces el
cociente es continuo en ese punto. Asi como la composicién de funciones continuas también es continua.



Capitulo 5

Funciones bicomplejas elementales

5.1. Polinomios de una variable bicompleja

5.1.1. Polinomios reales y complejos

Una polinomio complejo es una expresién de la forma

p(z) = Z apz®
k=0

donde a; € C y z es una variable compleja. Si a,, # 0 se dice que el polinomio es de grado n. Un polinomio de
grado cero, por definicién es una funcién constante distinta de cero. Cuando a; € R, para toda k, el polinomio
p(2) es llamado polinomio real de una variable compleja. Observe que p(z) es un polinomio real de variable
compleja si y sélo si

p(z) =p(2) (5.1)

para toda z € C. Se concluye que si p(a) = 0, entonces p(a) = 0; es decir el niimero a es real o p tiene aa y a
su conjugado @ como ceros. L

Escribiendo (5.1) como p(Z) = p(z), concluimos que el rango p(C) del polinomio real p es simétrico con
respecto al eje real. Una de las propiedades mas destacables de los polinomios complejos esta establecida en el
teorema fundamental del algebra que asegura que un polinomio complejo de grado n con n > 1, tiene exacta-
mente n ceros considerando multiplicidades. Las pruebas usuales de este teorema usan métodos de topologia y
de andlisis. En particular si p(z) y ¢(z) son polinomios de grado no mayor a n y se cumple p(z) = ¢(z) para
n + 1 puntos distintos entonces p = q.

Observe que los polinomios reales de variable compleja obedecen al teorema fundamental del algebra, pero
la situacién con los polinomios reales de variable real es diferente: cualquier polinomio de grado n > 0 puede
tener cualquier nimero de ceros hasta n. Se verd que pasa, en este sentido, con los polinomios bicomplejos.

5.1.2. Polinomios bicomplejos

Una expresion de la forma,
p(2)=>_ ApzZ*
k=0

con Ar € BC se dird que es un polinomio bicomplejo de grado m, con variable bicompleja Z. Escribamos
Z = z1 + jzo en su forma C(i) — idempotente : Z = f1e + Boel con Bi = 2z —izg y Ba := 21 + iz. Se escriben
también a las coeficientes de la siguiente manera A, = yre+drel, para k =0,...,n. Entonces Z* = fe + ghel
y el polinomio puede reescribirse en términos idempotentes como

n n

p(Z2) = (wBF) e+ (0:B5) " = o(B1)e +v(B)el.
k=0

k=0 =

61
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Si denotamos al conjunto de raices distintas de ¢ y ¥ por S1 y Sa, y si denotamos por S el conjunto de raices
distintas del polinomio p, entonces

S = Sie + Ssef,

entonces la estructura del conjunto nulo de un polinomio bicomplejo p(Z) de grado n esta completamente
descrita por los siguientes tres casos:

1. Si ambos polinomios ¢ y ¢ son de grado al menos uno, y si S1 = {f1,1,---, 61,6k} v S2 = {B2.1,---, B2}
entonces el conjunto de las distintas raices de p estd dado por

S={Zs,=pP1se+Bosel |s=1,....kt=1,...,1}

2. Si ¢ es idénticamente cero, entonces S1 =Cy Sy = {f21,...,82,}, con l < n.

Por lo tanto
S:{Zt:)\e+527teT | )\G(C,t:].,,l}

De manera similar, si ¢ es idénticamente cero, entonces Sy = Cy S1 = {f11,...,01,}, donde k < n.
Entonces

S={Z,=psetrel | NeC,s=1,... k}.

3. Si todos los coeficientes Ay, con la excepcién Ay = ype+dpe! son miiltiplos complejos de e (respectivamente
e!), pero 6y # 0 (respectivamente o # 0 ), entonces p no tiene raices.

Se hardn ejemplos para obtener S, S7, Sa.

Ejemplo 5.1.1 Consideremos el siguiente polinomio

1 i

p(Z) = (2+32 Z° 4+ (—(1+4i) +2j(2 — 1)) Z* + ((—11 +6i) — j(12 + 11i)) 23

29 47 13 13 11 11
= 1 . . _1 7- 2 7_1 . . 1 7- _ = . . 1_7-
+<(2+31>+J( 3+21>>Z +<<2 71)+J<7+21>)Z (2+1)+J( 21

Los C(i) polinomios correspondientes son:

B(B1) = B7 — (3+8i)B8L +2(—11 4 91)8% + 2(19 + 131) 82 + (13 — 34i)8; — (11 + 2i),

W(B2) = py — 6153 — 963

Las raices distintas son S; = {i,1 + 2i} y Sy = {0, 3i}. Entonces p tiene las siguientes cuatro raices:

1. 1 1421 .—2+4i 1+5i _.1+i
) PO PO . . '
S {21 g At), ——+j—— 5 i }

Ejemplo 5.1.2 Considere el polinomio
p(Z) = (1+ij)Z2% — (i—]) = 2(5} - i)e.
Los polinomios complejos asociados son:

o(B1) =2(BF —1i), (B2)=0.

El conjunto nulo de p es

S:{i(?ﬁ‘f)wmefuec}.

).
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Ejemplo 5.1.3 EI polinomio:
p(Z) = (1+5) 2%+ (1 —1i) +j(1 — i) = (267 — i)e + 2ef,
cuyos polinomios complejos asociados son:

o(B1) =2(81 —1), ¥(B2) =2,
por lo que p(Z) no tiene raices, pues va a tener cuando ¢(f1) y ¥ (B2) ambos tengan.

También es importante notar que el polinomio bicomplejo puede no tener una factorizacién tnica. Por
ejemplo, el polinomio Z3 — 1 tiene 9 ceros. Los polinomios complejos asociados son

o(B1) =67 =1, ¥(B2) = B3 — 1.
Los conjuntos de ceros de ¢ y 1 son, respectivamente:

1 .V3 L.
S1= {51,1 =1,012= —3 +17751,3 =-5 1 }
V3 1

1
= = 1 = — — i— = —= —1 .
So {52,1 ,B2,2 5 Tig 823 5 1 }

SERE

Entonces el conjunto de ceros de p es
S ={Zn = Brre+ Pojel | k,1=1,2,3},
y tenemos quizas 9 factorizaciones distintas veamos dos de estas dos:

V3 1 V3

1
= Tomando a Z11 = 1, Zyy = —3 + 17 y Z33 = -5~ i7 la factorizacién es

poria (e E) (201 )

1 1
s Considerando a Z11 =1, Zo3 = —= —jﬁ y Z3g = —= +j7\/§
2 2 2 2
1 1
73 1=(Z-1) <Z+2 —j*f) <Z+2+j‘f> .

Es claro que los polinomios bicomplejos no satisfacen el teorema fundamental del algebra en su forma original.
Al mismo tiempo, los siguientes resultados son verdaderos y resumen los comentarios anteriores.

Teorema 5.1.1 (Teorema fundamental del dlgebra para polinomios bicomplejos.) Considere al poli-

n
nomio p(Z) = Z ARZ*. Sitodos los coeficientes de Ay, a excepcion de Ay = voe+dpel, son miltiplos complejos
k=0
de e (respectivamente, e’ ), pero 6y # 0 (respectivamente, vy # 0), entonces p no tiene raices en los bicomplejos,
de lo contrario, p tiene, al menos, una raiz bicompleja.

Corolario 5.1.1 Sea p un polinomio bicomplejo de grado n > 1 y supongamos que tiene, al menos, una raiz.
Entonces:

2

1. Si al menos uno de los coeficientes Ay, para k = 1,...,n, es invertible, entonces p tiene a lo mas n* raices

distintas.

2. Si todos los coeficientes son miiltiplos complejos de e (respectivamente, '), entonces p tiene una infinidad
de raices.
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La férmula (5.1) tiene varias analogias en los bicomplejos. Consideremos que todos los coeficientes del
n

polinomio p(Z) = Z A Z" sean reales, entonces
k=0

p(Z) =p(Z) =p(Z")" = p(Z*)* (5:2)

para toda Z € BC. Esto implica que si (p(Zy) = 0), entonces p(Zy) = 0, p(Zg) =0, p(Z§) =0. Ahorasi Zy € R
como Zy = 25 = Z(J)r = Zp, no hay nuevas raices. Si Zy no es real, entonces lo siguiente se cumple

» Zy € C(i) \ R, entonces Z # Z, también es una rafz de p.
» Zp € C(j) \ R, entonces Zg # Zy también es una raiz de p.
» Zy € D\ R, entonces Zy = Zg # Zy también es una raiz de p.

= Si Zy no pertenece a ninguno de los tres conjuntos anteriores mencionados y el polinomio p tiene como
raiz a Zj, entonces los conjugados Zj, Zg y Z§ son también raices de p.

La ecuacién (5.2) puede ser escrita como

p(Z) =p(2); p(Z1) = p(Z)1; p(Z*) = p(2)*

esto significa que el rango p(BC) del polinomio p con coeficientes reales posee las tres simetrias generadas por
las tres conjugaciones.

n
Ahora supongamos que los coeficientes del polinomio p(Z) = Z A, Z* son elementos de C(i), entonces
k=0

p(2) = p(Z")] (5.3)

para toda Z € BC. Esto implica que si Zp es una raiz de p,p(Zp) = 0, entonces p(Zg) = 0; si Zp € C(i),
entonces Zy no tiene “asociado” ninguna raiz de p. Pero si Zy ¢ C(i), entonces Z(J)r es una rafz de p. Como (5.3)
es equivalente a p(Z') = p(Z)T, uno podria concluir que el rango p(BC) de dicho polinomio tiene la simetria
determinada por la conjungacién f.

Se hace una investigaciéon més profunda de los ceros de un polinomio en [3] y [9].

Definicién 5.1.1 Se llamardn funciones racionales bicomplejas a las funciones de la forma

(2)

q(Z)

i~

donde p y q son polinomios bicomplejos.

Tales funciones estdn bien definidas para aquellos valores de Z para los cuales el polinomio ¢(Z) = B, Z™ +
By 1Z™ 1 + ... + B1Z + By toma solamente valores en BC;,, := BC \ &.

Si ambos polinomios son de grado uno: digamos que p(Z) = A1Z + Ag,q(Z) = B1Z + By, entonces tenemos
una transformacién lineal fraccional. Si los coeficientes A; y By son ambos invertibles, entonces la transformacién

. . A1Z+Ag ..
lineal fraccional 57 rpe toma la siguiente forma

Cs

Cl+Z+Cs

con C1, (5, C3 bicomplejos.



5.2. FUNCIONES EXPONENCIALES. 65

5.2. Funciones exponenciales.

5.2.1. Las funciones exponenciales real y compleja

Desde el punto de vista de los nimeros reales no es intuitivo que haya una relaciéon entre la funcién e® y
las funciones trigonométricas como cosz y senx. De hecho, estas funciones son deducidas completamente de
diferentes fuentes, la Unica similaridad, es la expresién de su serie de Taylor. Usando la unidad imaginaria se
puede deducir la férmula de Euler el* = cos x + isenz formalmente con la ayuda de las series anteriores.

La exponencial compleja se puede deducir de muchas maneras, si se recuerda el niimero e es el limite de la
.z n . . 4, s ., n
sucesion (1 + %) , entonces, se considera, que para cualquier nimero real z, el limite de la sucesién (1 + %)
es la definicién de la funcién exponencial real, es decir

exp(z) = e® := lim (1 + %)n (5.4)

n— oo

La exponencial real definida como (5.4) tiene varias propiedades; por ejemplo, si n € N, entonces e” =
e-e-...-e. También tiene la propiedad e**T%2 = ¢%1 . ¢%2, vilida para cualesquiera reales x; y xo.
N————

n veces

La definicién de la exponencial real (5.4) se puede extender a los ndmeros complejos en el sentido de que
para cualquier z € C

z._ 1 Z\T
erp(z) = e* := nhHH;O (1 + n) . (5.5)
Desde luego se puede deducir la férmula de Euler, anteriormente mencionada:

e” = e® (cos(y) +isen(y)),

también se tiene que, |e*| =e® y Arg e* = {y + 27k | k € Z}.
También podemos considerar a la exponencial compleja como

o0 n

exp(z) = Z % (5.6)

n=0

Se resumen algunas propiedades de la exponencial compleja en el siguiente
Teorema 5.2.1 La funcidn exp(z) cumple
(a) exp(0) =1
(b) Para cualesquiera complejos z y w, exp(z)exp(w) = exp(z + w).

1 = exp(—2).

(c) Para cualquier complejo z, exp(z)
(d) Para cualquier complejo z se tiene que exp(z) # 0.
(e) exp es su propia derivada: exp'(z) = exp(z).
(f) La funcion exp(x) con x en el eje real es mondtona creciente, positiva y
exp(x) — oo cuando x — oo, exp(x) = 0 cuando x — —oo.
(9) Eziste un mimero positivo  tal que exp(E) = i.
(h) exp(z) =1 si y sdlo si z = (2mi)k con k un entero.
(i) exp es una funcién periddica, con periodo 2mi.
(j) La funcion t — exp(it) envia el eje real a la circunferencia unitaria.
(k) Siw es un nimero complejo y w # 0, entonces w = exp(z) para alguna z.
Demostracion.

Para la demostracién de este resultado, véase [3].
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5.2.2. La funcién exponencial bicompleja

En esta seccién, se introduce la funcidon exponencial bicompleja tratando de usar las ideas en la seccién
previa.

Teorema 5.2.2 Sea Z cualquier numero bicomplejo. Entonces la sucesion

Z n
Dy = (1—1— )
n

es convergente, y si Z es escrito como Z = z1 + j 2o el limite es
e*1 (cos(z2) + j sen(z2)) .

Demostracion.

Escribamos a Z en su forma C(i)—idempotente Z = f1e + 32ef. Entonces

Z n n n
(1+ :(1+ﬂle+ﬂzeT = e—i—eT—|—&e—|—@eJr
n n n n n

= <<1+ﬂl)e+ (1+B2) ef)n <1+ﬂ1>ne+ (1+52>neﬁ
n n n n

n n
Recordando que las correspondientes sucesiones de niimeros complejos (1 + '81> y (1 + 32) son con-
n n

vergentes a los ntimeros ey €52 respectivamente, se obtiene que el limite del lado derecho existe, ademas
Z n n n
lim <1+> = lim ((1—&—51) e—i—(l—i—ﬁz) eT) = efre + ePel
n—00 n n—00 n n
— 1(651 + 632) +j i(eﬁl _ 652) _ l(ez17i22 4 €z1+iz2) +j i(ez1fizz _ ez1+i22) (57)
2 2 2 2

1, . . i . .
_en <2<e—m i) oo - >) — ¢ (cos(z2) + j sen(z2)).
Esto concluye la prueba.

El teorema anterior justifica la siguiente

Z n
eZ .= lim (1+ ) .
n— 00 n

Ademas, por el teorema anterior, si Z estd escrito como Z = z; + jzo, entonces se obtiene la férmula
bicompleja de Euler:

Definicién 5.2.1 Se establece que,

e? = e*1(cos(zz) + j sen(zz)).

Por otro lado si se escribe a Z como Z = {3 +1{s con (31,2 € C(j) entonces
e” = e (cos(G2) + 1 sen((z)).
Pero, si Z tiene forma idempotente Z = f31e + foef, entonces
e? =efre 4 ePet,
La situacién con ID es mas sutil; si Z = a + kb = a + jib con a,b € R, entonces

e? = ekt = e9(cos(bi) + jsen(bi))
= e?(cosh(b) + jisenh(db)) = e®(cosh(b) + ksenh(b)),
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donde cosh y senh son las cldsicas funciones coseno hiperbdlico y seno hiperbdlico; por lo tanto se llega a la
definicién de funcion exponencial hiperbdlica (en el sentido de los nimeros hiperbdlicos).
Todo lo anterior ejemplifica una vez mas las peculiaridades de las diferentes escrituras de los bicomplejos.

Se hace énfasis en algunas propiedades de la funcién exponencial bicompleja.

Primero, observe que la exponencial bicompleja es una extension a BC de la funcién exponencial compleja
usual: de hecho para Z = z; + j0 € C (C(i)), se tiene

e? = e*1(cos(0) + j sen(0)) = e*

Del mismo modo la restriccién de eZ para Z = (; +i0 € C (C(j)), da la funcién C(j)—compleja. Concre-
tamente si Z = (; +i0 con ¢; = a; + jag, entonces e = e (cos(az) + j sen(az)) = e+ € C(j).

Note que e** es el médulo complejo del ntmero bicomplejo e?

argumento complejo del mismo nidmero.

= e*1(cos(z2) + jsen(z2)) y 22 es el

Para Z = 0 = Oe + Oef, se tiene: e = le + lef.

Para cualquier nimero Z € BC, se tiene que eZ es invertible, debido a que e? = e*1~122e 4 e#1Hiz%2el y

los términos exponenciales e*1 7?2 y ¢*111%2 son funciones exponenciales complejas, entonces jamdas serdn
cero. El inverso de eZ es

e=? = e (B1min)e 4 e~ (n1tiz)el — ¢=%1(cos(29) — jsen(z)).

Por lo tanto, la imagen de la funcién exponencial bicompleja no contiene al cero ni a los divisores de cero.

C et =t (o (1) e ()
(con (3) +355en ()

eef :1'e+€'e1—:€é(COS(;)—jSGn(;))
1 1 o
~) —ji 2) ) = (eo)t
(cosh <2) Jji senh (2)> (e®)T.

, t . - .
Observe que ambos niimeros, ¢ y €', son hiperbélicos. Esto es porque e, e’ son idempotentes y porque
la restriccién de la exponencial bicompleja a los nimeros hiperbélicos es hiperbdlica.

Paraezl-e—i—O-eT,yeT:O~e—|—1-eT,setiene:

D
I
N

=

=€

De manera similar

=

=€

Debido al conmutatividad de la multiplicacién en BC, se puede demostrar que para cualquier Z;, Z5 € BC,

la siguiente férmula se cumple
eZre%2 = 1t 22 (5.8)

En efecto, escribiendo Z7 = z11 +jz12 ¥ Z2 = 221 + j 222 se tiene:

efre”? = (e¥1(cos(212) +J sen(z12))) (€72 (cos(222) + j sen(222)))
— e*11¢1((cos(212) + § sen(z12))) (€7 (cos(z22) +J sen(332))
e*11e*21 ((cos(z12) cos(z22) — sen(z12) sen(za2) + j (sen(z12) cos(z22) + sen(z2q cos(z12)))
= 11221 (cos(212 4 222) + j sen(z12 + 222)) = /1122,

En el caso Z = 0 + jzo, se tiene:

Z = &i*2 = cos(zp) + j sen(zy).
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» La férmula compleja el™ + 1 sigue siendo valida para los nimeros bicomplejos, pero es complementada
con su imagen espejo ™ + 1 = 0.

» Para cualquier Z = f1e + Bef € BC y cualquier niimero bicomplejo invertible W = ~,e + yef, ie.,
Y2 # 0, la ecuacién e? = W es equivalente al sistema e = v, y €2 = 7. debido a que v;72 # 0 se
sigue que hay una solucién. Este es el primer paso para hablar del logaritmo bicomplejo que se vera més
adelante.

= Recordando que la funciéon exponencial compleja y las funciones trigonométricas son periédicas, se tiene

e? = e*(cos(z2) +j sen(zz))

= 51 2mM (cos(2y + 27t0) + j sen(zy + 27n))
— eZ+27r(mi+nj)7

para enteros m y n. Por lo tanto la funcién exponencial bicompleja es periédica con periodos 27 (mi+ nj).

5.3. Logaritmo bicomplejo

5.3.1. Logaritmo real y complejo

Debido a que la exponencial real es una funcién mondtona, entonces el logaritmo real, como su funcién
inversa, tiene un buen comportamiento. La situacién se vuelve més complicada cuando hablamos de su extension,
el logaritmo complejo. La nocién del logaritmo de un niimero complejo se introduce usando la ecuacién e* = w.
Debido a su periodicidad, esta ecuacién tiene, para w # 0, una familia numerable de soluciones de la forma

Injw| + i(arg w + 27m)

donde In|w| es el logaritmo real de un ndmero positivo |w| y m € Z. Por lo tanto, para cualquier nimero
complejo distinto de cero w hay una infinidad de ntimeros que pueden ser su logaritmo.

Se dira que el valor principal del logaritmo de w es
log(w) = Injw| + iarg w
cuando argw € (—m, ), entonces la funcién estd definida en el conjunto C~ = C\ {z € R|z < 0}.
Si m € Z fijo, llamaremos a
logmw = In|w| + i(arg w + 2mm)
la rama m-ésima del logaritmo de w en C~.
Por 1ltimo al conjunto
Log(w) := {logmw | m € Z}
lo llamaremos el logaritmo complejo de w.
Una de las propiedades destacables de logaritmo es la siguiente
Log(wyws) = Log(wy) + Log(wsz). (5.9)

La identidad anterior es una igualdad entre conjuntos, la suma de los conjuntos es la totalidad de sumas de
elementos de los conjuntos. Observe que las ramas de logaritmo no cumple esta propiedad.
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5.3.2. Logaritmo de un ntimero bicomplejo

Sean Z € BC escrito como Z = z; + jzo, y un nimero bicomplejo invertible W = w; + jws. Se estudiaran
las soluciones a la ecuacién e = W. Escribamos a W en su forma trigonométrica

W = |Wl;i(cos + j send),

donde |[W; es el médulo complejo y 6 es el argumento complejo de W, es decir [W|; = \/wi + w3 y 0 € ArgesW.
De la ecuacion

e*1(cos(2z2) +j sen(z2)) = [W|i(cos(Argeiy W) + j sen(Arge) W)
se sigue que
z1 € Log|W1;,
es el logaritmo complejo de un nimero complejo |W;, y que
2y € ArgeyW = {argeyW + 2mm | m € Z}.

En analogia con el patrén del logaritmo complejo se introduce las siguientes definiciones para un ndmero
bicomplejo invertible W, el nimero

log(W) =log||W ;| 4 iarg|W|; + jargeq W

es llamado el valor principal del logaritmo bicomplejo de W.
La funcién,

logym (W) :=log, | Wi + j (argeq) (W) + 2mn),

con dos enteros arbitrarios m y n, es llamada la rama (m,n)—ésima del logaritmo bicomplejo.

Y finalmente el conjunto
Log(W) := {logmn(W) | m,n € Z}

es llamado el logaritmo bicomplejo de W.

Si usamos la forma C(i)-idempotente de W = y1e + y2e' resulta que
Log(W) = Log(v1)e+Log(v2)ef.
Esto es porque si Z = f51e + el entonces la ecuacién e = W es equivalente a las dos ecuaciones complejas
et =, e =y

que tiene por soluciones los logaritmos complejos Log(y1) y Log(vz2) respectivamente;

1 1.. .. .
Log(W) = 3 Log(v172) + i Log% =Log,/7172 + jiLog /zl = Log|W; + j Arge) (W),

2

0 =ilog, | L. (5.10)
V2

Algunas propiedades que cumple el logaritmo bicomplejo son las siguientes

se uso el hecho de que

= Kl logaritmo bicomplejo no estd bien definido para divisores de cero, pues la exponencial bicompleja
W = eZ es siempre invertible.

» Si Z = 21 4 jz2 es un numero bicomplejo invertible y si m,n € Z, entonces
el8m.n(2) = elogm|Zlitiarg(2)+2nmi — clogmlZligarei(2) — | Z|;(cos(arg;(Z)) + j sen(arg;(Z))) = Z.
= Para Z =1=1+ j0, se tiene:
logn m (1) = 0+ 2mm7i + 2n7j
para toda m,n € Z.

» Para Z; y Z5 dos nimeros bicomplejos invertibles la siguiente igualdad de conjuntos se cumple:

Log(Z1Z3) = Log(Z1) + Log(Za). (5.11)
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Capitulo 6

Derivada y diferencial bicompleja

6.1. La derivada bicompleja

Considerando a BC como un espacio topolégico dotado por la topologia Euclidiana de R* y denotaremos a
Q como un conjunto abierto. Sea F' :  C BC — BC una funcién bicompleja de una variable bicompleja Z y
Zpy € 2 un punto fijo.

Proposicion 6.1.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes

n Fl limite

F(Z) —
Zlinég (ZZ)——Z;O(ZO) (6.1)
existe para cuando Z — Zy ¢ S.
= Ll limite F(Zo + H) - F(Z
fim, —= . H)i ) (6.2)
existe para cuando H ¢ .
= Eriste una funcién Fy(H) continua en 0 tal que:
F(Zo+H) = F(Z) + HFy(H) (6.3)
para H en una vecindad de 0 y H ¢ S,.
= Si existe un niumero bicomplejo D y existe una funcion ap z, tal que:
F(Zy+ H) — F(Zy) = DH + ap z,(H)H, (6.4)
para H en una vecindad de 0, H ¢ &y. y flliino ap.z,(H) =0.
Ademds, el valor del limite de las dos condiciones primeras, el valor Fy(0) y el valor D coinciden.5
Demostracion.
Basta seguir las definiciones. |

Observacién 6.1.1 Es necesario hacer un comentario en esta parte. Tradicionalmente, vea [10], p. 138 y p.

432, si h es un incremento real o complejo, el simbolo o(h), es usado para indicar cualquier expresion de la
||

forma a(h)|h| con }lll'rrb a(h) = 0. Como en ambos casos la expresion - sigue acotada cuando h — 0, es claro
—

que se puede reemplazar la expresion a(h)|h| por a(h)h en la expresidn de o.

71
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Sin embargo, la situacion es diferente en el caso bicomplejo. En BC se tiene que ‘—Hl no es acotada cuando

H — 0, y por lo tanto se necesita distinguir cuidadosamente las dos expresiones. Acorde con la nocion usual,
se usara o(H) para denotar una funcion de la forma o(H)|H|, y por lo tanto la expresion en la proposicidn
anterior a(H)H no es en general, o(H). Esta distincién estd en al base de las nociones de las condiciones
fuertes y débiles de Stoltz para funciones bicomplejas que son usadas por G. B. Price en [9].

Definicién 6.1.1 Diremos que la funcion F : Q C BC — BC es derivable en Z; si cumple cualquiera de las

condictones de la Proposicion 6.1.1 Y el valor comun se dird que es la derivada de F' en Zy y se denota por
F'(Zy).

Observacion 6.1.2 Una funcion bicompleja F' derivable en Zy tiene la siguiente propiedad:

edi, (F(Zo+ H) = F(Z)) =0. (6.5)

En otras palabras, una funcion F, que es derivable en Zy, tiene la propiedad de continuidad “débil”, en el sentido
que F(Z) converge a F(Zy) tanto como Z converge a Zy de tal manera que Z — Zy es invertible.

Las operaciones algebraicas de funciones derivables siguen reglas habituales de sus antecedentes reales y com-
plejos.

Teorema 6.1.2 (Derivadas y operaciones algebraicas) Sean dos funciones bicomplejas definidas F y G
en 2 C BC y derivable en Zy € Q. Entonces:

1. La suma y diferencia de F' y G son derivables en Zy y
(F+G) (%) = F'(Zo) £ G'(Z).
2. Para cualquier numero bicomplejo C, la funcion C - F es derivable en Zy y
(C-F)(Zo) = C - F'(Zo).
3. El producto de F' y G es derivable en Zy y
(F - G)(Zo) = F'(Zo) - G(Zo) + F(Zo) - G'(Zo).

4. 8i G es continua en Zy y G(Zy) ¢ Sy, entonces el cociente g es derivable en Zy y

(F) (Zo) = F'(Zo)G(Zy) — F(Zy)G'(Zo)

G (G(Z0))?

Demostracion.
1. Usando a (6.3) y las hipétesis podemos que
F(Z) = F(Zo) + (Z — Zo)F1(Z) 'y G(Z) =G(Z) + (Z — Zo)G1(Z).
Por lo que
F(Z2) £ G(Z) = F(Zo) + G(Zo) + (Z — Zo)M(Z)

donde M(Z) = F1(Z) £ G1(Z) es continua en Zy, pues, es suma de funciones continuas en Zjp.

De nuevo por (6.3) se concluye que F(Z)+ G(Z) es derivable, de tal manera que (F +G) (Zy) = M(Zp) =
Fi(Zy) + G1(Zy) = F'(Zo) £ G'(Zy).

2. Sea C €BCy F(Z)=F(Zy) + (Z — Zy)F1(Z) entonces

C-F(2)=C-F(Zy)+(Z - Zo)-C-F\(2),
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como C'- F1(Z) es continua en Zy, se tiene que C' - F(Z) es derivable en Zy, y (C- F(Zy)) = C - F1(Zy) =
C - (F'(Z))-
3. Usando las expresiones de (6.3) para F(Z) y G(Z) podemos llegar a
F(Z)-G(Z) = F(20)G(Z0) + (Z = Zo) P(Z)
(2) +

donde P(Z) = F1(2)G(Zo) + F(Z0)G1(Z) 4+ (Z — Zy) F1(Z)G1(Z) que es una funcién continua en Zy por
lo que F(Z)-G(Z) es derivable en Z; ademés la derivada es

(F-G)(Zy) = F'(Zy)G(Zo) + F(Zo)G'(Zp).
4. Notemos que usando G(Z) = G(Zy) + (Z — Zp)G1(Z) podemos llegar a

11 (-G1(2))
oz oz T M azaz
luego
F(Z) _ F(Z) N F(Zo)(=G1(2)) | Fi(2) _ (-G1(2))
o8~ air -2 (Fagatn + aiy @ wRO (sziom))
Por lo que ggg; es derivable y la derivada es

F'(Zy)G(Zy) — F(Z0)G'(Zo)
(G(Zy))? '

Teorema 6.1.3 (Regla de la cadena) Consideremos dos funciones bicomplejas F y G, donde F' estd definida
en un conjunto abierto Q y G definida en F(2) C BC. Supongamos que hay un punto Zy € Q) tal que Wy = F(Zy)
es un punto interior de F(Q) y tales que para Z € Q se cumpla que F(Z) — F(Zy) ¢ G0, Z — Zy ¢ S,.
Suponiendo que F es derivable en Zy y G es derivable en Wy. Entonces la composocion G o F es derivable en
Zoy

(G o F)(Zo) = G'(F(Zo))F'(Zo).
Ademds. si F'(Zo) ¢ Gg y F es biyectiva alrededor de Zy, entonces F~1 es derivable en Wy = F(Zy) y
(1) (Wo)F'(Zo) = 1.
Demostracion. Veamos que (G o F')(Z) es derivable en Zj
(GoF)(Z2) = G(F(Z)) + (F(Z) — F(20))G1(F(2)) = G(F(Z0)) + (£ — Zo) F1(2)G1(F(Z))
como Fy(Z)G1(F(Z)) es una funcién continua en Zy tenemos que (G o F)(Z) es derivable en Zj y
(G o F)(Zo) = G'(F(Z))F'(Zo).
Ahora, si F'(Z) es invertible y derivable en Z; entonces
F(Z2) = F(Zo) + (Z — Zo) F1(2).
Sea Y = F(Z) y sustituyendo en lo anterior
Y =W+ (F7H(Y) — FH(W)) Fu(F~1(Y))

por lo que
Y — W)
iy = W) ey
R A UD
(Y - WO) . . —1 . . . .
notemos que RFIY) es continua en Wy por lo tanto F'~1(Y") es derivable en Wy y la derivada es
1

1
FI(F=1 (W)
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Teorema 6.1.4 (Derivadas de funciones elementales.) Las funciones siguientes introducidas en el Capitu-
lo 5 son derivables en cualquier punto Z = Zy donde estén definidas, concretamente:

1. Cualquier funcion constante es derivable con derivada igual a cero.
2. Los polinomios bicomplejos son derivables en cualquier Z € BC. En particular, se tiene:
(ZN)/ — nznfl.

3. La funcién exponencial bicompleja eZ es derivable y su derivada en un punto Z es e?.

4. La funcion (m,n)—rama logaritmica F(Z) = Inm, . (Z), que estd definida para todos los nimeros bicom-
plejos invertibles Z, es derivable para tales Z, y su derivada es

(Inm,n)'(2) = %

Demostracion.
1. Es cierta usando la Definicién 6.1.1.
2. Recordando que para cualesquiera nimeros se cumple lo siguiente
M =728 =(Z = 20) (2" + 2" Zg + .+ Z5 7T
y utilizando (6.3) con la funcidn,
F(Z)=2"'" 42" 2720+ ...+ 2371

como F'(Zy) = Fi(Zo) = Zy) ' + Z) 2 Zo + ...+ Z{ ! se obtiene el resultado.

3. Consideremos a Z € BC y H cualquier niimero bicomplejo invertible, tenemos

Se demostrara que

=1

1t
H@Eg?—m H

Para esto, escribamos a H en su forma C(i)—idempotente H = he + ke, donde hk # 0. Entonces

el = ele + eFel, por lo que

el —1 ehe + ekel el —1 ek —1
= = e+ ef.
H he + ket h k

Por lo tanto

Se sigue que

Iim —— = 1i .
Hggo H Hggoe H

Es decir ()" = e, para toda Z € BC.
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4. Recordemos que la (m,n)—rama de logaritmo de la funcién ln,, , e
bicomplejos invertibles, también es la inversa de la funcién eZ (
Entonces tenemos por la parte 4 del Teorema 6.1.2:

1= (el”mm(Z))/ = emmn(Z) - (Ing,m)'(Z)
Como Z es un numero bicomplejo invertible arbitrario tenemos

)

NI =

(lnm,n)/(z)

lo cual concluye la demostracion.

6.1.1.
Sea F' una funcién bicompleja F' : Q2 — BC de variable bicompleja

Z =z + iy + jxa + kyo.

Z

(6]

std definida para todos los nimeros

al menos en un subconjunto de su dominio).

“(nmn) (2).

Diferentes tipos de derivadas parciales de funciones de bicomplejas

Debido a las diferentes maneras en que se pueden escribir los nimeros bicomplejos, F hereda las representaciones

analogas, especificamente:

F=fi+jfa=p1+ipa=091+kgs =y +ky =1 +ife = g1 +Jjg2

= fu1 +ifi2 +jfo1 + kfao,

(6.6)

donde f1, f2, 91,92 son funciones C(i) valuadas, p1, p2,71,72 son funciones C(j) valuadas, f1, f2, g1, g2 son fun-

ciones hiperbdlicas valuadas, v fi1, fi2, f21, fo2, son real valuadas, todas d

e variable bicompleja Z.

Sea Zy € Q y tomemos a H = hyy + +ih12 + jho1 + khoo el incremento, las derivadas parciales de F' con
respecto a las variables x1, y1, 22, Y2 esta definidas de la manera usual (cuando estas existen) a continuacién se

muestra la notacion de dichas derivabas:

e T o
%(ZO) = i F(Zo + if;llzz) - F<Zo)’ (6.8)
(% (Zo) = lim, F(Zo H};f;) — F(Z) (6.9)
e (610

Usando (1.1) y (1.2) se pueden escribir los incrementos de la siguiente

manera

H = hy + jho := (h11 + ih12) + j(ho1 + ihao)
= K1 + k9 == (h11 + jho1) + i(h12 + jhoo).

que da pie a la siguiente definicion

Definicién 6.1.2 Las derivadas parciales complejas de una funcion bicompleja F estdn definidas como los

siguientes limites (si existen):
F(Zo +h1) — F(Zo)

ha

F! (Z) = lfm

h1*>0

F(Zy + jhe) — F(Zy)

(6.11)

)

F! (Zy) == lim

hQ‘)O

ha

(6.12)

Y
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F(ZO + Kl) — F(Zo)

’ T

Fl (Zo) = Klllgo p ) (6.13)
F(Zy + irs) — F(Z

Fl(Z) := lim (Zo +irs) = F(Z0) (6.14)

rko—0 /4,2

De manera similar introducimos las derivadas parciales hiperbélicas: si usamos (1.3) y escribimos los incre-
mentos como

H = by +ibg := (h11 + khaa) + i(h12 + k(—ha21)),
entonces las derivadas parciales hiperbdlicas son

_ m F(Zy+b1) — F(Zy)
h1¢60(D),h1—0 b1

Fl (%) :

)

Fi,(Zo):=  lim F(Zo +ib2) — F(Zo)

- , 6.15
h2¢So(D),ha—0 b2 (6.15)

donde el simbolo Gy(D) := &9 N D indicamos el conjunto los divisores de cero hiperbdlicos en D junto con el 0.
Se podria pensar que debido a la “simetria” de las unidades imaginarias iy j, y por lo tanto en analogia entre
las correspondientes variables complejas, no hay razén para definir todas las derivadas parciales (6.11) — (6.14).

El siguiente ejemplo ilustra que dentro de los bicomplejos hay diferencias relevantes.

Ejemplo 6.1.1 Considere la funcion F : BC — BC, F(Z) = Z'. Podemos ver lo siguiente

F(Zo) =1, FL,(Zo) = —j
pues
hy
/ = i _— = 1
le hlllgo hl
y ademds
/ I P _jh2 .
2, (Z0) = hlglg() ha

Pero F{ (Zo) no existe para cualquier Zo € BC. Ya que

. hi1 —jhoo
F! (Zo) = lim 1t —9%22
o (%) 130 hi1 + jhoo’

este ultimo no existe pues haciendo h11 =0 0 hos = 0 el valor del limite no es el mismo.
De manera similar F{,(Zo) tampoco existe.

Observacién 6.1.3 Las férmulas (1.4)-(1.6) sugieren introducir seis derivadas parciales: cuatro complejas y
dos hiperbdlicas. Pero como existe una relacion directa entre las correspondientes variables:

wy =21, W= —izs, wi=C0, wr=-jC, wW;=3, y=—Kkjo,

se puede ver que no hay informacion nueva. Cuando se utiliza la escritura idempotente se tienen resultados mds
interesantes.

Los nimeros bicomplejos tienen distintas representaciones, en esta seccién se investigara que implica la
existencia de la derivada en los diferentes tipos de derivadas parciales.
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Teorema 6.1.5 Considere la funcion bicompleja F : Q@ C BC — BC derivable en Zy € Q. Entonces los
siguientes enunciados son verdaderos:

oF

oF
1. Las derivadas parciales reales —(Zp) y —
(93;‘4 (“)yg

(Zo) existen, para £ =1,2.

2. Las derivadas parciales reales satisfacen las siguientes identidades:

oF LOF OF OF
F'(Zy) = TM(ZO) = _laT/l(ZO) = —J%(ZO) = k@(ZO)- (6.16)

Demostracion.

Como F' es derivable en Zj, el limite (6.2) existe sin importar de que manera H converja a cero, mientras
sea un nudmero invertible. Primero consideremos a H como un ndmero real, es decir, de la forma H = x; =
21 +1i0+j0+j0 — 0, 21 # 0, que es siempre invertible. Como F”(Z;) existe, entonces el siguiente limite también
existe:

F(Zo + J}l) — F(Zo)

lim

x1—0 Iy
y coincide con g—fl(Zo). Para los demads casos basta tomar a H = iyq, jro, kys, todos distintos de cero, usar la
unicidad de F'(Zy) y se obtienen los resultados faltantes. [ |

Escribamos a F' de la siguiente manera F' = f11 +if12 +jfo1 + kfa2 en términos de sus componentes reales,
que son todas funciones reales de variable bicompleja. Una consecuencia inmediata del Teorema 6.1.5 es:

Corolario 6.1.1 Si F' es derivable en Zy, entonces la matriz Jacobiana (real) de F en Zy es de la forma

a —-b —c d
b —d -
TalFl=|0 0 0T (6.17)
d c b a
donde
- Ofu _ Ofi2 _ Ofa1 _ 3f22’ (6.18)

Oxq oy Oz 0y

8f11 8f12 af21 a.]622
= — = = — = 1
b 8y1 6561 8y2 8x2 ’ (6 9)

_ _3f11 o _af12 _ Ofa1  Ofan

= = , 6.20
Oz Oy 0xq o (6.20)
0 9] 0 0
di— J11 _ J12 _ Jo1 _ f22’ (6.21)
8y2 8.%'2 8y1 (93}1
y donde todas las derivadas parciales estin evaluadas en Z.
Demostracion. La prueba consiste en manipular las identidades de (6.16) escritas en términos de fi;. |

Observacién 6.1.4 Toda matriz de 4 x 4 con entradas reales determina una transformacion lineal en R*.
Pero si vemos a R* como BC no toda matriz de 4 x 4 va a ser una transformacion lineal en BC, sin embargo
las matrices de la forma (6.17) si inducen transformaciones lineales en BC. Ademds, en la matriz (6.17) hay
escondidas dos linealidades con respecto a los campos C(i) y C(j) en el siguiente sentido: consideremos las
identificaciones

(x1 +iy1, x2 + iy2) = (21, 22) < (21,1, T2, Y2)

(1 + jr2, y1 +iy2) = (C1,C2) > (@1, 41,72, Y2)



78 CAPITULO 6. DERIVADA Y DIFERENCIAL BICOMPLEJA

se tiene dos diferentes identificaciones C2(i) +» R* y C2(j) <+ R*. Se sigue que una matriz de 4 x 4 con entradas
reales no solo determina una transformacidn lineal real también una C(i)—lineal, si y sélo si es de la forma

I —m u —w
m l vu
t —-s g —h
S t h g

de manera similar, una matriz de 4 x 4 define una tranformacién C(j)—lineal, si y sélo si es de la forma

A B —-FE -F
¢ D -G —-H
E F A B
G H C D

la matriz (6.17) tiene ambas estructuras.

Observacién 6.1.5 El determinante de (6.17) estd dado por
det(Jz,) = ((b+¢)* + (a—d)?) - ((b—¢)® + (a + d)?) € Rt U {0}.
Lo anterior es equivalente a
| F"(Zo) 7%,
es decir el cuadrado del mdédulo usual del cuadrado del médulo complejo de F'(Zy).

Notemos que det(Jz,) =0 si y sdlo si F'(Zy) € So, que es equivalente a
b=—-cya=d, obien,b=cya=—d. (6.22)

Note que estas relaciones son entre las derivadas parciales reales de los componentes reales de F' evaluados en
Zy. Recordemos que las derivadas F' en Zy estdn dadas por

F'(Zy) = a4+ bi+ cj + dk.
De hecho, si b= —c y a = d, (respectivamente si b= c y a = —d) entonces
F'(Zy) =a(l+k)+b(i+]) =a(l+k)+ib(l —k) =2(a+1idb)e,

entonces F'(Zy) € BCe C &g (respectivamente F'(Zy) € BCqt). Ahora, F'(Zy) =0 si y sélo sia=b=c=d =
0, y F'(Zy) € &g si y sdlo si (6.22) se cumplen. Por ejemplo, si para todas las cuatro derivadas parciales reales
de cualquier funcion fre son cero en Zy, se sigue que F'(Zy) = 0. En particular, si una de las fre es constante
alrededor de Zy, entonces F'(Zy) =0

A continuacién se investigaran las consecuencias de la existencia de F'(Zj) en términos de las variables z1, 23 €
C(i), donde se escribira la variable Z como Z = z1 + jzo.

Teorema 6.1.6 Considere la funcion bicompleja F = f1 + jfo derivable en Zy. Entonces
1. Las derivadas C(i)—complejas parciales I, (Zy) existe para | = 1,2.
2. Las deriwvadas parciales complejas anteriores cumplen lo siguiente:
F'(Zy) = F. (Zy) = —jF.,(Z), (6.23)

que es equivalente al sistema Cauchy-Riemann C(i)—complejo de F (en Zy), también llamado sistema
generalizado de Cauchy-Riemann:

fi.2.(Z0) = f5.,(Z0), f1.2,(Z0) = = f2,2, (Zo). (6.24)
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Demostracion.
Asi como en la demostracién del Teorema 6.1.5, el limite deberia ser el mismo sin importar como se acerque H
a cero, mientras H sea invertible. Se eligird a H = hy = hy + j0 — 0, y observe que Zy = zp1 + jzo2, entonces

Zo+ H = (201 + h1) + jzo2- Entonces, como F'(Zy) existe, el siguiente limite también existe:
F(Zy+ h1) — F(Z
F(Zy) = lim LGt ) = F(Zo) _ g
h1—0 hq !
De manera similar si tomamos H = jha — 0 obtenemos:
. F(Zo+jha) — F(Zy) .
’ _ s
F'(Zo) = lim, s = —JF.,(Zo).

Es decir, las derivadas parciales complejas de F' con respecto a z1 y 2o existen (en Zp), y verifican las siguiente
igualdad:
F'(Zo) = F.,(Z) =

—jF. (Zo). (6.25)

Si escribimos a F' = f; + jfo, las derivadas parciales complejas de F' en Zj estan dadas por

F. (Zo) = 11,.,(Z0) +§f5..,(Z0), F.,(Z0) = [1,.,(Z0) +if5,2,(Z0)-

Podemos notar que la igualdad (6.25) es equivalente a las condiciones C(i)—complejas de Cauchy-Riemann para
F en Z.

Observe que el simbolo f] ., (y otro similares definidos) denota en esta situacién la derivada parcial compleja
en un punto, no formalmente el operador

of _ <3f 8f)

921 2\0m Oy

O0x1 8y1

definido en las funciones C''. Al mismo tiempo, estos resultados indican que las funciones bicomplejas que son
derivables en un dominio estédn relacionados con las funciones holomorfas de dos variables complejas.

Corolario 6.1.2 Sea F = f1 +jfo una funcion bicompleja derivable en Zy, entonces los componentes reales de
las funciones f1 = f11 +1ifi2 y fo = fo1 +ifoo satisfacen las condiciones usuales reales de Cauchy-Riemann (en
el punto Zy) asociadas con cada variable compleja z1 = x1 + iy1 y 22 = T2 + iy2; en notacion compleja esto es

equivalente a
oF OF

a—Z(Zo) 0% —(Zy) =0, (6.26)
es decir, 5 5 ) )
aﬁ(Zo) 8E(Zo) aE(Zo) 6E(ZO) =0, (6.27)

donde los simbolos -2 y -2 son operadores formales de funciones C(i) valuadas en z1 y z2, con derivadas
. 62:1 822 ?
parciales en Zy, a saber

of of . of
82’1 ’ (8331 Tt 8y1)
of f f

822 ' (6372 +i 83/2)

Demostracion. Usaremos las igualdades de (6.16) involucrando las derivadas parciales reales de F' = f1 4+ jf2 en
Zy. La segunda igualdad en (6.16) es

or
8:51

(Zo) =

LOF
—i5—(%),

6.28
o (6.28)

que es equivalente a (para simplificar se eliminard la referencia explicita a Z)
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Ofun  .0fi2
ory +18x1 + ory ox oy +13y1 + oy oy

debido a que las funciones fi, son reales, esto es equivalente al sistema de ecuaciones en derivadas parciales:

Ofin  Ofie Ofun _ Ofie

0 0 0 0 0 0
f f21—|—ij f22:_i( Ju1 | . 0f12 i f21+ij f22).

01 oy’ oy dxy’
a]021 o 8]022 a]021 o _af22
81‘1 a 8y1 ’ 8y1 o 8$1 ' (629)

Estas son las condiciones reales de Cauchy-Riemann para las funciones complejas f1 = fi1+ifi2 v fo = for+ifao,
con respecto a la variable z; = z1 + iy;. En notacién compleja, si escribimos la igualdad (6.28) en términos

del operador diferencial complejo % = % (8%1 + ia%l) , se vuelve equivalente a la primera parte de (6.26). Se

repetira este razonamiento para la igualdad

oOF oF
_LOF L OF
in—(Zo) s

92, (Zy), (6.30)

que, después de dividir por j, es equivalente a la segunda igualdad de (6.26). Esto lleva a la conclusién que f;
y fo verifican las condiciones reales de Cauchy-Riemann con respecto a la variable zo en Zj. |

Este corolario muestra la relacion entre la derivabilidad bicompleja y la holomorfia clasica de las funciones
complejas de dos variables complejas.

Se expresara a Z como Z = (7 + i(s, y la funcién bicompleja F' como F' = p; +ips, donde p1 = f11 +jfi2 y
p2 = fa1 + jf22 son funciones C(j)—valuadas. Se probard el siguiente resultado.

Teorema 6.1.7 Considere la funcion F bicompleja derivable en Zy. Entonces
1. Las derivadas C(j)—complejas parciales FC/e(ZO) existen, para £ =1, 2.
2. Las derivadas complejas cumplen la siguiente igualdad:
F'(Zo) = F{ (Zo) = —iF(,(Z0), (6.31)
que es equivalente al sistema Cauchy-Riemann C(j)—complejo (en Zy):

P/1,<1(ZO) = Plz,gg(Zo)a PQ,CQ(ZO) = _P/Q,gl(Zo)' (6.32)

Demostracion. Consideremos a H, invertible, de la forma H = k1 + i0 y después de la forma H = 0 + ixg,
donde k1, k2 € C(j), si procedemos de manera similar al Teorema 6.1.6 concluimos que las derivadas parciales
complejas de F existen en Zjy para (1,2 € C(j), y cumplen la igualdad

F'(Zo) = F{,(Zo) = —iF,(Zo), (6.33)
donde
F (Zo) = p ¢, (Zo) +ipy ¢, (Z0), F¢,(Zo) = P ¢,(Z0) +1ipy ¢, (Z0)-
Observe que la igualdad (6.33) es equivalente al sistema (6.32). [

Corolario 6.1.3 Si F = p; + ips es una funcion bicompleja derivable en Zy, entonces las componentes reales
de las funciones p1 = f11 + jfo1 y p2 = fo1r + jfoo verifican las condiciones reales de Cauchy-Riemann en Z
asociado a las variables (1 = x1 + jro y p2 = y1 + jy2. En notacion compleja esto es equivalente a

oF oF
67({‘(20) = aig(zo) =0, (6.34)
es decir, 5 5 5 5
P1 _op; _ 0p2 _ 0Op2 o

donde,
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8 ._1 i_;,_'ﬂ 8 _1 i+'i
ac; T 2\ 0z oz, ) o T 2 \oy Yoy, )

Demostracion. Se sigue de las igualdades de (6.16) entre las derivadas parciales reales de F' que garantizan

OF OF OF . OF
87331(20) = _JGTCQF(ZO)’ —lafyl(Zo) = 72(20) (6.36)

que son equivalentes a (6.34). [ |

Observacion 6.1.6 Se demostrd en el Ejemplo 6.1.1 que es posible para una funcion bicompleja tener derivadas
parciales con respecto a z1 y zo pero no tener derivadas parciales con respecto a (1,(s. Pero si una funcion
bicompleja es derivable esto no es posible. Una funcion bicompleja derivable tiene derivadas parciales con respecto
a las variables C(i)—complejas z1, zo ast como a las variables C(j)—complejas (1, (2. Ademds , las fomulas (6.23)
y (6.31) demuestran que dichas derivadas estdn relacionadas por

FL,(Zo) = F( (Zo) = —JF.,(Z0) = —1F,(Z0).

Expresando la variable bicompleja Z = 31 +i32, donde 31 = x1+ky2 ¥ 32 = y1 +k(—22) son nimeros hiperbdlicos
y a la funcién F = §; 4+ kfq, donde f; = f11 + k(f22) v f2 = f12 + k(—f21). Se tiene lo siguiente:

Teorema 6.1.8 Si la funcion bicompleja F = 1 + if2 es derivable en un punto Zy, entonces:
1. Las derivadas parciales hiperbolicas ng existen para £ = 1,2.

2. Las derivadas parciales anteriores cumplen lo siguiente
F'(Zy) = F;,(Z0) = —iF},(Z0),

que es equivalente al sistema de Cauchy-Riemann para los componentes hiperbdlicos de la funcion derivable
bicompleja:
f1131 (ZO), = f/2,32(ZO)v f/l,jg(ZO) = _f/2,51(ZO)' (637)

Demostracion. Se demuestra como antes, solo que tomando H = b1 + ihs pero como H es invertible entonces
H =01 +10 o bien H = ihy, donde b1 y ho numeros hiperbolicos. Se obtiene también:

F'(Zy) = F! (Zy) = —iF!(Z0o),
que es equivalente a sistema (6.37). [ |

Corolario 6.1.4 Si F' = f; + ify es derivable en Zy, entonces los componentes reales de las funciones f1 =
fi1 + kfoo y f2 = fia + k(—f21) cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann con respecto a las variables
31,32 € D; en términos hiperbolicos esto es equivalente a

oF oF

afﬁ(zo) = @(Zo) =0, (6.38)
es decir,
Of1 O P O
832( 0) 82{5( 0) 83<1>( 0) 833( 0) =0, (6.39)
donde
0 1/ 0 0 0 1/ 0 0
o =3 *an) g2 (on o) (6:40)
Demostracion. Usando las igualdades de (6.16) obtenemos:
oF OF OF OF
—(Zy) =k—(Z —(Zp) = -k—(Z A1
8‘751( 0) ay2( O)’ 8y1( 0) 6$2( 0)? (6 )

donde k = ij. Usando (6.40) obtenemos (6.38). |
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Observacién 6.1.7 Apelando a las formulas (1.4)-(1.6) que usan las variables wy,ws,w1,ws y las variables
hiperbolicas 11,105, podria preguntarse ;Qué pasa con las condiciones de Cauchy-Riemann con respecto a las
derivadas parciales correspondientes? La Observacion 6.1.3 explica como puede obtenerse directamente de los
enunciados anteriores.

Definicién 6.1.3 Sea F' una funcion bicompleja definida en un conjunto no vacio  C BC. Si F tiene deri-
vada bicompleja en todo punto de 2, se dird que F' es una funcion holomorfa bicompleja, o bien, una funcion
BC—holomorfa.

6.2. Diferenciabilidad real y derivabilidad bicompleja

6.2.1. Diferenciabilidad real y derivada bicompleja.

Sea 2 C BC un conjunto abierto y F' :  — BC es una funcién bicompleja de clase C1(€2) con respecto a las
coordenadas canoénicas x1,y1, T2, y2. Se quiere determinar que lugar ocupan las funciones BC—holomorfas entre
las funciones bicomplejas de clase C*, es decir, funciones R—diferenciables con derivada continua. La condicién
F € C'(Q,BC) asegura que F es R—diferenciable para cualquier Z € €, es decir, la matriz de derivadas parciales
existe y

oF OF oF oF
F(Z+H)—-F(Z)=—(2)h —(Z)h —(Z)h —(2)h o(H 6.42
(Z+H)-F(Z) axl()nJrayl()12+8I2()21+8y2()22+( ) (6.42)
donde Z = x1 +iy1 + jro + kya, H = hi1 + ihi2 + jho1 + khoo, donde o(H) representa una funcién de la forma
a(H)|H| con I}{imoa(H ) = 0. Esta férmula depende de que estdn escritas en las coordenadas euclidianas, tanto
—

la F' como la variable Z.
Sera interesante analizar la estructura de dicha funcién con respecto a los otros sistemas de coordenadas.

Se escribird (6.42) en términos C(i)—complejos, si hy := hi1 + ihia ¥ ho 1= hoy + ihoo, entonces

h1 +El hl—ﬁl
hi1 = hio =
11 5 o 5
L _ ha+hy _ha—ha
n=—p 5 hn=—F%

Usando lo anterior en (6.42) y agrupando adecuadamente, se obtiene que F(Z + H) — F(Z) es igual a:
1/ 0F OF 1/ 0F OF — 1 /0F OF
()i 2)) A o (2) i (2) ) P+ = (o—(2) —ie—(2)) -k
2 (8x1( ) layl( )> 1+2 (8x1( )+18y1( >) 1+2 (({91'2( ) 18302( )> 2+

+% (gi(Z) + igi(z)) ~ho +o(H).

Si usamos las variables C(i)—complejas 21 = x1+1iy1 y 22 = x2+1iys, v los operadores diferenciables complejos

usuales
o _1/0 9y 9 _1
821 B 2 5'x1 8y1 ’ 821 o 2

0 1 0 .0 0 1 0 .0
82’2 o 5 <6I2 - layQ) ’ 852 B 5 <8x2 * layQ) ' (643>
se obtiene la férmula
oF oF — oF oF —

Se enfatiza que (6.44) no expresa ninguna nueva nocién, de hecho, esto solo es la condicién de la diferencia-
bilidad real de una funcién C!—bicompleja, a pesar que de que esté expresado en términos C(i)—complejos.

Observe que en la Seccién 6.1.1 se introdujeron los simbolos F, (Z) y F.,(Z) en lugar de los stmbolos 3—5(2)

OF . . . . . _
y aTQ(Z ) porque los primeros son derivadas parciales complejas, definidas, como de costumbre, como limites de
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cocientes de diferencia adecuados, mientras tanto los tltimos indica operadores bien conocidos que actiian sobre
funciones C'. La relacién entre estas dos nociones es clara mediante la siguiente definicién y el teorema posterior.

Definicién 6.2.1 Una funcién bicompleja F de clase C' es C(i)—diferenciable si
F(Z+H)-F(Z)=F,(Z) -hi1+F.(Z) hy +o(H).

Teorema 6.2.1 Una funcion F = fi + jfs de clase C' es C(i)—diferenciable si y sélo si ambas componentes
f1(z1, 22), fa(z1, 22) son funciones holomorfas en el sentido de dos variables complejas.

Demostracion. La derivada parcial F! (Z) existe en Q si y sélo si el operador =2~ (que se puede considerar
1 Jz1
como dual del operador 8%1) anula a F. Es decir, si y sélo si F' es holomorfa como funcién de z1; esto se prueba

tomando a ho =0y hy # 0 en (6.44). Lo que queda es

OF OF —
= 5-(2) -+ 5—(Z) - ha + o(H),
(921

F(Z+H)—F(Z)=F(Z+h) - F(Z) e

y como % no tiene limite cuando h; — 0, entonces se concluye que F, (Z) existe si y sélo si % = 0. En este

caso, F'(Z) = F. (Z) = 2£(2)

— 9=
De manera similar, la derivada parcial F}, (Z) existe en (2 si y sélo si el operador 6%2 anula a I'; esto es porque
se puede tomar ahora hy = 0,hy # 0 en (6.44). Entonces I (Z) = g—i(Z) =F'(2) = fjg—j;(Z).
Finalmente, se pueden usar las dos condiciones

OF OF
—(Z)=—(Z)=0
071 0Z9 ( )
cumplirse en €, con (6.44) convirtiéndose en
F(Z+H)-F(Z)=F.(Z)-h1+F. (Z)-hy+o(H). (6.45)
Esto concluye la prueba. |

Observe que para funciones bicomplejas C(i)—diferenciables, en general, no hay relaciones entre sus deriva-
das parciales complejas.

Calculos similares se pueden realizar con las otras representaciones de nimeros bicomplejos, por ejemplo
si Z = (1 +i¢ € C%(j) y los C(j) incrementos son, k1 := hi1 + jho1 v K2 := hia + jhos. Siguiendo los pasos
anteriores eventualmente se llega al andlogo de (6.44):

F(Z+H)-F(Z) = g—g(zm + 2?“1 + S—Z(Z)@ + gf@ +o(H), (6.46)
1 2
9

donde las expresiones a6 (y similares) son los operadores usuales diferenciales complejos en C(j). Lo anterior
representa la diferenciabilidad real de las funciones bicomplejas C'! en términos C(j)—bicomplejos.

El mismo andlisis de arriba se aplica a la ecuacién (6.46) para llegar a que la diferenciabilidad C(j)—compleja
de una funcién bicompleja es
F(Z+H)-F(Z)= FC’I(Z) “K1+ Fg’z(Z) -+o(H).
Note que la Observacién 6.1.3. explica porque con las otras variables complejas w1, ws, w1, ws Se permite hacer

un andlisis similar del incremento de la funcién.

Ahora consideremos a Z = 31 + i32 donde 31 = 1 + kys y 32 = y1 + k(—x2) son variables hiperbdlicas. Los
incrementos hiperbdlicos son b1 = hi1 + khao y ha = hia + k(—ha1). Usando las siguientes férmulas

+53 3
hll — bl 5 b17 h22 _ h12kh1’
h _ ba+b3 L __ba—b3

12 5 o ha TR
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Si se reagrupa el lado derecho de (6.42) de la siguiente manera:

_OF . bhi+by OF . botbs OF . hy—b3 OF . b bt

renee _189619(112) ? aF+ oy L op 83:2(81)7. S +1ay2;?' 2k 3F+O(H):
3 (@ 1@ )5 (@) kg @) )b+ (5 (2) -k (@) ) o
+% (g;(Z) +kgxi(Z)) hS + o(H).

Los operadores diferenciales “hiperbdlicos” anteriores son consistentes con los del andlisis hiperbdlico. Para
la variable hiperbdlica 3 = = + ky, las formas formales de la derivada hiperbdlica estan dadas por las fémulas:

o_1(0 oN 9 _1(0 0
05 2\ 0z dy)’> 03 2\0z oy )’

donde 3° = x —ky es el conjugado hiperbdlico de 3. Entonces, en términos de variables hiperbdlicas 31 = z1 +kys
¥ 32 = y1 + k(—x3) y los correspondientes operadores diferenciables hiperbdlicos se obtiene:

_OF OF OF OF

F(Z+H)—-F(Z) = @(Z)hl + 871}(2)?)? + 5 ()2 + 55 (2)b3 + o(H), (6.47)

952 955

que es una variacién de la diferenciabilidad real de funciones C''—bicomplejas.

Se puede aplicar a la ecuacién (6.47) un razonamiento similar a lo anterior. En particular, la definicién de
la diferenciabilidad hiperbélica de una funcién hiperbdlica
_OF oF

F(Z++ H) = F(2) = 5o(2)h + 5 (Z)h+ o(H),

6.2.2. Diferenciabilidad real y parciales bicomplejas

La férmula (6.42) asi como (6.44),(6.46) y (6.47) expresan la diferenciabilidad real de una funcién bicompleja
expresada en diferentes formas: la primera en el lenguaje real, las siguientes dos en lenguajes complejos C(i) y
C(j), respectivamente y la tltima en lenguaje hiperbélico. Se verd el comportamiento en lenguaje bicomplejo.
Sea H = hy + jhe un incremento bicomplejo donde tenemos

H+ Ht H - Ht
hy = ho =
1 2 5 162 2j ’
- H+H* - H-H*
h = h = . .4
1 2 5 102 2j (6 8)

De esta manera (6.44) es equivalente a

<8F jaF) (Z)-H + % (8F +j§i(2)> -HT+

F(Z+H)-F(Z) = o

1 /0F OF — 1 /[/0F oF
= —j—=— | Z2)-H+=-|—-j—(2)| -H* H). 4
3 (55 ~ige ) @ Ha g (55 ~IgE @)1 o). (649
Se introducen los siguientes operadores diferenciales bicomplejos:

o _1(or 0P\ 0 _1(0 .0

07 = 2\0m 0m) 02T T 2\0xs 0m)

0 1/ 0 0 0 1/ 0 0

T A — == — +j—=]. 6.50

EY4 2(351 Jazz)’ az* 2(3,21“322) (6.50)

Se obtiene la siguiete expresién intrinseca de la diferenciabilidad real de una funcién bicompleja F' en térmi-
nos de operadores diferenciales bicomplejos y variables:
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oF oF oF, _— OF

il - T

aZ(Z)HJr Y% (Z)H" + aZ(Z)H+ Y
Mientras que la diferenciabilidad real define los coeficientes de (6.51) de manera tnica, se puede pensar que
escribiendo a Z y a H de otra manera, entonces la férmula (6.51) serfa diferente, esto es incorrecto, pues,
los operadores a%v a%’ a% y a% en la parte derecha de (6.51) estédn definidos de manera unica. Esto requiere
aclarar a que se refiere la “unicidad”. Estos son los mismos operadores solamente cuando actudn en funciones
bicomplejas, sin tomar cualquier subestructura intrinseca en BC. Por ejemplo, si las funciones son consideradas
C2(i), C?(j)—valuadas entonces los operadores son diferentes, esto es porque actian en objetos de diferente

naturaleza. Por esta razon, se debe tener cuidado con las funciones bicomplejas y los operadores.

F(Z+H)-F(Z) = (Z)H* + o(H). (6.51)

Se escribiran operadores en diferentes posibilidades:

9 _1/9 9N_1(09 .0
0z 2\0m Yoz ) " 2\aa G
_L(0 s oN_L1(o 9
_2 831 332 2 8 (9’[02
N A 9
T2\ 0w 0wy ) 2 6m1 o,
1/ 0 o o 9
S (P T LA 52
4 (8.%1 layl Jaxz + 8y2> ’ (6 g )
o _1fo o\ _1(0 .0
0zt 2\ 0z "0z 2 \a¢y Ot
_lfo oN_1(ro 9
_2 833) 833 2 6101 3w2
_1(0 L oN_1(9 .0
"2 \owr  “aw; ) T 2 \owe " oms
1/0 .0 .0 9
=1 (o 9 Han o) (6:53)
o _1(90 O9N_1(29 +-i
0z 2\am Yoz ) " 2\aa TlaG
_ 1o L O9N_1(9 .90
T2\ 0w (ows) T 2 \ons o
_1(0 0N _1(9 9
_2 85? 353 _2 5‘w1 8w2
1/ 0 o o 9
S (T T L A T 54
4 (8%1 +18y1 J(?Z'Q 8y2> ’ (6 g )
o _1(9 ,O0N_1(9 ;0
0zx 2\ 07, Zo 2\o¢t  0¢

1/ 0 ) 9 )
=3 < tie— i + k> (6.55)
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Hay que precisar que tomar en cuenta la escritura de la funcién F' en sus diferentes coordenadas para poder
utilizar las diferentes escrituras del operador, por ejemplo si se toma una funcién bicompleja F y si le aplica
el operador %; la funcién resultante BSZF* es una funcién bicompleja. Pero si consideramos a F' como una
.z 2/ 2/ . . _ o
funcién de C*(i) a C*(i), digamos F' = ([, F»), entonces el operador 57+

1 9 s 0
3 (8—31 +JO—ZZ), esto es,

coincide con la accién del operador

4] 6]
1(om —om) (D

o 0

oz, o= F

pero no entenderla como la accién del operador % ( a?* + i%) .
1 2

Ahora podemos relacionar las diferentes parciales con el concepto de ser holomorfa.
Teorema 6.2.2 Sea F € C1(Q,BC), si F BC—holomorfa entonces se cumplen las igualdades

OF OF OF
@(Z) - a?(z) T ozx

(Z) =0, (6.56)

para todo Z € €.

Demostracion. Como F es BC—holomorfa, la igualdad (6.4) se cumple para toda H ¢ Sg. Como F es una funcién
de clase C*, entonces (6.51) cumple para cualquier H # 0, luego, ambas férmulas se cumplen para elementos que
no sean divisores de cero. Entonces (6.56) se sigue directamente comparando (6.4) y (6.51) ademas de recordar
que son las unicas representaciones de F'. |

Observacion 6.2.1 FEl regreso de la afirmacion anterior es verdadera pero se demostrard mds adelante.

En orden de tener mas consistencia con los razonamientos previos de esta seccién y en analogia con los casos
de funciones de variable real o compleja, se introduce la siguiente definicién:

Definicién 6.2.2 Una funcién bicompleja F € C*(Q,BC) es llamada BC— diferenciable bicompleja en Z €
si existe una constante bicompleja Az tal que,

F(Z+H)-F(Z)=Az-H+«a(H)H (6.57)
con a(H) — 0 cuando H — 0.

Note que en esta definicién, H puede ser un divisor de cero pero tomando a H en (6.57) que no sea un divisor
de cero, se obtiene por (6.4) que la BC—diferenciabilidad implica la BC—derivabilidad.

6.3. Holomorfia bicompleja vs holomorfia en dos variables

Sea F' una funcién BC—holomorfa, escrita como F' = f; + jfo en un domino 2 C BC con la variable
independiente escrita como Z = z; + jzo. Por el Teorema 6.2.2, y la Observacién 6.2.1, esto es equivalente a
decir que F' satisface en € el sistema

oF  OF  OF

ozt 9z 0z

Para los operadores involucrados se usaran las representaciones mas apropiados de la tabla de la seccion
anterior. Usando tal representacién para los operadores a% y % se llega al sistema

OF OF _ = OF OF _

= P — — =0
071 J 0%Za ’ 071 +J 0%Za ’

implicando que 3712 =0 = 3712- Lo anterior es equivalente a la holomorfia, en el sentido de dos variables
C(i)—complejas, de las funciones componentes f1, fo de F. Por lo tanto F' puede ser vista como una funcién
holomorfa de Q C C?(i) — C2(i). Pero se tiene mds informacién. Como % = 0, entonces F' = f; + jfo verifica
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OF 1/ 0 .0 .
27t "3 ((921 +‘]821) (fr+if2)(Z)

of _0f o __0f
6Z1 o 822’ 822 82317

es decir, las derivadas parciales complejas de funciones holomorfas fi, fo no son independientes; estan relacio-

nados con las condiciones de Cauchy-Riemann (6.58). Se resume este razonamiento de la siguiente manera

Por lo tanto

(6.58)

Proposicién 6.3.1 Una funcion F = f1 + jfa : @ C— BC es BC—holomorfa si y sdlo si, visto como funcion
de C%(i) — C2(i), es una funcion holomorfa con sus componentes relacionados bajo las condiciones de Cauchy-
Riemann (6.58).

En otras palabras, la teoria de funciones holomorfas bicomplejas se puede ver como la teoria de un sub-
conjunto propio de funciones holomorfas de dos variables complejas. Cada ecuacién en el Teorema 6.2.2 juega
un diferente rol: dos de ellas juntas garantizan la holomorffa de los componentes C(i)—complejos y el tercero
describe la relacion entre ellos.

Ahora, sea F' una funcién bicompleja holomorfa descrita como F' = g1 + jgo, donde g1 y go toman valores en
C(j) y escribiendo a Z = (7 + j(2, entonces los operadores diferenciables correspondientes son:

0 1 0 .0
<9ZT_2(3G‘18C§)’
o 1[/d .0
62_2(8@+18@>’

o0 1[0 43 0
ozx 2\a¢ oG )
Usando el Teorema 6.2.2 y la Observacién 6.2.1 para que F' sea una funcién holomorfa bicompleja significa que

OF 1 <8F ,8F>

ozt ~2\ag; o)
()
0Z 2\0G = 0 ’
oOF 1 /0F _OF
97"~ 2 (8@ “aq} -0

La primera y la tercera dan juntas, otra vez, que las componentes g; v g de F' son funciones holomorfas de
variables C(j)—complejas (1 y (2, mientras que la segunda ecuacién nos da

991 _ 09> o1 _ 992
¢ 9¢’ (s G
Proposicién 6.3.2 Una funcion F' = g1 +1igs : Q@ C BC — BC es BC—holomorfa si y solo si, visto como

una funcion de Q C C2(j) — C2(j), es una funcién holomorfa con sus componentes relacionados mediante las
condiciones de Cauchy-Riemann (6.59).

(6.59)

Finalmente, sea I’ una funcién BC—holomorfa F : QQ C BC — BC escrita de la forma F = u; + ius, donde uy, us
toman valores en D y escribimos a Z = 31 + i32, entonces los operadores correspondientes son

o 1/99 .0
6ZT:2<85§“63§)’
8:1<8+i8>
0Z  2\03%  03%)’
d

0Z* 2\ 0n 032 '
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Usando el Teorema 6.2.2 y la Observacion 6.2.1 se tiene que para que F' sea BC—holomorfa tiene que cumplir

6F1<8Fi8F>0
YAl 2 8;{{ 855 ’
aF_l(aFH@F)_O
oz  2\03%  055) 7
or 1<8F ,aF>O

97" 2\ 0y 05

La primera y segunda ecuacién implican juntas que los componentes u; y us de F' son funciones holomorfas
de variable hiperbdlica 31 y 32, mientras que la tltima ecuacién da las condiciones de Cauchy-Riemann:

ouq . Ous oy _ _8112

om _ 2 A _ 9z 6.60
831 852 852 851 ( )

Todas estas lucen como sus antecedentes en una variable compleja, pero hay una cosa diferente: se usan funciones
D—valuadas de dos variables hiperbdlicas y con derivadas parciales hiperbdlicas.

Teorema 6.3.3 Una funcion F = uy +iuy : Q@ C BC — BC es BC—holomorfa si y sdlo si, visto como una
funcién de Q C D? — D2, es una funcién holomorfa con sus componentes relacionadas por las condiciones de
Cauchy-Riemann (6.60).

6.4. Holomorfia bicompleja, representacion idempotente.

Sea F una funcion bicompleja F' :  C BC — BC definida en un dominio €2. Se escribiran todas los niimeros
bicomplejos implicados en su forma C(i)—idempotente, por ejemplo
Z = Ble + BQGT = (ll + iml)e -+ (12 + im2)6T7
F(Z)=G1(2)e+ Ga(2)el,
H =mne+mnel = (uy +ivy)e + (ug + ivo)el.

Se introducen los siguientes conjuntos que resultan ser dominios

Q= {B1 | Bre + Bae’ € Q) C C(i) (6.61)

Oy := {Ba | fre + Bae’ € Q) C C(i). (6.62)

Supongamos que F' € () donde las derivadas reales son tomadas con respecto a las “variables idempotentes
reales”: 1, m1,ls, ms; que estd relacionado con las variables cartesianas x1,y1, T2, y2 que se discutird después.
La condicién F € C*(Q) asegura la diferenciabilidad real de F en €, esto es,

E(2) vs+ o(H) (6.63)

oF oF oF
(Z2) w1+ 7—(Z)-v1 + 5~ U2+877n2

571 om 0ly (

para H — 0. Se seguira la Seccién 6.2 asi que se omitiran algunos detalles. Primero escribiremos la férmula
(6.63) en términos C(i)—complejos como

F(Z+H)—F(Z) = Z)-

1 3 1 _
U =§(n1+n1); U2=§(nz+nz);

i i
v1=§(m—m); vz=§(n2—nz),

entonces
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F(Z+ )~ F(Z) = g—f:w)%(m FT) + S (2)5 - )+
oL (2) 500 +T8) + o (2)5 1y — ) + o) =
5 (G2 - ig (@) 415 (51D +ig(2)) +
iy (52~ igm(@)) g (G + i () + o) =
= 1550 2+ T (2) 4 g (2) 4 T (2) 4 o)

Observacién 6.4.1 Los cdlculos anteriores muestran que una funcion bicompleja F de clase C', vista como
una funcion de C?(i) en C2(i), es holomorfa con respecto a B, (¢ = 1,2) si y sdlo si %(Z) =0 en Q. Por
ejemplo si F' es una funcion bicompleja y la expresamos en coordenadas cartesianas, entonces es BC—holomorfa
si y solo si sus componentes son holomorfas como funciones de dos variables complejas y satisfacen cada una
relaciones de tipo Cauchy-Riemann entre ellas. En el caso de que se exprese a ' en su forma idempotente el
ser BC—holomorfa serd equivalente a que cada una de las funciones componentes sea una funcion holomorfa de
una variable compleja y no hay relacion entre ellas.

Consideremos la identificacién de BC y C?(i)
Z = pi1e+ ﬂgeT — (ﬂl,ﬂg) S (C2(i)

donde la base de BC no es la base canénica de {1,j} sino la base {e,e'}.

Para el siguiente paso consideremos las féormulas
H =me+mnel, H'=mne+tmel, H=mme+ne, H =ie+iel
que implica
m = He + H'e', 7, = H*e+ He', n,=H'e+ Hel, 7,=He+ H*el.

La condicién de diferenciabilidad real después de las sustituciones se convierte en

0B 0p2 0p. 0B

oF OF OF OF
27 af L il - T
+H (552 (Z)e+ 5516 ) + H (851 (Z)e+ 832(2)(3 ) +o(H).

Note que las expresiones en los paréntesis no son, todavia, las formas idempotentes de nada, pues, los coeficientes
de e y ef son nimeros bicomplejos, no niimeros C(i) complejos. Usando la férmula F' = Gie + Gael se tiene

que

F(Z+H)-F(Z)=H <8F(Z)e + 6—F(Z) ) +HT (6F (Z)e + aF(Z)e*) + (6.64)

F(Z+H)-F(Z)=H (aGl(Z)e + aG?(Z)&) + Ht <8G1 (Z)e + 8G2(Z)e*> +

aﬂl aﬂ2 aﬁQ 351
G, G ) ot . [(0G1 Gy T)
7 (e 526l ) + 1 (52 2+ S22 ) + o) (6.65)

Esta férmula es védlida para cualquier F' € C(£2), entonces se analizard como las funciones BC—holomorfas se
distinguen de las de clase C*.
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Teorema 6.4.1 La funcion de clase C', F: Q c BC — BC es BC—holomorfa en Q si y sélo si los tres
coeficientes bicomplejos de H', H y H* en (6.65) son todos cero para cualquier Z € ).

Demostracion. La parte necesaria se justifica como en el Teorema 6.2.2, debido a que F' es BC—holomorfa, la
férmula (6.4) se cumple para toda H ¢ &. Pero F es una funcién de clase C!, por lo tanto (6.65) también se
cumple para H # 0, por lo que ambas férmulas se cumplen para elementos no divisores de cero. Entonces el
resultado se sigue de (6.4) y (6.65) son las unicas representaciones dada una funcién F.

Para probar la suficiencia, ayuda escribir explicitamente el significado de la desaparicion de estos coeficientes,
a saber:

0G1 0Go

bkl 2 T =

95, (Z)e + 95 (Z)e! =0,

0G0, 062

7, (Z)e + 7, (Z)e' =0,

0G0 0Ga

a7, (Z)e + a3, (Z)e" =0. (6.66)

Ahora observe que la segunda y la tercera ecuacién, debido a la independencia de e y ef, imponen que G; y
G4 son funciones holomorfas C(i) valuadas de las variables complejas (1, f2 entonces tienen derivadas parciales
complejas auténticas. Es mds, la primera ecuacién en (6.66) dice que una de las derivadas parciales de cada
G1 y G son idénticamente cero: ‘gg; (Z) =0, ggf (Z) = 0 para cualquier Z € Q. Por lo tanto usando (6.61) y
(6.62), G1 es una funcién holomorfa de una variable §; € €1 y G2 es una funcién holomorfa de una variable
B2 € Q. Se demostrara que estas tres ecuaciones implican que F' es BC—holomorfa. De hecho, debido a estas
tres ecuaciones, tenemos que para cualquier H = n;e + el invertible se cumple:

F(Z+H)-F(Z) Gi(fitm)— G1(ﬂ1)e+ G2 (B2 +1m2) — G2(B2) 4

H m 2

donde Z es un punto arbitrario de €.

Ahora, por las propiedades de G; y Go se deduce que el lado derecho tiene limite G’ (31)e + G4(32)el para
H ¢ &, cuando H — 0, por lo que el limite en el lado izquierdo existe también para Z € Q con H ¢ &, cuando
H — 0y sera la derivada F'(Z), haciendo a F una funcién BC—holomorfa en (). [ |

La prueba permite hacer una caracterizacién més precisa de las funciones de clase C' que son BC—holomorfas.

Teorema 6.4.2 Una funcion bicompleja F = G1e + Goe! : Q € BC — BC de clase C' es BC—holomorfa si y
solo si las siguientes dos condiciones se cumplen:

(I) La componente Gy, vista como una funcidn C(i)—valuada de dos variables complejas (51, B2) es holomorfa;
mas aun, como no depende de la variable By y por lo tanto G1 es una funcion holomorfa de variable (.

(IT) La componentes Ga, vista como una funcion C(i)—valuada de dos variables complejas (81, f2) es holomorfa:
ademds, no depende la variable 81 y entonces Go es una funcion holomorfa de variable Bs.

Observacion 6.4.2 Las funciones G1 y Gy son independientes en el sentido de que no existen “condiciones
de tipo Cauchy-Riemann” que las relacionen.

Se puede probar ahora el “regreso” del Teorema 6.2.2.
Teorema 6.4.3 Dada una funcion F € C1(Q,BC), entonces la condicién (6.56) implica que F es BC—holomorfa.

Demostracion. Si (6.56) se cumple, entonces todas las tres férmulas de (6.66) son verdaderas, y por el Teorema
6.4.1 F' es BC— holomorfa.
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Corolario 6.4.1 Sea F sea una funcion BC—holomorfa en Q, de la forma F(Z) = G1(B1)e + G2(B2)el con
Z = Bre + Boel € Q, entonces su derivada estd dada por

F'(Z) = Gy (Br)e + Gy(Ba)e'.
Tomando en cuenta la relacion entre (1, 82 y las componentes cartesianas z1, zo, se tiene también que

(21 —izg)e + Gh(z +iz)el
(Ze+ ZTele + G4y (ZTe + Zel)el.

F'(z1 4+ j22) =
Fi(Z) =

QQ

!
1
!
1

Esto implica que una funcién BC—holomorfa tiene derivadas de cualquier orden y

Gy (Br)e + GE (Br)e!
= G"(Ze+ Zteh)e + G (Zte + Zet)el.

FM(Z)

Observacién 6.4.3 A pesar de que la férmula (6.65) es parecida a la férmula (6.51) sus consecuencias para la
funcion F son diferentes: mientras que la formula (6.51) deja concluir que que las componentes cartesianas f1, fa
son funciones holomorfas de dos variables complejas que no son independientes. La férmula (6.65) explica que las
componentes idempotentes G1, Gy son funciones holomorfas de una variable compleja que son independientes.

Observacién 6.4.4 Si ' = Gie + Gyel : Q € BC — BC es BC—holomorfa entonces la podemos extender de
la siguiente manera, como para cualquier Z = fBre + Boel € Q se tiene

F(Z) = G1(B1)e + G2(fBa)el.

Pero el lado derecho de la igualdad estd bien definido para el conjunto Q = Qe + Qel D Q con notaciones
como en (6.61) y (6.62). Por el Teorema 6.4.2 la funcién F definida por

F(Z):=G1(B)e+ Ga(B2)et, Z € Q,

es BC—holomorfa en Q y como F o= F es una extensidn de F.
Observacién 6.4.5 El mismo andlisis se puede hacer para la representacion idempotente con coeficientes C(j).

Observacion 6.4.6 Al principio del capitulo se trabajo con la representacion cartesiana de nimeros bicomplejos
y se buscaron muchas propiedades de la derivada de funciones bicomplejas. En particular, dichas funciones
tuvieron las derivadas parciales complejas con respecto a z1 y zo. Este enfoque falla inmediatamente cuando
se trabaja con la representacion idempotente: esto es debido que a que la definicion de derivada excluye los
valores de H que son necesarios para las derivadas parciales complejas con respecto a 1, B2. Pero en la prueba
del Teorema 6.2.2 se demostro que tales derivadas parciales de funciones BC—holomorfas existen, ademds,

Y(2) = Gi(B)e y §5(2) = Gh(Ba)e.

Observacion 6.4.7 Usando los resultados de esta seccion, se pueden dar varias pruebas al Teorema 6.1.4 en
términos de la escritura idempotente de funciones bicomplejas elementales. Por ejemplo, para probar que la
funcién exponencial bicompleja F(Z) = e? es BC—holomorfa, se puede escribir:

F(Z)=¢? =ePre+ el = Gi(B1)e + Go(Ba)el,

para toda Z = fre + foel € BC. Pero G es una funcion compleja holomorfa que depende de By, similarmente
para G, entonces el Teorema 6.4.2 garantiza que F es una funcion bicompleja holomorfa. Ademds

(eZ)/ = (661)/94— (662)/eJr = ePre + ePrel = 2,



92 CAPITULO 6. DERIVADA Y DIFERENCIAL BICOMPLEJA

6.5. Holomorfia bicompleja, cartesiana vs idempotente

En las secciones anteriores se trabajé en R* como espacio vectorial sobre R, en esta seccién con las coor-
denadas estdndares T := (x1,y1,%2,¥y2), se denotard como R%, y si usamos las coordenadas idempotentes

1:= (I3, m1,l2,ms2) lo denotaremos como R?. La relacion entre estas dos coordenadas estd dado por

h=x21+y2, mi=y1—T2, Ila=x1—Y2, m2=1y +o, (6.67)

o de manera equivalente, por

1 0 O 1
01 -1 0

(I1,mq,lo,mp)" = 10 0 -1 (@1, y1, T2, 2)" (6.68)
0 1 1 0

La matriz de 4 x 4 de (6.68) tiene determinante igual a 4, por lo que es invertible, luego el inverso del cambio
de variable anterior es

1 0 10
110 1 0 1
(z1,y1,22,y2)" = 5lo -1 0 1| (I1,m1,l2,m2)", (6.69)
0 1 1 0
es decir,
_l2+l2 _m1+m2 _ml—ml _ll—lg
=22y = g, ST, (6:70)

Por lo tanto tenemos una transformacién invertible de espacios vectoriales ¢ : Rf; — R;ﬁ dado por

(@1, 91,22, y2) % (11, m, Lo, ma) (6.71)
con inversa ¢! : R;ﬁ — R‘% dada por (6.69). Debido a que ¢ es invertible, a la matriz Jacobiana de ¢, se le
denotard por Jz[¢]. Observe que considerando la matriz transpuesta de (6.68) se puede escribir lo siguiente

[=a- Jz[¢]".

De manera similar, si se denota a la matriz de 4 x 4 del lado derecho de (6.69) por Jf[dfl}, que es la inversa de
Jz|#], (recuerde que tiene determinante 1). Por lo tanto (6.69) se puede escribir como

F=10 J{p~ ']
Observacién 6.5.1 Debido a que el determinante de Jz[¢] es 4, entonces ¢ no es isometria entre R% Y R%.
Ademds, si la norma Euclidiana de T es 1, entonces la norma Fuclidiana de | es
[T= VE+mi + B +m3 = V2ol +4f +a3 + 43 = V2| T|= V2.

Se denotara por F(V) a cualquier médulo de funciones BC—valuadas definidas en V C R%. Es decir, F(V) es
un BC—modulo con las operaciones usuales de suma y multiplicacion por una constante. Se define el operador
de cambio de variable W, por

Wy : FU) = F(V),  Welgl@) = (90 ¢)(&) = g(¢(2)), (6.72)
donde U := ¢~ (V) C R%.
Como ¢ es un isomorfismo lineal, W, es un operador lineal (se abusa de la notacién porque en realidad es un
morfismo de BC—mddulos) bien definido. Es decir, para todas A,n € BC y para todas g1, g2 € F(U) se tiene:
WoAg1 + nga] = AWs[g1] + nWo|g2].

El operador Wy, tiene inverso definido por
W FU) = FV), WD = (Fe (D) = f(67 D), (6.73)

como (Wy o ng)[f} =fy (del o Wy)[g] = g. Por lo tanto W, es un isomorfismo lineal entre F(V) y F(U).
Establecido un isomorfismo entre los BC—mddulos se pueden establecer un isomorfismo entre las correspon-
dientes BC—4&lgebras de operadores lineales actuando en estos BC—mddulos. De hecho, dado un operador B
actuando en F(V), se define la funcién
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B—A:=Ws0BoW,",

donde A es un operador actuando en F(I). Entonces cualquier combinacién lineal o composicién de operadores
se preserva bajo la funcién anterior: si By y By son dos operadores actuando en F(V) y A1 y Ay son dos nimeros
bicomplejos, entonces

W¢ o (A1B1 +A2B2) o Wd)_l = Al(W¢ oBjo W(b_l) + AQ(W¢ oByo de_l)
=MANA +AAs

Wyo(BioBy)oW, ' = (WsoBioW,)o(WyoByoW, )
= Al o] Ag.
El razonamiento general anterior se especifica ahora para el caso de interés, para F(V) = C°°(U) donde los

operadores de las derivadas parciales actian respecto a las correspondientes variables.
Sea g una funcién en C*°(V), entonces g(¢(Z)) estd en C°(U). Ahora la regla de la cadena da:

Ced@ = 2@
= 0@ S+ 2 6@ T+ L 0@) 5+ (@) S
—wo | 52| @+ w52 | @
W, |2+ 2] @

Como la funcién g y la variable & son arbitrarias, se obtiene:

0 0 0
%OW¢_W¢O<811+812>.

Manipulando de manera similar las otras variables obtenemos:
o =" (3 a) o
6%1 =W,o (achraTiQ) oW,
ez =" (G~ ) 15"

o o 0 »

Brevemente, hemos establecido con la ayuda del cambio de variables, una relacién entre las derivadas parciales
con respecto a las coordenadas cartesianas candnicas y las derivadas parciales con respecto a las coordenadas
idempotentes.

Considerando los operadores gradiente usuales en Ré y R;ﬁ,

v._(2 92 9 9\ g _(90 9 0 0
v 83317 8y1 ’ 8$27 83/2 Y L 8l1’ 6’/’)117 8l2’ 8m2

respectivamente, lo anterior se escribird en su forma condensada:

Vi =Wso (Vi Jz[o]) o W, (6.75)

Si F' es una funcién bicompleja, vista como funcién de R% a R‘; F = (f11, fi2, f21, f22), entonces se obtiene la
relacién entre las matrices Jacobianas de F' en los dos sistemas coordenados considerados:

TolF] = Jp W [F] - Jalo). (6.76)

Es til tener las relaciones inversas explicitamente. De (6.74) se obtiene:
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0 0 0
-1 v _ Y v
Wo o am oW =an "oy
0 0 0
-1 9 _ Y 9
W¢ ° 8y2 ° W¢ 811 8127
que da pie a
0 4, 1/ 0 0
o =Wilos <8m1 + am) o W, (6.77)
0 . 1/ 0 0

De manera similar se tiene:

omy Oy1 Oz
o . 1[0 8

Si utilizamos la notacién de gradiente las férmulas anteriores son:
V=W, o (Vi Jifo™']) o W (6.80)
Ahora para una funcién bicompleja G, vista com una funcién de R;ﬁ a R?, se obtiene:
JHG] = Ja[Ws[G] - J{o ™). (6.81)

Se puede observar que la férmula anterior es consistente con (6.76) para F = Wy[G] y usando el hecho de
que Jz[¢] y J{¢~!] son matrices inversas una de la otra.

Se puede concluir que si se quiere cambiar una expresién diferencial escrita en coordenadas cartesianas
(21,y1,T2,y2) en una expresién con las coordenadas idempotentes (I1,m1,l2,m2), entonces se usan las férmu-
las (6.74); si se empieza con una expresién dada en coordenadas idempotentes, entonces (6.77),(6.78) y (6.79)
da su equivalente en coordenadas cartesianas. Es decir, se obtienen relaciones directas entre los operadores di-
ferenciales actuando en dos copias de R*, una copia con las coordenadas cartesianas y otra con las idempotentes.

Se pretende extender las ideas anteriores en los operadores diferenciales C(i)—complejos (6.43) en las variables

21y zo. Escribiendo ahora las coordenadas idempotentes C(i)—complejas 81 := 13 —imq y B2 := ly + imo, los
operadores diferenciales C(i)—complejos usuales asociados son:

o 1[0 ;9 o _1(0 9
Bﬂl o 2 811 8m1 ’ 852 o 2 812 3m2 ’

aBl o 2 811 8m1 ’ 832 T 2 8l2 8m2 ’ '

Introduciendo el operador gradiente C(i)—complejo

v.._ (9 9 9 90
2 621,%1’8227852 ’

y similarmente V 5> se resumen todas estas formulas de la manera siguiente:

Vz=Vz M, Vz=Vz M

sz VB"M, VB‘:Vf-M_l, (6.83)
donde
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1 i 0 0 1 1 0 0
1 =10 o0 4 1]l-ii 0 o0
M= 0 0 1 i M= =3 0 0 1 1
0 0 1 —i 0 0 —i i

Ahora, si se quiere derivar las formulas relacionando, por decir, los operadores diferenciales en z' con los de
1, solo se tienen que combinar las relaciones (6.83) anterior con las férmulas (6.75) y (6.80):

Ve=Ve - M~ = (Wyo (V- Jalp)) oW, ) - M~!
=Wyo (Vp Jelg] - M) oW (6.84)

Una simple multiplicacién matricial produce que la matriz Jz[¢]! - M~ sea igual a

1 1 —i i
Tf—-i i -1 -1
211 1 i —i
i 1 1

o L(o .0 0 .0 )

Si se quiere ahora expresar los operadores en 2" en términos de los de 5 , se incorpora en (6.84) la relacién entre
el gradiente en [ y el de [ :

Ve =Wyo (Vi Jale]- M~) oWy
= Wyo (VE~M T[] - M—l) oW,
Para obtener experiencia con las manipulaciones anteriores, se puede escribir directamente de (6.74):
o _1(0 ;90
0z 011 8y1
1/ 0 0 0 0] 1
— W, o g . i Y ow-
©%3 <811 o, om ‘amz) °We

= o i i oWt
=W, <851+aﬂ2> W, (6.85)

De manera similar, se obtienen las siguientes férmulas:

o 0 .

o ) »
77 —W¢°<5+5)°W¢ /
B (o 8 .
97, ¢’Ol<aﬁ1 852) ¢ (6.86)

Operaciones similares nos llevan a las transformaciones reciprocas:

) L1/ .0

7351 =Wy o5 (821 + 1322> o Wy,
o . 1(d .0

B2 =Wo o3 (821 _1822) ° W,
o ., 1({0 .0

8731 = W¢ o 5 <821 lazz) [¢] W¢7
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0 1/ 0 0
— =W, oo [— +i—) oW, 6.87
B, ¢ O2<8z1+laz2>o ¢ (6.87)
Se pueden escribir las férmulas anteriores en términos de multiplicaciones matriciales:
1 0 =i O
9 o o oy_ oo i| (o o 0 0
0210z, 02" 0z, ) |1 0 i 0 65178517352752 ’
01 0 -—i

donde la matriz de 4 x 4 anterior es M - Jz[¢~!] - M~!. La transformacién reciproca estd dada por

1 0 1 0
9. 0 0 9N 1oL 0 L) (0 9 0 D
96, 98, 062" 9B,) 2|1 0 —i 0| \9x 07 0m )
0 —-i 0 1

En conclusion, se ha obtenido las relaciones directas entre los operadores diferenciales complejos actuando en
dos copias de C?(i), una es con las coordenadas cartesianas (z1, z2) y la otra es con las coordenadas idempotentes

(B1, B2).

Observacién 6.5.2 Se pudo haber empezado estos cdlculos desde la representacion C(j)—idempotente de nime-
ros bicomplejos, Z = y1e + yoel, donde A1, Ay € C(j) estdn dadas por

1=l +j(=m1), y2 = lo + jma.

Note que estos cdlculos no producen las mismas formulas, como una empieza con un isomorfismo lineal diferente
@, para el cual la matriz definida es obtenida de (6.68) multiplicando la sequnda columna por (-1). Por ejemplo,
las formulas para los operadores diferenciales bicomplejos en términos de operadores C(j)—idempotentes son:

0 W¢o<ae+aef)oW¢_1,

9z 671 872

) ) )
2 _wo(Per Lt ow?
0Z7 ¢o<5%*e+8vé‘e>o -
) ) )

— =W — e+ —el Jow!
%4 ¢O<8we+8me)o o

9 9 9
=W _— et wl
07" ¢O<87§e+87fe>o ¢

Regresando, ahora, a los operadores bicomplejos diferenciales (bicomplejos andlogos de los conjugados com-
plejos Cauchy-Riemann). Los cuales fueron definidos por (6.50) y se observo que no depende de la representacién
de la variable bicompleja Z. Se comentara lo anterior con més detalle.

Introduciendo le operador gradiente bicomplejo

v,- (2 9 9 9
27 \oz 0z 07" 027 ) "

En las coordenadas reales estandar &, se tiene Vz = Vz - T, donde

1 1 1 1

1) —-i —-i i i
T:= - .. . . 6.88
41-J J -J ] ( )

k -k -k k

Si se quiere escribir Vz en términos de operadores diferenciales 2’ se combinan las férmulas de los gradientes
en cuestién:

Vz=ViT=V:M-T,
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donde
1 1 0 O
110 0 1 1
M-T=- .. .
21— jJ 0 0 (6.89)
0 0 —j j

Es decir, se obtiene exactamente las férmulas (6.50) que expresan los operadores diferenciales bicomplejos en
términos de los operadores diferenciales complejos z1 v 2».

Si se quiere obtener V7 en las coordenadas idempotentes 5, se calcula:

Vi =Va T =(Wyo (VpJelg) oW ) - T
=Wy o (V- Jalg] - T) o W,
donde la matriz Jz[¢] - T esta dado por

1+k 1-k 1-k 1+k
ity —iej i+ i
Tl T=01 1k 14k 14k 1-k|- (6.90)

—i—j —i+j i-j i+]

Como
1+k i 1-k
e=——, el = ——,
2 2
i+j=2ief, i—j=2ie
se obtiene:
e el ef e
Jalo] - T = 1| —ie —iel ief ie (6.91)
* o | ef e e ef |- '
—ief —ije e ief

— =W I P AT s T %% 1
92— ¢02(5l1e 1 mle—i— 3l2€ 1 m2€>0 ¢

donde la matriz M - Jz[¢] - T esta dado por

e e 0 0

0 0 ef e
el e 0 0 (6.92)
0 0 e ef

Sea F' una funcién holomorfa bicompleja, entonces

VzIF] = @1; 0,0, 0>

Escribiendo F' en la forma idempotente F = Gie + Goel, se obtiene:

OF _OF OF . 0Gi  0Gy

= e+

0z 851 852 8ﬁ1 aﬁQ

OF . OF | 9Gi  0Gy
+ o e+ -

T 0B 0B 0B 0B

o _OF 4 OF _0Gi  0Gs
o5, 98, 0B, B

OF | OF 4 9Gh | 9Gs

e+ =
T 05, 0B, 96, 9B,

0
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que reproduce otra vez la conclusién del Teorema 6.4.2.

Observacién 6.5.3 Bajo las mismas hipdtesis de que F' = fi1 +ifi2 + jfo1 + kfa2 es una funcion holomorfa
bicompleja escritas en las coordenadas estindar Z, la derivada de F estd dada por

oF OF

— == bi+ cj + dk

97~ ox, CTUTATds
donde a,b, c,d son derivadas parciales reales de las funciones fi; relacionadas por (6.18)-(6.21). Escritas en las
coordenadas idempotentes E la expresion anterior es equivalente a

wt 8£ _1 a—Fe—i@e—l—@eT—i el
4 8Z o 2 611 3m1 812 8m2 ’

donde F = W(;l[F]

Observacién 6.5.4 Se analizard en mejor detalle la crucial diferencia entre los operadores diferenciales com-
plejos en las variables Z y 3. Por ejemplo, si observados lado a lado a las siguientes formulas:

0 _0. 0

0x  0Z  0zV

o o (0 o
aiﬁl —W¢ o<aZ«e—|—8ZJr-e>oW¢,

se da cuenta uno de que hay una gran diferencia entre ellas: la primera mezcla los operadores bicomplejos
uni-dimensionales en Z y Zt, mientras que la sequnda las deja separadas. Por ejemplo, considere la funcion
bicompleja F(Z) = (Z — Z1)?; entonces

oF oFr
7 = i
9o (Z) =0, pero 95

para toda Z € BC, por lo tanto F' es constante con respecto a z1, pero no con respecto a (.

(Z) = 2(B1 — Ba),

Esto esta estrechamente relacionado con el hecho de que una funcién BC—holomorfa cuando es vista como
una funcién de C2 a C2 con las coordenadas cartesianas es un par de funciones holomorfas que dependen de dos
variables complejas y que tienen una relacion del tipo Cauchy-Riemann, mientras que la misma funcion escrita
en coordenadas idempotentes se convierte en un par de funciones holomorfas de una variable que ademas son
independientes una de la otra.

Observacion 6.5.5 Se verd la relacion entre los operadores diferenciales bicomplejos y la representacion idem-
potente de numeros hiperbolicos. Recordemos la formula para %, agrupando los términos en diferente manera:

) 1/(0 .0 a .0
9 1770 .0 o . $ -1
5z ~We°y ((azl ‘aml) et (812 16m2> © ) °Ws

1 0 0 0 0
=W.o0= il o) 3 T wl
¢ ((3116 8lze ) ' (8m1e 8m2e )) °We (6.93)

Pero si se escribe Z = 31 + 32, donde

31 =21 +kya, 320 = y1 — ko,

y si se usa las representaciones idempotentes hiperbdlicas intrinsecas

51 = (z1+yp)e+ (x1 —yo)el =lie + lzel,
32 = (y1 —x2)e+ (y1 +x2)el = mie+ moefl,

entonces los operadores diferenciales hiperbdlicos tienen las siguientes expresiones:
0 1/ 0 0 0 0
— == =—+4+k— | =W — —ef Wt
331 2 <8ar1+ 8y2> ¢o<alle+al29)o ¢

0 1/ 0 0 0 0
I R PR + -1
B3 2(8y1 k8x2> W¢o<amle+amze)ow¢ .
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Regresando a la férmula (6.93), se obtiene la siguiente formulacion de los operadores diferenciales bicomplejos
con respecto a Z, en términos de las derivadas hiperbdlicas:

0 1/ 0 0

J— W _ s W_l,

o0z ¢02 (831 1832) ° @
y de manera similar para los otros operadores.

Observacion 6.5.6 Cdlculos andlogos pueden ser hechos para todos los operadores diferenciales, empezando con
cualesquiera de las escrituras en términos de C(j) u operadores hiperbdlicos. Todas las formulas son consistentes
desde todos los puntos de vista. La abundancia de férmulas en diferentes escrituras, coordenadas o cambio de
bases de BC, todas concuerdan con una y otra, esto es un fendmeno muy especifico de la organizacion de los
bicomplejos.

6.6. Ceros de funciones bicomplejas holomorfas.

En estd seccidn se estudiaran funciones bicomplejas holomorfas definidas en un conjunto €2 que es de la
siguiente manera

Q=0Qe+ QQQT = {ﬁle +,82€T |B1 S Ql,ﬁg S Qg}

con Q1 y Qo dominios, es decir, son conjuntos abiertos y conexos, en C(i). Se les llamard a estos Q “dominio
tipo producto” en BC.

Sea F' una funcién bicompleja definida en ) escrita en su forma idempotente
F(Z) = Gi(B1)e + Ga(B2)el,
para toda Z = f1e + el € Q.

Supongamos que F' no es idénticamente cero, entonces G; y G2 no son cero simultdneamente cero. Debido a
que G es holomorfa (en el sentido complejo) en 81 y Ga en f2 es holomorfa, cada un de ellas tiene ceros aislados.
Esto quiere decir que si G1(f1,0) = 0 entonces existe un disco B; de centro f1,o y radio r tal que G1(f1,0) # 0,
para toda 1 € By \ {f1,0}. De manera similar con Gy. Entonces en el conjunto abierto B = Bje + Byet, en
Unico cero de F' es Zy = B1,0e + 62’061‘. Por lo tanto F tiene ceros aislados en ).

Si G2 = 0 pero G; no es identicamente cero, entonces F' es de la forma F(Z) = G1(f1)e, F(Z) = 0si y sélo
si Z = B1pe+Nef, donde A € C(i) es arbitrario. Por lo que el conjunto de ceros de F' es una unién numerable (o
finita) de porciones de rectas paralelas a la linea Lot = BC,:; en este caso la recta pasa por 51 pe y es paralela
a BCe. De manera similar con G; = 0. En resumen se acaba de probar el siguiente

Teorema 6.6.1 Considere una funcion bicompleja holomorfa F : Q — BC que no es idénticamente cero,
entonces

1. Si F toma al menos un valor invertible, entonces su conjunto de ceros es el conjunto vacio o un conjunto
aislado de puntos en €.

2. Si F(Z) € BCe para toda Z € Q, su conjunto de ceros es una union numerable (o finito) de segmentos de
una recta paralela a la recta Lgt;

3. Si F(Z) € BCqt para toda Z € ), su conjunto de ceros es una unidn numerable (o finito) de porciones de
una recta paralela a la recta Le.
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Ejemplo 6.6.1 Considere la funcién bicompleja holomorfa F(Z) = Z* = f1(Z) + jfz, con fi = 22122 y
f(21,22) = 23 — 22, que estdn definidas en C%(i) y son holomorfas en ese conjunto. Sus conjuntos de ceros son:

Vi = {(21,22) € (Cz(i) | z1 = 0} U {(2’1,22) S (CQ(i) | Zo = O},
Vo = {(21,22) € C2(i) | 21 = 22} U {(21,22) € C2(i) | 21 = — 22},

respectivamente, observe que Vi N Vo = {(0,0)} que es el dnico cero de F.

Una manipulacion directa muestra que usando las variables idempotentes 1 = z1 — izo y P2 = 21 + iz se
obtiene la siguiente representacion de F':

F(Z) = Bie+ fB3el = G1(fr1)e + G2(fBa)e’,

por lo tanto las funciones G1 y Go que son holomorfas de C(i) en C(i) respecto a B1 o B2, respectivamente.
Ademds estas tienen un cero en 81 = 0 o B2 = 0, respectivamente.

Ejemplo 6.6.2 Considere ahora la funcion exponencial bicompleja F(Z) = eZ, que es BC—holomorfa y toma
valores invertibles para toda Z € BC. Las funciones coordenadas f1(z1,22) = €1 cosza y fa(z1,22) = €** sen 2
tienen los siguientes conjuntos de ceros

Vi = {(21,22) € C2(i) | coszp = 0} = { (zl, w> € C2(i) ‘ n e Z}

Vo = {(21,22) € C2(i) | sen 2o = 0} = {(z1,n7) € C2(i) | n € Z},
que son conjuntos no compactos en (Cz(i). Pero como Vi N Va =0, entonces F' no tiene ceros.
Si Z = pBre + Bael entonces
F(Z) = ePre + eP2el = G1(B1)e + Gao(Ba)el,
entonces G1 y Ga son funciones holomorfas en C(i) respecto a By o f2 y ninguna tiene ceros.

Lo que da pie al siguiente

Teorema 6.6.2 Sea F' : Q — BC una funcion BC—holomorfa definida en un dominio tipo producto ). Entonces
F'(Z) =0 para toda Z € Q) si y sdlo si F' es constante.

Demostracion.

Si F' es una funcién constante su derivada es cero en 2.

Ahora si F'(Z) = 0 para toda Z € Q y usando la notacién y el resultado del Corolario 6.4.1 se puede asegurar
que

0=F'(Z) = G{(Br)e + Gh(B2)e’,

para toda Z = Bie + Beel € Q. Esto es equivalente a G'(31) = 0 en Q1 y G5(82) = 0 en Q5. Debido a que Q; y
Q5 son dominios en el plano complejo, esto implica que (G; es una funcién constante con respecto a la variable
b1y G2 también es constante pero respecto a la variable fBa, es decir, G1(f1) = a1 € C(i) para toda 81 €
y Go(B2) = ay € C(i) para toda 32 € s, por lo que F(Z) = aje + aze’, una constante bicompleja para toda
Z €. |
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