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Acrónimos y śımbolos

MC Material Compuesto
MEF Método de Elemento Finito
MHA Método de Homogeneización Asintótica
HHE Hipótesis de Homogeneidad Equivalente
TMEE Termo-Magneto-Electro-Elástico

TRF, MTRF Transformada Rápida de Fourier, Método de la. . .
CFP Condición de Frontera Periódica

MI, MD Miembro izquierdo, miembro derecho
HR Homogeneización Recursiva

At Matriz o vector A transpuesto
(a, b) Producto escalar usual de los vectores a y b de R

n

f,i Derivada de f respecto a xi

f ε Propiedad f a deformación constante
fσ Propiedad f a tensión constante
cijkl Rigidez elástica
elij Módulo piezoeléctrico a deformación constante
dlij Módulo piezoeléctrico a tensión constante
qlij Módulo piezomagnético a deformación constante

κε
ij, κ

σ
ij Permitividad dieléctrica

μij Permeabilidad magnética a deformación constante
αij Módulo magnetoeléctrico a deformación constante
λij Módulo termoelástico
ξij Expansión térmica

pεi , p
σ
i Módulos piroeléctricos

mi Módulos piromagnéticos a deformación constante
ηij Conductividad térmica

βε, βσ Capacidad caloŕıfica a volumen constante dividida por T0 = 300K
� (z) ,� (z) Partes real e imaginaria de z
H1 (Ω) Espacio de Sobolev sobre el conjunto Ω
H1

# (Ω) Espacio de Sobolev con condición de frontera periódica

Π Clausura del conjunto Π
∂Π Frontera del conjunto Π
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Glosario

Efecto Piezoeléctrico: Inducción de polarización eléctrica en un material causada
por la aplicación de una tensión mecánica. El efecto piezoeléctrico inverso consiste
en la deformación de un material causada por la aplicación de un campo eléctrico.
Efecto Piezomagnético: Inducción de magnetización en un material causada por
la aplicación de una tensión mecánica. El efecto piezomagnético inverso consiste en
la deformación de un material causada por la aplicación de un campo magnético.
Efecto Magnetoeléctrico: Inducción de polarización eléctrica en un material cau-
sada por la aplicación de un campo magnético. El efecto magnetoeléctrico inverso
consiste en la inducción de magnetización causada por la aplicación de un campo
eléctrico.
Efecto Piroeléctrico: Inducción de polarización eléctrica en un material causada
por la aplicación de calor. El efecto inverso consiste en la generación de calor debida
a la aplicación de un campo eléctrico.
Efecto Piromagnético: Inducción de magnetización en un material causada por
la aplicación de calor. El efecto inverso consiste en la generación de calor debida a
la aplicación de un campo magnético.
Fracción Volumétrica: Razón entre el volumen de una componente del material
compuesto y el volumen total del material.
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Resumen

Esta tesis trata acerca de la aplicación del Método de Homogeneización Asintóti-
ca al cálculo de las propiedades efectivas Termo-Magneto-Electro-Elásticas de ma-
teriales compuestos periódicos. Espećıficamente, abordamos dos diferentes tipos de
condiciones de frontera sobre las interfaces del material compuesto: la de contacto
imperfecto tipo resorte y la condición de frontera libre, la cual sirve para modelar
materiales porosos (que pueden ser considerados compuestos cerámica-aire). En el
Caṕıtulo 2 se presentan las generalidades del Método de Homogeneización Asintóti-
ca. Se plantean los problemas de frontera globales con múltiples campos Termo-
Magneto-Electro-Elásticos y coeficientes que son funciones rápidamente oscilantes
de la posición. Se introducen en estos problemas los desarrollos asintóticos de las
soluciones en potencias de un parámetro pequeño que caracteriza la periodicidad
del material compuesto. Los problemas en dos escalas derivados de cada potencia
del desarrollo tienen soluciones periódicas garantizadas por los teoremas que se de-
muestran en el Apéndice B. En el Caṕıtulo 3 se ponen en práctica las generalidades
del Método en el caso particular de un material laminado con contacto imperfecto.
Se calculan anaĺıticamente los coeficientes efectivos como funciones de las fracciones
volumétricas de las componentes, sus propiedades y los parámetros de imperfección.
Los coeficientes efectivos obtenidos cumplen cadenas de igualdades tipo relaciones
exactas. Se analizan los casos ĺımite en que el contacto imperfecto aproxima al per-
fecto o a la desunión entre las fases. Las condiciones de frontera libre se abordan
en el Caṕıtulo 4, donde se modelan las propiedades efectivas de una matriz porosa
con perforaciones ciĺındricas uniaxiales. Se demuestra que los coeficientes efectivos
de este modelo cumplen relaciones exactas, lo cual disminuye considerablemente el
número de problemas locales que son resueltos por un método de variable compleja
para calcular todas las propiedades efectivas termo-piezoeléctricas. Estos resultados
anaĺıticos son comparados con la aplicación directa del Método de Elemento Finito
a los problemas locales, mostrando una excelente coincidencia. Las figuras de mérito
para recolección de enerǵıa de este material poroso son calculadas a partir de los
coeficientes efectivos y comparadas con mediciones experimentales recientes. En el
Caṕıtulo 5 se propone un modelo alternativo para el cálculo de las figuras de mérito
basado en la aplicación recursiva de las fórmulas anaĺıticas del Caṕıtulo 3.
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Abstract

The present thesis regards the application of the Asymptotic Homogenization
Method to the calculation of the Thermo-Magneto-Electro-Elastic effective proper-
ties of periodic composite materials. Specifically, we address two different types of
boundary conditions on the interfaces of the composite: the spring-type imperfect
contact condition and the free boundary condition, which models porous materials
that may be considered as air-ceramic composites. In Chapter 2 we present the ge-
neral theory of the Asymptotic Homogenization Method. We write the multi-fields,
global boundary problems with coefficients that are rapidly-oscillating functions of
the position. We introduce in these problems asymptotic expansions of the solutions
in powers of a small parameter that characterizes the periodicity of the composi-
te. The two-scales problems obtained from each power of the expansion have their
periodic solutions guaranteed by the theorems that were proven in Appendix B. In
Chapter 3, we put in practice the theory of the previous chapter in the particu-
lar case of a laminate composite with imperfect contact between components. We
calculate analytically the effective coefficients as functions of the volume fractions
of the components, their properties and the imperfection parameters. The effecti-
ve coefficients satisfy chains of equalities, like exact relations. We analize the limit
cases in which the imperfect contact approximates the perfect one and the debon-
ding between phases. The free boundary conditions are addressed in Chapter 4,
where we model the effective properties of a porous matrix with uniaxial cylindri-
cal perforations. We prove that the effective coefficients of this model satisfy some
exact relations, something that considerably diminishes the number of local pro-
blems that are solved via a complex variable method in order to obtain a set of
thermo-piezoelectric properties. These analytical results are compared with those
obtained through the direct application of the Finite Element Method to the local
problems, showing excellent concordance. The energy harvesting figures of merit of
this porous material are calculated from the effective coefficients and compared to
recent experimental measurements. In Chapter 5 it is proposed an alternative met-
hod for calculating the figures of merit that is based on recursively applying the
analytical formulae obtained in Chapter 3.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Materiales compuestos

Los materiales compuestos (MCs) son aquellos que consisten en volúmenes al-
ternados de otros materiales homogéneos, llamados componentes, constituyentes o
fases. Las dimensiones lineales de cada fase son mucho menores que las dimensiones
lineales del MC y mucho mayores que las dimensiones de las moléculas que forman
cada componente. Esta distinción es importante para diferenciar a lo que en esta
tesis llamamos material compuesto de un “compuesto qúımico”. En general, los MCs
no son formados por la reacción qúımica de sus fases, sino que estas alternan en una
escala superior a la molecular.

Los MCs pueden exhibir propiedades diferentes de las propiedades de cada fase.
Un ejemplo de esto es el caso del adobe. Este material ha sido utilizado durante
miles de años para fabricar ladrillos de construcción en lugares tan diśımiles como el
antiguo Egipto y el norte de México. El adobe se forma al mezclar barro con hierbas
secas y depositarlo en moldes. Después de ser endurecidos al sol, los ladrillos exhiben
gran resistencia a la ruptura. Esto se debe a que las fibras de las hierbas refuerzan
al barro seco, que normalmente es quebradizo y frágil, lo cual lo hace inepto para
soportar las grandes cargas de construcciones y edificios.

Como ejemplo de un MC no artificial consideremos la madera, que está compues-
ta por fibras de celulosa aglutinadas por lignina. El hueso también es un material
compuesto, formado por una protéına blanda llamada colágeno e hidroxiapatita,
un mineral quebradizo. A pesar de las propiedades no ideales de cada material por
separado, el hueso tiene una resistencia similar a la del acero mientras su peso es
varias veces menor.

Estos ejemplos evidencian que la mezcla conveniente de dos materiales puede
dar lugar a un MC con propiedades muy diferentes a las de cada componente. Para
distinguir a las propiedades de cada componente de las propiedades globales del
MC, llamaremos a estas últimas efectivas. De esta manera, podemos decir que el
adobe posee una mayor dureza efectiva que el lodo y que las hierbas, tomados por
separado.

A diferencia del adobe, en el que las fibras están dispuestas de manera aleatoria en
la matriz de barro, los MCs que estudiaremos en esta tesis son periódicos. Esto quiere
decir que los volúmenes de las fases se alternan de manera periódica en el material.
La Figura 1.1 muestra algunos ejemplos de materiales compuestos periódicos. El
panel 1.1a de la Figura 1.1 muestra un material compuesto laminado en el que

10



Caṕıtulo 1. Introducción

x2

x3

x1

(a) Laminado.

x2

x3

x1

(b) Reforzado por fibras.

(c) Granulado. (d) Celda periódica de (c).

Figura 1.1: Tipos de materiales compuestos (a)-(c) y una posible elección de la celda
periódica del compuesto granulado (c).

láminas de una fase y de la otra alternan en la dirección del eje coordenado x2.
En 1.1b una de las fases llamada matriz o medio aglutinante (en gris) rellena los
espacios vaćıos en un arreglo periódico de fibras unidireccionales a lo largo del eje x3,
constituidas por la otra fase. En el caso de 1.1c la matriz tiene inclusiones esféricas
de la otra fase del material.

Al elemento recurrente más pequeño que se repite para dar lugar a todo el
material le llamaremos celda periódica. En el caso del material compuesto granulado
del panel 1.1c podemos elegir la celda periódica como la que hemos ilustrado en 1.1d.
Obsérvese que esta elección de la celda periódica no es única. Cuando una matriz
constituida por una de las fases, aglutina al otro material, decimos que las part́ıculas
de este último son “inclusiones”. Por ejemplo, en la Figura 1.1b las inclusiones son
las fibras y en 1.1c las inclusiones son los granos esféricos.

Los MCs formados por dos fases (bifásicos) pueden ser clasificados por su “conec-
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Caṕıtulo 1. Introducción

tividad” con dos números enteros. De esta manera decimos que un material laminado
tiene conectividad 2-2 siendo que cada fase está conectada bidimensionalmente. Por
ejemplo, el material reforzado por fibras tiene conectividad 3-1, donde el 3 indica
que la matriz está conectada en 3 dimensiones y el 1, que las fibras están conectadas
en 1 dimensión. Esta clasificación será utilizada a lo largo de esta tesis. Para más
ejemplos de conectividad en un MC véase [1].

En la actualidad, las propiedades de interés de los MCs van más allá de la dureza
o resistencia, siendo también deseables la rigidez elástica, la permitividad dieléctrica,
la permeabilidad magnética, la conductividad térmica y aquellas propiedades llama-
das acopladas, como la piezoelectricidad, el piezomagnetismo y la termoelasticidad.
Estas últimas tienen en común que permiten la conversión de un tipo de enerǵıa
(elástica, térmica) en otro (electromagnética) que puede ser almacenado o procesa-
do por tecnoloǵıa digital. Es por eso que la existencia de estas propiedades en los
MCs abre un sinnúmero de posibilidades de aplicación de los materiales compuestos
a la industria. Por ejemplo, se han utilizado compuestos laminados piezoeléctricos
para generar corriente eléctrica a partir de los movimientos naturales del caminar
humano, con aplicaciones a la regeneración de tejido óseo, como se reporta en [2].

Existen otras propiedades acopladas como la magnetoelectricidad, la piroelectri-
cidad y el piromagnetismo que es posible encontrarlas en un material compuesto sin
que alguna de sus componentes las posean [1, 3]. Por ejemplo, propiedades magneto-
eléctricas no nulas pueden aparecer en un compuesto bifásico con una constituyente
piezoeléctrica y una piezomagnética. Esto se puede explicar intuitivamente conside-
rando que la aplicación de un campo eléctrico sobre el compuesto causa una tensión
mecánica en el material piezoeléctrico. A su vez, esta tensión mecánica, se “trans-
mite” al material piezomagnético que reacciona magnetizándose. En suma, el efecto
neto del campo eléctrico original es un campo magnético y por tanto, podemos decir
que el MC posee una propiedad magnetoeléctrica efectiva.

Cuando una propiedad aparece de manera efectiva en un compuesto cuyas consti-
tuyentes no la poseen por separado, le llamamos propiedad producto. Los mecanismos
de aparición de las propiedades producto pueden ser explicados intuitivamente por
las siguientes expresiones:

Efecto magnetoeléctrico =
Magnético

Mecánico︸ ︷︷ ︸
piezomagnético

× Mecánico

Eléctrico︸ ︷︷ ︸
piezoeléctrico

Efecto piroeléctrico =
Térmico

Mecánico︸ ︷︷ ︸
termoelástico

× Mecánico

Eléctrico︸ ︷︷ ︸
piezoeléctrico

Efecto piromagnético =
Térmico

Mecánico︸ ︷︷ ︸
termoelástico

× Mecánico

Magnético︸ ︷︷ ︸
piezomagnético

(1.1)

en las cuales podemos ver la interacción de los efectos acoplados, con las propieda-
des mecánicas como mediadoras. Estas expresiones fueron tomadas del trabajo de
Hadjiloizi et al. [4].

El efecto magnetoeléctrico es muy débil cuando se encuentra en materiales no
compuestos u ocurre a temperaturas demasiado bajas como para ser de alguna utili-
dad práctica [3]. En cambio, las propiedades magnetoeléctricas se pueden potenciar
en los MCs eligiendo adecuadamente las proporciones de los constituyentes y los
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Caṕıtulo 1. Introducción

métodos de construcción. Experimentalmente, se han medido incrementos sustan-
ciales en MCs respecto a sus componentes tomadas por separado [5, 6]. Esta ventaja
puede ser aprovechada para detección de corrientes y campos magnéticos, lo cual
encuentra aplicaciones tan diversas como imágenes médicas y frenos ABS.

El efecto piroeléctrico es otra propiedad producto que se puede potenciar en
MCs [1]. Su principal utilidad radica en el hecho de que se permite transformar
enerǵıa térmica en una señal eléctrica. Esto permite procesar radiación infrarroja
como señales digitales para la aplicaciones como detección de intrusos y exploración
extraterrestre [7].

En esta tesis proponemos una manera unificada de estudiar todas las propiedades
acopladas TMEE. Esto se puede lograr utilizando relaciones constitutivas adecuadas
en los problemas de frontera de la F́ısica Matemática cuyas soluciones son los cam-
pos de deformación elástica, los potenciales electromagnéticos y la distribución de
temperaturas. Las propiedades TMEE son codificadas en coeficientes rápidamente
oscilantes de los campos que intervienen en las relaciones constitutivas. Esta oscila-
ción rápida de los coeficientes como funciones de las variables espaciales es la manera
de describir la heterogeneidad en lenguaje matemático. En la próxima sección dis-
cutiremos los métodos que se han utilizado históricamente para tratar problemas de
la F́ısica Matemática con coeficientes rápidamente oscilantes.

1.2. Métodos de homogeneización

Uno de los problemas más importantes del estudio teórico de los MCs es el
hecho de que existen muchos parámetros de diseño: las conectividades, las fracciones
volumétricas de las fases, las propiedades f́ısicas de estas, entre otros [8]. Idealmente,
las propiedades efectivas se pueden ajustar moviendo estos parámetros, pero esto
requeriŕıa la construcción de muchos prototipos de MCs hasta dar con los valores
deseados. Para la disminución de estos costos de diseño, es importante el estudio
de modelos matemáticos que predigan las propiedades efectivas en términos de los
parámetros.

Si intentáramos resolver numéricamente por “fuerza bruta” los problemas de
frontera que describen a los MCs, por ejemplo, aplicando el Método de Elemento
Finito (MEF) a todo el volumen del material, nos encontraŕıamos con la dificultad de
que las mallas deben ser mucho más finas que las dimensiones de las heterogeneidades
de manera que al menos varios nodos quepan dentro de cada una de estas. Esto
aumentaŕıa considerablemente el costo computacional (en tiempo y memoria) para
resolver los problemas matemáticos asociados. Por esta razón, otros métodos son
necesarios para el estudio y estimación de las propiedades efectivas.

Los métodos de homogeneización son utilizados comúnmente para el cálculo de
las propiedades efectivas de los MCs, periódicos o no. En pocas palabras, el resultado
de homogeneizar un material compuesto es “sustituirlo” por un material homogéneo
tal que sus propiedades y los campos asociados (tensiones mecánicas, desplazamien-
to eléctrico) aproximan las propiedades y campos del material compuesto original.
La suposición de que tal material homogéneo existe es la llamada Hipótesis de Ho-
mogeneidad Equivalente (HHE), que discutiremos más ampliamente en la Sección
2.1. A continuación haremos un bosquejo de la historia de los diferentes métodos de
homogeneización.

Los métodos de homogeneización comenzaron a utilizarse en el siglo XIX en
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Caṕıtulo 1. Introducción

trabajos relacionados con el cálculo de propiedades ópticas efectivas de un medio
heterogéneo con inclusiones esféricas, que representaban moléculas. Las soluciones
encontradas eran simples y reprodućıan el comportamiento observado experimen-
talmente en el caso cuasi-estático. Una revisión de estos primeros trabajos puede
ser encontrada en [9]. Estas técnicas fueron llevadas posteriormente al estudio de
propiedades elásticas en sólidos en el trabajo de Hill [10] y comenzaron a llamárseles
métodos auto-consistentes.

Según [11], los métodos auto-consistentes se pueden subdividir en dos tipos: los
de medio efectivo y los de campo efectivo. Los primeros están basados en la hipóte-
sis que supone que cada inclusión está sometida a fuerzas (campos de deformación,
campos eléctricos) iguales a las fuerzas externas que actúan sobre el material hete-
rogéneo. Además, la inclusión está rodeada por un medio homogéneo infinito cuyas
propiedades son las efectivas que se desean calcular. El segundo grupo de métodos
autonconsistentes está basado en la hipótesis del campo efectivo. Esta supone que
cada inclusión está sometida a fuerzas y campos que son la superposición de las
fuerzas y campos externos con las fuerzas y campos ejercidos sobre ella por el resto
de las inclusiones.

En 1928, Voigt propuso una estimación para los módulos elásticos efectivos
basándose en la suposición de que la deformación es constante en todo el com-
puesto [12]. Esta estimación consiste simplemente en el promedio aritmético de las
propiedades de cada fase ponderadas por sus fracciones volumétricas. Por su par-
te, Reuss propuso otra estimación bajo el supuesto de que la tensión es constante,
con la cual se obtiene que las propiedades efectivas son la media armónica de las
propiedades de las fases, igualmente ponderadas por sus fracciones volumétricas. En
[12], Hill explica utilizando métodos variacionales el hecho de que las estimaciones
de Voigt y Reuss son, en realidad, las cotas superior e inferior de las propiedades
elásticas efectivas reales. Esto abrió el camino para que los métodos variacionales
se utilizaran en la estimación de las propiedades efectivas y la estimación de cotas
más finas. Por ejemplo, trabajos seminales en esta dirección fueron el de Hashin y
Shtrikhman [13], quienes estimaron las cotas de la enerǵıa de deformación para un
arreglo de esferas aglutinado por otro material; y el de Paul [14], quien estimó otras
cotas, no tan estrechas como las de Hashin, para una geometŕıa arbitraria de las
inclusiones.

El método de homogeneización numérica al que en esta tesis nos referiremos como
Método de la Transformada Rápida de Fourier (MTRF) fue propuesto originalmente
por Moulinec y Suquet en [15]. Este se basa en introducir un material homogéneo de
referencia en las ecuaciones, lo cual hace que la heterogeneidad del material original
aparezca como un campo de polarización elástica no uniforme. Luego, utilizando
el operador de Green de este problema, se obtienen ecuaciones integrales del tipo
Lippmann-Schwinger cuya solución, es decir, el campo de deformaciones, puede ser
obtenida por iteración de punto fijo [16]. El “atajo” que propone MTRF se basa en
el hecho de que la convolución del operador de Green con la polarización se redu-
ce al producto de sus imágenes en el espacio de Fourier. Explotando el algoritmo
de la Transformada Rápida de Fourier [17] se puede ir rápidamente de un espacio
a otro por cada iteración necesaria, realizando el producto en el espacio de Fou-
rier, hasta que converja la solución de las ecuaciones de Lippman-Schwinger. Luego,
los coeficientes efectivos se pueden hallar como los cocientes de las tensiones y las
deformaciones para diferentes casos de carga.
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Caṕıtulo 1. Introducción

La gran ventaja del MTRF es que es aplicable a cualquier distribución arbitra-
ria de las heterogeneidades, periódica o no periódica. En contraste, si quisiéramos
utilizar el MEF, tendŕıamos que adaptar las mallas a la geometŕıa espećıfica de las
heterogeneidades del compuesto, lo cual puede ser un proceso muy tedioso con resul-
tados inciertos. En cambio, el algoritmo de la TRF se aplica sobre una pixelización
(voxelización) de la celda periódica bidimensional (tridimensional) que no depende
de su estructura interna particular.

El método en su forma original descrita en [15] sirve solamente para calcular
propiedades elásticas y tiene dificultades para converger cuando el contraste, es decir,
la diferencia entre las propiedades de las componentes, es muy grande. Esto último
representa una limitación para el tratamiento por MTRF de materiales porosos.
Sin embargo, existen variantes de este método que tienen en cuenta varios campos
acoplados [18] y la posibilidad de que haya contrastes muy elevados [19].

Como apuntamos al principio de esta sección, la dificultad principal al resolver
los problemas de la F́ısica Matemática en regiones que representan los MCs radica en
que los coeficientes que describen sus propiedades f́ısicas oscilan rápidamente. Otra
forma de sortear este obstáculo es el llamado Método de Homogeneización Asintótica
(MHA) que fue inspirado por el método de escalas múltiples [20] y el de Bogoliubov,
Krylov y Mitropolski [21] para la solución de ecuaciones diferenciales ordinarias que
describen movimientos oscilatorios no lineales.

El MHA consiste en introducir desarrollos asintóticos de las soluciones en poten-
cias de un parámetro pequeño ε relacionado con el peŕıodo. El término correspon-
diente a la potencia ε0 es el llamado término no perturbado del desarrollo y el resto
de ellos, son llamados correctores. Todos ellos son funciones que dependen de dos
escalas, llamadas global (o lenta) y local (o rápida).

El propósito de introducir tal desarrollo asintótico es que en el ĺımite cuando el
parámetro pequeño va a cero, obtengamos un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales con coeficientes constantes cuya solución aproxima la del sistema original
con coeficientes rápidamente oscilantes (véase el caṕıtulo introductorio §2 de [22]).
Este sistema de ecuaciones será llamado homogeneizado y sus coeficientes son los
efectivos. Estos dependen de las soluciones de los problemas locales que, a su vez,
están relacionadas con los términos perturbados del desarrollo asintótico.

A diferencia de otros métodos de homogeneización mencionados aqúı, el MHA
no presupone la existencia del medio efectivo sino que la prueba. Es más, el MHA
provee un algoritmo para calcular los coeficientes efectivos y los correctores de la
solución aproximada. Algunas referencias relevantes sobre el MHA son los libros de
Bakhvalov y Panasenko [22], el de Sánchez-Palencia [23], el de Bensoussan et al [24]
y el de Oleinik et al. [25].

El MHA se ha utilizado exitosamente para calcular las propiedades efectivas de
muchos compuestos periódicos de diferentes geometŕıas y conectividades. En el caso
de materiales laminados, los problemas locales se reducen a sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias y es posible calcular los coeficientes efectivos anaĺıticamente.
Esto se hizo en [26] para hallar los coeficientes efectivos piezoeléctricos de materia-
les compuestos por fases transversalmente isótropas con aplicaciones al diseño de
hidrófonos.

Cuando el compuesto es reforzado por fibras de sección transversal circular se han
utilizado métodos de variable compleja para solucionar anaĺıticamente los problemas
locales bidimensionales, como se puede apreciar en [27, 28] para el cálculo de las
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propiedades elásticas efectivas de un compuesto de fases isótropas. Este método
anaĺıtico de variable compleja fue extendido en [29-32] a materiales transversalmente
isótropos con propiedades piezoeléctricas.

Los resultados del MHA se han comparado exitosamente con otros de los métodos
aqúı mencionados. En [33, 34] se comparó con el MTRF para compuestos bifásicos
laminados y reforzados por fibras. En [35] se calcularon las propiedades efectivas
de un medio piezoeléctrico granulado, por un método auto-consistente, las cuales
mostraron una gran concordancia con aquellas calculadas v́ıa MHA.

A pesar de que en la sección 1.1 limitamos nuestra definición de materiales com-
puestos a la escala mesoscópica, el MHA ha sido utilizado para calcular propiedades
efectivas de compuestos reforzados por fibras con paredes de nanotubos de carbono
[36]. Incluso, se ha aplicado al cálculo de propiedades efectivas de los propios nanotu-
bos, remplazando las complejas interacciones interatómicas por modelos mecánicos
de resortes [37]. También se pueden calcular a través del MHA las propiedades efec-
tivas de medios no periódicos, por ejemplo, del medio atmosférico para el estudio de
los efectos de contaminantes [38]. Como última aplicación del MHA, nos referimos
a su uso en modelos de conectividades más complejas que las aqúı descritas, en los
cuales es necesario aplicar el proceso de homogeneización recursivamente en varias
escalas o niveles microestructurales, hasta hallar las propiedades efectivas globales
(véase [24]). Algunos trabajos en los que se aplicó este procedimiento a modelos
a escalas múltiples son los de Galka et al. [39], para el cálculo de las propiedades
elásticas de huesos y [40], acerca de la conductividad efectiva de nanofluidos.

1.2.1. Originalidad

La primera parte de esta tesis, hasta el Caṕıtulo 3, está dedicada al estudio
del tipo de contacto entre las fases que, además de las fracciones volumétricas de
estas, es un factor que influye en el comportamiento efectivo de un MC. F́ısicamente,
existen varios mecanismos mediante los cuales se modifica el comportamiento de las
superficies de contacto, por ejemplo: delaminación, decohesión y reacción qúımica.
En el último caso, se puede producir una tercera fase (mesofase o buffer) muy
fina entre las originales que compońıan al material, con propiedades diferentes de
estas. De este último ejemplo podemos intuir la influencia del contacto sobre el
comportamiento efectivo del compuesto.

Desde el punto de vista matemático, llamaremos a todos esos casos contacto
imperfecto para distinguirlo del perfecto, en el que todos los campos que intervienen
en los problemas de frontera son continuos a través de las superficies de las fases.
En esta tesis nos ocuparemos del contacto imperfecto, ya que es una condición más
realista, más general y que ha recibido menor atención en la literatura cient́ıfica.

La discontinuidad de los campos de deformación se puede modelar de muchas
maneras diferentes. En esta tesis la modelaremos con un tipo de contacto imperfecto
llamado “resorte” en el que la diferencia (contraste) de las deformaciones es propor-
cional a la tensión en la frontera de separación de las fases. El término “resorte”
proviene de que esa condición de frontera recuerda la ley emṕırica de la fuerza elásti-
ca de un resorte F = −kΔx, donde k es la constante elástica y Δx, la diferencia de
elongaciones del resorte. En [41], Hashin demostró que tal constante está asociada a
las propiedades elásticas de la mesofase situada entre las regiones ocupadas por las
otras fases.
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El contacto imperfecto no solamente se puede presentar como una discontinuidad
de los campos de deformación elástica, sino de la temperatura y de los potenciales
electromagnéticos. Aśı como se ha estudiado la influencia del contacto imperfecto
en las propiedades efectivas elásticas [41, 42], se ha estudiado en las térmicas [43,
44] y eléctricas [45]. En el caso de [45], los autores apuntan que una discontinuidad
por debilitamiento del contacto mecánico entre fases piezoeléctricas debe conducir
a una discontinuidad del potencial eléctrico por acumulación de cargas en la inter-
faz. De aqúı la importancia de estudiar simultáneamente el contacto imperfecto en
todas las propiedades TMEE de un MC, que es lo que hemos hecho en esta tesis,
espećıficamente en el caṕıtulo 3.

Para sustentar teóricamente nuestros cálculos, hemos demostrado en el Apéndice
B una condición necesaria y suficiente de la existencia de soluciones generalizadas
para una clase de problemas que aparecen durante el proceso de construcción de
una solución asintótica formal del problema de frontera con coeficientes rápidamen-
te oscilantes. Hemos probado este resultado cuando existe contacto imperfecto tipo
resorte entre las fases, lo cual, hasta donde sabemos no se ha reportado en la litera-
tura en la que sólo aparece un resultado análogo para el caso de contacto perfecto
que tampoco toma en cuenta múltiples campos TMEE (ver suplemento de [22]).

La segunda parte de esta tesis está dedicada a estudiar las propiedades termo-
piezoeléctricas de un material cerámico poroso. Este se puede considerar un MC
cuyas fases son la cerámica y el aire. Como veremos en el Caṕıtulo 4, del plantea-
miento de los problemas locales con propiedades TMEE se puede deducir el de las
propiedades termo-piezoeléctricas fácilmente, ya que estas son un caso particular de
aquellas.

Estos trabajos fueron inspirados por los resultados experimentales de Zhang
et al. [46], quienes encontraron un aumento considerable de las figuras de mérito
piezoeléctricas y piroeléctricas para recolección de enerǵıa con el aumento de la po-
rosidad en cerámicas ferroeléctricas sintetizadas por freeze-casting. Este proceso da
lugar a láminas de cerámica paralelas unidas por pequeños puentes de cerámica.
Para ajustar sus mediciones experimentales, los autores utilizaron modelos feno-
menológicos que dependen de parámetros que carecen de una interpretación f́ısica
clara. Nosotros nos propusimos utilizar modelos que parten de la teoŕıa lineal de la
termo-piezoelectricidad para reproducir el fenómeno observado por los autores de
[46]. Esto podŕıa contribuir a aclarar el mecanismo f́ısico de recolección de enerǵıa
en este tipo de materiales, además de aportar fórmulas para la predicción de las
propiedades efectivas y figuras de méritos relevantes para esta aplicación.

Para ello aproximamos la estructura de láminas unidas por puentes por una ma-
triz cerámica con poros ciĺındricos unidireccionales de sección transversal arbitraria
(conectividad 3-1). Las propiedades efectivas de un compuesto con tal conectividad
satisfacen relaciones exactas similares a las propuestas por Benveniste por separa-
do para propiedades piroeléctricas [47] y para propiedades magnetoeléctricas [48].
En esta tesis deducimos relaciones exactas para todas las propiedades TMEE. Esto
posibilita el cálculo de las propiedades efectivas resolviendo un número pequeño de
problemas locales elásticos: dos problemas planos y un problema antiplano. Para
el caso particular de los problemas planos y poros con sección transversal circular,
aplicamos métodos de variable compleja y potenciales de Kolosov-Muskhelischvili
(véase [49]) para solucionar los problemas locales. Aplicamos las ideas de Pobedrya
[27] desarrolladas para materiales isótropos a la cerámica piezoeléctrica con simetŕıa
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transversalmente isótropa. Nuestros desarrollos también se diferencian de los de
Pobedrya en que no precisamos definir los potenciales de Kolosov-Muskhelischvili
dentro del ćırculo y por tanto, utilizamos condiciones de frontera libre. Estos desa-
rrollos conducen a un sistema de infinitas ecuaciones lineales cuyas incógnitas son los
coeficientes indeterminados de los potenciales. Para cada orden de truncamiento del
sistema es posible encontrar fórmulas anaĺıticas para las soluciones de los problemas
locales y por tanto, para los coeficientes efectivos.

Estos resultados anaĺıticos fueron comparados con el Método de Elemento Finito
(MEF) aplicado a la resolución directa de los problemas locales. Esto contrasta
con la resolución por MEF de los llamados modelos de celda unitaria que se han
estudiado ampliamente en la literatura [50-52]. En estos trabajos se aplican cargas
electromecánicas (fuerzas externas, campos eléctricos) a un elemento de volumen
representativo, que no necesariamente coincide con la celda periódica, sino que puede
contener cierto número de ellas. Estas cargas deben ser impuestas por quien está
realizando los cálculos mientras que en la aplicación de esta tesis, las “cargas” están
introducidas de manera natural en la inhomogeneidad de los problemas locales y de
las condiciones de contacto imperfecto.

Por último, en el Caṕıtulo 5 se discutirá un modelo de la cerámica porosa, en el
que se aplican recursivamente las fórmulas anaĺıticas de laminados determinadas en
el Caṕıtulo 3 con el fin de calcular las figuras de mérito de recolección de enerǵıa. Este
procedimiento, que llamaremos Homogeneización Recursiva (HR), se ha utilizado
en [53] para calcular las propiedades elásticas efectivas de materiales reforzados
con fibras recubiertas y en [54], para calcular las propiedades piezoeléctricas de
un material con fibras de sección transversal rectangular. El objetivo de la HR es
evitar el uso de métodos numéricos como el MEF que requieren la construcción
de mallas y solución de sistemas de ecuaciones lineales muy grandes como un paso
intermedio antes de calcular las propiedades efectivas. En cambio, la HR busca tomar
ventaja de fórmulas anaĺıticas conocidas y de fácil implementación para calcular los
coeficientes efectivos directamente. Hasta donde sabemos, la HR no se ha utilizado
en aplicaciones de recolección de enerǵıa y en medios porosos con la geometŕıa
presentada en el Caṕıtulo 5. Por tanto, se brinda un esquema simple de interés en
el diseño de sistemas de recolección de enerǵıa [55].

1.3. Objetivos

En esta sección enumeraremos a grandes rasgos los objetivos de esta tesis. El
principio de cada caṕıtulo y las secciones correspondientes contienen un desglose
más detallado de dichos objetivos.

Describiremos el proceso de construcción de una solución asintótica formal al pro-
blema de frontera con coeficientes rápidamente oscilantes de las propiedades TMEE
de MCs con contacto imperfecto entre sus fases, y de materiales porosos. Enun-
ciamos y demostramos teoremas de existencia y unicidad de las soluciones de los
problemas locales que aparecen durante el proceso de construcción de la solución.
Deducimos los problemas locales, las ecuaciones homogeneizadas y los coeficientes
efectivos. Todo esto aparece recogido en el Caṕıtulo 2 y en el Apéndice B.

Obtendremos fórmulas anaĺıticas para los coeficientes efectivos de un MC lamina-
do (conectividad 2-2) con contacto imperfecto entre las fases. Deduciremos cadenas
de relaciones que cumplen los coeficientes efectivos y demostraremos su utilidad
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calculando los coeficientes efectivos longitudinales de un material piezoeléctrico con
simetŕıa transversal isótropa. Para ilustrar la utilidad de las fórmulas de los co-
eficientes efectivos utilizaremos el ejemplo de un laminado bifásico piezoeléctrico-
piezomagnético. Veremos la influencia de los diferentes parámetros de imperfección
en las propiedades producto. Todo esto está recogido en el Caṕıtulo 3.

Enunciaremos las formas variacionales de los problemas de frontera en materia-
les porosos con conectividad 3-1 y condiciones de frontera libre sobre la superficie
del poro. Calcularemos por el MEF los coeficientes efectivos termo-piezoeléctricos
para diferentes formas de la sección transversal del poro. Para calcularlos anaĺıti-
camente deduciremos los problemas unificados plano y antiplano y las relaciones
exactas que vinculan todas las propiedades TMEE. En el caso del problema plano,
lo escribiremos en términos de los potenciales de Kolosov-Muskhelischvili y propon-
dremos desarrollos para estos en términos de funciones especiales y sus derivadas.
Obtendremos un sistema de ecuaciones lineales infinito que, al truncarlo, da fórmu-
las anaĺıticas para los coeficientes efectivos de materiales porosos. Compararemos los
resultados anaĺıticos con los resultados por MEF y las mediciones experimentales de
Zhang et al. [46].

En el Caṕıtulo 5, explicaremos la geometŕıa del modelo recursivo y haremos
un desglose de las fórmulas anaĺıticas utilizadas en cada paso de la HR. Con los
coeficientes efectivos finales calcularemos las figuras de mérito para recolección de
enerǵıa y las compararemos con el MEF.
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Caṕıtulo 2

Método de Homogeneización
Asintótica

En este caṕıtulo trataremos aspectos generales de homogeneización y en par-
ticular del Método de Homogeneización Asintótica, que serán utilizados en una u
otra forma en todos los caṕıtulos de esta tesis. En la sección 2.1, plantearemos dos
hipótesis relacionadas con el MHA: la del medio continuo y la de homogeneidad equi-
valente. Luego, en la sección 2.2, sobre la base de la hipótesis del medio continuo
discutiremos las ecuaciones que gobiernan los campos relevantes para las propieda-
des termo-magneto-electro-elásticas, las relaciones constitutivas que estos satisfacen
y el acoplamiento entre efectos de distinta naturaleza. En la sección 2.3, se plantean
las condiciones de frontera libre y de contacto imperfecto. Por último, en la sección
2.4, construiremos soluciones a los problemas planteados a través de un desarrollo
asintótico que lleva a la separación de escalas en el problema original, del cual se
derivan un problema global homogeneizado y varios problemas locales. Los coefi-
cientes del problema global homogeneizado son los llamados coeficientes efectivos y
son calculados a través de las soluciones de los problemas locales.

2.1. Hipótesis

A la izquierda en la Figura 2.1 se muestra un corte transversal de un material
reforzado por fibras. Las diferentes componentes (matriz y fibras) se distinguen por
diferentes tonos de gris. A la unidad mı́nima que repite su estructura en los materiales
compuestos periódicos le llamaremos celda periódica (derecha en la Figura 2.1) y en
términos de ella podemos definir el parámetro pequeño ε como sigue:

ε =
volumen de la celda periódica

volumen del material
. (2.1)

La celda periódica estará representada matemáticamente por el conjunto Y , el
cual consideraremos que tiene volumen unitario:∫

Y

dy1dy2dy3 = 1. (2.2)

Denotaremos la frontera de Y como Γ1. Esto significa que el análisis de una función
εY -periódica en el volumen del material puede reducirse al análisis en Y con con-
diciones de frontera periódicas (CFP) sobre Γ1. También serán de interés en esta
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Γ1

Γ2

y2

y1

Figura 2.1: Porción representativa de la sección transversal de un material reforzado
por fibras (izquierda) y la celda periódica (derecha)

(a) ε = 0.25. (b) ε = 0.0625. (c) ε = 0.015625.

Figura 2.2: El número de peŕıodos por unidad de volumen va a infinito mientras ε → 0.

tesis las fronteras entre las fases del compuesto. En la Figura 2.1 se representa esta
frontera por la superficie ciĺındrica Γ2, aunque los análisis que se mostrarán aqúı son
válidos para cualquier número de superficies frontera y cualquier número de fases.

El parámetro pequeño ε es universal, por lo que puede ser utilizado para carac-
terizar cualquier material compuesto periódico y no solamente aquellos reforzados
por fibras. Además, obsérvese que cuando se toma el ĺımite ε → 0, el volumen del
material contiene un número infinitamente grande de celdas periódicas (véase Figura
2.2).

La Hipótesis de Homogeneidad Equivalente [56, 57] postula que, a escala ma-
croscópica, el material compuesto es mecánicamente (o f́ısicamente) equivalente a
uno homogéneo. Las propiedades f́ısicas del material equivalente son también lla-
madas propiedades efectivas del material heterogéneo y son cuantificadas por los
coeficientes o módulos efectivos. Estas son funciones de las propiedades f́ısicas de
las fases, de las fracciones volumétricas de estas, de la conectividad y de la forma
geométrica de las superficies de contacto.

Como anotamos en la Sección 1.2, la HHE no funciona como presuposición del
MHA, sino que la existencia del material homogéneo equivalente es una consecuencia
de la construcción de las soluciones que veremos en las siguientes secciones de este
caṕıtulo. Hemos incluido en esta sección la HHE solamente porque ilustra el objetivo
final de los desarrollos matemáticos que veremos a continuación y del proceso de
homogeneización en general.
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La hipótesis del medio continuo también es relevante para todos los desarrollos
posteriores. Esta postula que el medio es continuo a lo largo del espacio que ocupa.
Las discontinuidades asociadas a su estructura atómico-molecular son ignoradas y,
por tanto, las propiedades f́ısicas de cualquiera de las fases son funciones continuas
en todo el espacio ocupado por ella. A diferencia de la HHE, la hipótesis del medio
continuo śı es una presuposición de los desarrollos que veremos a continuación.

2.2. Ecuaciones de la teoŕıa lineal de los medios

TMEE

Matemáticamente, modelaremos el volumen del material compuesto con un sub-
conjunto Ω ⊂ R

3 con una frontera suave. Las propiedades TMEE de un medio conti-
nuo están descritas por un sistema de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) en Ω
compuesto por la ecuación del medio continuo [58], las leyes de Maxwell en ausencia
de cargas eléctricas y corrientes eléctricas libres [59], y la ecuación de conducción de
calor [60]: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

σij,j (x) = Fi (x) ,

Di,i (x) = 0,

Bi,i (x) = 0,

(ηij (x)ϑ,j (x)),i = 0,

x = (x1, x2, x3) ∈ Ω \
⋃
k

εΓ
(k)
2 , (2.3)

donde Γ
(k)
2 denota la superficie de separación entre componentes en la k-ésima celda

periódica, f,i denota la derivada parcial de la función f respecto a la variable xi y
se ha utilizado la convención de suma de Einstein. Fi representa la i-ésima com-
ponente de una fuerza por unidad de volumen; σij, las componentes del tensor de
tensiones; Di y Bi son las componentes de los campos de desplazamiento eléctrico
y de inducción magnética; ηij, las componentes del tensor de conductividad y ϑ,
la temperatura. La variable x será llamada de aqúı en adelante variable global o
variable lenta y será omitida en algunas de las expresiones matemáticas siguientes
por brevedad. A lo largo de la tesis también se observará que los śımbolos de las
magnitudes vectoriales y matriciales se representen en negritas.

Aparentemente, las ecuaciones (2.3) describen por separado los efectos elásti-
cos, eléctricos, magnéticos y térmicos, pero estos se encuentran acoplados por las
siguientes relaciones constitutivas [61]:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

σij (x) = cijkl (x) εkl (x) + emij (x)ϕ,m (x) + qnij (x)ψ,n (x)− λij (x)ϑ (x) ,

Di (x) = eikl (x) εkl (x)− κε
im (x)ϕ,m (x)− αin (x)ψ,n (x) + pεi (x)ϑ (x) ,

Bi (x) = qikl (x) εkl (x)− αim (x)ϕ,m (x)− μin (x)ψ,n (x) +mi (x)ϑ (x) ,

s (x) = λkl (x) εkl (x)− pεm (x)ϕ,m (x)−mn (x)ψ,n (x) + βε (x)ϑ (x) ,

,

(2.4)
donde s (x), ϕ (x), ψ (x), εkl (x) denotan la entroṕıa, los potenciales eléctrico y
magnético y las componentes del campo de deformaciones elásticas, respectivamen-
te. Una lista exhaustiva de los coeficientes que caracterizan las propiedades f́ısicas
de los materiales se puede encontrar en los Acrónimos y Śımbolos que se encuentran
al principio de la tesis. El supeŕındice ε en κε

ij y pεi indica que estas propiedades son
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a deformación ε constante, lo cual tomará importancia posteriormente. Estos coefi-
cientes son funciones rápidamente oscilantes de la variable x debido a la periodicidad
del compuesto. Por ejemplo:

cijkl (x) = cijkl

(x
ε

)
, (2.5)

y otro tanto ocurre para todos los demás coeficientes. La dependencia con x se
debe a que al pasar de un punto a otro de Ω, podemos pasar de una fase a otra
y observar propiedades f́ısicas diferentes. Por esta razón, también nos referiremos a
estos coeficientes como funciones materiales.

Los tensores que describen las propiedades f́ısicas cumplen las propiedades de
simetŕıa usuales:

cijkl = cjikl = cijlk = cklij, eijk = eikj,
qijk = qikj, κε

ij = κε
ji, μij = μji,

αij = αji, λij = λji, ηij = ηji.
(2.6)

Estas propiedades de simetŕıa posibilitan el tratamiento anaĺıtico, particularmente,
en el caso de los compuestos laminados. Los materiales a los que aplicaremos los
métodos matemáticos de esta tesis, pertenecen a la clase cristalina hexagonal (6mm).
Esto trae consigo más propiedades de simetŕıa y notaciones especiales que aligeran
el tratamiento anaĺıtico de estos problemas (véase el Apéndice A).

Adicionalmente, estas funciones materiales cumplen propiedades de elipticidad.
Existe una constante κ > 0 tal que para toda x ∈ Ω se cumple que:

cijklaijakl ≥ κaijaij, λijbibj ≥ κbibi,
ηijbibj ≥ κbibi,

(Eij(x)Xj,Xi) ≥ κ (Xi,Xi) ,
(2.7)

donde:

Eij =

(
κε
ij αij

αij μij

)
. (2.8)

ajl son las componentes de cualquier matriz simétrica 3× 3, bi son las componentes
de cualquier vector de R3 y Xi ∈ R

2, i = 1, 2, 3. Obsérvese que la última propiedad
implica la elipticidad de las permitividad dieléctrica y la permeabilidad magnética.
Si suponemos que Xi = (x1

i , x
2
i )

t
, podemos escribir esa propiedad por componentes:

κε
ijx

1
jx

1
i + 2αijx

1
jx

2
j + μijx

2
jx

2
i ≥ κ

(
x1
ix

1
i + x2

jx
2
j

)
. (2.9)

Si tomamos Xi = (x1
i , 0)

t
ó Xi = (0, x2

i )
t
en la expresión anterior, obtenemos con-

diciones de elipticidad para la permitividad y la permeabilidad:

κε
ijx

1
jx

1
i ≥ κx1

ix
1
i ,

μijx
2
jx

2
i ≥ κx2

jx
2
j .

(2.10)

Como veremos más adelante, estas propiedades contribuyen a la existencia y unici-
dad de las soluciones que serán construidas.
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Caṕıtulo 2. Método de Homogeneización Asintótica

2.3. Condiciones de frontera

Puesto que queremos introducir las relaciones constitutivas (2.4) en las ecuacio-
nes (2.3), debemos despejar la temperatura ϑ:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

σij (x) = c̄ijkl (x) εkl (x) + ēmij (x)ϕ,m (x) + q̄nij (x)ψ,n (x)− λ̄ij (x) s (x) ,

Di (x) = ēikl (x) εkl (x)− κ̄ε
im (x)ϕ,m (x)− ᾱin (x)ψ,n (x) + p̄εi (x) s (x) ,

Bi (x) = q̄ikl (x) εkl (x)− ᾱim (x)ϕ,m (x)− μ̄in (x)ψ,n (x) + m̄i (x) s (x) ,

ϑ (x) = −λ̄kl (x) εkl (x) + p̄εm (x)ϕ,m (x) + m̄n (x)ψ,n (x) + β̄ε (x) s (x) ,

,

(2.11)
donde: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

c̄ijkl = cijkl + β−1λijλkl,

ēmij = emij − β−1pεmλij,

q̄nij = qnij − β−1mnλij,

λ̄ij = β−1λij,

κ̄ε
im = κε

im − β−1pεip
ε
m,

μ̄in = μin − β−1mimn,

ᾱin = αin − β−1pεimn,

p̄m = β−1pεm,

m̄i = β−1mi.

(2.12)

Para facilitar el tratamiento de tantas propiedades f́ısicas de distinta naturaleza
se introducirá la siguiente notación matricial:

Ajl =

⎛⎝cijkl elij qlij
ejkl −κjl −αjl

qjkl −αjl −μjl

⎞⎠
i,k=1,2,3

, Tj =

⎛⎝−λij

pj
mj

⎞⎠
i=1,2,3

, U =

⎛⎝uk

ϕ
ψ

⎞⎠
k=1,2,3

,

(2.13)
donde uk, k = 1, 2, 3 son las componentes del campo de desplazamiento. Igualmente
podemos expresar (2.12) en forma matricial:

Ājl = Ajl + β−1Tj (Tl)
t , T̄j = (β)−1 Tj, β̄ = (β)−1 . (2.14)

De esta manera, el sistema de ecuaciones (2.3), se puede expresar de la siguiente
manera:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂

∂xj

(
Ājl (x)

∂U

∂xl

(x) + T̄j (x) s (x)

)
= F ,

∂

∂xi

(
ηij (x)

∂

∂xj

((
T̄l (x)

)t ∂U
∂xl

(x) + β̄ (x) s (x)

))
= 0,

x ∈ Ω \
⋃
k

εΓ
(k)
2 ,

(2.15)
donde F = (Fi, 0, 0)

t
i=1,2,3. En realidad, esta fuerza por unidad de volumen no cumple

ningún papel en el MHA, sino que se utiliza como inhomogeneidad en las ecuaciones
para que su solución no sea idénticamente nula. Otra manera de indicar esto es con
condiciones no homogéneas en la frontera exterior, lo cual tampoco juega un papel
en el MHA.
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Sin embargo, las condiciones de frontera en las superficies “interiores” del ma-
terial compuesto, las superficies de separación entre fases, śı juegan un papel im-
portante en las propiedades efectivas del material. Nosotros supondremos que se
cumplen las siguientes relaciones de continuidad en las superficies entre fases:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

�(
Ājl (x)

∂U

∂xl

(x) + T̄j (x) s (x)

)
nj

�
= 0,�(

ηij (x)
∂

∂xj

((
T̄l (x)

)t ∂U
∂xl

(x) + β̄ (x) s (x)

))
ni

�
= 0,

x ∈
⋃
k

εΓ
(k)
2 ,

(2.16)
donde �(·)� denota la diferencia entre los valores ĺımite de la función (·) a ambos
lados de la superficie de separación de las fases. Estas condiciones, en las compo-
nentes elásticas, modelan el equilibrio local de las tensiones en las superficies entre
componentes; en la componente eléctrica, la inexistencia de cargas libres en dichas
superficies y en la componente magnética, la ausencia de corrientes superficiales.

Añadidas a estas condiciones de equilibrio, se suelen estudiar las condiciones de
continuidad del campo de desplazamientos elásticos, los potenciales electromagnéti-
cos y la temperatura: { �U (x)� = 0,�ϑ (x)� = 0,

x ∈
⋃
k

εΓ
(k)
2 . (2.17)

Estas son llamadas condiciones de contacto perfecto. En contraste a esta situación
ideal, existen las llamadas condiciones de contacto imperfecto, una de las cuales se
estudiará aqúı:(

Ājl
∂U

∂xl

(x) + T̄j (x) s (x)

)
nj = ε−1K�U�, x ∈

⋃
k

εΓ
(k)
2 , (2.18)

donde la matriz K tiene por componentes los llamados parámetros de imperfeccción.
Para ilustrar con más claridad, supondremos en esta tesis que la matriz es diagonal,
que existen tres parámetros de imperfección elásticos Ki, i = 1, 2, 3, un parámetro
de imperfección eléctrica E y uno de imperfección magnética M :

K =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
K1 0 0 0 0
0 K2 0 0 0
0 0 K3 0 0
0 0 0 −E 0
0 0 0 0 −M

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (2.19)

En este punto, es importante definir un convenio de signos entre el contraste y el
vector normal que aparece en la expresión (2.18). Si:

�U� = U II −U I , (2.20)

entonces el vector normal de componentes nj “apunta” a la región II y “parte” de
la región I. Mantendremos este convenio de signos en todo el desarrollo de esta tesis.

La condición de contacto imperfecto (2.18) es de un tipo espećıfico llamado
“resorte”. Este nombre alude a que la condición plantea, grosso modo, la proporcio-
nalidad entre la tensión (MI) y la elongación �U� (MD), como en la ley de Hooke,
siendo ε−1K la constante de proporcionalidad.
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Suponemos que la constante de proporcionalidad es de orden O (ε−1) porque
(2.18) también modela una fase muy fina que actúa como buffer entre las fases origi-
nales. Las propiedades f́ısicas de esta fase buffer están relacionadas a los parámetros
de imperfección de la matriz K (ver, por ejemplo, [62]). El orden O (ε−1) refleja
el hecho de que el espesor de esta fase va a cero mientras ε → 0. Esta condición
puede modelar un amplio rango de situaciones desde el desacoplamiento total de
las fases (parámetros de imperfección muy bajos1) hasta el contacto perfecto en-
tre ellas (parámetros de imperfección muy altos). En esta tesis se supondrá que la
temperatura ϑ exhibe contacto perfecto.

En esta tesis también son relevantes las condiciones que modelan estructuras
perforadas o porosas. Se puede considerar que dichas estructuras son también com-
puestos en las que una de las fases es aire o vaćıo. Puede considerarse que esta fase
tiene propiedades f́ısicas iguales a cero2. Esto implica que las condiciones (2.16) se
reducen a las siguientes condiciones de frontera libre3:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(
Ājl (x)

∂U

∂xl

(x) + T̄j (x) s (x)

)
nj = 0,(

ηij (x)
∂

∂xj

((
T̄l (x)

)t ∂U
∂xl

(x) + β̄ (x) s (x)

))
ni = 0,

x ∈
⋃
k

εΓ
(k)
2 .

(2.21)

2.4. Desarrollo asintótico

Resumamos el problema de frontera de contacto imperfecto de las expresiones
(2.15), (2.16), (2.17) y (2.18):

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂

∂xj

(
Ājl (x)

∂U

∂xl

(x) + T̄j (x) s (x)

)
= F ,

x ∈ Ω \ ⋃
k εΓ

(k)
2 ,

∂

∂xi

(
ηij (x)

∂

∂xj

((
T̄l (x)

)t ∂U
∂xl

(x) + β̄ (x) s (x)

))
= 0,� (

Ājl (x)
∂U

∂xl

(x) + T̄j (x) s (x)

)
nj

�
= 0,

x ∈ ⋃
k εΓ

(k)
2 ,

� (
ηij (x)

∂

∂xj

((
T̄l (x)

)t ∂U
∂xl

(x) + β̄ (x) s (x)

))
ni

�
= 0,(

Ājl
∂U

∂xl

(x) + T̄j (x) s (x)

)
nj = ε−1K�U (x)�,

�ϑ (x)� = 0,
(2.22)

1En comparación con los órdenes de magnitud de las propiedades f́ısicas de las fases.
2O muy pequeñas en comparación con las propiedades f́ısicas de las fases, como es el caso de la

permitividad dieléctrica.
3Esta condición también es conocida como de aislamiento o de Neumann.
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y el de frontera libre (expresiones (2.15) y (2.21)):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂

∂xj

(
Ājl (x)

∂U

∂xl

(x) + T̄j (x) s (x)

)
= F ,

x ∈ Ω \ ⋃
k εΓ

(k)
2 ,

∂

∂xi

(
ηij (x)

∂

∂xj

((
T̄l (x)

)t ∂U
∂xl

(x) + β̄ (x) s (x)

))
= 0,(

Ājl (x)
∂U

∂xl

(x) + T̄j (x) s (x)

)
nj = 0,

x ∈ ⋃
k εΓ

(k)
2 .

(
ηij (x)

∂

∂xj

((
T̄l (x)

)t ∂U
∂xl

(x) + β̄ (x) s (x)

))
ni = 0,

(2.23)
Ambos representan familias de problemas de frontera dependientes del parámetro
pequeño ε. Nos proponemos construir soluciones para ellos de la siguiente manera:

U (x) = U (0)(x,y) + εU (1)(x,y) + ε2U (2)(x,y) + . . . ,

s (x) = s(0)(x,y) + εs(1)(x,y) + ε2s(2)(x,y) + . . . ,
(2.24)

donde y = (y1, y2, y3) = ε−1x es la llamada variable rápida o local, en la cual, las fun-
ciones U (i) y ϑ(i), i = 0, 1, 2 son Y periódicas (véase Figura 2.1). Tomando prestados
nombres de la teoŕıa de perturbaciones de la F́ısica, llamaremos no perturbados a los
términos U (0) y s(0). Las funciones U (i) y s(i) con i > 0 serán llamadas correctores de
i-ésimo orden. Bajo esta hipótesis de separación de escalas en el desarrollo asintótico
debemos sustituir la derivada parcial respecto a xi por el siguiente operador:

∂

∂xi

+ ε−1 ∂

∂yi
. (2.25)

Por la ε-periodicidad de las matrices Ājl, de los vectores T̄j y de los escalares ηij,
todas estas magnitudes serán consideradas de ahora en adelante como funciones de
la variable rápida y solamente.

Nuestro objetivo es introducir los desarrollos asintóticos (2.24) y el operador
de derivada (2.25) en las ecuaciones y condiciones de frontera. Esto conduce a que
debemos imponer condiciones en los términos no perturbados U (0) y ϑ(0) y en los
correctores U (i), i = 1, 2 y ϑ(i), i = 1, 2 para construir las soluciones asintóticas.

Insertemos el “operador” de derivada (2.25) y los desarrollos asintóticos en las
ecuaciones y agrupemos por potencias de ε. Definamos los operadores:

Lαβ (·) = ∂

∂αj

[
Ājl (y)

∂

∂βl

(·)
]
, Lα (·) = ∂

∂αj

[
T̄j (y) (·)

]
, (2.26)

donde α = x, y y β = x, y. Ahora consideremos las expansiones hasta la potencia
ε2. Los términos que multiplican a cada potencia de ε al introducir los desarrollos
asintóticos y los operadores en la primera ecuación del problema de frontera son:

ε−2 : Lyy

(
U (0)

)
,

ε−1 : Lxy

(
U (0)

)
+ Lyx

(
U (0)

)
+ Lyy

(
U (1)

)
+ Ly

(
s(0)

)
,

ε0 : Lxx

(
U (0)

)
+ Lxy

(
U (1)

)
+ Lyx

(
U (1)

)
+ Lyy

(
U (2)

)
+ Lx

(
s(0)

)
+ Ly

(
s(1)

) − F ,

ε1 : Lxx

(
U (1)

)
+ Lxy

(
U (2)

)
+ Lyx

(
U (2)

)
+ Lx

(
s(1)

)
+ Ly

(
s(2)

)
,

ε2 : Lxx

(
U (2)

)
+ Lx

(
s(2)

)
.

(2.27)
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Puesto que nos interesa el comportamiento ĺımite cuando ε → 0, los coeficientes de
las potencias ε1 y ε2 no aportan ninguna información importante a la construcción de
la solución. Sin embargo, las otras potencias de ε śı imponen restricciones sobre las
funciones U (i) y s(i), i = 0, 1, 2, puesto que las potencias ε0, ε−1 y ε−2 no van a cero
cuando ε → 0. Por tanto, impondremos que satisfagan las siguientes condiciones:

Lyy

(
U (0)

)
= 0,

Lxy

(
U (0)

)
+ Lyx

(
U (0)

)
+ Lyy

(
U (1)

)
+ Ly

(
s(0)

)
= 0,

Lxx

(
U (0)

)
+ Lxy

(
U (1)

)
+ Lyx

(
U (1)

)
+ Lyy

(
U (2)

)
+ Lx

(
s(0)

)
+ Ly

(
s(1)

)
= F .
(2.28)

Adicionalmente, introduciremos los desarrollos asintóticos en la segunda ecuación
del problema de frontera:

∂

∂xi

(
ηij (x)

∂

∂xj

((
T̄l (x)

)t ∂U
∂xl

(x) + β̄ (x) s (x)

))
= 0, (2.29)

pero para abreviar la notación, definiremos el siguiente operador:

Jαβ (·) = ∂

∂αi

[
ηij (y)

∂

∂βj

(·)
]
, (2.30)

donde α y β pueden ser las variables x o y. De manera que obtenemos las siguientes
condiciones para cada potencia no evanescente de ε:

ε−2 :Jyy

(
T̄ t
l

∂U (0)

∂xl

+ T̄ t
l

∂U (1)

∂yl
+ β̄s(0)

)
+ (Jyx + Jxy)

(
T̄l
∂U (0)

∂yl

)
= 0,

ε−1 :Jxx

(
T̄ t
l

∂U (0)

∂yl

)
+ Jyy

(
T̄ t
l

∂U (2)

∂yl
+ T̄ t

l

∂U (1)

∂xl

+ β̄s(1)
)

+ (Jyx + Jxy)

(
T̄ t
l

∂U (0)

∂xl

+ T̄ t
l

∂U (1)

∂yl
+ β̄s(0)

)
= 0,

ε0 :Jxx

(
T̄ t
l

∂U (0)

∂xl

+ T̄ t
l

∂U (1)

∂yl
+ β̄s(0)

)
+ Jyy

(
T̄ t
l

∂U (2)

∂xl

+ T̄ t
l

∂U (3)

∂yl
+ β̄s(2)

)
,

+ (Jyx + Jxy)

(
T̄ t
l

∂U (1)

∂xl

+ T̄ t
l

∂U (2)

∂yl
+ β̄s(1)

)
= 0,

(2.31)
donde hemos tomado en cuenta un término adicional de la expansión en series de U ,
el término ε3U (3) (x,y). Si introducimos los desarrollos asintóticos en las condiciones
de continuidad de flujo (2.22)3 y separamos por potencias de ε tenemos las siguientes
condiciones:

ε−1 :

�
Ājl

∂U (0)

∂yl
nj

�
= 0,

ε0 :

� (
Ājl

∂U (0)

∂xl

+ Ājl
∂U (1)

∂yl
+ T̄js

(0)

)
nj

�
= 0.

(2.32)

Similarmente, al introducir los desarrollos asintóticos (2.24) en la condición de con-
tacto imperfecto (2.22)5, separamos por potencias no evanescentes de ε y obtenemos
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las siguientes condiciones:

ε−1 :Ājl
∂U (0)

∂yl
nj = K�U (0)�,

ε0 :

(
Ājl

∂U (0)

∂xl

+ Ājl
∂U (1)

∂yl
+ T̄js

(0)

)
nj = K�U (1)�. (2.33)

Sobre la base de estas condiciones, a continuación examinaremos la existencia y
unicidad de los correctores utilizando el Teorema 1 del Apéndice B. Además, vere-
mos algunos aspectos sobre la construcción de las soluciones que son enteramente
independientes de la geometŕıa del compuesto.

2.4.1. Términos no perturbados.

En esta subsección y en las siguientes, por brevedad omitiremos la dependencia
con las variables x e y de todas las funciones. Recordemos que las funciones ma-
teriales Ajl, Tj y ηij solo dependen de y por ser Y -periódicas. Los términos de las
expansiones asintóticas dependen de ambas variables x e y, aunque veremos que
esto no es estrictamente cierto en el caso de los términos no perturbados.

De acuerdo con las expresiones (2.28)1 y (2.33)1, el término no perturbado debe
ser construido de manera que satisfaga:

∂

∂yj
Ājl

∂U (0)

∂yj
= 0, (x,y) ∈

(
Ω \

⋃
k

εΓ
(k)
2

)
× (Y \ Γ2) ,

Ājl
∂U (0)

∂yl
nj = K�U (0)�, (x,y) ∈

(⋃
k

εΓ
(k)
2

)
× Γ2.

(2.34)

La existencia y unicidad de U (0) no está garantizada por el teorema del apéndice B
por no ser K definida positiva y porque Ājl no satisface la condición de elipticidad.
Un paso en esa dirección seŕıa multiplicar por −1 a las dos últimas ecuaciones del
sistema y las dos últimas expresiones de la condición de contacto imperfecto de
(2.34). Esto produce el sistema:

∂

∂yj
B̄jl

∂

∂yl

(
U (0)

)
= 0, (x,y) ∈

(
Ω \

⋃
k

εΓ
(k)
2

)
× (Y \ Γ2) ,

B̄jl
∂U (0)

∂yl
nj = K��U (0)�, (x,y) ∈

(⋃
k

εΓ
(k)
2

)
× Γ2,

(2.35)

donde:

B̄jl =

⎛⎝ c̄ijkl ēlij q̄lij
−ēlij κ̄jl ᾱjl

−q̄lij ᾱjl μ̄jl

⎞⎠ , K� =

⎛⎝Ki 0 0
0 E 0
0 0 M

⎞⎠ . (2.36)

Los sistemas (2.34) y (2.35) son equivalentes, pero el (2.35) tiene la ventaja de tener
una matriz de contacto imperfecto definida positiva. Para asegurar las hipótesis del
teorema del apéndice B debemos demostrar que la matriz B̄jl es eĺıptica. Para esto
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exigiremos una condición adicional sobre las funciones materiales que veremos más
adelante. Por ahora:

(
B̄jl

∂U

∂yl
,
∂U

∂yj

)
=

(
∂ui

∂yj

∂ϕ

∂yj

∂ψ

∂yj

)
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

c̄ijkl
∂uk

∂yl
+ ēlij

∂ϕ

∂yl
+ q̄lij

∂ψ

∂yl

−ējkl
∂uk

∂yl
+ κ̄jl

∂ϕ

∂yl
+ ᾱjl

∂ψ

∂yl

−q̄jkl
∂uk

∂yl
+ ᾱjl

∂ϕ

∂yl
+ μ̄jl

∂ψ

∂yl

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= c̄ijkl
∂ui

∂yj

∂uk

∂yl
+

(
∂ϕ

∂yj

∂ψ

∂yj

) (
κjl αjl

αjl μjl

) ⎛⎜⎜⎝
∂ϕ

∂yj
∂ψ

∂yj

⎞⎟⎟⎠

− β−1

(
∂ϕ

∂yj

∂ψ

∂yj

) (
pjpl pjml

mjpl mjml

) ⎛⎜⎜⎝
∂ϕ

∂yj
∂ψ

∂yj

⎞⎟⎟⎠ .

(2.37)

Introduzcamos la notación:

X =

(
ϕ
ψ

)
, ρj =

(
pj
mj

)
. (2.38)

Y tenemos que:

(
B̄jl

∂U

∂yl
,
∂U

∂yj

)
= c̄ijkl

∂ui

∂yj

∂uk

∂yl
+

∂X t

∂yj
Ejl

∂X

∂yl
− β−1∂X

t

∂yj
ρjρ

t
l

∂X

∂yl

= c̄ijkl
∂ui

∂yj

∂uk

∂yl
+

∂X t

∂yj
Ejl

∂X

∂yl
− β−1

∣∣∣∣ρt
j

∂X

∂yj

∣∣∣∣2 . (2.39)

Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la expresión anterior tenemos que:

(
B̄jl

∂U

∂yl
,
∂U

∂yj

)
≥ c̄ijkl

∂ui

∂yj

∂uk

∂yl
+

∂X t

∂yj
Ejl

∂X

∂yl
− β−1

∑
j

∣∣ρt
j

∣∣2 ∑
j

∣∣∣∣∂X∂yj
∣∣∣∣2 . (2.40)

En este momento introduciremos la condición de Ignaczak que garantiza la eliptici-
dad de la matriz B̄jl:

p21 + p22 + p23 +m2
1 +m2

2 +m2
3 ≤ βΛmı́n, (2.41)

donde Λmin es el valor propio mı́nimo de la matrizE, 6×6 compuesta por los bloques
Ejl. La condición (2.41) es una adaptación al caso TMEE de la condición planteada
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en [63] para propiedades termo-piezoeléctricas. Si la introducimos en (2.40):(
B̄jl

∂U

∂yl
,
∂U

∂yj

)
≥ c̄ijkl

∂ui

∂yj

∂uk

∂yl
+

∂X t

∂yj
Ejl

∂X

∂yl
− Λmı́n

∑
j

∣∣∣∣∂X∂yj
∣∣∣∣2

≥ (
cijkl + β−1λijλkl

) ∂ui

∂yj

∂uk

∂yl
+

∂X t

∂yj
Ejl

∂X

∂yl
− Λmin

∑
j

∣∣∣∣∂X∂yj
∣∣∣∣2

≥ cijkl
∂ui

∂yj

∂uk

∂yl
+

∂X t

∂yj
Ejl

∂X

∂yl
− Λmin

∑
j

∣∣∣∣∂X∂yj
∣∣∣∣2

≥ κ

(
∂ui

∂yj
,
∂ui

∂yj

)
+ κ

(
∂X

∂yj
,
∂X

∂yj

)
− Λmin

(
∂X

∂yj
,
∂X

∂yj

)
= κ

(
∂ui

∂yj
,
∂ui

∂yj

)
+ (κ − Λmin)

(
∂X

∂yj
,
∂X

∂yj

)
≥ (κ − Λmin)

(
∂ui

∂yj
,
∂ui

∂yj

)
+ (κ − Λmin)

(
∂X

∂yj
,
∂X

∂yj

)
= κ1

((
∂ui

∂yj
,
∂uk

∂yl

)
+

(
∂X

∂yj
,
∂X

∂yj

))
= κ1

(
∂U

∂yj
,
∂U

∂yj

)
,

(2.42)
donde hemos supuesto que κ1 = κ − Λmin > 0. Esto completa la demostración de
que B̄jl es eĺıptica, se satisfacen las hipótesis del teorema del Apéndice B y, por
tanto, el problema (2.35) tiene solución única U (0) (x,y), excepto por una función
aditiva V (x) que solo depende de la variable global x:

U (0) (x,y) = V (x) +W (x,y) , (2.43)

donde W (x,y) es la solución única de promedio nulo respecto a y. Sin embargo, el
hecho de que esta sea única contradice que W (x,y) dependa de x como parámetro.
Por tanto, necesariamente,W (x,y) = 0. A partir de aqúı escribiremos simplemente:
U (0) (x,y) = U (0) (x).

Teniendo en cuenta este resultado la ecuación (2.31)1 se transforma en la ecua-
ción:

∂

∂yi
ηij

∂

∂yj
ϑ
(0)
h (x,y) = 0, (2.44)

donde:

ϑ
(0)
h (x,y) = T̄ t

l

∂U (0)

∂xl

+ T̄ t
l

∂U (1)

∂yl
+ β̄s(0). (2.45)

Por la simetŕıa del tensor de conductividad térmica, esta ecuación satisface las
hipótesis del teorema del suplemento de [22] (también enunciado en el Apéndice

B) y por tanto, ϑ
(0)
h solo depende de la variable x.

En resumen, las condiciones impuestas sobre el corrector U (0) satisfacen las hipótesis
del Teorema 1 del Apéndice B luego de manipulaciones algebraicas y de imponer
la condición de Ignaczak. Como consecuencia de la aplicación de dicho teorema
tenemos que U (0) solo depende de la variable global x. Similarmente, por el teorema
del suplemento de [22] podemos afirmar la existencia de la solución periódica ϑ

(0)
h y

como consecuencia de este, esta función solo depende de la variable global x.
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2.4.2. Correctores de primer orden y problemas locales

Dado que U (0) no depende de y, el sistema de ecuaciones (2.28)2 se convierte en:

∂

∂yj

(
Ājl

∂U (0)

∂xl

+ Ājl
∂U (1)

∂yl
+ T̄js

(0)

)
= 0, (2.46)

y la condición (2.33)2 se convierte en:(
Ājl

∂U (0)

∂xl

+ Ājl
∂U (1)

∂yl
+ T̄js

(0)

)
nj = K�U (1)�. (2.47)

Además, podemos deshacernos de las barras (̄·) si insertamos (2.45) en la ecuación
y la condición anteriores:

∂

∂yj

(
Ajl

∂U (0)

∂xl

+Ajl
∂U (1)

∂yl
+ Tjϑ

(0)
h

)
= 0,(

Ajl
∂U (0)

∂xl

+Ajl
∂U (1)

∂yl
+ Tjϑ

(0)
h

)
nj = K�U (1)�. (2.48)

Se puede demostrar que la matriz que resulta al cambiar el signo de las dos últimas
filas de Ajl es eĺıptica y no necesita ninguna suposición adicional como la condición
de Ignaczak (2.41). Entonces, se satisfacen las hipótesis del teorema del Apéndice B
y tenemos que existe una solución U (1). La forma de esta función será supuesta de
la siguiente manera (hipótesis de trabajo) para aplicar el método de separación de
variables:

U (1) (x,y) = Nl (y)
∂U (0)

∂xl

(x) +Nϑ (y)ϑ
(0)
h (x) , (2.49)

donde Nl (y) y Nϑ (y) son funciones Y -periódicas que toman valores en las matrices
reales 5× 5 y los vectores de 5 componentes, respectivamente. Estas funciones serán
llamadas funciones locales por ser solamente dependientes de la variable local o
rápida. Si las escribimos por componentes y omitimos las dependencias con y:

Nl =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

wl1
1 wl2

1 wl3
1 gl1 hl

1

wl1
2 wl2

2 wl3
2 gl2 hl

2

wl1
3 wl2

3 wl3
3 gl3 hl

3

ζ l1 ζ l2 ζ l3 πl ξl

φl1 φl2 φl3 χl γl

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Nϑ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Γ1

Γ2

Γ3

Q

R

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (2.50)

Ahora insertemos la hipótesis de trabajo (2.49) en la ecuación (2.48)1:

∂

∂yj

(
Ajl +Ajk

∂Nl

∂yk

)
∂U (0)

∂xl

+
∂

∂yj

(
Tj +Ajk

∂Nϑ

∂yk

)
ϑ
(0)
h = 0, (2.51)

de donde podemos deducir los siguientes sistemas de ecuaciones que deben ser sa-
tisfechos por las funciones Nl (y) y Nϑ (y):

∂

∂yj

(
Ajl +Ajk

∂Nl

∂yk

)
= 0,

∂

∂yj

(
Tj +Ajk

∂Nϑ

∂yk

)
= 0.

(2.52)
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Adicionalmente, al introducir la hipótesis de trabajo (2.49) en la condición de con-
tinuidad del flujo (2.32)2, podemos deducir condiciones similares para las funciones
Nl (y) y Nϑ (y): � (

Ajl +Ajk
∂Nl

∂yk

)
nj

�
= 0,� (

Tj +Ajk
∂Nϑ

∂yk

)
nj

�
= 0.

(2.53)

Igualmente, si introducimos la hipótesis de trabajo en la condición de contacto im-
perfecto (2.33)2: (

Ajl +Ajk
∂Nl

∂yk

)
nj = K�Nl�,(

Tj +Ajk
∂Nϑ

∂yk

)
nj = K�Nϑ�. (2.54)

De aqúı que podamos plantear los siguientes problemas de frontera para las funcio-
nes Nl (y) y Nϑ (y): Hallar las soluciones Y -periódicas de promedio nulo Nl (y) y
Nϑ (y) que satisfacen:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂

∂yj

(
Ajl +Ajk

∂Nl

∂yk

)
= 0, y ∈ Y \ Γ2,� (

Ajl +Ajk
∂Nl

∂yk

)
nj

�
= 0,

y ∈ Γ2.(
Ajl +Ajk

∂Nl

∂yk

)
nj = K�Nl�,

(2.55)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂

∂yj

(
Tj +Ajk

∂Nϑ

∂yk

)
= 0, y ∈ Y \ Γ2,� (

Tj +Ajk
∂Nϑ

∂yk

)
nj

�
= 0,

y ∈ Γ2.(
Tj +Ajk

∂Nϑ

∂yk

)
nj = K�Nϑ�,

(2.56)

Estos son los llamados problemas locales y jugarán un papel muy importante en
lo que resta del desarrollo de esta tesis. Obsérvese que se ha especificado que las
funciones Nl (y) y Nϑ (y) tengan promedio nulo. Esto es consecuencia de que el
teorema del Apéndice B exige que

〈
U (1) (x,y)

〉
= 0.

Ahora examinemos la ecuación (2.31)2. Si tenemos en cuenta que tanto U (0)

como ϑ
(0)
h no dependen de y, la ecuación se transforma en:

∂

∂yi
ηij

∂

∂yj

(
T̄ t
l

∂U (2)

∂yl
+ T̄ t

l

∂U (1)

∂xl

+ β̄s(1)
)
+

∂

∂yi
ηij

∂ϑ
(0)
h

∂xj

= 0. (2.57)

Si definimos:

ϑ
(1)
h = T̄ t

l

∂U (2)

∂yl
+ T̄ t

l

∂U (1)

∂xl

+ β̄s(1), (2.58)

obtenemos la siguiente ecuación:

∂

∂yi
ηij

∂ϑ
(1)
h

∂yj
= −∂ηij

∂yi

∂ϑ
(0)
h

∂xj

, (2.59)
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que satisface las hipótesis del teorema del suplemento de [22] y por tanto, existe una
solución de promedio nulo que construiremos con la siguiente hipótesis de trabajo
para separar variables:

ϑ
(1)
h (x,y) = Ml (y)

∂ϑ
(0)
h

∂xl

(x) . (2.60)

De aqúı que Ml (y) sea la solución Y -periódica de promedio nulo del problema local:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∂

∂yi

(
ηik(y)

∂Mj

∂yk
(y) + ηij(y)

)
= 0, y ∈ Y \ Γ2,� (

ηik(y)
∂Mj

∂yk
(y) + ηij(y)

)
ni

�
= 0,

y ∈ Γ2.�Mj� = 0,

(2.61)

En resumen, las condiciones impuestas sobre los correctores de primer orden U (1)

y ϑ(1) satisfacen respectivamente las hipótesis del Teorema 1 del Apéndice B y las
hipótesis del teorema del suplemento de [22]. A diferencia del caso de U (0) y ϑ(0),
estas condiciones son inhomogéneas, lo cual tiene por consecuencia que U (1) y ϑ(1)

dependan de ambas variables x e y. Esto último es considerado en las hipótesis de
trabajo (2.49) y (2.60), que expresan la dependencia de y a través de las funciones
Nl, N

ϑ y Ml. Estas son las soluciones Y -periódicas de promedio nulo de los proble-
mas locales respectivos (2.55), (2.56) y (2.61), que reflejan en la celda periódica las
condiciones impuestas sobre U (1) y s(1).

2.4.3. Correctores de segundo orden y ecuación homogenei-
zada

Si introducimos ahora las definiciones de s(0) y s(1), (2.45) y (2.58), en el sistema
de ecuaciones (2.28)3 y tenemos en cuenta las hipótesis (2.49) y (2.60), obtenemos
el siguiente sistema de ecuaciones:

∂

∂yj

[
Ajl

∂

∂yl

(
U (2)

)]
+

[
Amk +Aml

∂Nk

∂yl
+

∂

∂yj
(AjmNk)

]
∂2U (0)

∂xm∂xk

+

[
Tk +Akl

∂Nϑ

∂yl
+

∂

∂yj
(TjMk) +

∂

∂yj

(
AjkN

ϑ
)] ∂ϑ

(0)
h

∂xk

= F .

(2.62)

Para poder afirmar que este sistema tiene solución U (2), Y -periódica respecto a y,
por el Teorema 1 del Apéndice B, es suficiente imponer que que:〈

Amk +Aml
∂Nk

∂yl

〉
∂2U (0)

∂xm∂xk

+

〈
Tk + Akl

∂Nϑ

∂yl

〉
∂ϑ

(0)
h

∂xk

= 〈F 〉 , (2.63)

donde hemos tenido en cuenta que:〈
∂

∂yj
(AjmNk)

〉
= 0,

〈
∂

∂yj

(
TjMk +AjkN

ϑ
)〉

= 0, (2.64)
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porque el promedio de la divergencia de una función periódica es nulo. Si ahora
definimos:

Âjl =

〈
Ajl +Ajk

∂Nl

∂yk

〉
,

T̂j =

〈
Tj +Ajk

∂Nϑ

∂yk

〉
,

(2.65)

y cambiamos los ı́ndices en (2.63) tenemos que:

Âjl
∂2U (0)

∂xj∂xl

+ T̂j
∂ϑ

(0)
h

∂xj

= 〈F 〉 . (2.66)

El sistema de ecuaciones (2.66) es llamado sistema homogeneizado y los tensores
(2.65) tienen por componentes los llamados coeficientes efectivos. Obsérvese que el
sistema de ecuaciones homogeneizado tiene la forma que tendŕıa el sistema (2.22)1 si
las funciones materiales rápidamente oscilantes Ajl (y) y Tj (y) fueran constantes.
Más aún, a pesar de que las fórmulas (2.65) son matriciales, se pueden acceder a
coeficientes efectivos de propiedades f́ısicas individuales a través de sus componentes:

Âjl =

⎛⎝ĉijkl êlij q̂lij
êjkl −κ̂jl −α̂jl

q̂jkl −α̂jl −μ̂jl

⎞⎠
i,k=1,2,3

, T̂j =

⎛⎝−λ̂ij

p̂j
m̂j

⎞⎠
i=1,2,3

. (2.67)

Ahora examinemos la ecuación (2.31)3, teniendo en cuenta las definiciones de
s(0) y s(1), (2.45) y (2.58):

∂

∂yi

[
ηij

∂

∂yj
ϑ
(2)
h

]
= − ∂

∂xi

ηij
∂

∂xj

ϑ
(0)
h −

(
∂

∂yi
ηij

∂

∂xj

+
∂

∂xi

ηij
∂

∂yj

)
ϑ
(1)
h , (2.68)

donde:

ϑ
(2)
h = T̄ t

l

∂U (2)

∂xl

+ T̄ t
l

∂U (3)

∂yl
+ β̄s(2). (2.69)

Si introducimos ahora la hipótesis (2.60) en (2.68):

∂

∂yi

[
ηij

∂

∂yj
ϑ
(2)
h

]
= −

[
ηij + ηik

∂Mj

∂yk
+

∂

∂yk
(ηkjMi)

]
∂ϑ

(0)
h

∂xj∂xi

, (2.70)

que tiene solución si y solo si:

η̂ij
∂ϑ

(0)
h

∂xi∂xj

= 0, (2.71)

donde:

η̂ij =

〈
ηij + ηik

∂Mj

∂yk

〉
. (2.72)

La ecuación sin homogeneizar (2.22)2 se reduciŕıa a la ecuación homogeneizada (2.71)
si sustituyéramos la conductividad térmica rápidamente oscilante ηij (y) por la con-
ductividad térmica efectiva η̂ij que no depende de y.

35
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Hemos obtenido fórmulas matriciales para casi todos los coeficientes efectivos
TMEE excepto para β̂. Si sustituimos la hipótesis (2.49) en la expresión para s(0)

que se obtiene de despejar en (2.45) y promediamos en ambos miembros:

〈
s(0)

〉
=

〈
β − T t

l

∂Nϑ

∂yl

〉
ϑ
(0)
h −

〈
T t
k + T t

l

∂Nk

∂yl

〉
∂U (0)

∂xk

, (2.73)

de donde:

β̂ =

〈
β − T t

l

∂Nϑ

∂yl

〉
. (2.74)

En resumen, las condiciones impuestas sobre los correctores U (2) y s(2) tienen solu-
ción garantizada por el Teorema 1 del Apéndice B si y solo si U (0) y ϑ(0) satisfacen
los sistemas de ecuaciones homogeneizados (2.66) y (2.71). Los coeficientes de es-
tos sistemas son llamados efectivos y son funciones de las propiedades materiales
de las componentes y de las funciones locales Nk (y), N

ϑ (y) y Ml (y) según las
expresiones (2.65), (2.72) y (2.72).

2.5. Construcción de solución para medio poroso

En la sección anterior ejemplificamos el proceso de construcción de la solución
asintótica para el caso de un medio con contacto imperfecto entre sus componentes.
Para el caso de un medio poroso en el que se cumplen condiciones de frontera libre
(2.21) es posible seguir un procedimiento totalmente análogo al anterior. Describi-
remos los resultados de este en esta sección.

En virtud del Teorema 2 del Apéndice B, las funciones U (0) y ϑ(0) dependen
exclusivamente de la variable global x y además, impondremos que satisfagan las
ecuaciones homogeneizadas (2.66) y (2.71), pero definidas en Ω \ ⋃

i εΠi. Los coefi-
cientes efectivos se calculan por las fórmulas matriciales (2.65) y (2.72), en las que
la integración se realiza en Y \Π. Los problemas locales tienen la siguientes formas
como consecuencia de las condiciones de frontera libre:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂

∂yj

(
Ajl +Ajk

∂Nl

∂yk

)
= 0, y ∈ Y \ Π,(

Ajl +Ajk
∂Nl

∂yk

)
nj = 0, y ∈ Γ2,

(2.75)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂

∂yj

(
Tj +Ajk

∂Nϑ

∂yk

)
= 0, y ∈ Y \ Π,(

Tj +Ajk
∂Nϑ

∂yk

)
nj = 0, y ∈ Γ2,

(2.76)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂

∂yi

(
ηik(y)

∂Mj

∂yk
(y) + ηij(y)

)
= 0, y ∈ Y \ Π,(

ηik(y)
∂Mj

∂yk
(y) + ηij(y)

)
ni = 0, y ∈ Γ2.

(2.77)

La existencia y unicidad de sus soluciones está garantizada por el Teorema 2 del
Apéndice B.
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Caṕıtulo 3

Medios laminados con contacto
imperfecto

En este caṕıtulo trataremos las propiedades efectivas TMEE de compuestos la-
minados también llamados de conectividad 2-2 (véase [1]). En la sección 3.1 veremos
que para esta geometŕıa podemos encontrar expresiones anaĺıticas de los coeficien-
tes efectivos TMEE a partir de los problemas locales (2.55), (2.56) y (2.61). Las
expresiones anaĺıticas son obtenidas en forma matricial, pero en la subsección 3.1.2
obtendremos fórmulas para coeficientes efectivos espećıficos cuando las fases involu-
cradas son transversalmente isótropas. Estas fórmulas funcionan en el caso de que
haya cualquier número finito de discontinuidades en la celda periódica. En la sección
3.2, veremos cómo obtener cadenas de relaciones a partir de las expresiones anaĺıti-
cas de los coeficientes efectivos. Por último, en la sección 3.3, introduciremos un
ejemplo numérico de un laminado bifásico de BaTiO3 (piezoeléctrico) y CoFe2O4

(piezomagnético). Mostraremos gráficas de los coeficientes efectivos como funciones
de la fracción volumétrica, discutiremos la influencia de los parámetros de imperfec-
ción en el comportamiento de los coeficientes efectivos y observaremos la aparición
de las llamadas propiedades producto. Los art́ıculos [64] y [65] están relacionados
con el contenido de este caṕıtulo.

3.1. Solución anaĺıtica

En el caso de un medio laminado, la celda periódica Y se puede considerar como
el intervalo [0, 1) y la periodicidad del medio se extiende solamente en el eje a lo
largo del cual está dicho intervalo. Si por convenio, ese eje es el m-ésimo, entonces
el problema local (2.55) en derivadas parciales se reduce al problema de frontera
en derivadas ordinarias de encontrar Nl, 1-periódica o de peŕıodo 1, y de promedio
nulo, tal que:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d

dym

(
Amm(ym)

dNl

dym
(ym) +Aml(ym)

)
= 0, ym ∈ Y \ Γ2,

Amm(ym)
dNl

dym
(ym) +Aml(ym) = K�Nl�, ym ∈ Γ2,�

Amm(ym)
dNl

dym
(ym) +Aml(ym)

�
= 0, ym ∈ Γ2.

(3.1)
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El ı́ndice m representa simplemente la dirección de periodicidad y por tanto, no hay
suma por él. En general, Γ2 es el conjunto de todos los puntos donde las superficies de
contacto imperfecto intersectan al eje ym en la celda Y . Tomando Γ2 = {θ1, . . . , θr},
la condición de contacto imperfecto queda de la siguiente manera para cada p =
1, . . . , r:

Amm (θp)
dNl

dym
((θp) +Aml (θp) = Kp

(
Nl

(
θ+p

) −Nl

(
θ−p

))
, (3.2)

donde Kp es la matriz 5× 5 que representa el salto o la imperfección en el punto θp
y:

Nl

(
θ±p

)
= ĺım

ym→θ±p
Nl (ym) . (3.3)

De la ecuación del problema (3.1) obtenemos:

Amm (ym)
dNl

dym
(ym) +Aml (ym) = Cml, (3.4)

donde Cml es una matriz constante que no depende de ym. Si despejamos
dNl

dym
de

esta expresión, obtenemos:

dNl

dym
= A−1

mmCml −A−1
mmAml, (3.5)

donde el exponente −1 representa la matriz inversa. Además debemos observar
que Amm es invertible por la definición positiva de los tensores de las propiedades

materiales. Si calculamos el promedio de
dNl

dym
en Y = [0, 1):

∫ 1

0

dNl

dym
dym = Nl (1)−

r∑
p=1

(
Nl

(
θ+p

) −Nl

(
θ−p

)) −Nl (0) . (3.6)

De acuerdo con la periodicidad de Nl, obtenemos que Nl (1)−Nl (0) = 0. Entonces,
de (3.6) y promediando (3.5) obtenemos:

−
r∑

p=1

�Nl (ym)�∣∣ym=θp
=

〈
A−1

mm

〉
Cml −

〈
A−1

mmAml

〉
. (3.7)

Si en (3.7) introducimos la condición de contacto imperfecto de (3.1), obtenemos:

−
r∑

p=1

K−1
p

(
Aml (θp) +Amm (θp)

dNl

dym
(θp)

)
=

〈
A−1

mm

〉
Cml −

〈
A−1

mmAml

〉
. (3.8)

Teniendo en cuenta (3.4) en la expresión anterior:

−
(

r∑
p=1

K−1
p

)
Cml =

〈
A−1

mm

〉
Cml −

〈
A−1

mmAml

〉
. (3.9)

Despejamos Cml y obtenemos:

Cml =

(〈
A−1

mm

〉
+

r∑
p=1

K−1
p

)−1 〈
A−1

mmAml

〉
. (3.10)
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De modo que si introducimos la expresión anterior en (3.5) obtenemos:

dNl

dym
= A−1

mm

(〈
A−1

mm

〉
+

r∑
p=1

K−1
p

)−1 〈
A−1

mmAml

〉 −A−1
mmAml. (3.11)

Sustituyendo esta última expresión de la derivada en (2.65)1 obtenemos una expre-
sión anaĺıtica para los coeficientes efectivos en forma matricial:

Âjl = 〈Ajl〉+
〈
AjmA

−1
mm

〉 (〈
A−1

mm

〉
+

r∑
p=1

K−1
p

)−1 〈
A−1

mmAml

〉 − 〈
AjmA

−1
mmAml

〉
.

(3.12)
Se pueden seguir procedimientos similares para los problemas (2.56) y (2.61). Al
sustituir las expresiones de las derivadas de las funciones locales Nϑ y Ml respec-
tivamente en (2.65)2 y en (2.72) se obtienen expresiones anaĺıticas de todos los
coeficientes TMEE en forma matricial:

T̂j = 〈Tj〉+
〈
AjmA

−1
mm

〉 (〈
A−1

mm

〉
+

r∑
p=1

K−1
p

)−1 〈
A−1

mmTm

〉
− 〈

AjmA
−1
mmTm

〉
,

β̂ε = 〈βε〉+ 〈
T t
mA

−1
mm

〉 (〈
A−1

mm

〉
+

r∑
p=1

K−1
p

)−1 〈
A−1

mmTm

〉
− 〈

T t
mA

−1
mmTm

〉
,

η̂jl = 〈ηjl〉+
〈

ηjm
ηmm

〉 〈
ηml

ηmm

〉
1

〈η−1
mm〉

−
〈
ηjmηml

ηmm

〉
.

(3.13)

Obsérvese, en primer lugar, que para obtener estos coeficientes efectivos no fue nece-
sario obtener las soluciones Nl, sino que solamente se integró una vez en la ecuación
del problema local. Este procedimiento es diferente al utilizado en el art́ıculo [64]
para encontrar los coeficientes efectivos de un material piezoeléctrico en series. En-
traremos en detalles acerca del procedimiento utilizado en la sección 3.2. En segundo
lugar, obsérvese que las fórmulas son válidas para cualquier número finito de lámi-
nas de diferentes fases. Por último, nótese que en las expresiones (3.12) y (3.13)
aparecen siempre términos que dependen de la media armónica de propiedades a lo
largo de la dirección de periodicidad m:(〈

A−1
mm

〉
+

r∑
p=1

K−1
p

)−1

,
1

〈η−1
mm〉

. (3.14)

Además, si suponemos que el material es homogéneo, en las expresiones (3.12) y
(3.13) desaparecen todos los promedios y se recuperan trivialmente los resultados

Âjl = Ajl, T̂j = Tj y β̂ = β.

3.1.1. Material poroso

Se puede hacer un desarrollo similar al que hicimos arriba para el caso de con-
tacto imperfecto en el caso de un material 2-2 poroso, compuesto de capas de aire
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intercaladas con capas de otro material (una cerámica piezoeléctrica, por ejemplo).
Si en vez de utilizar la condición de contacto imperfecto en (3.1), utilizamos la condi-
ción de frontera libre y seguimos un procedimiento similar, los coeficientes efectivos
seŕıan iguales a:

Âjl =
(
Ajl −AjmA

−1
mmAml

)
(1− θ) ,

T̂j =
(
Tj −AjmA

−1
mmT2

)
(1− θ) ,

η̂jl =

(
ηjl − ηjmηml

ηmm

)
(1− θ) ,

β̂ε =
(
βε − T t

mA
−1
mmTm

)
(1− θ) ,

(3.15)

donde θ es la fracción volumétrica de aire. Obsérvese que estas fórmulas contemplan
el caso ĺımite en que el material no posee integridad estructural en la dirección de
periodicidad. Esto se puede apreciar haciendo, por ejemplo, m = j = l = 3, de lo
cual obtenemos que Â33 = 0 y por tanto ĉ3333 = 0.

Es importante destacar que las fórmulas (3.15) podŕıan ser obtenidas directa-
mente de las (3.12) y (3.13) si no tomamos en cuenta los términos que dependen de
la media armónica y si tomamos los propiedades f́ısicas de una de las fases iguales a
cero. Esta conexión entre las fórmulas (3.12) y (3.13) y las (3.15) será explicada con
un ejemplo numérico en la sección 3.3. Las fórmulas (3.15) también serán utilizadas
en el Caṕıtulo 5 para calcular las propiedades efectivas en uno de los pasos de la
recursión.

3.1.2. Simetŕıa transversal isótropa

Las fórmulas anaĺıticas para los coeficientes efectivos deducidas anteriormente
son válidas para materiales compuestos con conectividad 2-2 con cualquier número
finito de láminas y cualquiera sea la simetŕıa cristalina de cada fase. Sin embargo,
con vistas a analizar ejemplos de materiales espećıficos, en esta sección deduciremos
expresiones para las componentes de las matrices Âjl y de los vectores T̂j, partien-
do del supuesto de que ambas fases exhiben simetŕıa transversal isótropa (véase
Apéndice A).

Si suponemos que el eje de simetŕıa de las fases coincide siempre con el eje y3,
podemos definir dos posibles polarizaciones : en serie y en paralelo (Figura 3.1).
En el caso serie, la dirección de polarización de ambas fases coincide con el eje de
periodicidad del compuesto (m = 3 en (3.12) y (3.13)). En el caso paralelo, los
ejes de polarización de ambos materiales son colineales y perpendiculares al eje de
periodicidad del compuesto (m = 2).
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y3

y1

y2

Polarización

(a) En serie.

y2

y3

y1

Polarización

(b) En paralelo.

Figura 3.1: Tipos de polarización.

3.1.3. Polarización en serie

Utilizando las relaciones de simetŕıa del Apéndice A podemos obtener las si-
guientes fórmulas para los coeficientes elásticos efectivos en el caso serie:

ĉ1111 = ĉ2222 = 〈c1111〉 −
〈
Ct

13M
−1
33 C13

〉
+

〈
Ct

13M
−1
33

〉 (〈
M−1

33

〉
+ 2K̃−1

)−1 〈
M−1

33 C13

〉
,

ĉ1122 = 〈c1122〉 −
〈
Ct

13M
−1
33 C32

〉
+

〈
Ct

13M
−1
33

〉 (〈
M−1

33

〉
+ 2K̃−1

)−1 〈
M−1

33 C32

〉
,

ĉ1133 = ĉ2233 =
〈
Ct

13M
−1
33

〉 (〈
M−1

33

〉
+ 2K̃−1

)−1

e1,

ĉ3333 = e1

(〈
M−1

33

〉
+ 2K̃−1

)−1

e1,

ĉ1313 =
(〈
c−1
1313

〉
+ 2K−1

1

)−1
,

ĉ2323 =
(〈
c−1
2323

〉
+ 2K−1

2

)−1
,

(3.16)
donde (·)−1 indica rećıproco o inverso dependiendo de si (·) es escalar o matriz, los
vectores columna ei, i = 1, 2, 3 conforman la base canónica de R

3 y:

M33 =

⎛⎝ c3333 e333 q333
e333 −κε

33 −α33

q333 −α33 −μ33

⎞⎠ , C13 =

⎛⎝ c1133
e311
q311

⎞⎠ , K̃ =

⎛⎝ K3 0 0
0 −E 0
0 0 −M

⎞⎠ .

(3.17)

Las fórmulas de los coeficientes piezoeléctricos son:

ê113 =
〈
e113c

−1
1313

〉 (〈
c−1
1313

〉
+ 2K−1

1

)−1
,

ê223 =
〈
e223c

−1
2323

〉 (〈
c−1
2323

〉
+ 2K−1

2

)−1
,

ê311 = ê322 =
〈
Ct

13M
−1
33

〉 (〈
M−1

33

〉
+ 2K̃−1

)−1

e2,

ê333 = et
1

(〈
M−1

33

〉
+ 2K̃−1

)−1

e2.

(3.18)
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Las fórmulas de las permitividades dieléctricas efectivas son:

κ̂ε
11 = 〈κε

11〉+
〈
e2113c

−1
1313

〉 − 〈
e113c

−1
1313

〉2 (〈
c−1
1313

〉
+ 2K−1

1

)−1
,

κ̂ε
22 = 〈κε

22〉+
〈
e2223c

−1
2323

〉 − 〈
e223c

−1
2323

〉2 (〈
c−1
2323

〉
+ 2K−1

2

)−1
,

κ̂ε
33 = −et

2

(〈
M−1

33

〉
+ 2K̃−1

)−1

e2.

(3.19)

Las fórmulas de los coeficientes piezomagnéticos efectivos son:

q̂113 =
〈
q113c

−1
1313

〉 (〈
c−1
1313

〉
+ 2K−1

1

)−1
,

q̂223 =
〈
q223c

−1
2323

〉 (〈
c−1
2323

〉
+ 2K−1

2

)−1
,

q̂311 = q̂322 =
〈
Ct

13M
−1
33

〉 (〈
M−1

33

〉
+ 2K̃−1

)−1

e3,

q̂333 = et
1

(〈
M−1

33

〉
+ 2K̃−1

)−1

e3.

(3.20)

Las fórmulas de las permeabilidades magnéticas efectivas son:

μ̂11 = 〈μ11〉+
〈
q2113c

−1
1313

〉 − 〈
q113c

−1
1313

〉2 (〈
c−1
1313

〉
+ 2K−1

1

)−1
,

μ̂22 = 〈μ22〉+
〈
q2223c

−1
2323

〉 − 〈
q223c

−1
2323

〉2 (〈
c−1
2323

〉
+ 2K−1

2

)−1
,

μ̂33 = −et
3

(〈
M−1

33

〉
+ 2K̃−1

)−1

e3.

(3.21)

Las fórmulas de los coeficientes magnetoeléctricos efectivos son:

α̂11 = 〈α11〉+
〈
e113q113c

−1
1313

〉 − 〈
e113c

−1
1313

〉 〈
q113c

−1
1313

〉 (〈
c−1
1313

〉
+ 2K−1

1

)−1
,

α̂22 = 〈α22〉+
〈
e223q223c

−1
1313

〉 − 〈
q223c

−1
1313

〉 〈
e223c

−1
1313

〉 (〈
c−1
2323

〉
+ 2K−1

2

)−1
,

α̂33 = −et
2

(〈
M−1

33

〉
+ 2K̃−1

)−1

e3.

(3.22)

Los coeficientes termoelásticos efectivos son:

λ̂11 = λ̂22 = 〈λ11〉 −
〈
Ct

13M
−1
33

〉 (〈
M−1

33

〉
+ 2K̃−1

)−1 〈
M−1

33 T̃3

〉
+

〈
Ct

13M
−1
33 T̃3

〉
,

λ̂33 = −et
1

(〈
M−1

33

〉
+ 2K̃−1

)−1 〈
M−1

33 T̃3

〉
,

(3.23)
donde:

T̃3 =

⎛⎝ −λ33

pε3
m3

⎞⎠ . (3.24)

Los coeficientes efectivos piroeléctricos, piromagnéticos y el coeficiente efectivo β̂ε

son:

p̂ε3 = et
2

(〈
M−1

33

〉
+ 2K̃−1

)−1 〈
M−1

33 T̃3

〉
,

m̂3 = et
3

(〈
M−1

33

〉
+ 2K̃−1

)−1 〈
M−1

33 T̃3

〉
,

β̂ε = 〈βε〉+
〈
T̃ t
3M

−1
33

〉 (〈
M−1

33

〉
+ 2K̃−1

)−1 〈
M−1

33 T̃3

〉
−

〈
T̃ t
3M

−1
33 T̃3

〉
.

(3.25)
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3.1.4. Polarización en paralelo

Las fórmulas de los coeficientes efectivos de rigidez en el caso paralelo son:

ĉ1111 = 〈c1111〉 −
〈
c21122c

−1
2222

〉
+

〈
c1122c

−1
2222

〉2 (〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

)−1
,

ĉ2222 =
(〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

)−1
,

ĉ3333 = 〈c3333〉 −
〈
c22233c

−1
2222

〉
+

〈
c2233c

−1
2222

〉2 (〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

)−1
,

ĉ1122 =
〈
c1122c

−1
2222

〉 (〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

)−1
,

ĉ1133 = 〈c1133〉 −
〈
c1122c2233c

−1
2222

〉
+

〈
c1122c

−1
2222

〉 〈
c2233c

−1
2222

〉 (〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

)−1
,

ĉ2233 =
〈
c2233c

−1
2222

〉 (〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

)−1
,

ĉ1313 = 〈c1313〉 ,
ĉ2323 = et

1

(〈
M−1

22

〉
+ 2K̃−1

)−1

e1.

(3.26)
Los coeficientes efectivos piezoeléctricos en paralelo son:

ê113 = 〈e113〉 ,
ê223 = et

1

(〈
M−1

22

〉
+ 2K̃−1

)−1

e2,

ê311 = 〈e311〉 −
〈
e311c1122c

−1
2222

〉
+

〈
e322c

−1
2222

〉 〈
c1122c

−1
2222

〉 (〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

)−1
,

ê322 =
〈
e322c

−1
2222

〉 (〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

)−1
,

ê333 = 〈e333〉+
〈
c3322c

−1
2222

〉 〈
e322c

−1
2222

〉 (〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

)−1 − 〈
c3322e322c

−1
2222

〉
.

(3.27)

Las componentes de la permitividad dieléctrica efectiva son:

κ̂ε
11 = 〈κε

11〉 ,
κ̂ε
22 = −et

2

(〈
M−1

22

〉
+ 2K̃−1

)−1

e2,

κ̂ε
33 = 〈κε

33〉+
〈
e2322c

−1
2222

〉 − 〈
e322c

−1
2222

〉2 (〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

)−1
.

(3.28)

Los coeficientes piezomagnéticos efectivos son:

q̂113 = 〈q113〉 ,
q̂223 = et

1

(〈
M−1

22

〉
+ 2K̃−1

)−1

e3,

q̂311 = 〈q311〉 −
〈
q311c1122c

−1
2222

〉
+

〈
q322c

−1
2222

〉 〈
c1122c

−1
2222

〉 (〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

)−1
,

q̂322 =
〈
q322c

−1
2222

〉 (〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

)−1
,

q̂333 = 〈q333〉+
〈
c3322c

−1
2222

〉 〈
q322c

−1
2222

〉 (〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

)−1 − 〈
c3322e322c

−1
2222

〉
.

(3.29)

Las componentes de la permeabilidad magnética efectiva son:

μ̂11 = 〈μ11〉 ,
μ̂22 = −et

3

(〈
M−1

22

〉
+ 2K̃−1

)−1

e3,

μ̂33 = 〈μ33〉+
〈
q2322c

−1
2222

〉 − 〈
q322c

−1
2222

〉2 (〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

)−1
.

(3.30)
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Los coeficientes magnetoeléctricos efectivos son:

α̂11 = 〈α11〉 ,
α̂22 = −et

2

(〈
M−1

22

〉
+ 2K̃−1

)−1

e3,

α̂33 = 〈α33〉+
〈
q322e322c

−1
2222

〉 − 〈
q322
c2222

〉 〈
e322
c2222

〉 (〈
1

c2222

〉
+

2

K2

)−1

.

(3.31)

Los coeficientes termoelásticos efectivos son:

λ̂11 = 〈λ11〉+
〈
c1122c

−1
2222

〉 (〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

)−1 〈
c−1
2222λ22

〉 − 〈
c1122c

−1
2222λ22

〉
,

λ̂22 =
(〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

)−1 〈
c−1
2222λ22

〉
,

λ̂33 = 〈λ33〉+
〈
c3322c

−1
2222

〉 (〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

) 〈
c−1
2222λ22

〉 − 〈
c3322c

−1
2222λ22

〉
.

(3.32)

Los coeficientes piroeléctrico y piromagnético y el coeficiente efectivo β̂ε son:

p̂ε3 = 〈pε3〉 −
〈
e322c

−1
2222

〉 (〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

)−1 〈
λ22c

−1
2222

〉
+

〈
e322λ22c

−1
2222

〉
,

m̂3 = 〈m3〉 −
〈
q322c

−1
2222

〉 (〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

)−1 〈
λ22c

−1
2222

〉
+

〈
q322λ22c

−1
2222

〉
,

β̂ε = 〈βε〉+ 〈
λ22c

−1
2222

〉2 (〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

)−1
+

〈
λ2
22c

−1
2222

〉
,

(3.33)

donde:

M22 =

⎛⎝ c2323 e232 q232
e232 −κε

22 −α22

q232 −α22 −μ22

⎞⎠ . (3.34)

3.1.5. Material compuesto bifásico

En particular, en este caṕıtulo utilizaremos materiales compuestos por dos fases.
Veremos a continuación qué forma adoptan, en este caso, las fórmulas (3.16)-(3.33).
Como vimos en el caṕıtulo anterior, podemos considerar las propiedades f́ısicas como
funciones Y -periódicas de la variable y. Además, supondremos que dentro del espacio
ocupado por cada fase no hay variación de ninguna de las propiedades. Esto puede
modelarse matemáticamente haciendo que las funciones sean constantes a trozos.
Por ejemplo, el coeficiente cijkl (y):

cijkl (y) =

{
c
(1)
ijkl, y ∈ Π,

c
(2)
ijkl, y ∈ Y \ Π, (3.35)

donde Π es la región de la celda periódica ocupada por el material con componente
c
(1)
ijkl de la rigidez y la región Y \Π está ocupada por el material con rigidez c

(2)
ijkl. En

el caso de un material laminado compuesto por dos fases:

cijkl (ym) =

{
c
(1)
ijkl, 0 ≤ ym < θ,

c
(2)
ijkl, θ ≤ ym < 1.

(3.36)

El punto θ que sirve de frontera entre las fases es también llamado la fracción
volumétrica del material 1. En este caso, el promedio en la celda de una propiedad
f́ısica f(y) cualquiera que toma los valores f (1) y f (2), toma la siguiente forma:

〈f (y)〉 = f (1)θ + f (2) (1− θ) . (3.37)
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Teniendo en cuenta esto, es posible calcular los coeficientes efectivos a través de las
fórmulas (3.16)-(3.33). Por ejemplo, el coeficiente ĉ1111 de las fórmulas (3.26):

ĉ1111 = 〈c1111〉 −
〈
c21122c

−1
2222

〉
+

〈
c1122c

−1
2222

〉2 (〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

)−1

= c
(1)
1111θ + c

(2)
1111 (1− θ)−

(
c
(1)
1122

)2

c
(1)
2222

θ −
(
c
(2)
1122

)2

c
(2)
2222

(1− θ)

+

(
c
(1)
1122

c
(1)
2222

θ +
c
(2)
1122

c
(2)
2222

(1− θ)

)2

θ

c
(1)
2222

+
1− θ

c
(2)
2222

+
2

K2

.

(3.38)

3.2. Cadenas de relaciones

De las expresiones para ĉ3333, ê333, q̂333, κ̂33, μ̂33 y α̂33 que podemos encontrar en
(3.16)-(3.25) y utilizando álgebra lineal básica, podemos obtener la siguiente cadena
de relaciones para el caso serie:

1

Δs
=

ĉ3333
Δs

11

= − ê333
Δs

12

=
q̂333
Δs

13

= − κ̂ε
33

Δs
22

= − μ̂33

Δs
33

=
α̂33

Δs
23

, (3.39)

donde Δs = det
(〈

M−1
33

〉
+ 2K̃−1

)
y Δs

ij son los menores de
〈
M−1

33

〉
+ 2K̃−1.

Estas relaciones exactas son análogas a las (6.10) de [33], solamente que aqúı
incluyen la información de la imperfección en los menores Δs

ij. Esto último se puede
apreciar mejor en el ejemplo concreto de un material piezoeléctrico sin tener en
cuenta las propiedades magnéticas (q333 (ym) = 0, α33 (ym) = 0 y μ33 (ym) = 0). Si
definimos la siguiente función de las propiedades f́ısicas de los materiales:

τ (i) = c
(i)
3333 (κ

ε
33)

(i) +
(
e
(i)
333

)2

, i = 1, 2, (3.40)

tenemos que:

−Δs =

(〈c3333
τ

〉
+

2

E

) (〈
κε
33

τ

〉
+

2

K3

)
+

〈e333
τ

〉2

,

−Δs
11 =

〈c3333
τ

〉
+

2

E
,

−Δs
12 =

〈e333
τ

〉
,

Δs
22 =

〈
κε
33

τ

〉
+

2

K3

.

(3.41)

Y obtenemos la siguiente cadena de relaciones:

− 1

Δs
=

ĉ3333
〈c3333τ−1〉+ 2E−1

=
ê333

〈e333τ−1〉 =
κ̂ε
33

〈κε
33τ

−1〉+ 2K−1
3

, (3.42)
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Caṕıtulo 3. Medios laminados con contacto imperfecto

De aqúı podemos obtener las siguientes fórmulas para los coeficientes efectivos lon-
gitudinales de un material piezoeléctrico:

ĉ3333 =
〈c3333τ−1〉+ 2E−1

(〈c3333τ−1〉+ 2E−1)
(〈κε

33τ
−1〉+ 2K−1

3

)
+ 〈e333τ−1〉2 ,

ê333 =
〈e333τ−1〉

(〈c3333τ−1〉+ 2E−1)
(〈κε

33τ
−1〉+ 2K−1

3

)
+ 〈e333τ−1〉2 ,

κ̂ε
33 =

〈κε
33τ

−1〉+ 2K−1
3

(〈c3333τ−1〉+ 2E−1)
(〈κε

33τ
−1〉+ 2K−1

3

)
+ 〈e333τ−1〉2 ,

(3.43)

que son las fórmulas obtenidas en los resultados del art́ıculo [64] por un método
diferente al utilizado aqúı. En dicho trabajo se solucionó un problema local reducido
para obtener solamente los coeficientes efectivos ĉ3333, ê333 y κ̂ε

33 en el caso serie. El
procedimiento descrito en la Sección 3.1 consiste en integrar una sola vez el sistema
de ecuaciones ordinarias para obtener los coeficientes efectivos sin determinar las
funciones locales. En cambio, en el trabajo [64] se propuso que la matriz local Nl =
N3 fuese 2× 2 y fuera una función af́ın de y3 en la celda periódica:

N3 (y3) =

(
w33

3 (y3) g33 (y3)
ζ33 (y3) π3 (y3)

)
= y3

(
k11 k12
k21 k22

)
+

(
p11 p12
p21 p22

)
. (3.44)

Los coeficientes indeterminados kij y pij se calcularon de las CFP, de la condición
de promedio nulo de N3 (y3) y de la condición de contacto imperfecto. Este método
es diferente al utilizado en esta tesis para encontrar los coeficientes efectivos.

En el caso paralelo se cumple la siguiente cadena de relaciones:

1

Δp
=

ĉ3232
Δp

11

= − ê232
Δp

12

=
q̂232
Δp

13

= − κ̂ε
22

Δp
22

= − μ̂22

Δp
33

=
α̂22

Δp
23

, (3.45)

donde Δp = det
(〈

M−1
22

〉
+ 2K̃−1

)
y Δp

ij es el menor ij de la matriz
(〈

M−1
22

〉
+ 2K̃−1

)
.

Si en vez de considerar a los bloques Mii, i = 2, 3 que son de 3× 3 consideramos
las matrices completas de 5×5 podemos añadir más coeficientes a las cadenas. Para
el caso de polarización en serie:

(〈
c−1
1313

〉
+ 2K−1

1

)−1
= ĉ1313 =

ê113〈
e113c

−1
1313

〉 =
q̂113〈

q113c
−1
1313

〉 =
κ̂ε
11 − 〈κε

11〉+
〈
e2113c

−1
1313

〉
〈e113c1313〉2

=
μ̂11 − 〈μ11〉 −

〈
q2113c

−1
1313

〉〈
q113c

−1
1313

〉2 =
α̂11 − 〈α11〉 −

〈
e113q113c

−1
1313

〉〈
e113c

−1
1313

〉 〈
q113c

−1
1313

〉 ,

(〈
c−1
2323

〉
+ 2K−1

2

)−1
= ĉ2323 =

ê223〈
e223c

−1
2323

〉 =
q̂223〈

q223c
−1
2323

〉 =
κ̂ε
22 − 〈κε

22〉+
〈
e2223c

−1
2323

〉〈
e223c

−1
2323

〉2
=

μ̂22 − 〈μ22〉 −
〈
q2223c

−1
2323

〉〈
q223c

−1
2323

〉2 =
α̂22 − 〈α22〉 −

〈
e223q223c

−1
2323

〉〈
e223c

−1
2323

〉 〈
q223c

−1
2323

〉 .

(3.46)
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Para el caso paralelo:

1〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

= ĉ2222 =
ĉ1122〈

c1122c
−1
2222

〉 =
ĉ2233〈

c2233c
−1
2222

〉 =
ê322〈

e322c
−1
2222

〉 =
q̂322〈

q322c
−1
2222

〉
=

ĉ1111 − 〈c1111〉+
〈
c21122c

−1
2222

〉〈
c1122c

−1
2222

〉2 =
ĉ1133 − 〈c1133〉+

〈
c1122c2233c

−1
2222

〉〈
c1122c

−1
2222

〉 〈
c2233c

−1
2222

〉
=

ĉ3333 − 〈c3333〉+
〈
c22233c

−1
2222

〉〈
c2233c

−1
2222

〉2 =
ê311 − 〈e311〉+

〈
c1122e311c

−1
2222

〉〈
c1122c

−1
2222

〉 〈
e322c

−1
2222

〉
=

ê333 − 〈e333〉+
〈
c3322e322c

−1
2222

〉〈
c3322c

−1
2222

〉 〈
e322c

−1
2222

〉 =
q̂311 − 〈q311〉+

〈
c1122q311c

−1
2222

〉〈
c1122c

−1
2222

〉 〈
q322c

−1
2222

〉
=

q̂333 − 〈q333〉+
〈
c3322q322c

−1
2222

〉〈
c3322c

−1
2222

〉 〈
q322c

−1
2222

〉 =
−κ̂ε

33 + 〈κε
33〉 −

〈
e2322c

−1
2222

〉〈
e322c

−1
2222

〉2
=

−μ̂33 + 〈μ33〉 −
〈
q2322c

−1
2222

〉〈
q322c

−1
2222

〉2 =
−α̂33 + 〈α33〉 −

〈
e322q322c

−1
2222

〉〈
e322c

−1
2222

〉 〈
q322c

−1
2222

〉
=

Δp
22

(〈
A−1

22

〉
+ 2K−1

)
det

(〈
A−1

22

〉
+ 2K−1

) . (3.47)

Obsérvese que:

det
(〈
A−1

22

〉
+ 2K−1

)
=

(〈
c−1
1212

〉
+ 2K−1

1

) (〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

)
Δp. (3.48)

También:

1〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

=
Dp

22

Δp
=

Dp
22ĉ3232
Δp

11

= −Dp
22ê232
Δp

12

=
Dp

22q̂232
Δp

13

= −Dp
22κ̂

ε
22

Δp
22

= −Dp
22μ̂22

Δp
33

=
Dp

22α̂22

Δp
23

= ĉ2222 =
ĉ1122〈

c1122c
−1
2222

〉 =
ĉ2233〈

c2233c
−1
2222

〉
=

ê322〈
e322c

−1
2222

〉 =
q̂322〈

q322c
−1
2222

〉
=

ĉ1111 − 〈c1111〉+
〈
c21122c

−1
2222

〉〈
c1122c

−1
2222

〉2 =
ĉ1133 − 〈c1133〉+

〈
c1122c2233c

−1
2222

〉〈
c1122c

−1
2222

〉 〈
c2233c

−1
2222

〉
=

ĉ3333 − 〈c3333〉+
〈
c22233c

−1
2222

〉〈
c2233c

−1
2222

〉2 =
ê311 − 〈e311〉+

〈
c1122e311c

−1
2222

〉〈
c1122c

−1
2222

〉 〈
e322c

−1
2222

〉
=

ê333 − 〈e333〉+
〈
c3322e322c

−1
2222

〉〈
c3322c

−1
2222

〉 〈
e322c

−1
2222

〉 =
q̂311 − 〈q311〉+

〈
c1122q311c

−1
2222

〉〈
c1122c

−1
2222

〉 〈
q322c

−1
2222

〉
=

q̂333 − 〈q333〉+
〈
c3322q322c

−1
2222

〉〈
c3322c

−1
2222

〉 〈
q322c

−1
2222

〉 =
−κ̂ε

33 + 〈κε
33〉 −

〈
e2322c

−1
2222

〉〈
e322c

−1
2222

〉2
=

−μ̂33 + 〈μ33〉 −
〈
q2322c

−1
2222

〉〈
q322c

−1
2222

〉2 =
−α̂33 + 〈α33〉 −

〈
e322q322c

−1
2222

〉〈
e322c

−1
2222

〉 〈
q322c

−1
2222

〉 ,

(3.49)

donde:

Dp
22 =

Δp
22

(〈
A−1

22

〉
+ 2K̃−1

)
(〈
c−1
1212

〉
+ 2K−1

1

) (〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

) . (3.50)
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Módulos BaTiO3 CoFe2O4

c1111 (GPa) 166 286
c1122 (GPa) 77 173
c1133 (GPa) 78 170.5
c3333 (GPa) 162 269.5
c1313 (GPa) 43 45.3
e113 (C/m2) 11.6 0
e311 (C/m2) -4.4 0
e333 (C/m2) 18.6 0

κε
11 (10−10C2/Nm2) 112 0.8

κε
33 (10−10C2/Nm2) 126 0.93
q113 (N/Am) 0 550
q311 (N/Am) 0 580.3
q333 (N/Am) 0 699.7

μ11 (10−6Ns2/C2) 5 590
μ33 (10−6Ns2/C2) 10 157
λ11 (MPaK−1) 4.3 6.3
λ33 (MPaK−1) 3.5 6.1

Cuadro 3.1: Propiedades materiales del BaTiO3 y del CoFe2O4. Los coeficientes
piroeléctrico y piromagnético se consideran iguales a cero. Las propiedades magneto-
electro-elásticas se han tomado de [66] mientras que las propiedades termoelásticas
λij se han tomado de [67].

3.3. Resultados numéricos

En esta tesis utilizaremos como ejemplo numérico a un medio laminado compues-
to por dos fases, una piezoeléctrica y una piezomagnética. La fase piezoeléctrica está
constituida por titanato de bario (BaTiO3) y la fase piezomagnética, por la ferrita
de cobalto (CoFe2O4). Ambos materiales exhiben simetŕıa transversal isótropa y sus
propiedades f́ısicas aparecen en el Cuadro 3.1.

Estos materiales particulares fueron seleccionados para ilustrar cómo emergen
en un compuesto las propiedades producto (ver Sección 1.1), como los efectos mag-
netoeléctricos, piroeléctrico y piromagnético. El BaTiO3 es piezoeléctrico mientras
que el CoFe2O4 es piezomagnético, pero ninguno de los dos posee propiedades mag-
netoeléctricas αij en estado puro. Sin embargo, en la subsección 3.3.1 veremos que
en el compuesto BaTiO3/CoFe2O4 aparece esta propiedad como resultado de la
composición de ambos materiales.

En la Figura 3.2 podemos ver algunos coeficientes de rigidez efectivos como fun-
ciones de la fracción volumétrica de BaTiO3 para diferentes valores de las constantes
de imperfección elásticas K2 y K3. A medida que las constantes de imperfección se
hacen muy grandes en comparación con los órdenes de magnitud de las propiedades
f́ısicas (≈ 102 GPa), obtenemos coeficientes efectivos que se aproximan asintótica-
mente al caso de contacto perfecto (ĺınea gruesa continua). Anaĺıticamente, esto se
puede comprobar notando que las fórmulas de los coeficientes efectivos (3.16)-(3.25)
y (3.26)-(3.33) se reducen, respectivamente, a las fórmulas (5.15)-(5.20) y (5.7)-(5.12)
de [68], obtenidas en el caso de contacto perfecto. Por otra parte, si las constantes
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Caṕıtulo 3. Medios laminados con contacto imperfecto

de imperfección son pequeñas en comparación con las propiedades f́ısicas obtenemos
un fenómeno conocido como decohesión. Este nombre proviene del hecho de que las
constantes de imperfección elásticas muy bajas modelan una capa superficial extre-
madamente flexible, lo cual implica que las tensiones no se transmiten de una fase
a otra y el material compuesto se comporta como si las fases estuvieran aisladas
entre śı. Para valores de las constantes de imperfección eléctricas y magnéticas muy
bajos en comparación con las propiedades f́ısicas respectivas se cumple algo similar.
A través de estos dos casos extremos, parámetros de imperfección muy bajos y muy
altos, podemos ver que la condición de contacto imperfecto es más general que la
condición de contacto perfecto.

De las fórmulas de los coeficientes efectivos en serie (3.16)-(3.25) podemos obser-
var que la simetŕıa transversal isótropa de las fases es “heredada” por el compuesto.
Esto es evidente del hecho de que, por ejemplo, ĉ1111 = ĉ2222, ĉ1133 = ĉ2233, ê311 = ê322.
Sin embargo, si los coeficientes K1 y K2 son diferentes, tendŕıamos que ê131 �= ê232 y
κ̂11 �= κ̂22, lo cual hace que el compuesto no sea transversalmente isótropo. Esto es
consecuencia de la interpretación de la condición de contacto imperfecto como una
lámina muy fina de material entre las dos superficies. Si K1 �= K2, dicho material
no seŕıa transversalmente isótropo y por tanto el compuesto del que él es parte,
no puede heredar esa simetŕıa. Las propiedades magnéticas y térmicas exhiben un
comportamiento similar.

Cuando las constantes de imperfección son muy grandes y θ = 0 o θ = 1 tenemos
un material compuesto por una sola fase, CoFe2O4 o BaTiO3, respectivamente. Es
por esa razón que en los extremos del intervalo obtenemos valores de las propiedades
f́ısicas que aparecen en el Cuadro 3.1. Por ejemplo, de los paneles superiores de la
Figura 3.2 podemos ver que ĉ2222 (0) ≈ 285GPa y ĉ2222 (1) ≈ 166GPa que son los
valores respectivos de c2222 para CoFe2O4 y BaTiO3 según el Cuadro 3.1. Este
comportamiento es independiente de la polarización en serie o en paralelo. Si las
constantes de imperfección no son grandes en comparación con las propiedades f́ısicas
los valores en los extremos no son iguales a los de una u otra fase. Esto se debe a
que existe decohesión entre celdas consecutivas, incluso si estas están compuestas
por una sola fase.

Los coeficientes efectivos de propiedades no-acopladas, como es el caso de los co-
eficientes elásticos, dependen débilmente de los parámetros de imperfección relativos
a esas propiedades. En el caso de los coeficientes elásticos no hay dependencia de
E o M , solo de las propiedades K1, K2 y K3. Esto es evidente en algunas fórmulas
anaĺıticas, pero no lo es en otras que involucran medias armónicas de matrices. Tal
es el caso de ĉ3333 en serie de la expresión (3.16). Este coeficiente sólo depende del
parámetro K3, a pesar de que su fórmula anaĺıtica podŕıa sugerir dependencia de E
o M .

En los paneles del centro de la Figura 3.2 podemos ver la gran diferencia que
existe entre los coeficientes ĉ2323 para los dos tipos de polarización. En el caso se-
rie, ĉ2323, también llamado módulo de cizalladura, disminuye monótonamente de un
extremo a otro del intervalo. Sin embargo, en el caso paralelo, podemos ver una
ganancia de esta propiedad con un pico antes de tomar el valor correspondiente al
extremo θ = 1.

La Figura 3.3 muestra algunos coeficientes piezoeléctricos efectivos como funcio-
nes de la fracción volumétrica de BaTiO3 para diferentes valores de los parámetros
de imperfección y diferentes polarizaciones. Las gráficas de ê311 y ê333 en serie se
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han representado en escala logaŕıtmica por causa de que la fase piezoeléctrica tiene
estas propiedades iguales a cero.

La gráfica de ê113 es simplemente la media aritmética de la propiedad correspon-
diente en la celda periódica, es por eso que no se muestra dependencia con ningún
parámetro de imperfección. No existe diferencia entre los coeficientes ê311 y ê322 en
la polarización series debido a que la simetŕıa transversal isótropa de las fases es
heredada por el material compuesto.

A diferencia de los coeficientes de rigidez efectivos, los coeficientes piezoeléctri-
cos efectivos representan un efecto acoplado, y, por tanto, no solo dependen de los
parámetros de imperfección elásticos, sino que también del parámetro eléctrico E.
Esto se muestra en el gráfico de ê333 en series (panel inferior izquierdo).

Las propiedades efectivas piezomagnéticas (Figura 3.4) exhiben un comporta-
miento similar a las piezoeléctricas. De manera similar a las propiedades piezo-
eléctricas, no solo dependen de los parámetros de imperfección elásticos, sino que
también del parámetro magnético M .

En la Figura 3.5 podemos observar el comportamiento de la permitividad dieléctri-
ca efectiva κ̂ε

33 y de la permitividad magnética efectiva μ̂33 para distintos valores de
las constantes de imperfección E y M . En la polarización paralelo, estos coeficientes
se han graficado sólo para el caso de contacto perfecto porque dependen muy débil-
mente de la constante de imperfección K2. Esto último se debe a que el BaTiO3

(CoFe2O4) tiene todas las propiedades piezomagnéticas (piezoeléctricas) iguales a
cero. Si escribimos para estos materiales, la fórmula de κ̂ε

33 que aparece en la ex-
presión (3.28) y la fórmula de μ̂33 que aparece en la expresión (3.30), teniendo en
cuenta la forma (3.37) que adquiere el promedio en la celda en conectividad 2-2,
obtenemos lo siguiente:

κ̂ε
33 =

⎛⎜⎝(κε
33)

(1) +

(
e
(1)
322

)2

c
(1)
2222

⎞⎟⎠ θ +

(
e
(1)
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c
(1)
2222

)2

θ2

θ

c
(1)
2222

+
1− θ

c
(2)
2222

+
2

K2

,

μ̂ε
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⎛⎜⎝(με
33)

(2) +

(
q
(2)
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)2

c
(2)
2222

⎞⎟⎠ (1− θ) +

(
q
(2)
322

c
(2)
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)2

(1− θ)2

θ

c
(1)
2222

+
1− θ

c
(2)
2222

+
2

K2
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(3.51)

Podemos apreciar que el numerador del término que contiene a K2 depende
cuadráticamente de θ (respectivamente, 1−θ) que es un número entre 0 y 1. Esto hace
que este término sea despreciable respecto al término lineal en θ (respectivamente,
1− θ).

En la Figura 3.6 podemos ver a los coeficientes termoelásticos efectivos λ̂33 como
funciones de la fracción volumétrica. La disminución de la rigidez efectiva causada
por la disminución de los parámetros de imperfección elásticos provoca una baja
respuesta al aumento de la temperatura de las tensiones en el material.

Por último, discutiremos la relación que existe entre las fórmulas (3.16)-(3.33) y
las fórmulas (3.15). Para ello es importante destacar que los coeficientes efectivos no
solamente exhiben comportamiento asintótico cuando las constantes de imperfección
van a infinito sino cuando se hacen muy pequeñas (decohesión). Hab́ıamos hecho
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notar esto anteriormente pero en la Figura 3.7 lo mostramos más claramente. En
el panel superior derecho, podemos ver a ĉ1111 como función de la constante de
imperfección K3 cuando la fracción volumétrica de BaTiO3 es igual a cero y la
polarización es serie. Cuando K3 se hace mucho mayor que los órdenes de magnitud
t́ıpicos de la rigidez, ĉ1111 → 286GPa, que es el valor de c1111 para el CoFe2O4. Por
otro lado, para valores pequeños de K3, obtenemos la constante efectiva ĉ1111 de un
compuesto formado por celdas decohesionadas de CoFe2O4. Esto es equivalente a
que entre celdas consecutivas haya una lámina muy fina de vaćıo, lo cual se puede
comprobar porque el ĺımite de ĉ1111 cuando la constante de imperfección va a cero
es la siguiente fórmula que se obtendŕıa de (3.15):

ĺım
K3→0

ĉ1111(0) = c
(1)
1111 −

(
C

(1)
13

)t (
M

(1)
33

)−1

C
(1)
13 . (3.52)

En el caso particular de ĉ1111 este valor ĺımite de decohesión es 178.3GPa. Este mismo
comportamiento se puede apreciar para otros coeficientes cuyas fórmulas contienen
más términos que solamente el de la media armónica. En los paneles inferiores de
la Figura 3.7 también representamos este mismo comportamiento ĺımite de celdas
decohesionadas constituidas por BaTiO3 (θ = 1) en serie y en paralelo.

3.3.1. Propiedades producto

Al escribir las fórmulas de los coeficientes efectivos por componentes (3.16)-
(3.33), se hace más evidente la aparición de propiedades producto. Además podemos
identificar qué propiedades espećıficas están involucradas en el mecanismo como el
de la expresión (1.1) para dar lugar a la propiedad producto. Esto implica que
el uso de las fórmulas anaĺıticas por componentes podŕıa aplicarse para amplificar
propiedades producto mediante el ajuste fino de propiedades mediadoras.

Analicemos el ejemplo espećıfico de las propiedades magnetoeléctricas. De (3.22)
tenemos la expresión para un coeficiente magnetoeléctrico en serie:

α̂22 = 〈α22〉+
〈
e223q223c

−1
2323

〉 − 〈
e223c

−1
2323

〉 〈
q223c

−1
2323

〉 (〈
c−1
2323

〉
+ 2K−1

2

)−1
. (3.53)

En el caso del compuesto BaTiO3/CoFe2O4 cuyas fases tienen propiedades magne-
toeléctricas iguales a cero, obtendŕıamos de la expresión anterior:

〈α22〉 = α
(1)
22 θ + α

(2)
22 (1− θ) = 0, (3.54)

y si el compuesto está formado por una fase piezoeléctrica y una fase piezomagnética:

〈
e223q223c

−1
2323

〉
=

e
(1)
223q

(1)
223

c
(1)
2323

θ +
e
(2)
223q

(2)
223

c
(2)
2323

(1− θ) = 0. (3.55)

Esto nos deja únicamente con el último término del MD de (3.53) que involucra la
media armónica. Por tanto, tenemos un efecto magnetoeléctrico no nulo que es el
producto de la interacción de la propiedad piezoeléctrica e223 con la piezomagnética
q223 a través de la propiedad elástica c2323. Un comportamiento similar lo podemos
apreciar en los demás coeficientes magnetoeléctricos efectivos de la Figura 3.8. Tam-
bién obsérvese que estos coeficientes son dependientes de los tres tipos de parámetros
de imperfección: elásticos, eléctricos y magnéticos.
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También el coeficiente piroeléctrico efectivo p̂ε3 en paralelo es una propiedad pro-
ducto:

p̂ε3 = 〈pε3〉 −
〈
e322c

−1
2222

〉 (〈
c−1
2222

〉
+ 2K−1

2

)−1 〈
λ22c

−1
2222

〉
+

〈
e322λ22c

−1
2222

〉
. (3.56)

Incluso si ninguna de las fases manifiesta propiedades piroeléctricas por separado
(〈pε3〉 = 0) tenemos una propiedad piroeléctrica efectiva no nula gracias a la interac-
ción entre una propiedad termoelástica (λ22) y una propiedad piezoeléctrica (e322) a
través de una propiedad elástica (c2222). Estas fórmulas anaĺıticas ejemplifican muy
bien el efecto producto.
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Figura 3.2: Coeficientes de rigidez efectivos como funciones de la fracción volumétrica
de BaTiO3 en las polarizaciones en serie (paneles de la izquierda) y en paralelo
(derecha) y para diferentes valores de las constantes de imperfección K3 (serie) y
K2 (paralelo).
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Figura 3.3: Coeficientes piezoeléctricos efectivos como funciones de la fracción vo-
lumétrica de BaTiO3 en las polarizaciones en serie (paneles de la izquierda) y en
paralelo (derecha) y para diferentes valores de las constantes de imperfección.
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Figura 3.4: Coeficientes piezomagnéticos efectivos como funciones de la fracción
volumétrica de BaTiO3 en las polarizaciones en serie (paneles de la izquierda) y en
paralelo (derecha) y para diferentes valores de las constantes de imperfección.
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Figura 3.5: Permitividad dieléctrica y permeabilidad magnética efectivas como fun-
ciones de la fracción volumétrica de BaTiO3 en polarización en serie (paneles de
la izquierda) y en paralelo (derecha) y para diferentes valores de las constantes de
imperfección.
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Figura 3.6: Coeficientes termoelásticos efectivos λ̂33 como funciones de la fracción
volumétrica de BaTiO3 en polarización en serie (izquierda) y en paralelo (derecha)
y para diferentes valores de las constantes de imperfección.
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Figura 3.7: Algunos coeficientes efectivos cuando θ = 0, 1 como funciones de los
parámetros de imperfección (puntos). También se muestran en ĺınea continua gris
los valores a los que tienden los coeficientes efectivos cuando hay decohesión entre
celdas consecutivas calculados según las fórmulas (3.15). Los paneles de la izquierda
son para polarización en serie y los de la derecha, polarización en paralelo.
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Figura 3.8: Coeficientes efectivos magnetoeléctricos como funciones de la fracción
volumétrica de BaTiO3 en polarización en serie (izquierda) y en paralelo (derecha)
y para diferentes valores de las constantes de imperfección.
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Figura 3.9: Coeficientes piroeléctrico p̂ε3 y piromagnético m̂3 efectivos como funciones
de la fracción volumétrica de BaTiO3 en polarización en serie (izquierda) y en
paralelo (derecha) y para diferentes valores de las constantes de imperfección.
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Caṕıtulo 4

Medios porosos
termo-piezoeléctricos

En este caṕıtulo trataremos una aplicación del MHA a la caracterización de ma-
teriales porosos piezoeléctricos y piroeléctricos para la recolección de enerǵıa. En
la sección 4.1, introduciremos figuras de mérito que cuantifican la capacidad de un
material para la recolección de enerǵıa. Estas figuras de mérito involucran propieda-
des f́ısicas que aparecen en relaciones constitutivas diferentes a las de (2.4) y en la
sección 4.1 discutimos cómo obtener las propiedades efectivas relevantes de las que
obtenemos a través de las fórmulas (2.65). En la sección 4.2 describiremos el modelo
de elemento finito y la implementación computacional de los problemas locales en
el software libre FreeFem++. En la sección 4.3, veremos que los problemas locales
planos y antiplanos se pueden escribir de manera unificada, lo cual lleva a relaciones
exactas que satisfacen los coeficientes efectivos. Esto será aprovechado en la sección
4.4, donde calcularemos fórmulas anaĺıticas para los coeficientes efectivos planos
y antiplanos basadas en métodos de variable compleja. Por último, en la sección
4.5 veremos gráficas de los coeficientes efectivos y las figuras de mérito en ambas
formulaciones como funciones de la fracción volumétrica del poro. Estos resultados
son comparados con resultados anaĺıticos anteriores y mediciones experimentales.
La publicación [69] recoge los aspectos principales de este caṕıtulo.

4.1. Figuras de Mérito

La manera más natural de cuantificar la aptitud de un material piezoeléctrico
para aplicaciones de recolección de enerǵıa es a través del coeficiente de acoplamiento
electromecánico k, que es la razón entre la enerǵıa electro-mecánica mutua Umutua

y la media geométrica de las enerǵıas mecánica Um y eléctrica Ue:

k =
Umutua√
UmUe

. (4.1)

Alternativamente, el factor de acoplamiento es la razón entre la enerǵıa mecánica
(eléctrica) almacenada en el dispositivo y la enerǵıa eléctrica (mecánica) que es
suministrada al dispositivo. Esta última definición implica que materiales con k más
altos tienen una mayor capacidad de transformación de una forma de enerǵıa de
entrada a otra forma que es almacenada. Esto aclara la utilidad de k como parámetro
para cuantificar la aptitud de un material para la recolección de enerǵıa.
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En el caso particular de un material transversalmente isótropo con cargas en
la dirección transversal (j = 1) y la dirección longitudinal (j = 3), el factor de
acoplamiento tiene la siguiente forma:

k2
3jj =

d23jj
κσ
33sjjjj

, (4.2)

donde d3jj, j = 1, 2, 3 es el coeficiente piezoeléctrico y κσ
33, la permitividad dieléctrica,

ambos a tensión constante, lo cual se denota por el supeŕındice σ. Las componentes
d3jj y κσ

33 de los tensores aparecen en las fórmulas porque la dirección de polarización
de las cerámicas es x3 por convenio. Las sijkl son las componentes del tensor de
flexibilidad. Sin embargo, se ha determinado experimentalmente en [70] que el uso
de k2

3jj no es ideal como ı́ndice de mérito porque descalifica a algunos materiales
cuya aptitud es conocida. Por ejemplo, las cerámicas porosas caen en esa categoŕıa
por su relativamente alta flexibilidad, y, por tanto, bajo k2

3jj, como podemos ver en
la fórmula (4.2).

Para remediar esta dificultad, se han definido varias figuras de mérito (FoMs)
piezoeléctricas y piroeléctricas [71, 72]. Estas FoMs caracterizan bien a los materiales
cuando son excitados a frecuencias relativamente bajas (� 100kHz), lejos de los
picos de resonancia. En particular, los autores de [46] midieron las siguientes FoMs
piezoeléctricas:

FoM3jj =
d23jj
κσ
33

, (4.3)

en las que se suprime la componente de la flexibilidad sjjjj que haćıa que el aco-
plamiento electromecánico fuese bajo para cerámicas porosas. Adicionalmente, los
autores de [46] midieron la figura de mérito piroeléctrica:

F ′
E =

(pσ3 )
2

κσ
33C

2
E

, (4.4)

donde pσ3 es el coeficiente piroeléctrico a tensión constante y CE representa la capaci-
dad caloŕıfica a volumen constante. Esta figura de mérito es la razón entre la enerǵıa
eléctrica almacenada en un dispositivo y la densidad de potencia suministrada por
la fuente de calor (véase [72]).

En [46] se observó experimentalmente que tanto FoM3jj como F ′
E crecen con el

aumento de la porosidad del material. Esto se debe a que las propiedades f́ısicas que
aparecen en los numeradores de (4.3) y (4.4) experimentan un decrecimiento menor
a mayor porosidad respecto al decrecimiento de las propiedades que aparecen en los
denominadores, la permitividad κσ

33 y la capacidad caloŕıfica al cuadrado.
Las fórmulas de los factores de acoplamiento en el caso de simetŕıa transversal

isotrópica adquieren la forma particular (4.2) en términos de las propiedades f́ısicas
en una formulación diferente de las relaciones constitutivas a la que utilizamos en el
MHA, expresión (2.4). Estas relaciones constitutivas son las siguientes:⎧⎪⎨⎪⎩

εkl = sklijσij + dmklEm − ζklϑ,

Di = dijkσjk − κσ
imEm + pσi ϑ,

s = ζklσkl − pσmEm + βσϑ,

(4.5)

donde sklij son las componentes del tensor de flexibilidad; dijk, las componentes
del tensor piezoeléctrico a tensión constante; ζkl, las componentes de la expansión
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térmica; κσ
im, las componentes de la permitividad dieléctrica a tensión constante; pσi ,

el coeficiente piroeléctrico a tensión constante. El coeficiente βσ es la capacidad ca-
loŕıfica a volumen constante, al igual que en la otra formulación. El supráındice σ en
algunos de los coeficientes sirve para distinguirlos de sus contrapartes a deformación
constante ε de las relaciones constitutivas (2.4). Estas relaciones constitutivas están
escritas solamente para incluir propiedades termo-piezoeléctricas. La formulación
con todas las propiedades TMEE puede encontrarse, por ejemplo, en [61].

Las propiedades f́ısicas de las relaciones constitutivas (4.5) y (2.4) están relacio-
nadas por fórmulas que se pueden deducir al sustituir unas relaciones constitutivas
en las otras. Por ejemplo, los tensores de rigidez y flexibilidad están relacionados
por la fórmula:

cijklsklmn =
1

2
(δimδjn + δinδjm) , (4.6)

o, alternativamente, en notación de Voigt (Apéndice A):

c�ijs
�
jk = δik. (4.7)

A partir de esto podemos obtener fórmulas para los otros coeficientes:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dijk = eilmslmjk,

ζij = sijklλkl,

κσ
ij = κε

ij + diklejkl,

pσi = pεi + eiklζkl,

βσ = βε + λklζkl.

(4.8)

4.2. FEM e implementación computacional

En [46], fue utilizado un método experimental llamado freeze casting para sinteti-
zar las muestras. Este método da lugar a láminas paralelas de cerámica piezoeléctrica
intercaladas con vaćıos, igualmente de forma lamelar. Esta estructura seŕıa del tipo
2-2 de no ser por pequeños “puentes” de cerámica entre láminas consecutivas que le
aportan integridad estructural a la muestra.

La manera natural de modelar los coeficientes efectivos de estas estructuras seŕıa
a través de las fórmulas (3.15). Sin embargo, es fácil comprobar que estas fórmulas
arrojan muchos coeficientes nulos (sustitúyase j = l = 2, por ejemplo). Esto se debe
a que el material no tiene continuidad ni integridad estructural en la dirección de
periodicidad (véase Figura 4.1a). Esto significa que un modelo con conectividad 2-2
es insuficiente para describir el comportamiento de las figuras de mérito reportado
en [46]. Los puentes de cerámica entre láminas consecutivas deben ser capturados
de alguna manera por el modelo matemático.

Para conseguir esto, en esta tesis se proponen dos modelos: el primero será dis-
cutido en el presente caṕıtulo y el segundo será discutido en el siguiente. En este
caṕıtulo las estructuras 2-2 con puentes se aproximan por estructuras 3-1 perforadas,
es decir, las fibras ha sido reemplazadas por vaćıo (véase Figura 4.1b). Este modelo
está motivado por el hecho de que en el caso de estructuras 3-1 con forma circular
de la sección transversal del poro, existen soluciones anaĺıticas para los problemas
locales. Como veremos en la próxima sección, las fórmulas anaĺıticas aproximadas
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Polarización

(a) Conectividad 2-2.

Polarización

(b) Conectividad 3-1.

Figura 4.1:Modelos de diferentes conectividades. Las flechas indican el eje de polarización.

para los coeficientes efectivos son relativamente simples y podŕıan ser de gran uti-
lidad para aplicaciones ingenieriles en las que sea necesario estimar las figuras de
mérito.

Adicionalmente, la polarización en la misma dirección del eje de las perforaciones
ciĺındricas reduce los problemas locales a dos dimensiones, las del plano perpendi-
cular al eje de polarización. Esto es aśı porque todas las derivadas respecto a y3 se
anulan en los problemas locales (2.75) y (2.76). En la figura 4.2 podemos ver un corte
transversal de un material perforado con conectividad 3-1. En este caso la sección
transversal de los poros ciĺındricos es rectangular. Esta forma geométrica particu-
lar ilustra lo adecuado de este modelo para imitar la estructura de los materiales
experimentales. Las láminas paralelas se extienden paralelas al eje x2 y son unidas
por los puentes de cerámica paralelos a la dirección de x1. Sin embargo, esta forma
rectangular es sólo para propósitos de ilustración, puesto que, como veremos más
adelante, las figuras de mérito no dependen de la forma de la sección transversal.

x2

x1

Γ1

Γ2

y2

y1

Figura 4.2: Sección transversal de un material perforado con conectividad 3-1. Γ1

indica la frontera de la celda periódica y Γ2 la frontera del poro.

Consideremos los problemas locales (2.76) y (2.75). Ellos están formulados para
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incluir todas las propiedades TMEE, pero en este caṕıtulo solo estamos interesa-
dos en las propiedades termo-piezoeléctricas. Para hacer esto, el único cambio que
debemos hacer es eliminar las propiedades piezo-magnéticas, magneto-eléctricas y
de permeabilidad magnética de las matrices Ajl (y) (quinta fila y quinta columna)
y eliminar las funciones locales que aparecen en la quinta fila y la quinta columna
de las matrices Nl (y) y la quinta componente de Nϑ (y) de las expresiones (2.50).
Desde el punto de vista de la notación matricial, no hay diferencia en los problemas
locales (2.76) y (2.75). Para facilitar el tratamiento, separaremos los problemas lo-
cales en tres familias paramétricas: L, Lq

2 y Lqn
1 , que, a excepción de L, dependen

de los parámetros q = 1, 2, 3 y n = 1, 2, 3.

Para darle un tratamiento uniforme a los problemas locales llamaremos al proble-
ma (2.76), en este caṕıtulo problema L. Teniendo en cuenta la simetŕıa transversal
isotrópica de la cerámica y el hecho de que todas las derivadas respecto a y3 se
anulan, podemos llegar a la siguiente formulación de dicho problema:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

k (Γ1,11 + Γ2,21) +m∇2Γ1 = 0,

y ∈ Y \ Γ2,
k (Γ2,22 + Γ1,12) +m∇2Γ2 = 0,
∇2Γ3 = 0,
∇2Q = 0,
((k −m) Γ2,2 + (k +m) Γ1,1)n1 +m (Γ1,2 + Γ2,1)n2 = λn1,

y ∈ Y \ Γ2.((k −m) Γ1,1 + (k +m) Γ2,2)n2 +m (Γ2,1 + Γ1,2)n1 = λn2,
(pΓ3,l + eQ,l)nl = 0,

(4.9)
donde hemos utilizado la notación de Hill del Apéndice A. Por la unicidad de la
solución de (4.9) (Teorema 2 del Apéndice B) podemos ver que Γ3 = Q = 0 y el
problema local L nos queda:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
k (Γ1,11 + Γ2,21) +m∇2Γ1 = 0,

y ∈ Y \ Γ2,k (Γ2,22 + Γ1,12) +m∇2Γ2 = 0,
((k −m) Γ2,2 + (k +m) Γ1,1)n1 +m (Γ1,2 + Γ2,1)n2 = λn1, y ∈ Y \ Γ2.((k −m) Γ1,1 + (k +m) Γ2,2)n2 +m (Γ2,1 + Γ1,2)n1 = λn2,

(4.10)
Para obtener el problema Lq

2, q = 1, 2, 3 de (2.75) obsérvese que:

Ajl +Ajk
∂Nl

∂yk
, (4.11)

es una matriz de 4×4. Las cuatro ecuaciones del sistema correspondiente al problema
Lq
2 se obtienen de las cuatro filas de la ecuación matricial de (2.75) y la última

columna de la expresión (4.11). Las condiciones de frontera libre del problema local
Lq
2 se obtienen de las mismas filas y la cuarta columna de la condición de frontera

libre matricial de (2.55).
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂

∂yj

(
eqij + cijkl

∂gqk
∂yl

+ elij
∂πq

∂yl

)
= 0, i = 1, 2, 3,

∂

∂yj

(
κjq − ejkl

∂gqk
∂yl

+ κjl
∂πq

∂yl

)
= 0,(

eqij + cijkl
∂gqk
∂yl

+ elij
∂πq

∂yl

)
nj = 0, i = 1, 2, 3.(

κjq − ejkl
∂gqk
∂yl

+ κjl
∂πq

∂yl

)
nj = 0,

(4.12)

Teniendo en cuenta la simetŕıa transversal isotrópica de la cerámica y el hecho
de que todas las derivadas respecto a y3 se anulan, podemos llegar a la siguiente
forma del problema Lq

2:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
eq11 + (k +m) gq1,1 + (k −m) gq2,2

)
,1
+

(
eq12 +mgq2,1 +mgq1,2

)
,2
= 0,(

eq21 +mgq2,1 +mgq1,2
)
,1
+

(
eq22 + (k −m) gq1,1 + (k +m) gq2,2

)
,2
= 0,(

eq31 + pgq3,1 + eπq
,1

)
,1
+

(
eq32 + pgq3,2 + eπq

,2

)
,2
= 0,(

κ1q − egq3,1 + tπq
,1

)
,1
+

(
κ2q − egq3,2 + tπq

,2

)
,2
= 0,(

eq11 + (k +m) gq1,1 + (k −m) gq2,2
)
n1 +

(
eq12 +mgq2,1 +mgq1,2

)
n2 = 0,(

eq21 +mgq2,1 +mgq1,2
)
n1 +

(
eq22 + (k −m) gq1,1 + (k +m) gq2,2

)
n2 = 0,(

eq31 + pgq3,1 + eπq
,1

)
n1 +

(
eq32 + pgq3,2 + eπq

,2

)
n2 = 0,(

κ1q − egq3,1 + tπq
,1

)
n1 +

(
κ2q − egq3,2 + tπq

,2

)
n2 = 0,

(4.13)

donde el dominio de validez de las ecuaciones es Y \ Γ2 y el de las condiciones
de frontera libre es Γ2. El problema Lqn

1 , q, n = 1, 2, 3 proviene de las tres prime-
ras columnas de las expresiones matriciales (2.75). Teniendo en cuenta la simetŕıa
transversal isotrópica de la cerámica y el hecho de que todas las derivadas respecto
a y3 se anulan, podemos llegar al siguiente problema:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
c11nq + (k +m)wqn

1,1 + (k −m)wqn
2,2

)
,1
+

(
c12nq +mwqn

2,1 +mwqn
1,2

)
,2
= 0,(

c21nq +mwqn
2,1 +mwqn

1,2

)
,1
+

(
c22nq + (k −m)wqn

1,1 + (k +m)wqn
2,2

)
,2
= 0,(

c31nq + pwqn
3,1 + eζqn,1

)
,1
+

(
c32nq + pwqn

3,2 + eζqn,2
)
,2
= 0,(

e1nq + ewqn
3,1 − tζqn,1

)
,1
+

(
e2nq + ewqn

3,2 − tζqn,2
)
,2
= 0,(

c11nq + (k +m)wqn
1,1 + (k −m)wqn

2,2

)
n1 +

(
c12nq +mwqn

2,1 +mwqn
1,2

)
n2 = 0,(

c21nq +mwqn
2,1 +mwqn

1,2

)
n1 +

(
c22nq + (k −m)wqn

1,1 + (k +m)wqn
2,2

)
n2 = 0,(

c31nq + pwqn
3,1 + eζqn,1

)
n1 +

(
c32nq + pwqn

3,2 + eζqn,2
)
n2 = 0,(

e1nq + ewqn
3,1 − tζqn,1

)
n1 +

(
e2nq + ewqn

3,2 − tζqn,2
)
n2 = 0,

(4.14)
que tiene los mismos dominios de validez que el problema anterior.

Las inhomogeneidades de estos problemas locales son un resultado natural del
MHA. Como destacamos en 1.2.1, esta es una de las diferencias principales con los
modelos de celda unitaria [50-52] en los que la inhomogeneidad debe ser definida ad
hoc por quien hace los cálculos.

4.2.1. Formulación débil

Para aplicar el Método de Elemento Finito a estos problemas de frontera nece-
sitamos expresarlos en su forma débil. Para ello considérese el siguiente espacio de
funciones de prueba:

H# (Y ) =
{
v ∈ H1 (Y ) : v

∣∣
Γ2

= 0, v tiene CFP en Γ1

}
. (4.15)

Sigamos el procedimiento para determinar la formulación débil del problema Lq
2,

sabiendo que para encontrar la formulación débil de los otros problemas se sigue un
procedimiento similar. Primeramente, introduciremos una notación para las siguien-
tes funciones de y:

Aqij = eqij + cijkl
∂gqk
∂yl

+ elij
∂πq

∂yl
,

Bqj = κε
jq − ejkl

∂gqk
∂yl

+ κε
jl

∂πq

∂yl
.

(4.16)

Ahora multiplicaremos cada una de las tres primeras ecuaciones de (4.12) por ui

y la última ecuación por v. Si sumamos los resultados y promediamos en la celda
periódica, obtenemos: ∫

dy

(
ui
∂Aqij

∂yj
+ v

∂Bqj

∂yj

)
= 0. (4.17)
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Apliquemos integración por partes al MI de la expresión anterior:∫
Y

dy

(
ui
∂Aqij

∂yj
+ v

∂Bqj

∂yj

)
=

∮
Γ1

(uiAqij + vBqj)njdS +

∮
Γ2

(uiAqij + vBqj)njdS

−
∫
Y

dy

(
∂ui

∂yj
Aqij +

∂v

∂yj
Bqj

)
,

(4.18)
donde ∂Y es la frontera de la celda periódica, Γ2 es la frontera del poro, dS es
el elemento de superficie con vector normal exterior de componentes nj y Y es la
región de la celda periódica que está ocupada por el material y no por vaćıo. Ahora
obsérvese que, por las condiciones de frontera libre:∮

Γ2

(uiAqij + vBqj)njdS = 0. (4.19)

Las funciones Aqij, Bqj, ui y v son todas Y -periódicas y por tanto, toman los mismos
valores en caras correspondientes de Y . Sin embargo, el vector normal en cada cara
es antiparalelo a la cara correspondiente, esto implica que:∮

Γ1

(uiAqij + vBqj)njdS = 0. (4.20)

Lo cual nos deja con la siguiente formulación débil de Lq
2:∫

Y

dy

(
∂ui

∂yj
Aqij +

∂v

∂yj
Bqj

)
= 0. (4.21)

Podemos escribir (4.21) en términos de la notación de Hill y teniendo en cuenta que
las derivadas respecto a y3 se anulan:∫

Y

ui,j

(
eqij + cijklg

q
k,l + elijπ

q
,l

)
+

∫
Y

v,j
(
κjq − ejklg

q
k,l + κjlπ

q
,l

)
=

∫
Y

u1,1

(
eq11 + (k +m) gq1,1 + (k −m) gq2,2

)
+

∫
Y

u1,2

(
eq12 +mgq2,1 +mgq1,2

)
+

∫
Y

u2,1

(
eq21 +mgq2,1 +mgq1,2

)
+

∫
Y

u2,2

(
eq22 + (k −m) gq1,1 + (k +m) gq2,2

)
+

∫
Y

u3,1

(
eq31 + pgq3,1 + eπq

,1

)
+

∫
Y

u3,2

(
eq32 + pgq3,2 + eπq

,2

)
+

∫
Y

v,1
(
κ1q − egq3,1 + tπq

,1

)
+

∫
Y

v,2
(
κ2q − egq3,2 + tπq

,2

)
= 0.

(4.22)

Un procedimiento similar al descrito anteriormente se puede seguir para los otros
problemas de frontera. El problema Lqn

1 , ya con la notación de Hill incorporada,
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queda:∫
Y

ui,j

(
cijnq + cijklw

qn
k,l + elijζ

qn
,l

)
+

∫
Y

v,j
(
ejnq + ejklw

qn
k,l − κjlζ

qn
,l

)
=

∫
Y

u1,1

(
c11nq + (k +m)wqn

1,1 + (k −m)wqn
2,2

)
+

∫
Y

u1,2

(
c12nq +mwqn

2,1 +mwqn
1,2

)
+

∫
Y

u2,1

(
c21nq +mwqn

2,1 +mwqn
1,2

)
+

∫
Y

u2,2

(
c22nq + (k −m)wqn

1,1 + (k +m)wqn
2,2

)
+

∫
Y

u3,1

(
c31nq + pwqn

3,1 + eζqn,1
)
+

∫
Y

u3,2

(
c32nq + pwqn

3,2 + eζqn,2
)

+

∫
Y

v,1
(
e1nq + ewqn

3,1 − tζqn,1
)
+

∫
Y

v,2
(
e2nq + ewqn

3,2 − tζqn,2
)
= 0.

(4.23)

El problema de frontera L, en términos de la notación de Hill tiene la siguiente
forma: ∫

Y

ui,j (λij − cijmlΓm,l − elijQ,l) +

∫
Y

v,j (pj + ejmlΓm,l − κjlQ,l)

=

∫
Y

u1,1 (−λ+ (k +m) Γ1,1 + (k −m) Γ2,2)

+

∫
Y

mu1,2 (Γ1,2 + Γ2,1) +

∫
Y

mu2,1 (Γ2,1 + Γ1,2)

+

∫
Y

u2,2 (−λ+ (k +m) Γ2,2 + (k −m) Γ1,1) = 0.

(4.24)

Los coeficientes elásticos efectivos se pueden determinar del problema Lqn
1 y

toman las siguientes formas en términos de la notación de Hill:

ĉ11nq =
〈
c11nq + (k +m)wqn

1,1 + (k −m)wqn
2,2

〉
,

ĉ12nq =
〈
c12nq +mwqn

2,1 +mwqn
1,2

〉
,

ĉ22nq =
〈
c22nq + (k −m)wqn

1,1 + (k +m)wqn
2,2

〉
,

ĉ31nq =
〈
c31nq + pwqn

3,1 + eζqn,1
〉
,

ĉ32nq =
〈
c32nq + pwqn

3,2 + eζqn,2
〉
,

ĉ33nq =
〈
c33nq + lwqn

1,1 + lwqn
2,2

〉
.

(4.25)

Los coeficientes piezoeléctricos efectivos se pueden calcular tanto del problema Lq
2

como en el problema Lqn
1 . En términos de las funciones locales del problema Lqn

1

tenemos:
ê1nq =

〈
e1nq + ewqn

3,1 − tζqn,1
〉
,

ê2nq =
〈
e2nq + ewqn

3,2 − tζqn,2
〉
,

ê3nq =
〈
e3nq + qwqn

1,1 + qwqn
2,2

〉
.

(4.26)
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En términos de las soluciones del problema Lq
2 tenemos:

êq11 =
〈
eq11 + (k +m) gq1,1 + (k −m) gq2,2

〉
,

êq12 =
〈
eq12 +mgq2,1 +mgq1,2

〉
,

êq22 =
〈
eq22 + (k −m) gq1,1 + (k +m) gq2,2

〉
,

êq31 =
〈
eq31 + pgq3,1 + eπq

,1

〉
,

êq32 =
〈
eq32 + pgq3,2 + eπq

,2

〉
,

êq33 =
〈
eq33 + lgq1,1 + lgq2,2

〉
.

(4.27)

Las componentes de la permitividad dieléctrica efectiva se calculan a partir del
problema Lq

2:

κ̂ε
1q =

〈
κ1q − egq3,1 + tπq

,1

〉
,

κ̂ε
2q =

〈
κ2q − egq3,2 + tπq

,2

〉
,

κ̂ε
3q =

〈
κε
3q − qgq1,1 − qgq2,2

〉
.

(4.28)

Los coeficientes termoelásticos efectivos, el coeficiente piroeléctrico efectivo p̂ε3 y el

coeficiente β̂ε se pueden calcular del problema local L:

λ̂11 = 〈λ− (k −m) Γ2,2 − (k +m) Γ1,1〉 ,

λ̂22 = 〈λ− (k −m) Γ1,1 − (k +m) Γ2,2〉 ,

λ̂33 = 〈γ − l (Γ1,1 + lΓ2,2)〉 ,

λ̂12 = 〈−m (Γ1,2 + Γ2,1)〉 ,
p̂ε3 = 〈ρ+ q (Γ1,1 + Γ2,2)〉 ,

β̂ε = 〈βε + λ (Γ1,1 + Γ2,2)〉 .

(4.29)

4.2.2. Geometŕıa de la celda

La celda local es un cuadrado de lado igual a 1 centrado en el origen de coorde-
nadas del plano y1y2. En principio, los coeficientes efectivos pueden ser calculados
utilizando las formulaciones débiles para gran variedad de formas de la sección trans-
versal del poro. Sin embargo, para demostrar el presente método, fueron calculados
para las siguientes formas:

1. circular, centrada en el origen,

2. rectangular, con la longitud de uno de los lados fijada a 0.9

3. eĺıptica, con el semieje mayor fijado a 0.4,

4. “diamante”, con la frontera delimitada por la curva |y1|+|y2| = R, 0 ≤ R ≤ 0.5
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La periodicidad de las soluciones implica que estas deben tomar iguales valores
en cualesquiera dos puntos de la frontera de la celda que tengan iguales valores de
una de las coordenadas y1 o y2, véase Figura 4.3. Por ejemplo, para el problema L,
las siguientes condiciones son impuestas en las Γm para m = 1, 2:

Γm (y1,−0.5) = Γm (y1, 0.5) ,

Γm (−0.5, y2) = Γm (0.5, y2) ,
(4.30)

donde −0.5 ≤ y1, y2 ≤ 0.5.
Todos los cálculos y construcción de mallas fueron hechos con FreeFem++, un

software libre para MEF basado en el lenguaje de programación C++. Entre las
ventajas de este software se encuentra que puede construir una discretización y el
sistema correspondiente de ecuaciones directamente a partir de las parametrizaciones
de las fronteras de la celda y de la sección transversal. Por ejemplo, los cuatro lados
de la frontera exterior de la celda pueden ser parametrizados de la siguiente manera:

A : {x = t− 0.5, y = −0.5, t ∈ [0, 1]} ,
B : {x = 0.5, y = t− 0.5, t ∈ [0, 1]} ,
C : {x = 0.5− t, y = 0.5, t ∈ [0, 1]} ,
D : {x = −0.5, y = 0.5− t, t ∈ [0, 1]} ,

(4.31)

donde nos hemos referido a los ejes coordenados como x y y, en vez de y1 y y2 para
que haya concordancia con la notación de FreeFem++. La parametrización de la
elipse puede tomarse como:

E : {x = a cos t, y = b sin t, t ∈ [0, 2π]} , (4.32)

donde a y b son los semiejes correspondientes a los ejes x y y, respectivamente.
En el siguiente fragmento de código, ilustramos cómo FreeFem++ construye una

malla a partir de las parametrizaciones de las curvas frontera para el caso de un poro
eĺıptico. Las parametrizaciones border A, border B,..., border E escritas en el
lenguaje de FreeFem++ son muy similares a las expresiones en lenguaje matemático
formal (4.31) y (4.32). El número de nodos en cada lado de la celda cuadrada es
especificado por la variable nl. Esta información es suficiente para que FreeFem++
construya la malla mesh ThM:

int nl = 50;

real deltaH = 1.0/nl;

int nc = ceil(sqrt(2)*pi*sqrt(semiaxisa\^2 + semiaxisb\^2)/deltaH);

border A(t = 0,1){x = t - 0.5; y = -0.5;}

border B(t = 0,1){x = 0.5; y = t - 0.5;}

border C(t = 0,1){x = 0.5 - t; y = 0.5;}

border D(t = 0,1){x = -0.5; y = 0.5 - t;}

border E(t = 0,2*pi){x = a*cos(t); y = b*sin(t);}

mesh ThM = buildmesh(A(nl) + B(nl) + C(nl) + D(nl) + E(-nc));
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La Figura 4.3 muestra el resultado del proceso de construcción de una malla para
una fracción volumétrica espećıfica. Para generar las gráficas de los coeficientes efec-
tivos como funciones de la fracción volumétrica del poro, el proceso de construcción
de la malla detallado arriba se repite para cada una de las fracciones volumétricas
en el intervalo de 0 a θmax ≤ 1, donde θmax es el área máxima dentro de la celda que
puede ocupar el poro de cierta forma geométrica sin que sus fronteras se crucen con
las del cuadrado unitario. Por ejemplo, en el caso de un poro circular tenemos que
θmax = 0.25 × π ≈ 0.785. Las mallas para otras formas del poro se muestran en la
Figura 4.4

Hemos impuesto que en cada frontera haya aproximadamente el mismo número
de nodos por unidad de longitud. Para hacer esto, hemos definido la variable deltaH,
que es la distancia media entre dos nodos consecutivos de uno de los lados rel
cuadrado. La fórmula:

2π

√
a2 + b2

2
, (4.33)

aproxima el peŕımetro de una elipse de semiejes a y b. La variable nc es el número de
nodos sobre la elipse tal que existe entre ellos la misma distancia nc, en promedio.

Después de que las mallas son generadas, los sistemas de ecuaciones lineales que
se derivan de las formulaciones débiles (4.24) y (4.22) son resueltos por el Método
No-Simétrico Multifrontal, que es el algoritmo por defecto de FreeFem++. En el caso
del problema Lqn

1 tuvo que ser utilizado el Método del Residuo Mı́nimo Generalizado
(GMRES por sus siglas en inglés), que, en contraste con el método directo utilizado
para la solución de los otros problemas, es un algoritmo iterativo para sistemas
dispersos (véase [73]). El elemento finito es el P1, que es continuo y lineal a trozos.

FreeFem++ utiliza el algoritmo de triangulación de Delaunay-Voronoi que ga-
rantiza que la densidad de puntos en el interior del dominio sea proporcional a la
densidad en la frontera [74]. Para los cálculos de esta tesis, el número de puntos
en cada lado de la frontera fue fijado a 50. Para cada fracción volumétrica del po-
ro, la solución de cada problema y el cálculo de los coeficientes efectivos asociados
tomó menos de 10 segundos en un procesador Intel R© Core TM i5-3317U CPU @
1.70GHz×4. Para más información acerca del elemento finito y los algoritmos dis-
ponibles en FreeFem++, véase [75].

Existen grandes diferencias entre los órdenes de magnitud de los coeficientes de
estos problemas cuando son expresados en unidades SI sin prefijos. Considérese, por
ejemplo, que hay 20 órdenes de magnitud entre las componentes del tensor de permi-
tividad dieléctrica y las componentes de la rigidez elástica. Los errores de redondeo
ocasionados por estas grandes diferencias, en el caso del problema Lq

2, dieron lugar
a comportamientos absurdos de las permitividades efectivas como funciones de la
fracción volumétrica del poro. Esta dificultad fue resuelta al adimensionalizar o re-
escalar los problemas locales de manera que la diferencia de órdenes de magnitud
entre coeficientes fuera menor. Los detalles del proceso de adimensionalización o
reescalamiento están expuestos en el Apéndice C.

4.3. Problemas unificados y relaciones exactas

La propuesta de la sección anterior es resolver los problemas locales L, Lq
2 y Lqn

1

por “fuerza bruta”, es decir, iterando por cada valor de q y n y resolviendo via MEF
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y2

y1

Figura 4.3: Malla de la celda periódica con un poro de sección transversal de forma
eĺıptica. Se muestra la orientación de los ejes y1 y y2 perpendiculares al eje del poro.

Figura 4.4: Mallas circular, rectangular y con forma de diamante (izquierda a dere-
cha).

el problema local correspondiente. Sin embargo, existen regularidades entre los pro-
blemas (4.10), (4.13) y (4.14) que permiten calcular los coeficientes efectivos de una
manera más eficiente. En esta sección extenderemos la metodoloǵıa utilizada en [29,
30, 34] para obtener las fórmulas anaĺıticas de las propiedades termo-piezoeléctricas.

Tomemos por ejemplo en (4.14), qn = 11:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
c1111 + (k +m)w11

1,1 + (k −m)w11
2,2

)
,1
+

(
mw11

2,1 +mw11
1,2

)
,2
= 0,(

mw11
2,1 +mw11

1,2

)
,1
+

(
c2211 + (k −m)w11

1,1 + (k +m)w11
2,2

)
,2
= 0,(

pw11
3,1 + eζ11,1

)
,1
+

(
pw11

3,2 + eζ11,2
)
,2
= 0,(

ew11
3,1 − tζ11,1

)
,1
+

(
ew11

3,2 − tζ11,2
)
,2
= 0,(

c1111 + (k +m)w11
1,1 + (k −m)w11

2,2

)
n1 +

(
mw11

2,1 +mw11
1,2

)
n2 = 0,(

mw11
2,1 +mw11

1,2

)
n1 +

(
c2211 + (k −m)w11

1,1 + (k +m)w11
2,2

)
n2 = 0,(

pw11
3,1 + eζ11,1

)
n1 +

(
pw11

3,2 + eζ11,2
)
n2 = 0,(

ew11
3,1 − tζ11,1

)
n1 +

(
ew11

3,2 − tζ11,2
)
n2 = 0,

(4.34)
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y qn = 22:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
c1122 + (k +m)w22

1,1 + (k −m)w22
2,2

)
,1
+

(
mw22

2,1 +mw22
1,2

)
,2
= 0,(

mw22
2,1 +mw22

1,2

)
,1
+

(
c2222 + (k −m)w22

1,1 + (k +m)w22
2,2

)
,2
= 0,(

pw22
3,1 + eζ22,1

)
,1
+

(
pw22

3,2 + eζ22,2
)
,2
= 0,(

ew22
3,1 − tζ22,1

)
,1
+

(
ew22

3,2 − tζ22,2
)
,2
= 0,(

c1122 + (k +m)w22
1,1 + (k −m)w22

2,2

)
n1 +

(
mw22

2,1 +mw22
1,2

)
n2 = 0,(

mw22
2,1 +mw22

1,2

)
n1 +

(
c2222 + (k −m)w22

1,1 + (k +m)w22
2,2

)
n2 = 0,(

pw22
3,1 + eζ22,1

)
n1 +

(
pw22

3,2 + eζ22,2
)
n2 = 0,(

ew22
3,1 − tζ22,1

)
n1 +

(
ew22

3,2 − tζ22,2
)
n2 = 0.

(4.35)

En ambos problemas las ecuaciones son válidas para las y ∈ Y \Γ2 y las condiciones
de contorno son válidas en y ∈ Γ2. Si adicionamos ambos problemas locales ecuación
por ecuación y condición por condición, y definimos las funciones incógnitas:

Uα =
w11

α + w22
α

2k
, Φ =

ζ11 + ζ22

2k
, (4.36)

el problema L11
1 + L22

1 nos queda:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

k

(
∂2U1

∂y21
+

∂2U2

∂y1∂y2

)
+m∇2U1 = 0,

y ∈ Y \ Γ2,k

(
∂2U2

∂y22
+

∂2U1

∂y2∂y1

)
+m∇2U2 = 0,

p∇2U3 + e∇2Φ = 0,
e∇2U3 − t∇2Φ = 0,(
(k +m)

∂U1

∂y1
+ (k −m)

∂U2

∂y2

)
n1 +

(
m
∂U2

∂y1
+m

∂U1

∂y2

)
n2 = −n1,

y ∈ Γ2,
(
(k +m)

∂U2

∂y2
+ (k −m)

∂U1

∂y1

)
n2 +

(
m
∂U2

∂y1
+m

∂U1

∂y2

)
n1 = −n2,(

p
∂U3

∂y1
+ e

∂Φ

∂y1

)
n1 +

(
p
∂U3

∂y2
+ e

∂Φ

∂y2

)
n2 = 0,(

e
∂U3

∂y1
− t

∂Φ

∂y1

)
n1 +

(
e
∂U3

∂y2
− t

∂Φ

∂y2

)
n2 = 0,

(4.37)
donde el operador ∇2 es el laplaciano bidimensional en coordenadas cartesianas:

∇2 =
∂2

∂y21
+

∂2

∂y22
. (4.38)

El sistema que involucra a U3 y a Φ se ha desacoplado de manera natural del resto de
las ecuaciones y condiciones de frontera. Como su determinante es distinto de cero,
es posible desacoplarlo todav́ıa más en dos sistemas idénticos como el siguiente:

∇2U3 = 0,

∂U3

∂y1
n1 +

∂U3

∂y2
n2 = 0.

(4.39)
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El otro sistema se obtiene simplemente al sustituir U3 por Φ con los mismos coefi-
cientes. Por causa de la unicidad de la solución del problema (4.37) (Teorema 2,
Apéndice B) tenemos que U3 = 0 y Φ = 0 en cada uno de los problemas anteriores.
Por tanto, obtenemos el siguiente problema:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

k

(
∂2U1

∂y21
+

∂2U2

∂y1∂y2

)
+m∇2U1 = 0,

y ∈ Y \ Γ2,

k

(
∂2U2

∂y22
+

∂2U1

∂y2∂y1

)
+m∇2U2 = 0,(

(k +m)
∂U1

∂y1
+ (k −m)

∂U2

∂y2

)
n1 +

(
m
∂U2

∂y1
+m

∂U1

∂y2

)
n2 = −n1, y ∈ Γ2.(

(k +m)
∂U2

∂y2
+ (k −m)

∂U1

∂y1

)
n2 +

(
m
∂U2

∂y1
+m

∂U1

∂y2

)
n1 = −n2,

(4.40)
Obsérvese que si redefinimos en el problema L (4.10) las funciones incógnitas como:

Uα = −Γα

λ
, (4.41)

adquiere la forma del problema (4.40). Esto sugiere que a (4.40) llamemos problema
unificado plano. En general, con los siguientes cambios de variables:

Uα = −Γα

λ
=

w11
α + w22

α

2k
=

w33
α

l
=

g3α
q

Φ = −Q

λ
=

ζ11 + ζ22

2k
=

ζ33

l
=

π3

q

(4.42)

los problemas L, L11
1 + L22

1 , L33
1 y L3

2 se reducen, respectivamente a (4.37). Luego,
teniendo en cuenta que por la unicidad de la solución U3 = 0 y Φ = 0, los problemas
se reducen al unificado (4.40).

El hecho de que las soluciones a estos problemas sean proporcionales según (4.42)
implica que se pueden hacer manipulaciones algebraicas en las expresiones de los
coeficientes efectivos (4.25)-(4.29) y, por tanto, que existan las siguientes relaciones
exactas entre los coeficientes efectivos:

λ

2k
=

λ̂11 − 〈λ〉
ĉ1111 + ĉ1122 − 2 〈k〉 =

λ̂22 − 〈λ〉
ĉ2211 + ĉ2222 − 2 〈k〉 =

λ̂33 − 〈γ〉
ĉ3311 + ĉ3322 − 2 〈l〉

=
λ̂12

ĉ1211 + ĉ1222
= − p̂3 − 〈ρ〉

ê311 + ê322 − 2 〈q〉 ,

λ

l
=

λ̂11 − 〈λ〉
ĉ1133 − 〈l〉 =

λ̂22 − 〈λ〉
ĉ1133 − 〈l〉 =

λ̂33 − 〈γ〉
ĉ3333 − 〈n〉 = − p̂3 − 〈ρ〉

ê333 − 〈r〉 ,

λ

q
=

λ̂11 − 〈λ〉
ê311 − 〈q〉 =

λ̂22 − 〈λ〉
ê322 − 〈q〉 =

λ̂33 − 〈γ〉
ê333 − 〈r〉 = − p̂3 − 〈ρ〉

〈u〉 − κ̂ε
33

.

(4.43)

Estas relaciones exactas son de gran importancia porque vinculan propiedades de
diferente naturaleza. Por ejemplo, si conocemos κ̂ε

33 de antemano podemos calcular p̂ε3
a través de (4.43)3. Además, obsérvese que relaciones exactas diferentes comparten
coeficientes efectivos, lo cual implica que se pueden formar más igualdades entre
estos. De esta manera, las relaciones exactas reducen el número de problemas locales
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que deben ser resueltos para poder calcular todas las propiedades efectivas. En pos de
este objetivo, en la siguiente sección calcularemos de manera anaĺıtica el coeficiente
k̂ = (ĉ1111 + ĉ1122) /2.

Hemos obtenido aqúı estas relaciones exactas para materiales transversalmente
isótropos con conectividad 3-1, como consecuencia de las fórmulas de los coeficien-
tes efectivos derivadas del MHA. Sin embargo, pueden ser obtenidas a través de un
argumento de campos constantes, como puede verse en el trabajo clásico de Dvorak
[76] y el libro de Milton [77]. En 1964, Hill demostró que en un compuesto fibroso
de dos componentes transversalmente isótropas, el número de coeficientes elásticos
efectivos independientes es 31 [78]. Las propiedades piezoeléctricas efectivas fueron
incorporadas a las relaciones exactas por Schulgasser [79] y las termoelásticas por
Levin [80]. Obsérvese que el enfoque unificado de las propiedades TMEE en combi-
nación con el MHA puede arrojar las relaciones exactas 4.43 simultáneamente.

Existen propiedades efectivas, llamadas antiplanas, que no se pueden calcular
a través de estas relaciones exactas (p. ej.: ĉ1313, ê113 y κ̂11). Sin embargo, existe
un problema antiplano unificado del cual se pueden derivar relaciones exactas para
estos coeficientes.

Tomemos el problema L13
1 y tengamos en cuenta que las funciones w13

1 y w13
2 se

anulan por unicidad de la solución:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(
pw13

3,1 + eζ13,1
)
,1
+

(
pw13

3,2 + eζ13,2
)
,2
= 0,

y ∈ Y \ Γ2,(
ew13

3,1 − tζ13,1
)
,1
+

(
ew13

3,2 − tζ13,2
)
,2
= 0,(

pw13
3,1 + eζ13,1

)
n1 +

(
pw13

3,2 + eζ13,2
)
n2 = −pn1, y ∈ Γ2.(

ew13
3,1 − tζ13,1

)
n1 +

(
ew13

3,2 − tζ13,2
)
n2 = −en1,

(4.44)

Podemos reescribir este problema de la siguiente manera:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∇2w13
3 = 0,

y ∈ Y \ Γ2,∇2ζ13 = 0,

∂w13
3

∂n
= −n1, y ∈ Γ2,

∂ζ13

∂n
= 0,

(4.45)

de donde ζ13 = 0 por unicidad de la solución. De manera similar el problema L1
2

puede ser reducido a: ⎧⎪⎨⎪⎩
∇2π1 = 0, y ∈ Y \ Π,
∂π1

∂n
= −n1, y ∈ Γ2,

(4.46)

donde podemos ver que ambos problemas pueden ser representados de manera uni-
ficada. Si recordamos de las expresiones (4.25), (4.27) y (4.28) que:

p̂ = 〈p〉+ p
〈
w13

3,1

〉
,

ê = 〈e〉+ e
〈
π1
,1

〉
,

t̂ = 〈t〉+ e
〈
π1
,1

〉
,

(4.47)

1Recuérdese que en un material transversalmente isótropo, el número de componentes indepen-
dientes del tensor de rigidez es 5.
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Caṕıtulo 4. Medios porosos termo-piezoeléctricos

podemos establecer una relación exacta entre los coeficientes p̂ = ĉ1313 = ĉ2323,
ê = ê131 = ê232 y t̂ = κ̂11 = κ̂22:

p̂

p
=

ê

e
=

t̂

t
=

〈
1− θ + w13

3,1

〉
=

〈
1− θ + π1

,1

〉
. (4.48)

Esta relación exacta también será utilizada para calcular anaĺıticamente los coefi-
cientes efectivos en la siguiente sección.

4.4. Resultados anaĺıticos

4.4.1. Problemas planos

De los coeficientes efectivos elásticos (4.25) podemos observar que para calcular

k̂ sólo debemos resolver el problema L11
1 , el cual representaremos de la siguiente

manera: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂σ11

∂y1
+

∂σ12

∂y2
= 0,

y ∈ Y \ Π,
∂σ21

∂y1
+

∂σ22

∂y2
= 0,

σ11n1 + σ12n2 = −c1111n1, y ∈ Γ2,σ21n1 + σ22n2 = −c2211n2,

(4.49)

donde:

σ11 = (k +m)
∂w11

1

∂y1
+ (k −m)

∂w11
2

∂y2
,

σ12 = σ21 = m
∂w11

2

∂y1
+m

∂w11
1

∂y2
,

σ22 = (k +m)
∂w11

2

∂y2
+ (k −m)

∂w11
1

∂y1
.

(4.50)

Hemos utilizado la analoǵıa que existe entre los problemas locales y los problemas
globales, según la cual, llamaremos pseudo-tensiones a las σij y pseudo-desplazamientos
a los w11

i . El problema (4.49) se identifica con el problema de deformación plana L11

de un medio elástico, isótropo y poroso si hacemos la siguiente correspondencia entre
coeficientes:

k +m = λ+ 2μ, (4.51)

m = μ, (4.52)

donde λ y μ son los parámetros de Lamé. Existe una manera de calcular anaĺıti-
camente los coeficientes efectivos de este último problema basada en potenciales
complejos de Kolosov-Muskhelishvili [27, 49]. Sin embargo, dada la equivalencia que
existe entre este problema y el problema L11

1 de un medio transversalmente isótropo,
podemos modificar el método para el presente caso.

Utilizaremos la variable compleja z = y1 + iy2 para especificar la posición en la
celda local, entendiéndose que se puede hacer una prolongación periódica a otras
celdas. Parametrizaremos el contorno circular del poro con la variable t = reiθ, 0 ≤
θ < 2π (véase Figura 4.5). Es conveniente entonces, expresar los coeficientes efectivos
por integrales de ĺınea en este contorno. Para hacer esto hacemos uso del teorema de
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Γ1

Γ2

r

θ

� (z) = y2

� (z) = y1

Figura 4.5: Representación de la celda local en el plano complejo.

Green, teniendo en cuenta que la integral de ĺınea en el contorno exterior se anula
por ser las funciones U1 y U2 periódicas y por ser antiparalelos los vectores unitarios
tangentes a caras opuestas del cuadrado. Obtenemos las siguientes expresiones:

k̂ = 〈k〉 − k

∮
Γ2

w11
1 dy2 − w11

2 dy1,

l̂ = 〈l〉 − l

∮
Γ2

w11
1 dy2 − w11

2 dy1,

n̂ = 〈n〉 − l2

k

∮
Γ2

w11
1 dy2 − w11

2 dy1,

m̂′ =
1

2
(ĉ1111 − ĉ1122) = 〈m〉 −m

∮
Γ2

w11
1 dy2 + w11

2 dy1.

(4.53)

Para solucionar el problema (4.49) se puede hacer uso de dos potenciales complejos
de Kolosov-Muskhelishvili ϕ (z) y ψ (z). Estos están ligados a las pseudo-tensiones
σij y a los pseudo-desplazamientos w11

i por las siguientes relaciones, también llama-
das de Kolosov-Muskhelishvili (véase [49]):

2m
(
w11

1 + iw11
2

)
= κϕ (z)− zϕ′ (z)− ψ (z),

σ11 + σ22 = 2
[
ϕ′ (z) + ϕ′ (z)

]
,

σ22 − σ11 + 2iσ12 = 2 [zϕ′′ (z) + ψ′ (z)] ,

(4.54)

donde κ = 1 + 2m/k y (·) indica el complejo conjugado de (·). Además, las con-
diciones de frontera libre (4.49)3 y (4.49)4 se pueden escribir en términos de los
potenciales complejos de la siguiente manera:

− kt+mt = ϕ (t) + tϕ′ (t) + ψ (t). (4.55)

El procedimiento seguido en [27, 29] precisa definir los potenciales dentro del
ćırculo de radio r puesto que describe un material reforzado por fibras no huecas.
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Aqúı no es necesario definir los potenciales en esa región, lo cual abrevia significati-
vamente la cantidad de derivaciones matemáticas que se deben hacer. La forma de
los potenciales definidos en la parte de la celda ocupada por la cerámica propuesta
en [27] es:

ϕ(z) = a0z + a1ζ (z) +

+∞∑o

k=3

ak
∑

m,n∈Z
(z − βmn)

−k ,

ψ(z) = b0z + b1ζ (z) + a1Q (z) +

+∞∑o

k=3

[
bk

∑
m,n∈Z

(z − βmn)
−k

+kak
∑′

m,n∈Z
βmn (z − βmn)

−k−1

]
,

(4.56)

donde βmn = m + in. El supeŕındice o en la Σ indica que sólo se cuentan los
términos de ı́ndice de sumatoria impar. La Σ′ indica que la suma doble incluye a
todos los pares de números enteros m y n, excepto el par m = n = 0. Las funciones
ζ (z) y Q (z) son llamadas de Weierstrass y Natanzon, respectivamente, y tienen las
siguientes expresiones:

ζ (z) =
1

z
+

∑′

m,n∈Z

(
1

z − βmn

+
z

β2
mn

+
1

βmn

)
,

Q (z) =
∑′

m,n∈Z

(
βmn

(z − βmn)
2 − 2z

β̄mn

β3
mn

− β̄mn

β2
mn

)
.

(4.57)

En la página 201 de [27] se puede encontrar un resumen de las propiedades de estas
funciones. En particular, estamos interesados en aquellas de semiperiodicidad, que
resumimos a continuación:

ζ (z + 1)− ζ (z) = π,

ζ (z + i)− ζ (z) = −iπ,

Q (z + 1)−Q (z) = −ζ ′ (z)− 5S4

π
,

Q (z + i)−Q (z) = iζ ′ (z)− i
5S4

π
,

fk (z + 1)− fk (z) =
∑

m,n∈Z

1

(z − βmn)
k+1

,

fk (z + i)− fk (z) = −i
∑

m,n∈Z

1

(z − βmn)
k+1

,

(4.58)

donde fk (z) =
∑′

m,n βmn (z − βmn)
−k−1 y S4 es una de las llamadas sumas de la red

Sk+p y Tk+p que jugarán un papel importante en la presente sección:

Sk+p =
∑′

m,n∈Z

1

βk+p
mn

, Tk+p =
∑′

m,n∈Z

βmn

βk+p+1
mn

. (4.59)

Teniendo en cuenta estas propiedades y las de doble periodicidad de las w11
i en la

fórmula (4.54) podemos llegar a las siguientes expresiones para los coeficientes a0 y
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Caṕıtulo 4. Medios porosos termo-piezoeléctricos

b0:

a0 =
b1π

κ− 1
, b0 = π

(
κ1 +

5S4

π2

)
a1. (4.60)

Desarrollemos los potenciales en series de Laurent alrededor de z = 0, teniendo en
cuenta que S2 = 0:

ϕ(z) = a0z +

+∞∑o

k=1

akz
−k +

+∞∑o

k=1

+∞∑o

p=1

akηkpz
p,

ψ (z) = b0z +

+∞∑o

k=1

bkz
−k +

+∞∑o

k=1

+∞∑o

p=1

bkηkpz
p +

+∞∑o

k=1

+∞∑o

p=1

kakη
′
kpz

p,

(4.61)

donde:

ηkp = −
(
k + p− 1

p

)
Sk+p, η′kp =

(
k + p

p

)
Tk+p. (4.62)

En este punto podemos calcular las integrales de ĺınea que están involucradas en los
coeficientes efectivos (4.53). Dadas las siguientes relaciones de ortogonalidad de las
funciones seno y coseno:

∫ 2π

0

cos (nθ) cos (mθ) dθ =

⎧⎪⎨⎪⎩
π, n = m �= 0,

0, n �= m,

2π, n = m = 0,∫ 2π

0

cos (nθ) sin (mθ) dθ = 0,∫ 2π

0

sin (nθ) sin (mθ) dθ =

{
π, n = m �= 0,

0, n �= m,

(4.63)

y de que t = r cos θ + ir sin θ, en la fórmula (4.54)1 podemos calcular las integrales:

∮
U1dy2 − U2dy1 = − πr2

2mα0

(
(κ+ 1)

+∞∑o

k=1

akηk1 + k
(
1− πr2

))
,∮

U1dy2 + U2dy1 =
π

m

[
(κ+ 1) a1 − r2m

]
,

(4.64)

donde:

α0 = −
(

πr2

κ− 1
+

1

2

)
. (4.65)

Ahora calculemos los ap para sustituirlos en (4.64).

Si sustituimos los desarrollos de Laurent (4.61) en la condición de contorno (4.55)
y tenemos en cuenta la independencia lineal de las potencias de eiθ obtenemos lo
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siguiente:

b1 = r2

(
−2a0 − 2

+∞∑o

k=1

akηk1 − k

)
,

+∞∑o

k=1

(p+ 2) akr
p+2ηk,p+2 +

+∞∑o

k=1

bkr
pηkp +

+∞∑o

k=1

kakr
pη′kp +

ap
rp

+ δ1p (rb0 − rm) = 0,

∑o

k=1

(p+ 2) akr
p+2ηk,p+2 +

+∞∑o

k=1

bkr
pηkp +

+∞∑o

k=1

kakr
pη′kp +

ap
rp

+ δ1p (rb0 − rm) = 0,

bp+2 = pr2ap −
+∞∑o

k=1

akηk,p+2.

(4.66)
Nos interesa eliminar las bp porque solo las ap aparecen representadas en las integrales
(4.64) de las cuales dependen los coeficientes efectivos. Si eliminamos las bp de (4.66)
obtenemos el siguiente sistema de infinitas ecuaciones:

ap + π

(
κ+

5S4

π2

)
r2δ1pa1 + r2p

+∞∑o

k=1

(
−rkp + gkp +

1

α0

r2ηk1η1p

)
ak

= − 1

2α0

kr2p+2η1p +mrp+1δ1p,

(4.67)

donde:

rkp =
∑o

i≥3

r2iηkiηip, gkp = k

(
k + p+ 2

p+ 1
r2ηk+2,p + η′kp

)
. (4.68)

Estos coeficientes rkp y gkp son nulos para ciertos valores de k y p (ver, por ejemplo,
[29]). Resumimos en los Cuadros 4.1 y 4.2, los valores nulos y no nulos de rkp y gkp:

k
p

1 4s− 1 4s+ 1

1 �= 0 0 �= 0
4t− 1 0 �= 0 0
4t+ 1 �= 0 0 �= 0

Cuadro 4.1: Componentes de rkp nulas y no nulas.

k
p

1 4s− 1 4s+ 1

1 �= 0 0 �= 0
4t− 1 0 �= 0 0
4t+ 1 �= 0 0 �= 0

Cuadro 4.2: Componentes de gkp nulas y no nulas.
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Esto motiva a que separemos el sistema de ecuaciones (4.67) en tres sistemas:

(
1 + r2H+

)
a1 + r2

+∞∑o

t=1

(−r4t+1,1 + g4t+1,1) a4t+1 = mr2,

+∞∑
t=1

[
δ4t−1,4s−1 + r8s−2

(
−r4t−1,4s−1 + g4t−1,4s−1 +

1

α0

r2η4t−1,1η1,4s−1

)]
a4t−1

= − 1

2α0

kr8sη1,4s−1,

+∞∑
t=1

[
δ4t+1,4s+1 + r8s+2 (−r4t+1,4s+1 + g4t+1,4s+1)

]
a4t+1

+ r8s+2 (−r1,4s+1 + g1,4s+1) a1 = 0,

(4.69)

donde:

H± = π

(
κ± 5S4

π2

)
− r11 ± g11. (4.70)

De (4.69)1 y (4.69)3 podemos calcular el coeficiente a1 que está involucrado en la
integral (4.64)2:

a1 =
mr2

1 + r2H+ − Ṽ+M−1
+ V+

, (4.71)

donde el vector V+, la matriz M± y el vector Ṽ+ tienen las siguientes componentes,
respectivamente:

v±s = r8s+4 (∓r1,4s+1 + g1,4s+1) ,

m±
ts = δ4t+1,4s+1 + r8s+2 (−r4t+1,4s+1 ± g4t+1,4s+1) ,

ṽ±t = ∓r4t+1,1 + g4t+1,1.

(4.72)

Evidentemente, estos vectores tienen longitudes infinitas y la matriz M± es de di-
mensiones infinitas. Por tanto, la matriz inversa que aparece en (4.71) es un abuso
de notación. Debe entenderse siempre que estos vectores y matrices están truncados
hasta un cierto orden que satisfaga nuestras necesidades de precisión. Veamos, por
ejemplo, la forma de la matriz M± en el segundo orden de truncamiento:

M (2)
± =

(
1 + r10 (−r55 ± g55) r10 (−r95 ± g95)
r18 (−r59 ± g59) 1 + r18 (−r99 ± g99)

)
. (4.73)

De (4.69)2 podemos calcular los coeficientes involucrados en (4.64)1 y tenemos
que: ∮

w11
1 dy2 − w11

2 dy1 = − kπr2

2mα0

(
1− πr2 − (κ+ 1)

1

2α0

W TM−1W̃

)
, (4.74)

donde los vectores W y W̃ y la matriz M tienen las siguientes componentes:

ws = r8sη1,4s−1,

w̃t = η4t−1,1,

mts = δ4t−1,4s−1 + r8s−2

(
−r4t−1,4s−1 + g4t−1,4s−1 +

1

α0

r2η4t−1,1η1,4s−1

)
.

(4.75)
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De modo que tenemos las siguientes fórmulas anaĺıticas para los coeficientes efecti-
vos:

k̂ = k (1− θ)− k2K

m
θ,

l̂ = l (1− θ)− klK

m
θ,

n̂ = 〈n〉 − l2K

m
θ,

m̂′ = 〈m〉 −mM ′θ,

(4.76)

donde θ es la fracción volumétrica del poro y:

K = − 1

2α0

(
1− πr2 − (κ+ 1)

1

2α0

W TM−1W̃

)
,

M ′ =
κ+ 1

1 + r2H+ − Ṽ+M−1
+ V+

.
(4.77)

La disposición de las fibras en un arreglo cuadrado hace que el compuesto no
herede la simetŕıa transversal isotrópica de las componentes. Esto implica que, en
general:

m̂ = ĉ1212 �= m̂′ =
1

2
(ĉ1111 − ĉ1122) . (4.78)

Es por esa razón que debemos solucionar el problema plano L12
1 para obtener el

coeficiente efectivo m̂ = ĉ1212.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂σ11

∂y1
+

∂σ12

∂y2
= 0,

y ∈ Y \ Π,
∂σ21

∂y1
+

∂σ22

∂y2
= 0,

σ11n1 + σ12n2 = −mn2, y ∈ Γ2,σ21n1 + σ22n2 = −mn1,

(4.79)

donde:

σ11 = (k +m)
∂w12

1

∂y1
+ (k −m)

∂w12
2

∂y2
,

σ12 = σ21 = m
∂w12

2

∂y1
+m

∂w12
1

∂y2
,

σ22 = (k −m)
∂w12

1

∂y1
+ (k +m)

∂w12
2

∂y2
.

(4.80)

Comparando las expresiones (4.49)3 y (4.79)3 y las expresiones (4.49)4 y (4.79)4,
podemos llegar a la conclusión de que w11

1 y w12
2 son funciones pares del ángulo

polar θ mientras que las funciones w11
2 y w12

1 son impares de la misma variable. Esto
motiva que la forma de los potenciales de Kolosov-Muskhelishvili para este problema
sea ϕ12 = iϕ e ψ12 = iψ donde ϕ y ψ son los potenciales (4.56) del problema L11

1 .
Esto se puede comprender intuitivamente por el hecho de que multiplicar por la
unidad imaginaria i es equivalente a una rotación de π/2 en el plano complejo. El
resto de las operaciones para calcular los coeficientes de los desarrollos son muy
similares a las del problema L11

1 , aśı que nos limitaremos a escribir la expresión
anaĺıtica del coeficiente efectivo:

m̂ = m− πr2mM, (4.81)
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donde:

M =
1 + κ

1 + r2H− − V T− M−1
− Ṽ−

. (4.82)

y H− viene dado por (4.70) y las componentes de los vectores V− y Ṽ− y de la matriz
M− vienen dadas por (4.72). Se puede comprobar que en el caso en que r → 0 se
cumple que m̂ = m̂′.

4.4.2. Problema antiplano

Para completar el conjunto de propiedades efectivas que se pueden calcular a
través de las relaciones exactas (4.48) debemos resolver el problema antiplano L13

1⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∇2w13

3 = 0,(
p+ p

∂w13
3

∂y1

)
n1 + p

∂w13
3

∂y2
n2 = 0,

(4.83)

y calcularemos los coeficientes efectivos ê y t̂ a través de la relación exacta (4.48).
El coeficiente efectivo asociado al problema anterior es:

p̂ = 〈p〉+
〈
p
∂w13

3

∂y1

〉
= 〈p〉 −

∮
Γ2

pw13
3 dy2. (4.84)

Ahora propondremos la siguiente forma para la función w13
3 :

w13
3 (z) = �

[
a1 (ζ (z)− πz) +

+∞∑o

k=3

ak
ζk−1 (z)

(k − 1)!

]
. (4.85)

Su desarrollo de Laurent en torno al origen es:

w13
3 (z) = �

(
−a1πz +

+∞∑o

k=1

ak
zk

+

+∞∑o

k=1

ak

+∞∑o

p=1

ηkpz
p

)
. (4.86)

Procediendo de manera similar a como hicimos en el caso plano, podemos calcular
la integral que aparece en (4.84) sustituyendo z = t = reiθ en el desarrollo anterior
y teniendo en cuenta las relaciones de ortogonalidad (4.63). Esto nos lleva a:∮

Γ2

w13
1 dy2 = a1π

(
1− πr2

)
+ πr2

+∞∑o

k=1

akηk1. (4.87)

Si sustituimos el desarrollo (4.86) en la condición de frontera libre (4.83)2 podemos
encontrar el siguiente sistema de ecuaciones para los coeficientes del desarrollo:

ak = r2k

(
δ1k (1− a1π) +

+∞∑o

p=1

apηpk

)
. (4.88)

Tomando k = 1 en la expresión anterior y sustituyendo en (4.84) podemos escribir
el coeficiente efectivo p̂ sólo en términos de a1:

p̂ = p (1− 2πa1) . (4.89)
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Caṕıtulo 4. Medios porosos termo-piezoeléctricos

k
p

1 4s− 1 4s+ 1

1 0 �= 0 0
4t− 1 �= 0 0 �= 0
4t+ 1 0 �= 0 0

Cuadro 4.3: Componentes de ηkp nulas y no nulas.

Para calcular a1 debemos tener en cuenta que ηpk se anula siempre que p+ k no
sea múltiplo de 4, véase Cuadro 4.3. Separemos el sistema de ecuaciones (4.88) en
tres casos, k = 1, 4s− 1, 4s+ 1:

(1 + πr2)a1 = r2

(
1 +

+∞∑
t=1

a4t−1η4t−1,1

)
,

a4s−1 = r8s−2

(
a1η1,4s−1 +

+∞∑
t=1

a4t+1η4t+1,4s−1

)
,

a4s+1 = r8s+2

(
+∞∑
t=1

a4t−1η4t−1,4s+1

)
,

(4.90)

de aqúı podemos llegar a que:

a1 =
r2

1 + πr2 − W TM−1
p W̃

, (4.91)

donde W y W̃ son los mismos que en (4.74) y la matriz Mp tiene los siguientes
componentes:

m
(p)
ts = δ4t−1,4s−1 − r8s

+∞∑
i=1

η4t−1,4i+1η4i+1,4s−1. (4.92)

Insertando (4.91) en (4.89), llegamos a la siguiente expresión para el coeficiente
efectivo:

p̂ = p
(
1− 2πr2P

)
, (4.93)

donde:

P =
1

1 + πr2 − W TM−1
p W̃

. (4.94)

Al igual que en el caso del problema plano, los vectores y la matriz deben tomarse
hasta un orden de truncamiento que dé la precisión requerida. Y a través de la
relación exacta (4.48) podemos calcular el resto de los coeficientes antiplanos:

p̂

p
=

ê

e
=

t̂

t
= 1− 2πr2P, (4.95)

y aśı tenemos un conjunto completo de fórmulas anaĺıticas de los coeficientes efec-
tivos termo-piezoeléctricos de una cerámica porosa con conectividad 3-1 y poros de
sección transversal circular.
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Formulación εDs Formulación σDs

s1111 (10−12m2N−1) 17.2 c1111 (GPa) 124.4
s1122 (10−12m2N−1) -7.2 c1122 (GPa) 83.4
s1133 (10−12m2N−1) -6.7 c1133 (GPa) 80.5
s3333 (10−12m2N−1) 17.3 c3333 (GPa) 120.2
s1313 (10−12m2N−1) 42.4 c1313 (GPa) 23.6
d113 (10−12CN−1) 760 e113 (Cm−2) 17.9
d311 (10−12CN−1) -186 e311 (Cm−2) 5.6
d333 (10−12CN−1) 550 e333 (Cm−2) 36.1
κσ
11 (10−10C2Nm−2) 262.8 κε

11 (10−10C2Nm−2) 126.6
κσ
33 (10−10C2Nm−2) 194.7 κε

33 (10−10C2Nm−2) 16.8
ζ11 (10−6K−1) 15.7 λ11 (MPaK−1) 4.3
ζ33 (10−6K−1) 6.4 λ33 (MPaK−1) 3.5

pσ3 (10−4CK−1m−2) 3.9 pε3 (10−5CK−1m−2) -1.7
βσ (PaK−2) 5071.2 βε (PaK−2) 4936.6

Cuadro 4.4: Propiedades materiales del PZT-51 en las dos diferentes formulaciones
de las relaciones constitutivas utilizadas en esta tesis.

4.5. Resultados numéricos

En [46] se estudiaron las figuras de mérito de la cerámica piezoeléctrica PZT-51.
Hasta donde sabemos, todas las propiedades f́ısicas (elásticas, dieléctricas, piezo-
eléctricas y térmicas) del PZT-51 que son necesarias para alimentar las fórmulas
anaĺıticas y los modelos de Elemento Finito, no aparecen reportadas en la litera-
tura de manera unificada. Algunas de estas propiedades nos fueron provistas por
comunicación privada por la Dra. Yan Zhang, autora de [46], quien a su vez las
obtuvo directamente del fabricante. Otras propiedades, como las componentes de la
flexibilidad, son las de otra cerámica piezoeléctrica, la PCR-7, que exhibe un com-
portamiento similar al del PZT-51, según la Dra. Zhang. Estas últimas propiedades
aparecen recogidas en la tabla 1.5 del libro [81]. Algunas otras propiedades, tales co-
mo los coeficientes termoelásticos y las componentes del tensor de expansión térmica
son las del BaTiO3 por no haber encontrado ningún valor reportado en la literatura
para el PZT-51. Todas las propiedades de dicho material, utilizadas en los cálculos
de MEF y de las fórmulas anaĺıticas, aparecen resumidas en el Cuadro 4.4. Por la
información disponible en la literatura podemos suponer que esta cerámica exhibe
simetŕıa transversalmente isotrópa.

Para calcular las FoMs piezoeléctricas (4.3) como funciones de la fracción vo-
lumétrica del poro, debemos primero calcular los coeficientes piezoeléctricos efectivos
d̂ijk a tensión constante de las fórmulas (4.8). En el caso de un material con simetŕıa
transversal isotrópica estas fórmulas se pueden expresar de la siguiente manera:

d̂3jj = ê3lkŝlkjj = ê311ŝ11jj + ê322ŝ22jj + ê333ŝ33jj. (4.96)

En la Figura 4.6 podemos observar el comportamiento de algunas componentes de
la flexibilidad que están involucradas en la expresión anterior como funciones de
la fracción volumétrica del poro. Estas se obtienen de invertir el tensor de rigidez
efectivo para cada fracción volumétrica.
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Primeramente, podemos observar una coincidencia casi perfecta entre los resulta-
dos de MEF para la sección transversal circular y las fórmulas anaĺıticas (ĺınea con-
tinua) al segundo orden de truncamiento de las fórmulas (4.76) y (4.81). Recuérdese
que el orden de truncamiento viene dado por el tamaño que estamos considerando
para las matrices y vectores “infinitos” que intervienen en las expresiones (4.77),
(4.82) y (4.94). En particular, el segundo orden de truncamiento está ejemplificado
por la matriz (4.73). Además, podemos ver que las componentes diagonales ŝ1111
y ŝ3333 aumentan con el aumento de la fracción volumétrica del poro. Esto es de
esperar puesto que, intuitivamente, un compuesto en el que hay más aire debe ser
más flexible. Obsérvese que ŝ1111 para la sección transversal rectangular parte de un
valor diferente en θ = 0 que para el resto de las formas de la sección transversal.
Esto es debido a que la longitud de uno de los lados del rectángulo ha sido fijada y
por tanto, las direcciones y1 y y2 no son equivalentes, en este caso. Para fracciones
volumétricas muy pequeñas, los poros rectangulares con uno de los lados de longitud
igual a 0.9 son como ranuras que simulan desunión en la dirección perpendicular al
lado de mayor longitud. La relación de los presentes cálculos con la desunión será
ahondada más adelante.

Las componentes ŝ3311 y ŝ3333 se han representado solamente para la forma cir-
cular de la sección transversal del poro puesto que no hay diferencias entre el com-
portamiento para las diferentes formas geométricas. Esto parece ser el caso para los
coeficientes asociados a la dirección y3.

En la Figura 4.7 se muestran algunas componentes del tensor piezoeléctrico a
desplazamiento constante, que están involucradas en el cálculo de d̂3jj según la
fórmula (4.96). Al igual que la flexibilidad, los coeficientes piezoeléctricos exhiben
buena coincidencia con las fórmulas anaĺıticas. Similarmente, el coeficiente ê333 no
depende de la forma de la sección transversal del poro. Otra similaridad con los co-
eficientes de flexibilidad es que para las formas eĺıptica y rectangular, los coeficientes
ê113 y ê311 no parten de los mismos valores para θ = 0 que para el caso de la forma
circular. Esto también se puede explicar por la relativa desunión que existe en la
dirección perpendicular al lado mayor del rectángulo o semieje mayor de la elipse.
Podemos comprobar que este es el caso porque al rotar 90 grados al rectángulo o a
la elipse, los valores de los coeficientes efectivos asociados a las direcciones y1 y y2
se intercambian (ver Figura 4.8). En color azul, aparecen los coeficientes efectivos
ê311 y ê322 cuando el rectángulo está orientado “horizontalmente” (ver Figura 4.4).
Podemos ver que el coeficiente ê311 (ê322) coincide con el coeficiente ê322 (ê311) de la
otra orientación.

Los coeficientes piezoeléctricos a tensión constante d3jj no dependen ni de la
forma de la sección transversal ni de la fracción volumétrica del poro. Para el PZT-
51 estos coeficientes toman los valores constantes: d̂311 = −1.86 × 10−10CN−1 y
d̂333 = 5.50×10−10CN−1 que coinciden con los valores del Cuadro 4.4 para el material
sin poros.

Las permitividades dieléctricas efectivas como funciones de la fracción volumétri-
ca del poro se muestran en la Figura 4.9. Las componentes 33 no dependen de la
forma de la sección transversal del poro. Para θ = 0, κ̂ε

11 toma diferentes valores
dependientes de la forma de la sección transversal. Esto se debe a que a lo largo de
la dirección de y1 hay desunión para la orientación que hemos utilizado aqúı de la
elipse y del rectángulo.

En la Figura 5.4 podemos ver la excelente coincidencia que existe entre las figuras
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de mérito calculadas v́ıa MEF y las calculadas por la v́ıa anaĺıtica. Además, existe
buena coincidencia con las mediciones experimentales de Zhang et al. [46]. Este
ajuste podŕıa ser mejorado con un conjunto más completo de funciones materiales
del PZT-51. En cualquier caso, el MHA proporciona una explicación satisfactoria,
desde primeros principios, del sorprendente hecho experimental de que las figuras de
mérito aumenten con la porosidad. Para otros materiales como el BaTiO3, podemos
apreciar que las figuras de mérito calculadas v́ıa MEF y anaĺıticamente también
coinciden.

En la Figura 4.11 podemos apreciar el coeficiente piroeléctrico como función de la
fracción volumétrica del poro en ambas formulaciones de las relaciones constitutivas.
Podemos apreciar que para formas de la sección transversal del poro que no alteran
la simetŕıa respecto a las direcciones y1 y y2 las curvas de p̂

ε
3 parten aproximadamente

del valor del coeficiente piroeléctrico reportado en el Cuadro 4.4. Además, podemos
apreciar una excelente coincidencia entre los cálculos v́ıa MEF y anaĺıticos tanto
a ε como a σ constantes. En el caso de σ constante, existe un ajuste casi perfecto
con las mediciones experimentales de Zhang et al. Estas coincidencias entre nuestros
cálculos y los experimentos se confirman con la figura de mérito piroeléctrica F ′

E que
se muestra en la Figura 4.12.

La figura de mérito piroeléctrica F ′
E es una modificación propuesta en [72] a la

original que aparece en el art́ıculo [82] de Sebald et al.:

FE =
(p̂ε3)

2

κ̂ε
33

. (4.97)

Como podemos apreciar, esta figura de mérito involucra coeficientes efectivos
en la formulación σDs. Esto hace que FE exhiba un máximo que refleja el de p̂ε3
(Figura 4.11). Esto indica que existe un valor de la fracción volumétrica del poro que
garantiza una recolección óptima de enerǵıa eléctrica (térmica) para ser almacenada
como enerǵıa térmica (eléctrica).

En la Figura 4.13 podemos apreciar una comparación entre los coeficientes efec-
tivos involucrados en la figura de mérito (4.97) calculados por el MEF y calculados
a través de las fórmulas anaĺıticas derivadas de los problemas planos para el primer
orden de truncamiento. Estas fórmulas son mucho más simples que las del segundo
orden de truncamiento y tienen las siguientes formas:

p̂ε3 = ρ (1− θ) +
λqθ (1− θ)

m+ kθ
,

κ̂ε
33 = u (1− θ)− q2θ (1− θ)

m+ kθ
.

(4.98)

Existe una buena coincidencia entre ambos métodos mostrados en la Figura
4.13. Esto sugiere que no sea necesario recurrir a métodos computacionales costosos
y tardados como MEF sino que podemos utilizar las fórmulas anaĺıticas para el
primer orden de truncamiento para predecir el máximo de la figura de mérito FE.
En el caso del PZT-51, mostramos la figura de mérito calculada v́ıa MEF y anaĺıtica
en la Figura 4.14 y podemos apreciar el máximo en θmáx ≈ 0.435. La facilidad
del uso de las fórmulas anaĺıticas en el primer orden de aproximación podŕıa ser
aplicable al diseño de dispositivos, ya que de antemano podemos conocer valores
de parámetros como la porosidad que garanticen la capacidad óptima del material
para la recolección de enerǵıa piroeléctrica. Estas fórmulas se diferencian de las
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utilizadas por Zhang et al [46] en que han sido obtenidas desde primeros principios
de la teoŕıa lineal de la termo-piezoelectricidad y que no descansan sobre modelos
fenomenológicos.
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Figura 4.6: Componentes de la flexibilidad efectiva ŝijkl que están involucrados en el

cálculo de d̂3jj, j = 1, 3. Los curvas anaĺıticas son para sección rectangular circular
del poro.

Figura 4.7: Coeficientes piezoeléctricos efectivos êijk a desplazamiento constante que

están involucrados en el cálculo de d̂3jj, j = 1, 3.
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Figura 4.8: Intercambio de coeficientes asociados a las direcciones y1 y y2 al rotar 90
◦

la orientación del rectángulo. La letra h designa que el rectángulo se ve de manera
horizontal en cada caso.
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Figura 4.9: Permitividades dieléctricas efectivas a desplazamiento constante (pane-
les izquierdos) y a tensión constante (paneles derechos). Estas propiedades están
involucradas en el cálculo de FoM3jj, j = 1, 3.
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Figura 4.10: Figuras de mérito piezoeléctricas calculadas v́ıa MEF (puntos) y anaĺıti-
ca (ĺınea continua), comparadas con las mediciones experimentales de Zhang et al.
[46].

Figura 4.11: Coeficiente piroeléctrico efectivo a ε constante (panel izquierdo) para
varias formas de la sección transversal del poro y a σ constante (derecha) comparado
con mediciones experimentales (cuadrados rojos).
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Figura 4.12: Figura de mérito piroeléctrica modificada definida en el art́ıculo [72]
para diferentes materiales y comparada con mediciones experimentales de PZT-51.

Figura 4.13: Coeficiente piroeléctrico y permitividad dieléctrica efectivos calculados
por el MEF (puntos) y por las fórmulas anaĺıticas derivadas de los problemas planos
para el primer orden de truncamiento.
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Figura 4.14: Figura de mérito piroeléctrica con los coeficientes en la formulación
σDs, como en la expresión (4.97).
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Caṕıtulo 5

Homogeneización recursiva

En este caṕıtulo proponemos un esquema basado en la aplicación recursiva de las
fórmulas anaĺıticas de los coeficientes efectivos de medios laminados para calcular las
Figuras de Mérito de cerámicas porosas. En la Sección 5.1 veremos las caracteŕısticas
principales del presente modelo que difiere en complejidad de implementación y costo
computacional del modelo de conectividad 3-1 del caṕıtulo anterior. La recursión
propuesta aqúı consiste de dos pasos que son explicados en la Sección 5.2. Los
coeficientes efectivos obtenidos en el primer paso son utilizados como propiedades
f́ısicas de una de las fases en el segundo paso, el cual provee los coeficientes efectivos
finales. Los problemas locales de un modelo 3-1 en serie son enunciados en la Sección
5.3. Los coeficientes efectivos calculados a través de ellos serán utilizados como punto
de comparación con HR en la sección 5.4. La publicación [55] recoge los resultados
principales de este caṕıtulo.

5.1. Modelo

Como hemos visto en caṕıtulos anteriores, los espećımenes experimentales de
[46] difieren de la conectividad 2-2 ideal en que láminas consecutivas están unidas
por pequeños “puentes” de cerámica tendidos sobre la fase vaćıa. Para tener en
cuenta los puentes, en el caṕıtulo anterior se propuso un modelo de conectividad
3-1. Una de las limitaciones de aquel modelo consiste en que las dimensiones de
las estructuras que fungen como puentes son del mismo orden de magnitud que las
dimensiones de las láminas. Esto motiva a proponer un modelo que incorpore la idea
de que los puentes de cerámica solamente representan defectos de la estructura, que
es principalmente lamelar.

En la Figura 5.1 se muestra un modelo alternativo al del caṕıtulo anterior que
captura los puentes pero sin asignarles el peso que tienen en el modelo 3-1. La idea es
sustituir aquellos por pequeñas láminas distribuidas periódicamente, situadas per-
pendicularmente respecto a las láminas más gruesas. En la parte izquierda superior
de la figura se muestra una sección transversal de la cerámica con los puentes re-
presentados por pequeñas franjas horizontales, en contraste con las láminas más
gruesas, representadas verticalmente.

Los puentes se modelan como láminas para tomar ventaja de que existen fórmulas
anaĺıticas para los coeficientes efectivos de laminados aire-cerámica. Estas fórmulas
fueron obtenidas en el Caṕıtulo 3 y están escritas en forma matricial en (3.15). El
primer paso del modelo recursivo consiste en aplicar dichas fórmulas para homoge-
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x1

x2

1er paso

v3
v2

v1

x1

x2

Figura 5.1: Corte transversal representativo del modelo recursivo y celda periódica.
La flecha gris (arriba a la izquierda) representa la dirección de homogeneización del
primer paso; la flecha gris de la derecha, la del segundo paso.

neizar los puentes más el vaćıo a lo largo de la dirección de x1 en la Figura 5.1.
De esta manera se obtienen coeficientes efectivos “parciales” de una fase (mostrada
en gris en la Figura 5.1) que junto con las láminas principales es homogeneizada a
lo largo de la dirección de x3 (en serie) o de x2 (en paralelo) en el segundo paso1.
Los coeficientes efectivos finales son también el resultado de fórmulas anaĺıticas para
laminados y son utilizados para calcular las Figuras de Mérito para recolección de
enerǵıa.

5.2. Recursión

En esta sección desglosaremos por pasos las fórmulas de los coeficientes efectivos
utilizadas en cada paso de la recursión. Solo escribiremos aqúı aquellas que están
involucradas en el cálculo de las FoMs piezoeléctricas (4.3) y piroeléctrica (4.4).

5.2.1. Primer paso

La celda periódica de este modelo aparece representada en la parte inferior de la
Figura 5.1 con las fracciones volumétricas del puente, v1; del poro, v2, y de la lámina
principal, v3. Debemos calcular las fracciones volumétricas relativas al laminado que
estamos homogeneizando en el primer paso. La fracción volumétrica del poro en este
caso es:

θ =
v2

v2 + v1
(5.1)

Las fórmulas para los coeficientes efectivos parciales se obtienen al sustituir el
valor m = 1 en (3.15) ya que la periodicidad de este laminado es a lo largo de la

1Del uso de las propiedades efectivas del primer paso para hallar las del segundo, viene el
calificativo de “recursivo”.
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dirección de x1. De esta manera obtenemos los siguientes coeficientes:

c̃2222 = c2222 (1− θ) , c̃3333 = c3333 (1− θ) , c̃2233 = c2233 (1− θ) ,

ẽ322 = e322 (1− θ) , ẽ333 = e333 (1− θ) , κ̃ε
33 = κε

33 (1− θ) ,

λ̃22 = λ22 (1− θ) , λ̃33 = λ33 (1− θ) , p̃ε3 = pε3 (1− θ) ,

β̃ε =
(
βε − λ2

11c
2
1111

)
(1− θ) .

(5.2)

Hemos utilizado la tilde ·̃ para distinguirlos de los coeficientes finales, que según el
convenio de esta tesis, están representados por techos ·̂ . Todas las demás propiedades
efectivas son iguales a cero no solo por la simetŕıa cristalina sino porque el compuesto
no posee integridad estructural a lo largo de la dirección de y1. Obsérvese también
que, excepto β̂ε, todas siguen la regla de las mezclas en la que una de las componentes
(el vaćıo) tiene propiedades f́ısicas iguales a cero.

5.2.2. Segundo paso

Los coeficientes efectivos en serie:

ĉiiii = 〈ciiii〉 −
〈
Ct

i3M
−1
33 Ci3

〉
+

〈
Ct

i3M
−1
33

〉 (〈
M−1

33

〉)−1 〈
M−1

33 Ci3

〉
,

ĉ3333 = et
1

〈
M−1

33

〉−1
e1,

ĉ1122 = 〈c1122〉+
〈
Ct

13M
−1
33

〉 〈
M−1

33

〉−1 〈
M−1

33 C32

〉 − 〈
Ct

13M
−1
33 C32

〉
,

ĉii33 =
〈
Ct

i3M
−1
33

〉 〈
M−1

33

〉−1
e1,

ĉi3i3 =
〈
c−1
i3i3

〉−1
,

ê3ii =
〈
Ct

i3M
−1
33

〉 〈
M−1

33

〉−1
e2,

ê333 = et
1

〈
M−1

33

〉−1
e2,

κ̂ε
33 = −et

2

〈
M−1

33

〉−1
e2,

λ̂ii = 〈λii〉 −
〈
Ct

i3M
−1
33

〉 〈
M−1

33

〉−1 〈
M−1

33 T3

〉
+

〈
Ct

i3M
−1
33 T3

〉
,

λ̂33 = −et
1

〈
M−1

33

〉−1 〈
M−1

33 T3

〉
,

p̂ε3 = et
2

〈
M−1

33

〉−1 〈
M−1

33 T3

〉
,

β̂ε = 〈βε〉+ 〈
T t
3M

−1
33

〉 〈
M−1

33

〉−1 〈
M−1

33 T3

〉 − 〈
T t
3M

−1
33 T3

〉
,

(5.3)

donde i = 1, 2 y:

M33 =

(
c3333 e333
e333 −κε

33

)
, Ci3 =

(
cii33
e3ii

)
, T3 =

( −λ33

pε3

)
. (5.4)

Obsérvese que en este modelo el compuesto final con polarización en serie no posee la
simetŕıa transversal isótropa de la cerámica sin poros. Esto se refleja en que existen
más coeficientes independientes, por ejemplo, ĉ1133 �= ĉ2233.
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Los coeficientes efectivos en paralelo son:

ĉ1111 = 〈c1111〉 −
〈
c21122c

−1
2222

〉
+

〈
c1122c

−1
2222

〉2 〈
c−1
2222

〉−1
,

ĉ2222 =
〈
c−1
2222

〉−1
,

ĉ3333 = 〈c3333〉 −
〈
c22233c

−1
2222

〉
+

〈
c2233c

−1
2222

〉2 〈
c−1
2222

〉−1
,

ĉ1122 =
〈
c1122c

−1
2222

〉 〈
c−1
2222

〉−1
,

ĉ1133 = 〈c1133〉 −
〈
c1122c2233c

−1
2222

〉
+

〈
c1122c

−1
2222

〉 〈
c2233c

−1
2222

〉 〈
c−1
2222

〉−1
,

ĉ2233 =
〈
c2233c

−1
2222

〉 〈
c−1
2222

〉−1
,

ê311 = 〈e311〉 −
〈
e311c112c

−1
22

〉
+

〈
e322c

−1
2222

〉 〈
c1122c

−1
2222

〉 〈
c−1
2222

〉−1
,

ê322 =
〈
e322c

−1
2222

〉 〈
c−1
2222

〉−1
,

ê333 = 〈e333〉+
〈
c3322c

−1
2222

〉 〈
e322c

−1
2222

〉 〈
c−1
2222

〉−1 − 〈
c3322e322c

−1
2222

〉
,

κ̂ε
33 = 〈κε

33〉+
〈
e2322c

−1
2222

〉 − 〈
e322c

−1
2222

〉2 〈
c−1
2222

〉−1
,

λ̂11 = 〈λ11〉+
〈
c1122c

−1
2222

〉 〈
c−1
2222

〉−1 〈
c−1
2222λ22

〉 − 〈
c1122c

−1
2222λ22

〉
,

λ̂22 =
〈
c−1
2222

〉−1 〈
c−1
2222λ22

〉
,

λ̂33 = 〈λ33〉+
〈
c322c

−1
2222

〉 〈
c−1
2222

〉 〈
c−1
2222λ22

〉 − 〈
c322c

−1
2222λ22

〉
,

p̂ε3 = 〈pε3〉 −
〈
e322c

−1
2222

〉 〈
c−1
2222

〉−1 〈
λ22c

−1
2222

〉
+

〈
e322λ22c

−1
2222

〉
,

β̂ε = 〈βε〉+ 〈
λ22c

−1
2222

〉2 〈
c−1
2222

〉−1
+

〈
λ2
22c

−1
2222

〉
.

(5.5)

Como es usual, los techos ·̂ representan los coeficientes efectivos finales y las tildes,
los parciales. En este paso, las dos fases involucradas son la propia cerámica y la
que resulta de homogeneizar en el primer paso. Por ejemplo, las fórmulas extendidas
ĉ2222 and ê322 quedaŕıan:

ĉ2222 =
1

v3
c2222

+
1− v3
c̃2222

, ê322 =

e322
c2222

v3 +
ẽ322
c̃2222

(1− v3)

v3
c2222

+
1− v3
c̃2222

(5.6)

Una vez que se han calculado los coeficientes efectivos finales a ε constante, se
deben obtener los de la formulación a σ constante, según las fórmulas:

d̂3jj = ê3llŝlljj

κ̂σ
33 = κ̂ε

33 + d̂3llê3ll

p̂σ3 = p̂σ3 + ê3llŝlljjλ̂jj

β̂σ = β̂ε + λ̂llŝlljjλ̂jj

(5.7)

donde ŝlljj son las componentes del tensor de flexibilidad. Obsérvese que para obtener
las propiedades pertinentes a esta aplicación son solamente necesarias las compo-
nentes de la rigidez y de la flexibilidad que se sitúan en el bloque diagonal superior
de 3× 3 en su representación matricial de la notación de Voigt (Apéndice A):⎛⎝ŝ1111 ŝ1122 ŝ1133

ŝ2211 ŝ2222 ŝ2233
ŝ3311 ŝ3322 ŝ3333

⎞⎠ =

⎛⎝ĉ1111 ĉ1122 ĉ1133
ĉ2211 ĉ2222 ĉ2233
ĉ3311 ĉ3322 ĉ3333

⎞⎠−1

(5.8)
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La inversión de estas matrices de 3 × 3 es lo que concentra la mayor parte del
costo computacional de este método. Esta es una diferencia fundamental de la HR
con el MEF en el que se deben realizar manipulaciones en matrices de tamaños
mucho mayores, proporcionales al tamaño de las mallas. De aqúı podemos apreciar,
la eficiencia superior de HR sobre otros métodos numéricos.

5.3. MEF en serie

Como vimos en la sección anterior, este esquema recursivo permite el tratamien-
to de la polarización en serie. El modelo de conectividad 3-1 del caṕıtulo anterior,
contempla solamente el caso en que la polarización está en la misma dirección de los
ejes de las fibras. Esta orientación asemeja la polarización en paralelo de los lamina-
dos, como se puede apreciar en la Figura 4.1. Siguiendo esta misma correspondencia,
podŕıamos calibrar el caso serie de HR con un modelo de conectividad 3-1 en que
los ejes de las fibras y el de polarización son perpendiculares. A esto nos referimos
como “MEF en serie”.

Al igual que en el caso paralelo, estos problemas locales se obtienen de los pro-
blemas generales (2.75) y (2.76) que son independientes de la conectividad, de la
simetŕıa y de la geometŕıa del poro. En este caso, las variables de las que dependerán
las funciones serán y1 y y3, por la invarianza de la geometŕıa a lo largo de la dirección
de y2. De (2.75) se derivan los problemas Lqn

1 y Lq
2:

∫
Ω

ui,j

(
cijnq + cijklw

qn
k,l + elijζ

qn
,l

)
+

∫
Ω

v,j
(
ejnq + ejklw

qn
k,l − κjlζ

qn
,l

)
=

∫
Ω

u1,1

(
c11nq + (k +m)wqn

1,1 + lwqn
3,3 + qζqn,3

)
+

∫
Ω

u1,3

(
c13nq + pwqn

3,1 + pwqn
1,3 + eζqn,1

)
+

∫
Ω

u2,1

(
c21nq +mwqn

2,1

)
+

∫
Ω

u2,3

(
c23nq + pwqn

2,3

)
+

∫
Ω

u3,1

(
c31nq + pwqn

3,1 + pwqn
1,3 + eζqn,1

)
+

∫
Ω

u3,3

(
c33nq + lwqn

1,1 + nwqn
3,3 + rζqn,3

)
+

∫
Ω

v,1
(
e1nq + ewqn

1,3 + ewqn
3,1 − tζqn,1

)
+

∫
Ω

v,3
(
e3nq + qwqn

1,1 + rwqn
3,3 − uζqn,3

)
= 0,
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∫
Ω

ui,j

(
eqij + cijklg

q
k,l + elijπ

q
,l

)
+

∫
Ω

v,j
(
κjq − ejklg

q
k,l + κjlπ

q
,l

)
=

∫
Ω

u1,1

(
eq11 + (k +m) gq1,1 + lgq3,3 + qπq

,3

)
+

∫
Ω

u1,3

(
eq13 + pgq1,3 + pgq3,1 + eπq

,1

)
+

∫
Ω

u2,1

(
eq21 +mgq2,1

)
+

∫
Ω

u2,3

(
eq23 + pgq2,3

)
+

∫
Ω

u3,1

(
eq31 + pgq3,1 + pgq1,3 + eπq

,1

)
+

∫
Ω

u3,3

(
eq33 + ngq3,3 + lgq1,1 + rπq

,3

)
+

∫
Ω

v,1
(
κ1q − egq1,3 − egq3,1 + tπq

,1

)
+

∫
Ω

v,3
(
κ3q − qgq1,1 − rgq3,3 + uπq

,3

)
= 0.

El problema L se deriva del general (2.76) y tiene la siguiente forma variacional:

∫
Ω

ui,j (λij − cijmlΓm,l − elijQ,l) +

∫
Ω

v,j (pj + ejmlΓm,l − κjlQ,l)

=

∫
Ω

u1,1 (λ− (k +m) Γ1,1 − lΓ3,3 − qQ,3)

+

∫
Ω

u1,3 (−pΓ1,3 − pΓ3,1 − eQ,1)

+

∫
Ω

u3,1 (−pΓ3,1 − pΓ1,3 − eQ,1)

+

∫
Ω

u3,3 (γ − lΓ1,1 − nΓ3,3 − rQ,3)

+

∫
Ω

v,1 (eΓ1,3 + eΓ3,1 − tQ,1)

+

∫
Ω

v,3 (ρ+ qΓ1,1 + rΓ3,3 − uQ,3) = 0.

Hasta donde sabemos, no es posible desacoplar estos problemas en otros que
involucren menos funciones incógnitas como se hizo en el caṕıtulo anterior al deducir
los problemas unificados. Es por esa razón que en esta tesis serán resueltos por el
MEF. Los coeficientes efectivos se pueden calcular de la siguiente manera en términos
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Caṕıtulo 5. Homogeneización recursiva

de las funciones locales:

ĉ11nq =
〈
c11nq + (k +m)wqn

1,1 + lwqn
3,3 + qζqn,3

〉
,

ĉ13nq =
〈
c13nq + pwqn

3,1 + pwqn
1,3 + eζqn,1

〉
,

ĉ21nq =
〈
c21nq +mwqn

2,1

〉
,

ĉ22nq =
〈
c22nq + (k −m)wqn

1,1 + lwqn
3,3 + qζqn,3

〉
,

ĉ23nq =
〈
c23nq + pwqn

2,3

〉
,

ĉ31nq =
〈
c31nq + pwqn

3,1 + pwqn
1,3 + eζqn,1

〉
,

ĉ33nq =
〈
c33nq + lwqn

1,1 + nwqn
3,3 + rζqn,3

〉
,

ê1nq =
〈
e1nq + ewqn

1,3 + ewqn
3,1 − tζqn,1

〉
,

ê2nq =
〈
e2nq + ewqn

2,3

〉
,

ê3nq =
〈
e3nq + qwqn

1,1 + rwqn
3,3 − uζqn,3

〉
.

(5.9)

êq11 =
〈
eq11 + (k +m) gq1,1 + lgq3,3 + qπq

,3

〉
,

êq13 =
〈
eq13 + pgq1,3 + pgq3,1 + eπq

,1

〉
,

êq21 =
〈
eq21 +mgq2,1

〉
,

êq22 =
〈
eq22 + (k −m) gq1,1 + lgq3,3 + qπq

,3

〉
,

êq23 =
〈
eq23 + pgq2,3

〉
,

êq31 =
〈
eq31 + pgq3,1 + pgq1,3 + eπq

,1s
〉
,

êq33 =
〈
eq33 + ngq3,3 + lgq1,1 + rπq

,3

〉
,

κ̂1q =
〈
κ1q − egq1,3 − egq3,1 + tπq

,1

〉
,

κ̂2q =
〈
κ2q − egq2,3

〉
,

κ̂3q =
〈
κ3q − qgq1,1 − rgq3,3 + uπq

,3

〉
.

(5.10)

λ̂11 = 〈λ− (k +m) Γ1,1 − lΓ3,3 − qQ,3〉 ,
λ̂22 = 〈λ− (k −m) Γ1,1 − lΓ3,3 − qQ,3〉 ,
λ̂33 = 〈γ − lΓ1,1 − nΓ3,3 − rQ,3〉 ,
λ̂31 = 〈−pΓ3,1 − pΓ1,3 − eQ,1〉 ,
p̂ε1 = 〈eΓ1,3 + eΓ3,1 − tQ,1〉 ,
p̂ε3 = 〈ρ+ qΓ1,1 + rΓ3,3 − uQ,3〉 ,
β̂ε = 〈βε + λΓ1,1 + γΓ3,3 − ρQ,3〉 .

(5.11)

5.4. Resultados numéricos

Para ilustrar el uso del esquema vamos a utilizar las propiedades f́ısicas de los
materiales BaTiO3 (Cuadro 3.1) y PZT-51 (Cuadro 4.4). En la Figura 5.2 se muestra
una comparación entre los coeficientes efectivos piezoeléctricos finales del BaTiO3

poroso calculados via HR y MEF. Los paneles de la izquierda muestran la polari-
zación en serie y los de la izquierda, la polarización en paralelo. Se puede observar
una buena concordancia entre ambos métodos. Las mayores diferencias se aprecian
en la polarización en serie. Esto se debe a que el volumen v1 de los puentes es un
parámetro libre que necesita ser determinado mediante mediciones o el ajuste del
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Figura 5.2: Componentes efectivas del tensor piezoeléctrico del BaTiO3 poroso cal-
culadas via HR y via MEF. La fracción volumétrica del puente se ha fijado en
v1 = 0.1.

modelo con datos experimentales. La influencia de este parámetro es mayor en el
caso serie puesto que cuando v1 → 0, el compuesto no tiene integridad a lo largo
de x3. Esto causa comportamiento singular en algunos términos de las fórmulas que
contienen medias armónicas. Las fórmulas para la polarización en paralelo funcionan
bien para cualquier volumen del puente.

En la Figura 5.3 se muestran algunas componentes efectivas del tensor de flexi-
bilidad que están involucradas en el cálculo de d̂3jj. La columna izquierda muestra
los coeficientes en serie y la derecha, en paralelo. Podemos ver que existe una buena
concordancia entre ambos métodos. El resultado de multiplicar estas flexibilidades
no constantes de la Figura 5.3 con los coeficientes piezoeléctricos no constantes de la
Figura 5.2 son los coeficientes constantes d̂311 = −0.05nC/N and d̂333 = 0.14nC/N
en paralelo.

Las figuras de mérito piezoeléctricas FoM3jj se muestran en la Figura 5.4. Existe
buena concordancia entre ambos métodos matemáticos. La concordancia con los
experimentos no es ideal, pero podŕıa mejorarse teniendo en cuenta la disminución
en la polarización debida a los defectos que se describe en [46]. Este modelo recursivo
no tiene en cuenta esta disminución porque no se han reportado en la literatura
mediciones del efecto. En su lugar, se ha supuesto que los coeficientes piezoeléctricos
e3jj tienen el mismo valor en todas las regiones ocupadas por la cerámica y que este es
igual al de la cerámica sin poros. Este mismo problema se aprecia en las propiedades
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Figura 5.3: Componentes efectivas del tensor de flexibilidad del BaTiO3 poroso
calculadas via HR y via MEF. La fracción volumétrica del puente se ha fijado en
v1 = 0.1.

104
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Figura 5.4: Figuras de Mérito piezoeléctricas del PZT-51 poroso calculadas via HR
y via MEF, comparadas con mediciones experimentales de [46]. La polarización es
en paralelo y la fracción volumétrica del puente se ha fijado en v1 = 0.1.

piroeléctricas (Figura 5.5), lo cual es de esperar dada la relación que existe entre
la piezoelectricidad y piroelectricidad de un material. Si alimentáramos el esquema
recursivo y MEF con los módulos piezoeléctricos y piroeléctricos reales (que tienen
en cuenta las regiones no polarizadas), obtendŕıamos una mejor concordancia con
los experimentos.
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Caṕıtulo 5. Homogeneización recursiva

Figura 5.5: Figura de Mérito piroeléctrica del PZT-51 poroso calculada via HR y
via MEF, comparada con mediciones experimentales de [46]. La polarización es en
paralelo y la fracción volumétrica del puente se ha fijado en v1 = 0.1.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En este caṕıtulo resumiremos los resultados principales de esta tesis y discuti-
remos algunas preguntas abiertas que podŕıan dar lugar a ĺıneas de investigación
futura para el autor o para algún lector que esté interesado.

6.1. Contacto imperfecto

En el Caṕıtulo 2 de esta tesis presentamos la construcción de una solución
asintótica para el problema de frontera TMEE con contacto imperfecto en las super-
ficies limı́trofes de los materiales. No es posible probar la existencia de esta solución
asintótica con el resultado conocido del suplemento de [22] puesto que las matrices
Ajl definidas en la expresión (2.13) no cumplen la relación de simetŕıa Ajl = At

lj.
Para superar esta dificultad, en el Apéndice B enunciamos y demostramos el Teo-
rema 1 de existencia y unicidad de las soluciones que no depende de la simetŕıa
de las Ajl. No solo en ese sentido dicho Teorema 1 generaliza el resultado de [22]
sino que también admite que haya contacto imperfecto entre las fases del material.
El Teorema 1 junto con la condición de Ignaczak (2.41) son utilizados exitosamente
para probar la existencia y unicidad de las soluciones de los términos no perturbados
y de los correctores de la serie asintótica de U (x) (2.24).

Los problemas locales (2.55), (2.56) y (2.61) derivados de la construcción del
Caṕıtulo 2 son integrados en el Caṕıtulo 3 para el caso de un material laminado con
contacto imperfecto. Obtenemos expresiones anaĺıticas para todas las propiedades
efectivas TMEE de un material con simetŕıa transversal isótropa cuando la periodi-
cidad de las láminas se encuentra orientada en la misma dirección de la polarización
(en serie) o en la dirección perpendicular a la polarización (en paralelo).

Para ejemplificar numéricamente el uso de las fórmulas anaĺıticas de los coefi-
cientes efectivos utilizamos dos fases, una piezoeléctrica y una piezomagnética. Esto
permitió observar la emergencia de propiedades producto como la magnetoelectrici-
dad y la piroelectricidad en compuestos cuyas fases por śı solas no exhiben ninguna
de estas propiedades. El hecho de que tengamos fórmulas anaĺıticas para los coefi-
cientes efectivos permite ver cuál propiedad elástica es “mediadora” en la interacción
de efectos que da lugar a la propiedad producto (c1313 en serie y c2222 en paralelo).
Además, las fórmulas anaĺıticas también nos permiten apreciar cómo los parámetros
de imperfección afectan a las propiedades efectivas. Cuando dichos parámetros tie-
nen valores muy altos, el compuesto se comporta como si hubiese contacto perfecto.
Cuando los parámetros son muy bajos, el compuesto se comporta como si las fases
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estuviesen desunidas. Este último hecho fue posible confirmarlo comparando con las
fórmulas anaĺıticas de las propiedades efectivas de un laminado con capas “vaćıas”,
que también son posibles de derivar siguiendo una metodoloǵıa similar a la utilizada
para el contacto imperfecto.

En la sección 3.2, pudimos ver cómo las fórmulas anaĺıticas dan lugar también
a nuevas cadenas de relaciones entre coeficientes efectivos. Como un ejemplo de uso
de estas relaciones, ilustramos cómo derivar a través de ellas las fórmulas de los co-
eficientes efectivos piezoeléctricos del art́ıculo [64]. En dicho trabajo, los coeficientes
efectivos fueron derivados por una v́ıa más larga, resolviendo los problemas locales.

6.2. Cerámica porosa termo-piezoeléctrica

En el Caṕıtulo 4 nos propusimos calcular las propiedades termo-piezoeléctricas
efectivas de una cerámica porosa con el fin de comparar nuestros resultados con los
de Zhang et al [46]. Esta investigación experimental determinó que las figuras de
mérito piezoeléctricas y piroeléctrica de una cerámica mejoran con la introducción
de porosidad. Adicionalmente, dichos resultados pueden ser descritos con un mode-
lo fenomenológico con ciertos parámetros que deben ser ajustados a priori con los
datos experimentales. Nuestro objetivo fue determinar si la mejoŕıa de las figuras
de mérito es reproducible a través de primeros principios, es decir, modelándola a
través de la teoŕıa lineal de la temo-piezoelectricidad y el Método de Homogeneiza-
ción Asintótica. Nuestras herramientas podŕıan ser útiles para predecir porosidades
óptimas para el diseño de materiales para recolección de enerǵıa.

Para el cálculo de las propiedades efectivas termo-piezoeléctricas, fue necesa-
rio adaptar los problemas locales TMEE (2.55) y (2.56) a que solo incluyeran las
propiedades mecánicas, eléctricas y térmicas. Aqúı, el hecho de utilizar la notación
matricial juega un papel importante, ya que los problemas locales escritos en dicha
notación no cambian, sino que involucran matrices de menor tamaño, dejando fuera
filas y columnas asociadas a propiedades magnéticas.

El MEF fue utilizado para solucionar los problemas locales en la celda periódi-
ca. Esto contrasta con los modelos de celda unitaria (o de Elemento de Volumen
Representativo) en que las inhomogeneidades de los problemas salen de forma na-
tural en las derivaciones del MHA, mientras que en los modelos de celda unitaria,
las inhomogeneidades (llamadas “cargas”) deben ser impuestas por quien hace los
cálculos.

Resolviendo los problemas locales derivados del MHA, los coeficientes efectivos
pueden ser calculados por simple integración de las expresiones (4.25)-(4.29) en la
celda local. Esta es otra ventaja sobre los modelos de celda unitaria: que no es
necesario resolver el problema varias veces para diferentes casos especiales de carga.

Adicionalmente, demostramos que los problemas locales pueden ser reducidos
mediante cambios de variable a los llamados problemas unificados plano y antiplano1.
Esto implica que existen relaciones exactas entre los coeficientes efectivos de estos
problemas, lo cual redujo el número de ellos que deben ser resueltos para obtener
todos los coeficientes efectivos.

1Entiéndase que los problemas resueltos aqúı (4.40) y (4.83) para materiales transversalmente
isótropos son equivalentes a los que suelen llamarse en la literatura problemas plano y antiplano,
que son para materiales isótropos.
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En el caso de los problemas “planos”, hicimos uso de las relaciones de Kolosov-
Muskhelischvili para escribir las ecuaciones y condiciones de frontera libre de un
problema local con poro de sección transversal circular, en términos de potenciales
complejos. Estos están dados en forma de series de funciones especiales con co-
eficientes indeterminados. Las propiedades efectivas mecánicas se pueden calcular
truncando el sistema de ecuaciones infinito que satisfacen estos coeficientes indeter-
minados hasta un cierto orden. El resto de las propiedades planas (piezoeléctricas,
piroeléctricas, termo-elásticas y dieléctricas) se pueden calcular a través de las re-
laciones exactas mencionadas anteriormente. El problema “antiplano” también fue
resuelto por un método de variable compleja del cual se obtiene un sistema de in-
finitas ecuaciones lineales. El resto de las propiedades antiplanas también pueden
obtenerse mediante la relación exacta que ellas satisfacen.

Los coeficientes efectivos calculados por los métodos de variable compleja coin-
ciden con los calculados por MEF. La diferencia entre ambos métodos es que MEF
permite el cálculo de los coeficientes efectivos para diferentes formas de la sección
transversal del poro, mientras que el método de variable compleja, sólo es válido para
la forma circular del poro. Sin embargo, al transformar los coeficientes efectivos a la
formulación de las relaciones constitutivas (4.5), muchos de ellos se vuelven indepen-
dientes de la forma de la sección transversal del poro y sólo dependen de la fracción
volumétrica. Esto refuerza la utilidad de las fórmulas anaĺıticas, ya que pueden ser
eficientes al hallar los coeficientes efectivos de la formulación (4.5), independiemente
de la forma de la sección transversal de los poros.

Los resultados experimentales de Zhang et al. [46] son en gran medida reproduci-
bles a través de nuestro modelo. El incremento de las figuras de mérito piezoeléctricas
y piroeléctrica con la porosidad es correctamente capturado por nuestras suposicio-
nes, a pesar de la geometŕıa de láminas unidas por puentes de [46] es aproximada
por un modelo de conectividad 3-1.

La figura de mérito piroeléctrica (4.4) proviene de una modificación a la figura
de mérito obtenida por Sebald et al. [82, 83] para factorizar en ella la temperatura
de la fuente. En las mediciones experimentales de [46] los coeficientes efectivos que
intervienen en la fórmula de la figura de mérito son los de las relaciones constitutivas
(4.5). Sin embargo, ella fue deducida originalmente en los trabajos de Sebald a
partir de la formulación original de las relaciones constitutivas (2.4). En esta el
comportamiento del coeficiente piroeléctrico como función de la fracción volumétrica
no es monótono, sino que tiene un máximo local. Este hecho nos motiva a pensar que
exista una fracción volumétrica que optimice a esta figura de mérito piezoeléctrica.
Al momento de escribir esta tesis no conocemos de que se haya reportado en la
literatura acerca de esta fracción volumétrica óptima que maximiza la figura de
mérito piroeléctrica.

En el Caṕıtulo 5 utilizamos un método de HR para homogeneizar un modelo
que tiene en cuenta los puentes de cerámica sin asignarles el mismo peso que se
les otorga en el modelo 3-1. Este modelo es de implementación simple pues sólo
requiere la aplicación de fórmulas anaĺıticas para laminados en dos pasos de la
recursión. Además, es de muy bajo costo computacional puesto que no requiere del
uso de la creación de mallas ni de la resolución de sistemas de ecuaciones lineales de
tamaños muy grandes. Los coeficientes efectivos y figuras de mérito para recolección
de enerǵıa obtenidas por HR coinciden muy bien con aquellos obtenidos por MEF.
Esto abre la puerta a que este esquema recursivo pueda ser empleado por ingenieros
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para la predicción de las propiedades de cerámicas porosas.

6.3. Perspectivas

En esta tesis hemos utilizado la condición de contacto imperfecto (2.18) por la
ventaja de que puede modelar de manera simple, la no-continuidad de varios cam-
pos y potenciales. Sin embargo, la expresión (2.18) constituye una postulación ad
hoc para modelar lo que ocurre en realidad. En [41], Hashin dedujo una condición
de contacto imperfecto elástico más “realista” basándose en un problema de tres
materiales (dos fases y una mesofase muy fina entre ellas). Nuestra condición (2.18)
captura grosso modo la esencia del contacto imperfecto deducida exactamente por
Hashin: que los parámetros de imperfección son proporcionales a los módulos elásti-
cos de la mesofase e inversamente proporcionales a su espesor. Sin embargo, una de
las áreas a las que se podŕıa extender el presente trabajo podŕıa ser la deducción de
fórmulas más realistas para los coeficientes efectivos TMEE basadas en lo que hizo
Hashin para el caso elástico.

También es de interés la modelación del contacto imperfecto a través del Método
de la Transformada Rápida de Fourier (MTRF), que aparece brevemente descrito
en la sección 1.2. Nosotros hemos tomado algunos pasos de avance en esta dirección,
calculando la rigidez elástica efectiva ĉ3333 de un laminado bifásico con polarización
en serie (ver Figura 6.1), introduciendo la superficie de imperfección como una región
de un pixel de espesor. Como podemos ver, existe una buena coincidencia entre los
resultados del Método de Homogeneización Asintótica y el MTRF.

Estos cálculos fueron hechos con el algoritmo original para MTRF propuesto en
[15], el cual tiene dos principales limitaciones. En primer lugar, no funciona para
el caso en que hay contrastes muy altos entre las propiedades de las fases. Esto lo
hace inútil para el estudio de propiedades de materiales porosos o materiales con
superficies de imperfección con parámetros relativamente altos. En segundo lugar, la
introducción de más propiedades (eléctricas, magnéticas y térmicas) en este esquema
requiere el uso de operadores de Green asociados a cada uno de los tensores invo-
lucrados, incluso los de las propiedades acopladas (piezoeléctricas, piezomagnéticas,
magnetoeléctricas, etcétera). Esto aumenta la complejidad de la implementación
computacional del problema.

La solución a estas dificultades podŕıa ser la utilización del Algoritmo de la La-
grangiana Aumentada [18, 19] mediante el cual no solamente se pueden tratar los
contrastes altos sino que sólo requiere de los tensores de los efectos no acoplados
(elástico, dieléctrico y de permeabilidad magnética). Hasta donde sabemos, en la
literatura no se ha demostrado cómo calcular los coeficientes efectivos de un com-
puesto con contacto imperfecto v́ıa MTRF.

En última instancia, deseamos comparar los resultados teóricos de MHA con
resultados experimentales. Sin embargo, existe una dificultad derivada de un efecto
que se menciona el art́ıculo de Zhang et al. [46]. Después de formar la estructura
laminar de la muestra por el método del freeze-casting la polarización se establece
aplicándole a aquella un campo eléctrico intenso. Si el campo se aplica en la dirección
paralela a las láminas, la cerámica queda polarizada en paralelo y si se aplica en
la dirección perpendicular a las láminas, la polarización es en serie. Los autores
observaron que en el caso paralelo los coeficientes piezoeléctricos muestran mayores
valores que en el caso serie. Ellos suponen que esto se deba a que en la dirección
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Figura 6.1: Coeficiente efectivo de rigidez elástica con polarización en serie calculado
v́ıa MHA y MTRF para varios valores de la constante de imperfección K3.

paralela a las láminas existe mejor interconectividad y por tanto, el proceso de
polarización de los dominios es más “efectivo” al aplicar un campo eléctrico en esa
dirección. Nuestro modelo, al asumir que toda la región ocupada por la cerámica está
igualmente polarizada, podŕıa servir como punto de partida para cuantificar el efecto
descrito arriba. O, alternativamente, si queremos describir mejor los resultados de
Zhang et al. debemos tener en cuenta en nuestro modelo esta disminución de la
polarización en serie.

Una ĺınea de trabajo futura podŕıa ser idear un modelo que aproxime mejor la
conectividad de las muestras de Zhang et al. [46] que la conectividad 3-1 y el modelo
de HR utilizados en esta tesis. Una posibilidad es combinar un laminado con otro
tipo de conectividad, por ejemplo, fibras, que jueguen el papel de los puentes de
cerámica entre láminas consecutivas. Los problemas locales tridimensionales de este
modelo podŕıan ser resueltos aplicando MEF y los resultados se comparaŕıan con
HR con fórmulas adecuadas para las fibras. Otra posibilidad es adicionar nuevos
pasos a la recursión, en los que se homogeneizan defectos de la estructura lamelar
aún más finos que los puentes.
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Apéndice A

Simetŕıa. Notaciones de Voigt y de
Hill

Además de las propiedades de simetŕıa asociadas al carácter tensorial, también
existen otras propiedades de simetŕıa asociadas a la clase cristalina a la que pertene-
cen los materiales que utilizaremos para ejemplificar nuestros métodos. Esta clase es
llamada hexagonal, más espećıficamente la 6mm, y los materiales que pertenecen a
ella exhiben comportamiento piezoeléctrico debido a la ruptura de la isotroṕıa crista-
lina en una dirección (eje x3 por convenio). Estas propiedades de simetŕıa se pueden
encontrar, por ejemplo, en [84], pero a continuación se resumirán (las componentes
no enlistadas son iguales a cero):

c1111 = c2222, c1122, c1133 = c2233, c3333, c1313 = c2323,

c1212 =
1

2
(c1111 − c1122) ,

e113 = e223, e311 = e322, e333, κε
11 = κε

22, κε
33,

q113 = q223, q311 = q322, q333, μ11 = μ22, μ33,

λ11 = λ22, λ33, pε3, mε
3. (A.1)

La notación de Hill permite expresar a un tensor transversalmente isótropo de cuar-
to orden en términos de una base, llamada base de Hill. Para una explicación más
detallada de esta base, véase el Apéndice C de [85]. Aqúı nos limitaremos simple-
mente a mostrar los coeficientes en dicha base del tensor de rigidez de un material
con simetŕıa hexagonal:

2k = c1111 + c1122, 2m = 2c1212 = c1111 − c1122, n = c3333, (A.2)

l = c1133 = c2233, p = c1313 = c2323, (A.3)

q = e311 = e322, r = e333, e = e113 = e223, (A.4)

t = κε
11 = κε

22, u = κε
33, (A.5)

q′ = q311 = q322, r′ = q333, e′ = q113 = q223, (A.6)

v = μ11 = μ22, w = μ33, (A.7)

α′ = α11 = α22, α = α33, (A.8)

λ = λ11 = λ22, γ = λ33, (A.9)

ρ = pε3, μ = m3. (A.10)

Inicialmente, el propio Hill planteó la notación para propiedades elásticas solamente
[78]. Posteriormente, aquella se extendió a propiedades piezoeléctricas [30, 32] y a
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propiedades magnéticas [86]. La única diferencia de la notación presentada en esta
tesis con la de los art́ıculos anteriores es que hemos llamado e = e113 = e223 mientras
que se le suele llamar s para no romper el orden alfabético. Esto se hizo aśı porque
la letra s está reservada para denotar entroṕıa en las relaciones constitutivas (2.4).

En esta tesis también utilizaremos la notación de Voigt para reducir el orden de
tensores simétricos. En general, si ij son un par de ı́ndices por los cuales un tensor
es simétrico, la notación de Voigt propone reducirlos a un único ı́ndice por las reglas:

11 �→ 1, 23 �→ 4,

22 �→ 2, 13 �→ 5,

33 �→ 3, 12 �→ 6.

(A.11)

En este punto debemos hacer una distinción entre tensores cinéticos y tensores
cinemáticos, puesto que la notación de Voigt aplica de manera diferente para los dos
tipos (véase apéndice 1 de [87]). Por ejemplo, el tensor de tensiones es cinético y sus
componentes σij se pueden codificar en un vector de componentes σ�

i según la regla:

σ�
1 = σ11,

σ�
2 = σ22,

σ�
3 = σ33,

σ�
4 = σ23 = σ32,

σ�
5 = σ13 = σ31,

σ�
6 = σ12 = σ21.

(A.12)

Similarmente, aplicando la regla a cada par de ı́ndices ij y kl en cijkl, podemos
codificar este tensor en una matriz simétrica 6× 6:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

c�11 c�12 c�13 c�14 c�15 c�16
c�22 c�23 c�24 c�25 c�26

c�33 c�34 c�35 c�36
c�44 c�45 c�46

Sim. c�55 c�56
c�66

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (A.13)

El tensor de deformación de componentes εij es cinemático y se codifica bajo Voigt
en el siguiente vector: ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ε�1
ε�2
ε�3
ε�4
ε�5
ε�6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ε11
ε22
ε33
2ε23
2ε13
2ε12

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (A.14)

De esta manera, podemos escribir la ley de Hooke en términos de matrices y vectores:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
σ�
1

σ�
2

σ�
3

σ�
4

σ�
5

σ�
6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
c�11 c�12 c�13 c�14 c�15 c�16

c�22 c�23 c�24 c�25 c�26
c�33 c�34 c�35 c�36

c�44 c�45 c�46
Sim. c�55 c�56

c�66

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ε�1
ε�2
ε�3
ε�4
ε�5
ε�6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (A.15)
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Los factores de 2 en las componentes no diagonales del tensor cinemático (A.14) se
utilizan para que los valores de la enerǵıa potencial mecánica Um sean los mismos,
esté expresada en la notación Voigt o no:

Um =
1

2
cijklεijεkl =

1

2
c�ijε

�
i ε

�
j . (A.16)

Como ejemplo final, consideremos el caso de un material con simetŕıa transversal
isótropa. Los tensores de rigidez y piezoeléctrico tomaŕıan las siguientes formas al
combinar las notaciones de Hill y de Voigt:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

c1111 c1122 c1133 0 0 0
c1122 c1111 c1133 0 0 0
c1133 c1133 c3333 0 0 0
0 0 0 c2323 0 0
0 0 0 0 c1313 0
0 0 0 0 0 c1212

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
k +m k −m l 0 0 0
k −m k +m l 0 0 0

l l n 0 0 0
0 0 0 p 0 0
0 0 0 0 p 0
0 0 0 0 0 m

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎝ 0 0 0 0 e113 0
0 0 0 e223 0 0

e311 e311 e333 0 0 0

⎞⎠ =

⎛⎝ 0 0 0 0 e 0
0 0 0 e 0 0
q q r 0 0 0

⎞⎠ .

(A.17)
Estas notaciones no solamente hacen más compactos los śımbolos al prescindir de
los ı́ndices sino que también facilitan los cálculos numéricos del producto e inversión
de tensores que aparecen en la aplicación de métodos auto-consistentes [11, 88].
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Apéndice B

Teoremas de Existencia y
Unicidad

Consideremos el sistema de s ecuaciones en un dominio acotado Ω ⊂ R
n que

contiene exactamente una vez a la celda periódica Y :

∂

∂yj

(
fj (y) +Ajl (y)

∂u

∂yl
(y)

)
= f0 (y) , (B.1)

donde las Ajl (y) , j, l = 1, . . . , n son funciones que toman valores en las matrices
reales s × s. Las fk (y) , k = 0, . . . , n son funciones vectoriales de n componen-
tes reales. Tanto las componentes de las Ajl como las componentes de las fk son
funciones acotadas, medibles y Y -periódicas en y.

En el suplemento de [22] se demuestra un teorema que justifica la existencia y
unicidad de las soluciones generalizadas de (B.1), suponiendo que las matrices Ajl

satisfacen Ajl = At
lj y la siguiente desigualdad:〈(

∂u

∂yj
,Ajl

∂u

∂yl

)〉
≥ κ

〈(
∂u

∂yj
,
∂u

∂yj

)〉
, (B.2)

para toda función vectorial u ∈ H1
# (Ω) de n componentes y algún κ > 0 real.

Algunos sistemas que aparecen en esta tesis como (2.35) y (2.48) satisfacen las
hipótesis de este teorema y por tanto, la existencia y unicidad de sus soluciones
está garantizada. Sin embargo, en este apéndice demostraremos un resultado similar
relajando la hipótesis de simetŕıa Ajl = At

lj y suponiendo condiciones de contacto
imperfecto para justificar la existencia y unicidad de otros problemas de interés para
esta tesis.

Sea la superficie Γ ⊂ Y de medida nula que define dos regiones abiertas y dis-
juntas ΩI y ΩII . La condición de contacto imperfecto en Γ es:(

fj (y) +Ajl (y)
∂u

∂yl
(y)

)
nj = K�u�, (B.3)

donde K es una matriz de contacto imperfecto, semidefinida positiva y las nj

(j = 1, . . . , n) son las componentes del vector normal exterior a la superficie Γ.
Para encontrar la formulación débil del problema con ecuación (B.1) y condición de
contacto (B.3) utilizaremos funciones de prueba ϕ ∈ H1

# (Ω \ Γ) donde:
H1

# (Ω \ Γ) = H1
# (ΩI) ∩H1

# (ΩII) . (B.4)
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Este espacio donde buscaremos las soluciones no se ha definido como un espacio de
Sobolev directamente sobre Ω porque la derivada en el sentido débil de ϕ no existe
en todo Ω por causa de los saltos finitos en Γ (véase el Caṕıtulo 5 de [89]). En este
caso el contraste debe entenderse en términos de los operadores traza TI y TII en
los espacios H1

# (ΩI) y H1
# (ΩII):

�ϕ�|y∈Γ = (TIIϕ)|y∈Γ − (TIϕ)|y∈Γ. (B.5)

Teniendo en cuenta esto, multiplicamos (B.1) por la función de pruebaϕ ∈ H1
# (Ω \ Γ),

integramos en las regiones definidas por Γ y aplicamos integración por partes:∫
Ω

(
ϕ,

∂

∂yj

(
fj +Ajl

∂u

∂yl

))
=

∫
I

(
ϕ,

∂

∂yj

(
fj +Ajl

∂u

∂yl

))
+

∫
II

(
ϕ,

∂

∂yj

(
fj +Ajl

∂u

∂yl

))
=

∮
Γ

(
ϕI ,

(
fj +AI

jl

∂u

∂yl

)
nI
j

)
−

∫
I

(
∂ϕ

∂yj
,fj +Ajl

∂u

∂yl

)
+

∮
∂Y

(
ϕ,

(
fj +Ajl

∂u

∂yl

)
nj

)
+

∮
Γ

(
ϕII ,

(
fj +AII

jl

∂uII

∂yl

)
nII
j

)
−

∫
II

(
∂ϕ

∂yj
,fj +Ajl

∂u

∂yl

)
,

(B.6)
donde ϕi = Tiϕ, i = I, II y ui = Tiu, i = I, II. Aqúı tengamos en cuenta que:

fj +Ajl
∂u

∂yl
(B.7)

es una función Y -periódica, pero que el vector normal toma valores opuestos en signo
en caras opuestas de Y . Por tanto, la integral de superficie en la frontera ∂Y de Y
se anula. Si tenemos en cuenta el convenio de signos definido en (2.20) que relaciona
el contraste con el vector normal, podemos llegar a la siguiente forma variacional de
la ecuación (B.1) con contacto imperfecto:

−
∮
Γ

(�ϕ�,K�u�)− ∫
Ω

(
∂ϕ

∂yj
,Ajl

∂u

∂yl

)
=

∫
Ω

(ϕ,f0) +

∫
Ω

(
∂ϕ

∂yj
,fj

)
. (B.8)

Llamaremos solución generalizada Y -periódica del sistema (B.1) bajo la condición
de contacto imperfecto (B.3) a la función vectorial u ∈ H1

# (Ω \ Γ) que satisface
la ecuación (B.8) para cualquier ϕ ∈ H1

# (Ω \ Γ). El siguiente teorema garantiza la
existencia y unicidad de la solución de (B.8):

Teorema 1 Sean las Ajl (y) , j, l = 1, . . . , n, funciones que toman valores en las
matrices reales s× s. Las fk (y) , k = 0, . . . , n son funciones vectoriales de s com-
ponentes reales. Tanto las componentes de las Ajl como las componentes de las fk

son funciones acotadas, medibles y Y -periódicas en y. Si se satisface la desigualdad:〈(
∂u

∂yj
,Ajl

∂u

∂yl

)〉
≥ κ

〈(
∂u

∂yj
,
∂u

∂yj

)〉
, (B.9)

para cierto κ > 0 y cualquier u ∈ H1
# (Ω \ Γ), entonces existe u que satisface (B.8)

para cualquier ϕ ∈ H1
# (Ω \ Γ) si y sólo si:

〈f0〉 = 0. (B.10)
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Esta solución es única hasta un vector constante arbitrario c de s componentes. Es
decir:

u (y) = c+ u0 (y) , (B.11)

donde u0 ∈ H1
# (Ω \ Γ) es la solución única de (B.8) que satisface 〈u0 (y)〉 = 0.

Demostración: Para demostrar la necesidad, considérense las funciones constantes:

ϕr (y) = (δ1r, . . . , δsr) , r = 1, . . . , s. (B.12)

Si u es una solución, al verificar la igualdad (B.8) para ϕ = ϕr, obtenemos que
la r-ésima componente de 〈f0〉 es necesariamente igual a cero. Esto demuestra la
necesidad de la condición.

Ahora demostremos suficiencia. Primero, dejaremos a un lado la hipótesis de que
〈f0〉 = 0 y demostraremos que existe u ∈ H (Ω) ∩H1

# (Ω \ Γ) donde:

H (Ω) =
{
u ∈ L2 (Ω) | 〈u〉 = 0

}
, (B.13)

tal que se satisface la igualdad (B.8) para toda ϕ ∈ H (Ω) ∩ H1
# (Ω \ Γ). Si u ∈

H1
# (Ω \ Γ), la desigualdad de Poincaré se cumple para cada componente de u:

〈
u2
i

〉 ≤ 〈ui〉2 + s

2

∑
k

〈(
∂ui

∂yk

)2
〉
, i = 1, . . . , s. (B.14)

Sumando desde i = 1, . . . , s, en cada miembro de las desigualdades de arriba:

‖u‖2L2(Ω) = 〈(u,u)〉 ≤ ‖ 〈u〉 ‖2 + n

2

〈(
∂u

∂yk
,
∂u

∂yk

)〉
. (B.15)

Y si tenemos en cuenta que u ∈ H (Ω):

‖u‖2L2(Ω) = 〈(u,u)〉 ≤ n

2

〈(
∂u

∂yk
,
∂u

∂yk

)〉
. (B.16)

De la desigualdad anterior y de la desigualdad (B.9) tenemos que:

‖u‖2L2(Ω) ≤
n

2κ

〈(
Aij

∂u

∂yj
,
∂u

∂yi

)〉
. (B.17)

Sea la norma en el espacio H1
# (Ω \ Γ):

‖u‖2H1
#(Ω\Γ) = ‖u‖2L2(Ω) +

∑
k

∥∥∥∥ ∂u

∂yk

∥∥∥∥2

L2(Ω\Γ)
, (B.18)

de las desigualdades (B.9) y (B.17), tenemos que:

2κ

2 + n
‖u‖2H1

#(Ω\Γ) ≤
〈(

Aij
∂u

∂yj
,
∂u

∂yi

)〉
, (B.19)

y, por ser K semidefinida positiva:

2κ

2 + n
‖u‖2H1

#(Ω\Γ) ≤
〈(

Aij
∂u

∂yj
,
∂u

∂yi

)〉
+

∮
Γ

(�u�,K�u�) . (B.20)
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Esto prueba que la forma bilineal:

B (u,ϕ) =

〈(
Aij

∂u

∂yj
,
∂ϕ

∂yi

)〉
+

∮
Γ

(�ϕ�,K�u�) , (B.21)

es coerciva. Además, por ser las funciones Ajl (y) acotadas, B (u,ϕ) también lo es.
El operador lineal:

L (ϕ) = −
∫
Ω

(ϕ,f0)−
∫
Ω

(
∂ϕ

∂yj
,fj

)
, (B.22)

es continuo y por el Teorema de Babuška-Lax-Milgram (ver [90]), existe u ∈ H (Ω)∩
H1

# (Ω \ Γ) tal que para toda ϕ ∈ H (Ω) ∩H1
# (Ω \ Γ) se cumple la igualdad (B.8).

Ahora supongamos que 〈f0〉 = 0. Sea ϕ = Φ+ 〈ϕ〉, tenemos que:

−〈(f0,ϕ)〉+
〈(

fk,
∂ϕ

∂ξk

)〉
= −〈(f0, 〈ϕ〉)〉 − 〈(f0,Φ)〉+

〈(
fk,

∂Φ

∂ξk

)〉
= − (〈f0〉 , 〈ϕ〉)− 〈(f0,Φ)〉+

〈(
fk,

∂Φ

∂ξk

)〉
= −〈(f0,Φ)〉+

〈(
fk,

∂Φ

∂ξk

)〉
,

(B.23)

y puesto que 〈Φ〉 = 0, existe u que satisface (B.8) para toda ϕ ∈ H1
# (Ω \ Γ).

Ahora demostremos que la solución es única hasta un vector constante aditivo.
Supongamos que existen dos soluciones u1 y u2. Sea v = u1 − u2 − 〈u1 − u2〉 ∈
H (Ω) ∩H1

# (Ω \ Γ), que, según la suposición, no es la función nula, satisface (B.8)
para fk = 0, k = 0, . . . , n. Luego:

0 = B (v,v) ≥ C‖v‖2H1
#(Ω\Γ), (B.24)

de donde obtenemos que v = 0. �
De manera totalmente análoga, se puede demostrar la existencia y unicidad de

soluciones generalizadas del problema de frontera de un medio poroso. En este caso el
sistema de ecuaciones (B.1) está definido en un abierto Ω que contiene exactamente
una vez a la celda local. A su vez, esta contiene a un número finito de dominios
cuya unión denotaremos por Π y tal que Π ⊂ Y . Por una solución Y -periódica
generalizada del sistema (B.1) con la condición de frontera libre en ∂Π:(

fj (y) +Ajl (y)
∂u

∂yl
(y)

)
nj = 0, (B.25)

designaremos a la función vectorial u ∈ H1
# (Ω \ Π) que satisface la siguiente iden-

tidad integral para cualquier ϕ ∈ H1
# (Ω \ Π):

−
∫
Ω\Π

(
∂ϕ

∂yj
,Ajl

∂u

∂yl

)
=

∫
Ω\Π

(ϕ,f0) +

∫
Ω\Π

(
∂ϕ

∂yj
,fj

)
. (B.26)

El siguiente teorema garantiza la existencia de tal solución generalizada:
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Teorema 2 Sean las Ajl (y) , j, l = 1, . . . , n, funciones definidas en Ω \ Π, que
toman valores en las matrices reales s × s. Las fk (y) , k = 0, . . . , n son funciones
vectoriales de s componentes reales, definidas en Ω\Π. Tanto las componentes de las
Ajl como las componentes de las fk son funciones acotadas, medibles y Y -periódicas
en y. Si se satisface la desigualdad:∫

Ω\Π

(
∂u

∂yj
,Ajl

∂u

∂yl

)
≥ κ

∫
Ω\Π

(
∂u

∂yj
,
∂u

∂yj

)
, (B.27)

para cierto κ > 0 y cualquier u ∈ H1
# (Ω \ Π), entonces existe u que satisface (B.8)

para cualquier ϕ ∈ H1 (Ω) si y sólo si:

〈f0〉 = 0. (B.28)

Esta solución es única hasta un vector constante arbitrario c de s componentes. Es
decir:

u (y) = c+ u0 (y) , (B.29)

donde u0 ∈ H1
# (Ω \ Π) es la solución única de (B.8) que satisface 〈u0 (y)〉 = 0.

La demostración de este teorema es totalmente análoga a la del teorema anterior y
por esa razón no se reproducirá aqúı.
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Apéndice C

Adimensionalización del problema
local L

q
2

Las componentes de la permitividad dieléctrica efectiva como funciones de la
fracción volumétrica del poro calculadas por MEF en el problema Lq

2 mostraban un
comportamiento absurdo. Este error se debe a la gran diferencia en órdenes de mag-
nitud que existe entre los parámetros del problema escritos en unidades del SI sin
prefijos: 10−8C2N−1m−2, para la permitividad dieléctrica; 1011Pa, para la rigidez y
101Cm−2, para los coeficientes piezoeléctricos. Para reducir estas grandes diferencias
entre órdenes de magnitud, propusimos una adimensionalización (o reescalamiento)
de los problemas, que se describirá a continuación para el caso particular del pro-
blema Lq

2.
La tilde ·̃ denota una propiedad f́ısica adimensionalizada. El sub́ındice 0 denota

las constantes de adimensionalización. Sean los siguientes parámentros:

ẽijk =
eijk
e0

, κ̃ε
ij =

κε
ij

κ0

, c̃ijkl =
cijkl
c0

,

g̃qk =
gqk
g0
, ỹj =

yj
L0

, π̃q =
πq

L0

.

(C.1)

Si sustituimos estas definiciones en (4.12)1 y dividimos por e0, obtenemos:

∂

∂ỹj

(
ẽqij +

c0g0
L0e0

c̃ijkl
∂g̃qk
∂ỹl

+ ẽlij
∂π̃q

∂ỹl

)
= 0. (C.2)

Sustituyendo (C.1) en (4.12)2 y dividimos por κ0:

∂

∂ỹj

(
κ̃ε
jq −

e0g0
κ0L0

ẽjkl
∂gqk
∂ỹl

+ κ̃ε
jl

∂πq

∂ỹl

)
= 0. (C.3)

Nuestro objetivo es expresar las ecuaciones anteriores solo en términos de los coefi-
cientes adimensionalizados, por eso tomaremos:

c0g0
L0e0

= 1,
e0g0
κ0L0

= 1, (C.4)

con lo cual ambas ecuaciones quedan solamente en términos de las constantes con
tildes. Despejando g0 de la primera ecuación e introduciéndolo en la segunda obte-
nemos la siguiente relación entre las constantes c0, e0 y κ0:

c0 =
e20
κ0

. (C.5)
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Caṕıtulo C. Adimensionalización del problema local Lq
2

El problema local adimensionalizado es simbólicamente igual a la formulación origi-
nal: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂

∂ỹj

(
ẽqij + c̃ijkl

∂g̃qk
∂ỹl

+ ẽlij
∂π̃q

∂ỹl

)
= 0, i = 1, 2, 3

∂

∂ỹj

(
κ̃ε
jq − ẽjkl

∂g̃qk
∂ỹl

+ κ̃ε
jl

∂π̃q

∂ỹl

)
= 0,(

ẽqij + c̃ijkl
∂g̃qk
∂ỹl

+ ẽlij
∂π̃q

∂ỹl

)
nj = 0, i = 1, 2, 3(

κ̃ε
jq − ẽjkl

∂g̃qk
∂ỹl

+ κ̃ε
jl

∂π̃q

∂ỹl

)
nj = 0,

(C.6)

con la única diferencia de que las constantes de adimensionalización están ligadas
por la expresión (C.5), determinando cualquiera de ellas en términos de las otras
dos. Los coeficientes efectivos se pueden calcular por las siguientes expresiones:

êqij = e0

〈
ẽqij + c̃ijkl

∂g̃qk
∂ỹl

+ ẽlij
∂π̃q

∂ỹl

〉
, i = 1, 2, 3,

κ̂jq = κ0

〈
κ̃ε
jq − ẽjkl

∂g̃qk
∂ỹl

+ κ̃ε
jl

∂π̃q

∂ỹl

〉
.

(C.7)

La ligadura (C.5) hace que sea posible ajustar los órdenes de magnitud de las
constantes involucradas en (C.6) de manera tal que haya menores diferencias entre
ellos y por tanto, menos errores de punto flotante en los programas.
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págs. 1463 -1479. doi: https://doi.org/10.1016/S0022-5096(01)00006-0.

[33] L. M. Sixto-Camacho, J. Bravo-Castillero, R. Brenner, R. Guinovart-Dı́az, H.
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págs. 125 -136. doi: https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2017.11.015.

124



BIBLIOGRAFÍA
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A. Maugin. “Analytical expressions of effective constants for a piezoelectric
composite reinforced with square cross-section fibers”. En: Archives of Mecha-
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Ramos y F. J. Sabina. “Homogenization of thermo-magneto-electro-elastic
multilaminated composites with imperfect contact”. En: Mechanics Research
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doi: https://doi.org/10.1039/C8MH00097B.

[71] R. Xu y S.G. Kim. “Figures of merits of piezoelectric materials in energy har-
vesters”. En: Proceedings of PowerMEMS 2012. Dic. de 2012, págs. 464-467.
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