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Resumen

En esta tesis se aborda el estudio trabajo tedrico-computacional de la dinamica de
un dominio magnético constituido de dos componentes de espin dispuestas en una red
de moiré. Con base en la analogia existente entre un condensado de Bose espinorial y
su contraparte perteneciente a la materia condensada, se propone un protocolo para
estudiar la evolucién dindmica de dominios magnéticos, particularmente se investiga la
persistencia de la textura de espin. Dicha persistencia es determinada para diferentes
angulos que definen una estructura especifica del patrén de moiré. La forma de abordar
esta dinamica es dentro del esquema de campo medio, a través de la solucién numeérica
de las ecuaciones acopladas de Gross-Pitaevskii para las dos componentes del espin
que forman el dominio magnético. Los resultados principales del analisis, referidos a las
observables de magnetizacion y textura de espin, permiten identificar que hay angulos
preferentes para los que los estados iniciales, es decir el dominio magnético, prevalece
y por lo tanto pueden ser ttiles para propdsitos asociados con el almacenamiento de
informacion en sistemas magnéticos.
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Capitulo 1

Introduccion

En 1907 Pierre Weiss encontré que los materiales ferromagnéticos tenian zonas don-
de los momentos magnéticos se orientaban de forma paralela, a dichas regiones del
material se le denominé dominio magnético. Los dominios magnéticos y el control de
estos se ha estudiado debido a las aplicaciones tecnoldgicas que tienen, como la fabrica-
ciéon de memorias magnéticas, o mas recientemente el interés particular de usar el espin
del electréon para procesar o transferir informacién en lugar de su carga. Esto tltimo se
estd estudiando debido a la dificultad de seguir reduciendo el tamafio de los transistores
en la tecnologia CMOS (Semiconductor complementario de 6xido metdlico) [1] ya que
dicho problema se traduce en que en un futuro no se podra satisfacer las necesidades
de potencia y velocidad de los procesadores.

El descubrimiento del efecto de magnetorresistencia gigante [2] donde se mostrd, que
la resistencia eléctrica de un dispositivo magnético se puede cambiar al modificar su tex-
tura magnética, entendiéndose por textura magnética la direccion en la que apuntan los
momentos magnéticos del material, revolucioné la forma en que se almacenaban datos
en la informatica. Debido a que dicho efecto fue utilizado como base para desarrollar
la construccion del cabezal de lectura del disco duro. Este hecho fue el que comenzo
el campo de investigacion de la magnetoelectronica, conocida comunmente como es-
pintrénica. De manera general la espintronica estudia el problema de cémo inyectar,
manipular y detectar espines, ya que se puede usar el espin del electréon como un bit
l6gico, debido a que cuando un electrén esta en presencia de un campo magnético el
espin de este se polariza de dos maneras posibles paralelo o antiparalelo al campo lo
cual se puede tomar como un valor de 1 o 0 respectivamente [3]. En este contexto los
materiales que se estan usando en gran medida son los que estdn compuestos por car-
bono como los nanotubos de carbono [4] o las peliculas de grafeno [5]. Aunque el grafeno
no sea un material magnético originalmente, se puede inducir una respuesta magnética
en el grafeno mediante la introduccién de defectos [6, 7], esto hace que dicho material
obtenga propiedades utiles para construir dispositivos en donde se pueda controlar el
espin. Entre los estudios que se han realizado se encuentran: La formacion de estados
magnéticos localizados en grafeno, dicha formacién se puede controlar mediante campos
eléctricos externos [8], la creacién de una magnetorresistencia negativa la cual fue hecha
mediante la introduccién de dtomos de flior en la red del grafeno [9] entre otros.
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Dentro del campo de investigacion de los materiales bidimensionales el grafeno ha

ocupado un puesto preponderante, sin embargo, esto esta cambiando debido a la apa-
ricién de nuevos cristales de espesor atémico o molecular [10, 11], que ha hecho que el
estudio de los materiales bidimensionales tome un nuevo curso, ahora se ha empezado a
estudiar las heteroestructuras de Van der Waals que son materiales hechos en laborato-
rio al apilar capas de cristales bidimensionales. Estos nuevos materiales ensamblados en
laboratorios poseen caracteristicas fisica novedosas, por lo cual estan siendo estudiados
en diferentes campos de la fisica como la superconductividad de alta temperatura [12],
la fabricacién de transistores [13], el estudio de magnetorresistencias [14] entre otros.
Particularmente las propiedades magnéticas que presentan las heteroestructuras de Van
der Waals son de gran interés debido a las aplicaciones tecnologicas que podrian llegar
a tener, como el desarrollo de dispositivos ttiles para la espintronica.
Al apilar materiales bidimensionales para fabricar las dichas heteroestructuras, se crean
patrones de moiré [15] por la superposicién de las dos redes cristalinas y en dependencia
del patron formado el material exhibira algunas propiedades interesantes [16], debido a
que los electrones ahora se mueven en una red de moiré creada por la superposicién de
las redes de los materiales bidimensionales con los que se fabricé la heteroestructura.

Por otro lado, se tienen los sistemas de la materia ultrafria, particularmente los
condensados de Bose-Einstein, que desde hace casi dos décadas son conocidos como si-
muladores cudnticos de la materia [17]. La razén de dicha identificacion es el paralelismo
existente entre los condensados atrapados en redes periddicas de luz (o cristales de luz),
y su contraparte en el estado sélido donde electrones que se mueven en redes cristalinas
[18]. La versatilidad que los gases atémicos ultrafrios ofrecen para ser usados como sis-
temas analogos a los propios del estado solido, se debe en gran medida a la posibilidad
de controlar la dimensionalidad y campos externos en los que se desarrolla su dinamica.
Incluso, es posible tener control sobre las interacciones entre pares de atomos, a través
de la llamada resonancia de Feshbach [19]. Dentro del cuerpo de este trabajo se hara
una sintesis breve de los principales logros en lo que respecta al confinamiento de gases
atémicos ultrafios, y particularmente condensados de Bose-Einstein, en las denominadas
redes Opticas. También se dedicard un espacio para describir la forma en la que ocu-
rren las interacciones entre pares de a&tomos y los potenciales modelo que los representan.

Se ha expuesto en los parrafos anteriores el interés actual en disenar materiales
bidimensionales en los que se busca explotar propiedades magnéticas con propésitos
tecnoldgicos. Particularmente, uno de los objetivos que se persigue es la fabricacion de
heteroestructuras de Van der Waals a partir de apilar materiales bidimensionales con el
fin de fabricar dispositivos ttiles para la espintréonica. Por otro lado, y dada la posibi-
lidad de recrear sistemas andlogos usando como base el alto grado de control en gases
atémicos ultrafrios confinados en redes opticas de luz, el objetivo principal de este tra-
bajo es proponer un protocolo en el que se estudian la dinamica de dominios magnéticos
y su prevalencia como funcién del dangulo que define una red de moiré particular. Los
dominios estaran constituidos de un condensado de Bose-Einstein en dos componentes
hiperfinas, cuya red de confinamiento es precisamente una estructura de moiré. Dichos
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patrones representa las heteroestructuras antes referidas. La investigacion se centra en
el estudio dindmico de un condensado de Bose bi-componente confinado en redes de
moiré, variando en angulo de rotacién que define la red en cuestion. La forma en la
que se abordara el estudio de la dindmica de dominios magnéticos o gas espinorial de
Bose, es a través de una de las herramientas bien establecida para su descripcion. Dicha
herramienta es la ecuacion de Gross-Pitaevskii que describe el estado base de un gas
débilmente interactuante. Como aspectos técnicos relevantes, cabe mencionar que se
abordara la descripcion del gas de dos componentes tomado en cuenta la dimensionali-
dad del problema y el necesario escalamiento que sufren las constantes de acoplamiento
de la interaccién en dos dimensiones.

Esta tesis se organiza en 5 capitulos. En el capitulo 2 se presenta la descripciéon
tedrica de un condensado de Bose-Einstein con interacciones de corto y largo alcance.
Inicialmente se deduce la forma de los potenciales modelo con los que se representa la
interaccién de corto y largo alcance. Los modelos son: un potencial de contacto dado
por una delta de Dirac y un potencial resultado de la interaccién entre dos momentos
dipolares magnéticos. Posteriormente se hace la deduccion de la ecuacion de Gross-
Pitaevskii teniendo en cuenta que se va a trabajar con un gas que es una mezcla de
atomos en diferentes estados hiperfinos. Cabe aclarar que de forma préactica se considera
solamente la interaccién de contacto debido a que el momento magnético dipolar de los
atomos con los que se va a trabajar es despreciable. Asi se termina con un sistema de
ecuaciones que describe al sistema.

En el capitulo 3 se hace una breve descripcion de la forma en la que es posible atra-
par atomos neutros en potenciales 6pticos. Ademés se describe como se preparan en el
laboratorio dichos potenciales, y en particular se presenta el potencial que se va a utili-
zar en este trabajo. A continuacion, en el capitulo 4, se presentan los métodos numéricos
que se utilizaran para resolver el sistema de ecuaciones que se encontrd en el capitulo
2. Se inicia por ver como cambian las constantes de interaccion del sistema debido a
que se va a trabajar en dos dimensiones, posteriormente se hace la adimensionalizacion
del sistema de ecuaciones y se presentan los valores numéricos de las constantes adi-
mensionales. Ademaés, se da a conocer los potenciales con los que se va a trabajar y los
métodos numéricos para encontrar el estado estacionario del sistema y la evolucion del
mismo.

Por 1ltimo en el capitulo 5 se presentan los resultados obtenidos de un estudio
extenso a través de simulaciones computacionales, que consistio en considerar: diferentes
valores de la frecuencia de la trampa armonica antes referida, dos tipos de redes con
las que se formaron las redes de moiré (cuadrada y hexagonal) y diferentes valores de
los angulos de rotacién que definen la red de moiré. Dichos resultados son que existen
angulos especiales para los cuales la magnetizacién se conserva. Estos angulos son: 35
para las redes cuadradas y 30 para la hecha con redes hexagonales. Ademas, se dara
una perspectiva de como se continuara este trabajo.



Capitulo 2

Condensado de Bose espinorial con
interacciones: Descripcion tedrica

La descripcion tedrico-computacional de la dindmica de dominios magnéticos en re-
des de moiré, principal objetivo de esta tesis, tiene una estrecha relacién con la dindmica
propia de un condensado de Bose Einstein espinorial con interacciones, confinado en un
potencial en dos dimensiones, cuya estructura es la de una red de moiré. La conexion
entre ambos sistemas se basa en la analogia existente entre atomos ultrafrios confina-
dos en redes Opticas, y electrones que se mueven en un sélido en la red definida por
los atomos que lo constituyen. Por su naturaleza cuantica intrinseca y por el hecho
de estar conformados por una cantidad de entidades de tamano macroscopico, ambos
sistemas se rigen por las mismas ecuaciones. Como es bien sabido, el estado base de
un conjunto macroscopico de atomos bosénicos con interacciéon obedece la ecuacion de
Gross-Pitaevskii, la cual constituye una de las principales herramientas dentro del es-
quema de campo medio con las que abordamos la descripcion de las propiedades fisicas
de atomos de Bose en su fase condensada.

De acuerdo a lo comentado en el parrafo anterior es conveniente establecer y jus-
tificar las ecuaciones especificas con las que se estudiard la dinamica de los dominios
magnéticos. Ese es precisamente el objetivo del presente capitulo. Inicialmente se co-
mienza haciendo una discusién general de las interacciones que se pueden tener en
cuenta al estudiar el gas de Bose, dichas interacciones pueden ser de corto o largo al-
cance dependiendo de qué tan grande sea el momento magnético de los atomos. Para la
interaccién de corto alcance se procede haciendo una descripcion de dispersiéon a bajas
energia, mientras que para la de largo alcance se estudia la interaccién entre dos dipolos
magnéticos. Una vez encontrados los potenciales modelo que describen las interacciones
se presenta una deduccion de la ecuacion de Gross-Pitaevskii la cual describe al conden-
sado interactuante a temperatura cero. A continuacién se presentard la generalizacon
de la ecuacién de Gross-Pitaevskii para el caso en el que el condensado estd constitui-
do de mas de una componente. Como se describe en la introduccion, la necesidad de
considerar més de un estado hiperfino del condensado de Bose-Einstein obedece a que
nuestro interés es describir la dinamica de dos dominios magnéticos.
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DESCRIPCION TEORICA )

El sistema a estudiar es un conjunto de N atomos con interaccién en el estado base,
este es un sistema que presenta propiedades cudnticas las cuales tienen una expresion
macroscopica. La forma més general para describir este gas es comenzar con el Hamilto-
niano del mismo. Para un sistema de N cuerpos es comun estudiar dicho Hamiltoniano
en el marco de la segunda cuantizacion el cual esta dado por,

H =) bl {il Holj)b;+5 D blbj(i. 1V |k, 1) b, (2.1)

i.j ,7,k,l

. i 52 N . . , . .
siendo Hy = ;—m + Vit (1) el Hamiltoniano de una particula inmersa en un potencial

externo Vg (1) y V esel potencial de interaccién entre particulas. Estamos considerando
que esta interaccion solo se da entre pares, debido a que el gas esta altamente diluido.
Los términos del Hamiltoniano 2.1 se pueden interpretar de la siguiente manera: el
primero es la energia de los 4&tomos inmersos en un potencial externo V. (r). Como se
decribird posteriormente, este potencial externo es el de una red de moiré. A este nivel
solo es necesario enfatizar que se refiere a un término en la energia de un cuerpo. El
segundo término se interpreta como dos particulas que estan en los estados k,l y debido
a la influencia del potencial V se dispersan en dos particulas ahora en los estados 7,7 y la
amplitud de probabilidad de que esto suceda esta dada por (i, j| 1% |k, 1). Para conocer
esta amplitud necesitamos conocer el potencial modelo que representa la interaccion
V. Como se discute en las siguientes secciones, el potencial modelo que representa la
interaccién debe tomar en cuenta la naturaleza de los dtomos que participan en el
proceso dindamico. A continuacion, se hara un tratamiento para encontrar este potencial
haciéndo énfasis precisamente en el tipo de atomos que componen al condensado de
Bose.

2.1. Potencial interaccion

Si se quiere estudiar un gas de Bose cuyos atomos tienen un momento magnético
importante entonces es necesario considerar las interacciones de largo alcance, mientras
que, si el momento magnético de los atomos en cuestion no es relevante, el aspecto que
se hace crucial es considerar la sintonizacion de las interacciones de contacto que puede
llevarse a cabo a través de las conocidas resonancias de Feshbach. Aqui se presenta
ambos casos. Para el potencial de contacto se trabajard analizando de manera general
la dispersion de dos particulas a bajas energias en donde se llegara a la conclusién que
el potencial es proporcional a una delta de Dirac, por otro lado, para el potencial de
largo alcance se trabajara la interaccion entre dos dipolos paralelos entre si.

2.1.1. Interaccioén de contacto

Dado el hecho experimental que los gases atéomicos ultrafrios se encuentran en el
régimen altamente diluido, el objetivo de esta subseccion es demostrar que el potencial
efectivo que representa la interacciéon entre las particulas de este gas es un potencial
de contacto, cuya amplitud es proporcional a la longitud de dispersion de onda s. Para
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esto se hara un tratamiento general considerando que la interaccién se puede tratar de
un potencial con alcance finito.

Teniendo en cuenta que el condensado se encuentra a bajas temperaturas se puede hacer
la suposicién que sus atomos tienen bajas energias por lo cual para conocer el potencial
de interaccién a continuacion haremos un tratamiento de dispersién considerando esta
suposicién. Para empezar, se tiene el Hamiltoniano de dos particulas interactuantes es,

)
2 | 51

)
- 4 Py

27711 QTTlQ

A N

+V(r r), (2.2)

donde los dos primeros términos son la energia cinética de cada particula y V' (‘f' -1 )
es la energia de interaccion entre las dos dtomos, aqui hacemos la suposicion que esta
solo depende de la separacion entre las particulas. Este Hamiltoniano se puede separar
si se pasa a coordenada centro de masa y coordenada relativa. El Hamiltoniano para la
coordenada centro de masa describe una particula libre, por lo cual el Hamiltoniano de
interés es el de la coordenada relativa r = |r — 1’|,

N }32
H=="+4+V(r), 2.3
2 V() (23)
siendo p la masa relativa. Con este Hamiltoniano se tiene la ecuacién de Schrodinger
independiente del tiempo,

I )+ V (1) W) = B (1), 2.4)

donde se ha sustituido p = 7 debido a que se esta trabajando con particulas idénticas. Si
bien el interés de esta subseccion es concentrarse en el potencial de contacto, se iniciara
de manera general considerando que la interaccion se puede tratar de un potencial con
alcance finito b es decir si r >> b se tiene que V(r) = 0. Con esto en mente se pone
convenientemente la direccién de la onda incidente en el eje z, asi ¥ no dependerd de
la coordenada ¢, siendo esta el dngulo polar alrededor del eje z en esféricas. Ahora en
la region donde el potencial tiende a cero lo tinico que se vera es la onda incidente més
una onda dispersada,

U(r,0) = et 4 U yis(r, 0),

, 6) . (2.5)
\If(r, 0) — ezkz 4 f( )ezkr’
r
se puede escribir e?** como un desarrollo de polinomios de Legendre (P,) (ver apéndice
A.1), ya que en coordenadas esféricas ei** = eikreos?
00 00 l
e =e Z Y P, (cosh) — e Z i P, (cosh). (2.6)

1=0 =0
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(21 + y
Ademas, se propone f (0 Z DlPl (cosB), entonces funcién de onda se

1=0
puede reescribir 2.5 como:

\I/(T, 0) :eikr Z % |:(—Z)l + %:| Pl (COSQ)

1=0 e 1) (1) (2.7)
. +1) (=
—ikr
—e lE_O o P, (cosh).

Por otro lado, manteniendo la condicién de que la onda incidente tiene direccién z, la
solucién a la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para el Hamiltoniano
2.3 en esféricas se puede expresar como:

Z ARy (1) P, (cosb), (2.8)

donde R; (r) debe satisfacer la ecuacién,

_mid (ﬁﬁ) + (M + V(r)) R(r) = ER(r), (2.9)

dr mr?

K2 k2 h21(1+1
+ mnr

y la solucion a
m

en la regién r >> b se tiene que V' (r) = 0, entonces £ =
esta ecuacion esta dada por:

sen (kr — o+ (51)

Ry (r) = kr ; (2.10)
siendo §; una fase, de esta manera W(r,0) sera:
o o Au(—1) e it o i) e
U(r,0) = e'*r —P 0) —e hry TP 0 2.11

igualando las ecuaciones 2.7 y 2.11 se llega a que,

& 215; o

=> (20+1) P, (cosh), (2.12)

1=0
ahora analizando la expresién anterior para f (6) se define f; (k) = 62;’];1, recordando

que se estd analizando el caso a bajas energias, es decir k& — 0 entonces f; (k) es
proporcional a k2 [20], por lo tanto la contribucién mds importante es cuando [ = 0 .
Debido a esto,

00
f(0) = 2 sendy, (2.13)
y la funcién de onda dispersada sera:
0o
Wy (1, 0) = 20 gilhr-+0) (2.14)

kr ’
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ademds, en el limite de bajas energias k& — 0, se define la longitud de dispersién de

onda s, a como,
tandy
lim

k=0 k

= —a, (2.15)

para continuar se toma el limite cuando k& — 0 entonces |ka| << 1, §y = ka y sendy ~
ka, por lo cual, la ecuacion 2.14 se puede reescribir como:

Uy (1, 0) = — 2 eik0+a), (2.16)
T
Recordando que el objetivo inicial es encontrar una expresién para el potencial V' (|r — r'|).
Se tomard la transformada de Fourier (TF) de la ecuacién 2.4. Antes de hacerlo se re-
cuerda la definicién de la TF,

flo = [ arerso) (2.17)
donde la transformada no es sobre un espacio infinito, pues la particula esta confinada en
una caja de volumen v, después de hara tender el volumen a infinito. Y la transformada
inversa de Fourier,
1 ——
fxr) ==Y e T f(k), (2.18)

v
k

porque para este caso k varia de forma discreta. Con esto en mente la TF de la ecuacion
2.4 serd (ver apéndice A.2),

th/Q " " T, /
Zv — KU (k") = BV (), (2.19)
U k//
donde v es el volumen en el que esta contenido el gas. La energia esta dada por £ = %

por ultimo se toma la TF de ¥(r, §) dada por la ecuacién 2.5, obteniendo asi la siguiente

ecuacién para W gs(r, 0),

h2k2 h2k12
m m

V(K — k") + Zv — k") Wy (K = [

k//

} U gis (K) (2.20)

la solucion de esta ecuacion estd dada en términos de la matriz de dispersion,

1

by (b)) —
w k)= g

T (K, k; By, (2.21)

donde ¢ es una cantidad positiva pequena (0 — 07) que garantiza ondas dispersadas
salientes. La ecuacién para la matriz de dispersion esta dada por:

1
k.l/
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ahora se toma la transformada inversa de la funcién de onda 2.21 y se hace tender el
volumen a infinito para convertir la suma sobre k a una integral de variable continua.,

1 eik’r
7 =—— | P T (K. E 2.2
i (1:0) (zw)?’/d "B B —is (K b B (2:23)

como se esta trabajando a bajas energias £y, — 0y k — 0, entonces se puede hacer la si-
guiente aproximacién T' (K, k; Ey) ~ T (0,0, 0) obteniendo asi una solucién aproximada

para la ecuacion 2.4,
m 1

W 0) = — -T 2.24
dis (’I", ) 47Th2 r (07 07 0) ) ( )
igualando las soluciones 2.24 y 2.16 se puede deducir que:
Arh?
7(0,0,0) = — 2 (2.25)
m

desde la ecuacion 2.22 para la matriz de dispersion se puede hacer la siguiente aproxi-
macion,
T(0,0,0) = V(0),
- Arh? (2.26)
7o) = —2

m

teniendo en cuenta la transformada inversa para V (0) se concluye que,

_ Amh*a

Vi) ="

d(r). (2.27)

Esta ultima expresion es la de un potencial de contacto, es decir las particulas no se
van a “ver” sino estan en la misma posicion es decir r = 0. Ademas, solo depende de la
longitud de dispersién de onda s (a) la cual se puede modificar mediante técnicas expe-
rimentales [21, 22] debido a esto los experimentos con atomos ultrafrios son altamente
controlables.

La descripcién anterior corresponde a gases cuyos atomos no tienen un momento magnéti-
co dipolar importante, sin embargo, se conoce que en los laboratorios en los que se pro-
duce la condensacién de bose se ha trabajado también con dtomos de cromo, disprosio
y erbio [23, 24, 25| los cuales estdn caracterizados precisamente por tener un momento
magnético dipolar grande en ese caso las interacciones ya no se pueden considerar de
contacto y se debe tomar en cuenta que el potencial modelo que las representa es un
potencial de largo alcance. En la siguiente subseccién se hace la descripcién apropiada.

2.1.2. Potencial dipolar

En esta subseccion se encontrard el potencial efectivo que representa la interaccion
de largo alcance entre atomos de Bose con momento dipolar grande. Cabe destacar
que dado que la dinamica que interesa analizar en esta tesis se refiere a la que tiene
lugar cuando dominios magnéticos ocupan regiones adyacentes del espacio, es crucial la
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inclusién de dos o mas especies en estados hiperfinos definidos. Cada especie de estos
estados hiperfinos distribuida en una region limitada del espacio representa precisamen-
te un dominio magnético. Mas adelante se hara generalizacion de la ecuacion escalar de
GP para el caso espinorial.

Para determinar el potencial de interaccion efectivo entre atomos con momento
dipolar definido se iniciara considerando la version clasica de la que se desprende el
potencial magnético efectivo. El primer paso es calcular la energia de un momento
dipolar magnético inmerso en un campo magnético. Para esto se recuerda que el campo
magnético externo B realiza un torque sobre el momento dipolar magnético m dado por
T = mBsin(f), siendo 6 el dngulo entre los vectores m y B. Ahora el trabajo necesario
para mover el momento dipolar desde un dngulo inicial 6; hasta un angulo final 6, esta

dado por,
Oy
W =— / Tdf
0;
b1 2.28
=— mB sin(0)do (2.28)
0;
= mbB cos(0y) — mB cos(6y,
recordando que el trabajo es igual al cambio en la energia W = —AU entonces se

puede concluir que la energia de un momento dipolar magnético inmerso en un campo
magnético externo esta dada por,

U=-m-B, (2.29)

para el caso de interés el campo magnético es el generado por un momento dipolar,
como es bien sabido el potencial vectorial en el punto r producido por un momento
dipolar ubicado en r’ estd dado por [26],

_ pomx (r—r')

Aig(r) T (2.30)

C 4n v — 1|

para encontrar el campo magnético encuentro el rotacional del potencial vectorial, en
coordenadas esféricas se tiene que las componentes son: B, = —2E_ cos(f), By =

dr|r—r/ 3
% sin(f) y B, = 0. Entonces el campo magnético en forma vectorial serd,
oldn(mMm-n) —m
gy foBn(m m) —m] o)
Am|r — /|
donde n = ;::j'. Usando las ecuaciones 2.29 y 2.31 se puede escribir el potencial de

interaccién entre dos momentos dipolares m; y msy como |,

U o [mMs - my — 3(my - n)(my - n)

2.32
Anle — v/ (2:32)
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Para el presente proyecto se trabajara con particulas idénticas entonces la magnitud de
los dipolos m; y my son iguales, es decir m; = ms = m, ademas, si los dipolos estan
orientados en direccion z el potencial de interaccién es,

_ pom?(1— 3co;2(9))7 (2.33)

Ulr.r) At|r — 1/

siendo 6 el angulo entre el vector r — r’ y el eje z. Las expresiones 2.27 y 2.33 son
respectivamente los potenciales de interaccién de corto y largo alcance que se pueden
considerar a la hora de estudiar un condensado de Bose interactuante confinado en un
potencial externo. El punto de partida es la ecuacién de Gross-Pitaevskii que describe la
dindamica de un condensado con interacciones a temperatura 17" = 0, la cual sera tratada
a continuacion.

2.2. Ecuacion de Gross-Pitaevskii

En la seccién anterior se dedujeron los potenciales que representan los dos tipos de
interaccién dados por las expresiones 2.27 y 2.33, ahora en esta seccion se deducira la
ecuacion que describe el condensado con interacciones a temperatura cero, llamada la
ecuacién de Gross-Pitaevskii (GP). Para iniciar se toma el Hamiltoniano en segunda
cuantizacion 2.1 el cual se lo puede reescribir de la siguiente manera,

H= / Pt (e, t) HyW(r, t)
1 ) ) A X (2.34)
+ 5/d37”/d37"/\IJT(I‘,t)\IJT(I‘/,t)V(|I’ —1'|)U(r, t)W(r', 1),

Siendo @T(r, t) y ¥(r,t) los operadores de campo de creacién y aniquilacién respectiva-
mente los cuales estan se definen,

Ui(r,0) = > Wi(r, )b,
F=0 (2.35)

respectivamente, donde 1 (r,t) es la autofuncién del Hamiltoniano Hy . Estos opera-
dores cumplen las siguientes relaciones de conmutacion:

(r’,t)] —0, (2.36)
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si se reemplaza las expresiones encontradas para los potenciales de interaccién de corto
y largo alcance el Hamiltoniano 2.34 se puede reescribir de la siguiente manera,

H= / Crt (e, t)HyW(r, t)

% [ @i e DB D) (2.37)
1 — 3cos?d - A
/d3 /d3r’\1ﬁ Do, )2 Vg b ),
o —
siendo g. = 4’Th 2y gq ey . Con este Hamiltoniano se calcula la ecuacion de Heisen-

berg para el operador de campo \I/( t),

8\Ifét t) _ [\if(r, t),ﬁf] , (2.38)

para hacer el conmutador se divide el Hamiltoniano en tres términos de la siguiente
manera,

FI:H1+FIQ+F[3,

i, = / it (o, 1) HpW (r, 1),

. . . 2.
=% [ @i ¥ 0k 0l w0, (239
gd/d3 /d?’r’\lﬁ v )0, t)1| SCOT L2308 0 e 1),
entonces el conmutador en cuestién, se partird en dos,
[\i’(r,t),[ﬂ - [@(r,t),ﬁl} + [\i/(r,t),}b] + [\i/(r,t),ﬁg] , (2.40)

a continuacion, se calculara el primer conmutador,

[xif(r,t), ﬁl] = U(r,t)H, — HU(r, 1)
(r,t) / Ut (e £ HyU(r' t) — / Ut ) HyU(r 4) U (x, t)
(r, 1) / () b (1) — / (1) (e, £) H W (e, 1),

usando las relaciones de conmutacién 2.36 se puede deducir que:

Ui ) U(r,t) = (e, ) UT (', t) — 6(r — 1), (2.41)

|
K

se reemplaza esto en el segundo término,
(r,4) / B, ) b (r ) — / o' [ )W (1) — 6(x —2')| Hob (' 1)

dPr's(r — 'Y HyU(r' ) t)

Il Il
}6)

I
m>

ol (r,1),
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entonces el primer conmutador sera:
[@(r,t),ﬁl} = HyU(r, 1), (2.42)
ahora se calculara el segundo conmutador,

[\il(r,t), 1312} = U(r, ) Hy — HyU(r, 1)

\if(r,t)% / Bt (e, )T, OB, )T, t)
—%/dgr/\iﬁ(r’,t)\iﬁ(r’,t)\il(r',t)\if(r’,t)\if(r,t),
a continuacion, se trabajard sobre la segunda integral usando la relacién 2.41,

Ut (e )T )W (e, )T (1)U (1)

Bt (1) (j)‘iﬁ(r’,t)—é(r—r’)] (e, )0, 1)

+3 Ut 1o — )0 (1) (r, 1)

= @ OO 1) = 6(r — o) | OT(, )T (', £) T (r 1)

=/
=5/
-5 /d U (e, )T, )T, )T (1)
3/
fr

ge
2

ge
2

+ 50 (e, 1) U (r, )‘if( t)

-3 / a0 (e, )T (2, )T, ), (1)

+ %/d%@(r — r’)‘iﬁ(r’, t)\if(r’, Zf)\if(r’,t) + %\iﬂ(r, t)\if(r,t)\il(r, t)

= _% / A (e, )W (e, )BT, ), ), 1) + gV (x, )W (r, ) U(r, ),

entonces el segundo conmutador seré,

[\i/(r,t),ﬁg] = g 01 (r, ) U(r, ) 0(r, 1), (2.43)
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Por 1ultimo, se trabaja sobre el tercer conmutador,
[@(r,t),ﬁg} —(r, ) Hy—, Ay W (r, 1)
& 3cos26 .
—J gd/dS //dS //\IﬂL I‘ 't \IIT( " )%\I}( /,t)\IJ(I‘”,t)
r’

//|
1— 20 . . -
gd/d3 / St (!, )T (e 1) = 3COf| (', )0, ) d(r, 1),
r
Ahora trabajando sobre el segundo término usando la relaciéon 2.41,
R R R 1 — 20 . R
=— %/dgr’/d37"”\IlT(r’,t)\IfT(r”,t)\IJ(r,t)ﬂ\IJ(r’,t)\IJ(r”,t)

‘I'/ o I‘”’3

A~ A A —_ 2 A A
. % / &3 / Bt () [ B, Bt " t) - 6(r — r")] L= 8eos 0 v i@, 1)

|I'/ _ r//l

. . A 1 — 3cos®0 - -
__ % / i / B b, B ()~ DG () (1)

|I" _ I.//|
1 — 3cos?0 . .
/d3 ’/ Pt (e )6 (r — ) " C;)j'lg U(r', t)W(r", t)

. N N 1— 20 . .
_ % /d?’?",/dgr” [\Il(r,t)\lﬁ(r’,t) . 5(1. _ r/)] @T(r/,,t)ﬂ\l’(r/ t)\I/(I'” t)

sitis o l=3cos0
+% / d%’xp*(r',t)‘/g%xp(r',t)\p(r,t)
r

—I‘|

- - 1 — 3cos?0 . -
—-% / /d3 (e, ) (2, )0 () 2 G b 1)

|I‘/ _ I‘”’

. 1— 29 . .
/ / &5 (v )@T(r",t)Mw(r',t)\p(r",t)

|I" _ I.//|

R 1 — 20 . R
+% / dgr’\lﬁ(r’,t)ll?)iiklf(r’,t)\lf(r,t)
r

—I"

1 0 X
_ gd/d3 //ds "\Il \I/T I' t)\IJT( " )ﬁ%‘y(r/afﬂ’(r"ﬁ
r
5 1 — 3cos?0 . <
+ g4 / d%’xp*(ﬂ,t)%qf(r',t)q/(r,t),
r—r

entonces el segundo conmutador es,

N . A 1 — 3cos?d -
[qj(rat)vHS} = gd/d?’fr,\lﬁ(r,vt)&

r—r/? He)

(=B
—~
“"3

~
SN—
—~~

[\
I~
~
S—
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con los resultados 2.42; 2.43 y 2.44, la ecuacion de Heisenberg 2.38 sera:

A

OV (r,t)

ih— = = | Ho+ 9.0 (r. ) ¥ (x, )
1 — 3cos?0 - .
ST VG| W, 8.

(2.45)
+ gd/dgr’\IJT(r’,t) 3
r—r'|
Como se quiere describir un condensado a temperatura cero, se debe tener en cuenta
que todas las particulas ocupan el estado base, por lo cual los operadores de campo
2.35 se pueden aproximar por el primer término de la sumatoria, ademas, en el limite
termodinamico los operadores de creacion y aniquilacion se pueden remplazar por v N
obteniendo asi la siguiente ecuacién,
L O0Yo(r,t .
nZ00 D [ 4 gV (e )
ot
5,1 — 3cos?0 AN (2.46)
+ng/d Tw|d}o(r,t)| wo(r,t),

esta ultima expresion es la ecuacion de Gross-Pitaevskii la cual describe un condensado

a temperatura cero con interacciones de corto y largo alcance!.

La ecuacién G-P arriba deducida es la que satisface el estado base de un gas de
Bose débilmente interacturante. Vale la pena destacar que dicha ecuacion posee la ca-
racteristica de ser muy general. Esto significa que se trata de una ecuaciéon que obedece
la funcién de onda v¥y(r,t) (2.46) en la que el potencial de confinamiento, identificado
como ‘A/m(f), puede ser de cualquier tipo, desde los campos externos en los que tipi-
camente se consiguen los condensados de Bose-Einstein, es decir potenciales de tipo
armonico, hasta las llamadas redes épticas de las que se hablara mas adelante. Ademas,
otro aspecto general de la ecuacion de G-P es que si bien por su construccién, particu-
larmente en lo que respecta al potencial de interaccion interatomico, es de naturaleza
tridimensional, en el préximo capitulo se vera que es posible tratar con sistemas en dos
dimensiones, y por ende, la dinamica y estado estacionario del condensado correspo-
derdn a un sistema bidimensional.

Aunado a lo senalado en el parrafo anterior ahora se hace la siguiente acotacion.
Hasta ahora se ha hecho una descripcion general de un condensado con interacciones de
corto y largo alcance mediante la ecuacion de Gross-Pitaevskii. Para el presente trabajo
se estudiaran atomos lo cuales su momento dipolar magnético es despreciable, por lo
cual tan solo se tendra en cuenta la interaccién de contacto, ademas de se considerara

IPara resolver esta ecuacién de forma numérica se debe definir en cuantas dimensiones hacerlo,
definir un grid para discretizar el espacio y definir un paso temporal. Al hacerlo en dos dimensiones,
el grid que habitualmente se utiliza es de 512 por 512, es decir, se tiene un espacio bidimensional
discretizado por 262144 puntos. La complicacion numérica a la hora de resolver la ecuacién es el
cdlculo de la integral [ dr’ %:fl‘zg o (r’, t)|* dado que se estd integrando sobre r’ esta es una funcién
de r es decir se debe resolver una integral por cada punto del grid lo cual no es viable hablando en
tiempos de computo.
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el hecho de que dichas particulas tienen espin diferente de cero, en particular se tra-
bajara con atomos con espin total 1. El sistema a estudiar es una mezcla de atomos
en dos estados hiperfinos por lo cual se debe considerar que el potencial de contacto se
debe modificar. En la siguiente seccion se hara el respectivo tratamiento al potencial de
interaccion.

2.3. Ecuacion de Gross-Pitaevskii con varias com-
ponentes

Dado que ahora se considerara el espin, en el Hamiltoniano en segunda cuantizaciéon
2.1 el contador 7 asi como j, k y [ representa el conjunto de ntimeros cuanticos que
describen el estado de una particula, por lo cual deben contener al espin. Sin embargo,
para este tratamiento se escribira explicitamente el nimero cuantico de espin, entonces
el Hamiltoniano en segunda cuantizacién sera,

H=Y "% "bl,(ia| Hy|jB)b;s

L o (2.47)
Z > Bl i, GBIV kY. 10) by, b
aﬁv,azgkl

siendo «, 3, v y o los nimeros cuanticos de espin. Este Hamiltoniano se puede escribir
en términos de operadores de la siguiente manera,

H= Z/d?’r\lﬂ t)Hy U, (r, )
+ > /dr/drqﬁ UL, OV (e — 1)) U, (r, )0, (v, 1),

a,B,v,0

(2.48)

donde ! T(rt)y o «(r, t) son los operadores de campo de creacién y aniquilacién de una
particula con espin « respectivamente los cuales se definen como:

Z¢ka k’a’
Z¢ko¢ bkou

siendo ¢y, o (r,t) los auto estados de Hy. Estos operadores tienen las siguientes relaciones
de conmutacion,

(2.49)

:@L(r,t),\if (r',t)} =0, (2.50)
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Para trabajar el término de interaccion hay que tener en cuenta el espin de las particu-
las. Si se tienen dos partlculas con espin total F; =1, F, = 1, de la teoria de momento
angular se tiene que .% = F|+ F5, entonces se puede estudlar el sistema en cualquiera de
las dos bases |.#,mz) o |Fi1,my) ® |Fy,my) = |F1,my; Fo,my), puesto que son equiva-
lentes, debido a que F} = F;, = F' = 1 se simplificara la notacion de esta tltima base de
la siguiente manera |Fy, my; F»,my) = |my; mg). Teniendo en cuenta que . =0, 1,2 se
tendrd los estados |7, mz) = (2,2),[2,1),2,0),]2,—1),|2,—-2),|1,1),|1,0),/1,—1),]0, 0)
los cuales estdan dados en términos de la base |my;ms) con los coeficientes de Clebsch

Gordan,

2,2) — \1-1>
2,1) = 7(|1 ;0) +10;1)),
12,0) = —6(|1 —1) +210;0) + |—1;1)),
1
2,-1) = 7 (|=1;0) +10; 1)),
2,-2) :1\_1_1;>, 251
|171> = _2(|1a0> |071>)7
1,0) = == (15 -1) = -1, 1)),

1, -1) = —(\—1 0) +10;=1)),

\/_

10,0) = (|1;—1> —10;0) +1=1;1)).

Sl

Como se puede ver los estados |1, m4) son anti simétricos por lo cual estos estados seran
desechados porque estos corresponden a fermiones. Ahora usando la aproximacion del
potencial a bajas energias el término de interaccién del Hamiltoniano 2.48 se puede
escribir como,

1 N N A A
5 D Yasoe / &l (x, ) Ul (e, )T, (r, ) U, (r, 1), (2.52)
o,B,7,0
siendo go p.4.0 = m% Lo cual es equivalente a:
| 2F 7 ,
WDVl I SR EELTTLI
F=0,2 F=— a,f=—F
. (2.53)
Yo (Fimslyio) Uy (e )T, (r ),
vy,0=—F

siendo gz = ﬂmaZ’ es decir, se pasa de considerar las dos particulas como individuales
a considerarlas como sistema de dos particulas con espin total .# = 0, 2. Donde los ope-
radores de creacién y aniquilacion de pares de particulas con espin total .# y proyeccién
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mg Son:
~ F /\"' A~
UL o) = Y (BlF mz) U, (r,t)Th(r, 1),
a,f=—F
- (2.54)
G Z ,mgz|o; B) Wa(r, t)Ws(r, t),

la expresién anterior se puede reescribir de una forma mas simplificada como:

- Z 97 Y / rf (v, ) Ul (r, ) PEOTO (r, ), (1, 1), (2.55)

a,B,7v,0

donde P3°77 = (a; B1.F,mz) (F,mz|y;0) es el elemento de matriz del proyector
Pz en la base |F1,my; Fy, my), ademds, al sumar sobre .# no se toma el 1 por ser
antisimétrico . Entonces si se considera el espin total de los atomos el Hamiltoniano que
describe al sistema es,

H= Z / BPr¥l (v, 6)Hy U, (x, 1)

D> / P (1,05, P2 (v, ) 1,1)

?02 a,B,v,0

(2.56)

ahora se procede a calcular la ecuacion de Heisenberg, para esto de nuevo se dividira el
Hamiltoniano 2.56 en dos términos H = H 1+ Hg,

i, - Z / Brit (x, ) HoWa(r, ),

(2.57)
=3 Z 05 Y [ @t 0P (0 ),
a,B,v,0
entonces la ecuacién para el operador W, (r,t) sera:
o, (r, t 3 X X X
m% = W0, 0), | + [0, (1), 115 (2.58)
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A continuacion, se calculara el primer conmutador,
[\if,,(r,t), ﬁl] —, (x, 1) Hy — H W, (x, 1)
:\if,,(r,t)Z/dgr’\ilg(r’,t)ﬁo\ifa(r’,t)
= / Prt () HyW o (x', 1) W, (x, t)

—i,r,0) S / & () FoWa (' 1)

de las relaciones de conmutacién 2.50 se tiene que,

A

U ()W, (r, 1) = U, (r, )Wl (¢ 1) — 6 (r — 1) O, (2.59)

se reemplaza esto en el segundo término,
—0, )Y / (4 H B (r 1)
- / d>r [\ifu(r,t)@;(r',t) —6(r—1) 5w] HyU,(r',t)

— Z / dPr'6 (v —1') 8, HoWo (', 1)
:IA{O\iju(ra t)7

entonces el primer conmutador sera:

A

[qu(r,t),ﬁl} = HoW,(r,1). (2.60)

ahora se trabaja sobre el segundo conmutador,
~ A 1 ~ ~ ~ N ~ ~
[\I/V(r,t),Hg] DI AX) / U (OB, ) P ()W, (1)

1 2F
—5 2 97
F=0,2

> / & ()L (e ) PR UL (Y, )T, (0 1), (x, 1),

a7ﬁ7’Y7U
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trabajando sobre el segundo término usando la relacién 2.59

2F
1 A A A N A A
=—5 > 97 Y, / AL L, ), (r, 1) PP ()T, (1)
=0,2

a»ﬁ:’y:‘j

2F
1 ~ ~ ~ o ~ ~
=3 > gr Y / Ul (), (x, )T, ) PP (Y, )W, (1, ¢)
0,2

avﬁ?’)/?o-

2F
1 - o .
+35 ZO:Qggz > / BB (x40 (x — 1) 85, PEPTO0 (! 1) T, (1)

a,B,7,0

2F
1 T T - a A A
=32 97 2 / A, (r, WL (0, W, ) PR (0, 1) (1 1)
2

F =0, a,B,7,0
| 2F
+3 97 > / &5 (v — 1) 80, UL (/) PGP0 (v, )W, (1, 8)
F=0,2 a,B,7,0
| 2F
+3 97 Z /dgr’\ilg(r’, )0 (r —1') 85, PYP00 (¢ 1)U, (', 1)

§:012 CM,B,’)/,G’

2
1 A A A . A A
=3 E g7 § /d?’r’\ll,,(r,t)\IfL(r’,t)\IfTﬁ(r’,t)R;iﬁ”""lfy(r',t)\I’U(r’,t)

7=0,2

a»ﬁ:’Y?U

2F
1 A ~ N o
T V?B? 70-
+§ g 97 g Wi(r, 1) P27, (v, ) Wy (r, 7)

F=0,2 Byv,0

2F
1 T DOV ,0 T 2
EPIDILCLL AR LRI D)

a:’y’U

en el penultimo término  es un indice mudo por lo cual se lo puede llamar « y debido

A

a que p;u,%a = P2*"% se puede sumar los dos dltimos términos. Entonces se obtiene,
oF
[\I/V(r,t),HQ} = 3 g5 Y PEW (r, )0 (v, ) W (), (2.61)
=0,2 a,y,0

ahora es necesario conocer el elemento de matriz P3""?. Para esto se debe conocer
forma del proyector Py en la base |Fy, my; Fy, msy). Lo cual se puede hacer usando las
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siguientes relaciones.

Y Pr=Iy=0Lol,

her (2.62)
FiFy= ) 3 F(F+1) = (R +1) - B(F+1)] P,
F=0,2
recordando que F; = F; = 1 solo se tienen los siguientes proyectores:

A 1
PoZg(]h@Hz—FrFQ),
X I (2.63)
P2:§(2H1®H2+F1'F2),

con esta representacion de los proyectores se puede calcular su elemento de matriz,

By = 5B — (0l i |y) (V] Fa o)

e (2.64)
Pyt = 2000v0 + (a| F1|7) (V[ F2 o),
reemplazando esto en la ecuacion 2.61 se obtiene,
A ~ 209 ~ ~ ~
[0 (r,6), 1] =0 L2 (r, 1), )0 ()
“ (2.65)

92— 9 b (e 1) y
£ 30 E 0l Fy ) B e, ) (1,0) - (0] Fa o) 8, (r. 1),

a,y,0

usando las expresiones 2.60, y 2.65 se tiene que la ecuacion de Heisenberg para el
operador de campo W, (r,t) serd:

OB (x. 1)

=HU, (v, t
ot oWy (r.?)

+M2qﬂ )W (r,t) 0, (r, t) (2.66)

L9 : — 0N (| Fy ) B (e, ), (x, 1) - (0] By |0) 0, (1),

a?’y?"'

Nuevamente se hace la aproximacion de que a T' = 0 el operador de campo es \ifl,(r, t) ~
$o,.(r, )bo ». Entonces la ecuaciéon para el estado base,

0%, ~ - -
th %boy = Hogobo,(r,1)
go + 292 o 7
+ 3 Nquga )bo aP0,a(r, )bo a®o (1, 1)bo (2.67)
— 90

_|_

N>~ {al Fy [9)@5 o (r, )0 0 b0 (r, b0y - (V] F2|0) ¢y, (x,£)bo o

aa’\/va—
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Ahora se define una funcién de onda espinorial como V(r,t) = > 1. (r,%)|a), con
el fin de que esta esté normalizada a la unidad, se la define 9y ,(r,t) de la siguiente
manera;

Yo.a(r,t) = ”—ngso,a(r, ), (2.68)

donde N es el nimero total de particulas y n, es el nimero de particulas en el estado
de espin «, con esta definicion y teniendo en cuenta, que en el limite termodinamico los
operadores by o = /N, b(T) o /N la ecuacion 2.67 se reescribe como:

Zh% :g0¢u(rv t)

N %ZQZNZ;ZJ;(I"JWJ@(I‘J)?/JV(P» t) (2.69)

BN T @l UL ) 4 sl ),

teniendo en cuenta que N es una constante, esta puede ser absorbida por las go y

. 2 2 < s

go definiendo las nuevas como g, = N2 v g, = 4T-Neo [Jgando la notacién para
m m N

los elementos de matriz (a|Fy |y) = F1*7, (v|Fy|o) = Fy"? y reemplazando H, por

A2 A . 7 . . . /7

2p—m + Ve (T) en la representacién de las coordenadas se puede reescribir la ecuacién de

la siguiente manera,

Loy (e t) [ R
Z”?f“%%ﬁ“”%“ﬂwﬂﬁ
2
+&%2§MUMMMﬁ%mo (2.70)

+ B TR 0, (1 1) - B (1 ),

0{7’)/70-

Esta ultima expresion representa un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales aco-
pladas, se tendra una ecuacién por cada componente de espin, para el presente estudio
se considera un condensado con dos componentes de espin con valores +1 y -1. Dicho
sistema de ecuaciones describe un condensado de Bose-Einstein espinorial que interac-
tua mediante un potencial de contacto. Por tltimo, se definen las constantes ¢y = %
y o = B22E% haciendo énfasis en que del signo de esta tiltima depende el comportamien-
to del sistema, si c; < 0 tendrd un comportamiento ferromagnético y si c; > 0 un
comportamiento polar segin la referencia [27].



Capitulo 3

Gas de Bose confinano en redes de
moireé

En este capitulo se describe la forma en la que es posible, ademas de crear estruc-
turas de moiré, confinar gases atomicos ultrafios de Bose en las mismas. Este tipo de
configuraciones propuestas en el presente trabajo, y particularmente la investigacién de
la dindmica de dominios magnéticos, representa una meta asequible en el actual contex-
to experimental. Primero se describird de forma breve el mecanismo de confinamiento
de atomos neutros y posteriormente la forma en la que se pueden construir redes de
moiré a partir de las redes opticas tradicionales.

3.1. Atomos neutros confinados en potenciales 6pti-
COS
El efecto neto de un campo de luz laser que incide en atomos neutros es la capacidad

de confinarlos. Cuando un dtomo esta sujeto a un campo eléctrico E éste induce un
momento dipolar eléctrico P proporcional al campo eléctrico de la forma,

P = oE, (3.1)

donde « es la polarizabilidad, la cual depende de la frecuencia w del laser. La energia
de interaccion de el momento dipolar inducido P por el campo eléctrico E esta dada

por
P-E
- (P2, o

dado que el campo eléctrico y el momento dipolar oscilan en el tiempo a una frecuencia
w, como es usual se toma el promedio temporal sobre los campos, el cual es representado
por los paréntesis angulares, ello conduce a la expresion para la energia potencial de
confinamiento,

Ugip = ———Re(a)1, (3.3)

esto es, la energia potencial de un d4tomo en un campo eléctrico generado por un haz
laser es proporcional a la intensidad del campo I = 2¢yc ]E|2, y a la parte real de la

23
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polarizabilidad. Dado que la energia Ug;, es conservativa, es posible expresarla a través
de la derivada de una fuerza. Esta fuerza conocida como dipolar 6ptica es de la forma

Fuglr) = ~VUay(r) = 5 Re(0) VI(r), (3.4)
€oC
esta fuerza es la responsable del mecanismo de confinamiento de los atomos neutros, y
es proporcional al gradiente de la intensidad del campo eléctrico. Por sus caracteristicas
este tipo de confinamiento es llamado trampa dipolar 6ptica. Para determinar la polari-
zabilidad «, se emplea un modelo de oscilador arménico armortiguado clasico, llamado
modelo de Lorentz [28], cuyo resultado para la polarizabilidad es

3 F/Wg

wp — w? — z(‘:—g)F

a(w) = 6meye

, (3.5)

donde wy es la frecuencia de oscilacion correspondiente a una transicion éptica, en otras
palabras, corresponde a una frecuencia de resonancia en el modelo del oscilador. Por
otra parte I' corresponde al amortiguamiento de dicho oscilador.

Una aproximacion mas apropiada para calcular la polarizabilidad atéomica es a través
de un modelo semiclésico. En este caso el atomo es tratado como un sistema cuantico
de dos niveles que interactiia con un campo de radiacién clasico. El amortiguamiento
' es determinado por los elementos de matriz dipolares del estado base |b) y el estado
excitado |e) de un dtomo de dos niveles,

3

— 0 e| P DY, 3.6
el P 10| (36)
con P = —er, que representa el operador dipolar. Las expresiones anteriores nos per-

miten determinar el potencial dipolar en funcién de la frecuencia, cuya forma es [28]

3rc? r r
_ 3 ( +
2wy Wy —w Wt w

Udip = V(7). (3.7)
Esta expresién es valida para cualquier frecuencia del laser w. Cuando w = wy es
considerada una resonancia, cuando w = —wy esto es llamado término contrarotante
resonante. En la mayoria de los experimentos la frecuencia del laser es relativamente
cercana a la frecuencia de resonancia wy, tal que se define la desintonia (detuning) que
es A = w — wy se satisface que A << wp. En este caso el término contrarotante puede
ser despreciado, y esta aproximaciéon es conocida como onda rotante dando lugar al
potencial dipolar que seria de la forma,

(3.8)

Para que ocurra el atrapamiento dipolar, es crucial el signo de la desintonia pues éste
determina cuando el potencial dipolar 6ptico es atractivo. La desintonia al rojo es
cuando A < 0, el potencial dipolar es negativo y la interaccion atrae a los atomos en
el campo de luz laser. Los atomos son atrapados en las posiciones con los maximos de
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intensidad. La desintonia al azul es cuando A > 0 la interaccion dipolar repele a los
atomos fuera del campo, y el minimo del potencial corresponde al minimo de intensidad.

Como informacion complementaria, se aprovecharan estas lineas para resaltar que
en experimentos tipicos, el isétopo de 8" Rb ha sido el més usado, de entre los 4tomos
alcalinos, con el propésito de estudiar los efectos estacionarios y dindamicos de su con-
finamiento por potenciales creados con luz. La estructura fina de este atomo, i.e. el
acoplamiento de espin-érbita, posee un doblete de la linea D, esto es, 25; /2 -2 P /2
P35 con frecuencias de transicién de 795nm y 780nm respectivamente. Su espin nu-
clear, I = 3/2, da lugar al desdoblamiento hiperfino del estado base cerca de 6.8GHz
y desdoblando los estados excitados al orden de cientos de MHz. Tipicamente el ancho
del haz laser con perfil de intensidad gaussiana es del orden de 210 pm y usualmente
la longitud de onda en la regién infraroja es de A = 800nm. Mas adelante se retomara
esta discusion relacionada con los parametros experimentales.

3.2. Redes opticas

Posterior al logro de la condensacion de Bose-Einstein en 1995, una gran cantidad
de resultados emanados de los gases atémicos ultrafrios han surgido de la capacidad de
confinarlos en las llamadas redes épticas. Como se ha mencionado previamente, la cone-
xion entre los condensados de Bose confinados en potenciales 6pticos y los electrones en
un sélido es que ambos son sistemas de muchos cuerpos en un estado degenerado [18].
Dado que en la naturaleza los electrones en un sélido estan sumergidos en potenciales
cristalinos, esto los imposibilita de ser manipulados eléctricamente. Tanto los iones de la
red como los mismos electrones, limitan en cierta manera el poder manipular experimen-
talmente las redes cristalinas a través de campos eléctricos externos. En contraparte,
la realizacion experimental de un gas de atomos neutros en estado degenerado, como
los condensados de Bose, tal es el caso de 8"Rb y "' Na, han dado pauta a que estos
sistemas sean excelentes emuladores de la materia condensada y el estado sélido, ya
que su naturaleza neutra y su comportamiento cuantico permite que sean considerados
como los analogos de electrones moviéndose en un potencial particular. A continuacion
se explicard cémo se forman estas redes dpticas.

Un potencial de red periédica puede ser creado en una trampa dipolar éptica con-
traponiendo un par de haces laser uno con respecto del otro, con la misma longitud de
onda A. Como resultado estos haces interfieren y forman una onda estacionaria la cual
da como resultado un potencial peridédico en el que se atrapan a los atomos, esto es,
una red éptica es una simple onda estacionaria de luz linealmente polarizada. Es posible
formar este tipo de potenciales peridédicos en 1, 2 y 3 dimensiones, todo depende del
nimero de haces ldser y cémo se colocan de manera espacial, mas adelante se explicara
la geometria espacial para generar diferentes ondas estacionarias con formas especificas,
esto es, geometrias en dos dimensiones como las que se estudian en la presente tesis,
cuadrada, triangular, honeycomb y mas recientemente geometrias quasicristalinas.
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La red més simple de formar es en una dimensién y corresponde a una onda esta-
cionaria en forma de “tubo”. En ese caso, los atomos s6lo pueden moverse a lo largo
del eje del potencial, esto es una dimension. Esta red peridédica puede ser creada por
ejemplo por un par de laseres gaussianos de tal manera que se forma un patréon de inter-
ferencia de onda estacionaria en 1D. Como resultado se genera un potencial periédico
de atrapamiento dado por [29]

2 27.2

V(r,z) =V exp(—?r—2) cos?(kz) =~ —Vo(1 — =) cos®(kz), (3.9)
Wo Wo

donde wy denota la frecuencia del haz laser, k = 2w/ es el valor absoluto del vector de

onda del haz laser, y Vj denota la profundidad de la red éptica.

Una ventaja importante de usar campos Opticos para crear potenciales periddicos y

atrapar atomos es que la geometria y la profundidad Vj del potencial estan bajo el con-

trol completo del experimental. Un ejemplo de un potencial resultante en 2 dimensiones

es de la forma
V(z,y) = —Vo(cos®(kz) + cos®(ky) + 26,6 cos(¢) cos(kz) cos(ky)), (3.10)

donde k es la magnitud del vector de onda del laser, €; es el vector polarizacién en
direccion i, y ¢ es una fase temporal entre la interferencia de los campos de los laseres.
Anélogamente, la superposicion de tres haces laser con la misma longitud de onda A en
la direcciones z, y y z forma una red periédica en 3 dimensiones (ver figura 3.1), donde
el potencial es de la forma

V(x,y,2) = —Vo(cos?(kx) + cos?(ky) + cos®(kz)). (3.11)

Un aspecto importante en la formacion de redes épticas en cualquier dimension, es
el cuantificar su profundidad, esto es conocer la magnitud de V. Dicho conocimiento
proporciona informaciéon de si el gas de Bose se encuentra en una fase de superfluido
(SF) o Aislante de Mott (MI). Para esto es 1til definir la energia de recoil E,. La energia
de recoil o de retroceso, es el cambio en la energia cinética de un dtomo asociado con
la emisién o absorcién de un fotén con momento k. Este atomo se encuentra confinado
en la red optica la cual es generada por un laser cuya longitud de onda es A, entonces,

la energia de recoil es,
R [2m\°
E.=—1— . 3.12
2m ( A ) (3:12)

Algunos valores experimentales tipicos para la energfa de recoil en el caso del 8 Rb y
una constante de red a = 425nm son, E, = 8.4221073°J = 525210 %V = 12.7kHz. La
profundidad de una red V;, dada en unidades de energia de recoil, para garantizar que
el gas se encuentra en su fase superfluida, oscila entre V) = 6L, y Vy = 12F,.
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Figura 3.1: Se presenta la red éptica en una y dos dimensiones, (a) y (b) respectivamente.

3.3. Redes de moiré

En este punto es pertinente recordar que el tipo de redes que son de interés en el
presente estudio son las redes de moiré. Como se ha establecido previamente, en este
trabajo se analizara la diamica de un condensado de Bose confinado en este tipo de
estructuras. Dichas estructuras resultan de la superposicién de dos redes periddicas
giradas una respecto de la otra en un angulo #. En las siguientes lineas describimos
la forma en la que es posible generar este tipo de redes mediante la combinacién de
haces de luz laser dispuestos apropiadamene. Cabe resaltar que debido al hecho que
experimentalmente se tiene la presencia de un potencial de confinamiento arménico,
tomaremos en cuenta la presencia del mismo para el estudio de la dinamica del gas
espinorial. Se estudiaran dos casos, donde las redes de moiré serdn creadas a partir
de redes cuadradas y redes hexagonales, dichas redes estan dadas por las siguientes
expresiones,

Veu(,y) = Vo [cos® (kz) + cos™(ky)] ,

4k 2k 2k 2k 2k 3.13
Vhem(l'a y) =W COS(Ty) + COS(T;C — Ty) -+ Cos<_x + _y) ’ ( )

V3 3

respectivamente, siendo V; la profundidad del potencial y k = 2{ donde A es la longitud
de onda del laser con el que se genera la red. Por otro lado, el potencial para la trampa
armonica estd dado por la siguiente expresion

1
Vio(z,y) = 3™m (wiz? +wiy?) | (3.14)

siendo m la masa de la particula y w; la frecuencia de la trampa en el eje i (con i = z, y).
Entonces de manera explicita el potencial externo esta dado por

(3.15)

_ Vio(a,y) + 5 [Veu(a,y) + Veu(@', )]
Viey) = {VHO(xv y) + % Whea (2, y) + Vaea (7', )]
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siendo 2/, un sistema de referencia rotado en un angulo € respecto al sistema de
coordenadas x,y, estos dos sistemas de referencia se relacionan mediante la matriz de
rotacién en dos dimensiones de la siguiente manera,

! cosf) —sinf T
(y’):<sin9 cos ) (y) (3.16)



Capitulo 4

Ecuacion de Gross-Pitaevskii:
Tratamiento numeérico

Hasta ahora se hizo la deduccién exhaustiva de la ecuacion GP de manera general,
sin tener en cuenta la dimensionalidad del problema, el nimero de componentes que
van a conformar el condensado, el potencial en el que va a estar confinado el gas o el
tipo de atomos con los que se va a trabajar. En este capitulo se trabajara en un gas
en particular formado por dtomos de 8" Rb en dos estados hiperfinos con proyecciones
de espin +1 y -1, el cual estara confinado en una red 6ptica bidimensional. Ademas, se
estudiaran los métodos numéricos necesarios para resolver la ecuacién GP.

4.1. Dimensionalidad

La ocurrencia de algunos fenémenos fisicos estd directamente relacionada con la di-
mensionalidad en la que se estd estudiando al sistema, en el presente estudio se usa un
condensado en dos dimensiones para estudiar la dindmica de dominios magnéticos. Los
condensados de Bose-Einstein en el laboratorio son atrapados en potenciales arménicos
tridimensionales de la forma: 3m (w2a? + w2y + w?22?) siendo w; la frecuencia de la
trampa en el eje i (con i = x,y, z). Se pueden obtener condensados cuasi 1D o cuasi 2D
al modificar las frecuencias de la trampa. Para obtener un condensado 1D se hacen dos
de estas frecuencias mucho més grandes que la tercera de esta manera la forma de la
trampa es la de un cilindro delgado, es decir, si hacemos w, = w, > w, el condensado
queda confinado en el eje z. Por otro lado, se puede obtener un condensado 2D si se hace
una de las frecuencias mucho mayor a las otras dos de tal manera que el condensado se
convierte en un disco, es decir, si se hace w, > w, = w, el condensado queda confinado
en el plano x, y. Como consecuencia de restringir el movimiento de las particulas en
una o dos direcciones se tiene que la interaccién interatémica se modifica, de tal manera
que se debe reescalar la constante de interaccién para trabajar con una ecuacién uni-
dimensional o bidimensional [30]. A continuacidn, se trabajard como se deben reescalar
las constantes de interaccién para del caso bidimensional.

Para encontrar como se debe reescalar la constante de interaccion se parte de la

29
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ecuacion de Gross-Pitaevskii,

ihaw?)D(r? t)

5t = [f]ogp + gsp|vsn(r, t)|2] Ysp(r,t), (41)

donde g3p = 4“h aN Dado que la frecuencia en z es muy grande lo que se obtiene es que
la trampa se Vuelve muy profunda en dicha direccion, por lo cual la funcién de onda
tridimensional se la puede escribir como la multiplicacién de una funciéon que depende
de z,y con otra que solo depende de z de la siguiente manera,

U3p(r,t) = hap(z,y, )75 (2), (4.2)

siendo ¢9(z) la funcién de onda del estado base del oscilador arménico, es decir,
z2

1 —=5 , N . .
n0(z) = <L> e 22 donde I> = /-~ En los célculos consiguientes se quitara la
mws

ml2
dependencia de las funciones vop(z,y,t) v ¢28(2) con el fin de tener un poco més de

orden. Reemplazando la funcién de onda propuesta 4.2 en la ecuacién 5.4 se tiene,

HO ha%D s P24+ P2 P mo 1 o 95 HO
$1p oy (Lr + B)ap + ¥apg = dip + gmlwzz ) Ynéip
ot 2m 2 (4.3)
. :
+ §m(%93 +wly )1/12D¢1D + gsp|tap|?| o) O| Pap @iy,
donde se ha utilizado Hysp = W + sm(wiz® + wly? + w?z?). Si se divide la

anterior ecuacion por la funcién de onda tridimensional 4.2, se puede reescribir dicha
ecuacion como,

8"7Z)2D_ (P12+PyQ> 1 2 9

il 5 5 + 2m(cu x —Huyy ) + M(z,y)| Yap, (4.4)
donde se ha definido,
1 P2 11
M(x,y) ¢HO2 ¢H02 (w z )¢1D + gsp HO|¢2D| |¢ } ¢1Da (4'5)

es decir, M(x,y) cumple la siguiente ecuacion,

P2
Mia ol = | 3 + g2 + guolvan |15 } o 4)
a continuacion, se hace actuar el operador % + %m(wzz ) sobre ¢H9 v se procede a

integrar la ecuacion en z,
e [t
1 3
1\* hw., i 2ri?
M) () Ve =" (5 ) VERE + ool () 55

ﬁwz g
M(,y) = == + —=- lvanl’.

d2’¢1p + 93D WQD\ /dZ¢HO3
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entonces la ecuacion bidimensional de Gross-Pitaevskii es,

0 P2+ P?) 1
ih 7702D _ ( y) + m(w2x2 +wyy ) 93D |¢2D| @Z)QD, (47)

ot 2m 2 V3rl,

donde no se ha escrito el termino th debido a que es una constante y lo tinico que hara
es un corrimiento en la energia. Entonces de esta ultima expresion se puede concluir
que la constante de interaccion en dos dimensiones se relaciona con la constante en tres
dimensiones de la siguiente manera,

93D

92D = N (4.8)

4.2. Adimensionalizacion de la ecuacion de Gross-
Pitaevskii

Como ya se mencioné un condensado de Bose-Einstein conformado atomos en dife-
rentes estados hiperfinos, se describe mediante un sistema de ecuaciones diferenciales no
lineales acopladas, dicho sistema de ecuaciones no tienen solucion analitica, por lo cual
en este capitulo se presentaran los métodos numéricos que se usaran para resolverlo. El
primer paso a seguir es adimensionalizar la ecuacién (2.70) con el fin de minimizar al
maximo el nimero de parametros libres.

Para adimensionalizar dicha ecuacién se deben definir unidades de energia: ¢, tiempo:
T,V longltud lp, con estas definen nuevas variables adimensionales de tiempo y posicion
t = = de tiempo y posicion respectivamente y por ultimo una funcién de onda

adlmensmnal Vo (F,1) = lytha(r, t), que se define de esta manera para que se cumpla la
condicién de normalizacion. Ahora se procede a calcular como transforman las derivadas
debido a estas definiciones,

9_10
ot 1ot
2 18 49)
ox?  1203?
Ahora reemplazando estas definiciones en la ecuacién (2.70) se obtiene,
ha&u(fag) h2 -2 I bo(F.1
Z;T = _%ZO 2V2 + ‘/eact (I‘, 2?) ¢V(r’ t)
g+29_ TR (= \aT (3 o)y (7 F
+ T Y UL (E D (E D) (F 1) (4.10)

+ BN B, (L DFE (),

a?’y?"'

a pesar que se esta trabajando con variables y funcion de onda adimensionales, la
ecuacion sigue teniendo unidades de energia, por lo cual se procede a dividir la ecuacion
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entre € y se definen los siguientes parametros con el fin de simplificar al maximo la
ecuacion,

h
Yo = —

ET

h2

’Yl - 2

ely™m

o Ve (nt) (4.11)

v(t,t) = ——=

€
_ gwpi  Amh*Na;
&i ely  /3rlelim
donde ya se ha utilizado el hecho que se esta trabajando en dos dimensiones, al usar

la ecuacién 4.8 para la constante de interaccién. Con estos pardametros la ecuacién 2.70
adimensionalizada sera:

i=0,2,

. Oawya(t ) _ {_%%vz +v(r,t)] Y, (r, 1)
+ BT S e o ) )0 (5, ) (4.12)

BB SR () (1) - 0, (0,0)

a’ﬂ/’o-

en esta ultima ecuacion se ha omitido el colocar tildes a las variables y a la funciéon de
onda, teniendo en cuenta que ya son adimensionales, de ahora en adelante se trabajara
con las variables sin tildes sobreentendiendo que ya no tienen dimensiones.
Recordando que esta ecuacion representa un sistema de dos ecuaciones, debido a que
solo se va a trabajar con dos estados hiperfinos con proyecciones de espin +1 y -1,
es decir, la suma no tiene en cuenta el termino cero. Se trabajara en los dos tltimos
términos para ponerlos de manera explicita. Desarrollando la suma del segundo término
se tiene,

21/1 v, )0, (r,0) = ([0 + [0 ) (1601 +9-16,1). (4.13)

Por otro lado, para el tercer término se necesita recordar la matriz de espin F = Ei+
Fy J+ E.k (swndo i 7, k vectores unitarios en la direccién de x, Y, z) cuyas componentes
estan dadas por:

{010 (0 -1 0 ) 10 0
L=—(10 1], E,=—1|1 0 —1], E=100 0|, (414
V2\g 1 0 V2\g 1 o 00 —1

las cuales no llevan A por el hecho que se esta trabajando sin unidades. Desarrollando
el ultimo termino se tiene,

> FTGLE Dy - (DR (1) = 00+ 0j + (o] — [ ) &
aro (4.15)
(0307 + (¥101 = Y10, 1) ]
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reemplazando 4.13 y 4.15 en 4.12 se obtiene después de simplificar las siguientes ecua-
clones:

O, (r,t 1
Z’Yo% - _571V2+V(r7t) W (r,1)

+ 0uati (1) [golthn (r, 8)]* + sl (r, 1) ]
+ 6,191 (1, 1) [82‘w—1(r7 t)‘2 + g3 (r, t)ﬂ ;

(4.16)

2 . .
donde g3 = gOTJ“g?. Este es el sistema de ecuaciones que se pretende resolver, a con-

tinuacion, se presentara el valor numérico de las constantes que se definieron en esta
seccion.

4.3. Constantes

Para calcular el valor de las constantes que intervienen en la ecuacién 4.16, es ne-
cesario definir el valor de las unidades de energia, tiempo y longitud que se definieron
al inicio de la anterior seccién. Debido a que el potencial externo en el que se trabajara
son redes dpticas, se usardn las unidades naturales de estos potenciales [29] para definir
dichas unidades,

A h
= E,, lo = =, [ 4.17
€ 0 5 T Er ( )
siendo F, la energia de recoil dada por F, = % con m la masa de la particulay k = 27”,

donde A es la misma con la que se define la unidad de longitud [y y es la longitud de
onda del laser que se utiliza para generar la trampa Optica. La equivalencia de 7 es con el
fin de que vy = 1. A continuacién, se procederd a calcular los valores de los parametros
que se van a usar en las respectivas unidades dadas por las ecuaciones (4.19), para lo
cual se utilizaran valores que se reportan de experimentos [31], donde se reporta que
la longitud de onda del laser con el que se crea la red éptica es A = 1064nm, por otro
lado el valor de la masa m y longitudes de dispersién a; se obtienen de la referencia [32]
y por ultimo los valores de las frecuencias de la trampa armoénica se reportan en las
referencias [33, 34]. A continuacién se presentan los valores de los pardmetros necesarios
para hacer los cédlculos de las constantes.

N =3 x 10,
A = 1064nm,
m = 86.9094,
ag = 101.8ap,
= 100.4
2 a5 ] (4.18)
w, = 21 x 5022
S
d
Wy = 27 X 50%,
rad

w, = 21 x 5000——,
5
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donde u = 1.660538921(73) x 10~ *g y ag = 5.2917721092(17) x 10~ %cm. Entonces las
unidades de energia (¢) y longitud (ly) serdn:

E, =1.34367 x 1073, lo =532 x 107 "m, T =7.84842 x 107°s  (4.19)

con esto las constantes de la ecuacién 4.16 se presentan en la siguiente tabla:

Constante | v Y1 g2 g3
Valor 1 10.202642 | 10.6168523 | 10.715548

Cuadro 4.1: Constantes de la ecuacién adimensional.

El estudio hecho en esta investigacién se realizé garantizando que las dos compo-
nentes del condensado sean miscibles para poder observar la dindamica de los dominios
magnéticos, es decir, que la constante de interaccién gz que mide como interactian
componentes en diferente estado hiperfino sea menor que la constate de interaccién g
que mide cémo interactiian componentes en el mismo estado hiperfino, especificamente
el valor tomado es g5 = 0.8gy. Por tltimo, respecto a la adimensionalizacién del po-
tencial externo, las redes cuadradas y hexagonales 3.13 con las que se crearan las redes
de moiré tendran una profundidad V = 10E,, por lo cual dichas redes adimensionales
seran,

Veu(,y) = 10 [cos®(mz) + cos*(my)]
4 2 2 2 2 4.20
Unea(,9) = 10 | cos(52) + cos( 5 — 20 4 cos( Tz + T2 (4.20)

mientras que el potencial de trampa armoénica escrito en su forma adimensional sera,

vao(T,y) = %r” + Y. (4.21)
donde v, = ”;“gfg = 0.0015 y v, = Wéﬁlg = 0.0015. Hasta ahora se ha hecho la adi-

mensionalizacion de la ecuacién que describe el condensado y se ha presentado el valor
numeérico de todas las constantes. A continuacién, se presentan los métodos numéricos
que se usaran para resolver dicha ecuacion.

4.4. Evolucién en tiempo imaginario

Para encontrar el estado estacionario del sistema se utiliza el método de evolucion
en tiempo imaginario [35, 36], el cual es un método iterativo que dada una semilla, la
evoluciona hasta llegar al estado con mas baja energia del sistema. A continuacién, se
ilustra el funcionamiento del método.

Debido a que el Hamiltoniano es un operador hermitico, las auto-energias de este son
numeros reales. Ademds, si se tiene un potencial apropiado se puede tener que dichas
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auto-energias son positivas. Dado un Hamiltoniano con estas caracteristicas se tiene la
ecuaciéon de Schrodinger dependiente del tiempo,

s

" — (r, b), (4.22)

dada una condicién inicial a ¢t = 0 para la funcién de onda ¥(r,0) = ;(r), la solucién
a un tiempo t esta dada por el operador de evolucién temporal de la siguiente manera,

b(r,t) = e Fapi(r). (4.23)

Por otro lado, las auto-funciones del Hamiltoniano (¢ (r)) conforman una base, por lo
tanto se puede expresar la condicion inicial para la funcién de onda como una combi-
nacién lineal de dichas auto-funciones, 9;(r) = >, Cr¢y(r). Reemplazando esto en la
ecuacién (4.23) la solucién se la puede escribir como:

O t) =Y e Cun(r), (4.24)

k

donde FEj es la energia asociada a la auto funcién ¢ (r). Ahora se hace un cambio de
variable en la coordenada temporal es decir hacer t = —i7 con 7 € R se obtendra

Ek‘r

(r,—i7) Ze - Crop(r). (4.25)

De esta ultima ecuacion se puede observar que para un 7 lo suficientemente grande, el
término que predomina de la sumatoria es el de menor energia debido a la exponencial,
por lo cual se puede aproximar la solucién como,

Y(r, —it) ~ et Coho(r), (4.26)

siendo Ej la menor energia del sistema, a esta evolucién en 7 se le llama evolucion
en tiempo imaginario. Cabe resaltar que la convergencia de este método depende de
la separacion entre los valores propios de las energias del hamiltoniano. Ademas, si
se tiene en cuenta que el Hamiltoniano en cuestién tiene auto-estados degenerados, el
estado al que se llega es una combinacion lineal de estos, por lo cual, con este método se
encontraran estados estacionarios del sistema que no necesariamente son el estado base
del mismo. El hecho de hacer t = —i7 hace que la ecuacion de Schrodinger se modifique
y tome la siguiente forma,
o

e Hw( t), (4.27)

Por lo cual la 1nica forma de aplicar este método no solo es usando el operador de
evolucion temporal, sino que también se lo puede usar en conjunto con métodos para
solucionar ecuaciones diferenciales. Entre ellos es que se ha escogido para trabajar la
evolucién es el método de Runge-Kutta de cuarto orden a continuaciéon se hara una
pequena descripcién de su aplicacion.
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4.5. Runge-Kutta de cuarto orden

Una deduccién del método se puede encontrar en la referencia [37], este es un método
iterativo para resolver ecuaciones diferenciales de la forma [38]

Ox
5 = @), (4.28)

dada una condicién inicial z(t = 0) = a 6 sistemas de N ecuaciones diferenciales de la
forma,

( 0
% - fl(xlwrQa SR 7xN7t)
8:1:2
A, f2(x17x27 <o )xN7t)
ot (4.29)
0
\ % = fn(x1,29,..., 2N, 1)
dadas las respectivas condiciones iniciales z;(t = 0) = a; coni = 1,2,3,..., N. Para este
trabajo se necesita resolver el sistema de ecuaciones diferenciales dado por la ecuacién
(4.16) haciendo t = —it. Es decir, el sistema de 2 ecuaciones que se quiere resolver es
de la forma,
o
Ay f(wla 77Z}07 ¢—1a t)
ot
Oy (4.30)
ot :h(¢17¢07¢—17t)

dadas las condiciones inicialesal tiempo ¢, 11(r,t) y ¥_1(r,t) las funciones solucién
después de un tiempo At! estan dadas por:

At
wl(l‘,t—F At) = wl(r,t) + F (k‘l -+ 2]{32 + 2]{53 + k’4) s
(4.31)

At
oq(r,t+ At) =_4(r,t) + - (mq 4 2mgy + 2mg + my) ,

donde las constantes k; estan dadas por:

kl = f (wl<r>t)aw—l(r>t)’t) )

ki At mi At At
kQ:f(¢1(r7t)+ 12 ’,Ivz)—l(r7t)+ 12 7t+7)>
(4.32)
ko At maAt At
k3:f(’¢1(r,t)—|— 22 71#1(1',75)4- 22 7t+7)7

ky = f (1(r,t) + ksAt, (v, t) + ma3At, t + At),

de manera similar para las constantes m; la funcién h(iy,1_1,t).

LAt es conocido como tamaiio de paso, para este trabajo se tomo At = 0.0027



Capitulo 5

Dinamica de la textura de espin en
redes de moiré.

En este capitulo se presentan los resultados de la investigacion en torno a la evolu-
ciéon de dominios magnéticos, y la persistencia de la textura de espin del condensado
de Bose-Einstein espinorial confinado en redes de moiré. Aunque se mencionard méas
adelante, conviene senalar que la textura de espin contiene toda la informacién del
campo vectorial definido por las direcciones de los espines que yacen en el plano defi-
nido por las redes en dos dimensiones. Como se ha descrito previamente, se utilizaron
redes de moiré generadas mediante la superposicion de dos redes periddicas, rotadas
en un angulo 6 una respecto de la otra. En particular las geometrias que se conside-
raron para la construccion de las redes de moiré fueron la cuadrada y la hexagonal.
Vale la pena resaltar que dado que el presente trabajo constituye también la propuesta
de un protocolo para ser realizado en los laboratorios de atomos ultrafrios, ademas de
considerar las redes de moiré también se tomd en cuenta la presencia de un potencial
de trampa armoénica. Como es bien sabido, dicho potencial siempre estd presente en
los experimentos. Los angulos de rotacién que se consideraron para definir las redes de
moiré fueron, § = 5,10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60. Ademas, también se analizd
la influencia del potencial armoénico para diferentes valores de las frecuencias w, = w,.
En particular se trabajoé para 7, = 7, = 7 en la ecuaciéon 4.21. Los valores que se usaron
fueron y = 0v,, 0.47,, 0.77,, 1., siendo v, = 0.0015. Cabe resaltar que este valor pude
ser modificado al modificar la frecuencia de la trampa armoénica con la que se confinan
a los dtomos, por su definicién a mayor frecuencia mayor sera el valor de 7.

La organizacion de este capitulo es como sigue a continuacion. Primero se presentan
las observables fisicas que se analizaran y el estado inicial, el cual a su vez establece el
protocolo mencionado en el parrafo anterior. Posteriormente se presentan los resultados
de la evolucion que se basan en la credibilidad que el calculo numérico tiene, la llamada
fidelidad. Los principales resultados obtenidos para las observables se presentan con-
juntamente para las redes cuadrada y hexagonal, especificando los valores que toma la
frecuencia de confinamiento.
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5.1. Observables

En esta seccion se describiran las cantidades dindmicas a estudiar para caracte-
rizar de forma cuantitativa y cualitativa la evolucién de los dominios magnéticos, y
particularmente su persistencia a medida que se desarrolla la evolucién para redes de-
finidas por un dngulo dado 6. La primera observable que se considera para estudiar
la persistencia de los dominios magnéticos es la magnetizacion. La magnetizacién iz-
quierda m;(t) y derecha mp(t), estan definidas en términos de la magnetizacién local
m(z,y,t) = p1(z,y,t) — p_1(x,y,t), siendo pi(x,y,t) v p_1(z,y,t) las densidades aso-
ciadas con las componentes 1 (x,y,t) y ¥_1(x,y,t), respectivamente. Por lo tanto, las
magnetizaciones en los lados izquierdo y derecho se definen de la siguiente manera,

mr(t)—//m dz dy m(z,y,1),
molt) = [ [ o dym(r.y.),

donde €7 y Qp se refiere al area de las mitades izquierda y derecha del sistema, respec-
tivamente.

(5.1)

La segunda observable a ser analizada es la textura de espin T(z,y,t), la cual es
una funcion vectorial que indica la direccién en la que apuntan los espines del sistema
a cada instante de tiempo. Esta observable se define de la siguiente manera,

T(z,y,t) = Vi(z, y, ) FY(2,y,1), (5.2)

siendo F = (0,,0,,0,) donde las 0; son las matrices de Pauliy ¥ (z, y,t) = (¢Y1(x,y, 1), ¢¥_1(z,y,1)).
Entonces la textura de espin esta dada por,

T(ZL’, Y, t) = [¢T¢—1 + 77Z)1¢i1] x
+i [y — ity ] g (5.3)
+ [|¢1\2 - |¢—1|2} z.

Debemos hacer notar que la textura de espin, por como esté definida, es una cantidad
real por lo que, a través de un analisis cualitativo, serd posible confirmar la informacion
proporcionada por la magnetizacon en relacion a la conservacién del estado inicial, para
valores dados del angulo 6 que define la red de moiré en cuestion.

Ciertamente, y como puede apreciarse de la ecuacién (5.3), la componente de la
textura de espin en la direccion Z coincide con la magnetizacién. Es precisamente este
hecho lo que permitirda establecer cuantitativamente, o confirmar, la persistencia del
estado inicial. Ademas, vale la pena resaltar que la magnetizacion es de forma natural
una cantidad mas facil de ser medida a través de distintos dispositivos, ya sea en sistemas
ultrafrios o bien en sistemas pertenecientes a la materia condensada.

Como se describirda a continuacién, inicialmente el condensado yace en un espacio
bidimensional y el estado inicial corresponde a un dominio magnético constituido de dos
zonas, una con espines apuntando en direcciéon +2 y la otra en direccion —z. Con el fin
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de estudiar la dinamica de los dominios magnéticos se hicieron diferentes simulaciones
numéricas. A continuacion, se hace una breve descripciéon de en qué consistié cada
simulacion y los resultados obtenidos.

5.2. Preparacién de los estados iniciales

El primer paso para seguir la evolucién temporal de los dominios magnéticos es pre-
parar el estado inicial a partir del cual inicia la dindmica. A continuacién, se presenta
una breve descripcién del procedimiento seguido para preparar dicho estado.

En primer lugar se determina los estados estacionarios resolviendo numéricamente
las ecuaciones 2.70 mediante el método de evolucién en tiempo imaginario presentado
en el capitulo previo. El potencial externo estd dado por la ecuacién 3.15, es decir,
incluye tanto la red de geometria definida, como el potencial inhomogéneo asociado a
la trampa armonica. El estado estacionario que se alcanza corresponde a uno tal que
las densidades de las dos componentes de espin T y | tienen una distribucién unifor-
me en toda la red. En cada sitio se tiene, una Gaussiana centrada en el mismo, cuya
amplitud varia dependiendo de la distancia al centro. En la figura 5.1 se muestran los
estados estacionarios para las redes de moiré provenientes de la superposicién de dos
redes cuadradas, y un angulo de 30. Desde luego si dicho estado es puesto a evolucionar,
este permanecerd invariante. Posteriormente se elimina de forma manual las particulas
cuya proyeccion de espin sea —1 de la mitad derecha y las particulas con proyeccién de
espin —1 de la mitad izquierda. Dado que este nuevo estado no satisface las ecuacio-
nes acopladas de Gross-Pitaevskii para ambas componentes, necesariamente tendra una
evolucion hacia un nuevo estado. En la figura 5.2 se puede apreciar el estado preparado
a partir del cual evolucionaran los dos dominios. Cabe mencionar que la eliminacion de
particulas imita a los protocolos experimentales en los que se utiliza un dispositivo de
espejo digital para eliminar épticamente los d&tomos en posiciones especificas [39].

Este procedimiento fue realizado para cada caso de potencial externo, ya que se
tomaron dos tipos de redes cuadradas y hexagonales, diferentes angulos de rotacién
0 y diferentes trampas armoénicas caracterizadas por 4. En la figura 5.3 se muestran
las magnetizaciones al tiempo cero para diferentes redes de moiré usando una trampa
armoénica de ¥ = 7,. En cada recuadro se especifica si las redes usadas son cuadradas
(C) o hexagonales (H) y el respectivo valor del angulo de rotacién.
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Figura 5.1: Estado estacionario para una red de moiré creada con dos redes cuadradas
con un angulo de rotacién de 6 = 30 y con trampa 7 = 0.77,.

[ |

Figura 5.2: Estado inicial para una red de moiré creada con dos redes cuadradas con
un angulo de rotacion de 6 = 30 y con trampa v = 0.77,.
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m(z,y,0)

_2920—10 0 10 20

X

Figura 5.3: Se presenta la magnetizacion para diferentes redes de moiré a t = 0. Cada
recuadro tiene dos indicativos, la letra en la esquina inferior izquierda hace referencia
si la red de moiré estd hecha con redes cuadradas (C') o hexagonales (H). Mientras que
el numero en la esquina inferior derecha hace referencia al valor del angulo de rotacion
entre las redes.

Antes de comenzar con la evolucion de los estados, se debe verificar que los calculos
numéricos son confiables, dado que todo calculo numérico tendra un error al solucionar
una ecuacion. Dicho error debe al algoritmo que se esta utilizando y a la precision de
la maquina. A continuacion, se presenta un analisis que da credibilidad a los célculos
realizados y por ende a los resultados obtenidos.
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5.3. Fidelidad

Con el fin de evaluar la confiabilidad del programa que se usa para resolver las
ecuaciones acopladas para las componentes del espin, se introduce una cantidad llamada
la fidelidad. Para calcular dicha cantidad a un tiempo dado, se evoluciona el estado
inicial hasta dicho tiempo y después se cambia el codigo para que evolucione hacia
atras, es decir, se cambia ¢ por —t en las ecuaciones que describen la dinamica del
sistema. Y se comprara el estado inicial con el estado producto de haberlo llevado hasta
un tiempo y después haberlo regresado, para compararlo se usa el producto interno, es
decir la fidelidad se define de la siguiente manera,

F(t> = /de’ / dy Wikz(x’ Y, O>¢18(I7 Y, t) + ¢iu($7 Y, 0)10—1.3(95: Y, t)} ’ (54)

Siendo v1;(z,y,0) v ¥_1;(z,y,0) el estado inicial (t = 0) y ¥1e(z,y,t) y ¥_1e(x,y,t) €l
resultado de evolucionar el estado inicial hasta un tiempo t y después regresarlo hasta
t = 0. Esta cantidad mide que tan parecidos son el estado inicial con el estado que
se evoluciond y regresé. Por su definicién el valor méximo que puede tomar F'(t) es
1, mientras que el valor que toma la fidelidad sea cercano a 1 se puede decir que los
calculos numéricos son confiables y por lo tanto los errores numéricos son pequenos.
Cabe resaltar que los errores en el célculo dependen del tamano del paso temporal que
se toma en la evolucién y del tamano de discretizacion del grid, es decir, de cuantos
puntos se toman para discretizar un intervalo de espacio. Por ende, que la fidelidad se
logre mantener para mayores tiempos de evolucion, depende del paso temporal y de
la discretizacién espacial. Debido a esto también se estudié la fidelidad para diferentes
valores de paso temporal y de discretizacion espacial cabe resaltar que al hacer méas
pequenos estos dos valores el tiempo de computo para evolucionar el sistema a un
tiempo se aumenta bastante. Ademads, se llega a un punto que sin importar que tan
pequena sea la discretizacién, la fidelidad decae para un tiempo y esto se puede atribuir
a la precision de la maquina. Por lo cual el niimero de puntos en el grid y el paso temporal
que se escogieron fueron 512 y 0.002 respectivamente. A continuacién, se presenta el
analisis hecho para los valores escogidos. Primero se calculd la fidelidad para tiempos
de evolucion grandes, con el fin de observar hasta qué punto de la dinamica el calculo
numeérico resulta confiable.

Antes de hacer la descripcién asociada a la dindmica, es importante mencionar que
todos los tiempos especificados de aqui en adelante estaran en unidades de tiempo 7
definido como 7 = h/E,. En la figura 5.4 se puede observar que para un tiempo de
mayor a t = 5507 la fidelidad decae, por lo cual los resultados obtenidos de la dindmica
para tiempos mayores a ¢t = 5507 no son confiables. Posteriormente se hizo este analisis
para cada valor de dangulo de rotacion, con 7 = 17, dado que es el que presenta mayor
error numérico, garantizando asi, que si el cdlculo hasta un tiempo dado con el mayor
valor de 7 es bueno, entonces los de menor 4 también lo serdn. En la figura 5.5 se
muestra como la fidelidad se conserva hasta un tiempo de ¢t = 3607 para diferentes
valores de redes para una trampa v = 17,. De este analisis se puede ver los resultados
que se obtengan para tiempos menores o iguales a ¢ = 3607 no son producto de errores
numéricos.



CAPITULO 5. DINAMICA DE LA TEXTURA DE ESPIN EN REDES DE MOIRE3

1.0 AexmAGXEAGXEAGXNAGXNA® LA® HAg A A A
% x o Y
0.8 * .
t *®
[_{4 0.6 A 5/ = ()’YI
0.4 o 7=01,
® :Y = 0‘77;17
0.2 5 =1y,
0.0 0 200 400 600 800

t

Figura 5.4: Fidelidad como funcién del tiempo para una red de moiré hecha con dos
redes hexagonales rotadas 5 grados una respecto de la otra para diferentes trampas.
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Figura 5.5: Fidelidad como funcién del tiempo para diferentes valores del angulo de rota-
cion. Para la red cuadrada se dibuja en tonos rojos, mientras que para la red Hexagonal
se dibuja en tonos azules.

5.4. Protocolo de evolucion temporal

Con el fin de estudiar la persistencia de la magnetizacion, en este trabajo se estudia-
ron redes de moiré definidas por un angulo particular. Los angulos de rotacién estudia-
dos fueron, 6 = 5,10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60. Por otro lado, también se quiso
estudiar la influencia de la trampa armonica, por lo cual también se hizo el estudio
para diferentes valores de 7. Los valores que se usaron fueron 4 = 0v,, 0.47,, 0.7z, 17,,
siendo 7y, = 0.0015.

En primer lugar, se evolucioné el estado preparado para un angulo rotacion 6 = 0
para ambas redes y para cada una de las trampas. Se observd que transcurrido un
tiempola magnetizacion decae a cero, como se puede ver en las figuras 5.6 y 5.7. Cabe
resaltar que los resultados que se presentaran de ahora en adelante, las graficas hechas
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en tonos de rojo son para redes de moiré hechas con redes cuadradas, mientras que las
graficas hechas en tonos azules son para redes de moiré hechas con redes hexagonales.

Cuadrada 6 = 0 0.5 Cuadrada 8 = 0

0.0
ol = =0 / 0.4
| = =0 203 —y=0m

5—0.2 — =07y, £ 0o — 7=04%

—0.3 ¥=1% — §=0T
—0.4 0.1 5= 1v \
iy 0.0
TT0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
t t
(a) (b)

Figura 5.6: Magnetizacion izquierda (a) y derecha (b), para una red de moiré hecha con
dos redes cuadradas con un angulo de rotacion 6 = 0.

Hexagonal § =0

Hexagonal 8 =0 0.5
= 5 =0y / 0.4
O o, , 0.3 — 7=0m%
~—0.2  — =077 9 2 _ln 4
g . g9 — =047
—0.3 7=l —_ 5 =077,
—0.4 0.1 ¥ =17 \
05 0.0 .
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
t t
(a) (b)

Figura 5.7: Magnetizacién izquierda (a) y derecha (b), para una red de moiré hecha con
dos redes hexagonales con un angulo de rotacion 6 = 0.

Dado que la magnetizacion decae a un tiempo aproximado de 2807 para la red de
moiré hecha con redes cuadradas y de ¢ = 2407 para la hecha con redes hexagonales se
toma estos tiempos como los tiempos maximos a los que se van a evolucionar los dife-
rentes casos. Por otro lado, como se puede ver en las figuras 5.6 y 5.7, la magnetizacién
izquierda y derecha son un “espejo” una de la otra, entonces se decide que de ahora en
adelante solo se va a presentar la magnetizacién derecha. Ademas, dado que se hicieron
una gran cantidad de simulaciones a continuacion se presentan las graficas que resumen
mejor los resultados.

En las figuras 5.8 y 5.9 se puede ver que, aunque los angulos son diferentes, el com-
portamiento de la magnetizacion es el mismo. Esto se debe a que las y redes cuadrada
y hexagonal son simétricas ante rotaciones de 90 y 60 grados respectivamente. Por lo
tanto, los angulos de rotacion que producen redes de moiré diferentes son los que van de
0 = 0 hasta 6 = %S siendo 6, el angulo bajo el cual la red tiene simetria rotacional. Es
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decir, por cada angulo 6; en el intervalo [0, %] hay un angulo 6, en el intervalo [%S, 98}
que producen la misma geometria en la red de moiré y estos angulos estan relacionados
de la siguiente manera, 6o = 65 — 6. Como se puede ver en la figura 5.10, la geometria
de la red para los dngulos 40 y 50 para las redes cuadradas es la misma al igual que
para los dngulos 10 y 50 para las hexagonales, debido a esto de ahora en adelante solo
se reportaran angulos comprendidos en el intervalo [0, 45] para redes cuadradas y en el

intervalo [0, 30] para redes hexagonales.

0.51 Cuadrada 8 = 40 051 Cuadrada 6 = 50
0.50 ‘E*M 0.50 ‘—“\/__\_’-——\
0.49 L 0.49 L —
Q —_— 7= Q — =0
g 048] — 5=04y, g 048]  — 5=04,
0471 — 7=07% 047 — =077
0.46 7= 0.46 7=
0457550 100 150 200 250 300 U450 50 100 150 200 250 300
¢ ¢
(a) (b)

Figura 5.8: Magnetizacion para una red de moiré hecha con dos redes cuadradas con
un angulo de rotacién 6 = 40 (a) y 8 = 50 (b).

Hexagonal 6 = 10 Hexagonal 6 = 50

0.5 0.5

0.4 £ S 0.4 W
03— 5=0y 203 — =0y
S09 — 7=04% S09 — 7=04n

—_— =077, — =077
0.1 5 =17, 0.1 5=1v,
0.0 0.0
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
t t
(a) (b)

Figura 5.9: Magnetizacion para una red de moiré hecha con dos redes hexagonales con
un angulo de rotacién 6 = 100 (a) y 6 = 50 (b).
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Cuadrada 6 = 40 Cuadrada 6 = 50

10 10
> 0 =0
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Figura 5.10: Estado estacionario para una red de moiré hecha con dos redes cuadradas
con un angulo de rotacién de # = 40 (a), § = 50 (b) y para una red de hecha con dos
redes hexagonales con un angulo de rotacién de # = 10 (c), # = 50 (d). Todas tienen
una trampa v = ;.

En las figuras 5.11 y 5.12 se presenta la evolucién de la magnetizacién para diferentes
angulos de rotacion y se puede observar que a medida que el angulo de rotacién aumenta
la magnetizacion decae menos, esto se cumple para todos los valores de 7. Cabe resaltar
que existe un angulo para el cual la magnetizacion no decae estos angulos son § = 35 y
6 = 30 para las redes cuadradas y hexagonales respectivamente (ver figura 5.13).
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Figura 5.11: Magnetizacién para una red de moiré hecha con redes cuadradas y angulos

de rotaciéon 6 =5 (a), 8 =10 (b), # = 15 (c), 8 = 20 (d).
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Figura 5.12: Magnetizacion para una red de moiré hecha con redes hexagonales y angulos
de rotacién 6 =5 (a), 6 =10 (b), § = 15 (c), 0 = 20 (d).
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Figura 5.13: Magnetizacion para una red de moiré hecha con dos redes cuadradas y un
angulo de rotaciéon # = 35 (a). Magnetizacién para una red de moiré hecha con dos
redes hexagonales y un angulo de rotacién 6§ = 30 (b).

Otra forma de ver que la magnetizaciéon no decayo, y por lo tanto no los dominios
magnéticos se quedaron practicamente estaticos, es viendo el valor de la magnetizacion
local a diferentes tiempos. En la figura 5.14 se grafica la dicha observable para diferentes
tiempos (t = 0,84, 164, 244) para los dangulos donde mas cambia la magnetizacion (5) y
donde dicha observable se mantiene. Como se puede ver para § = 5 hay una mezcla de
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las componentes alrededor del centro de la trampa, mientras que para los dngulos de
0 = 35y 6 = 30 el cambio en la magnetizacion es despreciable.

. 0.06
=07
0.04
l0.00
= 164
TE 002
20
—0.04

Nt = 24471
—10 B
“250-10 0 10 20 —

X

—0.06

Figura 5.14: Se presenta la magnetizacion para una red de moiré hecha con redes cuadra-
das primera y segunda columna con angulo de rotacién § = 5 y § = 35 respectivamente.
La tercera y cuarta columnas corresponden a una red de moiré hecha con redes hexa-
gonales con angulo de rotacion § = 5 y 8 = 30 respectivamente. Las filas representan
los diferentes tiempos, de arriba hacia abajo los tiempos son de 07, 847, 1647, 2447.
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Figura 5.15: Magnetizacién en el lado derecho para redes hexagonales con un angulo de
rotacién 6 = 0.

Por 1ltimo, respecto a la influencia de la trampa armoénica en la evolucion de la
magnetizacion, se puede decir que la consecuencia de tener este potencial inhomogéneo
es que la dindmica sufre una especie de “aceleracion” a medida que aumenta el ancho
de la trampa. En otras palabras, y como se puede ver en la figura 5.15 la magnetizacion
presenta oscilaciones y la frecuencia con la que oscila es mayor cuanto mayor es el valor
de 7.

Hasta ahora se ha caracterizado la dinamica de los dominios magnéticos mediante
una observable cuantitativa que es la magnetizacion, sin embargo, es muy util utilizar
una observable de cardcter cualitativo que permite rectificar los resultados obtenidos.
Dicha observable es la textura de espin, la cual es de ayuda para hacerse una idea de
cémo se estan comportando los dominios magnéticos. A continuacién, se presenta una
serie de figuras en donde se podra observar la textura de espin para diferentes tiempos.
Con el fin de observar cémo se mantiene invariante la textura de espin para cuando la
red de moiré esta formada por dos redes cuadradas y un angulo de rotacion 6 = 35 y
también cuando estd formada por dos redes hexagonales y un angulo de rotacién 6 = 30
lo cual rectifica los resultados expuestos en la figura 5.13.

Las figuras que se presentan a continuacién corresponden a la textura de espin pa-
ra diferentes tiempos. Para la red de moiré hecha con redes cuadradas con angulo de
rotacién § = 0 (5.16, 5.17, 5.18), con dngulo de rotacién # = 35 (5.19, 5.20, 5.21). Para
la red de moiré hecha con redes hexagonales con angulo de rotacién 6 = 0 (5.22, 5.23,
5.24), y con angulo de rotacién # = 30 (5.25, 5.26, 5.27). Los tiempos que se tomaron
para hacer estas figuras fueron: el inicial ¢ = 0, el tiempo que le toma a la magnetizacién
decaer a cero para el angulo de rotacién § = 0 (ver figuras 5.6, 5.7) que corresponde
a t = 284 para redes a cuadradas, t = 244 para hexagonales, y un tiempo intermedio
t = 140, t = 124 para cuadradas y hexagonales respectivamente. Cabe resaltar que las
graficas que se presentan son para una trampa armonica caracterizada por 4 = ;.

En las graficas de textura de espin se puede ver claramente como se mezclan las
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direcciones en las que apunta los espines a medida que pasa el tiempo cuando el angulo
de rotacién es # = 0, lo cual explica porque decae la magnetizacion en este caso. Por
otro lado, en las gréaficas para # = 35, no se observa cambio alguno lo cual esta en
concordancia con lo que se presenta en la figura 5.13a. Mientras que cuando 6 = 35 se
puede observar que hay un pequeno cambio en la direcciéon de los espines en el centro
mientras que el resto de la textura permanece casi constante, esto explica por qué en la
grafica 5.13b se observa que cuando se tiene trampa armoénica la magnetizacion varia
un poco.

Figura 5.16: Se representa la textura de espin mediante conos que apuntan en la direc-
cién que apuntan los espines. Se presentan dos graficas, la superior es la vista de perfil
en el plano z, z de la textura, mientras que la inferior es una vista en tres dimensiones.
Aqui se estd graficando la textura de espin para una red de moiré hecha con redes
cuadradas, un angulo de rotacion € = 0 y a un tiempo ¢t = 0.
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Figura 5.17: Se representa la textura de espin mediante conos que apuntan en la direc-
cién que apuntan los espines. Se presentan dos graficas, la superior es la vista de perfil
en el plano x, z de la textura, mientras que la inferior es una vista en tres dimensiones.
Aqui se esta graficando la textura de espin para una red de moiré hecha con redes
cuadradas, un angulo de rotacion # = 0 y a un tiempo ¢ = 1407.

Figura 5.18: Se representa la textura de espin mediante conos que apuntan en la direc-
cién que apuntan los espines. Se presentan dos graficas, la superior es la vista de perfil
en el plano x, z de la textura, mientras que la inferior es una vista en tres dimensiones.
Aqui se esta graficando la textura de espin para una red de moiré hecha con redes
cuadradas, un angulo de rotaciéon # = 0 y a un tiempo ¢t = 284r.
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Figura 5.19: Se representa la textura de espin mediante conos que apuntan en la direc-
cién que apuntan los espines. Se presentan dos graficas, la superior es la vista de perfil
en el plano x, z de la textura, mientras que la inferior es una vista en tres dimensiones.
Aqui se esta graficando la textura de espin para una red de moiré hecha con redes
cuadradas, un angulo de rotaciéon # = 35 y a un tiempo t = 0r.

“wf " vl“ulh“m A

x

Figura 5.20: Se representa la textura de espin mediante conos que apuntan en la direc-
cién que apuntan los espines. Se presentan dos graficas, la superior es la vista de perfil
en el plano x, z de la textura, mientras que la inferior es una vista en tres dimensiones.
Aqui se esta graficando la textura de espin para una red de moiré hecha con redes
cuadradas, un angulo de rotaciéon # = 35 y a un tiempo t = 1407.
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Figura 5.21: Se representa la textura de espin mediante conos que apuntan en la direc-
cién que apuntan los espines. Se presentan dos graficas, la superior es la vista de perfil
en el plano x, z de la textura, mientras que la inferior es una vista en tres dimensiones.
Aqui se esta graficando la textura de espin para una red de moiré hecha con redes
cuadradas, un angulo de rotacion # = 35 y a un tiempo t = 284r.

Figura 5.22: Se representa la textura de espin mediante conos que apuntan en la direc-
cién que apuntan los espines. Se presentan dos graficas, la superior es la vista de perfil
en el plano x, z de la textura, mientras que la inferior es una vista en tres dimensiones.
Aqui se esta graficando la textura de espin para una red de moiré hecha con redes
hexagonales, un angulo de rotaciéon # = 0 y a un tiempo t = 0r.
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Figura 5.23: Se representa la textura de espin mediante conos que apuntan en la direc-
cién que apuntan los espines. Se presentan dos graficas, la superior es la vista de perfil
en el plano x, z de la textura, mientras que la inferior es una vista en tres dimensiones.
Aqui se esta graficando la textura de espin para una red de moiré hecha con redes
hexagonales, un angulo de rotaciéon # = 0 y a un tiempo t = 124r.

Figura 5.24: Se representa la textura de espin mediante conos que apuntan en la direc-
cién que apuntan los espines. Se presentan dos graficas, la superior es la vista de perfil
en el plano x, z de la textura, mientras que la inferior es una vista en tres dimensiones.
Aqui se esta graficando la textura de espin para una red de moiré hecha con redes
hexagonales, un angulo de rotaciéon # = 0 y a un tiempo t = 244r.
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Figura 5.25: Se representa la textura de espin mediante conos que apuntan en la direc-
cién que apuntan los espines. Se presentan dos graficas, la superior es la vista de perfil
en el plano x, z de la textura, mientras que la inferior es una vista en tres dimensiones.
Aqui se esta graficando la textura de espin para una red de moiré hecha con redes
hexagonales, un angulo de rotaciéon # = 30 y a un tiempo t = 0r.

Figura 5.26: Se representa la textura de espin mediante conos que apuntan en la direc-
cién que apuntan los espines. Se presentan dos graficas, la superior es la vista de perfil
en el plano z, z de la textura, mientras que la inferior es una vista en tres dimensiones.
Aqui se esta graficando la textura de espin para una red de moiré hecha con redes
hexagonales, un angulo de rotaciéon § = 30 y a un tiempo ¢t = 1247.



CAPITULO 5. DINAMICA DE LA TEXTURA DE ESPIN EN REDES DE MOIRB7

Figura 5.27: Se representa la textura de espin mediante conos que apuntan en la direc-
cién que apuntan los espines. Se presentan dos graficas, la superior es la vista de perfil
en el plano z, z de la textura, mientras que la inferior es una vista en tres dimensiones.
Aqui se esta graficando la textura de espin para una red de moiré hecha con redes
hexagonales, un angulo de rotaciéon § = 30 y a un tiempo ¢t = 244r.

5.5. Analisis

Después de haber realizado las simulaciones y procesado los datos se puede observar
lo siguiente:

1. El niimero de puntos con el que se discretiza el espacio y el paso temporal escogidos
para este trabajo fueron 512 y 0.002 respectivamente, esto fue porque estos valores
son suficientes para mantener la fidelidad hasta los tiempos de evolucién que se
requieren y ademas que el tiempo de computo no sea tan grande.

2. Se observé que para algunos angulos (6, y 63) el comportamiento de la magne-
tizacion es el mismo, esto se debe a la simetria rotacional de las redes originales
con las que se forman las redes de moiré y estos angulos se relacionan mediante
la siguiente expresion,

(92 = ‘93 - ‘91, (55)

siendo 6, el angulo de rotacion bajo el cual la red original es simétrica. Dicha
simetria hace que la geometria de las redes de moiré formada con los angulos 6,
y 65 sea la misma.

3. La geometria de la red (dada por el dngulo de rotacién) en la que se confina a
los a&tomos juega un papel importante en la evoluciéon de la magnetizacion, debido
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a que para diferentes angulos de rotacion la magnetizacion decae hasta un valor
minimo diferente.

4. Existe un angulo especial para el cual la magnetizacion se mantiene por completo.
Dicho angulo es de 35 para las redes cuadradas y de 30 para las redes hexagonales.

5. El papel que juega la trampa armoénica es crear una especie de aceleracion de la
dindmica de la magnetizacién. Esta conclusion se desprende del comportamiento
de todos los valores de v considerados. Entre mayor sea el valor de ¥ mayor sera
la frecuencia con que oscile la magnetizacion.



CAPITULO 5. DINAMICA DE LA TEXTURA DE ESPIN EN REDES DE MOIRI59

5.6. Conclusiones

Este trabajo tuvo como objetivo estudiar la dindmica de dominios magnéticos, en
particular, la persistencia de la magnetizacién y la textura de espin en redes de moiré
bidimensionales. El interés de este estudio nace en el contexto de las heteroestructu-
ras de Van der Waals que son materiales fabricados al apilar cristales bidimensionales,
dichas heteroestructuras tienen una aplicacion en la espintréonica debido a sus propieda-
des magnéticas. Para alcanzar el objetivo propuesto, en el presente trabajo se propone
utilizar un condensado de Bose con interacciones confinado en una red de moiré como el
sistema a través del cual se simularan las heteroestructuras de Van der Waals. Dicho gas
estd compuesto por una mezcla de atomos que pueden estar en dos estados hiperfinos,
uno con proyeccion de espin +1 y otro con proyeccién -1. Ademas, se considerd dos tipos
de redes de moiré, el primero fabricado con redes cuadradas y el segundo fabricado con
redes hexagonal.

Primero se realiz6 una breve descripcién de los potenciales de interacciéon que se pue-
den tener en cuenta, y debido a que se queria trabajar con 4tomos de 8"Rb los cuales no
tienen un momento dipolar magnético considerable, el potencial modelo que se escoge
es el de contacto. Posteriormente se hizo la deduccion de la ecuacion de Gross-Pitaevskii
para varias componentes 2.70, la cual es en realidad un sistema de dos ecuaciones dife-
renciales no lineales por lo cual no tiene solucion analitica. Debido a esto la solucion se
debe encontrar usando métodos numéricos como evolucién en tiempo imaginario para
el estado estacionario y Runge Kutta de cuarto orden para la evolucion temporal. Antes
de pasar al tratamiento numérico de la ecuaciéon que describe al condensado, se propone
que el potencial de confinamiento es una red de moiré aunado a una trampa armonica de-
bido a que dicha trampa siempre esta presente en los experimentos de atomos ultrafrios.

Teniendo en cuanta que el problema que se quiso estudiar fue la dinamica de domi-
nios magnéticos en dos dimensiones se hizo el respectivo anélisis de como se modifican
las constantes de interaccion al pasar de resolver el problema en tres dimensiones a dos
dimensiones. Posteriormente se hizo el respectivo tratamiento numérico para la solucion
del sistema de ecuaciones que describen el gas. Una vez resueltas numéricamente las
ecuaciones, se procedié a estudiar la dindmica de dominios magnéticos para diferentes
valores tanto de la frecuencia de la trampa armonica como del angulo de rotacién de
las redes de moiré, y se encontré que la influencia de la trampa armonica es acelerar
la dindmica de los dominios magnéticos, mientras que en respecto al angulo de rota-
cién se observo que existen angulos para los cuales la magnetizacion y la textura de
espin se conservan en el tiempo. Después de hacer el respectivo analisis a los resultados
obtenidos en cada uno de los casos estudiados se llegd a las siguientes conclusiones.

1. La magnetizacién presenta oscilaciones periddicas.

2. La frecuencia de oscilacion de la magnetizacion es proporcional a la frecuencia de
la trampa.

3. A medida que se aumenta el angulo de rotacion, el valor minimo que alcanza la
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magnetizacion es mayor.

4. Existen angulos especiales para los cuales la magnetizacion se conserva. Estos
angulos son: 35 para las redes cuadradas y 30 para la hecha con redes hexagonales.

5.6.1. Perspectiva

Este trabajo fue realizado considerando &tomos de 8"Rb los cuales no tienen un
momento dipolar magnético considerable, por lo cual el potencial modelo para la inter-
accion entre particulas fue un potencial de contacto. Se propone ampliar este estudio
para atomos de 52Cr, 1Dy o '68Er los cuales se caracterizan precisamente, por tener un
momento dipolar magnético grande, entonces en la descripcion del gas se debe conside-
rar una interaccién de largo alcance, y seria interesante observar la influencia de dicha
interaccion en la dindmica de dominios magnéticos.



Apéndice A

Interaccion efectiva en la ecuacion
de Gross-Pitaevskii

A.1. Desarrollo en ondas parciales

Se puede escribir €T como un desarrollo de funciones de Bessel y arménicos esféricos

[40] de la siguiente manera

> Z " (B, 0x) o (k) Y™ (6, 0), (A1)

dado que el vector k esta en direccién z entonces €X' = e#? = ¢#73(9) o5 decir no
depende del angulo polar ¢ por lo cual m = 0,
e = ar Y i Ok, i) u (k)Y (6, ), (A.2)
1=0
por otro lado, los arménicos esféricos param = 0 estan dados por, Y;° (6, ¢) = %B(COS(@)),

sustituyendo esta expresién en la ecuacién A.2 se tiene,

=i 20+ 1) ji(kr) Pi(cos(6)), (A.3)

=0

por otro lado, dado que se estd analizando el caso para r muy grande se puede decir
que kr > 1 entonces para este caso se puede aproximar la funcién de Bessel a j5; =

61
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% sin (kr — %T) reemplazando esta expresion en la ecuacion A.3 se tiene,

= ,2l+1 I
kz -l :
= E U sin (kr -5 ) Py(cos(0))

IRT

ikz 2l+1 ikr - . —ikz
eks = Z ik (e™it(—i)! — e~ **ti") Py(cos(0))

=0

. 2041, . :
tkz __ ikr _ _—ikz/ 1\l
e = g ik (e e " (—1) ) Py(cos(6)),

entonces se puede expresar e¢’** como un desarrollo de polinomios de Legendre,
0 o] l
= P, 0) — — P 0). A4
e e ZE_O ik ) (cosB) — e ;—0 Sikr ) (cosO) (A.4)

A.2. Interaccion efectiva en el espacio de momentos

A continuacién, se encontrara la Transformada de Fourier de la ecuacién de Schrodin-
ger independiente del tiempo dada por

_ %vw () +V (1) U(r) = EY (), (A5)

para el primer término —%QVQ\II (r) basta con recordar que la TF de la n-ésima derivada
estd dada por (ik")"W(k'), entonces la transformada de Fourier del primer término sera,

hWiﬁ(k’). (A.6)

m

Ahora la TF del segundo término estd dado por,

/ BrV ()0 (r)e (A7)

v

usando la ecuacién 2.18 para reemplazar V(r) y W(r) en la ecuacién anterior se tiene

/d3r_zv /{J”/ ik!"r 1 Z\I] k// ik'"'r fzk’

k.lll k//
_ Z V k/// Z U k‘” / d3re—ir-[k”’—(k’—k”)]
kl// k.l/ (A.8)
— k/” \II k” 5 k/// _ kj o k”
» ; V( )%: (K")d( ( )

—— Z V /C// k//)

kl/
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Entonces la Transformada de Fourier de la ecuacién de Schrédinger independiente del
tiempo es,

2 /2 N
Wk Z V(K — k"YU (k") = EV (K, (A.9)

k//
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