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INGENIERÍA MECÁNICA - TERMOFLUIDOS

PRESENTA:
VICTOR HUGO HUITRÓN RODRÍGUEZ
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2do. Vocal: Dr. Eduardo Ramos Mora

3er. Vocal: Dr. Sergio Cuevas Garcı́a
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Resumen

Estudios indican que, durante el inicio de la formación de los planetas, el núcleo interno sólido
no existı́a y éste se ha ido solidificando a través del tiempo, teniendo profundas implicaciones
en la dinámica y la evolución del núcleo externo. Numerosos autores se han enfocado a presen-
tar este problema numérico utilizando como discretización de malla el algoritmo de la esferas
concéntricas (ver Aubert et al. (2009), González (2011) Landeau and Aubert (2011)), mientras
que otros autores se han enfocado en la optimización del esquema de Galerkin (ver Li et al.
(2010), Schaeffer (2013)) para optimizar la resolución de las armónicas esféricas, por lo que
existe muy poca información sobre la convección en una esfera lı́quida. Esta investigación se
enfoca a analizar los patrones convectivos y la transferencia de calor de un fluido confinado
en una esfera, con gravedad radial y sometida a movimiento de rotación. Las ecuaciones de la
dinámica de fluidos, considerando la aproximación de Boussinesq, se resuelven numéricamen-
te utilizando el método de los elementos espectrales h/p. La diferencia de temperaturas entre el
fluido confinado y la superficie de la esfera, se obtiene debido a una fuente de calor uniforme
que se encuentra en el interior del fluido. Los patrones convectivos y la transferencia de calor en
la superficie de la esfera (número de Nusselt), se presentan para diferentes relaciones de la fuer-
za de flotación (número de Rayleigh) y la fuerza de Coriollis (número de Taylor). Además, se
propone una malla esférica basándose en el algoritmo de Chaljub et al. (2003) en donde también
se mapean los puntos de interpolación de Gauss-Lobato-Legendre y se verifica la resolución
numérica comparando los resultados con la solución analı́tica de la transferencia de calor en
estado estacionario y con la reproducción de un problema de benchmark propuesto por Marti
et al. (2014). Finalmente se muestran los patrones convectivos obtenidos al variar el número de
Rayleigh (5× 103 ≤ Ra ≤ 8.333× 105) y el número de Taylor (64 ≤ Ta ≤ 2.56× 106).
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Capı́tulo 1

Introducción

Con el objeto de comprender el comportamiento del fluido en el interior de los planetas,
en la etapa previa a la formación de su núcleo interno, en esta tesis, se estudia la convección
térmica de un fluido confinado en el interior de una esfera con movimiento de rotación. La
convección natural se presenta debido a una fuente de calor homogénea que se presenta en el
fluido y a la presencia de una fuerza gravitacional radial que varı́a linealmente desde el centro
de la esfera hasta su superficie sólida. Entre los cuerpos celestes existen algunos que, basado
en los actuales estudios, pueden contener un campo magnético. Un dı́namo es la amplificación
de una perturbación de campo magnético mediante conversión de energı́a mecánica y térmica
de un fluido eléctricamente conductor. Éste surge de la convección térmica o convección com-
puesta, siendo un factor importante para la generación del campo magnético. El estudio de la
convección térmica es de gran importancia ya que, éste nos proporciona información sobre el
estado de la materia y la dinámica que se produce en el interior de un planeta, satélite o aste-
roide. Además, estudios indican que al inicio de la formación de los planetas, el núcleo interno
sólido no existı́a, en donde estructuras internas y la dinámica convectiva de los planetas terres-
tres probablemente se establecieron durante e inmediatamente después de su acreción, que se
acompañó de una fusión generalizada, facilitando la separación núcleo-manto y la diferencia-
ción del manto (ver los trabajos de Loper (1985), Jacobs (1987), Gubbins y Bervera (2007)).
La solidificación del núcleo interno tiene profundas implicaciones en la dinámica y evolución
del núcleo externo. En el planeta Marte hoy en dı́a se observa un débil campo magnético ya que
en la actualidad el núcleo de marte se encuentra en su mayorı́a solidificado lo que genera supo-
siciones de que en el pasado pudo existir un fuerte campo magnético que se fue debilitando a
medida que el núcleo se fue solidificando (a Liquid Iron Core (2003), mystery of Mars’ interior
(2019), ver el trabajo de Jacobs (1987)). En Venus se ha detectado un débil campo magnético
o remanente de uno, sin embargo, no se sabe mucho de su núcleo. En la tierra es muy probable
que el núcleo interno haya crecido por solidificación desde el núcleo externo a medida que la
Tierra se ha enfriado durante los últimos 4,500 millones de años y que la solidificación y el
crecimiento continúan. En algunos modelos de la evolución del núcleo interno, suponen que el
crecimiento de éste podrı́a ser una caracterı́stica aún más reciente, comenzando a crecer desde
hace aproximadamente 2 mil millones de años. Se sabe que el campo magnético de la tierra es
originado en el núcleo externo en donde las altas temperaturas (proporcionadas por la energı́a
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1. INTRODUCCIÓN

que suministra el núcleo interno) que sus compuestos como el hierro se encuentran en forma
lı́quida, en donde la mezcla de estos compuestos generados por la rotación y la convección
tiene como consecuencia que el núcleo externo se comporte como un dı́namo. Loper (1985)
indica que el gran impacto en la Tierra que dió origen a la luna ayudó a homogeneizar el núcleo
que se encontraba en formación creando una mezcla turbulenta de todos los elementos en éste.
Estos fenómenos son de suma importancia para conocer la evolución de la tierra, ya que, por
un lado, los movimientos convectivos que ocurren en el interior del planeta pueden explicar
procesos de deformación de la corteza, como lo son la formación de montañas, islas, los vol-
canes y su actividad, ası́ como el clima y los fenómenos que se presentan derivados de éstos.
Por otro lado, el campo magnético que nos provee una protección contra el viento solar y otros
fenómenos astronómicos que podrı́an afectar (o terminar) la vida terrestre, también ha ayudado
en la navegación tanto para la humanidad como para diversos animales, como aves, insectos e
incluso bacterias, ya que éste proporciona un sistema de referencia invisible (ver los trabajos
de Gubbins y Bervera (2007), Loper (1985)). El estudio de la evolución del núcleo es de gran
relevancia para la investigación de la historia temprana de la dinámica interior no sólo de la
Tierra, sino de los satélites y los planetas ya sean rocosos o gaseosos.

1.1. Estado del Arte

Diversos trabajos analı́ticos, experimentales y numéricos se han publicado sobre la dinámi-
ca del núcleo externo de los planetas en los cuales se considera un modelo simplificado que
consiste de un sistema de dos esferas concéntricas con rotación, sobre el cual actúa una fuerza
de gravedad radial. Sin embargo, muy pocos trabajos numéricos han reportado la dinámica de
un núcleo completamente lı́quido dada la complejidad que presenta generar una malla compu-
tacional esférica.

Evonuk y Glaztmaier (2006) observaron en una simulación bidimensional, la dinámica
interna de un planeta gaseoso utilizando 3 modelos, en donde dos de ellos presentan tamaños
diferentes de núcleo interno y un modelo carece de núcleo interno, en donde analizaron la
formación de los patrones convectivos debido al movimiento de rotación (ver figura 1.1).

Figura 1.1: Comparaciones de los campos de velocidad de 3 modelos analizados Evonuk y Glazt-
maier (2006) en donde, de izquierda a derecha se utiliza (figura a la izquierda) Modelo sin núcleo
sólido interno. (figura al centro) Modelo con núcleo sólido interno a con un tamaño del 10 % del
tamaño del radio total. (figura a la derecha) Modelo con núcleo sólido interno con un tamaño del
35 % del tamaño del radio total.

2



1.1 Estado del Arte

Aubert et al. (2009) destacan la importancia de la convección en el planeta Tierra, reali-
zando simulaciones de dos modelos de evolución de flujo de calor en la interfaz núcleo-manto,
usando el concepto de las esferas concéntricas, donde utiliza un radio interno muy pequeño
(ri = .01r0), donde ri es el radio interno de la esfera y r0 es el radio de la esfera total, afir-
mando que el impacto de ese pequeño diámetro se puede despreciar en la solución final. Estos
modelos predicen que, hasta la aparición del núcleo interno, el dı́namo es impulsado sólo por
enfriamiento, produciendo un campo magnético similar al actual, lo que impide una interpreta-
ción de los registros paleomagnéticos más antiguos como evidencia de la presencia del núcleo
interno. Sugieren que en el geodı́namo no hay una claridad acerca de la transición a las inver-
siones de polaridad a lo largo de su historia.

Li et al. (2010) presentaron una solución de una esfera lı́quida con rotación resolviendo
las ecuaciones de la magnetohidrodinámica en donde desarrollaron un esquema de Galerkin
para resolver el problema del valor propio de la cinemática de una esfera lı́quida. Después de
adoptar el problema de los valores propios de la cinemática del dı́namo a una descomposición
poloidal-toroidal y expandirlos en armónicos esféricos, expresaron la dependencia radial en
términos de una base de polinomios ortogonales exponencialmente convergentes. De acuerdo
con sus resultados, este método de Galerkin muestra una convergencia más rápida, para un
tamaño de problema dado, que cualquier otro esquema descrito, comprobando su esquema con
varios flujos.

Landeau y Aubert (2011) presentaron simulaciones numéricas de convección térmica y
acción de dı́namo generada por un calentamiento interno (destinado a modelar un núcleo pla-
netario sujeto a enfriamiento uniforme) en una esfera giratoria apoyándose en los criterios que
Aubert utilizó en su artı́culo de 2009 (ver Aubert et al. (2009)) donde utilizó el concepto de las
esferas concétricas. En el régimen de convección, encontraron una transición espontánea hacia
un régimen de flujo inesperado y previamente no observado (ver figura 1.2).

Figura 1.2: Comparación del campo de velocidades de uz y uφ en el plano meridional (izquierda).
Patrones obtenidos del campo de velocidades ur en el plano ecuatorial (derecha) (Landeau y Aubert
(2011)).

Orozco et al. (2013) analizaron las corrientes convectivas de una esfera con rotación y
gravedad axial utilizando el método de elementos espectrales. Ellos observaron que, teniendo
un número de Taylor fijo, a medida que incrementaban el número de Rayleigh (10 ≤ Ra ≤
10 × 107) se mejoraba la transferencia de calor en el polo norte de la esfera mientras que en
el polo sur se reducı́a. También observaron que, si se mantenı́a fijo el número de Rayleigh y
aumentaba el número de Taylor (0 ≤ Ta ≤ 14.4 × 104), la transferencia de calor dependerı́a
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1. INTRODUCCIÓN

de la intensidad del movimiento rotatorio. Además, ellos observaron que el efecto neto de la
fuerza de Coriolis sobre la fuerza de flotabilidad es el amortiguar el movimiento convectivo,
permitiendo una redistribución del campo de vorticidades.

Schaeffer (2013) publicó la medición de rendimiento y la precisión de varios algoritmos
eficientes para la transformada armónica esférica basadas en la cuadratura de Gauss Legendre,
logrando cálculos eficientes en las funciones asociadas a Legendre utilizando resoluciones muy
altas (polinomios de grado 1023, incluso pudo simular satisfactoriamente polinomios de grado
43600 ) que implica una reducción significativa y simultánea de uso de memoria y tiempo de
cálculo para la transformación armónica esférica. Posteriormente Kaplan et al. (2017), utiliza-
ron los algoritmos previamente usados por Schaeffer (2013) para publicar un modelo turbu-
lento realı́stico de geodı́namo de la Tierra generando tres simulaciones con diferentes número
de Ekman. Sin embargo, el modelado utilizado es el de las esferas concéntricas. Marti et al.
(2014) desarrollaron modelos en una esfera lı́quida en donde los fluidos son incompresibles,
presentando forzamiento del flujo debido a la convección térmica o al movimiento de rotación.
Todos los problemas definidos tienen soluciones que permiten una fácil comparación, ya que
son estables, se desvı́an lentamente o son perfectamente periódicos. Los dos primeros puntos
de referencia se definen con base en el calentamiento interno uniforme dentro de la esfera bajo
la aproximación de Boussinesq con condiciones de contorno uniformes en temperatura. El pri-
mer modelo que presentaron es puramente hidrodinámico (ver figura 1.3). El segundo modelo
es un punto de referencia magnetohidrodinámico que puede generar flujos y campos magnéti-
cos oscilatorios, puramente periódicos. En contraste, el tercer modelo es un punto de referencia
de una esfera giratoria hidrodinámica que utiliza condiciones de frontera de deslizamiento que
tiene una solución estacionaria. Ellos observaron que los resultados obtenidos de los modelos
1 y 2 para una esfera completa, difieren de los resultados obtenidos en esferas concéntricas.

Figura 1.3: Visualización del perfil de velocidades radial y azimutal en el plano ecuatorial del
modelo 1 (Marti et al., 2014).

Sánchez et al. (2015) utilizaron el método de colocación para resolver las armónicas esféri-
cas y el radio para la resolución de flujos convectivos en una geometrı́a completamente esféri-
ca. Además, utilizaron diversos puntos de interpolación para la generación de la malla. En-
tre los puntos de interpolación que probaron están: Los puntos Chebyshev-Gauss-Lobatto,
Chebyshev-Gauss, Chebyshev-Gauss-Radau, puntos medios de Chebyshev-Gauss-Lobatto y
puntos igualmente espaciados. Sus estudios determinaron que los métodos que involucran el
método Gauss-Lobatto presentaron una mayor precisión en la discretización de la parte radial
de las ecuaciones esféricas. Entre las simulaciones que presentaron sobre convección en es-
feras con rotación utilizaron altos números de Rayleigh (5.4 × 106 ≤ Ra ≤ 9.09 × 108) y
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1.1 Estado del Arte

una alta velocidad angular mostrando varios patrones convectivos en los planos ecuatoriales y
meridionales (ver figura 1.4).

Figura 1.4: Proyecciones de temperaturas Θ(a − c),velocidadesvφ(d − f) y la energı́a cinética
(e− g) de las funciones propias para un Ta = 7.03× 1012, Ra = 3.38× 109, ω = −1.64× 104,
donde ω es la velocidad angular (Sánchez et al., 2015).

Kaplan et al. (2017) estudiaron la convección no lineal en una esfera lı́quida con rotación
cerca del Número de Rayleigh crı́tico utilizando simulación numérica directa. El campo de ve-
locidades es proyectado en escalares poloidales y toroidales, que son expandidos en funciones
armónicas esféricas en las direcciones angulares y se hace uso de diferencias finitas utilizando
una malla irregular en la dirección radial. Ellos observaron que la convección inicia con ondas
térmicas de Rossby pero que a medida que aumentan el número de Rayleigh este fenómeno es
dominado por la advección (ver figura 1.5).

Figura 1.5: Visualización del perfil de temperaturas en el plano ecuatorial y del perfil de velocida-
des vφ en el plano meridional para un E = 10−6, P r = 0.01, Ra = 5.53× 107 (izquierda) y para
un E = 10−6, P r = 0.01, Ra = 5.42× 107 (derecha); donde E es el número de Ekman, Pr es el
número de Prandtl y Ra es el número de Rayleigh. (Kaplan et al., 2017).

En el presente trabajo de tesis se analizan los patrones convectivos y la transferencia de
calor de un fluido incompresible confinado en una esfera, el cual está sujeto a una gravedad
radial y sometido a un movimiento de rotación. Considerando la aproximación de Boussinesq
se resuelven numéricamente las ecuaciones de la dinámica de los fluidos, utilizando el método
de los elementos espectrales.

La malla numérica esférica se genera haciendo uso del algoritmo de la esfera cubada mo-
dificada (ver trabajo de Chaljub et al. (2003)) y se ha validado su funcionalidad con el método
de elementos espectrales al comparar los resultados obtenidos de un problema analı́tico y al
reproducir una solución que se encuentra en la literatura (ver artı́culo de Marti et al. (2014)).

Se resuelven diversos casos en los cuales el número de Rayleigh varı́a en el intervalo 5 ×
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1. INTRODUCCIÓN

103 ≤ Ra ≤ 8.333× 105 y el número de Taylor varı́a en el rango 64 ≤ Ta ≤ 2.56× 106. En
las simulaciones numéricas se observan diferentes patrones convectivos estables e inestables.
Una contribución importante de esta tesis es que se logró generar los patrones convectivos en
un esfera lı́quida, esta información es muy escasa en la literatura.

En cuanto a los patrones convectivos estables con rotación, se observa que, cuando la fuerza
gravitacional (intensidad de la convección natural) es mayor que la fuerza de Coriolis (intensi-
dad de la rotación) la solución numérica muestra que las celdas convectivas tienen una rotación
contraria al movimiento angular de la esfera. En el caso contrario, si la fuerza de Coriolis es
mayor que la fuerza de gravedad, la solución numérica muestra un giro del patrón convectivo
con el mismo sentido a la rotación de la esfera. Sin embargo, al resolver casos con rotación
que involucran un número de Rayleigh cercano al número de Rayleigh crı́tico (Rac = 5, 000,
sin rotación), se observaron únicamente soluciones cuyo patrón convectivo rota en el mismo
sentido que la esfera. Cuando la fuerza de Coriolis es pequeña y no produce un efecto en la
convección natural, se observan inestabilidades en las celdas convectivas generadas que derivan
en un flujo inestable tridimensional.

Con los resultados obtenidos se construyó un mapa Ra − Ta que facilita la búsqueda de
patrones convectivos estables e inestables. Como trabajo a futuro se deben generar múltiples
mapasRa−Ta en donde se observe con claridad el lı́mite entre los diferentes patrones convec-
tivos (estables e inestables), y comprobar, si entre las soluciones existe un patrón convectivo
que no muestre una rotación en el sentido de la rotación de la esfera o en el sentido opuesto a
la rotación.

1.2. Objetivos

Objetivo General

Estudiar los patrones convectivos generados en una esfera completa (’full sphere’) por un
campo de gravitación radial y el efecto que tiene la rotación sobre estos patrones, ası́ como su
transferencia de calor.

Objetivos especı́ficos

1. Generar una malla computacional para una esfera completa (’full sphere’) utilizando
elementos hexaédricos.

2. Obtener la solución analı́tica de la transferencia de calor en estado transitorio con un
término fuente para una esfera completa (’full sphere’) y comparar los resultados de la
solución analı́tica con los obtenidos en la solución numérica.

3. Validar el código y la malla computacional con resultados obtenidos en la literatura.

4. Calcular la transferencia de calor (número de Nusselt) en la frontera de la esfera sometida
a distintas relaciones de número de Rayleigh y número de Taylor.
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1.2 Objetivos

En el capı́tulo 2 se dará la explicación del modelo fı́sico partiendo de una breve descripción
del núcleo de la tierra. En el capı́tulo 3 se presenta el modelo matemático que rige el modelo
fı́sico planteado. En el capı́tulo 4 se describe brevemente el modelo numérico ası́ como el algo-
ritmo utilizado para la generación de la malla computacional. En el capı́tulo 5 se presentan los
estudios de validación, ası́ como los resultados obtenidos del problema de convección natural
sin rotación y convección natural con rotación con un número de Rayleigh fijo. En el capı́tulo
6 presentan las conclusiones y el trabajo a futuro.
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Capı́tulo 2

Modelo fı́sico

2.1. El núcleo de la Tierra

Las propiedades internas de la Tierra han sido determinadas mediante observaciones ex-
ternas, en donde la sismologı́a es la principal fuente de información sobre la mayor parte del
interior de la Tierra, particularmente el manto. Sin embargo, la sismologı́a proporciona re-
lativamente poca información sobre el núcleo externo lı́quido, y las variaciones del campo
geomagnético se utilizan para sondear su interfaz con el manto. Otras observaciones que han
servido para conocer el núcleo, provienen de las mediciones de la duración del dı́a, la gravedad
y el momento de inercia. La presión en el centro de la Tierra es de aproximadamente 364 GPa
y 135 GPa en la parte superior del núcleo. El principal elemento con el que está constituido
el núcleo es el hierro, además, el análisis de la densidad el núcleo sugiere que el hierro se en-
cuentra mezclado con otros elementos más ligeros, en donde, hay evidencia que sugiere que
esos elementos no son metálicos (ver trabajo de Loper (1985)). Por observaciones sı́smicas
se conoce que el lı́mite entre el manto y el núcleo tiene un radio de aproximadamente 3,480
km. Actualmente el núcleo está dividido en dos regiones, nombradas núcleo externo e interno,
en donde el lı́mite entre estos dos núcleos tiene un radio de aproximadamente 1,220 km. El
núcleo externo está compuesto por una capa lı́quida en donde, gracias a observaciones de las
variaciones que ha tenido el campo magnético terrestre, se conoce que el movimiento del fluido
en este núcleo es la causa de la generación de dicho campo. El núcleo interno es una región
cristalizada que comprende el 5 % de la masa del núcleo. Una cuestión fundamental acerca el
núcleo de la Tierra es su origen en donde se ha preguntado si su núcleo ha tenido la misma
composición y/o división entre núcleos o si ésta ha ido evolucionando con el paso del tiempo
geológico. La mayorı́a de las teorı́as sobre el origen del campo magnético de la Tierra lo atribu-
yen a movimientos en el núcleo externo lı́quido en donde se han encontrado rocas tan antiguas
de aproximadamente 3,500 millones de años que poseen magnetización remanente, por lo que
es extremadamente probable que la Tierra tuviera un núcleo fundido. Es muy probable que el
núcleo interno haya crecido por solidificación desde el núcleo externo a medida que la Tierra
se ha enfriado durante los últimos 4,500 millones de años y que la solidificación y el creci-
miento continúan. El núcleo interno bien puede ser una caracterı́stica relativamente reciente;
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2. MODELO FÍSICO

en algunos modelos de la evolución del núcleo, éste comienza a crecer hace aproximadamente
2 mil millones de años.

El presente trabajo de tesis utilizó un modelo del núcleo en donde no existe un núcleo
interno. Este modelo es adecuando para describir planetas gaseosos y a aquellos planetas cuyo
núcleo se encuentra temporalmente lı́quido (como es el caso del planeta Tierra hace más de 2
mil millones de años).

2.2. Descripción del modelo

Para el modelo propuesto se considera un fluido incompresible confinado en una esfera de
radio unitario, en donde la esfera tiene una gravedad radial que va cambiando en función directa
del radio. Las paredes de la esfera tiene una condición de no deslizamiento y ésta también tiene
una temperatura fija y uniforme. Hay una fuente generadora de calor uniforme volumétrica
que abarca toda la esfera y que eleva su temperatura. Además la esfera es sometida a rotación
alrededor del eje z.

Figura 2.1: Esquema del modelo.
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Capı́tulo 3

Modelo matemático

Para estudiar el fenómeno de convección natural para un fluido incompresible, se hará
uso de las ecuaciones de conservación de masa, la ecuación de cantidad de movimiento y la
ecuación de conservación de energı́a:

3.1. Ecuación de conservación de masa

La ecuación de conservación de masa se define por:

∇ · u = 0 (3.1)

3.2. Ecuación de cantidad de movimiento

La ecuación de cantidad de movimiento está definida por:

ρ

(
Du

Dt

)
= −∇p+ µ∇2u + ρg + F (3.2)

El término F de la ecuación (3.2) corresponde a las fuerzas externas que actúan en nuestro
sistema. Para nuestro fenómeno se considera la fuerza de Coriolis y la fuerza centrı́fuga las dos
fuerzas están representadas por:

F = 2ρ

boldsymbolΩ × u + ρΩ×Ω× r
(3.3)
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3. MODELO MATEMÁTICO

Donde Ω es el vector velocidad angular de rotación. Para introducir la convección en la
ecuación de la cantidad de movimiento se debe de considerar un cambio en la densidad con
respecto a la temperatura, conocida como fuerza de flotación. La fuerza de flotación se encuen-
tra en el término ρg del lado derecho de la ecuación (3.2), que al elevar la temperatura en el
interior de la esfera, teniendo en la pared una temperatura cero se presenta una variación de
temperaturas desde el centro de la esfera hasta la frontera de la esfera. Debido a ésto se usa la
aproximación de Boussinesq, además la densidad se puede expresar como:

ρ ≈ ρ0 [1− β (T − Tr0)] (3.4)

Donde β es el coeficiente de expansión térmica, Tr0 es la temperatura que se encuentra en
la frontera de la esfera y ρ0 es la densidad del fluido bajo un equilibrio estático.

Al sustituir la ecuación (3.2) en (3.1) y al dividir el término p de la ecuación (3.1) en una
presión estática y una presión dinámica p = p0 + p̂, los términos estáticos de la ecuación
de cantidad de movimiento describen una ecuación que representa la ausencia de movimiento
(equilibrio estático), por lo que −∇p0 − ρ0g = 0, p la ecuación (or lo que la ecuación (3.2) se
define:

ρ0

(
Du

Dt

)
= −∇p̂+ µ∇2u− ρ0β (Tr0 − T ) g + 2ρ0Ω × u + ρ0Ω×Ω× r (3.5)

ó de la siguiente manera:

Du

Dt
=
−∇p̂
ρ0

+ ν∇2u− β (Tr0 − T ) g + 2Ω × u + Ω×Ω× r (3.6)

La aceleración centrı́fuga se puede escribir de la siguiente manera (ver apéndice A):

Ω×Ω× r = −1

2
∇|Ω× r| (3.7)

Por lo que se puede agrupar la ecuación (3.7) al término del gradiente de presión de la
ecuación (3.6) :

p̄ =
p̂

ρ0
− 1

2
|Ω× r| (3.8)
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3.3 Ecuación de la energı́a

Por lo que la ecuación de cantidad se movimiento finalmente se expresa como:

Du

Dt
= −∇p̄+ ν∇2u− β (Tr0 − T ) g + 2Ω × u (3.9)

3.3. Ecuación de la energı́a

La ecuación de la energı́a está definida por:

DT

Dt
= α∇2T +

Q̇

ρcp
(3.10)

En donde α es la difusividad térmica del fluido, Q̇ es el término fuente.
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3. MODELO MATEMÁTICO

3.4. Adimensionalización de las ecuaciones

Para adimensionalizar las ecuaciones se proponen las siguientes variables adimensionales:

x∗1 =
1

R
x1 x∗2 =

1

R
x2 x∗3 =

1

R
x3

v∗1 =
R

ν
v1 v∗2 =

R

ν
v2 v∗3 =

R

ν
v3

T ∗ =
T − Tr0

∆T
t∗ =

ν2

R
t

(3.11)

En donde Q̇ se define como el término fuente. ∆T se define como
Q̇R2

6k
, dondeR es el radio de

la esfera. Una vez conociendo los parámetros adimensionales y suponiendo variables adimen-
sionales, se adimensionalizan las ecuaciones de conservación (en el apéndice (B) se encuentra
el desarrollo).

3.4.1. Adimensionalización de la ecuación de conservación de masa

La ecuación de conservación de masa adimensionalizada se escribe:

∇∗ · u∗ = 0 (3.12)
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3.4 Adimensionalización de las ecuaciones

3.4.2. Adimensionalización de la ecuación de cantidad de movimiento

La normalización de la ecuación de cantidad de movimiento da :

∂u∗1
∂t∗

+ u∗j
∂u∗1
∂x∗j

= −∂p̄
∗

∂x∗1
+
∂2u∗1
∂x∗2j

− 1

6

Ra

Pr
T ∗ − 2Ta

1
2u∗2

(3.13)

∂u∗2
∂t∗

+ u∗j
∂u∗2
∂x∗j

= −∂p̄
∗

∂x∗2
+
∂2u∗2
∂x∗2j

− 1

6

Ra

Pr
T ∗ + 2Ta

1
2u∗1 (3.14)

∂u∗3
∂t∗

+ u∗j
∂u∗3
∂x∗j

= −∂p̄
∗

∂x∗3
+
∂2u∗3
∂x∗2j

− 1

6

Ra

Pr
T ∗ (3.15)

Donde Ra es el número de Rayleigh definido como Ra =
βgQ̇R5

6kνα
=

βg∆TR3

να
, Ta es el

número de Taylor definido como Ta =
ω2

3R
4

ν2
y Pr es el número de Prandtl definido como

Pr =
ν

α
.

3.4.3. Adimensionalización de la ecuación de conservación de energı́a

La ecuación adimensionalizada de la energı́a se escribe:

DT ∗

Dt∗
=

1

Pr
∇2T ∗ +

6

Pr
(3.16)
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Capı́tulo 4

Modelo numérico

Para la resolución de las ecuaciones de conservación se hace uso de la paqueterı́a libre
Nek5000 que es un software que resuelve numéricamente las ecuaciones en estado transitorio
de Navier-Stokes ya sea en régimen laminar, transitorio o turbulento con transferencia de calor
por convección forzada o natural haciendo uso de un bajo número de Mach y bajo un flujo
incompresible; incluso es capaz de hacer uso de las ecuaciones de Maxwell para la resolución
de problemas magneto-hidrodinámicos. La discretización espacial del código está basado en
el método de elementos espectrales (SEM), que es un método de elementos finitos de alto
orden para la resolución de ecuaciones diferenciales parciales. Aquı́ el dominio computacional
está definido por macroelementos cuya solución y geometrı́a está aproximada por polinomios
de alto orden para cada macroelemento. Esta técnica presenta poca dispersión y disipación
numérica, además otorga mayor precisión sin perder la flexibilidad de las técnicas de elemento
finito de bajo orden.

En este capı́tulo se describen los métodos númericos que utiliza el software; además se
describe el algoritmo que se utilizó para la generación de la malla numérica, se describe tam-
bién el algoritmo que se utilizó para generar la conectividad de los macroelementos ası́ como
la modificación a la organización de los puntos GLL para la resolución del problema.

4.1. Método de residuos pesados (WRM)

El método de residuos pesados, es un método que se utiliza para obtener una solución apro-
ximada de las ecuaciones diferenciales. El método de elementos finitos, el método espectral y
el método de elementos espectrales son extensión de una forma general de éste método de
residuos pesados.

Para el método WRM parte de la consideración de una ecuación diferencial que pueda
resolverse en todo el dominio:

L (u (x))− f(x) = 0 (4.1)
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4. MODELO NUMÉRICO

En donde L es un operador diferencial lineal. El método involucra dos pasos importantes. El
primer paso es suponer una solución aproximada basada en la ecuación diferencial 4.1:

u(x) ∼= ũ =
n∑
i=1

aiφ(x)i (4.2)

En donde φ(x)i son funciones aproximadas conocidas y ai son constantes de la solución apro-
ximada. Éstas deben de satisfacer la ecuación diferencial, ası́ como las condiciones de frontera.
Para un problema unidimensional, φ(x)i pueden ser funciones polinómicas o trigonométricas.
Al ser un sistema que no varı́a en el tiempo, este puede ser resuelto por medio de un sistema de
ecuaciones algebraicas. Al sustituir (4.2) en (4.1) se obtiene la siguiente expresión aproximada,
lo cual da como resultado una función error o residuo:

L (ũ(x))− f(x) = R(x) 6= 0 (4.3)

Uno de los objetivos de los métodos numéricos es tener una función analı́tica que produzca una
solución lo suficientemente precisa para la resolución de la ecuación diferencial en el dominio
Ω:

∫
Ω

[L (ũ(x))− f(x)] dΩ =

∫
Ω

[R(x)] dΩ 6= 0 (4.4)

El objetivo del método de residuos pesados, es obligar a que el residuo sea igual a 0 (o lo
más cercano a 0), esto se logra multiplicando una función de peso al residuo y se evalua en
todo el dominio Ω:

∫
Ω

[wi(x)R(x)] dΩ = 0 (4.5)

Donde el número de funciones de peso Wi(x) es igual al número de constantes ai. Cuando
se tiene una ecuación diferencial de varias variables que dependen del tiempo, la solución se
puede aproximar como:

u(x1, x2, x3, t) ∼= ũ(x1, x2, x3) = u0(x1, x2, x3) +

n∑
i=1

ai(t)φ(x)i(x1, x2, x3) (4.6)
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4.2 Polinomio de Jacobi

Método Función de peso
Método de colocación δ(x− xj)

Método de volumen finito 1→ dentro de Ω
0→ fuera de Ω

Método de mı́nimos cuadrados
∂R

∂ai
Método de momentos xj

Método de Galerkin
∂ũ

∂ai
= φj

Método de Petrov-Garlekin ψj 6= φj

Tabla 4.1: Funciones de peso para algunos métodos de residuos pesados

En donde u0(x1, x2, x3) es seleccionado para satisfacer las condiciones iniciales y de fron-
tera. Para la resolución de sistemas que involucran el tiempo, un sistema de ecuaciones dife-
renciales ordinarias que varı́en en el tiempo son resueltas para ai(t). Existen al menos cinco
sub-métodos de residuos pesados que dependerán de la función de peso seleccionada (ver tabla
(4.1))

En este trabajo de tesis se utiliza el método Galerkin, también conocido como Bubnov-
Galerkin, e incluso puede ser visto como una modificación al método de mı́nimos cuadrados
en donde en lugar de derivar el residuo con respecto a ai se deriva la función aproximada.
Nuestra expresión (4.5) se reduce a:

∫
Ω

[φi(x)R(x)] dΩ = 0 (4.7)

4.2. Polinomio de Jacobi

El polinomio de Jacobi son un conjunto de soluciones polinomiales para el problema de
Storm-Liouville. Una caracterı́stica de estos polinomios es que éstos son ortogonales en el
intervalo [−1, 1]. Una forma de escribir el polinomio de Jacobi es mediante la fórmula de
Rodrigues:

Pα,βn (x) =
(−1)n

2nn!
(1− x)−α (1 + x)−β

dn

dxn

[
(1− x)α+n (1 + x)β+n

]
α, β > −1 (4.8)

Cuando α = β = 0 obtenemos los polinomios de Legendre que se definen de la siguiente
manera:
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4. MODELO NUMÉRICO

P 0,0
n (x) = Ln(x) =

(−1)n

2nn!

dn

dxn
[(1− x)n (1 + x)n] (4.9)

Para este trabajo de tesis utilizamos un polinomio de Legendre de grado 5:

L5(x) =
(−1)5

255!

d5

dx5

[
(1− x)5 (1 + x)5

]
L5(x) =

1

8

(
−63x5 + 70x3 − 15

) (4.10)

4.3. Polinomios de Lagrange

Son polinomios que se usan para la interpolación de una serie de puntos. Para este trabajo
se utilizarán los puntos de colocación del polinomio de Legendre y se utilizará los polinomios
de interpolación de Gauss-Lobato, en donde los puntos de colocación son los ceros de L′n−2(x)
y los puntos de integración [−1, 1]. Para denotar el 0 en el punto n del polinomio de grado n
utilizaremos la notación:

Ln(x) = Ln(ξi) i = 0, 1, ..., n− 1 (4.11)

Entonces, la interpolación de los puntos del polinomio de Legendre utilizando la interpo-
lación Gauss-Lobato se escribe de la siguiente manera:

hi(ξi) =



(−1)n−1(n− 2)!Γ(2)

nΓ(n)
(x− 1)L′n−1(ξi), i = 0

(x2 − 1)L′n−1(ξi)

n(n− 1)Ln−1(ξi)(x− xi)
1 ≤ i ≤ n− 2

(n− 2)!Γ(2)

nΓ(n)
(x+ 1)L′n−1(ξi) i = n− 1

(4.12)
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4.4 Cuadratura de Gauss-Lobatto-Legendre GLL

4.4. Cuadratura de Gauss-Lobatto-Legendre GLL

Para obtener numéricamente la integración de las funciones (u(x)) utilizaremos la cuadra-
tura GLL que se define de la siguiente manera:

∫ 1

−1
u(ξ) dξi =

n−1∑
i=0

Φi(ξi)u(ξi)

Φi =

∫ 1

−1
hi(ξi) dξi

(4.13)

La cual esta conformada por los puntos GLL:

ξi =


−1 i = 0

Ln−2(ξi−1) i = 1, 2, ..., n− 2

1 i = n− 1

(4.14)

y la funcion de peso:

Φi =

∫ 1

−1
hi(ξi) dξi =

2

n(n− 1)

1

Ln(ξi)
(4.15)
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4.5. Generación de la malla

Una de las restricciones del método de elementos espectrales (SEM) es que la construcción
de los elementos debe de ser del tipo hexahédrico (ver trabajo de (Chaljub et al., 2003)), por lo
que uno de los retos que implica trabajar con geometrı́as complejas utilizando SEM es la gene-
ración de la malla, además, se busca que los elementos no se encuentren muy deformados. Un
método muy popular utilizado para trabajar con esferas concéntricas (ver trabajos de González
(2011), Sanchez (2018), Rangel (2018)) es el uso de un mapeo conocido como ” algoritmo de
la esfera cubada”, que consiste en la descomposición de la esfera en seis regiones idénticas,
cuyas regiones son proyectadas en los seis lados de un cubo circunscrito por la superficie de la
esfera (Figura 4.1). Este algoritmo fue introducido por Sadourny (1972) y utilizado por Ronchi
et al. (1996) para definir el método de diferencias finitas para aproximar las ecuaciones diferen-
ciales en una geometrı́a esférica. Sin embargo, este método no está definido cuando r → 0 por
lo que es necesario utilizar modificaciones de este algoritmo para la generación de una malla
esférica. Una solución de esta problemática es la de generar un cubo en el centro de la esfera
(ver trabajo de Orozco et al. (2013)), pero un problema a esta solución es que la conexión entre
el cubo y los puntos de la esfera cubada genera elementos altamente deformados. Chaljub et al.
(2003) introdujeron un algoritmo que soluciona ésta última problemática, en el cual, una vez
que se encuentran definidos los lı́mites del mapeo de los puntos de la esfera cubada y el cubo
generado en el centro del dominio, se procede a generar una transición progresiva de elementos
que van desde el lı́mite del mapeo esférico hasta el lı́mite del mapeo cúbico, consiguiendo que
los elementos tengan una baja deformación (Figura 4.2).

El método asume una esfera de radio R y un cubo cuya mitad de los lados de éste, tie-
nen una longitud a, ambas geometrı́as se encuentran en el origen del sistema cartesiano y el
cubo se encuentra en el interior de la esfera. Si cada cara del cubo tiene coordenadas locales
(ξ(i), η(j)), con i = 0, 1, 2, .., n y j = 0, 1, 2, .., n,cuyo dominio y rango va de

[
−π

4
,
π

4

]
, pue-

den proyectarse en la superficie de la esfera mediante las siguientes variables auxiliares (ver
los trabajos de Ronchi et al. (1996), Chaljub et al. (2003)):

Figura 4.1: Método de la esfera cubada. Se puede observar la división de la esfera en regiones.
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4.5 Generación de la malla

Figura 4.2: Transición de esfera a cubo ( Chaljub et al. (2003)). Se puede observar una baja defor-
mación de los elementos hexaédricos

a =
R√
3

(4.16)

X = tan(ξ) (4.17)

Y = tan(η) (4.18)

δ =
1√

1 + X2 + Y2
(4.19)

ψ =
γ + 1

2
(4.20)

En donde ψ tiene un intervalo que va de [0, 1]. Con ψ = 0 el mapeo corresponde a la
superficie del cubo y con ψ = 1 corresponde a la superficie de la esfera. El valor de ψ es usado
para definir una transición lineal de la esfera al cubo. Las transformaciones para cada una de
las 6 regiones se describen en la tabla (4.2).
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Región 1 Región 2 Región 3
x = Rδψ + a (1− ψ) x = −y [Xψ + X (1− ψ)] x = −Rδψ − a (1− ψ)

y = x [Xψ + X (1− ψ)] y = Rδψ + a (1− ψ) y = x [Xψ + X (1− ψ)]
z = x [Yψ + Y (1− ψ)] z = y [Yψ + Y (1− ψ)] z = −x [Yψ + Y (1− ψ)]

Región 4 Región 5 Región 6
x = −y [Xψ + X (1− ψ)] x = −z [Yψ + X (1− ψ)] x = −z [Yψ + X (1− ψ)]

y = −Rδψ − a (1− ψ) y = z [Xψ + Y (1− ψ)] y = −z [Xψ + Y (1− ψ)]
z = −y [Yψ + Y (1− ψ)] z = Rδψ + a (1− ψ) z = −Rδψ − a (1− ψ)

Tabla 4.2: Transformaciones para cada una de las 6 regiones de la geometrı́a

Para la generación de los elementos (también llamados macroelementos) se utilizan 4 pun-
tos de una geometrı́a mapeada ri, con i = (1, 2, n − 1) en donde n determina el número de
radios mapeados para la generación de la malla, y se conectan con 4 puntos de ri−1 o de ri+1

para generar un macroelemento. r0 se denota como la superficie del cubo. Adicional a eso,
el programa interpola polinomios de Gauss-Lobatto-Legendre (para este trabajo se utiliza una
interpolación de 5 grado) en x, y, z para cada macroelemento. Sin embargo, el programa in-
terpola los polinomios de manera lineal, lo que traduce a una dependencia muy grande en la
malla generada a la hora de obtener resultados precisos y en la generación de una geometrı́a
”muy burda”de una esfera. Es por eso que también en este trabajo se mapeó la interpolación de
los polinomios para cada elemento obteniendo un mapeo adicional antes de generar los pun-
tos mediante el algoritmo de Chaljub et al. (2003). El mapeo se describe en el apéndice (A).
En la figura (4.3) (a)se muestra el malla generada con 4, 000 macroelementos cuya interpo-
lación de polinomios de grado 5 de generado por el programa Nek5000. En esta imagen se
puede observar que la geometrı́a esférica es muy burda. En (b) se observa la interpolación de
los polinimios de GLL. En la figura (4.4) (a) se observa la malla de 4, 000 macroelementos
cuya interpolación de polinomios de grado 5 es generada por el autor. En esta imagen se puede
observar una geometrı́a ”más esferica” generada con la misma cantidad de elementos y con el
mismo grado de interpolación que la figura (4.3). En la figura (4.4) (b) se observa la interpola-
ción de los elementos de GLL, gracias a este mapeo, la distribución de los puntos GLL ayuda
a que la geometrı́a se reproduzca de manera mas definida, en comparación de la geometrı́a con
la generación de los puntos hechos por el programa. Gracias a este mapeo, incluso se puede
utilizar menos elementos, incrementando el grado del polinomio de interpolación, sin perder
una definición en la geometrı́a.
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4.5 Generación de la malla

Figura 4.3: Malla generada con 4,000 elementos y con una interpolación de polinomios de GLL
de grado 5 generados por Nek5000. (a) Distribución de macroelementos. (b) Distribución de los
polinomios de GLL

Figura 4.4: Malla generada con 4,000 elementos y con una interpolación de polinomios de GLL
de grado 5 generados por el autor. (a) Distribución de macroelementos. (b) Distribución de los
polinomios de GLL
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Capı́tulo 5

Resultados

A continuación se muestran los resultados obtenidos partiendo de la validación del código,
en el que se reproduce un fenómeno sencillo y los resultados númericos son comparados con los
resultados obtenidos de forma analı́tica. El fenómeno a comparar consiste en la transferencia
de calor en estado transitorio con un término fuente en el interior de la esfera. Realizar esta
comparación fue de gran apoyo para el análisis de dependencia de malla, obteniendo datos
confiables al realizar simulaciones con una malla de 4,000 elementos.

Además se reprodujeron los resultados numéricos propuestos por Marti et al. (2014) y
se comparó la energı́a cinética adimensional del sistema que obtuvieron con los resultados
obtenidos en este trabajo de tesis. Finalmente se obtuvieron casos a diferentes números de
Rayleigh y Taylor y se comparó el número de Nusselt entre estos casos a un número de Taylor
fijo.

5.1. Conducción de calor en estado transitorio

Para el análisis de este fenómeno se parte de la ecuación de la energı́a en coordenadas
esféricas:

1

α

DT

Dt
=

1

r2

∂

∂r

(
r2∂T

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂T

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2T

∂φ2
+
Q̇

k
+ Φ (5.1)

En donde α es la difusividad térmica, k es la conductividad térmica, Φ es el término de
disipación viscosa y Q̇ es un término fuente. La ecuación (5.1) se simplifica partiendo de la
suposición de que no existe movimiento de fluido dentro de la esfera y cuyo cambio en la
temperatura de ésta sólo depende de la dirección radial r, por lo que la ecuación queda:
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1

α

∂T

∂t
=

1

r2

∂

∂r

(
r2∂T

∂r

)
+
Q̇

k
(5.2)

Ahora, para las condiciones de frontera se propone una temperatura fija en el exterior de la
esfera (T (r1, t) = 0) y dada la generación de energı́a producida por el término fuente se puede
proponer también una temperatura en el interior de la esfera (T (0, t) = T ).

La solución del estado transitorio de la conducción de calor es:

T (r, t) =

∞∑
n=1

1

r
Ane

−αt
(
nπ

r1

)2

sin

(
nπ

r1
r

)
+

1

6

Q̇

k

(
r2

1 − r2
)

An =
1

6

Q̇

k

[
r3

1

12

n3π3
cos(nπ)

] (5.3)

En el Apéndice (D) se encuentra el desarrollo de la solución.
Con la solución analı́tica se compararon resultados númericamente obtenidos utilizando

una malla de 3,400 macroelementos utilizando polinomios de GLL de grado 5 (ver figura (5.1)),
una malla de 4,000 macroelementos utilizando también polinomios de GLL de grado 5 (ver
figura (5.2)) y una malla de 4,000 macroelementos utilizando polinomios de GLL de grado 8
(ver figura (5.3)).
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5.1 Conducción de calor en estado transitorio

Figura 5.1: Comparación de datos obtenidos mediante la solución analı́tica (azul y sı́mbolo cua-
drado) y la solución numérica (rojo y sı́mbolo asterisco) con una malla de 3,400 macroelementos
con un polinomio de GLL de grado 5

La figura (5.1) muestra la comparación de los resultados obtenidos por la solución analı́tica
(azul y sı́mbolo cuadrado) y la solución numérica (rojo y sı́mbolo asterisco). Se puede observar
que a medida que el radio tiende a 1 (r → 1), la precisión de la solución numérica disminuye.
Esto se debe a que el mallado a lo largo de r es muy grande.

La figura (5.2) muestra una solución numérica más precisa, esto debido a que se realizó
una afinación en la malla a lo largo de esa dirección, dando como consecuencia una solución
numérica más cercana a la solución analı́tica.
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Figura 5.2: Comparación de datos obtenidos por la solución analı́tica (azul y sı́mbolo cuadrado)
y la solución numérica (rojo y sı́mbolo asterisco), utilizando una malla de 4,000 macroelementos
con un polinomio de GLL de grado 5
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Figura 5.3: Comparación de datos obtenidos por la solución analı́tica (azul y sı́mbolo cuadrado)
y la solución numérica (rojo y sı́mbolo asterisco), utilizando una malla de 4,000 macroelementos
con con un polinomio de GLL de grado 8

En la figura (5.3) se muestra una solución numérica utilizando una malla de 4, 000 elemen-
tos utilizando un polinomio de GLL de grado 8. Se puede observar una mayor precisión en los
resultados obtenidos, consiguiendo un error relativo de 2 %.
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5.2. Validación del código

Para evaluar la efectividad del modelo se simuló uno de los 3 casos que presenta Marti
et al. (2014). Para este caso, ellos propusieron un número de Ekman (E =

ν

2ωr2
1

= 3× 10−4),

un número de Rayleigh modificado (Ra =
gβ Q̇

3α

2ωk
= 95), un número de Prandtl (Pr = 1) y

un término fuente (Q̇ = 3

[
W

m3

]
). Las figuras (5.4), (5.5) y (5.6) muestran respectivamente, el

campo de velocidades en la dirección radial r, y en la dirección azimutal ϕ en el plano ecuato-
rial, las velocidades en la dirección radial r, latitudinal θ y azimutal ϕ en el plano meridional
y la evolución de la energı́a cinética adimensional con respecto al tiempo, obtenidos por Marti
et al. (2014).

Figura 5.4: Campo de velocidades adimensionales en la dirección radial r y azimutal ϕ en el plano
ecuatorial, Marti et al. (2014).

Figura 5.5: Campo de velocidades adimensionales en la dirección radial r, latitudinal θ y azimutal
ϕ en el plano meridional, Marti et al. (2014).
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Figura 5.6: Energı́a cinética adimensional, Marti et al. (2014).

Utilizando una malla computacional de 4,000 macroelementos y un polinomio de GLL de
grado 5, los resultados obtenidos difieren con los de Marti et al. (2014), ya que en el plano
ecuatorial, ellos obtienen, tanto en el campo de velocidades en la dirección radial r y azimu-
tal ϕ, una ’simetrı́a de 3 pétalos’ (ver figura (5.4)) y los resultados obtenidos en este trabajo
muestran una ’simetrı́a de 4 pétalos’ (ver figura (5.7)). Marti et al. (2014) mencionan que se
puede tener una solución similar con una ’simetrı́a de 4 pétalos’, por lo que cualitativamente,
los resultados obtenidos en este trabajo de tesis coinciden satisfactoriamente con los resultados
obtenidos por Marti et al. (2014). Con respecto al plano meridional (ver figura 5.8), se pue-
den apreciar unos resultados similares a los obtenidos por Marti et al. (2014) (ver figura 5.5)
en donde posiblemente las variaciones encontradas en los campos de velocidades se deban al
tipo de simetrı́a encontrado. Para el cálculo de la energı́a cinética adimensional se utilizó la
siguiente expresión:

E∗k =
1

2

∫
v

n∑
i=1

(u · u)i dv (5.4)

E∗k =
4

6
πr∗31

n∑
i=1

(u · u)i (5.5)

Donde n es el total de los puntos de interpolación de GLL de todos los macroelementos
que conforman la malla esférica. Para una malla de 4,000 elementos con un polinomio de GLL
de grado 5, n = 4, 000 × 5 × 5 × 5 = 500, 000.

En la figura (5.9) se presenta la energı́a cinética adimensional, que es obtenida en este traba-
jo de tesis haciendo uso de la ecuación (5.4). En la figura (5.9) es posible observar oscilaciones
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las cuales se pueden atribuir a la discretización utilizada. Marti et al. (2014) no reporta estas
oscilaciones en la energı́a cinética que ellos calcularon (ver figura 5.6), por lo que se concluyó
que se tenı́a que utilizar en la discretización de la malla un polinomio de un grado mayor. Al
aumentar el grado del polinomio de GLL a 8, la amplitud de las oscilaciones de la energı́a
cinética disminuyeron (ver figura 5.9) y los resultados de los campos adimensionales (ver figu-
ras (5.10) y (5.11)), cualitativamente, muestran una mejor resolución. De manera cuantitativa,
la energı́a cinética adimensionalizada coincide de manera satisfactoria con el trabajo obtenido
por Marti et al. (2014).

Figura 5.7: Campo de velocidades adimensionales en la dirección radial r y azimutal ϕ en el plano
ecuatorial obtenidos con una malla de 4,000 macroelementos y un polinomio de GLL de grado 5

Figura 5.8: Campo de velocidades adimensionales en la dirección radial r, latitudinal θ y azimutal
ϕ en el plano meridional obtenidos con una malla de 4,000 macroelementos y un polinomio de
GLL de grado 5.
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Figura 5.9: Energı́a cinética adimensional obtenido con una malla de 4,000 macroelementos y un
polinomio de GLL de grado 5.

Figura 5.10: Campo de velocidades adimensionales en la dirección radial r y en la dirección
azimutal ϕ en el plano ecuatorial obtenidos con una malla de 4,000 macroelementos y un polinomio
de GLL de grado 8.
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Figura 5.11: Campo de velocidades adimensionales en la dirección radial r, latitudinal θ y azimutal
ϕ en el plano meridional obtenidos con una malla de 4,000 macroelementos y un polinomio de GLL
de grado 8.

Figura 5.12: Energı́a cinética adimensional obtenido con una malla de 4,000 macroelementos y un
polinomio de GLL de grado 8.
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5.3. Convección natural sin rotación

En esta sección se muestran los resultados obtenidos de la convección natural sin rotación
al utilizar diferentes números de Rayleigh con el fin de: (i) observar los patrones convectivos
que se generan, (ii) estudiar la transferencia de calor promedio en la pared de la esfera (número
de Nusselt promedio) y (iii) observar el campo de velocidades.

5.3.1. Número de Rayleigh subcrı́tico (Ra = 3.33× 103)

Las figuras (5.13) y (5.14) muestran, para un número de Rayleigh Ra = 3.333 × 103,
la evolución del campo de temperaturas y la evolución del número de Nusselt promedio con
respecto al tiempo. En la figura (5.13) se puede observar que las superficies de temperatu-
ra constante son esferas concéntricas y en la figura (5.14) se puede observar que el número
de Nusselt promedio llega a un estado estacionario tendiendo a 1, dando a entender que este
fenómeno es meramente conductivo (sin movimiento del fluido). Esta solución coincide con la
solución obtenida por Ávila (2014).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Temperatura [T ∗]

t∗ = 0.08 t∗ = 0.2 t∗ = 0.6

Figura 5.13: Campo de temperaturas adimensionales para Ra = 3.333× 103.
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Figura 5.14: Evolución del número de Nusselt promedio para un número de Rayleigh Ra =
3.333× 103.

5.3.2. Ra = 5× 103

La figura (5.15) muestra en el plano ecuatorial, la variación del flujo con respecto al tiempo
por medio de las lı́neas de corriente con un número de Rayleigh Ra = 5× 103 (supercrı́tico).
Este número de Rayleigh se encuentra muy cerca del inicio de la convección natural, que se da
a partir de Rac = 4× 103 (ver el trabajo de Ávila (2014)). En la figura (5.15) se observa que el
inicio de la convección comienza en t∗ > 4. Puede observarse que debido a la intensidad de la
fuerza de gravedad los patrones convectivos pierden simetrı́a cuando t∗ > 5. Sin embargo, la
perturbación generada por el campo gravitacional no es lo suficientemente intensa por lo que
se alcanza un estado estacionario cuando t∗ > 6. En la figura (5.16) se muestran las isotermas
en el plano ecuatorial. En la figura (5.17) se muestra la variación con respecto al tiempo del
número de Nusselt promedio en donde se observa que la pendiente es mayor comparado con
el caso anterior (ver figura (5.14)), alcanzado un número de Nusselt promedio máximo de
Nu = 1.02 en un menor tiempo. En t∗ ≈ 4.59 se observa una pequeña variación del número
de Nusselt promedio que coincide con el inicio de la convección natural.
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0 1 2 3 4 5 6

Velocidad [v∗]

t∗ = 4 t∗ = 5 t∗ = 6

t∗ = 1 t∗ = 2 t∗ = 3

Figura 5.15: Lı́neas de corriente para un número de RayleighRa = 5×103 en el plano ecuatorial.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Temperatura [T ∗]

t∗ = 4 t∗ = 5 t∗ = 6

t∗ = 1 t∗ = 2 t∗ = 3

Figura 5.16: Campo de temperaturas adimensional para un número de Rayleigh Ra = 5× 103 en
el plano ecuatorial.

Figura 5.17: Evolución del número de Nusselt promedio para un número de Rayleigh Ra =
5× 103.
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5.3.3. Ra = 8.33× 103

La figura (5.18) muestra en el plano ecuatorial, la variación del flujo con respecto al tiempo
por medio de las lı́neas de corriente con un número de Rayleigh Ra = 8.33× 103. Se observa
que hasta t∗ = 10, las lı́neas de corriente se mantienen cambiando con respecto al tiempo,
por lo que no existe un estado estacionario, es decir, no existe un patrón de flujo definido.
En la figura (5.19) se muestra la variación con respecto al tiempo de las isotermas y se ob-
serva un descenso en la temperatura máxima adimensional comparado con el caso puramente
de conducción de calor (ver figura (5.13)). La figura (5.20) muestra la evolución del número
de Nusselt promedio, puede observarse que se presentan oscilaciones en la transferencia de
calor en la pared de la esfera. Esto se debe a que los patrones del flujo están continuamente
cambiando con respecto al tiempo.

0 2 4 6 8 10 12

Velocidad [v∗]

t∗ = 6 t∗ = 8 t∗ = 10

t∗ = 3 t∗ = 5 t∗ = 5.72

Figura 5.18: Lineas de corriente para un número de Rayleigh Ra = 8.33 × 103 en el plano
ecuatorial.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8

Temperatura [T ∗]

t∗ = 6 t∗ = 8 t∗ = 10

t∗ = 3 t∗ = 5 t∗ = 5.72

Figura 5.19: Campo de temperaturas adimensional para un número de Rayleigh Ra = 8.33× 103

en el plano ecuatorial.

Figura 5.20: Evolución del número de Nusselt promedio para un número de Rayleigh Ra =
8.33× 103.
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5.3.4. Ra = 8.3× 104

En la figura (5.21 ) se muestra en el plano ecuatorial, las variaciones de los patrones del
flujo con respecto al tiempo para un número de Rayleigh Ra = 8.3 × 104. Se puede observar
que hasta t∗ = 2.8 las lı́neas de corriente se mantienen cambiando con respecto al tiempo,
por lo que no existe un estado estacionario, es decir, no existe un patrón de flujo definido. La
figura (5.22) muestra en el plano ecuatorial la variación de los isotermas con respecto al tiempo.
La temperatura máxima alcanzada es de T ∗ ≈ 0.5. La figura (5.23) muestra la evolución del
número de Nusselt promedio. Se pueden observar oscilaciones en el número de Nusselt que
se estabilizan en 0.5 < t∗ < 1.5 con un número de Nusselt promedio de Nu ≈ 0.62. Para
t∗ > 1.5 se muestran perturbaciones en la transferencia de calor que generan oscilaciones en
t∗ > 2.0.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Velocidad [v∗]

t∗ = 0.25 t∗ = 1.0 t∗ = 1.3

t∗ = 1.5 t∗ = 1.6 t∗ = 2.8

Figura 5.21: Lı́neas de corriente para un número de Rayleigh Ra = 8.33 × 104 en el plano
ecuatorial.
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0 0.2 0.4

Temperatura [T ∗]

t∗ = 0.25 t∗ = 1.0 t∗ = 1.3

t∗ = 1.5 t∗ = 1.6 t∗ = 2.8

Figura 5.22: Campo de temperaturas adimensional para un número de Rayleigh Ra = 8.33× 104

en el plano ecuatorial.

Figura 5.23: Evolución del número de Nusselt promedio para un número de Rayleigh Ra =
8.33× 104.

44



5.3 Convección natural sin rotación

5.3.5. Ra = 1.66× 105

En la figura (5.25) se muestra en el plano ecuatorial, la variaciones de los patrones de flujo
con respecto al tiempo para un número de Rayleigh Ra = 1.66 × 105. Se puede observar
que hasta t∗ = 3 las lı́neas de corriente se mantienen cambiando con respecto al tiempo,
por lo que no existe un estado estacionario, es decir, no existe un patrón de flujo definido.
La figura (5.24) muestra en el plano ecuatorial, la variacion de los isotermas con respecto al
tiempo. A partir de t∗ > 1.0 los patrones convectivos presentan un comportamiento caótico.
La temperatura máxima alcanzada es de T ∗ ≈ 0.38. La figura (5.26) muestra la evolución
del número de Nusselt promedio. Se puede observar una estabilidad del número de Nusselt
promedio en 0.25 < t∗ < 0.5 que evoluciona a un estado oscilatorio cuya amplitud aumenta
en t∗ > 1.3.

0 20 40 60 80 100 120

Velocidad [v∗]

t∗ = 0.7 t∗ = 1.0 t∗ = 1.3

t∗ = 1.7 t∗ = 2.0 t∗ = 3.0

Figura 5.24: Lı́neas de corriente para Ra = 1.66× 105 en el plano ecuatorial.
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0 8 · 10−2 0.16 0.24 0.32

Temperatura [T ∗]

t∗ = 0.7 t∗ = 1.0 t∗ = 1.3

t∗ = 1.7 t∗ = 2.0 t∗ = 3.0

Figura 5.25: Campo de temperaturas adimensional para un número de Rayleigh Ra = 1.66× 105

en el plano ecuatorial.
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Figura 5.26: Evolución del número de Nusselt promedio para un número de Rayleigh Ra =
1.66× 105.
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Figura 5.27: Comparación de temperaturas máximas adimensionales para los números de Rayleigh
propuestos.
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5.4. Convección natural con rotación, para cada número de Ray-

leigh propuesto

Una vez analizados los casos de convección natural sin rotación, se estudió el efecto de la
fuerza de Coriolis variando el número de Taylor. Se analizan y observan los efectos de rotación
sobre los patrones convectivos y sobre la transferencia de calor ( número de Nusselt promedio)
en la pared de la esfera.

5.4.1. Ra = 5× 103

Con un número de Rayleigh fijo, Ra = 5× 103, se utilizaron 3 diferentes números de Tay-
lor: Ta = 64, Ta = 400 y Ta = 2.5×103. No se utilizaron números de Taylor Ta > 2.5×103

ya que se observa que para estos números de Taylor el patrón convectivo desaparece obteniendo
nuevamente el campo de temperaturas de la conducción. Lo que indica que la rotación modula
el inicio de la convección natural.

5.4.1.1. Ra = 5× 103 y Ta = 64

Las figuras (5.28) y (5.29) muestran en el plano ecuatorial, la variación con respecto al
tiempo, de las lineas de corriente y el campo de temperatura respectivamente, para un número
de Taylor Ta = 64. Se puede observar que la fuerza de Coriolis produce un movimiento de
las celdas convectivas (drift) en el mismo sentido de la rotación de la esfera, es decir, a favor
de las manecillas del reloj (clockwise). En la figura (5.29) se puede observar que la zona en
donde se localiza la máxima temperatura coincide con la zona en donde se encuentra la máxima
velocidad del flujo (ver figura (5.28)). Esto se debe a que el efecto de la fuerza de gravedad va
acelerando el flujo que se encuentra en las zonas de mayor temperatura (ver el término de
gravedad de la ecuación de cantidad de movimiento (3.9)).
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0 1 2 3 4 5 6

Velocidad [v∗]

t∗ = 0 t∗ = 0.43663 t∗ = 0.94229

t∗ = 1.45544 t∗ = 1.94029 t∗ = 2.4

Figura 5.28: Lı́neas de corriente para un número de RayleighRa = 5×103 y un número de Taylor
Ta = 64 en el plano ecuatorial.
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5.4 Convección natural con rotación, para cada número de Rayleigh propuesto

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Temperatura [T ∗]

t∗ = 0 t∗ = 0.43663 t∗ = 0.94229

t∗ = 1.45544 t∗ = 1.94029 t∗ = 2.4

Figura 5.29: Campo de temperaturas adimensional en el plano ecuatorial, para un número de
Rayleigh Ra = 5× 103 y un número de Taylor Ta = 64.

5.4.1.2. Ra = 5× 103 y Ta = 400

Las figuras (5.30) y (5.31) muestran en el plano ecuatorial, la variación con respecto al
tiempo, la variación de las lı́neas de corriente y el campo de temperaturas respectivamente,
para un número de Taylor Ta = 400. Se puede observar que la fuerza de Coriolis produce un
movimiento de las celdas convectivas (drift) en el mismo sentido de la rotación de la esfera, es
decir, a favor de las manecillas del reloj (clockwise). En la figura (5.31) se puede observar que
los patrones convectivos tienen una rotación mayor comparado con el caso de un número de
Taylor Ta = 64 (ver figura 5.29).
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0 1 2 3 4 5 6

Velocidad [v∗]

t∗ = 0 t∗ = 0.43663 t∗ = 0.94229

t∗ = 1.45544 t∗ = 1.94029 t∗ = 2.4

Figura 5.30: Lı́neas de corriente para un número de RayleighRa = 5×103 y un número de Taylor
Ta = 400 en el plano ecuatorial.
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5.4 Convección natural con rotación, para cada número de Rayleigh propuesto

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Temperatura [T ∗]

t∗ = 0 t∗ = 0.43663 t∗ = 0.94229

t∗ = 1.45544 t∗ = 1.94029 t∗ = 2.4

Figura 5.31: Campo de temperaturas adimensional para un número de Rayleigh Ra = 5 × 103 y
un número de Taylor Ta = 400 en el plano ecuatorial.

53



5. RESULTADOS

5.4.1.3. Ra = 5× 103 y Ta = 2.5× 103

Las figuras (5.32) y (5.33) muestran en el plano ecuatorial, la variación con respecto al
tiempo, la variación de las lı́neas de corriente y el campo de temperaturas respectivamente,
para un número de Taylor Ta = 2.5×103. Se puede observar que el patrón convectivo desapa-
rece obteniendo nuevamente el campo de temperaturas de la conducción, lo que indica que la
rotación modula el inicio de la convección natural. En La figura (5.33) se puede observar que a
partir de t > .43 se modifican los campos de temperaturas hasta tener isotermas concéntricos
similares al caso meramente conductivo.

0 1 2 3 4 5 6

Velocidad [v∗]

t∗ = 0 t∗ = 0.43663 t∗ = 0.94229

t∗ = 1.45544 t∗ = 1.94029 t∗ = 2.4

Figura 5.32: Campo de velocidades adimensional para un número de Rayleigh Ra = 5 × 103 y
un número de Taylor Ta = 2.5× 103 en el plano ecuatorial.
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5.4 Convección natural con rotación, para cada número de Rayleigh propuesto

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Temperatura [T ∗]

t∗ = 0 t∗ = 0.43663 t∗ = 0.94229

t∗ = 1.45544 t∗ = 1.94029 t∗ = 2.4

Figura 5.33: Campo de temperaturas adimensional para un número de Rayleigh Ra = 5 × 103 y
un número de Taylor Ta = 2.5× 103 en el plano ecuatorial.

La figura (5.34) muestra la evolución de el número de Nusselt promedio con respecto al
tiempo, utilizando un número de Rayleigh Ra = 5 × 103 y usando los números de Taylor
propuestos. Se puede observar la fuerza de Coriolis produce oscilaciones en el número de
Nusselt promedio, presentando una menor frecuencia de oscilación con un número de Taylor
Ta = 64, mientras que, para un número de Taylor Ta = 400 se muestra un aumento en la
frecuencia de oscilación. Para un número de Taylor Ta = 2.5 × 103 la fuerza Coriolis es tal,
que estabiliza el número de Nusselt promedio a Nu = 1.
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Figura 5.34: Comparación de números de Nusselt promedio con los número de Taylor propuestos
Ta, para un número de Rayleigh Ra = 5× 103.
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5.4 Convección natural con rotación, para cada número de Rayleigh propuesto

5.4.2. Ra = 8.33× 103

Para el número de Rayleigh Ra = 8.33 × 103 se propusieron 5 diferentes números de
Taylor: Ta = 64, Ta = 400, Ta = 2.5× 103, Ta = 1× 104, Ta = 4× 104. No se utilizaron
números de Taylor Ta > 4×104 ya que se observa que para estos números de Taylor el patrón
convectivo desaparece obteniendo nuevamente el campo de temperaturas de la conducción. Lo
que indica que la rotación modula el inicio de la convección natural.

5.4.2.1. Ra = 8.33× 103 y Ta = 64

Las figuras (5.35) y (5.36) muestran en el plano ecuatorial, la variación con respecto al
tiempo, la variación de las lı́neas de corriente y el campo de temperaturas respectivamente,
para un número de Taylor Ta = 64. Se puede observar que hasta t∗ = 3.2 la fuerza de Coriolis
no genera un efecto que mantenga un flujo definido.

0 2 4 6 8 10 12 14

Velocidad [v∗]

t∗ = 0.576 t∗ = 1.184 t∗ = 1.76

t∗ = 2.272 t∗ = 2.688 t∗ = 3.2

Figura 5.35: Lı́neas de corriente para un número de Rayleigh Ra = 8.33 × 103 y un número de
Taylor Ta = 64 en el plano ecuatorial.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8

Temperatura [T ∗]

t∗ = 0.576 t∗ = 1.184 t∗ = 1.76

t∗ = 2.272 t∗ = 2.688 t∗ = 3.2

Figura 5.36: Campo de temperaturas adimensional para un número de Rayleigh Ra = 8.33× 103

y Ta = 64 en el plano ecuatorial.

5.4.2.2. Ra = 8.33× 103 y Ta = 400

Las figuras (5.37) y (5.38) muestran en el plano ecuatorial, la variación con respecto al
tiempo, la variación de las lı́neas de corriente y el campo de temperaturas respectivamente,
para un número de Taylor Ta = 400. Se puede observar que la fuerza de Coriolis estabiliza
el flujo, mostrando un patrón definido para t∗ ≥ 2.72 produciendo un movimiento de las
celdas convectivas (drift) en el mismo sentido de la rotación de la esfera, es decir, a favor de
las manecillas del reloj (clockwise). En la figura (5.38) se puede observar que la zona donde
se producen las isotermas de mayor temperatura se alinean entre los vórtices generados de
la figura (5.37). Las figuras (5.39) y (5.40) muestran en el plano meridional y con respecto
al tiempo, la variación de las lı́neas de corriente y el campo de temperaturas adimensionales
respectivamente. Se puede observar, que el flujo es dirigido hacia los polos . En la figura (5.40),
cuando 2.272 ≤ t∗ ≤ 3.2, debido a la baja rotación del flujo se puede observar únicamente la
sección más larga del isoterma. La figura (5.41) muestra en el plano xyz las lı́neas de corriente.
Se puede observar que los vórtices se alinean con el eje de rotación, dirigiendo el flujo hacia
los polos.
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5.4 Convección natural con rotación, para cada número de Rayleigh propuesto

0 1 3 5 7 9 11 13

Velocidad [v∗]

t∗ = 3.2

Figura 5.37: Linas de corriente para un número de Rayleigh Ra = 8.33 × 103 y un número de
Taylor Ta = 400 en el plano ecuatorial.

0 0.2 0.4 0.6 0.8

Temperatura [T ∗]

t∗ = 3.2

Figura 5.38: Campo de temperaturas adimensional para un número de Rayleigh Ra = 8.33× 103

y un número de Taylor Ta = 400 en el plano ecuatorial.
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0 1 3 5 7 9 11 13

Velocidad [v∗]

t∗ = 2.272 t∗ = 2.688 t∗ = 3.2

Figura 5.39: Lineas de corriente para un número de Rayleigh Ra = 8.33 × 103 y un número de
Taylor Ta = 400 en el plano meridional.

0 0.2 0.4 0.6 0.8

Temperatura [T ∗]

t∗ = 2.272 t∗ = 2.688 t∗ = 3.2

Figura 5.40: Campo de temperaturas adimensional para un número de Rayleigh Ra = 8.33× 103

y un número de Taylor Ta = 400 en el plano meridional.
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5.4 Convección natural con rotación, para cada número de Rayleigh propuesto

Figura 5.41: Vista tridimensional de las lı́neas de corriente para un número de Rayleigh Ra =
8.33× 103 y un número de Taylor Ta = 400.

5.4.2.3. Ra = 8.33× 103 y Ta = 2.5× 103

Las figuras (5.42) y (5.43) muestran en el plano ecuatorial, la variación con respecto al
tiempo, las lı́neas de corriente y el campo de temperaturas respectivamente, para un número de
Taylor Ta = 2.5 × 103. Se puede observar que la fuerza de Coriolis estabiliza el flujo, mos-
trando un patrón definido y produciendo un movimiento de las celdas convectivas (drift) en el
mismo sentido de la rotación de la esfera, es decir, a favor de las manecillas del reloj (clock-
wise). Se puede observar una modificación en la velocidad máxima del flujo en comparación
de la figura ((5.37)). En la figura (5.43) se puede observar que la zona donde se producen las
isotermas de mayor temperatura se alinean entre los vórtices generados de la figura (5.42). Las
figuras (5.44) y (5.45) muestran en el plano meridional, la variación con respecto al tiempo,
las lı́neas de corriente y el campo de temperaturas adimensionales respectivamente. Se puede
observar, que el flujo es dirigido hacia los polos donde se generan vórtices, que son observa-
dos en los tiempos t∗ = 2.272 y t∗ = 3.2. En la figura (5.40), cuando 2.272 ≤ t∗ ≤ 3.2, se
puede observar la rotación de los isotermas generados. La figura (5.46) muestra una vista tridi-
mensional de las lı́neas de corriente. Se puede observar que los vórtices se alinean en el plano
meridional, dirigiendo el flujo hacia los polos en donde éstos muestran una mayor interacción
entre éstos en comparación con la figura (5.41).
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0 1 3 5 7 9 11 13

Velocidad [v∗]

t∗ = 3.2

Figura 5.42: Lineas de corriente para un número de Rayleigh Ra = 8.33 × 103 y un número de
Taylor Ta = 2.5× 103 en el plano ecuatorial.

0 0.2 0.4 0.6 0.8

Temperatura [T ∗]

t∗ = 3.2

Figura 5.43: Campo de temperaturas adimensional para un número de Rayleigh Ra = 8.33× 103

y un número de Taylor Ta = 2.5× 103 en el plano ecuatorial.
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5.4 Convección natural con rotación, para cada número de Rayleigh propuesto

0 1 3 5 7 9 11 13

Velocidad [v∗]

t∗ = 2.272 t∗ = 2.688 t∗ = 3.2

Figura 5.44: Lı́neas de corriente para un número de Rayleigh Ra = 8.33 × 103 y un número de
Taylor Ta = 2.5× 103 en el plano meridional.

0 0.2 0.4 0.6 0.8

Temperatura [T ∗]

t∗ = 2.272 t∗ = 2.688 t∗ = 3.2

Figura 5.45: Campo de temperaturas adimensional para un número de Rayleigh Ra = 8.33× 103

y un número de Taylor Ta = 2.5× 103 en el plano meridional.
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Figura 5.46: Vista tridimensional de las lı́neas de corriente para un número de Rayleigh Ra =
8.33× 103 y un número de Taylor Ta = 2.5× 103.

5.4.2.4. Ra = 8.33× 103 y Ta = 1× 104

Las figuras (5.47) y (5.48) muestran en el plano ecuatorial con respecto al tiempo, las
lı́neas de corriente y el campo de temperaturas respectivamente, para un número de Taylor
Ta = 1 × 104. Se puede observar que la fuerza de Coriolis estabiliza el flujo, mostrando un
patrón definido y produciendo un movimiento de las celdas convectivas (drift) en el mismo
sentido de la rotación de la esfera, es decir, a favor de las manecillas del reloj (clockwise).
Se puede observar una modificación en la velocidad máxima del flujo en comparación de la
figura (5.42). En la figura (5.43) se puede observar que la zona donde se producen isotermas
de mayor temperatura se alinean entre los vórtices generados de la figura (5.42). Las figuras
(5.49) y (5.50) muestran en el plano meridional, la variación con respecto al tiempo, de las
lineas de corriente y el campo de temperaturas respectivamente. Se puede observar, que el flujo
es dirigido hacia los polos donde se generan vórtices, que son observados en el tiempo t∗ = 3.2.
En la figura (5.50) se puede observar la rotación de los isotermas generados. La figura (5.51)
muestra la vista tridimensional de las lineas de corriente. Se puede observar que los vórtices
están alineados al eje de rotación mostrando una mayor interacción en comparación con la
figura (5.46)
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5.4 Convección natural con rotación, para cada número de Rayleigh propuesto

0 1 2 3 4

Velocidad [v∗]

t∗ = 3.2

Figura 5.47: Lineas de corriente para un número de Rayleigh Ra = 8.33 × 103 y un número de
Taylor Ta = 1× 104 en el plano ecuatorial.

0 0.2 0.4 0.6 0.8

Temperatura [T ∗]

t∗ = 3.2

Figura 5.48: Campo de temperaturas adimensional para un número de Rayleigh Ra = 8.33× 103

y un número de Taylor Ta = 2.5× 103 en el plano ecuatorial.
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0 1 3 5 7 9 11 13

Velocidad [v∗]

t∗ = 2.688 t∗ = 3.2

Figura 5.49: Lineas de corriente para un número de Rayleigh Ra = 8.33 × 103 y un número de
Taylor Ta = 1× 104 en el plano meridional.

0 0.2 0.4 0.6 0.8

Temperatura [T ∗]

t∗ = 2.688 t∗ = 3.2

Figura 5.50: Campo de temperaturas adimensional para un número de Rayleigh Ra = 8.33× 103

y un número de Taylor Ta = 1× 104 en el plano meridional.
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5.4 Convección natural con rotación, para cada número de Rayleigh propuesto

Figura 5.51: Vista tridimensional de las lineas de corriente para un número de Rayleigh Ra =
8.33× 103 y un número de Taylor Ta = 1× 104.

5.4.2.5. Ra = 8.33× 103 y Ta = 4× 104

Las figuras (5.52) y (5.53) muestran en el plano ecuatorial, la variación con respecto al
tiempo, de las lineas de corriente y el campo de velocidades respectivamente, para un número
de Taylor Ta = 4 × 104. Se puede observar que la fuerza de Coriolis modula el inicio de la
convección natural, donde la velocidad adimensional del flujo tiende a 0 (v∗ → 0). En la figura
(5.53) se puede observar que para t∗ > 0.576, el campo de temperaturas evoluciona hasta tener
isotermas concéntricos similares al caso meramente conductivo.
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0 1 2 3 4

Velocidad [v∗]

t∗ = 0.072 t∗ = 0.2 t∗ = 0.52

Figura 5.52: Lineas de corriente para un número de Rayleigh Ra = 8.33 × 103 y un número de
Taylor Ta = 4× 104 en el plano ecuatorial.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Temperatura [T ∗]

t∗ = 0.072 t∗ = 0.2 t∗ = 0.52

Figura 5.53: Campo de temperaturas adimensional para un número de Rayleigh Ra = 8.33× 103

y un número de Taylor Ta = 4× 104 en el plano ecuatorial.

La figura (5.54) muestra la evolución de el número de Nusselt promedio con respecto al
tiempo, con un número de Rayleigh Ra = 8.33×103, para cada número de Taylor propuestos.
Se puede observar que para un número de Taylor Ta = 64 y Ta = 400, hasta un tiempo adi-
mensional t∗ = 3.5 los Números de Nusselt promedio no tienen un comportamiento definido.
Para Ta = 2.5 × 103 se puede observar que la fuerza de Coriolis produce oscilaciones en el
número de Nusselt promedio, presentando una menor frecuencia de oscilación y una mayor
amplitud. A medida que se aumenta el número de Taylor, la frecuencia de las oscilaciones au-
menta mientras que la amplitud disminuye. Para Ta = 4×104 el número de Nusselt promedio
se estabiliza a Nu = 1, que es similar al caso meramente conductivo.
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5.4 Convección natural con rotación, para cada número de Rayleigh propuesto

Figura 5.54: Comparación del número de Nusselt promedio con los números de Taylor propuestos,
con un número de Rayleigh Ra = 8.33× 103.

5.4.3. Ra = 8.33× 104

En este estudio utilizaron números de Taylor en el rango 400 ≤ Ta ≤ 2.56 × 106. Para
bajos números de Taylor 0 < Ta < 4 × 106 no se tiene ningún patrón definido y/o estable en
el patrón de flujo. En este trabajo de tesis se presentarán 3 casos: Ta = 400, Ta = 2.5 × 105

y Ta = 1× 106

5.4.3.1. Ra = 8.33× 104 y Ta = 400

Las figuras (5.56) y (5.55) muestran en el plano ecuatorial, la variación con respecto al
tiempo, de las lı́neas de corriente y el campo de temperaturas respectivamente, para un número
de Taylor Ta = 400. Se puede observar que hasta t∗ = 2.76 no se presenta un patrón de flujo
definido. Se puede observar un decremento en la máxima velocidad adimensional siendo ésta
de v∗ ≈ 90 en comparación del caso sin rotación (ver figura 5.21) y un aumento en la máxima
temperatura adimensional de t∗ ≈ 0.6 en comparación con dicho caso (ver figura 5.22).
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Velocidad [v∗]

t∗ = 0.2134 t∗ = 1. t∗ = 1.35

t∗ = 1.622 t∗ = 2.4 t∗ = 2.76

Figura 5.55: Lineas de corriente en el plano ecuatorial para Ra = 8.33× 104 y Ta = 400.
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5.4 Convección natural con rotación, para cada número de Rayleigh propuesto

0 0.2 0.4 0.6

Temperatura [T ∗]

t∗ = 0.213 t∗ = 1.0 t∗ = 1.35

t∗ = 1.62 t∗ = 2.4 t∗ = 2.76

Figura 5.56: Campo de temperaturas adimensional para Ra = 8.33× 104 y Ta = 400 en el plano
ecuatorial

5.4.3.2. Ra = 8.33× 104 y Ta = 2.5× 105

Las figuras (5.57) y (5.58) muestran en el plano ecuatorial, la variación con respecto al
tiempo, de las lı́neas de corriente y el campo de temperaturas respectivamente, para un número
de Taylor Ta = 2.5×105. Se puede observar que la fuerza de Coriolis produce un movimiento
de los patrones de flujo en el mismo sentido de la rotación de la esfera, es decir, a favor de las
manecillas del reloj. También se observa que hasta t∗ = 2.8 las lı́neas de corriente se mantienen
cambiando con respecto al tiempo, por lo que no existe un estado estacionario, es decir, no
existe un patrón de flujo definido. Sin embargo, se puede observar que las variaciones generadas
en los patrones del campo de temperaturas se repiten con el tiempo (ver figura 5.58). En la
figura (5.58) se puede observar un aumento en la temperatura máxima a t∗ ≈ .6 mientras que
en la figura (5.57) se observa un decremento en la velocidad adimensional máxima a v∗ ≈ 40.
Las figuras (5.59) y (5.60) muestran en el plano meridional, la variación con respecto al tiempo,
de las lineas de corriente y el campo de temperaturas respectivamente. Se puede observar, que
el flujo es dirigido hacia los polos hasta t∗ < 2.51. Para t∗ ≥ 2.51 se puede observar la
generación de vórtices en el plano meridional que modifican el comportamiento del fluido.
En la figura (5.61) se muestran las celdas convectivas observadas desde el polo norte que se
generan en el tiempo t∗ = 3.0. Se puede observar una agrupación de 6 celdas convectivas.
Éstas presentan una alineación con el eje de rotación de la esfera, desplazando al flujo hacia
los polos de ésta.
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0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40

Velocidad [v∗]

t∗ = 0.15 t∗ = 0.66 t∗ = 1.35

t∗ = 1.92 t∗ = 2.55 t∗ = 3.0

Figura 5.57: Lineas de corriente en el plano ecuatorial para Ra = 8.33× 104 y Ta = 2.5× 105.
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5.4 Convección natural con rotación, para cada número de Rayleigh propuesto

0 0.2 0.4 0.6

Temperatura [T ∗]

t∗ = 0.15 t∗ = 0.66 t∗ = 1.35

t∗ = 1.92 t∗ = 2.55 t∗ = 3.0

Figura 5.58: Campo de temperaturas adimensional para Ra = 8.33× 104 y Ta = 2.5× 105 en el
plano ecuatorial.
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0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40

Velocidad [v∗]

t∗ = 0.15 t∗ = 0.66 t∗ = 1.35

t∗ = 1.92 t∗ = 2.55 t∗ = 3.0

Figura 5.59: Lı́neas de corriente en el plano meridional para Ra = 8.33× 104 y Ta = 2.5× 105.

0 0.2 0.4 0.6

Temperatura [T ∗]

t∗ = 0.15 t∗ = 0.66 t∗ = 1.35

t∗ = 1.92 t∗ = 2.5 t∗ = 3.0

Figura 5.60: Campo de temperaturas adimensional para Ra = 8.33× 104 y Ta = 2.5× 105 en el
plano meridional
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5.4 Convección natural con rotación, para cada número de Rayleigh propuesto

Figura 5.61: Vista tridimensional de las lı́neas de corriente observadas desde el polo norte en
t∗ = 3 para Ra = 8.33× 104 y Ta = 2.5× 105.

5.4.3.3. Ra = 8.33× 104 y Ta = 1× 106

Las figuras (5.62) y (5.63) muestran en el plano ecuatorial, la variación con respecto al
tiempo, de las lı́neas de corriente y el campo de temperaturas respectivamente, para un número
de Taylor Ta = 1× 106. Se puede observar que la fuerza de Coriolis produce un movimiento
de los patrones de flujo en el sentido inverso de la rotación de la esfera, es decir, en contra de las
manecillas del reloj. También se observa que hasta t∗ = 3.0 las lı́neas de corriente se mantienen
cambiando con respecto al tiempo, por lo que no existe un estado estacionario, es decir, no
existe un patrón de flujo definido. Sin embargo, se puede observar que las variaciones generadas
en los patrones del campo de temperaturas se repiten con el tiempo (ver figura 5.63). En la
figura (5.63) se puede observar un aumento en la temperatura máxima a t∗ ≈ .8 mientras que
en la figura (5.57) se observa un decremento en la velocidad adimensional máxima a v∗ ≈ 35.
Las figuras (5.65) y (5.64) muestran en el plano meridional, la variación con respecto al tiempo,
de las lineas de corriente y el campo de temperaturas respectivamente. Se puede observar,
que el flujo es dirigido hacia los polos. En la figura (5.66) se muestran las celdas convectivas
observadas desde el polo norte que se generan en el tiempo t∗ = 3.0. Se puede observar una
agrupación de 4 celdas convectivas. Éstas presentan una alineación con el eje de rotación de la
esfera, desplazando al flujo hacia los polos de ésta.
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0 5 10 15 20 25 30 35

Velocidad [v∗]

t∗ = 1.5 t∗ = 2.01 t∗ = 2.22

t∗ = 2.61 t∗ = 2.82 t∗ = 3.0

Figura 5.62: Campo de velocidades adimensional para Ra = 8.33 × 104 y Ta = 1 × 106 en el
plano ecuatorial
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5.4 Convección natural con rotación, para cada número de Rayleigh propuesto

0 0.2 0.4 0.6 0.8

Temperatura [T ∗]

t∗ = 1.5 t∗ = 2.01 t∗ = 2.22

t∗ = 2.61 t∗ = 2.82 t∗ = 3.0

Figura 5.63: Campo de temperaturas adimensional para Ra = 8.33 × 104 y Ta = 1 × 106 en el
plano ecuatorial.
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5. RESULTADOS

0 5 10 15 20 25 30 35

Velocidad [v∗]

t∗ = 1.5 t∗ = 2.01 t∗ = 2.22

t∗ = 2.61 t∗ = 2.82 t∗ = 3.0

Figura 5.64: Lı́neas de corriente en el plano meridional para Ra = 8.33× 104 y Ta = 1× 106.
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5.4 Convección natural con rotación, para cada número de Rayleigh propuesto

0 0.2 0.4 0.6 0.8

Temperatura [T ∗]

t∗ = 1.5 t∗ = 2.01 t∗ = 2.22

t∗ = 2.61 t∗ = 2.82 t∗ = 3.0

Figura 5.65: Campo de temperaturas adimensional para Ra = 8.33 × 104 y Ta = 1 × 106 en el
plano meridional

Figura 5.66: Vista tridimensional de las lı́neas de corriente observadas desde el polo norte en
t∗ = 3 para Ra = 8.33× 104 y Ta = 1× 106.
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5. RESULTADOS

Las figuras (5.67) y (5.68) muestran la variación de la transferencia de calor en la pared
(número de Nusselt promedio) con respecto al tiempo, para un número de Rayleigh Ra =
8.33 × 104. Se puede observar que , para 0 < Ta < 2.5 × 105 no existe un patrón definido
en la evolución del número de Nusselt. Para Ta = 6.4 × 105 se puede observar un compor-
tamiento ondulatorio, mientras que para Ta = 1 × 106, para 0 < t∗ < 1.25 se observa un
comportamiento irregular, mientras que para t < 1.25 se puede observar un comportamiento
ondulatorio.

Figura 5.67: Comparación de números de Nusselt promedio para Ta = 4 × 102, 2.5 × 103, 1 ×
104, 4× 104, con Ra = 1.66× 104

80



5.4 Convección natural con rotación, para cada número de Rayleigh propuesto

Figura 5.68: Comparación de números de Nusselt promedio para Ta = 2.5× 105, 6.4× 105, 1×
104, con Ra = 8.33× 104
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5. RESULTADOS

5.5. Mapa Ra-Ta de patrones convectivos

Figura 5.69: Mapa Ra-Ta con un rango de 5× 103 ≤ Ra ≤ 8.333× 104, 64 ≤ Ta ≤ 2.56× 106

La figura muestra un mapa Ra-Ta con un rango de 5 × 103 ≤ Ra ≤ 8.333 × 105, 64 ≤
Ta ≤ 2.56× 106. De esta imagen se pueden observar 4 caracterı́sticas.

La caracterı́stica “inestable”, denotada con un triángulo, describe a aquellas soluciones que
a pesar de contar con una rotación no consiguen estabilizar la convección dentro de la esfera.

La caracterı́stica “convección (rotación en sentido antihorario)”, denotada con un diamante,
describe a aquellos patrones convectivos cuya visualización en la solución muestra una rotación
opuesta a la rotación a la esfera, es decir, en contra de las manecillas del reloj (counterclockwise
rotation). Por lo general es uno de los primeros fenómenos que se presentan cuando se consigue
estabilizar el patrón convectivo al utilizar un bajo número de Taylor.

La caracterı́stica “convección (rotación en sentido horario)”, denotada con un cuadrado,
describe a aquellos patrones convectivos cuya visualización en la solución muestra una rotación
en el mismo sentido a la rotación de la esfera, es decir, a favor de las manecillas del reloj
(clockwise). Estos fenómenos son encontrados al aumentar el número de Taylor a tal punto
que, las fuerzas de Coriolis invierten la rotación de los patrones de flujo, haciéndolos girar en
la misma dirección de la rotación de la esfera.
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5.5 Mapa Ra-Ta de patrones convectivos

La caracterı́stica “no hay convección”, denotado con una circunferencia, describe a aquellas
soluciones que no muestran el fenómeno de convección, por lo general esto sucede cuando
las fuerzas de Coriolis modulan el inicio de la convección natural mostrando isotermas de
esferas concéntricas similares al caso meramente conductivo. Se tiene que destacar que, con
los resultados obtenidos, para un número de Rayleigh Ra = 8.3 × 103, no se obtuvo una
solución con rotación antihoraria, por lo que se deben de realizar mas casos para verificar que
para ese número de Rayleigh exista una rotación antihoraria.
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Capı́tulo 6

Conclusiones y trabajo a futuro

Se generó, de manera satisfactoria, una malla computacional de 4000 elementos de tipo
hexaedro utilizando un polinomio de Gauss-Lobatto-Legendre de grado 8, ası́ como se validó
el código numérico por medio de la solución analı́tica de la difusión de calor con un termino
fuente y por medio de la reproducción de una caso propuesto por Marti et al. (2014). Finalmente
se estudió la convección de calor, utilizando gravedad radial y considerando la aproximación
de Boussinesq, en donde se utilizaron diferentes parámetros en el número de Rayleigh para
modificar la fuerza de gravedad y el número de Taylor para modificar la fuerza de Coriolis, y
observar la interacción entre estas fuerzas.

De los casos estudiados en la convección de calor sin rotación se pudo observar que hubo
una estabilidad en los patrones convectivos asimétricos con un número de Rayleigh de Ra =
5× 103.Con un número de Rayleigh Ra = 1.66× 105 los patrones convectivos que se generan
se mantienen solo por un breve periodo de tiempo, presentando un comportamiento caótico en
el tiempo simulado.

Al añadir rotación a los casos, para bajos números de Rayleigh ((Ra = 5 × 103), no se
presentan mayores modificaciones en los patrones convectivos además de la rotación producida
por la fuerza de Coriolis. A partir de Ra ≥ 8.33 × 103 se observó una estabilidad en el
flujo obteniendo patrones de flujo definidos. Teniendo patrones estables, en el plano meridional
se puede observar que los vórtices generados se alinean con el eje de rotación. Para Ra =
8.33 × 104, a partir de Ta < 2.5 × 105 se observó que las variaciones en los campos de
temperatura se repetı́an en el tiempo. Se consiguió de manera satisfactoria la estabilidad en
los patrones convectivos utilizando un número de Taylor 2.56 × 106. Se ha observado, en
general, que al aumentar el número de Rayleigh, la velocidad adimensional máxima aumenta
y la temperatura adimensional máxima disminuye en el sistema mientras que al aumentar el
número de Taylor, la velocidad adimensional máxima disminuye y la temperatura adimensional
máxima crece hasta obtener la temperatura adimensional máxima de la conducción, lo que
indica que la rotación modula el inicio de la convección natural. Gracias a estos resultados
se construyó un mapa Ra-Ta donde se pueden observar 4 carácteristicas del fenómeno que se
visualizaron. En la transferencia de calor en la pared de la esfera (número de Nusselt promedio)
se ha observado en los casos estables, que al utilizar bajos números de Taylor se presentan
oscilaciones con bajas frecuencias. Al aumentar el número de Taylor se observa un aumento en
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6. CONCLUSIONES Y TRABAJO A FUTURO

la frecuencia y una disminución en la amplitud de la oscilación.
Como trabajo a futuro se deben de seguir generando mapas Ra-Ta con un diferente rango

de número de Taylor y Rayleigh, y, además ,comprobar si entre las soluciones existe un patrón
convectivo estable que no muestre una rotación (ya sea horaria o antihoraria). Una vez resuelto
los problemas que involucran convección, se podrı́a incluir a este fenómeno las ecuaciones
de la magnetohidronámica y el movimiento de la precesión para observar como estos efectos
convectivos pueden influir en la generación del campo magnético y en este tipo de movimiento.
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Apéndice A

Simplificación de la fuerza centrı́fuga

Sea:

Ω×Ω× x̄ = −1

2
∇|Ω× x̄| (A.1)

donde Ω es constante.

Desarrollando la parte izquierda:

Ω×Ω× x̄ = Ωīii × Ωj īj × xk īk
= Ωīii × εjkl Ωjxk īl
= εilm εjkl Ωi Ωj xk īm
= −εiml εjkl Ωi Ωj xk īm
= − (δij δmk − δik δmj) Ωi Ωj xk īm
= Ωi Ωj xīij − Ωi Ωi xk īk
= (Ω · x̄) Ω− (Ω ·Ω) x̄

(A.2)
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A. SIMPLIFICACIÓN DE LA FUERZA CENTRÍFUGA

Desarrollando la parte derecha:

|Ω× x̄|2 = (Ω× x̄) · (Ω× x̄)

=
(
Ωīii × xj īj

)
·
(
Ωk īk × xl̄il

)
= εijo Ωixj īo · εklm Ωk xl̄im
= εijo εklm Ωi Ωk xj xl δom

= εijm εklm Ωi Ωk xj xl

= (δik δjl − δil δjk) Ωi Ωk xj xl

= Ωi Ωi xj xj − Ωi Ωj xi xj

(A.3)

−1

2
∇|Ω× x̄|2 = −1

2

∂

∂xk
īk (Ωi Ωi xj xj − Ωi Ωj xi xj)

=
1

2

(
∂Ωi

∂xk
Ωj xi xj +

∂Ωj

∂xk
Ωi xi xj +

∂xi
∂xk

xj Ωi Ωj +
∂xj
∂xk

xiΩi Ωj

)
īk

− 1

2

(
∂Ωi

∂xk
Ωi xj xj +

∂Ωi

∂xk
Ωi xj xj +

∂xj
∂xk

xj Ωi Ωi +
∂xj
∂xk

xjΩi Ωi

)
īk

=
1

2

(
∂xi
∂xk

xj Ωi Ωj +
∂xj
∂xk

xiΩi Ωj − 2
∂xj
∂xk

xj Ωi Ωi

)
īk

=
1

2
(Ωi Ωj xj δik + Ωi Ωj xi δjk − 2 Ωi Ωi xj δjk) īk

=
1

2

(
Ωi Ωj xj īi + Ωi Ωj xīij − 2 Ωi Ωi xj īj

)
=

1

2
[(Ω · x̄) Ω + (Ω · x̄) Ω− 2 (Ω ·Ω) x̄]

= (Ω · x̄) Ω− (Ω ·Ω) x̄
(A.4)
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Apéndice B

Adimensionalización de las ecuaciones

Para adimensionalizar las ecuaciones se proponen las siguientes variables adimensionales:

x∗1 =
1

R
x1 x∗2 =

1

R
x2 x∗3 =

1

R
x3

u∗1 =
R

ν
u1 u∗2 =

R

ν
u2 u∗3 =

R

ν
u3

T ∗ =
T − Tr0

∆T
t∗ =

ν

R2
t

(B.1)

En donde ∆T se define como
Q̇R2

6k
. Una vez conociendo los parámetros adimensionales y su-

poniendo variables adimensionales, procederemos a adimensionalizar las ecuaciones de con-
servación.

B.0.1. Adimensionalización de la ecuación de conservación de masa

Al sustituir (B.1) en la ecuación de conservación de masa la expresión queda como:

[
1

R

] [ ν
R

] ∂

∂x∗1
u∗1 +

[
1

R

] [ ν
R

] ∂

∂x∗2
u∗2 +

[
1

R

] [ ν
R

] ∂

∂x∗3
u∗3 = 0 (B.2)
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B. ADIMENSIONALIZACIÓN DE LAS ECUACIONES

∂

∂x∗1
u∗1 +

∂

∂x∗2
u∗2 +

∂

∂x∗3
u∗3 = 0

∇∗ · u∗ = 0

(B.3)
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B.0.2. Adimensionalización de la ecuación de cantidad de movimiento

Para la ecuación de cantidad de movimento el vector Ω se reescribe de la siguiente manera:

~Ω = ωiii (B.4)

Se sustituye (B.1) y (3.8) en la ecuación de cantidad de movimiento (3.5), la ecuación adimen-
sional de la cantidad de movimiento da como resultado:

ρ0

[ ν
R

] [ ν
R2

] ∂u∗i
∂t∗

+ ρ0

[ ν
R

] [ ν
R

] [ 1

R

]
u∗j
∂u∗i
∂x∗j

= −
[

1

R

]
∂p̄

∂x∗i
+

[
1

R2

] [ ν
R

]
µ
∂2u∗i
∂x∗2j

− ρ0β
Q̇R2

6k
giT
∗ + 2

[ ν
R

]
ρ0ωi ii × u∗j ij

∂u∗i
∂t∗

+ u∗j
∂u∗i
∂x∗j

=[
R3

ν2ρ0

]{
− ∂p̄

∂x∗i
+
[ ν
R3

]
µ
∂2u∗i
∂x∗2j

− ρ0β
Q̇R2

6k
giT
∗ + 2

[ ν
R

]
ρ0ωi ii × u∗j ij

}
(B.5)

∂u∗i
∂t∗

+ u∗j
∂u∗i
∂x∗j

= −
[
R2

ν2ρ0

]
∂p̄

∂x∗i
+
∂2u∗i
∂x∗2j

− 1

6

βgiQ̇R
5

kν2
T ∗ +

2R2

ν
ωi ii × u∗j ij (B.6)

Se expande el cuarto término de la derecha:

ωi ii×u∗j ij =

∣∣∣∣∣∣
i1 i2 i3
ω1 ω2 ω3

u∗1 u∗2 u∗3

∣∣∣∣∣∣ = (ω2u
∗
3−ω3u

∗
2) i1−(ω1u

∗
3−ω3u

∗
1) i2+(ω1u

∗
2−ω2u

∗
1) i3 (B.7)

Como la esfera únicamente es sometida a rotación alrededor del eje z ~Ω = ω3i3, simplifi-
cando (B.7): Finalmente, la ecuación adimensionalizada de cantidad de movimiento da como
resultado:

ωi ii × u∗j ij = (−ω3u
∗
2) i1 + (ω3u

∗
1) i2 (B.8)
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B. ADIMENSIONALIZACIÓN DE LAS ECUACIONES

Sustituimos (B.7) en (B.6)

∂u∗1
∂t∗

+ u∗j
∂u∗1
∂x∗j

= −
[
R2

ν2ρ0

]
∂p̄

∂x∗1
+
∂2u∗1
∂x∗2j

− 1

6

βg1Q̇R
5

kν2
T ∗ +

2R2

ν
(−ω3u

∗
2) (B.9)

∂u∗2
∂t∗

+ u∗j
∂u∗2
∂x∗j

= −
[
R2

ν2ρ0

]
∂p̄

∂x∗2
+
∂2u∗2
∂x∗2j

− 1

6

βg2Q̇R
5

kν2
T ∗ +

2R2

ν
(ω3u

∗
1) (B.10)

∂u∗3
∂t∗

+ u∗j
∂u∗3
∂x∗j

= −
[
R2

ν2ρ0

]
∂p̄

∂x∗3
+
∂2u∗3
∂x∗2j

− 1

6

βg3Q̇R
5

kν2
T ∗ (B.11)

Definimos la presión adimensional como : p̄∗ =
R2

ρ0ν2
p̄. Finalmente las ecuaciones adimensio-

nalizadas de cantidad de movimiento se escriben como:

∂u∗1
∂t∗

+ u∗j
∂u∗1
∂x∗j

= −∂p̄
∗

∂x∗1
+
∂2u∗1
∂x∗2j

− 1

6

Ra

Pr
T ∗ − 2Ta

1
2u∗2

(B.12)

∂u∗2
∂t∗

+ u∗j
∂u∗2
∂x∗j

= −∂p̄
∗

∂x∗2
+
∂2u∗2
∂x∗2j

− 1

6

Ra

Pr
T ∗ + 2Ta

1
2u∗1 (B.13)

∂u∗3
∂t∗

+ u∗j
∂u∗3
∂x∗j

= −∂p̄
∗

∂x∗3
+
∂2u∗3
∂x∗2j

− 1

6

Ra

Pr
T ∗ (B.14)

Donde Ra es el número de Rayleigh definido como Ra =
βgQ̇R5

6kαν
, Ta es el número de Taylor

definido como Ta =
ω2

3R
4

ν2
y Pr es el número de Prandtl definido como Pr =

ν

α
.
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B.0.3. Adimensionalización de la ecuación de conservación de energı́a

La ecuación de la conservación de la energı́a térmica se reescribe de la siguiente manera:

DT

Dt
= α∇2T +

Q̇

ρCp
(B.15)

Se sustituye las variables adimensionales de (B.1) en (B.15) quedando la expresión como:

[ ν
R2

]
[∆T + Tr0 ]

DT ∗

Dt∗
=

[
1

R2

]
[∆T + Tr0 ]α∇2T ∗ +

Q̇

ρCp

DT ∗

Dt∗
=
α

ν
∇2T ∗ +

Q̇

ρCp

R2

[∆T + Tr0 ] ν

(B.16)

Por nuestra suposiciones sabemos que la temperatura en la frontera de la esfera es igual a 0 por

lo que Tr0 = 0 y además ∆T =
Q̇R2

6k
por lo que sustituimos las expresiones en la ecuación

(B.16):

DT ∗

Dt∗
=
α

ν
∇2T ∗ +

Q̇

ρCp

6kR2

Q̇R2ν
(B.17)

DT ∗

Dt∗
=
α

ν
∇2T ∗ + 6

k

ρCp

1

ν
(B.18)

DT ∗

Dt∗
=
α

ν
∇2T ∗ + 6

α

ν
(B.19)

Finalmente, la adimensionalización de la ecuación de la energı́a se escribe como:

DT ∗

Dt∗
=

1

Pr
∇2T ∗ +

6

Pr
(B.20)
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Apéndice C

Transformación de las velocidades

cartesianas en coordenadas esféricas

Sea:

V(x1, x2, x3) = V1̄i1 + V2̄i2 + V3̄i3 (C.1)

Las velocidades que actuan en coordenadas cartesianas.

Sea:

∣∣∣∣∣∣
ī1
ī2
ī3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
sin(θ) cos(ϕ) cos(θ) cos(ϕ) − sin(ϕ)
sin(θ) sin(ϕ) cos(θ) sin(ϕ) cos(ϕ)
− sin(θ) cos(θ) 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
īr
īθ
īϕ

∣∣∣∣∣∣ (C.2)

La matriz de transformación de coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas.
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C. TRANSFORMACIÓN DE LAS VELOCIDADES CARTESIANAS EN COORDENADAS
ESFÉRICAS

Por lo que la velocidad en coordenadas esféricas está definido como:

V (x1, x2, x3) = V (r, θ, ϕ) = V1 sin(θ) cos(ϕ)̄ir + V1 cos(θ) cos(ϕ)̄iθ − V1 sin(ϕ)̄iϕ
+ V2 sin(θ) sin(ϕ)̄ir + V2 cos(θ) sin(ϕ)̄iθ + V2 cos(ϕ)̄iϕ
+ V3 cos(θ)̄ir − V3 sin(θ)̄iθ

(C.3)

V(r, θ, ϕ) =

(
V1 sin(θ) cos(ϕ) + V2 sin(θ) sin(ϕ) + V3 cos(θ)

)̄
ir

+

(
V1 cos(θ) cos(ϕ) + V2 cos(θ) sin(ϕ)− V3 sin(θ)

)̄
iθ

+

(
− V1 sin(ϕ) + V2 cos(ϕ)

)̄
iϕ

(C.4)

Además, la relación de las coordenadas esféricas con las coordenadas cartesianas está definida
por las siguientes parametrizaciones:

r =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3

cos(θ) =
x3√

x2
1 + x2

2 + x2
3

sin(θ) =

√
x2

1 + x2
2√

x2
1 + x2

2 + x2
3

cos(ϕ) =
x1√
x2

1 + x2
2

sin(ϕ) =
x2√
x2

1 + x2
2

(C.5)

Sustituyendo C.5 en C.4:
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V(r, θ, ϕ) =

[
V1

( √
x2

1 + x2
2√

x2
1 + x2

2 + x2
3

)(
x1√
x2

1 + x2
2

)

+ V2

( √
x2

1 + x2
2√

x2
1 + x2

2 + x2
3

)(
x2√
x2

1 + x2
2

)
+ V3

(
x3√

x2
1 + x2

2 + x2
3

)]̄
ir

+

[
V1

(
x3√

x2
1 + x2

2 + x2
3

)(
x1√
x2

1 + x2
2

)

+ V2

(
x3√

x2
1 + x2

2 + x2
3

)(
x2√
x2

1 + x2
2

)
− V3

( √
x2

1 + x2
2√

x2
1 + x2

2 + x2
3

)]̄
iθ

+

[
− V1

(
x2√
x2

1 + x2
2

)
+ V2

(
x1√
x2

1 + x2
2

)]̄
iϕ

(C.6)

V(r, θ, ϕ) =

[
V1

(
x1√

x2
1 + x2

2 + x2
3

)
+ V2

(
x2√

x2
1 + x2

2 + x2
3

)
+ V3

(
x3√

x2
1 + x2

2 + x2
3

)]̄
ir

+

[
V1

(
x3√

x2
1 + x2

2 + x2
3

)(
x1√
x2

1 + x2
2

)

+ V2

(
x3√

x2
1 + x2

2 + x2
3

)(
x2√
x2

1 + x2
2

)
− V3

( √
x2

1 + x2
2√

x2
1 + x2

2 + x2
3

)]̄
iθ

+

[
− V1

(
x2√
x2

1 + x2
2

)
+ V2

(
x1√
x2

1 + x2
2

)]̄
iϕ

(C.7)
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Apéndice D

Solución de Difusión de calor en estado

transitorio

Sea la ecuación de difusión de calor en estado transitorio con término fuente en coordena-
das esféricas:

1

α

∂T

∂t
=

1

r2

∂

∂r

(
r2∂T

∂r

)
+
Q̇

k
(D.1)

En donde:

α- Es la difusividad térmica.
Q̇- Es el término fuente.
k- Es la conductividad térmica.

Con las siguientes condiciones de frontera:

T (r1, t) = 0

T (0, t) = T
(D.2)

Y cuya condicion inicial:

T (r, 0) = 0 (D.3)
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D. SOLUCIÓN DE DIFUSIÓN DE CALOR EN ESTADO TRANSITORIO

Primero, expandiremos el lado derecho para poder reorganizar la ecuación:

1

α

∂T

∂t
=

1

r2

[
2r
∂T

∂r
+ r2∂

2T

∂r2

]
+
Q̇

k

1

α

∂T

∂t
=
∂2T

∂r2
+

2

r

∂T

∂r
+
Q̇

k

(D.4)

Los dos términos del lado derecho de la ecuación se pueden reescibir por una forma más com-
pacta:

∂2T

∂r2
+

2

r

∂T

∂r
=

1

r

∂2(rT )

∂r2
(D.5)

Verificando que esta cumpla con la igualdad

∂2T

∂r2
+

2

r

∂T

∂r
=

1

r

∂2(rT )

∂r2

∂2T

∂r2
+

2

r

∂T

∂r
=

1

r

∂

∂r

∂(rT )

∂r
∂2T

∂r2
+

2

r

∂T

∂r
=

1

r

[
∂

∂r

(
T + r

∂T

∂r

)]
∂2T

∂r2
+

2

r

∂T

∂r
=

1

r

[
∂T

∂r
+
∂T

∂r
+ r

∂2T

∂r2

]
∂2T

∂r2
+

2

r

∂T

∂r
=
∂2T

∂r2
+

2

r

∂T

∂r

(D.6)

La ecuación D.4 queda como:

1

α

∂T

∂t
=

1

r

∂2(rT )

∂r2
+
Q̇

k
(D.7)
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Esta es una ecuación diferencial parcial no homogénea por lo que la técnica que se utiliza
para atacar el problema es por medio de un cambio de variable, con el cuál se espera obte-
ner dos ecuaciones diferenciales: una ecuación diferencial parcial homogénea y una ecuacion
diferencial ordinaria no homogénea:

T (r, t) = a(r, t) + ψ(r) (D.8)

Sustituyendo D.8 en D.7:

1

α

∂

∂t
(a+ ψ) =

1

r

∂2

∂r2
(r (a+ ψ)) +

Q̇

k

1

α

∂

∂t
a =

1

r

∂2

∂r2
(ra) +

1

r

∂2

∂r2
(rψ) +

Q̇

k

(D.9)

Finalmente la ecuación diferencial se reduce a las siguientes ecuaciones diferenciales:

1

r

∂2

∂r2
(rψ) +

Q̇

k
= 0 (D.10)

1

α

∂

∂t
a =

1

r

∂2

∂r2
(ra) (D.11)

Cuyas condiciones de frontera en términos de a y ψ quedan como:

T (r1, t) = 0 = a(r1, t) + ψ(r1)

··· a(r1, t) = 0, ψ(r1) = 0
(D.12)

T (0, t) = T = a(0, t) + ψ(0)

··· a(0, t) = 0, ψ(0) = T
(D.13)
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Y cuya condición inicial queda como:

T (r, 0) = 0 = a(r, 0) + ψ(r1)

a(r, 0) = 0− ψ(r1)
(D.14)

Resolvemos primero D.10:

1

r

∂2

∂r2
(rψ) +

Q̇

k
= 0

1

r

d2

dr2
(rψ) +

Q̇

k
= 0

d2

dr2
(rψ) +

Q̇r

k
= 0

(D.15)

Realizamos un cambio de variable:

u(r) = rψ(r) (D.16)

Sustituyendo D.16 en D.15:

d2

dr2
u+

Q̇r

k
= 0

d2

dr2
u = −Q̇r

k

d

dr

(
d

dr
u

)
= −Q̇r

k∫
d
d

dr
u = −

∫
Q̇r

k
dr

d

dr
u = −1

2

Q̇r2

k
+ c1∫

d u = −
∫
−1

2

Q̇r2

k
+ c1 dr

u(r) = −1

6

Q̇r3

k
+ c1r + c2

rψ(r) = −1

6

Q̇r3

k
+ c1r + c2

(D.17)
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ψ(r) = −1

6

Q̇r2

k
+ c1 +

c2

r
(D.18)

Aplicamos las condiciones de frontera:

ψ(r1) = 0 = −1

6

Q̇r2
1

k
+ c1 +

c2

r1

c1 =
1

6

Q̇r2
1

k
− c2

r1

ψ(0) = T = −1

6

Q̇02

k
+

1

6

Q̇r2
1

k
− c2

r1
+
c2

0

··· c2 = 0, c1 =
1

6

Q̇r2
1

k

(D.19)

ψ(r) =
1

6

Q̇

k

(
r2

1 − r2
)

(D.20)

Resolvemos D.11

1

α

∂

∂t
a =

1

r

∂2

∂r2
(ra)

r

α

∂

∂t
a =

∂2

∂r2
(ra)

1

α

∂

∂t
(ra) =

∂2

∂r2
(ra)

(D.21)
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Realizamos un cambio de variable similar a D.10

v(r, t) = ra(r, t) (D.22)

Sustituyendo D.22 en D.21

1

α

∂v

∂t
=
∂2v

∂r2
(D.23)

Resolvemos por separación de variables

v(r, t) = R(r)Θ(t) (D.24)

Por lo que la ecuación D.23 queda:

1

α
RΘ′ = R′′Θ

R′′

R
=

1

α

Θ′

Θ
= −λ2

(D.25)

Encontramos la solución de R:

R′′

R
= −λ2

R′′ = −λ2R

R′′ + λR = 0

(D.26)

R(r) = C1 cos(λr) + C2 sin(λr) (D.27)

Resolvemos ahora Θ:
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1

α

Θ′

Θ
= −λ2

Θ′ = −λ2Θ

ln(Θ) = −λαt+ C3

(D.28)

Θ(t) = C3e
−αλ2t (D.29)

Por lo que:

v(r, t) = RΘ = C3e
−αλ2t [C1 cos(λr) + C2 sin(λr)]

ra(r, t) = v(r, t) = C3e
−αλ2t [C1 cos(λr) + C2 sin(λr)]

a(r, t) =
1

r
C3e

−αλ2t [C1 cos(λr) + C2 sin(λr)]

(D.30)

Se aplican condiciones de frontera:

a(0, t) = 0

a(0, t) =
1

0
C3e

−αλ2t [C1 cos(λ0) + C2 sin(λ0)]

··· C1 = 0

a(r1, t) = 0

a(r1, t) =
1

r1
C3e

−αλ2t [C2 sin(λr1)] = 0

(D.31)

Para que esto se cumpla C2 6= 0 por lo que :

λ =
nπ

r1
(D.32)
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a(r, t) =
1

r
C3e

−αt
(
nπ

r1

)2 [
C2 sin

(
nπ

r1
r

)]
= 0

a(r, t) =
∞∑
n=1

1

r
Ane

−αt
(
nπ

r1

)2

sin

(
nπ

r1
r

)
= 0

(D.33)

Ahora se aplica la condición inicial D.14:

a(r, 0) = 0− ψ(r1)

∞∑
n=1

1

r
Ane

−α(0)

(
nπ

r1

)2 [
sin

(
nπ

r1
r

)]
= 0− 1

6

Q̇

k

(
r2

1 − r2
)

1

r

∞∑
n=1

An

[
sin

(
nπ

r1
r

)]
=

1

6

Q̇

k

(
r2 − r2

1

)
∞∑
n=1

An sin

(
nπ

r1
r

)
=

1

6

Q̇r

k

(
r2 − r2

1

)
(D.34)

Para obtener An integramos en D.32 y utilizamos la propiedad de senos de Fourier:

An

∫ r1

0

∞∑
n=1

sin

(
nπ

r1
r

)
dr =

∫ r1

0

1

6

Q̇r

k

(
r2 − r2

1

)
dr

An

∫ r1

0

∞∑
n=1

sin

(
nπ

r1
r

)
sin

(
mπ

r1
r

)
=

∫ r1

0

1

6

Q̇r

k

(
r2 − r2

1

)
sin

(
mπ

r1
r

)
dr

(D.35)

En donde:

∫ r1

0

∞∑
n=1

sin

(
nπ

r1
r

)
sin

(
mπ

r1
r

)
=


m = n

r1

2

m 6= n 0

(D.36)
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Por lo que D.35 se reduce a:

An
r1

2
=

∫ r1

0

1

6

Q̇r

k

(
r2 − r2

1

)
sin

(
nπ

r1
r

)
dr

An =
2

r1

∫ r1

0

1

6

Q̇r

k

(
r2 − r2

1

)
sin

(
nπ

r1
r

)
dr

An =
1

3

Q̇

kr1

∫ r1

0
r
(
r2 − r2

1

)
sin

(
nπ

r1
r

)
dr

(D.37)

La integral la resolveremos por el método de integración por partes:

An =
1

3

Q̇

kr1

[∫ r1

0
r3 sin

(
nπr

r1

)
− r2

1

∫ r1

0
r sin

(
nπr

r1

)]
(D.38)

∫ r1

0
r3 sin

(
nπr

r1

)

u = r3 dv = sin

(
nπr

r1

)
dr

du = 3r2 dr v = − r1

nπ
cos

(
nπr

r1

)
∫ r1

0
r3 sin

(
nπr

r1

)
= − r1

nπ
r3 cos

(
nπr

r1

)∣∣∣r1
0

+
3r1

nπ

∫ r1

0
r2 cos

(
nπr

r1

)
dr

u = r2 dv = cos

(
nπr

r1

)
dr

du = 2r dr v =
r1

nπ
sin

(
nπr

r1

)
∫ r1

0
r3 sin

(
nπr

r1

)
= − r1

nπ
r3 cos

(
nπr

r1

)∣∣∣r1
0

+

3r1

nπ

[
r1

nπ
r2 sin

(
nπr

r1

)∣∣∣r1
0
− 2r1

nπ

∫ r1

0
r sin

(
nπr

r1

)]

(D.39)

107
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∫ r1

0
r3 sin

(
nπr

r1

)
= − r1

nπ
r3 cos

(
nπr

r1

)∣∣∣r1
0

+

3r2
1

n2π2
r2 sin

(
nπr

r1

)∣∣∣r1
0
− 6r2

1

n2π2

∫ r1

0
r sin

(
nπr

r1

)
dr

u = r dv = sin

(
nπr

r1

)
dr

du = dr v = − r1

nπ
cos

(
nπr

r1

)
∫ r1

0
r3 sin

(
nπr

r1

)
= − r1

nπ
r3 cos

(
nπr

r1

)∣∣∣r1
0

+
3r2

1

n2π2
r2 sin

(
nπr

r1

)∣∣∣r1
0

− 6r2
1

n2π2

[
− r1

nπ
r cos

(
nπr

r1

)∣∣∣r1
0

+
r1

nπ

∫ r1

0
cos

(
nπr

r1

)
dr

]
∫ r1

0
r3 sin

(
nπr

r1

)
= − r1

nπ
r3 cos

(
nπr

r1

)∣∣∣r1
0

+
3r2

1

n2π2
r2 sin

(
nπr

r1

)∣∣∣r1
0

+
6r3

1

n3π3
r cos

(
nπr

r1

)∣∣∣r1
0
− 6r3

1

n3π3

∫ r1

0
cos

(
nπr

r1

)
dr∫ r1

0
r3 sin

(
nπr

r1

)
= − r1

nπ
r3 cos

(
nπr

r1

)∣∣∣r1
0

+
3r2

1

n2π2
r2 sin

(
nπr

r1

)∣∣∣r1
0

+
6r3

1

n3π3
r cos

(
nπr

r1

)∣∣∣r1
0
− 6r4

1

n4π4
sin

(
nπr

r1

)∣∣∣r1
0∫ r1

0
r3 sin

(
nπr

r1

)
= − r1

nπ
r3

1 cos

(
nπr1

r1

)
+

3r2
1

n2π2
r2

1 sin

(
nπr1

r1

)
+

6r3
1

n3π3
r1 cos

(
nπr1

r1

)
− 6r4

1

n4π4
sin

(
nπr1

r1

)

(D.40)

∫ r1

0
r3 sin

(
nπr

r1

)
= r4

1 cos(nπ)

[
6

n3π3
− 1

nπ

]
+ r4

1 sin(nπ)

[
3

n2π2
− 6

n4π4

]
(D.41)
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∫ r1

0
r sin

(
nπr

r1

)

u = r dv = sin

(
nπr

r1

)
dr

du = dr v = − r1

nπ
cos

(
nπr

r1

)
∫ r1

0
r sin

(
nπr

r1

)
= − r1

nπ
r cos

(
nπr

r1

)∣∣∣r1
0

+
r1

nπ

∫ r1

0
cos

(
nπr

r1

)
dr∫ r1

0
r sin

(
nπr

r1

)
= − r1

nπ
r cos

(
nπr

r1

)∣∣∣r1
0

+
r2

1

n2π2
sin

(
nπr

r1

)∣∣∣r1
0∫ r1

0
r sin

(
nπr

r1

)
= − r

2
1

nπ
cos(nπ) +

r2
1

n2π2
sin(nπ)

(D.42)

por lo que :

An =
1

3

Q̇

kr1

{
r4

1 cos(nπ)

[
6

n3π3
− 1

nπ

]
+ r4

1 sin(nπ)

[
3

n2π2
− 6

n4π4

]}
− 1

3

Q̇

kr1
r2

1

[
− r

2
1

nπ
cos(nπ) +

r2
1

n2π2
sin(nπ)

]
An =

1

3

Q̇

kr1

{
r4

1 cos(nπ)

[
6

n3π3

]
+ r4

1 sin(nπ)

[
2

n2π2
− 6

n4π4

]}
An =

Q̇

k

{
r3

1

2

n3π3
cos(nπ) + r3

1 sin(nπ)

[
2

3n2π2
− 2

n4π4

]}
(D.43)

Por lo que D.33 queda:

a(r, t) =

∞∑
n=1

1

r
Ane

−αt
(
nπ

r1

)2

sin

(
nπ

r1
r

)

An =
Q̇

k

{
r3

1

2

n3π3
cos(nπ) + r3

1 sin(nπ)

[
2

3n2π2
− 2

n4π4

]} (D.44)
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Finalmente se sustituye D.44 y D.20 en D.8:

T (r, t) = a(r, t) + ψ(r)

T (r, t) =
∞∑
n=1

1

r
Ane

−αt
(
nπ

r1

)2

sin

(
nπ

r1
r

)
+

1

6

Q̇

k

(
r2

1 − r2
)

An =
Q̇

k

[
r3

1

2

n3π3
cos(nπ)

] (D.45)

Esta ecuación se indetermina cuando r = 0, por lo que utilizaremos el concepto de lı́mite para
obtener una solución:

ĺım
r→0

T (r, t) = ĺım
r→0

∞∑
n=1

1

r
Ane

−αt
(
nπ

r1

)2

sin

(
nπ

r1
r

)
+

1

6

Q̇

k

(
r2

1 − r2
)

= ĺım
r→0

∞∑
n=1

Ane
−αt

(
nπ

r1

)2

sin

(
nπ

r1
r

)
r

+
1

6

Q̇

k

(
r2

1 − r2
)

=

∞∑
n=1

nπ

r1
Ane

−αt
(
nπ

r1

)2

+
1

6

Q̇

k
r2

1

(D.46)

ĺım
r→0

T (r, t) =

∞∑
n=1

nπ

r1
Ane

−αt
(
nπ

r1

)2

+
1

6

Q̇

k
r2

1

An =
Q̇

k

[
r3

1

2

n3π3
cos(nπ)

] (D.47)
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ples ánulos esféricos concéntricos. Tesis de maestrı́a, Universidad Nacional Autónoma de
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