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Capitulo 1

Introduccion

El presente trabajo se centrard en dar una prueba del Teorema de Chern—Gauf3—~Bonnet
para variedades cerradas siguiendo lo antes hecho por S. S. Chern [C] y el célculo diferencial
extendido introducido por H. Flanders [F].

Para saber un poco mas de este teorema y poner mas en contexto el objetivo del trabajo,
presentamos algunos hechos historicos de este resultado.

Fue en el ano de 1827 cuando apareci6 la primer version de este teorema la cual se debe
a Gauf}, éste afirmaba que para cualquier tridngulo geodésico T' contenido en una superficie
Y C R3?, la integral de su curvatura de Gauf era igual a la diferencia entre la suma de sus
angulos interiores y . En 1848, O. Bonnet publicé una versiéon mas general la cual extendia
la antes dada por Gaufl a dominios simplemente conexos cuya frontera estuviera formada
por un nimero finito de curvas suaves.

El enunciado més conocido para superficies compactas, orientables y sin frontera se debe
a Walter von Dick el cual nos dice que si ¥ C R? es una superficie cerrada y orientable se
cumple que:

WD) = i/mm (1.1)

2T
)

donde « es la curvatura de GauB y x(3) es la caracteristica de Euler de la superficie, viéndose
aqui la fuerte conexién entre las caracteristicas geométricas y topoldgicas de la superficie 3.

Los primeros intentos de extender el teorema a dimensiones mayores vinieron por parte
de H. Hopf quien logré demostrar el resultado para hipersuperficies M cerradas y orientables
en R?"*! basdndose en la prueba para superficies en R?. Sea

G: M — S

la aplicacién de GauB a la esfera unitaria S** C R?"*!. Si vol € T'(A?*"T*S5%*") es la forma
de volumen de S?" entonces G*vol es una 2n—forma en M. Es bien sabido que para el caso
en quen = 1:

G*'vol = kdA
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asi, el lado izquierdo de (1.1) se convierte en

1 1 d
— | kdA = —/G*Vol = g G /Vol = 2deg G
27 2
M

2 ™
M

5‘2

donde deg G es el grado topoldgico de la aplicacion de Gauf3. En 1926 el mismo Hopf demostro
que si M es una hipersuperficie compacta, orientable de dimensién par contenida en R?"*!
entonces el grado de la aplicaciéon de Gaufl se relacionaba con su caracteristica de Euler
mediante:

1
deg G = §X(M)

obteniéndose asi la conclusion del teorema de Gaufi-Bonnet para superficies.

Mediante un argumento similar y algunas consideraciones topoldgicas, Hopf demostrd
el teorema para hipersuperficies compactas orientables del espacio Euclidiano R?***! sin
embargo su prueba se veia fuertemente necesitada de la existencia de la aplicacion de Gau8.

Alrededor de 1940, Allendoerfer y Frenchel demostraron de forma independiente el teore-
ma para variedades encajadas en espacios Euclidianos de codimension mayor que 1, utilizando
el trabajo de Weyl sobre vecindades tubulares y la curvatura de Lipschitz—Killing. Sin em-
bargo el teorema de encaje de Nash atun no estaba disponible en ese tiempo por lo que el
teorema de GauBB—Bonnet para variedades Riemannianas generales aiin quedaba abierto.

En 1943, S. S. Chern arrivé al Institute for Advanced Studies en Princeton y sabiendo de
este problema trabajo en ello para en 1944 publicar la primer prueba intrinseca del teorema
de GauB3~Bonnet para variedades Riemannianas abstractas, es por ello que en su honor el
resultado generalizado lleva el nombre de Teorema de Chern—Gaufi-Bonnet.

El desarrollo de la tesis comenzara con un breve repaso de los conceptos basicos de la
geometria diferencial moderna, en particular conceptos como haces vectoriales, el operador
derivada exterior, variedades Riemannianas, conexiones en haces vectoriales y el tensor de
curvatura apareceran durante todo nuestro trabajo.

El Capitulo 3 introduce conceptos claves como lo son las densidades y las orientaciones
en espacios vectoriales para posteriormente generalizar estos conceptos a haces vectoriales.
Se introducird el muy importante término de la integral de Berezin, el cual serda una de
nuestras principales herramientas. Por tltimo daremos el concepto de la Pfaffiana del tensor
de curvatura la cual serd una m—forma en nuestra variedad M construida a partir de la
curvatura y de la integral de Berezin.

La intencién del Capitulo 4 es presentar el Teorema de Poincaré-Hopf ya que este im-
portante resultado nos permitira concluir la prueba del resultado que nos concierne, tra-
bajaremos en la teoria del indice de campos vectoriales y presentaremos dos definiciones
aparentemente distintas de éste, para luego demostrar su equivalencia.

El Capitulo 5 es el corazén de este trabajo, ya que en él se encuentran los principales
conceptos y resultados que nos conduciran a la demostracion del teorema de Chern—Gaufi—
Bonnet. Comenzaremos introduciendo un calculo diferencial extendido. Presentaremos cier-
tas ideas y resultados debidos a H. Flanders [F] que nos permitirdn dar una demostracién
més simplificada y comprensible del teorema, que la original dada por S. S. Chern en [C].



Veremos que de hecho la Pfaffiana es una forma diferenciable exacta en la variedad a menos
un conjunto discreto de puntos. Por ultimo presentaremos los calculos explicitos en un tipo
de coordenadas especiales inducidas por la aplicacién exponencial.

La demostracién del Teorema de Chern—Gauf3i-Bonnet es presentada en el Capitulo 6, en
el que se hara uso de los resultados dados en los capitulos anteriores por lo que en si es la
conjuncion de todas las ideas presentadas hasta este punto. Ademads se presentara la idea de
transgresion la cual avalard la prueba dada del Teorema de Chern—Gauf3-Bonnet.

Finalmente en el dltimo capitulo 7, presentaremos de manera un tanto informal una
relacion entre nuestro teorema y el nicleo de calor de un operador integral particular. Estas
ideas y resultados son el inicio de los temas que se pretenden estudiar en un futuro doctorado
por esto de una vez se advierte de afirmaciones y resultados sin demostraciones.
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Capitulo 2

Conceptos basicos de Geometria
Diferencial

En este capitulo se presentaran los conceptos y resultados béasicos que utilizaremos a lo
largo de este trabajo para poder llegar a nuestro objetivo. Aunque no se diga explicitamente,
pensaremos a M como una variedad suave de dimension m. En principio, presentamos el
concepto general de un haz fibrado sobre una variedad.

Definicién 2.1 (Haces Fibrados)

Sea .F una variedad suave. Un haz fibrado sobre una variedad M con fibra modelo % es una
variedad F M junto con una aplicacion suave w : F M — M, que es localmente equivalente
a la proyeccion pry, : M x F — M al primer factor en el producto Cartesiano M x F
en el siguiente sentido: Para todo punto p € M existe una vecindad abierta U C M dep y
un difeomorfismo ® : U x F — 7w~ Y(U), tal que el siguiente diagrama conmuta:

[

d: Ux.F——7 Y U)
pko/
U .

Definicién 2.2 (Conceptos Matematicos en Relacién a Haces Fibrados)

Sea F M wun haz fibrado sobre una variedad suave M con proyeccion w : FM —> M.
En este contexto se denomina la variedad M como la variedad base del haz fibrado % M,
mientras el término espacio total se refiere a la variedad F M, en particular para subrayar
sus propiedades solo como una variedad sin tomar la proyeccion w en cuenta. La fibra del
haz fibrado F M sobre un punto p € M es la preimagen de p bajo la proyeccion 7 :

FoM = 7 (p) = { feFM | n(f)=p}.

Una seccion de un haz fibrado es una aplicacion suave f : M — F M con la propiedad
m o f = idy, es decir su valor en cada punto p € M es un elemento f(p) € F#,M de la
fibra de F M sobre el punto p. El conjunto de todas las secciones de % M se denota por:

NIFM) = TN\M, M) = { f: M—FM | fsuaweymo f=1idy } .

9
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Un resumen de estos conceptos matematicos importantes se vea en la siguiente ilustracién:

ZM
—‘~ (2.1)
JARPT
p M

Ejemplo 2.3 (Fibracién trivial)
Sean M y F wvariedades suaves, sea FM = M x F y m = pr,, entonces para cada
p € M y cada vecindad abierta U, de p se tiene que 71 (U,) = U, x F y asi consideramos

d = id}Upr, luego ®(U, x F) = U, x F y el siguiente diagrama es conmutativo:
id|, Uy xZF U, x F
P
E’N /prM‘U

En conclusion, para todas variedades suaves M y .F

fibra modelo F

siempre existe un haz fibrado F# M con

En particular en este trabajo estaremos interesados en haces fibrados cuyas fibras sean
espacios vectoriales de dimension finita sobre el campo R.

Definicién 2.4 (Haz Vectorial)

Un haz vectorial es una 4-tupla (VM, 7, {+, }pem, {p }pem ) tal que (VM, ) es un haz
fibrado sobre M con fibra modelo R, k € Ny, tal que (V,M, 4+, -, ) es un espacio vectorial
sobre R para todo punto p € M vy se pueden elegir las trivializaciones locales de manera
lineal. Esto es, para cada p € M existe una vecindad U, C M de p y una trivializacion

®: U, x Rk
%/

tal que para cada q € U, se tiene que ®, : {q} x R¥ — V,M es un isomorfismo lineal.

El ejemplo mas importante de un haz vectorial es el haz tangente

™M = Up . MTPM
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en cuyo caso, para cada p € M se tiene que 7 (p) = T,M = R™. De manera similar, se
define el haz cotangente sobre la variedad M como:

"M = U M .

peEM p

Definicién 2.5 (Campos Vectoriales y 1-formas)

Decimos que X es un campo vectorial en M si X € T'(TM) y que o es una 1-forma si
a € I(T"M).

Consideremos la categoria Vecty cuyos objetos son espacios vectoriales de dimension
finita sobre R y sus morfismos son isomorfimos lineales.

Definicién 2.6 (Funtor Suave)
Un funtor suave es un endofuntor S : Vecty — Vecty, tal que para todo objeto V' la
siguiente aplicacion inducida por el funtor S en morfismos es suave:

S: GLV — GLS(V), F +— Su(F).

Asi como el haz cotangente se puede obtener directamente del haz tangente, podemos cons-
truir haces vectoriales a partir de un haz vectorial dado.

Proposicion 2.7 Sea S un funtor suave y VM haz vectorial sobre M, entonces
S(VM) = UPGMS(VPM)

es un haz vectorial.

Ver por ejemplo [S].

Con este resultado a la mano, se sigue que Sym®*T'M, A*TM, Sym®* T*M, A*T*M, ...
son haces vectoriales sobre la variedad M. Asi, diremos que 7 es una k—forma diferencial si
neT(AYT*M).

Presentamos ahora el muy importante concepto del operador derivada exterior.

Definicién 2.8 (Derivada Exterior para formas homogéneas)
Paran € T(A*T*M) con0 < k < m y Xy, Xo, -, Xpy1 € I(TM), se define la derivada
exterior de n por:

(dn)(Xl,...,Xk+1) = 4+ Z (Sgna)Xo-(l)n(Xo-(2),...7Xa-(k+1))
[U}GskJ’,l/SlXSk
_ Z (sgno) n( [Xa(l),Xg(g)], Xo@)s s Xg(kﬂ))

[0]€Sk+1/S2xSk-1

en donde la sumas corren sobre un sistema de representantes del cociente entre el grupo Skiq
y los subgrupos estdndares S X Sy y So X Sp_1 respectivamente.
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El siguiente resultado enlista algunas de las propiedades mas importante de la derivada
exterior de formas diferenciales.

Proposicién 2.9 (Propiedades de la Derivada Exterior)
La derivada exterior es la unica aplicacion R—lineal y homogénea de grado +1

d: T(AT*M) — T(AT'T*M), n — dn,
de las formas diferenciales en si, que satisface las siguientes propiedades caracteristicas:

s Para una funcion f € C*°( M) considerado como una O—forma es verdad que:

df = diferencial total de f .

s La derivada exterior es un operador de cofrontera, es decir que su cuadrado se anula:

? = 0.

» La derivada exterior es una superderivacion que satisface una regla de Leibniz torcida:
dip ) = (dn) Av + (=1)"g A (dy) .

Ver por ejemplo [KN].

La segunda propiedad de ésta proposicién nos dice exactamente que la aplicacion d genera
un complejo de cadenas en A®*T*M.

Definicién 2.10 (Cohomologia de De Rham)
La cohomologia de De Rham de una variedad suave M de dimension m € N es la cohomo-
logia de su complejo de De Rham, en que identificamos T'(A°T*M ) con el dlgebra C°( M ):

0 — C®(M) -% T(A'T"M) % T(AT*M) - .. -L T(A™T*M) — 0.

En otras palabras la cohomologia de De Rham es el espacio vectorial Z—graduado

Hpp(M,R) = (D Hpr( M, R)
k=0

formado por los subespacios homogéneos de grado k € Ny

ker [ d: T( A*T*M ) — T(AMT*M) ]

HEg(M,R) =
pr( M, R ) im [ d: T(AM'T*M) — T( A*T*M )]’

que miden la falla del complejo de ser exacta en el espacio T'( A¥T*M ) de k—formas.
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Por definicién, una forma diferencial general n = 99 +m1 + ... + 91 + P + 0+ ...
se llama:

n cerrada < dn = 0

n exacta <= n = di¢ paraalguna formay € T(A*T*M).

La formulacién del enunciado del teorema de Chern—Gauli—Bonnet involucra variedades
diferenciables con una estructura adicional.

Definicién 2.11 (Variedad Riemanniana)

Una variedad Riemanniana es una pareja (M, g) donde M es una variedad diferenciable
yg € I(Sym*T*M) tal que para cada p € M se tiene que Gp : TyM xXT;M — R es
definida positiva.

Si solamente pedimos que g, sea no degenerada para cada p € M, entonces la signatura de
gp es el par (m™, m~) € N2 con m™ + m~ = dim M, donde m* son las dimensiones de
subespacios maximales U* C T,M tal que £g|y+xp+ > 0 es definida positiva. La signatura
no cambia en el componente conexo de M que contiene p.

Definicién 2.12 (Variedad seudo—Riemanniana)
Una variedad diferenciable junto con una 2—forma simétrica no degenerada es llamada va-
riedad seudo-Riemanniana de signatura (m*, m™).

Ahora presentamos el muy importante concepto de conexiones de Koszul o también lla-
madas conexiones lineales en haces vectoriales, las cuales frecuentemente se conocen como
derivadas covariantes.

Definicién 2.13 (Conexién lineal)
Sea VM un haz vectorial sobre una variedad M. Una conexion lineal en VM es una aplica-
cLon
VML T(TM) x T(VM) — T(VM)
S—— ——— S———

direccion argumento derivada direccional

que es R-bilineal y cumple lo siguiente para todo campo vectorial X € TI'(TM ), toda seccion
v e I(VM) de VM y toda funcion suave f € C®°(M):

1. VVM es C( M )-lineal en el campo vectorial:
Vikv = f-V¥'v.
2. VVM satisface la regla de Leibniz en la seccion:

VEM(fov) = (X f) v+ o (VYY)
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Ejemplo 2.14 (Conexién trivial)
Para cualquier haz trivial F M = M x F se tiene que T(FM ) = C°(M, 7). SiF =V
es un espacio vectorial, entonces podemos definir la aplicacion R—-bilineal

VA T(TM) x C®(M, V) — C¥(M,V), (X, f) — VEf
eligiendo una curva que representa el valor del campo vectorial X € T'(TM ) en el punto p:

d triv o f(n) — f(p)

EO% = (VX')(p) = th_{% ; :
Definicién 2.15 (Variedad afin)

Una conezxion afin en una variedad M es una conexion en su haz tangente. Una variedad

afin es una pareja (M, V') donde V es una conezxion afin.

X, =

No es muy dificil probar que para todo haz vectorial VM sobre M existe por lo menos
una conexién en VM (ver por ejemplo [KN]), de hecho el conjunto de conexiones en VM
forman un espacio afin modelado por el espacio vectorial I'(T*M ® End VM ).

Definicién 2.16 (Torsién)
La torsion de una conexion afin V es la aplicacion C*°( M )-bilineal

™V : T(TM) x T(TM) — T(TM), (X, V) — TV(X,Y)
definida por TV(X,Y ) := VxY — Vy X — [ X, Y].

Diremos que una conexién afin V es libre de torsién si TV = 0. El siguiente teorema
nos da una conexion afin muy particular para toda variedad seudo—Riemanniana, la cual
utilizaremos a lo largo de todas nuestras construcciones.

Teorema 2.17 (Fundamental de la Geometria seudo—Riemanniana)
Sea (M, g) una variedad seudo—Riemanniana arbitraria, entonces eziste eractamente una
conezion afin llamada la conexion de Levi-Civita V*© tal que para todo X, Y, Z € T(TM):

Libre de torsion: VY — VEX - [X,Y] = 0
Conexion métrica: g(VEY, Z) + g(Y, VE¥Z) = Xg(Y, Z).
Ver por ejemplo [D].

Por tdltimo definimos uno de los conceptos de mayor importancia en la Geometria Dife-
rencial él cual es la base de nuestros calculos.

Definicién 2.18 (Tensor de Curvatura)
El tensor de curvatura de una conexion VVM en un haz vectorial VM sobre una variedad
M es la aplicacion C*( M )-trilineal

R

vVM vV M

D(TM) x T(TM) x T(VM) — T(VM), (X, Y, v) — Ryyv
definida por:

R;vi = VM (VviMy) — viM(viMe) — VE/)??Y]U.



Capitulo 3

Integral de Berezin y la Pfaffiana

El objetivo de esta seccion es presentar las herramientas con las que trabajaremos en este
trabajo, por lo que principalmente se presentaran las definiciones de los conceptos claves y
algunos resultados referentes a estos. Comenzaremos nuestro estudio de estos conceptos sobre
espacios vectoriales de dimensién finita para después extender las ideas a haces vectoriales
sobre variedades suaves.

3.1. Densidades y orientaciones en espacios vectoriales

Consideremos para un espacio vectorial V' de dimension finita m € Ny sobre R el siguiente
subconjuntode V™" =V @---pV
N————

m veces

Bases (V) := {(vy, -+, vm) € V™| vy, -+, v, € V son linealmente independientes } .
Notemos que Bases (V') es una variedad suave de dimensién m?. La aplicacién
vm — AV (U1, Um) —> V1A Avpy,

es polinomial de grado m y por la continuidad de esta, Bases (V') C V™ es un conjunto
abierto y tiene dos componentes conexas.

Sea GL(V') el grupo de automorfismos de V', notemos que GL( V') actiia sobre el con-
junto Bases (V') de manera natural

x : GL(V') x Bases (V) — Bases (V);
(A, (v, 0, ) —> Ax (v, ,om) = (Avy, -+, Avy,)

ademas esta accién es simplemente transitiva pues los endomorfismos de V' que mandan bases
en bases de V' son elementos de GL(V ) y si A (vy, - ,v) = (v1,--+, v, ) para algin
(v1,-++ , v ) € Bases (V') es claro que A = idy.

Presentamos en este momento a las densidades en un espacio vectorial.

15
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Definicién 3.1 (s—densidad)
Una densidad de peso s € R es una funcion suave o € C(Bases V') tal que para cada
A e GL(V):

o( Avy, -+, Avy ) = |det A|m o( vy, -+, U ) .

Como notacion
VWV o= { o€ C®BasesV) | 0 ess—densidad }

La suma y el producto por escalares usuales de funciones dan a ¥* V' la estructura de un
espacio vectorial sobre el campo R.

Lema 3.2 Para todo elemento B = (v, ---, vy, ) € Bases V la evaluacion
evg @ PV — R, o — o(vy, -+, o)
es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Ahora introduciremos el concepto de orientaciones en un espacio vectorial V' de dimensién
finita.

Definicién 3.3 (Linea de Orientaciones de V)

El conjunto de todas las funciones f : Bases V. — R continuas tales que:
f(AUh'HJAUm) - (SgndetA)f(vlv'”7Um>

para todo A € GL(V') se llama la Linea de Orientaciones de V' y se denota por OrV .

Notemos que si f € Or V es tal que f(vy, -, v,) = a € R para alguna base
(vi, -+, v ) € Bases V entonces
f(wh ) wm) = =$a
para toda base (wq, -+, w,) € Bases V, es decir, los elementos de Or V' son localmente
constantes.
Nota 3.4 Para cada a € R existe f € OrV el cual cumple que f(vi, -+, vy ) = *a para
toda base (vy, -+, vy ) € Bases V. Siw € A™V* conw # 0 entonces definimos:
w
f = a— € OV
|w]
en donde |w| (v, -+, Uy ) == |w (v, -+, o) ] -

Ademas Or V es un espacio vectorial sobre R con la suma y producto escalar usuales en
el conjunto de funciones con valores en R.
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Lema 3.5 Para todo elemento B = (v, --+, v, ) € Bases V la evaluacion
evg: OrV — R, [ f(v, -, vm)
es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracion: La sobreyectividad se sigue de la observaciéon anterior. Para la inyectividad
notemos que si f € Or V es tal que f(vy, --+, v, ) = 0, entonces f(wq, -+, wy) = 0
para cualquier base (wy, -+, w,, ) € Bases V por lo que f = 0, asi ker ev = 0. U

La prueba del lema 3.2 es muy similar a la anterior. Se sigue que Or V' = R y por tanto
tiene sentido llamar a Or V' la Linea de Orientaciones de V.

Definicién 3.6 (Orientacién de un Espacio Vectorial)
Decimos que o € Or V' es una orientacion de un espacio vectorial V de dimension finita st

o(vy, =+, vm) = £1
para toda base (v, -+, vy ) € Bases V. La base (v, -+, vy ) €s positivamente o nega-
tivamente orientada con respecto a la orientacion o, si o(vy, -+, Uy ) e€s igual a +1 o —1

respectivamente.

Notemos que o™ '({+1}) y o7'({—1}) son las dos componentes conexas de Bases V.
Si consideramos al subgrupo GL* (V') € GL(V ), entonces GL*( V') también actiia sobre
Bases V' pero en este caso el espacio de érbitas coincide con estas componentes conexas.

Ejemplo 3.7
En R™ el determinante de matrices cuadradas es una aplicacion m—lineal alternante, es
decir, det € A™(R™)* y es tal que para cualquier A € GL(R™) se tiene que det(A) #0.
Sea (W, -+, Wy ) € Bases R fija.

o) Si

1, 7“7771)

Al = S det
O(w17".)wm)‘ ( 1 . u—)» )|
Y 7 m

. |det (
entonces los elementos (vy, -+, vy,) € Bases(R™) tales que el automorfismo A € GL(R™)
definido por A(w,) := v, con det(A) > 0, estdn en la misma clase de equivalencia que
(W, -+ W) y se dice que son bases orientadas positivas mientras que la otra clase son las
bases orientadas negativas con respecto a la orientacion o. Esta es la orientacion usual en
R™.

e) Por otro lado, si tenemos que

Zﬁ = sgn(det (wWy, - W, )) =1
w

det (W, -+, Wy, )

O(uh, -+ Wy ) = _|det(u71,"' , Wi )|

= —sgn(det (W, -+, Wy, )) = —1

entonces los elementos (vy, - -, vy,) € Bases (R™) tales que el automorfismo A € GL(R™)
definido por A(w,) := v, con det(A) > 0, estdn en la misma clase de equivalencia que
(W, -+ ,Wy) y se dice que son bases orientadas negativas mientras que la otra clase son las
bases orientadas positivas con respecto a la orientacion 0.
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Nota 3.8
Sea
0 — 4 —V — B —0

una sucesion exacta corta de espacios vectoriales de dimension finita, se sigue de esta suce-
sion que

OrV =2 OrA® OrB
de tal manera que o4 ® og — oy es una orientacion de V' para orientaciones o4 de A y op
de B. Este isomorfismo es canonico solamente si a := dimg A ¢ b := dimg B es par. Si a
y b son ambos impares, entonces hay dos diferentes isomorfismos debido a oy = 04 -0 =
(_1)(11)03 c04.

Lema 3.9 Para cualquier espacio vectorial V' de dimension finita m = dimg V' se tienen
los siguientes isomorfismos:

A"V OrV = 9"V IV @ Or V. =2 ATVE .
Demostracién: Seanw € I'(A™V*)y f € OrV, pongamos w® f —— o := f-w veamos
que o es una m—densidad. Si (vq, --- , vy) € Bases (V') y A € GL( V') entonces:

Q(AUD ) Avm) - f(AUh ) AUm)'W(AUh R} Avm)
= sgn(det(A)) -det (A)-f(vy, -+, o) -w(vy, -+, U )
= | det(A) [o(v1, -+, v )
por lo tanto o € ¥ V. La prueba del otro isomorfismo es andloga. U]

Corolario 3.10 Una orientacion o en un espacio vectorial V de dimension positiva m, es
una aplicacion lineal

o: A"V* — 9TV
tal que o(w) = £|w| para todo w € A™V*.

La siguiente definicion nos da una herramienta para medir el volumen de un subconjunto
de V' dotado con un producto interior g.

Definicién 3.11 (Densidad de Volumen)
Sea g : V xV — R producto interior en V', la m~densidad | vol, | € ¥V con la propiedad
que

|voly|(e1, -+, en) = +1
para toda base ortonormal (e, -+, e, ) € Bases V' es llamada la Densidad de Volumen.
Para calcular el valor de la densidad |vol,| € 9™V en cualquier base (v', -+, v™) €
Bases V' se usa la formula
|voly [(v1, -+, vm ) = +/|det G|
donde G es la matriz de Gram de la base (v, ---, v,, ) con respecto a g, esto es, G es la
matriz cuyas entradas son de la forma G,, = g(v,, v, ) parapy, v =1, ---, m.

El lema anterior nos da una manera directa de definir una forma de volumen.
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Definicién 3.12 (Forma de Volumen)
La m—forma
voly = |voly| ® o

es llamada forma de volumen de V respecto al producto interior g y la orientaciono € Or V.

Nota 3.13
La forma de volumen voly depende de la orientacion o. Para toda base ortonormal (e1, -+, €y ):
volp(er, -+, em) = (|volg| ® o)(er, -, em)

= |V019|(617"'7€m>o(ela"'7€m> = O<el7”'uem)-

La siguiente definicion sera fundamental en nuestro trabajo. El nombre se debe al ma-
tematico ruso Felix Berezin, el cual introdujo este concepto en el area de la fisica. Nosotros
utilizaremos una versién modificada de ella.

Definicién 3.14 (Integral de Berezin)
Para (V, g) espacio Euclidiano de dimension finita m, consideremos la forma de volumen
voly respecto a la orientacion o € OrV. Se define la integral de Berezin como la aplicacion
lineal:

[-]: AV — OrV X +— [X] = (voly, X)o,

donde (-, -) : A°V* X A*V — R es el emparejamiento perfecto.

Noétese que la definicién es independiente de la orientacion o. Si X € A*V vy k < m
entonces [X] = 0 € Or V, ademds para k = m tenemos en la integral de Berezin un
isomorfismo de espacios vectoriales.

3.2. Integral de Berezin en variedades y la Pfaffiana

En esta seccion introduciremos el concepto de variedad orientable, el cual hablando con-
cretamente nos dice que una variedad es orientable si es posible orientar el espacio tangente
de cada punto de M de tal manera que esta no dependa del punto. También se introduciran
por primera vez formas con valores en el haz de orientaciones y definiremos la Pfaffiana que
sera una m—forma con valores en el haz antes mencionado.

Sea M una variedad suave de dimensién m, puesto que ¥° y Or son funtores suaves de
la categoria de espacios vectoriales en si misma, se tiene que ¥*T'M y Or T'M son haces
vectoriales sobre la variedad M tales que:

0, ITM = 9°(T,M) Or,7TM = Or(1T,M)
son las respectivas fibras para p € M y R es la fibra modelo de ambos haces vectoriales.

A partir del haz de orientaciones OrT'M extendemos la integral de Berezin fibra a fibra
a lo largo de toda la variedad

[-] : D(A*TM) — T(OrTM).



20 CAPITULO 3. INTEGRAL DE BEREZIN Y LA PFAFFIANA

Definicién 3.15 (Orientacién de Variedades)

Una orientacion de una variedad M es una seccion global o € I'(Or T M) tal que o, es una
orientacion del espacio tangente T,M para todo punto p € M. Se dice que una variedad
es orientable si existen tales secciones. Mds aiun, la eleccion de una orientacion en M la
convierte en una variedad orientada ( M, o).

Consideremos una carta coordenada (x, U ) de M, entonces
oy = flab, oo a™)[dat Ao Ada™|m € T 9TM)
con una funcién coeficiente f € C*(z(U))y

0 0
oy, = i%/\ /\ax—m@)ld:cl/\.../\dxm\ € Tie(OrTM)

son las descripciones en estas coordenadas de secciones locales de los haces ¥*T'M y Or T'M
respectivamente, pues para cada p € M:

A"T,M @ 9" T,M = Hom (A" T;M, " T,M) = OrT,M .

Supongamos que g € ['o.(Y¥™TM ) es una densidad de peso m con soporte compacto y
sin pérdida de generalidad asumamos que sop( o) C U. Se define la integral de ¢ a lo largo

de M como:
/g:: / flat, - 2™) dat - da™
—_———
M ( medida de Lebesgue

Aqui |, = f(a', -+, 2™)|dz' A -+ A da™| para la carta coordenada (x, U ). Se prueba
que de hecho esta definicion es independiente de la eleccién de las coordenadas locales,
ademds dado que f € C®°(z(U)) la integral anterior coincide con la integral de Riemann.

/: Fopt(9"TM ) — R, gr—>/g.
M M

Dada una orientacion o € I'(Or TM ) de M se define la integracién orientada de m—formas
con soporte compacto de tal manera que el siguiente diagrama conmute:

: Fcpt( AmT*

(MQ) \\\\ ////y

Tept (9T M )

asi pues, sin € Iep(A™T*M ) es una m—forma con soporte compacto:

[0 [roa

(M,0) M
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Sea g € T'(Sym?T*M ) métrica Riemanniana sobre M y sea V. = V'C su respectiva
conexién de Levi-Civita, tomemos un campo vectorial X € I[',.(T'M ) para a partir de él
definir la (m — 1)-forma con valores en el haz de orientaciones:

[XAVXA---AVX] € D A" 'T*M ® Or TM ) (3.1)

-
m—1 veces

donde los corchetes denotan la integral de Berezin.

Notemos que parap € My Ys, ---, Y, € T,M se tiene que

(—(mil)'[X/\VX/\..-/\VX]) (Ya, -+, Y,) = \[Xp A(VX)(Ya) A A (VX)p(Ym)l
’ c ot

Esta (m — 1)—forma jugard un papel crucial en nuestra demostracién del teorema de Chern—
GauB-Bonnet.

Sea R = RY el tensor de curvatura para la conexién de Levi-Civita V, recordemos que
R es la aplicacién C'*(M )-trilineal definida para campos vectoriales X, Y, Z € T'(TM)
por:
RXJ/Z = Vx(VyZ) — VY(VXZ) — V[X7Y]Z.

En particular R € T'(A*T*M @ End TM ) y asi, para cada p € M y para cada par X, Y €
T,M tenemos un endomorfismo de T, M:

(Rp )iji TpM — TpM, Z —> (RX7yZ )p'

Lema 3.16 (Antisimetria del tensor de curvatura)
Para cualesquiera X, Y, Z, W € T'(TM ) se satisface la siguiente igualdad:

9(RxyZ, W) + g( RxyW, Z) = 0

Demostracién: Sean X, Y, Z, W € I'(T'M ) campos vectoriales. Utilizando la metricidad
de la conexion de Levi-Civita V tenemos que

X(Yg(Z, W)) = Xg(VyZ W) + Xg( Z, VyW)
= +g( vayz, W) + g( VyZ, wa)
+g( V_){Z, VyW) + g( Z, VXVyW) R

por lo que la definicién [ X, Y| := XY — Y X del corchete de Lie asegura que se anula:

0 = (XY ~YX - [X,Y]>g(z, )
= +9(VxVyZ, W) + g(VyZ, VxW ) + g(VxZ, VyW ) + g( Z, VxVyW

) )

—9(VyVxZ, W) — g(VxZ, VyW ) — g(VyZ, VxW ) — g( Z, VyVxW )
—9( v[X,Y]Z7 W) - 9( Z, V[X,Y]W)
= +9(RxyZ W) + g(Z, Rx yW ). U
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De aqui concluimos que para cadap € My X, Y, Z, W € T,M:

G (Rp)xyZ, W) = —g((By)xyW, Z),

es decir que ( R, )x,y es una aplicacion antisimétrica del espacio tangente T, M con respecto
a g, € Sym*T;M y por ende (R, )x,y € so(T,M).

Notemos que el dlgebra de Lie so(7,M ) de endomorfismos antisimétricos de 7,M con
respecto a la métrica g, se identifica con los bivectores A*T, M mediante el isomorfismo

NT,M =5 so(T,M), AAB +— g(A -)B — g,(B,-)A
y su isomorfismo inverso, que se puede escribir como una suma
= 2 ]- =
so(T,M) — A*T,M, F —s §ZEM/\F(Eu)
=1

sobre una base ortonormal { Ey, ..., E,, } de T,M. Pasando de un punto p € M a haces
vectoriales tenemos un isomorfismo de haces vectoriales A2 TM = so(TM ).

Nota 3.17 La definicion anterior es independiente de la base ortonormal { Ey, --- , Ey,, }
de T, M.

Por lo anterior, el tensor de curvatura R induce para cada p € M la aplicacion bilineal
R,: T,M x T,M — NT,M, (X,Y)+— (Ry))xy

con ello podemos concluir que R € T(A?T*M ® A2TM ) es una 2-forma alternante con
valores en los bivectores A2 T M.

Definicién 3.18 (Pfaffiana de R)
Definimos la Pfaffiana del tensor de curvatura R de una variedad Riemanniana M de di-
mension m = 2n como la m—forma con valores en el haz de orientaciones:

Pi(R) =

Nota 3.19 La integral de Berezin anterior tiene sentido para cualquier conexion afin métri-
ca V, esto es, si RV es su tensor de curvatura:

1
— RARAN...\NR
n! ~ d

n veces

e T(A™T*M ® OrTM ) .

RV ANRYA...NRY

~~
n veces

e T(A"T*M ® OrTM ) .
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Observemos que el producto R A R A ... A R es una 2n—forma que toma el valor

n veces

1 cross T
(ﬁﬁARQ“'Aﬁ) = 2. (D [[ Ao
) n veces X1, -, Xon 7€ Inv, p=1,...,2n
pw<7(p)

para 2n campos vectoriales argumentos X1, ..., Xy, € I'(TM ), donde Inv,, C S, es el
subconjunto de involuciones sin puntos fijos en el grupo simétrico Sy, de permutaciones y
cross T es el nimero de cruces que se presentan en la involucion 7.

Ejemplo 3.20 Para n = 2 obtenemos:
1
(—‘R/\R) = +RX7y/\RZ,W—RX7z/\RY’W+RX7[/V/\RY7Z
2! X,Y, Z,W

que corresponden a las tres involuciones (2,1,4,3), (3,4,1,2) y (4,3,2,1) en S,

Ejemplo 3.21 Para n = 3 obtenemos:

1
(—R/\R/\R

' )
3! X1, X9, X3, X4, X5, X6

= + Rx, x, N Bx;.x, N Bxy xs — Bxy x N Rxyx; N Rxyxe + Bxy x, N Rxs xe N Rx, x;
— Rx, x5 N Bx, x4 N Rxy xs + Bx; x5 A Rxy x5 N Bxyxo — Bxy x; N Rxyx6 A Rxy x;
+ Rx, x, N Rxy x5 AN Rxy xq — Bxy x, N Rxyxs N Rxsxe + Bxy xi N Rxy xe A Rxg x;
— Rx, x; N Bx, x5 N Rx, xs + Bx; x5 A Rxy x, N Bxyxo — Bxy x5 N Rxyxe A Rxg x,
+ Rx; xs N RBxyx N Rxy xy — Bxyxe N Bxyx, N Bxsxs + Bxy xs N Rx, x5 N\ Rx, x,

que corresponden a las involuciones:

(2,1,4,3,6,5) (2,1,5,6,3,4) (2,1,6,5,4,3)
(3,4,1,2,6,5) (3,5,1,6,2,4) (3,6,1,5,4,2)
(4,3,2,1,6,5) (4,5,6,1,2,3) (4,6,5,1,3,2)
(5,3,2,6,1,4) (5,4,6,2,1,3) (5,6,4,3,1,2)
(6,3,2,5,4,1) (6,4,5,2,3,1) (6,5,4,3,2,1)

Formalizando el ejemplo anterior, notemos que cada una de las involuciones puede ser

expresada como el producto de transposiciones disjuntas, por ejemplo:

7 o= (4,5,6,1,2,3) = (14)(25)(36).

Es decir, que la involucién 7 tiene la misma estructura de ciclo que 7, := (12)(34)(56 ), asi
pues 7 es un elemento de la érbita que contiene a 7, con respecto a la acciéon por conjugacion

en el grupo simétrico Sg.
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Ademas dado que las involuciones consideradas no dejan puntos fijos, cada uno de los
elementos de esta clase de conjugacién es una de las involuciones que nos interesan. Asi,
nuestro calculo para saber cuantas involuciones hay que no dejan puntos fijos en Sg se
traduce a encontrar la cardinalidad de la clase de conjugacién Invg = [7,].

El nimero de transposiciones en Sg es =(6 x 5), de forma similar el nimero de trans-

2
posiciones en Sy es % (4 x 3) y el nimero de transposiciones en Sy es % (2 x 1), asi pues,

el nimero de elementos de la clase de conjugacion de 7, := (12)(34)(56) es igual a:
1,1 1 1 6!
#Invg = §<§<6X5)X§(4X3)X§(2X1>> = g = 15 .

El factor % viene de que elementos como
(12)(34)(56) (12)(56)(34)

son iguales, ya que ciclos disjuntos conmutan. En general, el niimero de elementos en la clase
Inv, = [7,] de conjugacién del elemento 7, := (12)(34) --- ((2n — 1)2n) en el grupo
simétrico Ss,, n € N, ésta dado por:

#Inv, = = o

) IL—(20—1) IT,_,(2x) -
(Q”n)! [T=:(20) - E(M_ Y



Capitulo 4

Indice de campos vectoriales

En la presente seccion presentaremos dos definiciones equivalentes de lo que es el indice de
un campo vectorial en un cero de éste. Enunciaremos el sorprendente teorema de Poincaré—
Hopf en el cual nos apoyaremos para demostrar el teorema principal de este trabajo, ademas
haremos especial énfasis en la caracterizacién del grado topolégico de una aplicacion suave
como un cociente de integrales de formas diferenciales. Se supondran algunos conceptos y
resultados de la teoria general de homologia.

En lo que sigue supondremos que M es una variedad compacta, sin frontera, conexa
y orientable de dimensién m, con ello tendremos que H,,(M,Z) = (Z,+). Ademas
supondremos que todo campo vectorial con el que trabajemos tendra solo ceros aislados,
es decir, si X € I'(TM) y X, = 0 entonces existe una vecindad V' C M de p tal que
X, # 0 para cualquier punto ¢ € V distinto de p. Denotaremos por ¥ al conjunto de ceros
del campo vectorial.

Como consecuencia del teorema de coeficientes universales (ver por ejemplo [H]), tenemos
los isomorfismos

Hm( M7 Z) g Hm( M? Z)libre @ Hm( M7 Z’)torsién g Z @ Hm( M’ Z)torsién
Enunciaremos enseguida el famoso teorema de De Rham.

Teorema 4.1 (De Rham)
St M es una variedad suave orientada y cerrada de dimension m, entonces para cualquier
entero 0 < k < m:

1.
dimg HEg( M, R) < + oo

2. HEx (M, R) es candnicamente isomorfo a H*( M, Z) ®z R.
En particular, si kK = m tenemos:

De hecho el siguiente resultado nos ayuda a encontrar un tal isomorfismo explicitamente:

25
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Lema 4.2 Si (M, g) es una variedad Riemanniana cerrada, conexa y orientada, con f €

C>®( M) tal que
/ fvoly = 0

(M, 0)

entonces existe un campo vectorial X € T'(TM ) el cual cumple que:

fvold = Liexvoll ' d(X vol?)

la sequnda igualdad es consecuencia de la Formula de Homotopia de Cartan (CHF) para la
deriwada de Lie de formas diferenciales.

De este lema se desprende el siguiente corolario.

Corolario 4.3 Si (M, g) es como en el lema 4.2 entonces el m—ésimo grupo de cohomologia
de De Rham es isomorfo a R y tenemos la aplicacion explicita:

HPr(M, R) — R, [fvolg} — /fvolg

(M, 0)

Vamos ahora en direccién de definir el grado topoldgico de una aplicacién continua de
una variedad en si misma.

Nota 4.4 (Grupos)
Si f : Z — Z es un endomorfismo del grupo abeliano (Z, +) entonces eziste un unico
k € Z tal que f(a) = ka para todo a € Z.

Si ¢ : M — M es una aplicaciéon continua entonces la funtorialidad de la homologia
singular da lugar a un endomorfismo de grupos:

Ho(o): Hyn(M,Z) — Hy,(M, Z).

Definicién 4.5 (Grado topolégico)
Se define el grado topologico de la aplicacion ¢ como el unico entero k € 7Z tal que la nota
4.4 se cumple para el homomorfismo H,,(¢), escribiremos deg ¢ = k.

Supondremos que ¢ es una aplicacién suave. Dado que H™( M, Z ). = 7Z entonces
deg ¢ también induce un endomorfismo en H™( M, Z )., de esto y de la naturalidad del
isomorfismo de De Rham tenemos el diagrama conmutativo:

>~

Hm( M7 Z )libre ®Z R
©* O \ deg ¢ ®zid

Hm( M7 Z >libre ®Z R

12
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Mas explicitamente de acuerdo al Corolario 4.3 tenemos el diagrama:

*

[w] 2 [p* w]
\ 5
(M‘,fo) “ deg( ) (M&) o

Corolario 4.6 Para cualquier w € T'(A™T*M ) se tiene la siguiente identidad:

/w*w = (deg ) /W-

(M,o0) (M,0)

De aqui que si w es una m—forma cuya integral es distinta de cero obtenemos una expresion
util para el grado topoldgico de ¢ (que no depende de w):

| ¢
1 (M)

(M,0)

Recordemos que si X € I'(T'M )y (x, U) es una carta coordenada de M, entonces su
expresion en coordenadas locales es
% 1 m - w1 m d
X(2'(p), - 2a™(p) = > (' (p), -+, 2"(p)) pn
p=1 p
para todo p € U con m funciones suaves ¢* : R™ D z(U) — R, que dependen de la
carta (x, U ). De esto y por la identificacién T,M = R™ para todop € M (recordemos que

hemos supuesto que M es conexa) podemos pensar a X como la aplicacion suave:

~

X x(U)CRmHRma (xla 7xm)'—> (gl(ajl) "'>$m>7"' >Cm(x17 7$m))

Sean X € I'(TM)yp € X, tomemos (z, U) carta coordenada centrada p de tal
manera que U no contenga mds ceros de X, entonces existe ¢ > 0 tal que B.(0) C z(U)

y si X(7) = 0 con @ € B.(0) entonces 7 = 0, es decir, el tinico cero de X en B.(0) es 0.
Consideremos la aplicacion:

A

Xz
| Xz

— € (4.2)

<y

po ST — S0,

Asi definida, ¢, es continua pues S™ ! no tiene ceros de X y por lo tanto se tiene un
homomorfismo de grupos inducido:

Huot(9:) ¢ Huoa( ST Z) — Huoo(SI4 Z)
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Definicién 4.7 (fndice de un campo vectorial en un cero I)
Sea X € I'(TM) yp € M un cero de X, definimos el indice de X en p como:

index, X := deg ¢,

Nota 4.8 Notemos que para cualquier € > 0 para el cual el inico cero de X en B:(0) es
0 podemos identificar S™=* y S™7! por lo que ¢. y p: son homotdpicamente equivalentes,
de aqui que Hy,—1( @) = Hp1(@z). Por lo tanto, la definicion anterior no depende de la
eleccion de e, siempre que se cumpla la observacion anterior y B.(0) C z(U).

Dado que M es variedad compacta y el conjunto 3 de ceros es discreto, se sigue que X
es de hecho un conjunto finito lo cual hace sentido a la siguiente definicién.

Definicién 4.9 (Indice de un campo vectorial)
Si M es una variedad compacta y X € T'(TM ) es un campo vectorial con conjunto de ceros
aislados ¥ se define el indice de X como:

index X := Z index, X

peEX

Daremos enseguida otra definicion mas geométrica de lo que es el indice de un campo
vectorial en un cero de éste y probaremos que de hecho ambas definiciones son equivalentes.

Definicién 4.10 (Valor regular)

Sean ¢ : M — N aplicacion suave entre variedades y p € M, decimos que p es un punto
reqular de M respecto a la aplicacion ¢ si la diferencial de ¢ en el punto p, ¢, ,, es sobre-
yectiva. Si ¢ € N y todo punto en o' ({q}) C M es un punto reqular entonces q es llamado
valor reqular de p. En caso contrario, q serd llamado valor critico.

Definiremos ahora lo que es conocido como el grado de Brower para una aplicacion suave
entre variedades. Sean M y N variedades suaves orientadas y sin frontera con dim M =
dim N, supongamos ademés que M es compacta y que N es conexa, consideremos ¢
M — N aplicacion suave, si p € M es un punto regular para ¢ entonces ¢, , es un
isomorfismo de espacios vectoriales orientados.

Definicién 4.11 (Grado de Brower)
Para q € N wvalor reqular de ¢, definimos el grado de Brower de ¢ como:

degg(p) = degg(p, q) == Y sgn(detep,,)

pEPL(q)

Utilizando el teorema de la funcién inversa en cada una de las preiméagenes de ¢ y el
que M es de Hausdorff podemos considerar vecindades abiertas disjuntas en cada uno de
estos puntos que son difeomorfas a vecindades abiertas de ¢. Puesto que M es una variedad
compacta se sigue que el conjunto ¢ ~!(¢) es finito por lo que la definicién anterior no tiene
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problemas de convergencia. De hecho se prueba que # ¢ !(+) es una funcién localmente
constante en el conjunto de valores regulares de ¢ en N, debido a la conexidad de N y a que
degp (@, ¢) € Z esto implica que degp( ¢, - ) también es una funcién localmente constante.

El siguiente lema avala la definicién anterior, la prueba puede encontrarse en [M].
Lema 4.12 FEl entero degg( @, q) no depende del valor reqular ¢ € N.

A partir del grado de Brower definiremos de otra forma el indice de un campo vectorial
en un cero de éste.

Sea X € I'(TM)yp € %, consideremos de nueva cuenta la aplicacién ¢, construida
en (4.2), es claro que esta aplicacién de S™! en si es suave por definicién, supongamos que
Sm~1 estd dotada con la orientacién o € Or T ST .

Definicién 4.13 (fndice de un campo vectorial en un cero II)
Para cualquier valor reqular ¢ € S™ ' definimos el indice de X en p como:

index, X := degg . = Z sgn (det (¢e)s,2)

zep~(q)

La siguiente proposicion establece la equivalencia entre las dos definiciones del indice en
ceros de un campo vectorial antes dadas.

Proposicién 4.14 Las dos definiciones para el indice de un campo vectorial en un cero de
éste son equivalentes.

Demostracién: Sean X e I'(TM ), pe Xy . : S™1 — §™! como antes, consideremos
q € S™ ! valor regular de . y supongamos que {zy, - -+, z,} es el conjunto de preimagenes
de gq.

Como ya hemos mencionado, el teorema de la funcién inversa y el hecho que S ! sea Haus-
dorff nos provee de vecindades abiertas disjuntas Uy, --- , U, de z1, - - - , x, respectivamente
y vecindades de ¢, Vi, .-+, V.. con la propiedad que la aplicacién .| U, U, — V, es
un difeomorfismo para todo 1 < p < 7. Ademds, puesto que #-!(-) es una aplicacién
localmente constante en el conjunto de valores regulares, existe W vecindad abierta de ¢ en

donde #p-'(y) = #¢-'(q) para todo y € W.

Tomemos una (m — 1)—forma w € T'(A™~! T* S™~1) con las siguientes propiedades:

» sop(w)CcVinNn---NV,NnW.

. / w # 0.

(881, 0)
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Por construccién sop(¢fw) C Uy U --- U U, por lo que:

Ya que cada U, es difeomorfo a V,, = ¢.(U, ) entonces de la invarianza de la integral bajo
difeomorfismos

/son— / w = / w = %, / w

(quo) (VH7 ((Ps)* 0) (Sénily(ﬂps)* O) (S;n7170)

en donde el signo &, depende de si ()., ., preserva orientaciones o las invierte.
De esto ultimo y del corolario 4.6 concluimos que

deg(p.) = > £,1 = Y sgn(det(p.).s, ) = index, X

/J,:l :u'::l

O

Presentamos ahora el teorema de Poincaré—Hopf. No daremos su demostracién pero se
cita en donde podria encontrarse.

Teorema 4.15 (Poincaré—Hopf)

Sea M variedad suave, compacta, orientable y sin frontera, sea X € T'(TM ) campo vectorial
sobre M con conjunto de ceros aislados Y. Entonces su caracteristica de FEuler se puede
calcular como la suma de los indices del campo X en X, esto es:

xX(M) = Z index, X

peEX

La prueba del teorema de Poincaré-Hopf puede seguirse en [M]. Para terminar con la
seccion debilitemos un poco las hipdtesis en el teorema anterior.

Sea M es una variedad compacta y sin frontera la cual es no orientable, el haz de orien-
taciones induce un cubriente de grado 2 (doble cubriente) conexo y orientado M’, ademés es
bien sabido que la relacién entre las caracteristicas de Euler de M y de su cubriente M’ es
dada por:

_ox(M")
X(M) = 5

Utilizando este hecho se prueba el siguente teorema:
Teorema 4.16 (Poincaré—Hopf para variedades no orientables)
Sea M wvariedad suave, compacta y sin frontera, sea X € T'(TM ) campo vectorial sobre M

con conjunto de ceros aislados Y. Entonces su caracteristica de Fuler se puede calcular como
la suma de los indices del campo X en X, esto es:

xX(M) = Z index, X.

pEX



Capitulo 5

Calculo diferencial extendido

Las principales herramientas y resultados claves para la demostracion del teorema se
presentan en esta seccion, trabajaremos con formas diferenciales sobre la variedad M con
valores en haces vectoriales generales, se dard una definicién de como extender el concepto
de la derivada exterior a estas formas diferenciales y presentaremos el teorema de Stokes en
una versiéon particular.

Ademads desarrollaremos la idea de H. Flanders [F] para simplificar los calculos hechos
por S. S. Chern en su prueba [C] del teorema de Gau—Bonnet.

Al final de la seccion utilizaremos la aplicacién exponencial para trabajar con un tipo de
coordenadas que hacen mas sencillas las cuentas necesarias.

5.1. Formas diferenciales con valores en haces vecto-
riales

El operador derivada exterior d : T'(A*T*M ) — T'( A*™ T*M ) puede extenderse para
formas diferenciales con valores en haces vectoriales generales.

Definicién 5.1 (Derivada exterior torcida)
Sea VM un haz vectorial sobre M con una conexion VY™ sean € T(A*T*M @ VM) una
k—forma con valores en VM, definimos la derivada exterior torcida de n por:

VM
(A" ") (X1, oo X)) =+ > (seno) V)Vci‘fm(n(Xo(z),---,Xa<k+1))>
[a]eSk+1/Sl><Sk
— > (sgne) n([Xe): Xo@ | Xo@)s - » Xorn))

[0’] Esk+1/52XSk_1

en donde la sumas corren sobre un sistema de representantes del cociente entre el grupo Skiq
y los subgrupos estdndares S X Sy y So X Sp_1 respectivamente.

, VM . .
Asi, dV' " es un operador diferencial de orden 1

A T(ATM @ VM) — T(AT'T*M @ VM)

31
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que cumple propiedades analogas al operador derivada exterior d conocido.

Ejemplo 5.2 (Derivada exterior)
SiVM = MxR yVVM = V"V esto es VIV f := X f, entonces d>' " = d es la derivada
exterior en T'(A®*T*M).

Ejemplo 5.3 (Conexién en el haz de orientaciones)

El haz de orientaciones Or T'M tiene dos secciones locales distinguidos alrededor de cada
punto. En particular, podemos dotar Or TM con una conezion VO ™™ tal que para toda
orientacion local 0 € Tioe(Or TM ), para todo X € T'(TM ) y f € C®°(M) se tiene:

VET(f0) = (Xf) 0.

La siguiente definicion puede utilizarse para construir conexiones lineales en haces vec-
toriales sobre la variedad M si se tiene una aplicacion C*°( M )-bilineal y conexiones en los
haces vectoriales factores.

Definicién 5.4 (Aplicacién paralela y Regla de Leibniz)
Sean VM, WM y ZM haces vectoriales sobre M con conexiones VVM, VWM 4 7ZM reg
pectivamente. Una aplicacion C*°( M )-bilineal

x : (VM) x T(WM) — T'(ZM ), (v, w) — v*xw
se dice paralela con respecto a las conexiones, siempre que cumple la regla de Leibniz
ViM(vxw) = (VEMo)xw + v x (VEVw)
para todo X € I'(TM ), v e (VM) yw € I'(WM).

Nota 5.5

La definicion de una aplicacion paralela puede generalizarse para un numero arbitrario k > 1
de haces vectoriales, es decir F : T'(ViM) x -+ x I(V; M) — T'(ZM ) es paralela si F
es una aplicacion C®( M )-multilineal y cumple la regla de Leibniz:

k
vg(MF<Ula"'7Uk> - ZF<U17"'7VE/(&MUOH”'7U/€)

Ejemplo 5.6 Sea VM haz vectorial sobre M con conexion VVM, consideremos el haz de
algebras End VM y la aplicacion

« : ['(EndVM)xT'(VM) —T(VM) (A, v) — Axv = Av

esto es, para cada p € M tenemos (A xv), = Ay(v,), entonces existe una unica conexrion
VERVM de End VM tal que la aplicacién x es C°°( M )-bilineal y paralela con respecto a
estas conexiones. De hecho

(VERVM ) = VT A(0) — A (VP 0)
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es tal conexion. Que la aplicacion x sea C°( M )-bilineal es claro, para ver que VERVM

es una conexion en End VM notemos que tanto VY™ como A son R-lineales, ademds si

feC>(M):

1) (VXYM A) v = VX A@w) - A(ViXv)
= [ VXU A(v) = A(f- Vi 0)
= [V A() = - AV )
— (f_vgl(ndVMA>v

2) (VRN F-A) v = VM A(v) - f AV 0)
Xf-A(v)+f- VT A(v) - f- AV 0)
= Xf-A(v)+ (f- VRV A)

por lo que en efecto, es una conexion en End VM.
Con una tal aplicacion * podemos definir un producto de formas diferenciales
As o T(NT*M @ VM) x T(N'T*M @ WM ) — T(A*T*M ® ZM)

con valores en VM y WM de manera que este producto tenga sentido y sea una forma
diferencial con valores en ZM como sigue:

(77 /\*w)(X1>"'vXk+T)
= Z (sgn o) n( Xoqy, - Xowy ) * W( Xowt1), - Xo(htr) )
[0] € Skyr/(Sk % Sr)
k+1 —_
— Z (_1)0’1+...+0’k_t%J n(XUU"'?XUk) * CU(Xl;u-,XoH;-”;Xk—i-r) .

1<01 <...<o <k+r

Lema 5.7 (Regla de Leibniz)

Sea x : (VM) x (WM ) — I'(ZM ) una aplicacion C( M )-bilineal y paralela con
respecto a las conexiones VVM, VWM 4 \7ZM de los haces vectoriales involucrados. Sin €
D(A*T*M @ VM) es una k—forma yw € T(A*T*M @ WM ) se tiene que:

" Avw) = (A ) Avw 4+ (D A (dY )
Antes de demostrar el lema se dard un argumento particular. Consideremos el haz trivial

RM = M x R sobre M y dotémoslo con la conexién trivial V1V, sea VM un haz vectorial
sobre M con una conexién cualquiera VY. La aplicacién

£t D(RM) xD(VM) —T(VM):  (f,v) — fxv = f-0
es C°( M )-bilineal y ademés

ViMfso = VM fo=Xf-o+f - ViMo=V fxv+ fxViMo
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es decir, es una aplicacién paralela con respecto a las conexiones V"™V y VVM,
Asi pues, la aplicacién inducida A, =: ® en I'(A*T*M ) x I'(V M) es de la siguiente forma:
© :T(ATM) x (VM) — D(AT"M @ VM),  (1.0) — 1 ® v,

en donde
(n@v)( X1, -, Xp) = n( Xy, -, Xp)v.

Notemos entonces que:

A" (@) ( Xy, -, Xiga)
k+1 X
= Z<_1)M71V}/{yn(){17"' >Xu7"' ;XkJrl)v
p=1

_ Z (DM ([ X, X1, Xiy ooy Xy ooy X1 ) v

1<pu<v<k+1

k+1
= YT (X K X v
pn=1
- Z (_1)#+V71 n([X,uaXu]a X17 SR X,LL/V? SR Xk+1)’l)
1<pu<v<k+1
k+1

+ Z(_l)u_ln(le"' aX;m'” 7Xk’+1 )V;/(fyv
p=1

— (thriVTI@U) (Xl) SN Xk-‘rl)
k+1

+ Z(_l)u_ln(le'” 7Xua"' 7Xk+1 )v}/(iwv
pn=1

pero
(N AV M) (X, o) X))
| k1
= Z (_1)M1+ N U(qu T Xuk )VQJU
1<y << pp <k+1
#;#mf-%uk
k+1
= (_1)]42(_1),&*17]()(1’ 7Xu7"' ) Xk+1 )VY(;JLWU
p=1

las sumas en las igualdades son las mismas y el factor (—1)* viene de pasar el indice de
sumacion a través de la k—forma n. Por lo tanto

k+1
<_1)k (77 Ax VVM U) (Xh T Xk-‘rl) - Z(_l)u_ln<X17 e 7X/,L7 Ty Xk‘—i—l )vyfiwv

p=1
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Juntando los dos ultimos arreglos de expresiones obtenemos:
" (o) (X1, -, Xen) = (dv“”n ® v) (X1, o5 Xipa)
‘l‘(—l)k(?’] Ny VVM U) (Xl, ety Xk:—i—l )

O simplemente .
V' (nev) =dpev+ (=1 (A V)

Demostracién: (Del Lema 5.7) Supongamos cierto el isomorfismo
T(A"T"M VM) 2 T (AT"M) ®ceary T (VM)

asf pues, tomaremos n®@v € I' (A*T"M @ VM ) yw@w € I (A" T*M ® WM ). Afirmamos
que (N®v) Ay (W®w) = nAw® v *w, de hecho:

(n@v) A (w@w) (X, -, Xy )
= Z (_1)0-1—"_.”—"_0-16_L%J 77( X017 Ty Xak )U * (U( le T 7XU’8 Ty Xk;—‘rr )U}
1<o1 < <o <k+r
= Z (_1)Ul+...+ak_|-%J 77( XU17 Ty XO'k )C&)( X17 aXo"s Ty Xk—i—r)v*w
1<o1<--<or<k+r
= MAw@vsw) (X, -+, Xyyr)
para cualesquiera X, -+, Xpy,. € ['(TM ), en la segunda igualdad se utilizé la C*°( M )—

bilinealidad de *. Vayamos pues a la demostracion del lema.

" ((nev) A (wew) = &V (nAw@vsw)
dnAw)@vsw+ (=) (nAw) A VM (vxw)
= dnRuA, (wWew)+ (=D A, VM) A, (0@ w)
+(=D) (n@v) A (dw @ w)
+ (=1 @ v) A (WA VM)
= " (ev)A (wew)+ (D) (neu)Ad (wew)

en donde hemos utilizado en repetidas ocasiones el parrafo anterior, la definicién de ®, el
que * es paralela y la super derivacion de d. 0

Notemos ahora lo siguiente, sea VM un haz vectorial sobre una variedad M suave
con conexién lineal VM sea v € T(VM) = T(A°T*M ® VM) entonces d¥ v €
D(A'T*M @ VM )ysi X € T(TM):

VV]W

(dV " v)(X) = Vxov.

De forma similar, si n € T(A'T*M ® VM) entonces d¥' ' € T(A2T*M ® VM) y si
X, Y € I(TM):

(A" ") (X, V) = VRMa(Y) = ViMa(X) - n([X,Y]),
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por lo que, parav € T(A°T*M @ VM )y X, Y € T'(TM ):

<dVVA{(dVVMU) )(X, Y)
= VM7 To)(Y) = VMY o) (X)) = (dV )([X, Y ])

= V(o) = (V) = Vi (5.1)

o VV]M
= RX7 y v

En general se tiene el siguiente resultado:

Lema 5.8
Seaw € T(A*T*M @ VM), para cualesquiera Xg, - -+, Xpy1 € D(TM ) es verdad que:

(dVVM (d""™Mw) )(XO, e X))

— Z (_1)u+zx—1 RZZA;(V w(XO,"' ’m7... 7XkJrl) — (R

0<p<v<k+l

vVM

AW w)(X07 e 7Xk+1>

Demostracién: Puesto que toda forma w € I (A’C "M ® VM) es una suma finita de
formas del tipo n®@v conn € T(A*T*M ) y v € T(V M), entonces serd suficiente con probar
el resultado en estas formas.

Sea pues w = 1 ® v, aplicando el lema 5.7 tenemos

(™ ()

= (dVVM (dVVMn ® v)) = v (dn ® v+ (=1)Fn A, dVVMv>

— d277 Qv + (_1)k+1dn A, deMU 4 (—1)kd77 A dVV]MU X (_1)%7] A dew(dVVMU)
=0
_ 77 /\* deI\J<deMU> _ 77 /\* vaM v = val\l v /\* ?7

Corolario 5.9
La derivada exterior torcida es un operador de cofrontera, si y solo si la conexion es plana:

VVM vVJVI vV]W

d od =0 <= R = 0.

Este corolario motiva la siguiente definicion.
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Definicién 5.10 (Cohomologia de De Rham torcida)
Sean M una variedad suave y VM un haz vectorial sobre M con una conezxion plana
en el sentido RV = 0. La cohomologia de De Rham torcida con coeficientes en el haz

vectorial VM es la cohomologia generada por el siguente complejo:

VVM

VM dVVM dVV]\/I

0 — C*(M, VM) dv—> F(AIT*M®VM) — ... — D(A"T"M®VM) — 0.
esto es,

ker [ V" T( AP"T*M @ VM) — T( AMT*M @ VM) ]
im [ ¥ (A T*M@ VM) — T( A*T*M @ VM)]’

HE(M; VM) =

en donde por definicion T(A'T*"M @ VM) = {0} = T(A™T'T*M @ VM).

Hacemos notar que el complejo de De Rham torcido y por ende su cohomologia tendran
sentido sélo si VM es una conexién plana.

Corolario 5.11 (Segunda Identidad de Bianchi)

End VM VM
av RY = 0.

Demostracién: Para todo w € I'(A*T*M ® VM ):

vV]\/I VVM

A d¥ e = dV(d

o ( dvEnd VM

VVM vVM

R (d

vV M

w)) _ dVVJM (RVVJ\/I AL w)
vV M AL (d

vV M

R ) A w + R w) .

dvEnd VM va]\/f ) /\

Entonces ( « w = 0 se anula para toda w, de aqui AV RV = 0. O

Ahora enunciaremos una version del Teorema de Stokes la cual se acoplara a nuestros
objetivos, discutiremos brevemente como interpretar en este caso el teorema.

Teorema 5.12 (Stokes)

Sea N C M una subvariedad compacta con frontera de codimension 0 y consideremos una
(m—1)—forma con valores en el haz de orientaciones w € T'(A™ ' T*M®OrTM ). Entonces
AV W e D(A™T*M @ Or TM ) y

vOorT™M o
/d w = /w|aN :
N ON

Necesitamos decir que significa la expresion w|,, para este tipo de formas diferenciales.
Consideramos p € 9N, tenemos que T,0N C T,M es un subespacio vectorial de codimen-
sién 1, definimos el espacio normal a N en el punto p, denotado por Norm,dN, como

Norm,ON = TpM/TpaN ~ R.
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Sea A € Norm,ON no cero, decimos que A apunta hacia afuera si para alguna curva
v : (=&, &) — M que representa a A se tiene que 7, € N para todo t € (—&,0)y
v € M \ N para todo t € (0, ¢). Consideramos la sucesién exacta corta de espacios
vectoriales
0 — T,0N — T,M — Norm,ON — 0.

La observacion 3.8 aplicada a la sucesion anterior nos dice que
Or7T,M = Or7T,0N ® OrNorm,dN .

Definimos entonces 0y € Or Norm, N como sigue: si A € Norm,JN es no cero A # 0y
apunta hacia afuera entonces oy ( A) = +1.

Sio € OrT,M, el par (0, Opyt ) ¥ €l isomorfismo anterior inducen una orientacion oiq
para el espacio T,0N la cual cumple que una base B := { By, ---, By, } para T,0N estd
orientada positivamente con respecto a oy, si y solo si B** := { A, By, ---, B, } es una
base orientada positiva en T,M con respecto a la orientacién o en donde A € Norm, N
apunta hacia afuera. Definimos la aplicacién lineal

ext : OrT,0N — OrT,M, O —> 0 1= Opu ® O

notese que ext es un isomorfismo de espacios vectoriales. Extendiendo esta aplicacién a los
haces tangentes respectivos tenemos el isomorfismo de haces vectoriales:

ext : OrTON — OrTM, 0 —> 0 (= Oou ® 0.

Con lo anterior, estamos en condiciones dar el significado de w|,, pues en estos términos
tenemos que

wloy = (F@ext™) (w).

en donde ¢ : ON — M es la inclusién de ON en M, en general :* ® ext™! define una
aplicacion de haces vectoriales:

Ceext ! T(A*T*M @ OrTM ) — T(A*T*ON ® Or TON )

5.2. Idea de Flanders

Analicemos ahora parte de las ideas que H. Flanders publicé en su articulo [F]. Sea
(M, g) una variedad Riemanniana de dimensién par m = 2n, si V es una conexién afin esta

induce una conexién VATM en el haz de las k-vectores AF TM como sigue, para cualesquiera
X, Xy, -, Xp eI(TM):
k
k
VAT(Xy AN AN X)) = Y XA AVXX, A AKX
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Lema 5.13 Si Ey, Es, --- , E,, € T1o.(TM) es una base local ortonormal y V es una
conexion métrica respecto a una métrica Riemanniana g, entonces para todo X € I'(TM ):

VA T™(E, A - NEy) = 0.

Demostracion: Sea U C M el subconjunto abierto en donde Ey, Es, ---, E,, es base
local ortonormal, si X € I'(TM ) entonces VxE, € I'o.(TM) y por lo tanto existen
fuw € C=(U) tales que:

VxE, = Y fwE, = Y g(VxE, E,)E,.

v=1 v=1

De la metricidad de la conexién V se sigue

9(VxE,, E,) + g(E,, VxE,) = Xg(E, E,) = X6,=, = 0.

Asi pues f,, + fou = 0y de aqui f,, = 0 para todo p = 1, ---, m. Esto nos lleva a
concluir que VxE,, € spang{ Ey, ---, E,_1, E 41, -+, B } en todo U y por lo tanto
E1 VASIICIEVAN E“,1 AN VXE,u A EMJrl VAN /\Em - 0

Por 1ultimo tenemos que:

VY TM(Ey A NEy) = Y Et A ANBuy AVXE, AN By A+ ANEy, = 0
p=1

O

Corolario 5.14 La integral de Berezin [-] : T(A™TM ) — I'(OrTM ) es una aplicacion

paralela.

Consideremos ahora X € Tjoo(TM ) con ¥ = (), sin pérdida de generalidad supongamos
que g( X, X ) = 1, sea V como en el lema anterior.

Lema 5.15 Suponiendo las anteriores consideraciones la siguiente identidad es cierta:

0=VXA--AVX

Demostracién: La metricidad de la conexién V implica que para cada Y € T'(TM):

Puesto que g( X, X) € C®(M) es constante tenemos Y g( X, X) = 0 y por lo tanto
g(VyX, X) = 0. De aqui que para cada p € M en el dominio de X, la imagen del
endomorfismo (VX ), € End T,M vive en el espacio ortogonal a X, # 0 por lo que el
rango de (VX ), es necesariamente menor que m, se sigue que si Yy, Ys, ---, Y, € T,M
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entonces que el conjunto { (Vy, X),, - -+, (Vy,, X), } es linealmente dependiente para cada
p € M.

En términos de campos vectoriales, { Vy, X, -+, Vy X } es un conjunto de campos vecto-

riales linealmente dependiente y por lo tanto la m—forma VX A --- A VX con valores en
los m—multivectores es idénticamente igual a cero. Esto es:

0 = VX A - AVX € T'(A"T"M @ A™"TM)
O
Ahora, dado que la integracién de Berezin es una aplicacién C*°( M )-lineal y paralela
(-] : T(A"TM) — T(OrTM),

entonces aplicando el lema 5.7 a la forma (3.1) obtenemos

VX AVX A AVX] = [dVAmTM (XAVX A A VX)}

v~

(m—1) veces

= [dVX/\VXA---Avx}
+Z FIXAVXA--Ad"VX A - AVX]

= [VX/\VX/\ AN VX]
+Z (X AVX A ARVX A+ AVX]

= [VX/\VX/\ AN VX]

+(m-1) [XARVX A+ ANVX]
Del lema anterior y dado que m es par se sigue que:
"X AVXA-AVX] = (m=1)[XAVXA---ARYX]

Enseguida generalizaremos los calculos anteriores a un conjunto de formas diferenciales
claves para la prueba del teorema de Chern—Gaufi-Bonnet, las cuales estdn en analogia con
las definidas por S. S. Chern en [C].

Antes de continuar veamos que el isomorfismo

U A°TM — so(TM), ANB — g(A, -) —g(B,-)A
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entre A2TM y so(TM ) es paralelo, de hecho para A A B € T'(A2TM ) calculamos:

U(VY™M(AAB))Z = w((VxA)AB + AN (ViB)) Z
— 4+ 9(VxA, Z)B — (B, Z)VxA
+9(A, Z)VxB — g(VxB, Z) A
= +Xg(A Z)B + g(A, Z)VxB — g(A, VxZ)B
~ Xg(B,Z)A — g(B, Z)VxA + g(B, VxZ) A
— Vi(W(AANB)Z) - W(AAB)(VxZ)
- <V§—“dTM\I/(A/\B)>Z.

De esto y de la C°( M )-linealidad de ¥ concluimos que es paralela con respecto a las
conexiones VA TM y yEnd TM - Fgte isomorfismo nos serd util en particular para calcular la
derivada de RY.

Hasta el momento hemos trabajado con un campo vectorial particular, sea ahora X &
['(TM ) campo vectorial globalmente definido en M con conjunto de ceros aislados, es decir
que todo punto en el conjunto ¥ = {p € M | X, = 0} C M tiene una vecindad que no
contiene a ningdn otro punto en ¥. Definamos entonces el campo vectorial X € Doe(TM)
definido en M \ ¥ como:

5 X
X = —
| X g
noétese que X es un campo vectorial sin ceros y |Xp |gp = 1 para todo punto p € M \ X,
abusando de la notacién denotaremos a este ultimo campo vectorial simplemente como X.
Definimos parar = 0,1, --- , n—1 = LmT’IJ las (m—1)—formas diferenciales con valores
en el haz OrT'M:
Q= [ XAVXA--AVXARVA--ARY| € D A" "M ® OrTM ).
(m—2r:r1) veces r \;;ces

Obsérvese que ya hemos calculado la derivada exterior torcida para €)y. En general, la
derivada exterior de la forma (2, estda dada por:

VOr TM

a0, = [ (X AVX A AVX AR A AR

= [d"XAVXA--AVXARYA---ARY]

+m—=2r—1)[X ARVXAVXA---AVXARYA---ANRV]
(m—2(r+1)) veces

S [XAVXA - AVX AT

RV ARV A---NRY
(r—1) veces
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Puesto que RY € T(A2T*M @ A2TM ) se tiene que 4V RY € C(NT*M @ AN>TM) y
aplicando la Segunda Identidad de Bianchi (SBI) obtenemos:

2 /1 n
(idpspepr @ W) (dvA o RV> = v (RY) 2o
2
En consecuencia dV"' " RY = 0 y la derivada exterior torcida de €2, es entonces:

VOr TM

d Q= VXAVXA---AVXARYA--- ARV
(m—2r) veces

+m—=2r—D[XAR'XAVXA---AVXARYA--- ARV

(m—2(r-l‘—,1)) veces

(5.2)

Notemos que en el lado derecho de esta igualdad, el segundo término contiene un factor
RY X el cual en principio parece problemético. En lo que sigue trabajaremos para llegar a
uno de los principales resultados de [F], en el cual se obtiene una expresién equivalente de
(5.2) en la que no aparece este término.

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita sobre R y supongamos que V; y V5 son
subespacios de V tales que V' = Vi & V5 entonces la segunda potencia exterior de V' cumple
el isomorfismo

NV =2 APV ViV, e A2V,

Ahora, el espacio tangente de M en p se descompone en la forma T,M = RX, & { X, }*
en donde X es nuestro campo vectorial y { X, }* = {Y € T,M| g,(X,,Y) = 0} es el
complemento ortogonal de su valor X, € T,M in p, para la segunda potencia exterior de
T, M tenemos entonces:

NT,M = ARX, ® RX, ® {X,}" @ A*{X,}".

Puesto que dim RX, = 1 se sigue que A’ RX,, = {0} y por lo tanto el isomorfismo anterior
queda como:
NT,M = RX,® {X,}- & A*{X,}".

Haciendo esto para todo p € M podemos descomponer al haz vectorial A27TM en la forma:
ANTM = RX @ {X}+ o A2 {X}*+

Corolario 5.16
Sea) € T(A2TM), existen uinicos Y € T({X}+) y P+ € T(A2{ X }1) tales que:

N = XAY + 9.

De hecho Y y 9+ estan dados por Y = X = X°, Yy Pt =9 — X AY, aqui
estamos tratando a ) como endomorfismo antisimétrico de T'M.
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Corolario 5.17
RY = X ARVX  mod Do A’T*M @ A*{ X }+)

De esta congruencia se sigue que BY — X A RV X € Do ( A2T*M @ A? {X}+), ademds
puesto que las 2-formas conmutan la expansién binomial de Newton implica la igualdad:

(R = XARVX) A -+ A (RY—XARYX)

-

(r+1) veces
«— r+l AANRRE v o\ M 242 ok 2r+2 1
= > (=" (RY) (X ARYVX)" €D A" PT"M @ A {X})
U

Ya que (X A\ RVX) A (X A RVX) = X AXARVX ANRVX = 0 entonces los
ultimos r sumandos de la suma anterior son 0 y por lo tanto

(RY—=XARVX)AN--AN(RV=XAR'X) = RMARVA--- ARY

(r+1) veces

—(r+1) (X/\RVX/\Rv /\RV>

T veces

de esto se sigue que

ﬁVARV - ARY = (r+1) (XARVX/\RVA---ARV>
N/

(r+1) veces T veces

médulo Dyee( AT F2T*M @ A2 {X}+).

Recordemos que V X € T T*M @ { X }1) asf pues, la congruencia anterior se extiende
a la congruencia

VXA AVXARVARVA---ARY = (r+1) XARVXAVXA---AVXARYA---ARY
(m—2(r+1)) veces (r+1) veces (m72(r+1)) veces r veces

médulo Tyee(A™T*M @ A™ {X }+), puesto que A™{X}+ = 0 esta congruencia es de hecho
una igualdad. Con esto, la expresién (5.2) puede reescribirse como:

M = VX AVX A AVXARYA - ARY

TV NV
(m—2r) veces r veces

o (5.3)
<mr+—r1)[yXAVX A--AVXARVA--- AR

TV TV
(m—2(r+1) veces (r+1) veces
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Corolario 5.18 La Pfaffiana del tensor de curvatura R es una forma exacta en M \ X, es
decir, existe Q € Tipo( A" 1 T*M ® OrTM ) tal que d¥°""' Q = C-Pf(R) con C € Z.

Demostracién: Sea V. = VIC la conexién de Levi-Civita, definamos la (m — 1)—forma con
valores en el haz de orientaciones

(m—1) (m—1)(m — 3)

1-2

HZ:1 (2u—1)

Q = Q() — (TL— 1)' n—1

Q9+

Q2 — 4 (_1)"_1

De la linealidad de la derivada exterior torcida y por (5.3) se sigue que:

OrTM m — m — m — o — 1
. <QO_< PR P 1H(n(—/i). >Q>

J

1
= [VX/\VX/\---/\VXH—C[ER/\R/\---/\R]

~~
_ C{%R/\R/\---/\R] _ CPi(R)

donde C' : H 2u —1). O

5.3. Relacién con el indice de Poincaré—Hopf

En este apartado presentaremos los calculos que relacionan la teoria de indice de Poin-
caré-Hopf con la integracion de la forma diferencial (3.1). Dichos cédlculos se realizaran en
un sistema coordenado muy particular dado por la aplicacién exponencial.

Definicién 5.19 (Métrica plana)
Una métrica Riemanniana g en M se dice plana si el tensor de curvatura de la conexion V
de Levi-Clivita es identicamente cero, es decir, para todos X, Y, Z € T'(TM ) se tiene que

Lema 5.20 Sea ¥ C M subconjunto discreto de M, entonces existe un abierto U C M
con ¥ C U y una métrica Riemanniana § tales que gy es una métrica plana.

Demostracion: Puesto que X es un subconjunto discreto de M, para cada p € ¥ existe
U, vecindad de p para la cual U, N ¥ = {p}. Sin pérdida de generalidad, asumamos que
U, NU, = 0 siempre que p # q € ¥y que U, es difeomorfo a una bola abierta centrada en
cero con respecto a una carta coordenada centrada en p. Definamos ¢” métrica Riemanniana
sobre U, como:

¢ =dr' @de' + d*®da? + - 4 do" ® da™
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esto es, P = " gesr (métrica jalada) donde ges; es la métrica estandar de R™. Como geg; s
planay z : (Up, g?) — (B:(0), gest) €s una isometria entonces ¢” es plana en U,,.

Consideremos una métrica Riemanniana g sobre M. Ya que {{U, | p € ¥} UM \ X} es
una cubierta abierta de M, entonces existe una particién de la unidad {{x, | p € £} U x*°}
subordinada a la cubierta. Definamos entonces:

J=> X +x™g
peEX

Asi, g es una métrica Riemanniana sobre M y para cada p € X existe V,, C U, vecindad
abierta de p en donde g|vp = ¢gP y entonces basta con poner U = UyesV). U

Supongamos que g es una métrica Riemanniana la cual es plana en una vecindad U, de
un punto p € M, asi tenemos que la aplicaciéon exponencial

exp, : I,M — M

es una isometria en una vecindad U C T,M de 0 e T,M, donde T,M esta dotado con la
siguiente métrica. Para cada A € T),M, consideremos el isomorfismo de espacios vectoriales

TA(T,M) = T,M:

; - o1
v — lim ————, B —
t—0 t

d
| 44 tB
a2t

donde 7 (0) = A. Con ello, definimos la aplicacién bilineal simétrica en T4 (7T, M):
gIT4 : TA(TPM) X TA(TPM) — R

d d d
(% - “@ “@
(il el ) = (* () # (il,)

Asi pues, g7 € I'( Sym? T*(T,,M) ) es una métrica Riemanniana sobre T, M. La identificacién
anterior implica el isomorfismo de médulos

d

Vs E

0

(1220

D(T(T,M)) = C(T,M, T,M)

por lo que la conexién trivial V'™ en T'(T,M) se corresponde bajo esta identificacién con la
conexién de Levi-Civita en T, M respecto a la métrica g7, es decir, para X, Y € I'(T(T,M))

O(VEY X) =Y (B(X)) € C°(T,M, T,M)

Sigamos con nuestro campo vectorial X € ['(TM ) con conjunto de ceros X discreto con
la propiedad que || X||;, = 1 en M \ X, para p € ¥ consideremos el campo vectorial en U
jalado por la aplicacién exponencial X* := exp;( X ) (en realidad X = X) el cual cumple



46 CAPITULO 5. CALCULO DIFERENCIAL EXTENDIDO

que || X* ||l;r = 1en U \ {0} ya que exp,, es una isometria en este abierto, tomemos £ > 0
tal que B.(0) € U C T,M y definamos entonces la aplicacion:

et SATM) — SATM);, A e d(X)(4) = = X(A)

La diferencial en un punto A € S.(7,M ) de la aplicacién ¢. esta dada por:

e (X ()

d
(Spa)*,A ) SS(TPM) — T¢E(A)SS(TPM); Y — %

donde 7, es una curva en S.(7,M ) que pasa por A y cuyo vector tangente en A es igual a
Y. Se sigue entonces bajo la identificacion anterior que

() = | edtx)00 = () ) (00x)
= e® (VX)) (V) = e(VX)alY)

Asi pues, la aplicacion (. ). 4 toma la forma (¢.).a = ¢ P (Vm" X*)A = e(VX)a
y sin mencionar explicitamente esta identificacién tenemos simplemente que (. ).a =

g ( VX )A-
Sea N := S.(IT,M) y w la forma diferencial definida como:

1

YT (m—l)![

XAVXA- - AVX]ET (A" 'T*"M®@O0rTM).

Y

Dada una orientacion o de Tx(7T,M ) = T,M, consideremos su forma de volumen
VOIZP € A™T;M asociada al producto interior g,. Si A € N C T,,M entonces la aplicaciéon
ext definida en la subseccion anterior nos da una tnica orientacion 6 € Or T4 N que cumple
0 = 0 out ®0, asi pues, definimos la forma de volumen en TyN = {A}+ con respecto a esta

orientacién como sigue, si Ya, ---, Y, € {A}*:
-0 1 o
(Volgp> (Y, o Vi) = —voll (A, Y, -, Vi),

Ahora, si 0 € ['oe(OrTM ) definida en U C T,M entonces por el argumento antes dado
obtenemos una orientacion 6 € I',.( OrT'N ) y formas de volumen:

vol? € Dyge( A" T*M ), vol % € Tioo( A" ' T*N)

Jalando ésta ultima forma de volumen con la aplicaciéon suave ¢. obtenemos para A € N:

(@:V01;6>A(}6, T Ym) - (VOI;A@)EXA((‘P&)*,A)/Q, Ty (ws)*,AYm)
(V01_0>€XA (e(VX)a(Y2),---,e(VX)a(Yn))
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= Lvoly(e X, £ (VX )a(¥a), o £ (VX )a(Vin)
= " vold (X4, (VX )a(Ya), -+, (VX)a(Y))

Recordando la definicién de la integral de Berezin 3.14 tenemos quesi A € T,MeYs, ---, Y, €
{A}+

wa(Ya, -+, Y,) = ﬁ([XAVX/\ o ANVX]),(Ys, oo, Y

= [Xa A (VX )a(Y2) Ao AV X )a(Y0)]
= volg (Xa, (VX )a(Y2), -+, (VX )a(Yin)) -0

Restringiendo la forma w a N tenemos:

(Wly)a (Yo, oo Vi)

e L (X AVX A AV, (Yo, o Vo)

(m—1)!
= (L*®ext_l) (VOlZ(XA, (VX)a(Y2), -, (VX )a(Yn)) '0)

= volg (Xa, (VX)a(Y2), . (VX )a(Y)) 6
1

= (gozvolg_é)A(Yé7 e Y) 0
1 0 A
- _gm—l (('DZVOE)A(}/??”'va)'O

En conclusion, si restringimos la forma w al conjunto N tenemos la igualdad:

(X AVXA--AVX]ly = — prvol) ® 6

gm—l

1
(m—1)!

Integrando sobre N obtenemos:

1 1 R
0 /[X/\VX/\---/\VXHN = — / prvol, (5.4)

(m—1)! gm-1
N (N,6)

Nota 5.21  El volumen de la esfera S™1 C R™ puede ser calculado con la identidad:

m

1
/€m2d$ = / e~ ) dpy ey, = EVol(Smfl)F (%)

R
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De acuerdo con la integral de Gauf /e_dex = /7 por lo que:
R

Vol(§™ 1) = (5.5)

Corolario 5.22

21"

— mlnde){p X

1
—_— XAVXAN---AVX =
o [ XA v Xl
N
Demostracion: Recordemos que la dimensiéon de M es m = 2n. El volumen de la esfera
Se(T,M) = N puede calcularse como:

/ volg = Vol(S., g) = €™ ' Vol(S7" 1) = ™!

(N,0)

(n—1)!

se tiene entonces

@*vol®
(Nf,a) ! (n—1)! . 16
deg(p.) = © = ponim | ¥Vl
S volg em-ian |
(N, ) (N, 0)
(n—1)! /
= - X XA X
Sm = D)l (X ANVXA--- AVX]ly
N

de esto y de que deg(¢.) = index, X el corolario queda demostrado. O



Capitulo 6

Teorema de Chern—Gauf3—Bonnet

El objetivo de esta seccion es presentar y demostrar el resultado del cual se desprende el
nombre de este trabajo, en realidad la mayor parte del argumento ya ha sido tratado en las
secciones anteriores y aqui acomodaremos todas estas ideas para concluir con la demostracion.

El punto critico de la demostracion se centra en probar que los calculos hechos hasta
el momento son independientes de la métrica que tiene nuestra variedad. En particular,
mostraremos que la integral de la Pfaffiana definida en 3.18 es independiente de la métrica.

6.1. Forma de transgresion

En esta seccién demostraremos que de hecho la integral de Pf( R) no depende de la métri-
ca g sobre la variedad M. Para ello, encontraremos una (m — 1)-forma w € T'( A" 1T*M ®
OrTM ) la cual es llamada forma de transgresion. La idea de introducir una forma de trans-
gresion es debida a S. S. Chern y aparecié por primera ocasién en [C].

Lema 6.1 Para g y g métricas Riemannianas sobre M, existe una inica ® € T'(End TM )
tal que, para todo X, Y € T'(TM):

1) g(®X, dY) = §(X. V).
2) ® es un endomorfismo simétrico definido positivo con respecto a g y a g.

Demostracion: Definamos para cada p € M el endomorfismo ¥, de T,M a partir de los
isomorfismos musicales: ¥, := 4, ob; en donde

by © TyM — TIM, X+ §,(X, ), 4, = b

p - 9p

Se ve que V¥, es un isomorfismo simétrico con respecto a g, ya que para X, Y € T,M:

(¥ X, Y) = (b, (V,X),Y)
= (g, 08g,0b5,(X), Y) = (bs,(X), V) = g(X,Y)

49
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utilizando la simetria de g, se tiene que g,(¥, X, Y ) = g,(X, ¥, Y) es decir que U, es
simétrica con respecto de g,. Andlogamente se prueba que ¥, es simétrico con respecto a gp,.
El teorema de Inercia de Sylvester implica que W, es diagonalizable, ademés si X # 0 es un
vector propio con A € R su valor propio correspondiente entonces:

G( X, X) = go(V, X, X)) = Agp(X, X)

se sigue entonces que A > 0. Asi pues, U, es definida positiva y tiene inicamente valores
propios positivos, por lo que podemos definir @, := \/\Il_p como la raiz cuadrada definida
positiva de ¥,. Con esto ultimo hemos construido para cada p € M un isomorfismo ®, tal que
9( P, X, ©,Y ) = g,( X, Y) (isometria) y simétrico respecto a g, y a g, de aqui la unicidad
de ®@,,. Levantamos esta construccién para obtener una seccién suave ® € I'( End TM ) cuyo
valor en p € M es precisamente el ®, construido antes. 0

En relacién al lema anterior, sea V una conexion afin métrica respecto a la métrica
Riemanniana ¢. Definimos la conexion V en el haz tangente como sigue:

VxY = & 'Vy(dY) = VxV + & YV y (6.1)
Notemos que V es una conexién métrica con respecto a g, dado que cumple que:

XgY,Z) = Xg(@Y,®Z) = g(Vx(®Y), ®Z) + g(@Y, Vx(® 7))
= §(@'Vx(®Y), Z) + §(Y, 2 'Vx(DZ))
= §(VxY,Z) + §(Y,Vx Z).

Tomemos una base local ortonormal { Fy, ..., E,, } de TM para la métrica g, es facil
ver que la base local {®~'E;, ..., ®71E,, } de TM es de hecho ortonormal para la métrica
§. Por construccién todos los valores propios de ®~! son positivos, por lo que:

vol2(®'Ey, ..., @By ) = volo( By, ..., Ep) .
De esta identidad sigue la igualdad en las integrales de Berezin:

[O'Ey A - NDTE,]L = [Er A A By, (6.2)

g
Por la definicién (6.1) de la conexién V, el tensor de curvatura de ésta es de la forma
R?(,YZ = ¢} R)Y’,Y(CPZ) )

por lo que mediante la identificacion A2 TM = so(TM ) podemos expresar a R;Y como:

o~'E, A RY 07 E,

DN | =
NE

v —
RX,Y —
1

=
Il

(I)_lEu A O R)V(,YE;L = (AQ‘I)_l)(R)V(,Y)

I
N | =
NE

1

=
Il
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en donde A2 ®~1 € End A2TM, de esto y de (6.2) se sigue la siguiente igualdad de m—formas
con valores en el haz de orientaciones:

[RY A---ARY], = [RVA---ARY], (6.3)

La prueba que presentaremos en la siguiente seccion del teorema de Chern—Gauf3i-Bonnet,
muestra que la inica propiedad realmente importante que utilizamos de la conexion de Levi—
Civita es su metricidad, veamos entonces que de hecho el teorema se puede enunciar para
cualquier otra conexion afin métrica con respecto a la misma métrica Riemanniana.

Teorema 6.2 (Forma de transgresién) )
Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Dadas dos conexiones afines métricas V y V con
respecto a g existe una (m — 1)—forma w € T(A™ ' T*M @ Or TM ), tal que:

[RYA...ARY], = [RYA...ARY], = 4w
Demostracién: Consideremos la 1-forma con valores en los bivectores
A=V -V € I(T'M @ so(TM)) = T'(T*M @ A>TM)
notemos que si X, Y, Z € T'(TM ) son campos vectoriales se tiene:

9(VxY =VxY,Z) = g(VxY,Z)-g(VxY, Z)
= —g(Y,@XZ—VXZ)

es decir Ay = (Vx — Vx) € I(so(TM)). Puesto que el conjunto de conexiones en T'M
es un espacio afin modelado por el espacio vectorial I'(T*M ® End T'M ), definamos una
familia suave de conexiones, para t € [0, 1]:

Vi = V + tA
observemos que si t = 0 entonces V? = Vysit = 1, V! = V.
El tensor de curvatura RV para la conexién V* esta dado por:
RY v Z
= VYV Z — Vi, V& Z — Vny]Z
- Ry, Z + t(VX(AyZ) ~ Ay (VxZ) — Vy(AxZ) + Ax(VyZ) — A[X,Y]Z)
+*[Ax, Ay Z
= RYyZ + t<V§ndTM(AY) - vy TM(Ax) - A[X,Y}) Z + t*[Ax, Ay Z .

Usando que el isomorfismo entre A2T'M y so(TM ) es paralelo obtenemos entonces

2 2
End TM t t
dV

RY = RY +¢ A+ SIANA] = Rv+tdvA2TMA+§[A/\A]
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y de aqui concluimos:

t t d t t
— RV A...ANRY = | —(RY A...ANRY
dt | S — - {dt< )
d Vt Vt Vt
= n|—R" ARY AN...NR
dt

— n[dVAQTMA/\RVt/\.../\RVt}
= [dvAmTM(A/\RVt/\.../\RVt)}
— v [A/\RWA.../\RW] .

Ahora por el teorema fundamental del calculo:

1
v v v v _ d A A
RYA---AR ]g— [RYA--ARY] = /0 E[R A+ AR }dt

1
_ dVO’TM/ [AARWA...ARV‘] dt |
0
Definimos entonces: )
T / [A/\th/\.../\th]dt.
0
O

Definicién 6.3 (Forma de transgresion)
La (m —1)~formaw € T(A™ ' T*M @ Or T M ) en el teorema anterior es llamada forma de
transgresion.

En particular, si g y g son métricas Riemannianasen M y V, V sus respectivas conexiones
de Levi-Civita entonces existe w € T'(A™ ' T*M @ Or TM ) con

Pf(R,) — PE(R;) = d¥""" w. (6.4)

Corolario 6.4 La clase de cohomologia de la Pfaffiana es independiente de la métrica Rie-
manniana g sobre la variedad M.

Integrando (6.4) sobre toda la variedad M y aplicando el teorema de Stokes 5.12 obtenemos:

/(Pf(Rg)—Pf(Rg)) = /dv‘”% = /%M = 0.

M M oM

En este momento me gustaria hacer un resumen de lo que se ha hecho en esta seccion. En
primera instancia hemos visto que para cualesquiera dos métricas g y g, dada una conexién
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afin V métrica con respecto de g podemos construir una conexion afin V métrica respecto a
g con la propiedad que:

[RY'A...ARY]; = [RVA...ARY,

Después de esto probamos que dadas dos conexiones métricas con respecto a la misma
métrica g existia una forma diferencial con valores en el haz de orientaciones tal que

[R@ /\ /\ R%]g _ [RV /\ /\ RV]g _ derT]Ww

Finalmente tomamos la conexién de Levi-Civita para ambas métricas y llegamos a la

igualdad:
/Pf(Rg) = /Pf(Rg).

M M

6.2. Demostracion del Teorema de Chern—Gauf3—Bonnet

Teorema 6.5 (De Chern-Gaufi—-Bonnet)

Sea (M, g) una variedad Riemanniana compacta y sin frontera de dimension par m = 2n,
sea R el tensor de curvatura de su conexion V de Levi—Chivita. Entonces la caracteristica de
Euler de la variedad M puede calcularse mediante la integral de la Pfaffiana de R sobre M,

esto es: X(M) = /Pf (_%>

Demostracién: Sea X € I'(TM ) un campo vectorial sobre M con conjunto de ceros X
discreto. Como antes, remplazamos este campo vectorial por su normalizacién en M \ ¥ sin
cambiar la notacién obteniendo asi un campo vectorial X de norma 1 en M \ X, es decir,
que | X, |, = lparatodop € M \ X.

De acuerdo al lema 5.20, existe un abierto U C M con X C U y g métrica Riemanniana
tales que g|, es plana y coincide con g fuera de U. Abusando de la notacién, seguiremos
denotando como ¢ a esta métrica dada por el lema.

Para cada p € X, sea W, C T,M vecindad abierta de 0 en donde la aplicacion exp, es una
isometria y es tal que V, := exp(W,) C U, ndtese que podemos suponer que V,, NV, = 0
sip # ¢ € X. Elijamos ¢, > 0 para el cual EEP(G) C W,, puesto que X es un conjunto
discreto y M es compacta, el conjunto > es de hecho un conjunto finito, asi podemos tomar
e :=min{e,|p € ¥}y definir B.(p) := exp(B.(0)) C V,. Pongamos

B.(Y) = UpezBa(p) cU.
Definimos la variedad con frontera M. := M \ B.(X). Ya que

Jee(=57) = dim o (=57)

M Me
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necesitamos saber el valor de la integral a la derecha de la igualdad.

De acuerdo con el corolario 5.18

. —1 (m—1)(m — 3) I (2= 1)
7 oy - T O Q,
0 1 1-2 ? +(=1) (n—1)! !
o
R
= - Pt = D-Pf| ——
C-PI(R) (~5)
con D := —(2m)" [[}|_, (21 — 1), por lo que aplicando el teorema de Stokes 5.12 obtenemos:
R v Or(TM)
D-/Pf(—%) - /d Q) = / s,
M M. Se(%)
= / Bl = D / Dols. )
S:(%) PEE NS )
= > [XAVXA--AVX]lg 0

5
PEX \s.(p)

nétese la importancia de la condicién que la métrica g es plana en S.(p) C U para pasar
del primer al segundo renglén de igualdades. Se sigue del corolario 5.22 la identidad

R o 2(m = 1)l .
D/Pf( _ﬂ) = —WZIHdeXpX,
M- peEX
pero

D = -y [Ieu-1) = - 22T

de esto y de acuerdo al teorema de Poincaré-Hopf 4.16 hemos llegado a que:

/Pf(—%) = Y index, X = x(M)

M. peEX
Finalmente como
R i R
Jre(=55) = am [ee(=50) = )
M ME

el teorema esta demostrado. O



Capitulo 7

Relacion con el nucleo de calor

Para finalizar con este trabajo de tesis nos proponemos presentar una relacién entre el
teorema de Chern—Gaufl—Bonnet y la teoria de operadores diferenciales, en particular se vera
la relaciéon que hay entre la Pfaffiana y la integral de la supertraza de ciertos endomorfismos
llamados coeficientes de calor los cuales aparecen en la expansion asintética del nicleo de
calor para el operador integral e*2, en donde A = AHogde s el operador de Hodge-Laplace.

En general, los resultados presentados en este capitulo se pretenden estudiar en un futuro
posgrado, por lo que se advierte que varios de ellos se enunciaran sin dar su demostracion,
de manera muy particular el teorema de Minakshisundaram—Pleijel y el teorema local del
indice.

7.1. Operador de Laplace estandar

Como veremos, el operador de Hodge-Laplace Agqge €5 una realizacién de un operador
diferencial definido en haces vectoriales los cuales presentan una estructura adicional.

Definicién 7.1 (Haz vectorial geométrico)

Un haz vectorial geométrico sobre una variedad Riemanniana (M, g) es una tercia de la
forma (VM, VY™ %), en donde VM es un haz vectorial sobre M junto con una conexion
VVM 4 una representacion de so (TM )

*x 150 (TM)xy VM — VM
tales que:
1) % satisface la Regla de Leibniz; para todo X € I'(TM ), A€ so(TM) yvel(VM):

VIM(Axv) = VETM A 5 v+ Ax ViMoo

2) El tensor de curvatura R de la conexion de Levi—-Clivita sobre M contiene toda la
. ., VM p
informacion acerca del tensor de curvatura RV~ de la conexion VY™, esto es, para

cualesquiera campos vectoriales X, Y € T'(TM ) se cumple: R}j/;/w = Rxy*.

95
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La propiedad que realmente caracteriza los haces vectoriales geométricos es precisamente
la relacién entre la curvatura de su conexién y la curvatura de su conexién de Levi-Civita.
Para mayor profundidad en el concepto ver [SW].

Definicién 7.2 (Homomorfismo de haces geométricos)
Un homomorfismo de haces vectoriales geométricos sobre la variedad M es un morfismo de

haces vectoriales ® : VM — WM el cual es paralelo y equivariante, esto es:

o VM

oA

o) VM (dv) = &(VMv) VXel(TM), Voel(VM).

o) D(Axv) = Axdv Voel(VM), VAe€so(TM).
La siguiente definicion presenta al llamado operador de Laplace estandar.

Definicién 7.3 (Operador de Laplace estandar)
Para (VM, VVM_ x) haz vectorial geométrico definimos el operador de Laplace estdndar
como el operador diferencial A : T'(VM ) — I'(VM ) dado por:

Av = VVMVYMy 4 2¢(R)v
en donde

VVM*VVM,U — _i(VgﬁV[VE v — VVEHE;L )

es es Laplaciano de Beltrami para VM y

a(R ZE/\E Ry, 5 v = ZE/\E )* R, g, % v

»-l>|>—‘
»bl»—‘

es el término de curvatura estindar para una base local ortonormal { Ey, --- | E,, } de
L(TM), la sequnda igualdad es debida a la definicion 7.1 (2) .

Si® : VM — WM es un homomorfismo de haces vectoriales geométricos entonces
A@v) = VVMUYM Gy 42¢(RV ) o
m 1 m
— —Z (VKMVKMCDU —V%VéWE @v) B Z (E, N E,)*xRg, g, * ®v

p=1 p,v=1

I i) P SR

p=1 p,v=1
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= (I)(_i(v MVVMU_VVE E, U) % i E /\E *REH,EV*U>
= qJ(AvM):1 -

por lo que A conmuta con todo homomorfismo de haces geométricos.

Antes de presentar al operador de Hodge—Laplace presentaremos dos tipos de operadores
diferenciales, a saber los operadores de tipo Laplace y los operadores de tipo Dirac, nétese
que el operador de Laplace estandar es de hecho un operador de tipo Laplace.

Definicién 7.4 (Operador tipo Laplace)
Un operador tipo Laplace en un haz vectorial VM es un operador diferencial de orden 2

A: I'(VM) — I'(VM), v — A

tal que su simbolo principal es la multiplicacion con la norma de un covector, esto es, para
peM, y&§=dfel;M:

1

(O'A[g])pvp = 5[[Aaf]7f] Up = —gp_l(f,f)vp

Una vez definidos los operadores de tipo Laplace, se definen los operadores de tipo Dirac.

Definicién 7.5 (Operador tipo Dirac)
Un operador tipo Dirac es un operador diferencial D de orden 1 tal que D? es un operador
de tipo Laplace.

Enlo quesigue { Ey, - -+, E,, } serd una base local ortonormal de I'( T M ). Para cada ope-
rador A de tipo Laplace en V M existe una tnica conexién VY y un tinico F € T'(End VM)
llamado el potencial de A, tales que:

A = VMY LR

De manera similar, si D es un operador de tipo Dirac existe una tnica multiplicacion de
Clifford

o« I(TM) x (VM) — T(VM), (X, v)+— X euv,

la cual es C°°( M )-bilineal y es tal que X ¢ (X @ v) = —g(X, X)v para todo X e I'(TM)
y v € T'(VM). Se sabe que existe una conexién VC en VM (no tinica) llamada conexion de
Clifford que hace de e una aplicacion paralela, es decir:

Vi(Yev) = (VxY)euv+Ye(Viv),

Ademas existe un potencial F € T'( End VM) tal que

ZE“OV%L’U—}-FU.
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Un operador de Dirac torcido es un operador de tipo Dirac en el que F = 0 para alguna
conexién de Clifford V' en VM. Como una posible referencia véase [BGV].

Ahora presentaremos al operador diferencial d* el cual estd definido en el espacio de
secciones I'( A®* T*M ) y tiene propiedades similares al operador derivada exterior. Ademads
se prueba que d* es el operador formalmente adjunto a d en L*( M, g).

Definicién 7.6 (Codiferencial)
El operador diferencial d* @ T'(A*T*M ) — T(A*T*M ) el cual para cadan € T'( A*T*M )
estd dado por:
d'n = =Y dE,LVETM
pn=0

es llamado codiferencial

Calculemos los simbolos principales de los operadores diferenciales de orden 1 d y d*.
Sean w € D(A* ' T*M ), ne T(AFT*M)y fe C®(M):

@ flo = d(fw)—f(dw) = df Aw

[ fln = d*(fn)—f(dn) = => dELNVE "M (fn)+f> dELVE T
u=0 n=0
= =) (E.f)dEin = —df*an
pn=1

de aqui que

0a(€) = €N oa(€) = —€ (7.1)

Definamos D := d + d*, veremos que D es un operador de Dirac torcido. Primero
notemos que D? es un operador de tipo Laplace

op2(€) = op(&)-op(&) = (EN-EL)(EN—ED)
= —ENEL—Eaen
CAR _ :
= -9 1(57 §) idperens
aqui la dltima igualdad es consecuencia de las reglas candnicas de anticonmutacién (CAR),
asi D es un operador tipo Dirac. Si g € T'(A*T*M ) definimos la multiplicacién de Clifford

como:
Xen:=o0p(X)np =X An—Xin

Puesto que

Dy = (d+d)n = (dEu ATy - dEE VT n)

p=1
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= Z dEﬁ . V%;T*Mn = Z E, e V%;T*Mn

1 pn=1

(E), N—E,2)Vi "My (7.2)

=
Il

[
NE

1

=
Il

se sigue que el potencial F = 0.
Para concluir, notemos que VA* 7™M gatisface la regla de Leibniz con respecto a los operadores
Ay 2 por lo que VA T™M eg una conexién de Clifford.

El operador de Dirac torcido D = d + d* da lugar al operador de Hodge-Laplace.

Definicién 7.7 (Operador de Hodge—Laplace)
El operador Anodge = D? = dd* + d*d es llamado el operador de Hodge—Laplace.

Cierta accién de so (T'M ) sobre el haz vectorial A®* T*M le da a éste la estructura de haz
vectorial geométrico, ademas el operador de Hodge—Laplace es una realizacion del operador
de Laplace estandar.

Consideremos la conexién VA" 7™M inducida por la conexién de Levi-Civita V y la apli-
cacion  : so(TM ) x A*T*M — A®*T*M definida por:

(Xxw)(Zy, - Z) = =Y w(Zy, -, X Zyy -+, D)
pn=1

La tercia (A®T*M, VA T™M %) es de hecho un haz vectorial geométrico. Mas atn, se
prueba que X es una derivacion sobre el haz vectorial A®*T*M.

Teorema 7.8 (Férmula de Weitzenbock)
El operador de Laplace estdndar para el haz vectorial geométrico ( A* T* M, VA" T™M 5 coin-
citde con el operador de Hodge—Laplace

A = AHodge .
El siguiente lema seré de gran ayuda en la demostracion de la formula de Weitzenbock.

Lema 7.9 Si ® es una aplicacion C*( M )-bilineal en I'(TM ) entonces

Z (I)(VXEM’ EM) = _Z CI)(E/M VXEH)
p=1 p=1
para {Ey, Ey, -+, E,} base local ortonormal de T'(T'M ) y cualquier conexion métrica V

en T'M.
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Demostracién: Sea X € I'(T'M ), notemos que

> ®(VxE,E,) = Y & (Z 9(Vx E,, E,)E,, Eﬂ>
pn=1

w,rv=1
— _Z ) (E,,, Z g( E,, Vx E,)E )
v=1 pu=1

O
Demostracién: (Del Teorema 7.8) Mediante la técnica de polarizacion tenemos que la
multiplicacién de Clifford e en A®*T*M satisface la siguiente relacién (llamada relacién de
Clifford):
Para X, Y € I'(T'M ) campos vectoriales se cumple lo siguiente:
XeYe + YeXe=—-2¢g(X,Y)idpery
Utilizando el lema anterior y esta tltima relaciéon podemos calcular

AHodge = (d+d*)
((EZ A _E,H)vg;T*M) (B, A —E,L)ViTM)

1

NgERINGE

(B}, A=E)(E) A—E,0 )V "M v T

¥
N

+
S

(EZ A _EMJ)((VEH Ey)b A _(VEu E,)J) v%:T*M
1

(N =B ) (B A =E,s) (VETM WM - w20
1

F
N
Il

Ms%Ms

TN 2
(B, N =B )(EL A—Eys) (VETM)

1

F
N
Il

E,e E, e (VA.T* >2

# (vg;,ngw)Zgél BB, ((vg;;;;w) (v u)z)

donde hemos utilizado el lema para la aplicacién ®( X, Y ) = (X A =X1)VETM y 1a
definicion

=
N
Il
—_

0107

1

2

A®T*M A*T*M A T*M A*T*M

VAT VT VT VT
wy Ev
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Notemos que

(v/\' T*M ) (vA' T*M )2 _ VA. T M vA' T*M vA' ™M Vé\/. T* M VA/)X(. T*M + v/%'yT;;M
:VATMvé\/TM v}[}TMvATM_vf;(:I;/}M
_ RVA'T M
por lo que
2 %\ 2 " A T*M 2 1 n VA. T* M
D* = (d+d) = = (VEH,EV ) +5 S E.e E,e Ry 4
pn=1 wn,v=1

L] * L] * 1 e b *
_ VATM*VATM+§Z E,e E, e RE:;UM‘

M, v=1

Puesto que por definicién, Xe := X” A —X_ obtenemos:

e = TGS LS e e L
° % ° 1 i b b b A®T*M
= YATM s gAtTTM +35 > (E) ANE,N—E, E, N—E) AN E,0 + E,1 E,0) RY, 1,
pn,v=1
L] * L] * 1 i
= VMM YN G 2 (B B A-E, A E,5) RY 5"
wn,v=1

l\.’)lr—\
l\DI»—

m m
b b vA M VA’ M
E E /\ E Eu E, E /J_I E _ RE#,EV

noétese que los tdltimos dos términos son homogéneos de grado +2 y —2 respectivamente,
ya que términos homogéneos no-ceros de distintos grados son linealmente independientes se
sigue que

m
VA' T*M
E ,LL—I E J E JE,

My v=1

N | —

m
A® T* M
> (B, A BN RE, p,
v=1

de esto,

® ik LV 1 o A® T*M
A*T*M * xgA® T* M b b v
Afodge = V \% 5 g —E, E, N\—E, N E,s) Ry,
Las reglas canénicas de anticonmutaciéon (CAR) implican

—E, EEN RV B A By — g(E,, E))idpe e
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por lo que
. e . e 1 « “ 7
AHodge = VA oM VA M +§ Z (Ezb/ A EN—' _EZ A El’—') RE:,EQ:VM
wn,v=1
1 “ A® T*M
) Z 9(Eyu, Ey) RXH,E,,
p,v=1

s 14 , . Y A®T*M s e g
utilizando en el tltimo término que g es simétrico y RY antisimétrico.

Finalmente, como (E, A E,) x = (E, A E,o — E, A E,1)ide -3y concluimos que

L] * L] * 1 s hd *
AHodg;e = VATM*VATM+§ Z (EMAEV) * Rg:,ET'VM
w,v=1
— VA'T*M* VA'T*M + QQ(R)

lo cual muestra que D? = Apoqge s el operador de Laplace estandar para el haz geométrico
(A*T*M, VAT™M ), O

Mas ain los operadores tipo Dirac torcidos més interesantes son aquellos que presentan
una estructura adicional, a saber, una Z, graduacién.

Definicién 7.10 (Operador de Dirac torcido Z,—graduado)

Un operador de Dirac torcido Zo—graduado es una pareja (D, A) en donde D es un operador
de Dirac torcido y A € T'(End VM) es una involucion paralela con respecto a la conexion
de Clifford distinguida en VM, esto es, A2 = idyy, VR (Av) = A(VG0) y ademds se
cumple la condicion:

A(Xev) = —Xeo Av.

Noétese que

A(Dv) = A(iE,ﬁV%LU) =S A(Bae V)
p=1 p=1

m

= Y BeA(VEv) = =Y By VE (4v)
- —;):(1141}) -

es decir que D anticonmuta con A.

Ya hemos visto que D = d+d* es un operador de tipo Dirac torcido, si M es una variedad
suave la cual es tal que su dimension es miltiplo de 4 hay dos involuciones paralelas que lo
hacen un operador de Dirac Z,—graduado

(D, A*) # (D, A%)
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en donde:

Aw = (—1)Nwconw € T(ANT*M), es decir A® refleja la paridad del grado de la forma
w.

A*w = xw es el operador de Hodge asociado a una orientacion.
De hecho la pareja ( D, A*) es un operador de Dirac torcido Zs—graduado para cualquier
variedad suave M.

En el caso en que M es compacta, se define el indice de este tipo de operadores como
index (D, A) = dim(ker™ D) — dim(ker™ D),
De acuerdo con la teoria de Hodge

F(AT*M ) = imd @ ker Apoqge @ im d”

TV
ker d

es la suma directa L?*( M )-ortogonal.

Lema 7.11
ker Apogee = ker d N ker d*

Demostracién: Que ker d N ker d* C ker Apogee €s evidente, probemos pues la
contensiéon opuesta. Sea w € I'(A*T*M ) Nker Apoqge se tiene entonces que Apodge w = 0
y por lo tanto:

0 = <AH0dge w,w)LQ(M) = <dd*w+d*dw,w>L2(M)
(dd*w,w)Lz(M)+<d*dw,w>Lz(M)
= (d*w, d*w>L2(M)+<dw,dw>L2(M)

de aqui que dw = 0y d*w = 0, se sigue entonces w € ker d N ker d* y por ende
ker Apodge C ker d Nker d*. O

Por consecuencia, la teoria de Hodge implica la igualdad
Hpr( M, R) = kerd/imd = ker Apodge

Dado que ker Apoqge = ker d N ker d* entonces ker D = ker Ayogee = Hpr( M, R ),
ademas puesto que A® anticonmuta con D podemos descomponer a ker D como:

kerD - kel"D ﬂ {AS - +idA'T*M} @ kerD ﬂ {AS - _idA'T*M}
Corolario 7.12 Para M wvariedad diferenciable compacta se cumple que:

index (D, A*) = x(M)
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7.2. El nicleo de calor y su relacién con Gauf3—Bonnet

En este ultimo apartado de la tesis mostraremos la relacién prometida al inicio de este
capitulo entre el teorema de Chern—Gaufi-Bonnet y el indice de un operador de Dirac torcido
Zo—graduado particular. Introduciremos primero a los operadores integrales y diremos qué
es lo que entendemos por su supertraza.

Definicién 7.13 (Operador Integral)

Sea VM un haz vectorial sobre M. Una aplicacion R-lineal K : T'(VM ) — T'(VM) es
llamado operador integral si ewiste una seccion continua k € T'coipry(V MRV M) llamado
nicleo tal que para todov € T(VM ) yp € M:

(Kv)(p) = /k<q,p>v<q>\volg<q>r

M

Nota 7.14 Para ser un poco mds explicitos:

VM3 (Ko)(p) =/ Hap) () lvoly(q)l

M € Hom (VgM,V,M)

Definicién 7.15 (Operador de Gauf3-Bonnet)
El operador de Dirac torcido Zs—graduado (D, A®) = (d+ d*, A®) es llamado el operador
de Gaufi—Bonnet.

Para cada t > 0, consideremos el operador integral:
e tAHodze - T(A*T*M) — T(A*T*M)

Teorema 7.16 (Minakshisundaram—Pleijel)
Sea A un operador de tipo Laplace en una variedad compacta M, entonces existe un nicleo
integral para e '™ llamado el nicleo de calor

k2 RYxMxM — HOM(VM, VM)
(t,p,q) — k(. q)

en donde HOM (V M, VM) es el haz vectorial sobre M x M cuya fibra en un punto (p, q) €
M x M es el espacio vectorial HOM, 4 (VM, VM) := Hom (V,M, V,M ), kA cumple las
siguientes propiedades:

1) kA& € T(HOM (VM, VM)).

2) Para toda seccion v € T'(V M) se tiene que:

(K20)(p) — /k£<q,p>v<q>\volg<q>r

M

d
es solucion de la ecuacion de calor 7 (KtA v) = —-A (KtA v).



7.2. EL NUCLEO DE CALOR Y SU RELACION CON GAUSS-BONNET 65

8) lim Kfv = v en el sentido L?.

t— 0t

Para simplificar la notacién sustituiremos Agoqge por A, asi por el teorema anterior el
operador integral e 2 tiene un nicleo de calor, ademas el operador e *2 es un operador de
clase traza:

To(e8) = / (k2 (p, p) ) [voly(p)]

Definicién 7.17 (Supertraza)
Sea K un operador integral, se define la supertraza de K por:

Strarsy(K) = Tr(A°o K)
- /tr(A;ok<p,p>>|volg<p>| - /strAT*M<k<p,p>>|volg<p>|

Como consecuencia del trabajo sobre los valores propios del Laplaciano en variedades
Riemannianas por parte de los matematicos Subbaramiah Minakshisundaram y Ake Pleijel
se tiene una expasion asintotica para el niucleo de calor dada por:

d(pq)
k:tA(p7 Q) N0t (\/E Z tTa’T p?

r>0

en donde d(p, q)?* es el cuadrado de la distancia geodésica entre los puntos p y ¢ en la
variedad M. Con tal expansion asintética obtenemos una aproximacion de la supertraza de

k2 (p, p):

strarear (K2 (P, p)) ~ioor Z t"strarem(ar(p, p))
r>0

El siguiente lema, frecuentemente conocido como el Teorema Local del Indice relaciona
los conceptos de este capitulo con el Teorema de Chern-Gaufl-Bonnet, asumamos pues que
dim M = m es par.

Teorema 7.18 ( Local del Indice )

Sea M wuna variedad compacta de dimension par m = 2n y sea (D, A) un operador de
Dirac torcido Zo—graduado y formalmente autoadjunto, entonces las siguientes afirmaciones
son ciertas:

w strapan(ar(p,p)) = 0 para toda r < n.

! / straza(an(p, p ) [voly(p)]

» index(D, A) = W
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w strary(an(p, p)) estd dada por:

stear-a(an(p, p)) = |A(M) A ch(VM :$M)|
donde A( M) es el género A—gorro de M y VM : $M es un haz vectorial localmente
definido el cual queda fuera los objetivos de este trabajo.

La prueba de este Teorema no se presentara en este trabajo, pues ademas de su comple-
jidad este resultado es parte de una serie de objetivos que el autor pretende cumplir en un
futuro posgrado.

De acuerdo a la definicién del operador de Laplace estandar, A = VVM*YVM L 24(R),
salvo para los espacios simétricos los términos VVM*VVM v 2 ¢( R) no conmutan, sin embargo
si asumimos que estos términos si conmutan tenemos una expresién para el operador e~ 4
como:

—tA

o VMsogVM  _
e n o tVVMIVYM 2tq(R)

Lo cual motiva el siguiente resultado:

Teorema 7.19

strapear ap(p, p) = strarem < o

(—QQ(R))T>

La demostracién de este teorema se postergara para presentarse en una manera méas
general. De este resultado se sigue:

xX(M) = index(D, A®) = W/str/mw<(%>)p [voly(p )|

1 R\"
= /StrAT*M (mq <_ﬁ) >p |VOlg(p)|
M

Corolario 7.20 Para (M, g) una variedad Riemanniana compacta y sin frontera de di-
mension par m = 2n, la Pfaffiana de R puede calcularse puntualmente como:

R 1 R\"
Pt <——> = StrAT*M <—q (— —> > ‘VOlg(p)’ Vp e M.
2T » n! 27 »

Veamos un ejemplo concreto en donde el corolario anterior se presenta explicitamente.

Ejemplo 7.21 Consideremos la m—esfera de radio v, S]*, con m = 2n y g la métrica en
S™ heredada de R™. Como consecuencia del Teorema Egregium de Gaup, el tensor de

curvatura de la conezion de Levi-Civita en S estd dada por:
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1 . 1
RxyZ = — (Y. 2)X =g(X, 2)Y) = = (X AY)(Z)
por lo tanto
1 m
q(R) = 1 Z (E, N E)*(E, N E,)x
n,v=1
1 m
= 1= > (B, NE,2—E,NE,1)(E, NE,o —E) A E, )
,
n,v=1
1 b b
= ~33 > (0u=vE, NE, s —E, NE,.+E, NE, AN E, 1 E, )
pv=1

como N = Z EZ A E, o (operador de mimeros) tiene valor propio k en T(A*T*S™), se
p=1
sigue entonces que q (R) actia enn € T(AFT*S™) como:

G(R)n = 5 (N =mN+ NN = 1))y = 5 k(m— k)

272 72

de aqui que

Strazear (M> Tmn? Xm: ( )k;” (m— k)"

n!

Notemos en particular que esta ultima expresion es independiente de p € M.

R

1 n
Asi, la mtegml/ StTA 701 (—‘ q (— oy ) ) |voly(p)| puede ser calculada utilizando (5.5)
n! m
m p

T
para el volumen de la esfera S como:

Jroms G (£,
Sy

— strapen (l' (_25) )/ ol (p)| = strazen (nlq (_%)n> Vol(S™)
_ ( i zzj r(r ) ke (m m") (—WZ " m) =2 = x(87).

en donde hemos utilizado la identidad Z (—1)k <ﬂ;) E* (m — k)" = (=1)"ml. O
k=0
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Como tltimo resultado de este trabajo hacemos notar que de hecho el corolario 7.20 es
un enunciado puntual para todo tensor algebraico de curvatura R.

Definicién 7.22 (Tensor algebraico de curvatura)
Sea (V, g) un espacio Euclidiano de dimensidn par m = 2n. Un tensor algebraico de cur-
vatura R en (V, g) es una aplicacion trilineal R : 'V xV xV — V la cual satisface las
siguientes propiedades, para cualesquiera X, Y, Z € V:

1) Rx,y Z = —Ry x Z (alternante en los primeros dos factores).
2) El endomorfismo Z — Rx y Z es antisimétrico con respecto a g.

3) Rxy Z+ Ry z X + Rz xY = 0 (Primera Identidad de Bianchi ).

Teorema 7.23 Consideremos (V, g, R) donde (V, g) es un espacio Euclidiano de dimen-
sion par y R un tensor algebraico de curvatura en (V, g), entonces es cierto que

R 1 R \"

donde |vol,| € A" V* @ OrV es la densidad de volumen en V.

Para presentar la demostracion de este teorema anterior nos apoyaremos en los siguientes
2 lemas. En lo que sigue g := so( V).

Lema 7.24 Para cualesquiera Xy, --- , X, € g conr < m se cumple que:
strays(Xy* - Xx) = 0.

Demostracién: En efecto, puesto que Sym<™g = Spang{X" |0 < y <m, X € g} el
Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt implica que U<"g = Spang{X" |0 < r <m, X €
g}, en donde U* g es el dlgebra envolvente universal de g, por lo que es suficiente verificar
que para cualquier X € gy todo 0 < r < m:

strav«((Xx)") = 0.

Sea pues X € g, como X? € EndV es un endomorfismo simétrico semidefinido ne-
gativo con respecto a ¢, existen vectores pi, ¢, -:, Pn, ¢n € V tales que el conjunto
Bn = {p1, @1, -+, Pn, @ } s una base ortonormal de V' tal que

X =oa(pr ANqu)+ -+ an(pn A gn) ag, -, o, € R.

Analicemos en principio lo que pasa cuando n = 1, en este caso sea f; = {p, q} ba-
se ortonormal de V' tal que X = a(p A ¢) para algin @ € R, asi el conjunto f; =
{1, dp, dq, dp N\ dq} es base de A®* V* y Xx actiia en esta base como sigue:

s Xx1 =0



7.2. EL NUCLEO DE CALOR Y SU RELACION CON GAUSS-BONNET 69

» Xxdp = adq
» X*xdq = —adp
= Xxdp ANdq = adg N dqg—adp Ndp = 0.

Notemos que en el ultimo cdlculo utilizamos el hecho de que Xx es una derivacion, por lo
tanto la matriz asociada al endomorfismo Xx de A®* V* en la base 3; es de la forma:

00 0 O 1 0 0 0
{00 —a O |0 cos(ta) —sin(ta) 0
Tx = 0O 0 O — oxp(tXx) = 0 sin(ta) cos(ta) 0
00 0 O 0 0 0 1
Similarmente para el endomorfismo A°® = (—1)" tenemos que su matriz asociada con res-
pecto a la base 3, es de la forma:
1 0 0 0
s |10 -1 0 0
AT = 0 0 -1 0
0 0 0 1
De esto podemos calcular stry v« (exp(tX*)) como:
1 0 0 0 1 0 0 0
B 0 -1 0 0 0 cos(ta) —sin(ta) 0 B
stray«(exp(tXx)) = tr 00 —1 0 0 sin(ta) cos(ta) O = 2—2cos(ta).
0 0 0 1 0 0 0 1
En general para n € N, sea 3, base de V' como antes y 55 = {dp1, dqi, -+ , dp,, dg, } su

base dual, expresemos V* de la siguiente manera:

V* = Spang{dpy, dgi} ® -+ @& Spang{dp,, dg. }
—Vi —

asi, para cada 1 < k < n se tiene que el subespacio A* V* de A® V* se descompone como:

AFV*E = @ AV @ - @ ATV

Ogdl»"',dn
di+-+dn =k

Recordemos nuevamente que X es una derivacién del dlgebra A® V* por lo que sin, € A®V;
cons = 1, ---, n se tiene que

s=1
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por lo que X% actiia en un producto de esta forma como:

Xk =) ddpeyy ® - ® Xk @ @ idaey,

s=1 s—ésimo lugar

puesto que los n sumandos de la suma anterior conmutan se sigue que

n

exp(tXx) = Hexp(idA.vl®---®%*®--~®id/\.%)
s=1

= exp(tX*); ® exp(tXx)y ® -+ @ exp(tX«*),
en donde exp(tXx)s es la accién de exp(tX*) en el s—ésimo factor.
Calculemos ahora la supertraza del endomorfismo exp(tX ):

stryy«(exp(tXx)) = tr(A°o (exp(tXx); ® exp(tXx)y ® -+ @ exp(tX*),))
= tr(A%oexp(tXx); ® A’ocexp(tXx)s ® -+ ®@ A’ oexp(tXx),))

= H tr( A® o exp(tXx)s) = H(Q—Qcos(tozs))

s=1

de acuerdo con la expansion en series de potencias del coseno se sigue que
2 —2cos(ta,) = t*a?+O(t*)

por lo que

t?”
Z FstrAV*(%*---%*) = stray-(exp(tXx)) = t™as---a2 + O(t™"?) (7.3)

r>0 r—veces

comparando los coeficientes de las potencias de t podemos concluir que para r < m,
strap«(X*---Xx) = 0. O
N———

r—veces

Lema 7.25 Para X1, ---, X, € @, la siguiente identidad es cierta:
strays( Xy - Xx)

= Y [ A AXw] ® [Fory A A o ] (7.4)
(0] € Sim/Sn XS

Demostracion: Para este propdsito consideremos ambos lados de la igualdad como aplica-
ciones m—lineales en g X --- X gy veamos que estas son aplicaciones simétricas.
!

Sean X1, -+, X, € gy T € Sy, puesto que Xy x--- Xk = (X1 -+ X )% conXy -+ X, €
U=™g basta verificar la igualdad

strave(( Xy - X )x) = strave((Xrq) - Xrm) J*). (7.5)



7.2. EL NUCLEO DE CALOR Y SU RELACION CON GAUSS-BONNET 71

Afirmamos que X; --- X, = X;q) - Xrpm mod U=™g, en efecto, ya que toda per-
mutaciéon 7 € S, es el producto de adyacencias (transposiciones del tipo (g p+1), p =
1, -+, m—1) es suficiente verificar la afirmacién para este tipo de permutaciones, suponga-
mos entonces que 7 = (p pu+ 1) para algin 1 < g < m. Consideremos la diferencia

XX X, X Xe X — XX - XL X

= %1.”xﬂ_1'(xli'%lﬁ‘l_%/ﬁ‘l.%ﬂ).%ﬂ+2.'.xm
= X ...:{lkl . [xw %u+1]'xu+2"'%m c uémflg

lo que prueba la congrencia anterior. La igualdad (7.5) se sigue del Lema 7.24, por lo tanto
stryy+ es una aplicacion m-lineal y simétricaen g x --- X g.

Por otro lado, si Xy, -+, X;, € gy 7 € Sy pongamos 2y = Xrq), 05 D = Xrm),
notemos que:

Yo (Ve A ADow)] © [Doturn) A A Do |

[0] € Sin/Sn % Sn

= S [Zreay A A Xy ] ® [Xroury A A Xrioim) ]
[U]ESW/S,LXS,L
= S [Xw A A Xoy ] @ [Xapany A A Xogm) |
(6] € Sim/SnxSn

siguiéndose de esto la simetria de la aplicacién Z ][]
(0] € S/ Sn X Sn

Hemos visto que ambos lados de la igualdad (7.4) definen aplicaciones multilineales y simétri-
cas, luego por la propiedad universal de Sym™ g ambas aplicaciones factorizan sobre la mul-
tiplicacion simétrica, puesto que Sym™ g = Spang{X™|X € g} basta con verificar la
igualdad para X; = --- = X,, = X € g.

Sea X = ag(p1 A 1) + -+ an(pn A @), calculemos primero [X A --- A X
N

n—veces

[%/\/\%] = n!-[oq---ozn(]h/\(h/\"'/\]?n/\%)]
T P U SR
— n!'al"'&n'o
en donde o € OrV es la orientacién en V' tal que para la base 8, = {p1, ¢1, ", Pns @n }

cumple que o( £, ) = + 1. Por lo tanto:

XA AX]@[XA AR
[0] € Sin/Sn X Sn

e E n‘alan()@n‘alano
[0] € Sm/Sn X Sn
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= E n?-a?---a’-0®o0

(0] € Sim/SnxSn
= nﬂ'; n?.a2-.a2 =m-ad---a? (7.6)
Por otro lado, de acuerdo con (7.3) tenemos que
straye(Xx---Xx) = ml-a?---a? (7.7)
comparando las expresiones (7.6) y (7.7) se sigue que la igualdad (7.4) es cierta. O

Vayamos ahora a la demostracion del teorema 7.23.

Demostracién: (Teorema 7.23) Dado que R es un tensor algebraico de curvatura se tiene que
R € N?V*®s0(V), asi para { By, Es, -+ -, E,, } base ortonormal de V podemos expresar
R en la forma:

1 m
R =3 > dE, NdE, ® Ry, 5, =

Hv=1

> (E.ANE,) ®Rg,p, -
,v=1

Recordemos que ¢( R) se presenta en la definicién 7.3 como:

1 « 1 «
Z Z (Eu A By)* R, 5% = § > (dE, A dE, )" Rp, 5, * -
= =1
Afirmamos que existe r € Ny Xy, .-+, X, € so(V) = g tales que R = Z ip%; ® X%,.
p:
En efecto, consideremos a R como un endomorfismo de A2V = s0(V') , es decir, sea

Kr : AV — A?V dado por Kr( X AY) := Rx y este endomorfismo es simétrico respecto

al producto interior g2y en A2V inducido por g, puesto que los endomorfismos simétricos

son diagonalizables existe una base propia ortonormal para g, digamos { )y, - - - , @(m> }Cg
2

con valores propios Ay, - -, )\(m) € R. Sin pérdida de generalidad supongamos que A\; #

2
0, -+, A # 0paraciertol < r < (7;), luego pongamos X, := /|\,| Y, para expresar R
en su expansion estandar como endomorfismo simétrico en su base ortonormal de vectores
propios

T

R = > %, =Y sen(X)/IM D, @ /[,
p=1

p=1
- Y 4% ek,

p=
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de la relacién entre Ry ¢( R) se tiene que
1 T
= 3 DI P
=1
y en consecuencia resulta el siguiente célculo:
strav- (q(R)")

1 T
= on Z Fpy 0 Ep, STAV (X * Xy * o0 X, * X, %)

=R stray«(31 %32 % -+ 31 * 3k )

T

> e E[3em) A A 3o ] © [Bomany A A 3o(m)

[0]€Sm/SnXSn P1, s pn=1

Veamos que la Primera Identidad de Bianchi nos asegura que Z +,X, N X, = 0, de hecho

p=1
puesto que
T 1 m
b
:Zip%p®%p:§z E /\E ®REM7EU
p=1 =
es la expansién usual del tensor R en la base ortonormal { By, By, -+, B, }y Rg, B, €9

puede expresarse con respecto a esta base en la forma
1 m
Rg, B, = 3 Z Ex N Rg, g, Ex
A=1

podemos concluir que

1 m
= 5 > (E.AE,)A(E\A Rg, 5 E\)

> (E. A E, A E\) A (Rg, 5 Ex+ Rp, 5, E, + Rg, 5, B,)

En donde hemos utilizado la Primera Identidad de Bianchi en la tltima igualdad. Ademés
como los bivectores conmutan se sigue que las tnicas permutaciones o que contribuyen a
la suma son aquellas que mandan 1 y 2 a diferentes lados del producto tensorial, 3 y 4
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a diferentes lados del producto tensorial, ... , m — 1 y m a diferentes lados del producto
tensorial, por lo tanto solo 2" permutaciones contribuyen en la suma anterior, ademas como
31 =X, = 3,33 =X, = 3, ,3m1 = X,, = 3 todas las componentes de la
suma son iguales por lo que

strays (g(R)™)

T

1
= o Z Z :l:pl"'j:pn[30'(1) ASRERIVAN BU(n)} X [30(n+1) JASRRRIVAN Ba(m)}
[0]€Sm/SnxSn p1,-,pn=1
- Z im"'ipn[%m/\"'/\xpn]@)[%m/\“'/\%pn]- (7-8>
pL, s pn=1

Por otro lado

r

b b
RA---ANR = Z ipl"'ipn%pl/\"'/\:{pn(@%pl/\"'/\:{pn
n—veces P1, -, pn =1

aplicando la integral de Berezin a ambos lados de la igualdad obtenemos:

(BA-- ARl = > Eyek, XA A @[, A AKX, ] (79)

n—veces P, pn =1

pero%;1 ANERRIAY %Zn = (voly, X,, Ao AN X, )voly = [X, Ao AN X, ] ® |voly|, por
lo que comparando (7.8) con (7.9) se tiene que:
(BA - ANR] = stray«(g(R)") |voly] .

n—veces

(=2)"

Finalmente, si multiplicamos ambos lados de la igualdad por — llegamos a lo que
nlvar

queriamos probar, esto es:

Pf(—%) = \/41_7rm strAV*<<_2qnw>\Volg\
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