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que me estuvieron acompañando en este camino, y, que sin ellas, no me habŕıa con-
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Solución Numérica de las Ecuaciones de

Navier-Stokes mediante el uso del Software

Comercial Matlab

César Augusto Páez Betancourt

Resumen

Se llevaron a cabo las simulaciones numéricas del flujo de Stokes y de las ecuaciones
de Navier-Stokes. En el caso del flujo de Stokes, las ecuaciones de momentum se dis-
cretizaron mediante el Método de las Diferencias Finitas. El comportamiento del flujo
se estudió en tres geometŕıas diferentes: un canal recto, un canal recto con expansión
y un canal recto con orificio y expansión. Para cada geometŕıa se analizaron tres lon-
gitudes diferentes: 50 mm, 75 mm y 100 mm. El número de Reynolds en todos los
casos fue de 0.001, y se simuló el comportamiento de un aceite de viscosidad estándar
(N1000). Se observó que, al incrementar la longitud del canal, el gradiente de presión
aumentaba, lo cual concuerda con las ecuaciones de momentum. La geometŕıa que
presentó un mayor gradiente de presión fue el canal con orificio y expansión.

En la segunda parte de este trabajo, las ecuaciones de Navier-Stokes se discretiza-
ron mediante el Método de los Volúmenes Finitos. La geometŕıa que se estudió fue el
”Escalón hacia atrás” o ”Backward-facing step”, por su nombre original en inglés. Se
simularon flujos en seis diferentes números de Reynolds: 50, 100, 200, 400, 600 y 800.
La interpolación Rhie-Chow, un método de interpolación utilizado para prevenir os-
cilaciones en el campo de presión, se propuso discretizarla mediante el Método de los
Volúmenes Finitos; esta interpolación únicamente hab́ıa sido discretizada mediante
diferencias finitias. Los resultados obtenidos de las longitudes de los vórtices genera-
dos en cada uno de los flujos fueron comparados con investigaciones experimentales
y numéricas. Asimismo, se comparó la forma del perfil horizontal con los resultados
de una investigación numérica, para un número de Reynolds de 800. De esta forma,
el método numérico desarrollado, junto con la interpolación Rhie-Chow mediante el
Método de los Volúmenes Finitos, han sido validados.



Motivación

Las ecuaciones de Navier-Stokes son ecuaciones diferenciales parciales no lineales;
esto hace que se dificulte encontrar una solución anaĺıtica a las ecuaciones que descri-
ben el comportamiento de cualquier fluido. Su estudio es tan importante en el mundo
de la ingenieŕıa que la motivación principal de este trabajo ha sido desarrollar una
solución numérica para las ecuaciones de Navier-Stokes, con la finalidad de que los
estudiantes de Ingenieŕıa en la Universidad Nacional Autónoma de México utilicen
esta herramienta para conocer el comportamiento de los fluidos mediante simulacio-
nes computacionales.
La UNAM me brindó la oportunidad de realizar un intercambio académico en la Uni-
versidad Técnica de Munich (TUM por sus siglas en alemán) en donde tomé el curso
de Mecánica de Termofluidos Computacional (CFD por sus siglas en inglés). Esto me
permitió estudiar los métodos numéricos y técnicas de programación para escribir un
código en Matlab que muestre el comportamiento de los fluidos sometidos a diferentes
números de Reynolds y geomtŕıas.



Objetivos

1. Desarrollar un código en Matlab para resolver numéricamente el flujo de Stokes
y las ecuaciones de Navier-Stokes

2. Obtener una expresión para la interpolación Rhie-Chow mediante el Método de
Volúmenes Finitos

3. Validar los resultados de la interpolación Rhie-Chow con investigaciones expe-
rimentales y numéricas

4. Proporcionar las bases para utilizar el código desarrollado en geometŕıas no
cartesianas
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TUM Universidad Técnica de Múnich
CFD Mecánica de Fluidos Computacional
FDM Método de las Diferencias Finitas
FVM Método de los Volúmenes Finitos
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Caṕıtulo 1

Introducción

La Mecánica de Fluidos Computacional (CFD por sus siglas en inglés) es una he-
rramienta que se usa en ingenieŕıa para estudiar el comportamiento de los fluidos
mediante simulaciones computacionales. Su uso inició y se popularizó a inicios de la
década de 1960, y, a inicios de la década de 1970, paquetes de software comercial
se volvieron accesibles (Date, 2005). Antes del uso de esta herramienta, el diseño de
máquinas como turbinas de gas, cohetes espaciales, bombas hidráulicas o aeronaves
depend́ıa principalmente del resultado de numerosos y costosos experimentos f́ısicos.
El CFD surgió como respuesta a este problema.
Gracias a la simulación de los flujos sobre diferentes geometŕıas mediante la discre-
tización de las ecuaciones de conservación de masa, conservación de momentum y
conservación de la enerǵıa, ha sido posible disminuir el capital a invertir para el di-
seño de estas máquinas. El CFD permite variar los parámetros a los que está sujeto
un flujo, p.ej., velocidad de entrada, densidad, viscosidad, geometŕıa condiciones de
frontera y presión inicial. Esto ha agilizado la obtención de resultados experimentales,
ha permitido tener un mayor control sobre los parámetros y ha facilitado obtener un
diseño mas óptimo para diferentes dispositivos.

Existen diversos paquetes de software comerciales y no comerciales con los que
se puede trabajar con CFD. En este trabajo se utilizó MATLAB, que es un paquete
de software comercial que utiliza un lenguaje de programación de alto nivel, lo que
facilita la generación de códigos sencillos y permite crear programas complejos en
relativamente menos ĺıneas de código. Sin embargo, uno de sus inconvenientes es que
consume muchos recursos computacionales y la velocidad de ejecución de un código
es menor con respecto a lenguajes de programación de más bajo nivel.
Recientemente, la UNAM puso a la disposición de la comunidad académica licen-
cias de MATLAB, por lo que es de gran provecho desarrollar el trabajo de esta tesis
en este paquete de software. De esta manera, el código que se usó para desarrollar
esta investigación estará disponible para estudiantes y profesores de la universidad.
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Solución numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes

Tendrán la oportunidad de modificar algunos parámetros del código para estudiar los
flujos sometidos a diferentes condiciones.

El comportamiento de los flúıdos se describe con las ecuaciones de Navier-Stokes,
que son un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales no lineales cuya solución
anaĺıtica ha sido imposible de encontrar. Sin embargo, la integración de métodos
numéricos en CFD ha permitido encontrar soluciones muy aproximadas. Las ecuacio-
nes de Navier-Stokes consisten en una ecuación de conservación de masa, tres ecua-
ciones de conservación de momentum (una para cada eje coordenado) y una ecuación
de conservación de enerǵıa. Para un flujo incompresible e isotérmico, la ecuación de
conservación de masa indica que la divergencia del campo de velocidades de un flúıdo
es igual a cero. La ecuación de momentum es una derivación de la Segunda Ley de
Newton; iguala las fuerzas convectivas con las fuerzas difusivas de un flúıdo.
Un parámetro muy importante dentro de la Mecánica de Flúıdos es el número de
Reynolds, que se define mediante la siguiente expresión:

Re =
ρUD

µ
(1.1)

Donde ρ es la densidad del flúıdo, U es la velocidad, D es la longitud caracteŕıstica
por donde pasa el flujo (para efectos de este trabajo se considera como el ancho del
canal perpendicular a la dirección del flujo) y µ es la viscosidad dinámica del flúıdo. El
número de Reynolds es un número adimensional que se define como la relación entre
las fuerzas inerciales (o convectivas) y las fuerzas viscosas (o difusivas) de un flúıdo.
Si el valor del número de Reynolds es mayor a un valor cŕıtico, se dice que las fuerzas
inerciales predominan sobre las viscosas y el flujo se aproxima al régimen turbulento.
Por el contrario, si el valor del número de Reynolds es menor a cierto valor cŕıtico, se
dice que las fuerzas viscosas predominan y el flujo se aproxima al régimen laminar.

En este trabajo se estudiaron dos tipos de flujos: uno en donde el número de Rey-
nolds es tan bajo (Re ≤ 10−4) que únicamente se consideran las fuerzas difusivas, o
viscosas, en las ecuaciones de momentum (Purcell, 1976), y otro donde el número de
Reynolds está dentro de un rango en donde se consideran tanto las fuerzas difusivas
como convectivas (50 ≤ Re ≤ 800).

El primer flujo a estudiar se conoce como Flujo de Stokes o Flujo Reptante, que
es un caso particular de las ecuaciones de Navier-Stokes. Ejemplos de la aplicación
de este flujo en la industria son estudiar el efecto de la rugosidad de las superficies
en la lubricación, el diseño de dados de máquinas de inyección de poĺımeros para
obtener tasas favorables de estiramiento y el desarrollo de bombas peristálticas para
fluidos altamente viscosos (Higdon, 1985). Debido a que únicamente se consideran las
fuerzas viscosas para este flujo, la solución de las ecuaciones de momentum se simpli-
fica significativamente, pues los términos no lineales desaparecen de las ecuaciones.
Lo anterior permite que se desarrolle un método numérico relativamente sencillo en
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Solución numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes

el que se puede visualizar el comportamiento de este tipo de flujos mediante CFD.
Además de esto, debido a los bajos números de Reynolds que se consideran para este
caso, el flujo reptante no depende del tiempo, por lo que es temporalmente reversible
(Flekkøy et al., 1996). La razón por la que se estudia este flujo en primer lugar es para
sentar las bases del desarrollo matemático para resolver las ecuaciones de momentum
con los términos difusivos y convectivos. Es decir, primero se resuelve un problema
sencillo para posteriormente resolver uno más complejo.

El comportamiento del flujo de Stokes se analizó a través de tres geometŕıas dife-
rentes: un canal recto, un canal con expansión y un canal con un orificio; se realizó
una comparación cualitativa con respecto al comportamiento del flujo en el estudio
llevado a cabo por Tavakol et al. (2017). Ellos investigaron el comportamiento en dos
dimensiones de un lubricante a través de un canal recto y a través de un canal con
una contracción. Observaron que, en el primer caso, el perfil de velocidades del flujo es
parabólico y axisimétrico en toda la geometŕıa. En el segundo caso, en la contracción
de la geometŕıa, la velocidad incrementa, y posteriormente disminuye en la expansión
de la geometŕıa.

El valor del número de Reynolds que se utilizó para este flujo fue de Re = 10−12

para las tres geometŕıas. El flujo se simuló con glicerina a temperatura ambiente

(20°C) cuya densidad es de 1261
[
kg
m3

]
, y su viscosidad de 1.2 [Pa s]. Como parte del

desarrollo de las ecuaciones del Flujo de Stokes, fue necesario establecer un paráme-
tro de relajación, α, que se implementó para asegurar la convergencia en el resultado
de las simulaciones. La aproximación numérica de las ecuaciones se realizó mediante
Series de Taylor, aśı que la solución siempre tendrá un error residual. Debido a esto,
la ecuación de continuidad nunca podŕıa satisfacerse, por lo que se estableció una
tolerancia, e, para esta ecuación.

Después de haber llevado a cabo las simulaciones para el Flujo de Stokes, se consi-
deraron los términos convectivos dentro de las ecuaciones de momentum, y se tienen
nuevamente las ecuaciones de Navier-Stokes. El campo de aplicación para este flujo
es muy amplio, como por ejemplo, en el diseño de aeronaves, turbinas eólicas, au-
tomóviles, en el estudio de corrientes maŕıtimas, en el flujo en tubeŕıas y en máquinas
térmicas.

Para el caso del flujo que considera los términos temporal y convectivos dentro
de las ecuaciones de Navier-Stokes, se estudió una geometŕıa conocida en CFD como
”Escalón Hacia Atrás” o ”Backward-Facing Step” en inglés. Esta geometŕıa presenta
un canal recto en la entrada, y posteriormente tiene una expansión recta escalonada.
Algunos de los ejemplos de las investigaciones que se han hecho sobre la geometŕıa del
”Escalón Hacia Atrás” se mencionan a continuación. Armaly et al., 1983 realizaron un
estudio experimental donde variaron el número de Reynolds del flujo de entrada hasta
un valor de 800; observaron que, en la expansión escalonada, el flujo presentaba un

16 Caṕıtulo 1 César Páez



Solución numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes

vórtice. Conforme el valor del número de Reynolds aumentaba, la longitud del vórtice
también lo haćıa. Un segundo vórtice apareció en la parte superior de la geometŕıa
a partir de un número de Reynolds de 400. Adicional a la medición experimental,
realizaron una comparación de los resultados mediante un análisis numérico; los re-
sultados obtenidos mediante el método numérico presentaron buena correlación con
los resultados obtenidos mediante la experimentación hasta un número de Reynolds
de 400. Después de este valor, los resultados numéricos difeŕıan considerablemente con
respecto a los resultados experimentales. Concluyeron que esta diferencia se deb́ıa a
la aparición del vórtice en la parte superior a partir de un número de Reynolds de
400 y a la tridimensionalidad de la geometŕıa.

Desde entonces, se han realizado esfuerzos para desarrollar métodos numéricos
que presenten resultados más confiables. Ejemplos de estas investigaciones han sido
realizadas por Biswas et al., 2004, Erturk, 2008 y Abbasi et al., 2013, que han utili-
zado métodos numéricos diferentes para aproximar los resultados de las simulaciones
con los experimentales obtenidos por Armaly et al., 1983. En este trabajo se presenta
un método que tiene como objetivo aproximar la solución numérica a los resultados
obtenidos por Armaly et al., 1983. Los flujos se simularon para un rango de núme-
ro de Reynolds entre 100 y 400, únicamente para la geometŕıa del ”Escalón Hacia
Atrás”. El flúıdo que se utilizó en las simulaciones fue agua a temperatura ambiente

(20°C) cuya densidad es de 1000
[
kg
m3

]
, y su viscosidad de 1 × 10−3 [Pa s]. Para el

estudio de este flujo se consideró el término temporal, por lo que, al discretizarlo, fue
necesario establecer un incremento en el tiempo (∆t) que se ajusta automáticamente
en cada iteración de la solución del flujo. La aproximación de la solución de estas
ecuaciones se llevó a cabo mediante un método numérico que combina el Teorema de
la Divergencia con el Teorema de Green, por lo que dicha solución siempre tendrá un
error residual. Al igual que en el caso del Flujo de Stokes, la ecuación de continuidad
nunca podŕıa satisfacerse, por lo que se estableció una tolerancia, e.
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Caṕıtulo 2

Método y Ecuaciones

2.1. Flujo de Stokes

2.1.1. Obtención de las ecuaciones del Flujo de Stokes

A continuación se muestran las ecuaciones de Navier-Stokes para un flujo incompre-
sible en forma vectorial:

∇ · u = 0 (2.1)

ρ

(
∂u

∂t
+ u · ∇u

)
= −∇P + µ∇2u (2.2)

La ecuación (2.1) es la ecuación de continuidad o de conservación de masa y la ecua-
ción (2.2) es la ecuación de conservación de momentum. La ecuación (2.1) se puede
reescribir de la siguiente manera:

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 (2.3)

En este trabajo se estudiaron flujos bidimensionales en los ejes coordenados x y y,
por lo que la ecuación (2.2) se descompone en los dos componentes cartesianos men-
cionados.

ρ

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
= −∂P

∂x
+ µ

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
(2.4)

ρ

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
= −∂P

∂y
+ µ

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
(2.5)
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Para obtener las ecuaciones del Flujo de Stokes es necesario considerar el número de
Reynolds dentro de la ecuaciones (2.4) y (2.5). Para ello, se tienen que adimensiona-
lizar dichas expreiones.

Para adimensionalizar estas ecuaciones se dividirán todas las longitudes por una
longitud caracteŕıstica, L, y todas las velocidades por una velocidad caracteŕıstica,
V∞, que se puede interpretar como la velocidad de flujo libre. La presión se multi-
plicará por la viscosidad µ, por la velocidad caracteŕıstica V∞ y se dividirá entre la
longitud caracteŕıstica L. El tiempo se adimensionaliza si se multiplica por la velo-
cidad caracteŕıstica V∞ y se divide entre la longitud caracteŕıstica L (Sur, 2019). Al
escribir las cantidades adimensionales con un asterisco, se tiene lo siguiente:

x∗ =
x

L
, y∗ =

y

L
, u∗ =

u

V∞
, v∗ =

v

V∞
, P ∗ =

µV∞
L

, t∗ =
tV∞
L

Al sustituir los términos adimensionales en las ecuaciones (2.4) y (2.5), se tienen las
siguientes expresiones:

ρV 2
∞
L

(
∂u∗

∂t∗
+ u∗

∂u∗

∂x∗
+ v∗

∂u∗

∂y∗

)
=
µV∞
L2

(
−∂P

∗

∂x∗
+
∂2u∗

∂x∗2
+
∂2u∗

∂y∗2

)
(2.6)

ρV 2
∞
L

(
∂v∗

∂t∗
+ u∗

∂v∗

∂x∗
+ v∗

∂v∗

∂y∗

)
=
µV∞
L2

(
−∂P

∗

∂y∗
+
∂2v∗

∂x∗2
+
∂2v∗

∂y∗2

)
(2.7)

Si se multiplican las ecuaciones (2.6) y (2.7) por L2

µV∞
se obtiene lo siguiente:

ρLV∞
µ

(
∂u∗

∂t∗
+ u∗

∂u∗

∂x∗
+ v∗

∂u∗

∂y∗

)
=

(
−∂P

∗

∂x∗
+
∂2u∗

∂x∗2
+
∂2u∗

∂y∗2

)
(2.8)

ρLV∞
µ

(
∂v∗

∂t∗
+ u∗

∂v∗

∂x∗
+ v∗

∂v∗

∂y∗

)
=

(
−∂P

∗

∂y∗
+
∂2v∗

∂x∗2
+
∂2v∗

∂y∗2

)
(2.9)

El número de Reynolds es un número adimensional que se define como la relación de
las fuerzas inerciales entre las fuerzas viscosas de un flúıdo y se expresa de la siguiente
forma:

Re =
ρLV∞
µ

Si se sutituye el número de Reynolds en las ecuaciones (2.8) y (2.9) se tiene:

Re

(
∂u∗

∂t∗
+ u∗

∂u∗

∂x∗
+ v∗

∂u∗

∂y∗

)
=

(
−∂P

∗

∂x∗
+
∂2u∗

∂x∗2
+
∂2u∗

∂y∗2

)
(2.10)
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Re

(
∂v∗

∂t∗
+ u∗

∂v∗

∂x∗
+ v∗

∂v∗

∂y∗

)
=

(
−∂P

∗

∂y∗
+
∂2v∗

∂x∗2
+
∂2v∗

∂y∗2

)
(2.11)

El Flujo de Stokes es aquel donde las fuerzas viscosas de un flúıdo predominan sobre
las fuerzas inerciales y, por lo tanto, su número de Reynolds es muy bajo. Se observa
de las ecuaciones (2.10) y (2.11) que, si se considera un número de Reynolds que
tiende a cero, los términos del lado izquierdo de estas ecuaciones se eliminan.

0 =

(
−∂P

∗

∂x∗
+
∂2u∗

∂x∗2
+
∂2u∗

∂y∗2

)
(2.12)

0 =

(
−∂P

∗

∂y∗
+
∂2v∗

∂x∗2
+
∂2v∗

∂y∗2

)
(2.13)

Al sustituir las expresiones de longitud caracteŕıstica, velocidad caracteŕıstica, presión
caracteŕıstica y tiempo caracteŕıstico en las ecuaciones (2.12) y (2.13) se tienen las
ecuaciones de momentum del Flujo de Stokes.

µ

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
=
∂P

∂x
(2.14)

µ

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
=
∂P

∂y
(2.15)

Se observa de las ecuaciones (2.14) y (2.15) que se eliminaron los términos temporales
y convectivos de las ecuaciones de momentum. Esto quiere decir que el Flujo de Stokes
está gobernado únicamente por fuerzas viscosas y que es temporalmente reversible
(Flekkøy et al., 1996).

2.1.2. Obtención del Campo de Presión

Hasta el momento se tienen las siguientes tres ecuaciones:

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 (2.3)

µ

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
=
∂P

∂x
(2.14)
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µ

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
=
∂P

∂y
(2.15)

La solución a las ecuaciones de Navier-Stokes y a las ecuaciones anteriores es dif́ıcil
de encontrar debido a que no existe una ecuación independiente para la presión, cuyo
gradiente influye en cada una de las ecuaciones de momentum. En el caso de un flujo
incompresible, la ecuación de continuidad (2.3) se vuelve una restricción cinemática
para el campo de velocidad y ,por lo tanto, no se tiene una ecuación dinámica para
la densidad y la presión. En el caso de flujos compresibles, la ecuación de continuidad
es una ecuación dinámica de la cual se puede calcular la densidad, y la presión se
calcula a partir de la densidad con una ecuación de estado (Ferziger & Peric, 2002).
Entonces, al momento se tienen que resolver las dos ecuaciones de momentum (2.14)
y (2.15) considerando tres variables: la velocidad horizontal, u, la velocidad vertical,
v, y la presión, P . Esto es un sistema de 2 ecuaciones con 3 variables. Para obtener
una tercera ecuación y aśı calcular la presión, se aplicará el operador divergencia a la
ecuación de momentum (2.2) (MIT, 2015).

Se llamará a la ecuación de momentum (2.2) como M.

M = ρ

(
∂u

∂t
+ u · ∇u

)
= −∇P + µ∇2u (2.16)

Se renombrarán los componentes en x y y de la ecuación (2.16) de la siguiente manera:

Mx = ρ

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
= −∂P

∂x
+ µ

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
(2.17)

My = ρ

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
= −∂P

∂y
+ µ

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
(2.18)

Se aplica el operador divergencia ∇· a la ecuación(2.16)

∇ ·M =
∂Mx

∂x
+
∂My

∂x
(2.19)

Cada uno de los términos de la ecuación (2.19) quedan de la siguiente forma:

∂Mx

∂x
= ρ

(
∂

∂x

∂u

∂t
+
∂u

∂x

∂u

∂x
+ u

∂2u

∂x2
+
∂v

∂x

∂u

∂y
+ v

∂2u

∂x∂y

)
= −∂

2P

∂x2
+µ

(
∂3u

∂x3
+

∂3u

∂x∂y2

)
(2.20)
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∂My

∂y
= ρ

(
∂

∂y

∂v

∂t
+
∂u

∂y

∂v

∂x
+ u

∂2u

∂x∂y
+
∂v

∂y

∂v

∂y
+ v

∂2u

∂y2

)
= −∂

2P

∂y2
+µ

(
∂3v

∂x2∂y
+
∂3v

∂y3

)
(2.21)

Reescribiendo la ecuación (2.19) se tiene:

∂Mx

∂x
+
∂My

∂x
=

∂

∂t

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
+

(
∂u

∂x

)2

+2
∂u

∂y

∂v

∂x
+u

∂

∂x

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
+

(
∂v

∂y

)2

+v
∂

∂y

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
=

− 1

ρ

(
∂2P

∂x2
+
∂2P

∂y2

)
+ µ

(
∂2

∂x2

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
+

∂2

∂y2

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

))
(2.22)

Aplicando la ecuación de continuidad (2.3) ∂u
∂x

+ ∂v
∂y

= 0, la ecuación anterior se puede
reducir. (

∂u

∂x

)2

+ 2
∂u

∂y

∂v

∂x
+

(
∂v

∂y

)2

= −1

ρ

(
∂2P

∂x2
+
∂2P

∂y2

)
(2.23)

La ecuación (2.23) se reescribe de la siguiente manera:

∂2P

∂x2
+
∂2P

∂y2
= −ρ

[(
∂u

∂x

)2

+ 2
∂u

∂y

∂v

∂x
+

(
∂v

∂y

)2
]

(2.24)

La ecuación (2.24) se conoce como la ecuación de Poisson para la presión.

2.1.3. Corrección del Campo de Presión

Una vez que se ha obtenido una primera aproximación del campo de presión con la
ecuación (2.24), es necesario establecer una corrección a este campo, pues las veloci-
dades calculadas con las ecuaciones (2.14) y (2.15) no son las correctas debido a que
se usó una presión inicial arbitraria. Por lo tanto, es necesario hacer una corrección
sobre el campo de presiones en un proceso iterativo hasta que se satisfaga la ecuación
de continuidad con la siguiente expresión (Patankar & Spalding, 1972).

1

AuP

(
∂2P c

∂x2
+
∂2P c

∂y2

)
=
∂u

∂x
+
∂v

∂y
(2.25)
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La ecuación (2.25) propuesta por Patankar y Spalding, 1972, utiliza la ecuación de
continuidad para encontrar una presión de corrección P c y actualizar el campo de
presión P en un proceso iterativo hasta que se satisfaga la ecuación de conservación
de masa. El término AuP es un factor de escala que se ajusta al tipo de geometŕıa
analizada, y será explicado con mayor detalle en la sección 2.2.6. Después de haber
calculado la primera aproximación del campo de presión P con la ecuación (2.24) y
la presión de corrección P c con la ecuación (2.25), se utiliza la siguiente expresión
para obtiene el nuevo campo de presión P ′ para calcular nuevamente las velocidades
en las ecuaciones de momentum.

P ′ = P + αP c (2.26)

La ecuación de corrección de presión (2.25) es propensa a diverger, a menos que se
use un factor de relajación, α, como se expresa en la ecuación (2.26) (Patankar, 1980).
Este factor de relajación admite valores entre 0 y 1, y se escoge a manera de prueba
y error hasta que los resultados de las ecuaciones de momentum y de continuidad
converga (Ferziger & Peric, 2002).

2.1.4. Discretización de las ecuaciones - El Método de las
Diferencias Finitas

Con el fin de obtener una solución numérica aproximada de estas ecuaciones, es ne-
cesario discretizarlas e introducirlas en un sistema algebráico que pueda ser resuelto
mediante un código computacional. Las ecuaciones se resuelven sobre pequeños do-
minios espaciales llamados nodos; la geometŕıa en donde se resuelve el sistema de
ecuaciones de los nodos se conoce como malla computacional. Existen varios métodos
para discretizar las EDP sobre distintas geometŕıas. En esta tesis se utilizaron dos
métodos: el Método de las Diferencias Finitas (FDM, por sus siglas en inglés) y el
Método de los Volúmenes Finitos (FVM, por sus siglas en inglés). El FDM comunmen-
te se utiliza sobre geometŕıas relativamente sencillas, como las que se mostrarán en la
sección 4.1.2. Por otra parte, el FVM se usa para resolver problemas más complejos
y es factible implementarlo en geometŕıas cartesianas y en geometŕıas no cartesianas.

2.1.4.1. Discretización del Dominio Geométrico

Antes de resolver las ecuaciones de Navier-Stokes, primero es necesario discretizar
el dominio geométrico sobre el que serán resueltas. Para ello, se debe definir la ma-
lla computacional. Supongamos que las ecuaciones se analizarán sobre un dominio
geométrico bidimensional de forma rectangular. Esta geometŕıa se divide en nodos
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como se muestra en la figura 2.1, y está conformada de n × m nodos. Es decir, n
nodos en la dirección horizontal y m nodos en la dirección vertical.

(a) Ubicación de los Nodos (b) Indexado de los Nodos

Figura 2.1: Convención para identificar los nodos

En el FDM, la malla es localmente estructurada, es decir, cada nodo debe considerarse
como el origen de un sistema de coordenadas local. Las ecuaciones deben resolverse
localmente en cada uno de los nodos; las expresiones discretizadas están conformadas
por una combinación lineal de los puntos origen, P, y sus puntos vecinos, N, S, E y
W. Por ejemplo, la derivada de una cantidad φ con respecto a x, evaluada en el nodo
P se aproxima mediante la siguiente combinación lineal:

dφ

dx

∣∣∣∣
P
≈ aPφP + aNφN + aSφS + aEφE + aWφW + aNNφNN + aSSφSS + ... (2.27)

Si bien resulta fácil identificar los nodos como se muestra en la figura 2.1a, es más
práctico usar el indexado de la figura 2.1b al momento de implementar las ecuaciones
dentro de un código computacional. El nodo P es análogo al punto (i, j), el nodo S es
análogo al punto (i + 1, j), y aśı sucesivamente. Las ecuaciones deben resolverse en
cada uno de los nodos del dominio geométrico, y la discretización de éstas depende del
nodo analizado y de los nodos vecinos. Por lo tanto, la solución se construye a partir
de un sistema lineal de ecuaciones. La técnica usada para discretizar las ecuaciones
mediante el FDM fue la expansión en series de Taylor, que se explica a continuación.
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2.1.4.2. Series de Taylor

El FDM resulta de la combinación de las Series de Taylor con derivadas. Consiste
en sustituir cada término de una ecuación diferencial parcial (EDP) por su expresión
correspondiente en diferencias finitas, con el uso de las Series de Taylor. A pesar de ser
una herramienta muy poderosa, puesto que esquemas numéricos de alto orden pueden
ser fácilmente desarrollados, únicamente es posible usar este método con geometŕıas
relativamente simples (Silva et al., 2018-2019).

Esta herramienta permite expresar una función anaĺıtica f que depende de x como
una suma infinita de potencias evaluada en cualquier punto x con respecto a un punto
de referencia xP. Matemáticamente se escribe:

f(x) =
∞∑
k=0

x− xP
k!

· f (k) (xP) (2.28)

La expansión en Series de Taylor se puede usar para obtener soluciones aproximadas
de derivadas evaluadas en el punto xP en términos de los valores vecinos de la función
(Ferziger & Peric, 2002).

df(x)

dx

∣∣∣∣
xP

=
∞∑
k=0

x− xP
k!

· d
kf

dxk

∣∣∣∣∣
xP

(2.29)

2.1.4.3. Esquemas de Euler

De la ecuación (2.27) se derivan tres esquemas muy utilizados para definir los térmi-
nos que se utilizarán en la expansión en series de Taylor, para cada derivada: Euler
Centrado, Euler Hacia Atrás y Euler Hacia Adelante. El nombre de estos esquemas
proviene de la dirección del flujo que va desde la región aguas arriba, u Oeste (W)
hacia la región aguas abajo, o Este (E). Los nodos internos se discretizaron con el
esquema de Euler Centrado, mientras que en los nodos de frontera se usaron los es-
quemas de Euler Hacia Adelante y Hacia Atrás.

Las ecuaciones que se resolvieron son de orden dos, por lo que, para mantener la con-
sistencia, todas las derivadas, tanto de orden uno como de orden dos, se discretizaron
mediante una expansión en series de Taylor de orden dos (Silva et al., 2018-2019). A
continuación, se presenta la forma general en la que se discretizaron las derivadas de
orden uno y dos mediante los esquemas mencionados.
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2.1.4.3.1. Esquema de Euler Centrado

Los nodos internos se discretizaron mediante este esquema. Se considera una can-
tidad φ que será derivada respecto a x y y en el nodo P.

Derivadas de primer orden:

dφ

dx

∣∣∣∣
xP

=
φ(xE)− φ(xW)

2∆x
(2.30)

dφ

dy

∣∣∣∣
yP

=
φ(yS)− φ(yN)

2∆y
(2.31)

Derivadas de segundo orden:

d2φ

dx2

∣∣∣∣∣
xP

=
φ(xE)− 2φ(xP) + φ(xW)

(∆x)2
(2.32)

d2φ

dy2

∣∣∣∣∣
yP

=
φ(yS)− 2φ(yP) + φ(yN)

(∆y)2
(2.33)

2.1.4.3.2. Esquema de Euler Hacia Adelante

Las ecuaciones de los nodos de frontera son de orden uno, por lo que únicamente
se presenta la discretización de derivadas de primer orden para este esquema. Se con-
sidera una cantidad φ que será derivada respecto a x y y en el nodo P.

Derivadas de primer orden:

dφ

dx

∣∣∣∣
xP

=
−3φ(xP) + 4φ(xE)− φ(xEE)

2∆x
(2.34)

dφ

dy

∣∣∣∣
yP

=
−3φ(yP) + 4φ(yS)− φ(ySS)

2∆y
(2.35)

2.1.4.3.3. Esquema de Euler Hacia Atrás

Las ecuaciones de los nodos de frontera son de orden uno, por lo que únicamente
se presenta la discretización de derivadas de primer orden para este esquema. Se con-
sidera una cantidad φ que será derivada respecto a x y y en el nodo P.
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Derivadas de primer orden:

dφ

dx

∣∣∣∣
xP

=
3φ(xP)− 4φ(xW) + φ(xWW)

2∆x
(2.36)

dφ

dy

∣∣∣∣
yP

=
3φ(yP)− 4φ(yS) + φ(ySS)

2∆y
(2.37)

2.1.5. Discretización de las Ecuaciones de Stokes

Como se mencionó anteriormente, las ecuaciones del Flujo de Stokes se resuelven
en cada uno de los nodos de la malla bidimensional. Por lo tanto, estas expresiones
necesitan ser discretizadas para construir un sistema lineal de ecuaciones. En esta
sección se presentan las ecuaciones que se resolvieron en los nodos internos; primero,
se retoman las ecuaciones (2.14) y (2.15), que son las ecuaciones de momentum en x
y y, respectivamente.

µ

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
=
∂P

∂x
(2.14)

µ

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
=
∂P

∂y
(2.15)

Al aplicar los esquemas de Euler, (2.30), (2.31), (2.32) y (2.33) en cada uno de los
términos de las ecuaciones (2.14) y (2.15), éstas se reescriben de la siguiente manera:

µ

(
u(xE)− 2u(xP) + u(xW)

(∆x)2
+
u(yS)− 2u(yP) + u(yN)

(∆y)2

)
=
P (xE)− P (xW)

2∆x
(2.38)

µ

(
v(xE)− 2v(xP) + v(xW)

(∆x)2
+
v(yS)− 2v(yP) + v(yN)

(∆y)2

)
=
P (yS)− P (yN)

2∆y
(2.39)

La ecuación de conservación de masa, (2.3).

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 (2.3)

Se reescribe de la siguiente manera:

u(xE)− u(xW)

2∆x
+
v(yS)− v(yN)

2∆y
= 0 (2.40)
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La ecuación de Poisson para la presión, (2.24).

∂2P

∂x2
+
∂2P

∂y2
= −ρ

[(
∂u

∂x

)2

+ 2
∂u

∂y

∂v

∂x
+

(
∂v

∂y

)2
]

(2.24)

Se reescribe de la siguiente manera:

P (xE)− 2P (xP) + P (xW)

(∆x)2
+
P (yS)− 2P (yP) + P (yN)

(∆y)2
=

− ρ

[(
u(xE)− u(xW)

2∆x

)2

+ 2

(
u(yS)− u(yN)

2∆y

)(
v(xE)− v(xW)

2∆x

)
+

(
v(yS)− v(yN)

2∆y

)2
]

(2.41)

La ecuación de corrección de presión, (2.25).

1

AUP

(
∂2P c

∂x2
+
∂2P c

∂y2

)
=
∂u

∂x
+
∂v

∂y
(2.25)

Se reescribe de la siguiente manera:

1

AUP

(
P c(xE)− 2P c(xP) + P c(xW)

(∆x)2
+
P c(yS)− 2P c(yP) + P c(yN)

(∆y)2

)
=

u(xE)− u(xW)

2∆x
+
v(yS)− v(yN)

2∆y

(2.42)

2.1.6. Forma General de las Condiciones de Frontera

Las ecuaciones de momentum, la ecuación de Poisson para la presión y la ecuación de
corrección de presión describen el comportamiento interno de un flujo de Stokes. Sin
embargo, para que éstas puedan ser resueltas, es necesario establecer las condiciones
de frontera dentro del dominio geométrico en el que se estudiarán dichas ecuaciones.
Consideremos un dominio geométrico Ω con una frontera delimitada por Γ, en el que
interactúa un flujo f. Esta frontera puede descomponerse en:

Γ = Γ+ + Γ− + Γ0 (2.43)

En donde Γ− representa una entrada, Γ+ representa una salida y Γ0 representa una
pared. Estas fronteras descompuestas se definen como:
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Entrada Γ− = {x ∈ Γ|f · n < 0} (2.44)

Salida Γ+ = {x ∈ Γ|f · n > 0} (2.45)

Pared Γ0 = {x ∈ Γ|f · n = 0} (2.46)

En donde n representa el vector normal que apunta hacia afuera del dominio Ω en
x ∈ Γ, tal como se muestra en la figura 2.2. Ahora se definirán las condiciones de fron-
tera, que se dividen en tres tipos: Dirichlet, Neumann y Robin (Silva et al., 2018-2019).

Figura 2.2: Dominio geométrico Ω con frontera Γ

2.1.6.1. Condición de Dirichlet

Se considera al escalar φ como un parámetro de un flúıdo. Cuando el parámetro de
φ se conoce (o puede se fácilmente impuesto) a lo largo de una frontera, entonces se
utiliza una condición de Dirichlet en dicha frontera. Matemáticamente se escribe:

φ(x, t) = φD(x, t) ∀x ∈ ΓD (2.47)

Donde ΓD es el subconjunto del dominio Γ en el que se aplican las condiciones de
Dirichlet.

Por ejemplo, si se conoce la velocidad de entrada para una geometŕıa dada, entonces,
a lo largo de la pared de entrada se fija el valor conocido de la velocidad.

2.1.6.2. Condición de Neumann

Cuando no se conoce el valor de φ (o no se puede imponer fácilmente) a lo largo de
una frontera, pero śı se conoce el flujo f a través de la frontera, entonces se utiliza
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una condición de Neumann. Matemáticamente se escribe:

∂φ(x, t)

∂n
= n · ∇φ(x, t) = fN(x, t) · n ∀x ∈ ΓN (2.48)

Donde ΓN es el subconjunto del dominio Γ en el que se aplican las condiciones de
Neumann.

Por ejemplo, el flujo de presión a través de una pared es cero y, por lo tanto, puede
aplicarse una condición de Neumann. Si la pared es vertical, se utiliza la ecuación
2.49. Si la pared es horizontal, se utiliza la ecuación 2.50.

∂P

∂x
= 0 (2.49)

∂P

∂y
= 0 (2.50)

Para discretizar estas ecuaciones, se utilizaron los Esquemas de Euler Hacia Adelante
y Hacia Atrás, dependiendo de la ubicación de la pared con respecto al flujo. Es decir,
si la pared en donde se aplica la condición de frontera de Neumann se encuentra a la
izquierda del flujo, se utiliza un esquema de Euler Hacia Adelante.

∂P

∂x

∣∣∣∣
xP

=
−3P (xP) + 4P (xE)− P (xEE)

2∆x
= 0 (2.51)

∂P

∂y

∣∣∣∣
yP

=
−3P (yP) + 4P (yS)− P (ySS)

2∆y
= 0 (2.52)

Por otro lado, si la pared en donde se aplica la condición de Neumann se encuentra
a la derecha del flujo, se utliza un esquema de Euler Hacia Atrás.

∂P

∂x

∣∣∣∣
xP

=
3P (xP)− 4P (xW) + P (xWW)

2∆x
= 0 (2.53)

∂P

∂y

∣∣∣∣
yP

=
3P (yP)− 4P (yS) + P (ySS)

2∆y
= 0 (2.54)

2.1.6.3. Condición de Robin

Las condiciones de frontera de Dirichlet y Neumann se combinan en un tercer tipo
de condición de frontera conocido como Robin. Se define como:
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φ(x, t) + f(x, t) · n = 0 ∀x ∈ ΓR (2.55)

Donde ΓR es el subconjunto del dominio Γ en el que se aplican las condiciones de
Robin.

2.2. Ecuaciones de Navier-Stokes

Ya que se ha resuelto el Flujo de Stokes en tres diferentes geometŕıas, y se ha de-
mostrado el funcionamiento del Método de Diferencias Finitas, ahora se analizará un
flujo tomando en cuenta los términos convectivos de las ecuaciones de momentum. El
método con el que se resolvió este flujo fue el Método de Volúmenes Finitos. Primero,
se retoman las ecuaciones de continuidad y de conservación de momentum en forma
vectorial para un flujo incompresible y bidimensional.

∇ · u = 0 (2.1)

∂u

∂t
+ u · ∇u = −1

ρ
∇P + ν∇2u (2.2)

2.2.1. Discretización Temporal

En el flujo de Stokes se despreciaron los términos convectivos y el término temporal.
El primer paso para resolver las ecuaciones de momentum es discretizar el término
temporal y encontrar una expresión para calcular la presión. A continuación, se mues-
tran dos métodos: El Esquema de Corrección de Presión sin Incremento y el Esquema
de Corrección de Presión con Incremento Estándar.

2.2.1.1. Esquema de Corrección de Presión sin Incremento

En 1968, Alexandre J. Chorin propuso un método para discretizar el término tem-
poral de las ecuaciones de Navier-Stokes y encontrar una expresión para calcular el
campo de presión (Chorin, 1968). Las soluciones numéricas para las ecuaciones 2.1
y 2.2 se calculan en cada tiempo t = n∆t, donde ∆t es el incremento temporal. A
continuación se muestra un esquema expĺıcito de Euler con el que se discretizó este
término; se calcula a partir del tiempo actual, n, y del tiempo siguiente, n+ 1.
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∂u

∂t
≈ un+1 − un

∆t
(2.56)

La expresión 2.56 se sustituye en la ecuación 2.2, y la presión se calcula en el tiempo
n+ 1.

un+1 − un

∆t
+ u · ∇u = −1

ρ
∇P n+1 + ν∇2u (2.57)

En su método, Chorin propuso introducir una velocidad auxiliar, u∗, en el término
temporal. Esto con la finalidad de obtener dos ecuaciones separadas: una ecuación
en la que se calcule la velocidad, y otra ecuación en la que se calcule la presión. Las
velocidades a calcular de los términos convectivos y de los términos difusivos son las
velocidades auxiliares.

un+1 − un + u∗ − u∗

∆t
+ u∗ · ∇u∗ = −1

ρ
∇P n+1 + ν∇2u∗ (2.58)

La ecuación 2.58 se separa en las siguientes ecuaciones:

u∗ − un

∆t
= −u∗ · ∇u∗ + ν∇2u∗ (2.59)

un+1 − u∗

∆t
= −1

ρ
∇P n+1 (2.60)

Se aplica el operador divergencia en ambos lados de la ecuación 2.60.

∇ · un+1 −∇ · u∗

∆t
= −1

ρ
∇2P n+1 (2.61)

Se desprecia el término ∇ · un+1, porque se supone que la ecuación de conservación
de masa se satisface en el tiempo n+ 1. La ecuación 2.61 se reescribe de la siguiente
manera:

∇2P n+1 =
ρ

∆t
∇ · u∗ (2.62)

Para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes con este método, deben seguirse los
siguientes pasos:
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1. Calcular la velocidad auxiliar en la ecuación 2.59, con la suposición inicial en la
que un es cero.

2. La presión se calcula en la ecuación 2.62

3. Una vez calculados los valores de la velocidad auxiliar, u∗ y de la presión, P n+1,
se calcula la velocidad un+1 mediante la ecuación 2.60

4. La velocidad un+1 pasa a ser un, y los pasos se repiten hasta que se satisfaga la
ecuación de continuidad dentro de un rango permisible de error.

Este método fue nombrado como el Esquema de Corrección de Presión sin Incremento.

2.2.1.2. Esquema de Corrección de Presión con Incremento Estándar

Aunque el método anterior es capaz de resolver las ecuaciones de Navier-Stokes, Ka-
tuhiko Goda observó, años más tarde, que si se añade un valor anterior de la presión,
P n, en la ecuación de momentum, se incrementa la estabilidad del algoritmo. (Goda,
1979). Este método se conoce como el Esquema de Corrección de Presión con Incre-
mento Estándar. Pos simplicidad, se hará referencia a los términos convectivos como
H(u∗), G como el operador gradiente, D como el operador divergencia y L como el
operador laplaciano. La ecuación 2.58 se reescribe de la siguiente forma:

un+1 − un + u∗ − u∗

∆t
+H(u∗) = −1

ρ
GP n+1 + νL(u∗) (2.58)

Se implementa el valor anterior de la presión ,P n, del lado derecho de la ecuación 2.58.

un+1 − un + u∗ − u∗

∆t
+H(u∗) = −1

ρ
GP n+1 + νL(u∗) +

1

ρ
GP n − 1

ρ
GP n (2.63)

Se introduce una expresión para corregir la presión:

P c = P n+1 − P n (2.64)

La ecuación 2.64 se sustituye en la ecuación 2.63 y esta última se separa en dos ex-
presiones.
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u∗ − un

∆t
= −H(u∗) + νL(u∗)− 1

ρ
GP n (2.65)

un+1 − u∗

∆t
= −1

ρ
GP c (2.66)

La ecuación de momentum se separó en dos expresiones, igual que en el método
propuesto por Chorin. La diferencia está en que en la primera ecuación (2.65) se im-
plementó el término anterior de la presión, P n, y en la segunda ecuación (2.66) no se
toma en cuenta el término siguiente de la presión, P n+1, más bien, la presión de correc-
ción, P c. Se aplica el operador divergencia en ambos lados de esta segunda ecuación,
y se toma la suposición de que la conservación de masa se satisface en el tiempo n+1.

L(P c) =
ρ

∆t
Du∗ (2.67)

A continuación, se muestra el orden en el que deben resolverse las ecuaciones para el
Esquema de Corrección de Presión con Incremento Estándar.

1. Primero, la velocidad auxiliar se calcula en la ecuación 2.65. Inicialmente, un y
P n se toman como cero.

2. Una vez que se conoce el valor de u∗, se calcula la presión de corrección, P c en
la ecuación 2.67.

3. Se calcula la velocidad del tiempo n+ 1 en la ecuación 2.66

4. Se obtiene el valor de la presión, P n+1, en la ecuación 2.64

5. La velocidad un+1 pasa a ser un y la presión P n+1 pasa a ser P n, y los pasos
se repiten hasta que se satisfaga la ecuación de continuidad dentro de un rango
permisible de error.

2.2.2. Linealización de las ecuaciones de momentum

Ya que se ha discretizado el término temporal de la ecuación de momentum y se
obtuvo una expresión para corregir la presión mediante el Esquema de Corrección
de Presión con Incremento Estándar, ahora deben linealizarse los términos convecti-
vos de esta ecuación. Para ello, se utilizó una formulación de Crank-Nicolson y aśı
se obtuvo un equivalente de los términos convectivos. Posteriormente, mediante una
expansión en series de Taylor se desarrolló uno de los términos de la formulación
Crank-Nicolson. (Jan & Sheu, 2007). Primero, la ecuación 2.65 se separa en sus dos
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componentes, el horizontal y el vertical.

u∗ − un

∆t
+ u∗

∂u∗

∂x
+ v∗

∂u∗

∂y
= −1

ρ

∂P n

∂x
+ ν

(
∂2u∗

∂x2
+
∂2u∗

∂y2

)
(2.68)

v∗ − vn

∆t
+ u∗

∂v∗

∂x
+ v∗

∂v∗

∂y
= −1

ρ

∂P n

∂y
+ ν

(
∂2v∗

∂x2
+
∂2v∗

∂y2

)
(2.69)

El método de Crank-Nicolson se utiliza en CFD para resolver ecuaciones diferenciales.
Se considerará la ecuación de momentum unidimensional. En este ejemplo se usará
la dimensión en x.

u∗ − un

∆t
+
∂(u2)∗

∂x
= −1

ρ

∂P n

∂x
+ ν

(
∂2u∗

∂x2

)
(2.70)

Según la formulación Crank-Nicolson, la ecuación 2.70 es equivalente a la siguiente
expresión.

u∗ − un

∆t
+

1

2

∂(u2)∗

∂x
+

1

2

∂(u2)n

∂x
= −1

ρ

∂P n

∂x
+ ν

(
∂2u∗

∂x2

)
(2.71)

Es decir que la velocidad convectiva auxiliar es equivalente a un medio de la velocidad
convectiva auxiliar más un medio de la velocidad convectiva en el tiempo actual, n.

∂(u2)∗

∂x
=

1

2

∂(u2)∗

∂x
+

1

2

∂(u2)n

∂x
(2.72)

La ecuación 2.72 se reescribe de la siguiente forma:

∂(u2)∗

∂x
=

1

2

∂

∂x

(
(u2)∗ + (u2)n

)
(2.73)

La siguiente expansión en series de Taylor se utilizó para desarrollar el término (u2)∗

de la ecuación 2.73.

(u2)∗ =
∞∑
k=0

∆t

k!
·

[
∂k(u2)

∂tk

]n
(2.74)

Únicamente se desarrollan los primeros dos términos de la serie.

(u2)∗ = (u2)n + ∆t

[
∂(u2)

∂t

]n
(2.75)
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La derivada de la velocidad con respecto al tiempo se discretizó de la siguiente forma.

∂u

∂t
=

∆u

∆t
(2.76)

Se obtiene ∆t de la ecuación anterior

∆t =
∂t

∂u
∆t (2.77)

Se sustituye la ecuación 2.77 en la ecuación 2.75

(u2)∗ = (u2)n + ∆u

[
∂(u2)

∂u

]n
(2.78)

La ecuación 2.78 se reescribe de la siguiente forma al hacer la derivada.

(u2)∗ = (u2)n + 2un∆u (2.79)

∆u es equivalente a u∗ − un:

(u2)∗ = (u2)n + 2un(u∗ − un) (2.80)

La ecuación 2.80 se sustituye en la ecuación 2.73

∂(u2)∗

∂x
=

1

2

∂

∂x

(
(u2)n + 2un(u∗ − un) + (u2)n

)
(2.81)

La ecuación 2.81 se reescribe de la siguiente forma:

u∗
∂u∗

∂x
= u∗

∂un

∂x
(2.82)

El método se aplica a cada uno de los términos convectivos, y las ecuaciones de
momentum linealizadas se escriben de la siguiente forma:

u∗ − un

∆t
+ u∗

∂un

∂x
+ v∗

∂un

∂y
= −1

ρ

∂P n

∂x
+ ν

(
∂2u∗

∂x2
+
∂2u∗

∂y2

)
(2.83)

v∗ − vn

∆t
+ u∗

∂vn

∂x
+ v∗

∂vn

∂y
= −1

ρ

∂P n

∂y
+ ν

(
∂2v∗

∂x2
+
∂2v∗

∂y2

)
(2.84)
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2.2.3. Construcción de los Sistemas Lineales

Ya que se han linealizado las ecuaciones que deben resolverse, en esta sección se mues-
tra cómo se construyen los sistemas lineales para resolver las ecuaciones de Navier-
Stokes. A continuación se muestran los operadores que se utilizaron en los sistemas
lineales.

Notación Anaĺıtica Operador Discretizado

∂
∂x

Dx

∂
∂y

Dy

∇2 L

Tabla 2.1: Operadores discretizados para los sistemas de ecuaciones

Las ecuaciones de momentum 2.83 y 2.84 se reescriben de la siguiente manera con los
operadores discretizados de la tabla 2.1 y con la matriz identidad.

(
1

∆t
I +Dxun − νL

)
︸ ︷︷ ︸

Auu

u∗ + (Dyun)︸ ︷︷ ︸
Avu

v∗ = −1

ρ
DxP n +

1

∆t︸ ︷︷ ︸
bu

un (2.85)

(Dxvn)︸ ︷︷ ︸
Auv

u∗ +

(
1

∆t
I +Dyvn − νL

)
︸ ︷︷ ︸

Avv

v∗ = −1

ρ
DyP n +

1

∆t︸ ︷︷ ︸
bv

vn (2.86)

En las ecuaciones 2.85 y 2.86 los términos con los supeŕındices n se consideran valores
anteriores en el tiempo. En la primera iteración, estos valores se imponen como cero.
Los términos con el supeŕındice ∗ son las incógnitas. De estas ecuaciones se observa
que los términos están agrupados en llaves, esto es para construir el sistema lineal
que se muestra a continuación.

Auu Avu

Auv Avv


u∗
v∗

 =

bu
bv

 (2.87)
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El sistema de ecuaciones 2.87 representa el sistema lineal para resolver las ecuaciones
de momentum. Se puede reescribir de la siguiente forma:

Auu = bu (2.88)

Donde la matriz Au tiene dimensiones de (2nm) × (2nm), la matriz u es un vector
columna con dimensión (2nm)× 1 y la matriz bu también es un vector columna con
dimensión (2nm) × 1. Ahora, se presenta la construcción del sistema lineal para la
ecuación de corrección de presión. Se retoma la ecuación 2.67

LP c =
ρ

∆t
(Dxu∗ +Dyu∗) (2.67)

La ecuación 2.67 se expresa como el siguiente sistema lineal.

[AP ] [P c] =
ρ

∆t

(
[Dx] [u∗] + [Dy] [v∗]

)
(2.89)

Posteriormente, se retoma la ecuación 2.66, para obtener las velocidades en el tiempo
siguiente, n+ 1.

un+1 − u∗

∆t
= −1

ρ
GP c (2.66)

La ecuación 2.66 se separa en sus componentes horizontal y vertical.

un+1 − u∗

∆t
= −1

ρ
DxP c (2.90)

vn+1 − v∗

∆t
= −1

ρ
DyP c (2.91)

Finalmente, se construye el sistema lineal para obtener las velocidades en el tiempo
n+ 1.

un+1

vn+1

 = −∆t

ρ

DxP c

DyP c

+

u∗
v∗

 (2.92)
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2.2.4. Discretización de las Ecuaciones - El Método de los
Volúmenes Finitos

El flujo de Stokes se resolvió con el Método de Diferencias Finitas (FDM) el cual es
útil implementar en geometŕıas cartesianas. Por otra parte, el Método de Volúmenes
Finitos (FVM) se puede implementar tanto en geometŕıas cartesianas como en geo-
metŕıas no cartesianas e, incluso, comparado con el FDM, el FVM consume menos
recursos computacionales (Silva et al., 2018-2019). El dominio computacional se di-
vide en un número finito de volúmenes de control, para geometŕıas tridimensionales.
En esta tesis se estudió una geometŕıa bidimensional, por lo que el dominio compu-
tacional se divide en superficies de control, como se muestra en la figura 2.3. La malla
implementada por el FVM, a diferencia del FDM, define las fronteras de las super-
ficies de control, no los nodos computacionales. (Ferziger & Peric, 2002). Mediante
este método se discretizaron los operadores de la sección anterior: el laplaciano, L, la
derivada respecto a x, Dx, y la derivada respecto a y, Dy.

Figura 2.3: Nodos de una malla discretizada mediante FVM. El área encerrada en
gris representa la superficie de control SP alrededor del punto P.

2.2.4.1. Teorema de la Divergencia

Primero, se muestra cómo se discretizó el operador ∇2. Se supone el laplaciano de un
escalar φ sobre la superficie de control SP, centrada en el nodo P. Esta superficie de
control, como se muestra en la figura 2.3 tiene vértices sw, se, ne y nw, donde s, e, n y
w significan ”sur”, ”este”, ”norte” y ”oeste”, respectivamente, con respecto al nodo P.
Es importante resaltar que, en la figura 2.3, las letras minúsculas son puntos medios
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entre cada nodo, mientras que las letras mayúsculas indican la posición de cada nodo.

Se integra el laplaciano del escalar φ sobre la superficie SP, y, mediante el teorema
de la divergencia, esta integral de superficie se transforma en una integral de ĺınea,
como se muestra a continuación.

∫
SP
∇2φdS =

∮
∂SP
∇φ · ndl (2.93)

Donde n es el vector normal a dl, y ∂SP es la frontera de la superficie SP. El laplaciano
se aproxima de la siguiente forma:

∇2φ ≈ 1

SP

∮
∂SP
∇φ · ndl (2.94)

La integral de ĺınea se descompone en cada elemento de las caras alrededor del punto
P.

∮
∂SP
∇φ ·ndl =

∫
lsesw

∇φ ·nsdl+
∫
lnese

∇φ ·nedl+
∫
lnwne

∇φ ·nndl+
∫
lswnw

∇φ ·nwdl (2.95)

En la figura 2.4a se muestra la superficie de control, SP, encerrada por los cuatro
vértices sw, se, ne y nw, y los vectores normales a cada una de las caras. De manera
general, el vector normal a cada cara se define a continuación:

npm =
(∆yba,−∆xba)∥∥lba∥∥ (2.96)

Donde npm es el vector normal a la cara formada por dos puntos a y b.
∥∥lba∥∥ es la

longitud de esta cara, que se define a continuación:∥∥∥lba∥∥∥ =
√

(∆xba)
2 + (∆yba)

2 (2.97)

Las integrales del lado derecho de la ecuación 2.95, se reescriben de la siguiente
manera. ∫

lba

∇φ · npmdl =
1∥∥lba∥∥
∫
lba

(
∂φ

∂x
,
∂φ

∂y

)
·
(

∆yba,−∆xba

)
dl (2.98)
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(a) Vectores normales a cada una de
las caras de SP.

(b) Parámetros generales de un vec-
tor normal.

Figura 2.4: Representación gráfica de los vectores normales a la superficie de control
SP.

Al realizar el producto interno, la integral se escribe de la siguiente forma:

∫
lba

∇φ · npmdl =
∆yba∥∥lba∥∥

∫
lba

∂φ

∂x
dl − ∆xba∥∥lba∥∥

∫
lba

∂φ

∂y
dl (2.99)

2.2.4.2. Regla del Punto Medio

Ahora se implementa la Regla del Punto Medio para cada una de las integrales de
la ecuación 2.99. Para esta regla se considera una función f(l) que es continua en el
intervalo [a, b]. La integral de esta función se aproxima como la función f evaluada
en el punto medio lpm, multiplicada por el incremento de l en el intervalo [a, b].

∫
lba

f(l)dl ≈ f(lpm)∆l = f(lpm)
∥∥∥lba∥∥∥ (2.100)

Si se aplica esta regla de integración a la ecuación 2.99, se tiene lo siguiente:

∫
lba

∇φ · npmdl = ∆yba
∂φ

∂x

∣∣∣∣
pm

−∆xba
∂φ

∂y

∣∣∣∣
pm

(2.101)

La expresión resultante del laplaciano del escalar φ se escribe a continuación:
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∇2φ ≈ 1

SP

∮
∂SP
∇φ · ndl ≈

1

SP

[
∆ysesw

∂φ

∂x

∣∣∣∣
s

−∆xsesw
∂φ

∂y

∣∣∣∣
s

+ ∆ynese
∂φ

∂x

∣∣∣∣
e

−∆xnese
∂φ

∂y

∣∣∣∣
e

+ ∆ynwne
∂φ

∂x

∣∣∣∣
n

−∆xnwne
∂φ

∂y

∣∣∣∣
n

+ ∆yswnw
∂φ

∂x

∣∣∣∣
w

−∆xswnw
∂φ

∂y

∣∣∣∣
w

] (2.102)

2.2.4.3. Teorema de Green

El siguiente paso es obtener una expresión de las derivadas parciales de la ecuación
2.102. Para ello, se utilizó el teorema de Green, el cual dice lo siguiente: Sea una
región S en el plano xy delimitada por la curva ∂S con orientación positiva. Si el
campo vectorial F(x, y) = P (x, y)i +Q(x, y)j es continuo en S, se tiene lo siguiente:∮

∂S

F(x, y) · dr =

∫∫
S

(
∂P

∂x
− ∂Q

∂y

)
dS (2.103)

Donde dr = dxi + dyj

Se utilizarán dos pasos intermedios de la demostración del teorema de Green para
obtener las expresiones de las derivadas parciales de la ecuación 2.102. Primero se
considera la región S en el plano xy delimitada por la curva ∂S con orientación po-
sitiva y el campo vectorial P(x, y) = P (x, y)i, como se muestra en la figura 2.5. La
integral de ĺınea de este campo vectorial sobre la curva ∂S se escribe de la siguiente
forma:

∮
∂S

P · dr =

∮
∂S

P (x, y)dx (2.104)

La curva ∂S se separa en las curvas y1(x) y y2(x) mediante sus ĺımites horizontales
a y b. De esta forma, la integral de ĺınea se expande en dos integrales de la siguiente
manera:

∮
∂S

P (x, y)dx =

∫ b

a

P (x, y1(x))dx−
∫ b

a

P (x, y2(x))dx = −
∫ b

a

P (x, y)

∣∣∣∣y=y2(x)

y=y1(x)

dx

(2.105)
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Figura 2.5: Campo vectorial P a través de la curva ∂S

Se supone que P tiene una derivada parcial respecto a y, y la integral se reescribe
como la siguiente integral doble:

−
∫ b

a

P (x, y)

∣∣∣∣y=y2(x)

y=y1(x)

dx = −
∫ b

a

∫ y=y2(x)

y=y1(x)

∂P

∂y
dydx (2.106)

Finalmente, se obtiene la siguiente igualdad.

∮
∂S

P (x, y)dx = −
∫∫

S

∂P

∂y
dS (2.107)

Ahora se considera la región S en el plano xy delimitada por la curva ∂S con orien-
tación positiva y el campo vectorial Q(x, y) = Q(x, y)j, como se muestra en la figura
2.6. La integral de ĺınea de este campo vectorial sobre la curva ∂S se escribe de la
siguiente forma:

∮
∂S

Q · dr =

∮
∂S

Q(x, y)dy (2.108)

La curva ∂S se separa en las curvas x1(y) y x2(y) mediante sus ĺımites verticales a
y b. De esta forma, la integral de ĺınea se expande en dos integrales de la siguiente
manera:
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Figura 2.6: Campo vectorial Q a través de la curva ∂S

∮
∂S

Q(x, y)dy =

∫ b

a

Q(x2(y), y)dy −
∫ b

a

Q(x1(y), y)dy =

∫ b

a

Q(x, y)

∣∣∣∣x=x2(y)

x=x1(y)

dy

(2.109)
Se supone que Q tiene una derivada parcial respecto a x, y la integral se reescribe
como la siguiente integral doble:

∫ b

a

P (x, y)

∣∣∣∣x=x2(y)

x=x1(y)

dy =

∫ b

a

∫ x=x2(y)

x=x1(y)

∂Q

∂x
dxdy (2.110)

Finalmente, se obtiene la siguiente igualdad.

∮
∂S

Q(x, y)dy =

∫∫
S

∂Q

∂x
dS (2.111)

Para finalizar la demostración del Teorema de Green, se retoma el campo vectorial
arbitrario F(x, y) = P (x, y)i +Q(x, y)j, y se calcula su integral de ĺınea:

∮
∂S

F · dr =

∮
∂S

P (x, y)dx+

∮
∂S

Q(x, y)dy (2.112)

Las integrales del lado derecho de la ecuación 2.112 se sustituyen por las integrales
de las ecuaciones 2.111 y 2.107.
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∮
∂S

F · dr = −
∫∫

S

∂P

∂y
dS +

∫∫
S

∂Q

∂x
dS (2.113)

Y finalmente queda demostrado el Teorema de Green:

∮
∂S

F · dr =

∫∫
S

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dS (2.114)

De los pasos para la demostración del Teorema de Green se utilizaron las ecuaciones
2.111 y 2.107 con la finalidad de aproximar las derivadas parciales respecto a x y y
del escalar φ en la ecuación 2.102. Por ejemplo, las derivadas con respecto a un punto
w seŕıan como se muestran a continuación:

∂φ

∂x

∣∣∣∣
w

≈ 1

Sw

∮
∂Sw

φdy (2.115)

∂φ

∂y

∣∣∣∣
w

≈ − 1

Sw

∮
∂Sw

φdx (2.116)

A partir de la figura 2.3 se observan los nodos que están alrededor del punto w para
expandir las integrales de ĺınea de las ecuaciones 2.115 y 2.116.

∂φ

∂x

∣∣∣∣
w

≈ 1

Sw

∫ s

sW
φdy +

1

Sw

∫ n

s

φdy +
1

Sw

∫ nW

n

φdy +
1

Sw

∫ sW

nW
φdy (2.117)

∂φ

∂y

∣∣∣∣
w

≈ − 1

Sw

∫ s

sW
φdx− 1

Sw

∫ n

s

φdx− 1

Sw

∫ nW

n

φdx− 1

Sw

∫ sW

nW
φdx (2.118)

Nuevamente se aplica la regla del punto medio para aproximar las integrales.

∂φ

∂x

∣∣∣∣
w

≈ 1

Sw

(
∆yssWφsw + ∆yns φP + ∆ynWn φnw + ∆ysWnWφW

)
(2.119)

∂φ

∂y

∣∣∣∣
w

≈ − 1

Sw

(
∆xssWφsw + ∆xnsφP + ∆xnWn φnw + ∆xsWnWφW

)
(2.120)

De la misma manera se obtienen las derivadas parciales evaluadas en los puntos n, s
y e.
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∂φ

∂x

∣∣∣∣
n

≈ 1

Sn

(
∆yewφP + ∆yNee φne + ∆yNwNe φN + ∆ywNwφnw

)
(2.121)

∂φ

∂y

∣∣∣∣
n

≈ − 1

Sn

(
∆xewφP + ∆xNee φne + ∆xNwNe φN + ∆xwNwφnw

)
(2.122)

∂φ

∂x

∣∣∣∣
s

≈ 1

Ss

(
∆ywe φP + ∆ySww φsw + ∆ySeSwφS + ∆yeSeφse

)
(2.123)

∂φ

∂y

∣∣∣∣
s

≈ − 1

Ss

(
∆xwe φP + ∆xSww φsw + ∆xSeSwφS + ∆xeSeφse

)
(2.124)

∂φ

∂x

∣∣∣∣
e

≈ 1

Se

(
∆ynnEφne + ∆ysnφP + ∆ysEs φse + ∆ynEsE φE

)
(2.125)

∂φ

∂y

∣∣∣∣
e

≈ − 1

Se

(
∆xnnEφne + ∆xsnφP + ∆xsEs φse + ∆xnEsEφE

)
(2.126)

2.2.4.4. Operadores L, Dx y Dy

Finalmente, el laplaciano discretizado de la ecuación 2.102 se escribe de la siguiente
forma:

L(φP) =

∆ysesw
SPSs

(
∆ywe φP + ∆ySww φsw + ∆ySeSwφS + ∆yeSeφse

)
+

∆xsesw
SPSs

(
∆xwe φP + ∆xSww φsw + ∆xSeSwφS + ∆xeSeφse

)
+

∆ynese
SPSe

(
∆ynnEφne + ∆ysnφP + ∆ysEs φse + ∆ynEsE φE

)
+

∆xnese
SPSe

(
∆xnnEφne + ∆xsnφP + ∆xsEs φse + ∆xnEsEφE

)
+

∆ynwne
SPSn

(
∆yewφP + ∆yNee φne + ∆yNwNe φN + ∆ywNwφnw

)
+

∆xnwne
SPSn

(
∆xewφP + ∆xNee φne + ∆xNwNe φN + ∆xwNwφnw

)
+

∆yswnw
SPSw

(
∆yssWφsw + ∆yns φP + ∆ynWn φnw + ∆ysWnWφW

)
+

∆xswnw
SPSw

(
∆xssWφsw + ∆xnsφP + ∆xnWn φnw + ∆xsWnWφW

)

(2.127)
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Para obtener los operadores de derivadas respecto a x y y (Dx y Dy, respectivamente)
se retoma el Teorema de Green. Las derivadas parciales respecto a x y y de φ en un
punto P se expresan a continuación:

∂φ

∂x

∣∣∣∣
P

=
1

SP

∮
∂SP

φdy (2.128)

∂φ

∂y

∣∣∣∣
P

= − 1

SP

∮
∂SP

φdx (2.129)

Se expanden las integrales de ĺınea:

∂φ

∂x

∣∣∣∣
P

=
1

SP

(∫ se

sw

φdy +

∫ ne

se

φdy +

∫ nw

ne

φdy +

∫ sw

nw

φdy

)
(2.130)

∂φ

∂y

∣∣∣∣
P

= − 1

SP

(∫ se

sw

φdx+

∫ ne

se

φdx+

∫ nw

ne

φdx+

∫ sw

nw

φdx

)
(2.131)

Se aplica la regla del punto medio para aproximar las integrales definidas, y los ope-
radores Dx y Dy se escriben de la siguiente forma:

Dx(φP) =
1

SP (∆yseswφs + ∆ynese φe + ∆ynwne φn + ∆yswnwφw) (2.132)

Dy(φP) = − 1

SP (∆xseswφs + ∆xneseφe + ∆xnwne φn + ∆xswnwφw) (2.133)

Las áreas SP, Ss, Se, Sn y Sw se obtuvieron mediante el Determinante de Gauss.

SP= 1
2

∣∣(xswyse − xseysw) + (xseyne − xneyse) + (xneynw − xnwyne) + (xnwysw − xswynw)
∣∣ (2.134)

Ss= 1
2

∣∣(xeySe − xSeye) + (xSeySw − xSwySe) + (xSwyw − xwySw) + (xwye − xeyw)
∣∣ (2.135)

Se= 1
2

∣∣(xnEysE − xsEynE) + (xsEys − xsysE) + (xsyn − xnys) + (xnynE − xnEyn)
∣∣ (2.136)

Sn= 1
2

∣∣(xNeye − xeyNe) + (xeyw − xwye) + (xwyNw − xNwyw) + (xNwyNe − xNeyNw)
∣∣ (2.137)

Sw= 1
2

∣∣(xnys − xsyn) + (xsysW − xsWys) + (xsWynW − xnWysW) + (xnWyn − xnynW)
∣∣ (2.138)

Los valores entre nodos de φ se obtuvieron mediante interpolación.
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φsw =
φSW + φS + φP + φW

4
(2.139)

φse =
φS + φSE + φE + φP

4
(2.140)

φne =
φP + φE + φNE + φN

4
(2.141)

φnw =
φW + φP + φN + φNW

4
(2.142)

φs =
φS + φP

2
(2.143)

φe =
φE + φP

2
(2.144)

φn =
φN + φP

2
(2.145)

φw =
φW + φP

2
(2.146)

2.2.4.5. Condiciones de Frontera

A continuación se muestra cómo se discretizó el laplaciano en los nodos de la frontera
sur de la geometŕıa estudiada. La discretización de los nodos para el resto de las
fronteras se llevó a cabo de la misma manera.

Figura 2.7: Nodos de frontera ubicados en la región Sur de una malla discretizada
mediante FVM

En la figura 2.7 se observa la asignación de los nodos para la frontera sur de una
malla discretizada mediante FVM. Primero, se aplica el Teorema de la Divergencia a
la región que encierra al nodos P.
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∇2φP =
1

Sη

∮
∂Sη
∇φ · ndl

=
1

Sη

[∫
lew

∇φ · ndl +

∫
lnee

∇φ · ndl +

∫
lnwne

∇φ · ndl +

∫
lwnw

∇φ · ndl

] (2.147)

Se realiza el producto punto y se aplica la regla del punto medio para aproximar las
integrales.

∇2φP =
1

Sη

[
∇φP · n∆lew + ∆ynee

∂φ

∂x

∣∣∣∣
ηe

−∆xnee
∂φ

∂y

∣∣∣∣
ηe

+ ∆ynwne
∂φ

∂x

∣∣∣∣
n

− ∆xnwne
∂φ

∂y

∣∣∣∣
n

+ ∆ywnw
∂φ

∂x

∣∣∣∣
ηw

−∆xwnw
∂φ

∂y

∣∣∣∣
ηw

] (2.148)

Es importante notar que el primer término de la ecuación 2.148 es el término asociado
a la condición de frontera de Neumann de la ecuación 2.48. Es decir, esta condición
indica que ∇φP ·n = 0, por lo que este término será despreciado de la ecuación 2.148.
Ahora se aplica el Teorema de Green y la regla del punto medio al resto de los térmi-
nos.

L(φP) =

∆ynee
SηSηe

(
∆yEPφe + ∆ynEE φηE + ∆ynnEφne + ∆yPnφη

)
+

∆xnee
SηSηe

(
∆xEPφe + ∆xnEE φηE + ∆xnnEφne + ∆xPnφη

)
+

∆ynwne
SηSn

(
∆yewφP + ∆yNee φne + ∆yNwNe φN + ∆ywNwφnw

)
+

∆xnwne
SηSn

(
∆xewφP + ∆xNee φne + ∆xNwNe φN + ∆xwNwφnw

)
+

∆ywnw
SηSηw

(
∆yPWφw + ∆ynPφη + ∆ynWn φnw + ∆yWnWφηW

)
+

∆xwnw
SηSηw

(
∆xPWφw + ∆xnPφη + ∆xnWn φnw + ∆xWnWφηW

)

(2.149)

Las áreas Sη, Sηe, Sn y Sηw se obtuvieron mediante el Determinante de Gauss.
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Sη= 1
2

∣∣(xwye − xeyw) + (xeyne − xneye) + (xneynw − xnwyne) + (xnwyw − xwynw)
∣∣ (2.150)

Sηe= 1
2

∣∣(xPyE − xEyP) + (xEynE − xnEyE) + (xnEyn − xnynE) + (xnyP − xPyn)
∣∣ (2.151)

Sn= 1
2

∣∣(xNeye − xeyNe) + (xeyw − xwye) + (xwyNw − xNwyw) + (xNwyNe − xNeyNw)
∣∣ (2.152)

Sηw= 1
2

∣∣(xPyW − xWyP) + (xWynW − xnWyW) + (xnWyn − xnynW) + (xnyP − xPyn)
∣∣ (2.153)

Los valores entre nodos de φ se obtuvieron mediante interpolación.

φη =
3φP + φN

4
(2.154)

φηe =
3φE + φNE

4
(2.155)

φηw =
3φW + φNW

4
(2.156)

Debido a que los valores son directos para los nodos en los que se aplica la condición de
Dirichlet, no es necesario desarrollar el procedimiento para esta condición de frontera.

2.2.5. El Problema del Tablero de Ajedrez

A pesar de que el Esquema de Corrección de Presión con Incremento Estándar (pre-
viamente mencionado en la sección 2.2.1.2) propone una solución muy confiable para
las ecuaciones de Navier-Stokes, aún queda un problema más por resolver: el Problema
del Tablero de Ajedrez. En CFD hay dos formas de discretizar una malla: mediante
un enfoque de mallas escalonadas o mediante un enfoque de mallas co ubicadas.

La figura 2.8a muestra la representación de una malla escalonada. La información
de las velocidades horizontal y vertical se almacena en las caras de los nodos, y la
información de la presión se almacena en el centro de cada nodo. Los ćırculos repre-
sentan la posición donde se almacena la información de la presión para cada nodo;
las estrellas representan la posición donde se almacena la información de la velocidad
horizontal para cada nodo, y los triángulos muestran la posición donde se almacena
la información de la velocidad vertical para cada nodo. La figura 2.8b muestra la re-
presentación de una malla co ubicada, en donde, a diferencia de la malla escalonada,
la información de la presión y de las velocidades horizontal y vertical se almacena en
el centro de cada nodo.
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(a) Malla Escalonada (b) Malla Co Ubicada

Figura 2.8: Representación de una malla escalonada y una malla co ubicada

2.2.5.1. Mallas Co ubicadas

Probablemente el mejor enfoque para resolver un problema de CFD es mediante ma-
llas co ubicadas, debido a que es sencillo almacenar la información de las velocidades
y de la presión en el centro de cada nodo. Sin embargo, al momento de calcular el
gradiente de alguna cantidad, φ en un nodo P, se pierde la información de ese nodo.
Únicamente la información de los nodos vecinos a P se almacenará en la ecuación del
gradiente de φ.

Por ejemplo, supongamos que se tiene la siguiente distribución para φ: φW = 1, φP = 5
y φE = 1, y que se desea calcular ∂φ

∂x
en el nodo P mediante el método de diferencias

finitas.

∂φ

∂x

∣∣∣∣
P

=
φW − φE

2∆x

La ecuación anterior indica que el gradiente resultaŕıa cero, pero según la distribución
de φ, previamente propuesta, se observa que el gradiente debeŕıa ser diferente de cero.
Incluso, si este gradiente se resolviera mediante el método de volúmenes finitos, se
tendŕıa el mismo problema.

Caṕıtulo 2 César Páez 51
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∂φ

∂x

∣∣∣∣
P

=
1

SP (∆yseswφs + ∆ynese φe + ∆ynwne φn + ∆yswnwφw)

Mediante interpolación se sustituyen los valores intermedios de φ por los valores de
los nodos, y se sustituye ∆yba = yb − ya.

∂φ

∂x

∣∣∣∣
P

=
1

2

[
yse(φS − φE) + ysw(φW − φS) + yne(φE − φN) + ynw(φN − φW)

]
(2.157)

Nuevamente, sigue faltando la información del nodo P. A esto se le conoce como el
Problema del Tablero de Ajedrez. Debido a que, al resolver el gradiente de presión
o de velocidad en cada nodo, aparecerán fluctuaciones en los resultados que podŕıan
conducir a divergencia en los resultados. En casos como el flujo de Stokes no es de
gran relevancia este problema, debido a que el campo de presión es uniforme. Sin
embargo, si la geometŕıa es más compleja, o si el número de Reynolds es más grande,
el problema del tablero de ajedrez tiene gran impacto.

2.2.5.2. Mallas escalonadas

En 2002, Ferziger y Peric propusieron un arreglo de malla escalonada para resolver
el problema del tablero de ajedrez. Este arreglo consiste en almacenar la información
de las velocidades en la cara de los nodos, y la información de la presión en el centro
de los nodos. Para el caso del nodo P, la posición de la presión se encuentra en (i, j)
(el centro del nodo) y las posiciones de la velocidad horizontal y vertical se ubican en
(i, j + 1

2
) y (i − 1

2
, j), respectivamente. Por ejemplo, si se desea calcular el gradiente

de la velocidad horizontal.

∂u

∂x

∣∣∣∣
P

=
ue − uw

∆x

Se observa que el gradiente es capaz de notar cambios de la velocidad en ∆x, a dife-
rencia de una malla co ubicada que únicamente nota los cambios de la velocidad en
2∆x. Es debido a esto que las mallas escalonadas solucionan el problema del tablero
de ajedrez, porque notan los cambios de las derivadas en ∆x.
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2.2.6. Interpolación Rhie-Chow

Aunque las mallas escalonadas resuelven el problema de las oscilaciones, se ha buscado
trabajar con mallas co ubicadas, debido a que es más simple almacenar la información
de las velocidades y de la presión en el centro de cada nodo. En 1983, C.M. Rhie y
W.L. Chow propusieron un esquema que permite calcular flujos complejos en mallas
co ubicadas. Este esquema consiste en obtener una interpolación de las velocidades
y de la presión respecto a las caras intermedias de cada nodo, y de esta manera se
eliminan las oscilaciones que pueden presentarse debido al problema del tablero de
ajedrez. Este esquema se conoce como la Interpolación Rhie-Chow. Las oscilaciones
están presentes en el campo de presión, y se originan en el gradiente de presión cal-
culado en las ecuaciones de momentum y en la ecuación de corrección de presión.

Primero se retoma la ecuación de corrección de presión 2.67

∂2pc

∂x2
+
∂2pc

∂y2
=

ρ

∆t

(
∂u∗

∂x
+
∂v∗

∂y

)
(2.67)

Se discretiza ∂u∗

∂x
y ∂v∗

∂y
mediante el FVM.

∂u∗

∂x

∣∣∣∣
P

=
1

SP (∆yseswu
∗
s + ∆ynese u

∗
e + ∆ynwne u

∗
n + ∆yswnwu

∗
w)

∂v∗

∂y

∣∣∣∣
P

= − 1

SP (∆xseswv
∗
s + ∆xnese v

∗
e + ∆xnwne v

∗
n + ∆xswnwv

∗
w)

Lo que este método propone es sustituir las velocidades de nodos intermedios mediante
interpolación. Se mostrará el ejemplo para la velocidad ue. Se lleva a cabo el mismo
procedimiento para el resto de las velocidades. Se retoma el sistema lineal 2.87Auu Avu

Auv Avv


u∗
v∗

 =

bu
bv

 (2.87)

El sistema lineal 2.87 se expande de la siguiente forma:

AuPu
∗
P +

∑
nb

Aunbu
∗
nb + Avuv

∗ = bu (2.158)

Auvu
∗ + AvPv

∗
P +

∑
nb

Avnbv
∗
nb = bv (2.159)
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Donde:

AuPu
∗
P +

∑
nb

Aunbu
∗
nb = Auuu

∗ (2.160)

AvPv
∗
P +

∑
nb

Avnbv
∗
nb = Avvv

∗ (2.161)

El sub́ındice P representa la contribución de los nodos centrales y el sub́ındice nb re-
presenta la contribución de los nodos vecinos al nodo central P. Se multiplican ambos
lados de las ecuaciones 2.158 y 2.159 por 1

AuP
y 1

AvP
, respectivamente, y se sustituyen

bu y bv por sus témrinos correspondientes

u∗P +
1

AuP

∑
nb

Aunbu
∗
nb +

1

AuP
Avuv

∗ =
1

AuP

(
−1

ρ

∂pn

∂x
+

1

∆t
un
)

(2.162)

1

AvP
Auvu

∗ + v∗P +
1

AvP

∑
nb

Avnbv
∗
nb =

1

AvP

(
−1

ρ

∂pn

∂y
+

1

∆t
vn
)

(2.163)

Se reagrupan los términos:

u∗P +
1

AuP

∑
nb

Aunbu
∗
nb + Avuv

∗ − 1

∆t
un


︸ ︷︷ ︸

Q(u)

= − 1

AuP

1

ρ

∂pn

∂x
(2.164)

v∗P +
1

AvP

∑
nb

Avnbv
∗
nb + Auvu

∗ − 1

∆t
vn


︸ ︷︷ ︸

Q(v)

= − 1

AvP

1

ρ

∂pn

∂y
(2.165)

Por simplicidad, se unen las ecuaciones 2.164 y 2.165 y se reescriben en forma vecto-
rial.

u∗P +QP(u) = −ΨP
1

ρ
∇pnP (2.166)

Donde:
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ΨP =

 1
AuP

0

0 1
AvP

 (2.167)

Lo que se busca es obtener ue, por lo que se tiene que interpolar entre los nodos P y
E. Se escribe una expresión similar a la ecuación 2.166 para obtener ue y uE

u∗e +Qe(u) = −Ψe
1

ρ
∇pne (2.168)

u∗E +QE(u) = −ΨE
1

ρ
∇pnE (2.169)

Se obtienen las cantidades Qe(u) y Ψe mediante interpolación lineal.

Qe(u) = geQP(u) + (1− ge)QE(u) = Qe(u) (2.170)

Ψe = geΨP + (1− ge)ΨE = Ψe (2.171)

Donde ge es el peso de la interpolación y los términos con barra indican que fueron
obtenidos mediante interpolación. La ecuación 2.168 se reescribe de la siguiente forma:

u∗e +Qe(u) = −Ψe
1

ρ
∇pne (2.172)

A continuación, se reescriben las ecuaciones 2.166 y 2.169 para obtener QP y QE,
respectivamente.

QP(u) = −u∗P −ΨP
1

ρ
∇pnP (2.173)

QE(u) = −u∗E −ΨE
1

ρ
∇pnE (2.174)

Se sustituyen las ecuaciones 2.173 y 2.174 en 2.170.

Qe(u) = ge

(
−u∗P −ΨP

1

ρ
∇pnP

)
+ (1− ge)

(
−u∗E −ΨE

1

ρ
∇pnE

)
(2.175)
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Se reagrupan los términos:

Qe(u) = −

[
geu

∗
P + (1− ge)u∗E

]
︸ ︷︷ ︸

u
∗
e

−

[
ge

(
1

ρ
ΨP∇pnP

)
+ (1− ge)

(
1

ρ
ΨE∇pnE

)]
︸ ︷︷ ︸

1
ρ

Ψe·∇pne

(2.176)

Al agrupar los términos, se observa que la ecuación 2.176 se reescribe de la siguiente
forma:

Qe(u) = −u∗e −
1

ρ
Ψe · ∇pne (2.177)

La ecuación 2.177 se sustituye en 2.172.

u∗e − u∗e −
1

ρ
Ψe · ∇pne = −Ψe

1

ρ
∇pne (2.178)

La ecuación 2.178 se reescribe para obtener u∗e

u∗e,RC = u∗e +
1

ρ
Ψe

(
∇pne −∇pne

)
(2.179)

La ecuación 2.179 representa la interpolación Rhie-Chow para la velocidad u = (u, v)
en el nodo intermedio e. De la misma forma se obtienen las expresiones para el resto
de los nodos intermedios, y se escriben de la siguiente forma:

u∗s,RC = u∗s +
1

ρ
Ψs

(
∇pns −∇pns

)
(2.180)

u∗w,RC = u∗w +
1

ρ
Ψw

(
∇pnw −∇pnw

)
(2.181)

u∗n,RC = u∗n +
1

ρ
Ψn

(
∇pnn −∇pnn

)
(2.182)

Las ecuaciones 2.179 a 2.182 están escritas en forma vectorial. Por ejemplo, ahora
se escribe la expresión para obtener la velocidad horizotnal en el nodo intermedio s
mediante interpolación Rhie-Chow.
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u∗s,RC = u∗s +
1

ρ

1

AuP

∣∣∣∣∣
s

(
∂pn

∂x

∣∣∣∣
s

− ∂pn

∂x

∣∣∣∣
s

)
(2.183)

Los términos de la expresión 2.183 se expanden de la siguiente forma:

u∗s =
1

2

(
uP + uS

)
1

AuP

∣∣∣∣∣
s

=
2

AuP
∣∣
P + AuP

∣∣
S

∂pn

∂x

∣∣∣∣
s

=
1

2

(
∂pn

∂x

∣∣∣∣
P

+
∂pn

∂x

∣∣∣∣
S

)
Según la interpolación Rhie-Chow, los términos diferenciales se discretizan mediante
el FDM. Sin embargo, uno de los objetivos de esta tesis es probar que al discretizar los
términos diferenciales mediante el FVM, se obtienen resultados correctos al analizar
un flujo. Por ejemplo, de la interpolación Rhie-Chow:

∂pn

∂x

∣∣∣∣
s

=
1

Ss

(
∆ySeSwp

n
S + ∆yeSep

n
se + ∆ywe p

n
P + ∆ySww pnsw

)
Gracias a la interpolación Rhie-Chow se resuelve el problema del Tablero de Ajedrez
con un enfoque similar al de las mallas escalonadas, pero con la implementación de
una malla co ubicada. Las velocidades y la presión están fuertemente acopladas debi-
do a la interpolación. Si el campo de presión sufriera de oscilaciones, la interpolación
Rhie-Chow las detecta, la presión se corrige en la ecuación de corrección de presión
y se obtiene un campo de presión más preciso en cada iteración.
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Implementación en Matlab

3.1. Construcción del Sistema Lineal

Para construir el sistema lineal, primero es importante enumerar los nodos de la malla
en donde se resolverá la EDP. Dentro de la práctica del CFD, entre más nodos tenga
una malla, mejores resultados se obtienen de un flujo, pues la distancia entre nodos
es menor, y la solución del problema se aproxima más hacia un caso real.
En la figura 3.1 se muestra el ejemplo de una malla de 9 nodos con sus respectivos
ı́ndices. Los nodos (1,1), (2,1) y (3,1) son la frontera Oeste; los nodos (1,3), (2,3)
y (3,3) son la frontera Este; el nodo (1,2) es la frontera Norte; el nodo (3,2) es la
frontera Sur, y el nodo (2,2) es el nodo central. La distancia horizontal entre cada
nodo está dada por ∆x, y la distancia vertical entre cada nodo está dada por ∆y. La
nomenclatura que se usa para determinar la dimensión de las mallas es n nodos en
la dirección vertical y m nodos en la dirección horizontal. Por ejemplo la malla de la
figura 3.1 tiene dimensión de 3× 3.

Los sistemas lineales a resolver son de la siguiente forma:

Ax = b (3.1)

Donde A es la matriz que contiene los operadores discretizados, y tiene dimensión
(n · m) × (n · m). La matriz x contiene las incógnitas que se requieren calcular del
sistema, y tiene dimensión (n·m)×1. La matriz b contiene el lado derecho discretizado
de cada una de las ecuaciones, y tiene dimensión (n ·m)× 1.

Se tomará como ejemplo el primer sistema de ecuaciones a resolver para el flujo de
Stokes, correspondiente al campo de velocidades horizontal. Las ecuaciones a calcular
son la ecuación de conservación de momentum horizontal, para los nodos centrales,
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Figura 3.1: Indexado de los nodos de una malla cartesiana

la velocidad de entrada, para los nodos de la frontera Oeste, la condición de no
deslizamiento, para las fronteras Norte y Sur, y la condición de Neumann a la salida
del flujo, en la frontera Este. A continuación se muestran las ecuaciones discretizadas.

µ

(
u(xE)− 2u(xP) + u(xW)

(∆x)2
+
u(yS)− 2u(yP) + u(yN)

(∆y)2

)
=
P (xE)− P (xW)

2∆x
(2.38)

u(yP) =
3

2

Reµ

ρh

(
− 4

h2
y2
P + 1

)
(4.6)

u(xP) = 0 (3.2)

−3P (xP) + 4P (xE)− P (xEE)

2∆x
= 0 (2.51)

El sistema lineal a resolver para el caso de la velocidad horizontal es el siguiente:

Auu = bu (3.3)

El mapeo del resultado de cada velocidad horizontal, para el caso de la malla de la
figura 3.1 se muestra en la siguiente matriz.

umat =


u(1,1) u(1,2) u(1,3)

u(2,1) u(2,2) u(2,3)

u(3,1) u(3,2) u(3,3)
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Esta matriz, sin embargo, originalmente tiene dimensión 9×1 para resolver el sistema
Auu = bu.

u =



u(1,1)

u(1,2)

u(1,3)

u(2,1)

u(2,2)

u(2,3)

u(3,1)

u(3,2)

u(3,3)


La matriz Au tiene dimensión 9× 9

Au =



Au(1,1) Au(1,2) Au(1,3) Au(1,4) Au(1,5) Au(1,6) Au(1,7) Au(1,8) Au(1,9)

Au(2,1) Au(2,2) Au(2,3) Au(2,4) Au(2,5) Au(2,6) Au(2,7) Au(2,8) Au(2,9)

Au(3,1) Au(3,2) Au(3,3) Au(3,4) Au(3,5) Au(3,6) Au(3,7) Au(3,8) Au(3,9)

Au(4,1) Au(4,2) Au(4,3) Au(4,4) Au(4,5) Au(4,6) Au(4,7) Au(4,8) Au(4,9)

Au(5,1) Au(5,2) Au(5,3) Au(5,4) Au(5,5) Au(5,6) Au(5,7) Au(5,8) Au(5,9)

Au(6,1) Au(6,2) Au(6,3) Au(6,4) Au(6,5) Au(6,6) Au(6,7) Au(6,8) Au(6,9)

Au(7,1) Au(7,2) Au(7,3) Au(7,4) Au(7,5) Au(7,6) Au(7,7) Au(7,8) Au(7,9)

Au(8,1) Au(8,2) Au(8,3) Au(8,4) Au(8,5) Au(8,6) Au(8,7) Au(8,8) Au(8,9)

Au(9,1) Au(9,2) Au(9,3) Au(9,4) Au(9,5) Au(9,6) Au(9,7) Au(9,8) Au(9,9)


Para mapear los términos correspondientes de las ecuaciones de la matriz umat en la
matriz Au, se utiliza la siguiente expresión:

index(i, j) = i+ (j − 1) ∗ n (3.4)

Donde i es el renglón correspondiente al nodo en cuestión de la matriz umat, j es la
columna del nodo de la matriz umat, y n es el número de renglones de la matriz umat
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(3 en este caso). Por ejemplo, se toma la ecuación 2.38 que se debe resolver en el nodo
central u(2,2).

µ

(
u(xE)− 2u(xP) + u(xW)

(∆x)2
+
u(yS)− 2u(yP) + u(yN)

(∆y)2

)
=
P (xE)− P (xW)

2∆x
(2.38)

Los términos de los puntos xP y yP, del lado izquierdo, se mapean de la siguiente
forma:

Au(index(i, j), index(i, j)) = −2µ

(
1

(∆x)2
+

1

(∆y)2

)
(3.5)

El renglón de la matriz Au corresponde al nodo que se está analizando; en este caso, el
nodo (2,2) de la matriz umat. La columna de la matriz Au corresponde a la ubicación
relativa del término del nodo en cuestión. En este caso, es el punto P. Si se sustituyen
i y j por 2 y 2, respectivamente en la ecuación 3.5 se obtiene el elemento de la matriz
Au en el que debe mapearse el término del punto P.

Au(5, 5) = −2µ

(
1

(∆x)2
+

1

(∆y)2

)
(3.6)

Para mapear el término del punto que está al Este (E), relativo al punto P, el elemento
correspondiente de la matriz Au se escribe de la siguiente manera de forma general:

Au(index(i, j), index(i, j + 1)) =
µ

(∆x)2
(3.7)

El nodo en cuestión que se está analizando es el punto P; es por eso que el renglón
correspondiente en la matriz Au es index(i, j). La ubicación relativa del término del
nodo del punto P es el Este (E); es por eso que la columna correspondiente en la
matriz Au es index(i, j+ 1), el nodo al este de u(i,j) es el nodo u(i,j+1). Al sustituir los
valores de i y j por 2 y 3, respectivamente en la ecuación 3.5 se obtiene el elemento
de la matriz Au en el que debe mapearse el término del punto P.

Au(5, 8) =
µ

(∆x)2
(3.8)

El nodo al Norte (N) del punto P. Es decir, al norte de u(i,j) se encuentra u(i−1,j).

Au(index(i, j), index(i− 1, j)) =
µ

(∆y)2
(3.9)

Nótese que el ı́ndice j incrementa de Oeste a Este, mientras que el ı́ndice i incrementa
de Norte a Sur. Se sigue el mismo procedimiento para mapear los términos de las
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condiciones de Neumann y de Dirichlet. Los operadores del lado izquierdo de las
ecuaciones 2.38, 4.6, 3.2 y 2.51 se escriben de la siguiente manera en la matriz Au:

Au =



1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 µ
(∆x)2

0 µ
(∆y)2

−2µ

(
1

(∆x)2
+ 1

(∆y)2

)
µ

(∆y)2
0 µ

(∆x)2
0

0 0 0 0 0 1 0 0 0

1
2∆x

0 0 −4
2∆x

0 0 3
2∆x

0 0

0 1
2∆x

0 0 −4
2∆x

0 0 3
2∆x

0

0 0 1
2∆x

0 0 −4
2∆x

0 0 3
2∆x


La matriz bu tiene dimensión 9 × 1, y contiene los términos del lado derecho de las
ecuaciones mencionadas.

bu =



bu(1,1)

bu(2,1)

bu(3,1)

bu(4,1)

bu(5,1)

bu(6,1)

bu(7,1)

bu(8,1)

bu(9,1)


A continuación, se muestra cómo se mapean los términos del lado derecho de la
ecuación 2.38 en la matriz bu.

bu(index(i, j), 1) =
P (i, j + 1)− P (i, j − 1)

2∆x
(3.10)
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Solución numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes

La presión se mapea en la matriz P , de dimensión n×m, o de 3×3, para este caso. Al
sustituir los términos correspondientes del lado derecho de las ecuaciones, la matriz
bu se escribe de la siguiente manera:

bu =



3
2
Reµ
ρh

(
− 4
h2
y2 + 1

)
3
2
Reµ
ρh

(
− 4
h2
y2 + 1

)
3
2
Reµ
ρh

(
− 4
h2
y2 + 1

)
0

P (2,3)−P (2,1)
2∆x

0

0

0

0


El siguiente sistema a resolver es el de velocidad vertical. En los nodos centrales debe
resolverse la ecuación 2.39, y en las fronteras las ecuaciones correspondientes para
la velocidad vertical. Posteriormente, debe resolverse la ecuación de Poisson para la
presión, 2.41, en los nodos centrales, y las ecuaciones de frontera correspondientes
de presión. Por último, debe resolverse la ecuación de corrección de presión en los
nodos centrales, 2.42, y las ecuaciones de frontera correspondientes de presión. A
continuación, se muestran estos sistemas, respectivamente.

Avv = bv (3.11)

App = bp (3.12)

Apcp
c = bpc (3.13)
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3.2. Flujo de Stokes

Inicio

geom, ρ, µ, Re, BC, α, tol

µ∇2u = ∇P

∇2P = −ρ
[(

∂u
∂x

)2

+ 2∂u
∂y

∂v
∂x

+
(
∂v
∂y

)2
]

1
AuP

(
∇2P c

)
= ∇ · u

P = P + αP c

err = ∇ · u

err(n) < tol

Fin

Śı

No

Figura 3.2: Diagrama de Flujo para El Flujo de Stokes
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El diagrama de la figura 3.2 muestra el algoritmo para resolver el Flujo de Stokes.
Los pasos se enumeran a continuación:

1. Primero se introducen las condiciones iniciales, como las dimensiones de la geo-
metŕıa, la densidad y la viscosidad del flúıdo, el número de Reynolds, las con-
diciones del frontera, el factor de relajación y la tolerancia.

2. De manera inicial los campos de presión y velocidades se imponen como cero.

3. Se resuelven las ecuaciones de momentum 2.14 y 2.15 para obtener el campo de
velocidades

4. Se resuelve la ecuación de Poisson para obtener una primera aproximación del
campo de presión (Ec. 2.24)

5. Se corrige el campo de presión con la ecuación 2.25

6. Se actualiza el campo de presión con el uso del factor de relajación, α (Ec. 2.26)

7. La ecuación de continuidad calcula la divergencia del campo de velocidades

8. Si la divergencia no es menor al valor de la tolerancia introducido al inicio, el
proceso se repite desde el paso 3, solo que ahora se omite el paso 4

9. Si la divergencia es menor al valor de la tolerancia introducido al inicio, el
proceso termina, y se grafican los resultados.
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3.3. Ecuaciones de Navier-Stokes

Inicio

geom, ρ, µ, Re, BC, ∆t, tol

pn = 0, un = 0, vn = 0

Auu = bu

u∗α,RC = u∗α + 1
ρ
Ψα

(
∇pnα +∇pnα

)
∇2pc = ρ

∆t
∇ · u∗RC

un+1 = u∗RC − ∆t
ρ
∇pc pn+1 = pn + pc

err(n) = ∇ · un+1

err(n) < tol Fin

pn = pn+1

un = un+1

vn = vn+1

ŚıNo

Figura 3.3: Diagrama de Flujo para las Ecuaciones de Navier-Stokes
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El diagrama de la figura 3.3 muestra el algoritmo para resolver las ecuaciones de
Navier-Stokes. Los pasos se enumeran a continuación:

1. Primero se introducen las condiciones iniciales, como las dimensiones de la geo-
metŕıa, la densidad y la viscosidad del flúıdo, el número de Reynolds, las con-
diciones del frontera, el incremento temporal y la tolerancia.

2. De manera inicial los campos de presión y velocidades se imponen como cero.

3. El sistema lineal 2.87 se resuelve para obtener las velocidades intermedias u∗ y
v∗

4. Se lleva a cabo la interpolación Rhie-Chow para obtener una corrección de las
velocidades intermedias, u∗ y v∗

5. Se resuelve la ecuación de corrección de presión 2.67 para obtener la presión de
corrección, pc

6. En la ecuación 2.92 se determinan las velocidades para la siguiente iteración,
un+1 y vn+1

7. Se actualiza el campo de presión con la expresión pn+1 = pc + pn

8. La ecuación de continuidad calcula la divergencia del campo de velocidades

9. Si la divergencia no es menor al valor de la tolerancia introducido al inicio, los
valores en el tiempo n para la presión y las velocidades toman los valores del
tiempo n+ 1, y el proceso se repite desde el paso 3.

10. Si la divergencia es menor al valor de la tolerancia introducido al inicio, el
proceso termina, y se grafican los resultados.
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Resultados

4.1. Flujo de Stokes

4.1.1. Velocidad de Entrada

El tipo de flujo estudiado en cada geometŕıa de esta tesis fue el flujo de Poiseuille. En
la figura 4.1 se muestra el perfil de velocidad a la entrada de cada dominio geométrico.
La velocidad horizontal de entrada, u, está en función de y, que es el eje coincidente
con la frontera de entrada del flujo. El perfil parabólico va desde −h

2
hasta h

2
sobre el

eje y. La velocidad máxima está representada como umax, y se encuentra en y = 0.

Figura 4.1: Perfil de velocidad horizontal

De forma general, la ecuación del perfil de velocidad de entrada se expresa de la
siguiente manera:

u(y) = umax

(
− 4

h2
y2 + 1

)
(4.1)

Al usar el teorema del valor medio, se obtiene la velocidad promedio de la ecuación
4.1
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up =
1

h
2
−
(
−h

2

) ∫ h
2

−h
2

umax

(
− 4

h2
y2 + 1

)
dy (4.2)

Al desarrollar la ecuación 4.2 se obtiene que la velocidad promedio, up equivale a 2/3
de la velocidad máxima, umax

up =
2

3
umax (4.3)

Se retoma la expresión del número de Reynolds de la ecuación 1.1

Re =
ρUD

µ
(1.1)

En la ecuación 1.1, la velocidad U , es la velocidad promedio del flujo, up. El diámetro,
D, es el ancho del canal, h.

Re =
ρuph

µ
(4.4)

Al sustituir la velocidad promedio por la velocidad máxima en la ecuación 4.4 se
obtiene lo siguiente:

umax =
3

2

Reµ

ρh
(4.5)

De esta manera, la ecuación de la velocidad de entrada se reescribe en términos del
número de Reynolds, la viscosidad, la densidad y el ancho del canal.

u(y) =
3

2

Reµ

ρh

(
− 4

h2
y2 + 1

)
(4.6)

4.1.2. Resultados de las simulaciones

Las propiedades del flúıdo implementadas fueron las mismas que en la investigación
realizada por Tavakol et al., 2017. Ellos investigaron sobre el comportamiento de un
lubricante en diferentes geometŕıas: un canal recto, un canal con una contracción,
y un canal con una protuberancia en la mitad. Utilizaron un aceite de viscosidad
estándar (N1000), que a una temperatura de 22.5 ± 0.5°C tiene una viscosidad de
2.45 Pa s y una densidad de 848 kg m-3.

Caṕıtulo 4 César Páez 69
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4.1.2.1. Canal Recto

La figura 4.2 muestra la primera geometŕıa estudiada: Un canal recto de largo l y
ancho h. El eje de las abscisas, x pasa exactamente por la mitad del ancho h del
canal. El eje de las ordenadas, y, pasa por el extremo izquierdo de la geometŕıa. Se
estudiaron tres canales con longitudes l diferentes; 50 mm, 75 mm y 100 mm. El
ancho h de los tres canales fue de 5 mm. La separación entre nodos en la dirección x
fue de 2× 10−4 m y la distancia entre nodos en la dirección y fue de 1× 10−4 m. El
número de nodos en la dirección horizontal fue de 501 y en la dirección vertical de
51. Es decir que cada malla tuvo un total de 25 551 nodos.

Figura 4.2: Sistema de referencia y dimensiones del Canal Recto

Para cada geometŕıa se muestran un esquema de las condiciones de frontera de la pre-
sión y uno de las condiciones de frontera de las velocidades horizontales y verticales.
La figura 4.3 ilustra las condiciones de frontera de presión en cada una de las paredes
del canal recto. A la salida se impone una presión de salida; debido a que se conoce
el valor de esta presión, en esta frontera se aplica una condición de Dirichlet. El valor
de esta presión, Pout, fue de 0 Pa, esto con la finalidad de comparar el gradiente de
presión de los resultados de las simulaciones con los resultados experimentales. En las
tres fronteras restantes se desconoce el valor de la presión, pero se puede aplicar una
condición de Neumann. Es decir, que no hay flujo de presión a través de estas paredes.

El flujo de Poiseuille se estudió en cada geometŕıa de esta tesis. Es por esto que,
a la entrada del canal, se impuso una velocidad horizontal, u(y), con un perfil pa-
rabólico, y un número de Reynolds de 0.001. La velocidad vertical de entrada, v, es
igual a cero, porque se desea que el flujo de entrada sea únicamente horizontal. En
las paredes superior e inferior se aplicó la condición de no deslizamiento. Es decir,
tanto la velocidad horizontal como la vertical son iguales a cero en estas fronteras.
Normalmente se desconoce el valor de la presión a la salida de una geometŕıa. Es por
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Figura 4.3: Condiciones de frontera de Presión del Canal Recto

ello que, para la mayoŕıa de los casos, se impone una condición de Neumann en esta
frontera (Hoffmann & Chiang, 2000).

Figura 4.4: Condiciones de frontera de Velocidad horizontal y vertical del Canal Recto

En las figuras 4.5 y 4.6 se muestran los campos de velocidades horizontales y ver-
ticales, respectivamente. Debido a la condición de no deslizamiento en las paredes
superior e inferior, la forma del perfil de velocidad horizontal a lo largo del canal
es parabólica. La magnitud de la velocidad vertical, por otra parte, es despreciable
respecto a la magnitud de la velocidad horizontal. Esto era de esperarse debido a que
el aceite simulado únicamente fluye horizontalmente.
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(a) Canal de 50 mm (b) Canal de 75 mm (c) Canal de 100 mm

Figura 4.5: Campo de Velocidad Horizontal del Canal Recto

(a) Canal de 50 mm (b) Canal de 75 mm (c) Canal de 100 mm

Figura 4.6: Campo de Velocidad Vertical del Canal Recto

Figura 4.7: Cáıda de Presión en el Canal Recto
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La figura 4.7 muestra la comparación de la cáıda de presión en los canales rectos con
longitudes diferentes. Entre mayor fue la longitud del canal, mayor fue el gradiente
de presión entre la entrada y la salida. La cáıda de presión para el canal con 50 mm
de longitud fue de aproximadamente 35 Pa, para el canal con longitud de 75 mm la
cáıda de presión fue de aproximadamente 50 Pa, y para el canal con longitud de 100
mm la cáıda de presión fue de aproximadamente 70 Pa.

4.1.2.2. Canal con Expansión

La segunda geometŕıa que se estudió fue un canal recto con una expansión súbita,
como se muestra en la figura 4.8. Se estudiaron tres canales con expansión con lon-
gitudes diferentes; el primer caso con una longitud ,l1, de 20 mm y la longitud del
canal de expansión, l2, de 30 mm; El segundo caso con una longitud l1 de 30 mm y
la longitud del canal de expansión, l2, de 45 mm; el tercer caso con una longitud l1
de 40 mm y la longitud del canal de expansión, l2, de 60 mm. En los tres casos el
canal de entrada tuvo un ancho, h1 de 2 mm y el canal de expansión un ancho, h2 de
5 mm. La separación entre nodos en la dirección x fue de 2 × 10−4 m y la distancia
entre nodos en la dirección y fue de 1× 10−4 m. El número de nodos en la dirección
horizontal fue de 501 y en la dirección vertical de 51. Es decir, que cada malla tuvo
un total de 25 551 nodos.

Figura 4.8: Sistema de referencia y dimensiones del Canal con Expansión

Las condiciones de frontera de presión para esta geometŕıa fueron de tipo Neumann
en cada frontera excepto a la salida del flujo. En esta frontera se impuso una condición
de Dirichlet en donde se conoce la presión, que fue de 0 Pa. (Figura 4.9)
A la entrada del canal con expansión se impuso una velocidad de entrada horizon-
tal con perfil parabólico, condiciones de Neumann a la salida y condiciones de no

Caṕıtulo 4 César Páez 73
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Figura 4.9: Condiciones de frontera de Presión del Canal con Expansión

deslizamiento en el resto de las fronteras. (Figura 4.10)

Figura 4.10: Condiciones de frontera de las velocidades en el Canal con Expansión

En las figuras 4.11 y 4.12 se muestran los campos de velocidades horizontales y ver-
ticales, respectivamente. Debido a la condición de no deslizamiento en las paredes
superior e inferior, la forma del perfil de velocidad horizontal, a lo largo del canal de
entrada, es parabólica. En la expansión se aprecia una cáıda repentina en la velocidad;
esto era de esperarse debido a que este es un flujo incompresible. Para conservar el
mismo flujo volumétrico, al ser mayor la sección transversal, menor la velocidad.
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(a) Canal con Expansión de
50 mm

(b) Canal con Expansión de
75 mm

(c) Canal con Expansión de
100 mm

Figura 4.11: Campo de Velocidad Horizontal del Canal con Expansión

(a) Canal con Expansión de
50 mm

(b) Canal con Expansión de
75 mm

(c) Canal con Expansión de
100 mm

Figura 4.12: Campo de Velocidad Vertical del Canal con Expansión

En la figura 4.13 se aprecian las ĺıneas de flujo para los tres canales con expansión
estudiados. En la figura se aprecia que, justo en la expansión, las ĺıneas de flujo viajan
verticalmente para abarcar todo el canal de expansión, y, posteriormente, las ĺıneas
de flujo viajan horizontalmente hasta la salida de cada geometŕıa.

La figura 4.14 muestra la comparación de la cáıda de presión en los canales con ex-
pansión con longitudes diferentes. Entre mayor fue la longitud del canal, mayor fue
el gradiente de presión entre la entrada y la salida. La cáıda de presión para el canal
con 50 mm de longitud fue de aproximadamente 250 Pa, para el canal con longitud
de 75 mm la cáıda de presión fue de aproximadamente 350 Pa, y para el canal con
longitud de 100 mm la cáıda de presión fue de aproximadamente 475 Pa.
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(a) Canal con Expansión de
50 mm

(b) Canal con Expansión de
75 mm

(c) Canal con Expansión de
100 mm

Figura 4.13: Ĺıneas de Flujo del Canal con Expansión

Figura 4.14: Cáıda de Presión en el Canal con Expansión

4.1.2.3. Canal con Orificio y Expansión

La tercera geometŕıa que se estudió para el caso del Flujo de Stokes fue un canal recto
con una contracción súbita y posteriormente una expansión repentina, como se ilustra
en la figura 4.15. Se estudiaron tres canales con orificio con longitudes diferentes; el
primer caso con una longitud ,l1, de 20 mm, la longitud del canal del orificio, l2, de
10 mm y la longitud del canal de expansión, l3, de 20 mm; el segundo caso con una
longitud ,l1, de 30 mm, la longitud del canal del orificio, l2, de 15 mm y la longitud
del canal de expansión, l3, de 30 mm; el tercer caso con una longitud ,l1, de 40 mm, la
longitud del canal del orificio, l2, de 20 mm y la longitud del canal de expansión, l3,
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de 40 mm. En los tres casos el canal de entrada tuvo un ancho, h2 de 2 mm, el canal
del orificio un ancho, h1, de 1 mm, y el canal de expansión un ancho, h2 de 5 mm. La
separación entre nodos en la dirección x fue de 2× 10−4 m y la distancia entre nodos
en la dirección y fue de 1 × 10−4 m. El número de nodos en la dirección horizontal
fue de 501 y en la dirección vertical de 51. Es decir, que cada malla tuvo un total de
25 551 nodos.

Figura 4.15: Sistema de referencia y dimensiones del Canal con Orificio y Expansión

Las condiciones de frontera de presión para esta geometŕıa fueron de tipo Neumann
en cada frontera excepto a la salida del flujo. En esta frontera se impuso una condición
de Dirichlet en donde se conoce la presión, que fue de 0 Pa. (Figura 4.16)

Figura 4.16: Condiciones de frontera de Presión del Canal con Orificio y Expansión

A la entrada del canal con orificio se impuso una velocidad de entrada horizontal con
perfil parabólico, condiciones de Neumann a la salida y condiciones de no desliza-
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miento en el resto de las fronteras. (Figura 4.10)

Figura 4.17: Condiciones de frontera de las velocidades en el Canal con Orificio y
Expansión

En las figuras 4.18 y 4.19 se muestran los campos de velocidades horizontales y ver-
ticales, respectivamente. Debido a la condición de no deslizamiento en las paredes
superior e inferior, la forma del perfil de velocidad horizontal, a lo largo del canal de
entrada, es parabólica. En la contracción se aprecia un incremento en la velocidad y,
finalmente, en la expansión se aprecia una cáıda repentina en la velocidad.

(a) Canal con Orificio de 50
mm

(b) Canal con Orificio de 75
mm

(c) Canal con Orificio de
100 mm

Figura 4.18: Campo de Velocidad Horizontal del Canal con Orificio
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(a) Canal con Orificio de 50
mm

(b) Canal con Orificio de 75
mm

(c) Canal con Orificio de
100 mm

Figura 4.19: Campo de Velocidad Vertical del Canal con Orificio

En la figura 4.20 se aprecian las ĺıneas de flujo en el canal con orificio y expansión.
En la figura se aprecia que, justo en el orificio, las ĺıneas de flujo se contraen y, en
la expansión, las ĺıneas de flujo viajan verticalmente para abarcar todo el canal de
expansión. Finalmente, las ĺıneas de flujo viajan horizontalmente hasta la salida de
cada geometŕıa.

(a) Canal con Orificio de 50
mm

(b) Canal con Orificio de 75
mm

(c) Canal con Orificio de
100 mm

Figura 4.20: Ĺıneas de Flujo del Canal con Orificio
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La figura 4.21 muestra la comparación de la cáıda de presión en los canales con ori-
ficio con longitudes diferentes. Entre mayor fue la longitud del canal, mayor fue el
gradiente de presión entre la entrada y la salida. En la figura se aprecia que la cáıda
de presión más pronunciada se presentó en el orificio, y la menos pronunciada en el
canal de expansión (canal de salida). La cáıda de presión para el canal con 50 mm
de longitud fue de aproximadamente 1000 Pa, para el canal con longitud de 75 mm
la cáıda de presión fue de aproximadamente 1500 Pa, y para el canal con longitud de
100 mm la cáıda de presión fue de aproximadamente 2000 Pa.

Figura 4.21: Cáıda de Presión en el Canal con Orificio
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4.2. Ecuaciones de Navier-Stokes

4.2.1. Velocidad de Entrada

El tipo de flujo estudiado fue el de Poiseuille. En la figura 4.22 se muestra el perfil de
velocidad a la entrada del dominio geométrico. La velocidad horizontal de entrada,
u, está en función de y. El perfil parabólico va desde 0 hasta h, sobre el eje y. La
velocidad máxima está representada como umax, y se encuentra en y = h

2
.

Figura 4.22: Perfil de velocidad horizontal

De forma general, la ecuación del perfil de velocidad de entrada se expresa de la
siguiente manera:

u(y) = 4umax

(
−y

2

h2
+
y

h

)
(4.7)

La velocidad máxima se expresa de la siguiente forma:

umax =
3

2

Reµ

ρh
(4.8)

De esta manera, la ecuación de la velocidad de entrada se reescribe en términos del
número de Reynolds, la viscosidad, la densidad y el ancho del canal.

u(y) = 6
Reµ

ρh

(
−y

2

h2
+
y

h

)
(4.9)
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4.2.2. Geometŕıa Estudiada - El escalón Hacia Atrás

La geometŕıa en la que se resolvieron las ecuaciones de Navier-Stokes fue el ”Escalón
Hacia Atrás” o Backward-Facing Step, como se conoce en inglés. Es una geometŕıa
muy útil en CFD, pues con ella se validan diversos métodos numéricos para la solu-
ción de las ecuaciones de Navier-Stokes. En la figura 4.23 se muestran las dimensiones
geométricas del Escalón, aśı como los parámetros de medición tomados en cuenta para
medir la longitud de los vórtices que se formaron en la parte inferior y superior. La
razón de expansión, H, es el doble que el ancho h del canal de entrada. La longitud
aguas arriba se denomina como lu y la longitud aguas abajo se denomina como ld.
Todas las medidas se tomaron adimensionales con respecto al ancho h.

Figura 4.23: Sistema de referencia y dimensiones del Escalón Hacia Atrás
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Las condiciones de frontera de presión para esta geometŕıa fueron de tipo Neumann
en cada frontera excepto a la salida del flujo. En esta frontera se impuso una condición
de Dirichlet, que es donde se conoce la presión. Este valor fue de 0 Pa. 4.24.

Figura 4.24: Condiciones de frontera de Presión del Escalón Hacia Atrás

A la entrada del Escalón se impuso una velocidad de entrada horizontal con perfil
parabólico, condiciones de Neumann a la salida del flujo y condiciones de no desliza-
miento en el resto de las fronteras. 4.25.

Figura 4.25: Condiciones de frontera de Velocidad horizontal y vertical del Escalón
Hacia Atrás
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Se realizaron 6 simulaciones, cada una con un número de Reynolds diferente: 50,
100, 200, 400, 600 y 800. En las figuras 4.26, 4.27, 4.28, 4.29, 4.30 y 4.31 se mues-
tran las ĺıneas de flujo para cada uno de los diferentes números de Reynolds simulados.

Figura 4.26: Re = 50

Figura 4.27: Re = 100
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Figura 4.28: Re = 200

Figura 4.29: Re = 400

Figura 4.30: Re = 600

Figura 4.31: Re = 800
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En la tabla 4.1 se muestran las mediciones de los vórtices en cada uno de los números
de Reynolds simulados. En la figura 4.23 se especifica la nomenclatura de la tabla.
Se observa que, conforme incrementa el número de Reynolds, las longitudes de los
vórtices aumentan. A partir de un número de Reynolds de 400 aparece un vórtice en
la parte superior del escalón.

Tabla 4.1: Longitudes de los vórtices para los flujos simulados

Re lu/h ld/h x1/h x2/h x3/h n×m

50 5 15 1.8 - - 101× 101

100 5 15 3.0 - - 101× 101

200 5 15 5.0 - - 101× 101

400 5 15 7.6 6.9 10.6 101× 101

600 8 23 9.8 8.2 15.8 101× 156

800 10 30 11.6 9.6 20.4 101× 201

Los resultados de las simulaciones fueron comparados con la investigación experi-
mental llevada a cabo por Armaly et al., 1983 y con las investigaciones numéricas
realizadas por Biswas et al., 2004, Erturk, 2008, Abbasi et al., 2013. En la figura
4.32a se muestra la longitud del vórtice que se forma en la parte inferior del escalón,
x1/h. Conforme aumenta el número de Reynolds, esta longitud también incrementa.
A partir de un número de Reynolds de 400, se observa que los resultados presentan
discrepancias considerables con respecto a los resultados obtenidos por Armaly et al.,
1983. Abbasi et al., 2013 explican que esta discrepancia se debe a los efectos tridi-
mensionales que no se consideraron en sus simulaciones numéricas bidimensionales.
Cabe resaltar que en el caso de Biswas et al., 2004, Erturk, 2008 y esta tesis, las
simulaciones fueron bidimensionales.

En la figura 4.32b se muestra la distancia de desprendimiento del vórtice superior,
x2/h, y la distancia en donde se recupera el flujo, x3h. Se observa que este vórtice
aparece cuando el número de Reynolds es mayor o igual a 400, el mismo número en
donde los resultados de las investigaciones mencionadas comenzaban a alejarse de los
datos de Armaly et al., 1983. Al igual que en el caso del vórtice inferior, la longitud
del vórtice superior incrementa conforme el número de Reynolds.
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En la figura 4.33 se hizo una comparación del perfil de velocidad horizontal del flujo
en las distancias adimensionales x/h = 14 y x/h = 30 para un número de Reynolds
de 800. Es decir, que son las distancias en donde se encuentra el vórtice superior
y justo en la salida del flujo, respectivamente. Estos perfiles se compararon con los
datos reportados por Erturk, 2008 en las distancias mencionadas, y para el mismo
número de Reynolds. Se observa que los perfiles de velocidades de esta tesis son casi
iguales a los de Erturk, 2008.

(a) Longitud del vórtice inferior (b) Longitudes del vórtice superior

Figura 4.32: Comparación de las longitudes de los vórtices para varios Re

Caṕıtulo 4 César Páez 87
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Figura 4.33: Comparación del perfil de velocidad
para Re = 800 en x/h = 14 y x/h = 30
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Caṕıtulo 5

Sobre el uso de MATLAB para la
solución de las ecuaciones de
Navier-Stokes

En esta sección se presentan las ventajas y desventajas de utilizar MATLAB como
herramienta para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes, y para resolver cualquier
problema de CFD. Asimismo, se muestran las cartacteŕısticas del hardware de la
computadora utilizada para resolver los flujos de esta tesis, y los tiempos de compu-
tación para las simulaciones.

Los siguientes puntos se encontraron como ventajas:

1. No se requiere amplio conocimiento de programación, pues diversas operaciones
ya están empaquetadas en funciones, como es el caso de invertir una matriz.

2. Debido a su facilidad de uso, es factible implementar un código como solucio-
nador relativamente rápido.

3. Realiza operaciones complejas y avanzadas de una forma sencilla.

4. La documentación sobre el uso del software es bastante amplia y accesible,
además de que existe una comunidad en ĺınea con la que se pueden realizar
consultas.
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Los siguientes puntos se encontraron como desventajas:

1. MATLAB maneja un lenguaje de alto nivel, por lo que consume muchos recur-
sos computacionales.

2. Simular problemas de turbulencia seŕıa casi imposible, pues se requiere de una
malla muy refinada, la cual, por restricciones de memoria, no podŕıa procesarla
MATLAB.

3. El tiempo de computación incrementa considerablemente con la complejidad
del problema o con la resolución de la malla.

La computadora utilizada para simular los flujos de esta tesis fue una Laptop Dell La-
titude E5470, con 16 GB de memoria RAM y 8 núcleos de procesamiento Intel Core i7
de 2.70 GHz. Aproximadamente, los cálculos para hacer las simulaciones consumieron
una memoria de 10 GB. Los tiempos de cálculo variaron entre 20 minutos (para el
caso del canal recto del flujo de Stokes) y 6 horas (para el caso del flujo con Re = 800).
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Conclusiones

En esta tesis se resolvieron numéricamente las ecuaciones que describen el compor-
tamiento del flujo de Stokes en tres diferentes geometŕıas: un canal recto, un canal
recto con expansión y un canal recto con un orificio y una expansión. Asimismo, se
resolvieron numéricamante las ecuaciones de Navier-Stokes para analizar el compor-
tamiento de un flujo, bajo varios números de Reynolds, en la geometŕıa del ”Escalón
hacia atrás” o ”Backward-Facing Step”, por su nombre original en inglés.

El flujo de Stokes es un caso particular de las ecuaciones de Navier-Stokes ya
que se desprecian los términos convectivos de las ecuaciones de momentum. Con esta
simplificación, se utilizó el Método de las Diferencias Finitas (FDM) para resolver
este flujo. En cada una de las tres geometŕıas analizadas se impuso un número de
Reynolds de 0.001, y se estudiaron tres longitudes diferentes para cada geometŕıa.
Cuando ocurre una expansión o una contracción a lo largo de la geometŕıa, el com-
portamiento de la velocidad y la presión cambia. Al haber una expansión, la magnitud
de la velocidad horizontal disminuye y el valor del gradiente de presión incrementa.
Es decir, que al haber una expansión, la cáıda de presión es menos pronunciada. A
mayor longitud de cada geometŕıa, mayor la presión inicial necesaria para mover el
flujo desde la entrada hasta la salida. Se observó también que, de las tres geometŕıas,
la que requirió de una presión de entrada mayor fue la del orificio; esto debido a la
contracción en la geometŕıa, pues la cáıda de presión fue mayor en esa zona. Al haber
una expansión o contracción, las ĺıneas de flujo de las paredes nunca presentaron des-
prendimiento, pues el número de Reynolds fue tan bajo, que los efectos convectivos
de las velocidades fueron despreciados. Los resultados de las velocidades presentaron
similitud con el trabajo realizado por Tavakol et al., 2017. Es decir, que cuando exist́ıa
una expansión en la geometŕıa, la velocidad disminúıa y, al haber una contracción, la
velocidad incrementaba.

En la segunda parte de esta tesis se mostró el desarrollo para la solución numérica
de las ecuaciones de Navier-Stokes. Se utilizó el Método de los Volúmenes Finitos
(FVM) para discretizar la malla computacional. Para una única geometŕıa, el ”Es-
calón hacia atrás”, se simularon seis diferentes números de Reynolds: 50, 100, 200, 400,
600 y 800. Los resultados fueron comparados con las investigaciones experimentales
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llevadas a cabo por Armaly et al., 1983, y con las simulaciones numéricas bidimen-
sionales llevadas a cabo por Biswas et al., 2004, Erturk, 2008 y Abbasi et al., 2013.
En todas las simulaciones aparećıa una región de recirculación en la parte inferior del
escalón. La longitud de este vórtice incrementaba conforme el número de Reynolds, y
se observó una buena concordancia con los resultados numéricos de las investigaciones
mencionadas. Sin embargo, cuando el número de Reynolds era mayor o igual a 400,
los resultados diverǵıan con respecto a los obtenidos por Armaly et al., 1983. Esto
se debe a que, a partir de este número de Reynolds, aparećıa un vórtice en la parte
superior del escalón. La aparición de este vórtice se le atribuye a la repentina cáıda
de presión causada por la expansión en la geometŕıa. Para números de Reynolds ma-
yores o iguales a 400, los vórtices que aparecen en las investigaciones experimentales
(tridimensionales) no se aprecian en las simulaciones numéricas bidimensionales; esta
es la razón por la que existe esta desviación en las longitudes del vórtice superior. Se
observa que las formas de los perfiles de velocidad horizontal en x/h = 14 y x/h = 30
(zona de recirculación y salida del flujo, respectivamente) son muy parecidas con la
forma de los perfiles de Erturk, 2008.

La interpolación Rhie-Chow mediante el Método de Volúmenes Finitos logró bue-
nos resultados y ha sido validada con las investigaciones mencionadas anteriormente.
En esta tesis se han analizado geometŕıas cartesianas. Sin embargo, el FVM tiene
aplicación para geometŕıas no cartesianas, por lo que es factible utilizar el método
desarrollado en este trabajo para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes en dominios
geométricos curviĺıneos y con números de Reynolds de hasta 800.
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las ecuaciones de Navier-Stokes, basado en Volúmenes Finitos y Expansión
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