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Solucion Numérica de las Ecuaciones de
Navier-Stokes mediante el uso del Software
Comercial Matlab

César Augusto Paez Betancourt

Resumen

Se llevaron a cabo las simulaciones numéricas del flujo de Stokes y de las ecuaciones
de Navier-Stokes. En el caso del flujo de Stokes, las ecuaciones de momentum se dis-
cretizaron mediante el Método de las Diferencias Finitas. El comportamiento del flujo
se estudid en tres geometrias diferentes: un canal recto, un canal recto con expansion
y un canal recto con orificio y expansién. Para cada geometria se analizaron tres lon-
gitudes diferentes: 50 mm, 75 mm y 100 mm. El nimero de Reynolds en todos los
casos fue de 0.001, y se simul6 el comportamiento de un aceite de viscosidad estandar
(N1000). Se observé que, al incrementar la longitud del canal, el gradiente de presion
aumentaba, lo cual concuerda con las ecuaciones de momentum. La geometria que
present6é un mayor gradiente de presién fue el canal con orificio y expansion.

En la segunda parte de este trabajo, las ecuaciones de Navier-Stokes se discretiza-
ron mediante el Método de los Volimenes Finitos. La geometria que se estudié fue el
"Escalén hacia atras” o ”"Backward-facing step”, por su nombre original en inglés. Se
simularon flujos en seis diferentes nimeros de Reynolds: 50, 100, 200, 400, 600 y 800.
La interpolacion Rhie-Chow, un método de interpolacién utilizado para prevenir os-
cilaciones en el campo de presion, se propuso discretizarla mediante el Método de los
Volimenes Finitos; esta interpolaciéon tnicamente habia sido discretizada mediante
diferencias finitias. Los resultados obtenidos de las longitudes de los vortices genera-
dos en cada uno de los flujos fueron comparados con investigaciones experimentales
y numeéricas. Asimismo, se comparo la forma del perfil horizontal con los resultados
de una investigacién numérica, para un nimero de Reynolds de 800. De esta forma,
el método numérico desarrollado, junto con la interpolacién Rhie-Chow mediante el
Método de los Volimenes Finitos, han sido validados.



Motivacion

Las ecuaciones de Navier-Stokes son ecuaciones diferenciales parciales no lineales;

esto hace que se dificulte encontrar una soluciéon analitica a las ecuaciones que descri-
ben el comportamiento de cualquier fluido. Su estudio es tan importante en el mundo
de la ingenieria que la motivacion principal de este trabajo ha sido desarrollar una
solucién numérica para las ecuaciones de Navier-Stokes, con la finalidad de que los
estudiantes de Ingenieria en la Universidad Nacional Auténoma de México utilicen
esta herramienta para conocer el comportamiento de los fluidos mediante simulacio-
nes computacionales.
La UNAM me brindé la oportunidad de realizar un intercambio académico en la Uni-
versidad Técnica de Munich (TUM por sus siglas en alemén) en donde tomé el curso
de Mecanica de Termofluidos Computacional (CFD por sus siglas en inglés). Esto me
permitio estudiar los métodos numéricos y técnicas de programacion para escribir un
cédigo en Matlab que muestre el comportamiento de los fluidos sometidos a diferentes
numeros de Reynolds y geomtrias.



Objetivos

1. Desarrollar un cédigo en Matlab para resolver numéricamente el flujo de Stokes
y las ecuaciones de Navier-Stokes

2. Obtener una expresion para la interpolacion Rhie-Chow mediante el Método de
Volimenes Finitos

3. Validar los resultados de la interpolacién Rhie-Chow con investigaciones expe-
rimentales y numéricas

4. Proporcionar las bases para utilizar el codigo desarrollado en geometrias no
cartesianas
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Capitulo 1

Introduccion

La Mecénica de Fluidos Computacional (CFD por sus siglas en inglés) es una he-
rramienta que se usa en ingenieria para estudiar el comportamiento de los fluidos
mediante simulaciones computacionales. Su uso inicié y se popularizo a inicios de la
década de 1960, y, a inicios de la década de 1970, paquetes de software comercial
se volvieron accesibles (Date, 2005). Antes del uso de esta herramienta, el disefio de
maquinas como turbinas de gas, cohetes espaciales, bombas hidraulicas o aeronaves
dependia principalmente del resultado de numerosos y costosos experimentos fisicos.
El CFD surgié como respuesta a este problema.

Gracias a la simulacion de los flujos sobre diferentes geometrias mediante la discre-
tizacion de las ecuaciones de conservacion de masa, conservacion de momentum y
conservacion de la energia, ha sido posible disminuir el capital a invertir para el di-
seno de estas maquinas. E1 CFD permite variar los parametros a los que esta sujeto
un flujo, p.ej., velocidad de entrada, densidad, viscosidad, geometria condiciones de
frontera y presion inicial. Esto ha agilizado la obtencion de resultados experimentales,
ha permitido tener un mayor control sobre los pardmetros y ha facilitado obtener un
disenio mas éptimo para diferentes dispositivos.

Existen diversos paquetes de software comerciales y no comerciales con los que
se puede trabajar con CFD. En este trabajo se utiliz6 MATLAB, que es un paquete
de software comercial que utiliza un lenguaje de programacién de alto nivel, lo que
facilita la generacién de codigos sencillos y permite crear programas complejos en
relativamente menos lineas de codigo. Sin embargo, uno de sus inconvenientes es que
consume muchos recursos computacionales y la velocidad de ejecucién de un cédigo
es menor con respecto a lenguajes de programaciéon de mas bajo nivel.
Recientemente, la UNAM puso a la disposicién de la comunidad académica licen-
cias de MATLAB, por lo que es de gran provecho desarrollar el trabajo de esta tesis
en este paquete de software. De esta manera, el cédigo que se usé para desarrollar
esta investigacion estarda disponible para estudiantes y profesores de la universidad.

14



Solucién numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes

Tendran la oportunidad de modificar algunos parametros del cédigo para estudiar los
flujos sometidos a diferentes condiciones.

El comportamiento de los fluidos se describe con las ecuaciones de Navier-Stokes,
que son un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales no lineales cuya soluciéon
analitica ha sido imposible de encontrar. Sin embargo, la integracién de métodos
numéricos en CFD ha permitido encontrar soluciones muy aproximadas. Las ecuacio-
nes de Navier-Stokes consisten en una ecuacién de conservacion de masa, tres ecua-
ciones de conservacién de momentum (una para cada eje coordenado) y una ecuacién
de conservacién de energia. Para un flujo incompresible e isotérmico, la ecuacién de
conservacion de masa indica que la divergencia del campo de velocidades de un fluido
es igual a cero. La ecuacion de momentum es una derivacién de la Segunda Ley de
Newton; iguala las fuerzas convectivas con las fuerzas difusivas de un fluido.

Un pardmetro muy importante dentro de la Mecanica de Fluidos es el niimero de
Reynolds, que se define mediante la siguiente expresion:

pUD
= 1.1
u (1.1)

Donde p es la densidad del fluido, U es la velocidad, D es la longitud caracteristica
por donde pasa el flujo (para efectos de este trabajo se considera como el ancho del
canal perpendicular a la direccién del flujo) y p es la viscosidad dindmica del fluido. El
numero de Reynolds es un nimero adimensional que se define como la relaciéon entre
las fuerzas inerciales (o convectivas) y las fuerzas viscosas (o difusivas) de un fluido.
Si el valor del nimero de Reynolds es mayor a un valor critico, se dice que las fuerzas
inerciales predominan sobre las viscosas y el flujo se aproxima al régimen turbulento.
Por el contrario, si el valor del niimero de Reynolds es menor a cierto valor critico, se
dice que las fuerzas viscosas predominan y el flujo se aproxima al régimen laminar.

En este trabajo se estudiaron dos tipos de flujos: uno en donde el nimero de Rey-
nolds es tan bajo (Re < 107*) que tinicamente se consideran las fuerzas difusivas, o
viscosas, en las ecuaciones de momentum (Purcell, 1976), y otro donde el niumero de
Reynolds estd dentro de un rango en donde se consideran tanto las fuerzas difusivas
como convectivas (50 < Re < 800).

El primer flujo a estudiar se conoce como Flujo de Stokes o Flujo Reptante, que
es un caso particular de las ecuaciones de Navier-Stokes. Ejemplos de la aplicacion
de este flujo en la industria son estudiar el efecto de la rugosidad de las superficies
en la lubricacion, el diseno de dados de méaquinas de inyeccién de polimeros para
obtener tasas favorables de estiramiento y el desarrollo de bombas peristalticas para
fluidos altamente viscosos (Higdon, 1985). Debido a que tinicamente se consideran las
fuerzas viscosas para este flujo, la solucién de las ecuaciones de momentum se simpli-
fica significativamente, pues los términos no lineales desaparecen de las ecuaciones.
Lo anterior permite que se desarrolle un método numérico relativamente sencillo en

Re
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Solucién numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes

el que se puede visualizar el comportamiento de este tipo de flujos mediante CFD.
Ademas de esto, debido a los bajos niimeros de Reynolds que se consideran para este
caso, el flujo reptante no depende del tiempo, por lo que es temporalmente reversible
(Flekkgy et al., 1996). La razén por la que se estudia este flujo en primer lugar es para
sentar las bases del desarrollo matematico para resolver las ecuaciones de momentum
con los términos difusivos y convectivos. Es decir, primero se resuelve un problema
sencillo para posteriormente resolver uno mas complejo.

El comportamiento del flujo de Stokes se analizé a través de tres geometrias dife-
rentes: un canal recto, un canal con expansién y un canal con un orificio; se realizo
una comparacion cualitativa con respecto al comportamiento del flujo en el estudio
llevado a cabo por Tavakol et al. (2017). Ellos investigaron el comportamiento en dos
dimensiones de un lubricante a través de un canal recto y a través de un canal con
una contraccién. Observaron que, en el primer caso, el perfil de velocidades del flujo es
parabdlico y axisimétrico en toda la geometria. En el segundo caso, en la contraccion
de la geometria, la velocidad incrementa, y posteriormente disminuye en la expansion
de la geometria.

El valor del nimero de Reynolds que se utilizé para este flujo fue de Re = 10712
para las tres geometrias. El flujo se simulé con glicerina a temperatura ambiente

(20°C) cuya densidad es de 1261 [ﬁ} , v su viscosidad de 1.2 [Pa s|. Como parte del

m3
desarrollo de las ecuaciones del Flujo de Stokes, fue necesario establecer un parame-
tro de relajacién, «, que se implemento para asegurar la convergencia en el resultado
de las simulaciones. La aproximacion numérica de las ecuaciones se realizé mediante
Series de Taylor, asi que la solucién siempre tendré un error residual. Debido a esto,
la ecuacién de continuidad nunca podria satisfacerse, por lo que se establecié una
tolerancia, e, para esta ecuacion.

Después de haber llevado a cabo las simulaciones para el Flujo de Stokes, se consi-
deraron los términos convectivos dentro de las ecuaciones de momentum, y se tienen
nuevamente las ecuaciones de Navier-Stokes. El campo de aplicacién para este flujo
es muy amplio, como por ejemplo, en el diseno de aeronaves, turbinas edlicas, au-
tomdviles, en el estudio de corrientes maritimas, en el flujo en tuberias y en maquinas
térmicas.

Para el caso del flujo que considera los términos temporal y convectivos dentro
de las ecuaciones de Navier-Stokes, se estudié una geometria conocida en CFD como
"Escalon Hacia Atras” o ”Backward-Facing Step” en inglés. Esta geometria presenta
un canal recto en la entrada, y posteriormente tiene una expansion recta escalonada.
Algunos de los ejemplos de las investigaciones que se han hecho sobre la geometria del
"Escalén Hacia Atras” se mencionan a continuaciéon. Armaly et al., 1983 realizaron un
estudio experimental donde variaron el nimero de Reynolds del flujo de entrada hasta
un valor de 800; observaron que, en la expansién escalonada, el flujo presentaba un

16 Capitulo 1 César Péez



Solucién numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes

vortice. Conforme el valor del nimero de Reynolds aumentaba, la longitud del vértice
también lo hacia. Un segundo vortice aparecié en la parte superior de la geometria
a partir de un numero de Reynolds de 400. Adicional a la medicién experimental,
realizaron una comparacién de los resultados mediante un analisis numérico; los re-
sultados obtenidos mediante el método numérico presentaron buena correlaciéon con
los resultados obtenidos mediante la experimentaciéon hasta un nimero de Reynolds
de 400. Después de este valor, los resultados numéricos diferian considerablemente con
respecto a los resultados experimentales. Concluyeron que esta diferencia se debia a
la aparicién del vértice en la parte superior a partir de un nimero de Reynolds de
400 y a la tridimensionalidad de la geometria.

Desde entonces, se han realizado esfuerzos para desarrollar métodos numéricos
que presenten resultados més confiables. Ejemplos de estas investigaciones han sido
realizadas por Biswas et al., 2004, Erturk, 2008 y Abbasi et al., 2013, que han utili-
zado métodos numéricos diferentes para aproximar los resultados de las simulaciones
con los experimentales obtenidos por Armaly et al., 1983. En este trabajo se presenta
un método que tiene como objetivo aproximar la soluciéon numérica a los resultados
obtenidos por Armaly et al., 1983. Los flujos se simularon para un rango de nime-
ro de Reynolds entre 100 y 400, tinicamente para la geometria del ”"Escaléon Hacia
Atras”. El fluido que se utiliz6 en las simulaciones fue agua a temperatura ambiente

(20°C) cuya densidad es de 1000 [%}, y su viscosidad de 1 x 1073 [Pa s|. Para el

estudio de este flujo se consideré el término temporal, por lo que, al discretizarlo, fue
necesario establecer un incremento en el tiempo (At) que se ajusta automéaticamente
en cada iteracién de la solucion del flujo. La aproximacion de la solucién de estas
ecuaciones se llevo a cabo mediante un método numérico que combina el Teorema de
la Divergencia con el Teorema de Green, por lo que dicha solucion siempre tendra un
error residual. Al igual que en el caso del Flujo de Stokes, la ecuacién de continuidad
nunca podria satisfacerse, por lo que se establecié una tolerancia, e.

Capitulo 1 César Péez 17



Capitulo 2

Método y Ecuaciones

2.1. Flujo de Stokes

2.1.1. Obtencion de las ecuaciones del Flujo de Stokes

A continuacién se muestran las ecuaciones de Navier-Stokes para un flujo incompre-
sible en forma vectorial:

V-u=0 (2.1)

ou
p <E +u- Vm> = —VP+uV*u (2.2)
La ecuacién (2.1) es la ecuacién de continuidad o de conservacién de masa y la ecua-
ci6én (2.2) es la ecuacién de conservaciéon de momentum. La ecuacién (2.1) se puede

reescribir de la siguiente manera:

ou  Ov

—+=—=0 2.3

or 0Oy (23)
En este trabajo se estudiaron flujos bidimensionales en los ejes coordenados x y v,
por lo que la ecuacién (2.2) se descompone en los dos componentes cartesianos men-

cionados.
@+u@+v@ —_0_P+ @_l_@ (24)
P\t " 0r "y ) T " ax TP\ 922 T B2 '
@4_ @+ @ —_a_P_|_ @4_@ (25)
P\at " "ox T ay) T Ty T\ 02 T By ‘
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Para obtener las ecuaciones del Flujo de Stokes es necesario considerar el nimero de
Reynolds dentro de la ecuaciones (2.4) y (2.5). Para ello, se tienen que adimensiona-
lizar dichas expreiones.

Para adimensionalizar estas ecuaciones se dividiran todas las longitudes por una
longitud caracteristica, L, y todas las velocidades por una velocidad caracteristica,
V., que se puede interpretar como la velocidad de flujo libre. La presion se multi-
plicara por la viscosidad pu, por la velocidad caracteristica V,, y se dividira entre la
longitud caracteristica L. El tiempo se adimensionaliza si se multiplica por la velo-
cidad caracteristica V., y se divide entre la longitud caracteristica L (Sur, 2019). Al
escribir las cantidades adimensionales con un asterisco, se tiene lo siguiente:

x u v Voo tVOO
[E*:—,y*:yU*:—,U*:—,P*:M—,t*:—

L L’ Vi Vo L L

Al sustituir los términos adimensionales en las ecuaciones (2.4) y (2.5), se tienen las
siguientes expresiones:

pV2 [ Ou* o ou* o ouw\ _ pVu [ OP* N 0%u* N 0?u* (2.6)
L \ ot ox* oy*) L2 or*  9x** Oy’ '
pV2 (Ov* Ov* | Ov* We [ OP*  0%*  0%0*
- = — 2.7
L (8t* o Ox* v oy~ L? oy + Ox** + Oy*? 27)
Si se multiplican las ecuaciones (2.6) y (2.7) por ;fTic se obtiene lo siguiente:
pLVy (Ou*  _Ou*  Ou* orP*  J*u*  O*u
= | - 2.8
L (31&* o Ox* v oy~ Ox* + Ox** + oy** (28)
pLVy (Ov* ov* Ov* oP* 9% 0%
= | = 2.9
1 (8t* o Ox* v oy* oy* + O+ + Oy (29)

El niimero de Reynolds es un niimero adimensional que se define como la relacion de
las fuerzas inerciales entre las fuerzas viscosas de un fluido y se expresa de la siguiente
forma:

_ pLVy
W
Si se sutituye el nimero de Reynolds en las ecuaciones (2.8) y (2.9) se tiene:

ou* ou* ou* orP*  0*ur  O*u
* * = - 2.1
he (at* T T ay*) ( PRl (93/*2) (2.10)

Re

Capitulo 2 César Péez 19



Solucién numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes

9%*v*

ox*’

ov* ov* ov* oP* v
Re +u + v =|- + + 2.11
( ot Ox* Oy ) < y* oy** > (2.11)
El Flujo de Stokes es aquel donde las fuerzas viscosas de un fluido predominan sobre
las fuerzas inerciales y, por lo tanto, su niimero de Reynolds es muy bajo. Se observa
de las ecuaciones (2.10) y (2.11) que, si se considera un nimero de Reynolds que
tiende a cero, los términos del lado izquierdo de estas ecuaciones se eliminan.

oP*  9*u* O*u*
0=|[— 2.12
( ox* + ox** * 8y*2> ( )
oP* 0%*v*  9*v*
= | = 2.1
0 ( oy* + ox** * 3y*2) (2.13)

Al sustituir las expresiones de longitud caracteristica, velocidad caracteristica, presion
caracteristica y tiempo caracteristico en las ecuaciones (2.12) y (2.13) se tienen las
ecuaciones de momentum del Flujo de Stokes.

Pu  Ou oP
g (a_ + @) % 21
Pv 0% oP
v ) _oF 1
a <8x2 + 3y2> y (2.15)

Se observa de las ecuaciones (2.14) y (2.15) que se eliminaron los términos temporales
y convectivos de las ecuaciones de momentum. Esto quiere decir que el Flujo de Stokes
estd gobernado tunicamente por fuerzas viscosas y que es temporalmente reversible
(Flekkgy et al., 1996).

2.1.2. Obtenciéon del Campo de Presién

Hasta el momento se tienen las siguientes tres ecuaciones:

ou Ov
oy = 2.
o + ay 0 (2.3)
u  0%u oP
M (@ + 8—y2> = % (2.14)
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2 2
, (@ . 8_v) _or (2.15)
ox?  Oy? dy

La solucién a las ecuaciones de Navier-Stokes y a las ecuaciones anteriores es dificil
de encontrar debido a que no existe una ecuacion independiente para la presion, cuyo
gradiente influye en cada una de las ecuaciones de momentum. En el caso de un flujo
incompresible, la ecuacién de continuidad (2.3) se vuelve una restriccién cinematica
para el campo de velocidad y ,por lo tanto, no se tiene una ecuacién dindmica para
la densidad y la presion. En el caso de flujos compresibles, la ecuacion de continuidad
es una ecuacién dindamica de la cual se puede calcular la densidad, y la presion se
calcula a partir de la densidad con una ecuacién de estado (Ferziger & Peric, 2002).
Entonces, al momento se tienen que resolver las dos ecuaciones de momentum (2.14)
y (2.15) considerando tres variables: la velocidad horizontal, u, la velocidad vertical,
v, y la presion, P. Esto es un sistema de 2 ecuaciones con 3 variables. Para obtener
una tercera ecuacion y asi calcular la presion, se aplicara el operador divergencia a la
ecuacién de momentum (2.2) (MIT, 2015).

Se llamard a la ecuacién de momentum (2.2) como M.

0
M=p (a—? +u- Vu) = —VP + uV*u (2.16)
Se renombraran los componentes en z y y de la ecuacion (2.16) de la siguiente manera:
ou  Ou  Ou oP Pu u
M,=p|— — — | =—— — 4+ — 2.17
p(8t+u8x+v8y> ax+“(ax2+ay2) (2.17)
ov ov ov oP v v
M. = ZZ - ) === — 4+ — 2.18
v p(8t+u8x+v8y) oy +’“‘<ax2+ay2> (2.18)
Se aplica el operador divergencia V- a la ecuacién(2.16)
oM, OM,
M = e y 2.19
v Ox * Ox (2.19)

Cada uno de los términos de la ecuacién (2.19) quedan de la siguiente forma:

o v R FR ) W R =

oM, g@+@@+ @4_@@ dPu\ 0P Pu Pu
“P\ozar Toror o2 bx dy 0xdy
(2.20)
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oy "\ aa%ay T o
(2.21)

8My— 2@4_%@_’_ Ou _._@@4_ @
ay  "\ayar " oyor " “oxdy  ayoy | oy

_62_P ( v v

Reescribiendo la ecuacién (2.19) se tiene:

oM, N oM,
ox or

9 (0w Du\_ (Ou\ Joudv 0 (Ou Du\ (90N O (Ou Ov) _
ot \dx Oy ox Oyodx  Ox \Odxr Oy Jy oy \ox 0Oy)
_l 32_P+@ + 8_2 @+@ _|_a_2 @4_@ (222)

p \ 0x2 = Oy? F\ o2 \ox oy oy \0x Oy '

Aplicando la ecuacién de continuidad (2.3) g—z + 8—;’ = 0, la ecuacion anterior se puede

' F)
reducir.

ou\®  _oudv  (ov\® 1[*P  0°P
— 2—— — | == | 5=+ 2.2
(8x) - Jy Ox i (8y> p (8x2 * 8y2) (2.23)
La ecuacién (2.23) se reescribe de la siguiente manera:
0*P  O*P ou\® ouodv  [0v)?
W + 8_y2 = —p [(@) + Qa—ya—x + (a—y) ] (2.24)

La ecuacién (2.24) se conoce como la ecuacién de Poisson para la presion.

2.1.3. Correccion del Campo de Presién

Una vez que se ha obtenido una primera aproximacién del campo de presién con la
ecuacién (2.24), es necesario establecer una correccién a este campo, pues las veloci-
dades calculadas con las ecuaciones (2.14) y (2.15) no son las correctas debido a que
se usO una presion inicial arbitraria. Por lo tanto, es necesario hacer una correccién
sobre el campo de presiones en un proceso iterativo hasta que se satisfaga la ecuacion
de continuidad con la siguiente expresion (Patankar & Spalding, 1972).

(2.25)

1 [0%Pc  9%P¢ ou  Ov
Au s T3 ) T a5,
A\ Oz oy oxr 0Oy
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La ecuacién (2.25) propuesta por Patankar y Spalding, 1972, utiliza la ecuacién de
continuidad para encontrar una presiéon de correccién P¢ y actualizar el campo de
presion P en un proceso iterativo hasta que se satisfaga la ecuacién de conservacion
de masa. El término Af es un factor de escala que se ajusta al tipo de geometria
analizada, y sera explicado con mayor detalle en la seccién 2.2.6. Después de haber
calculado la primera aproximacién del campo de presién P con la ecuacién (2.24) y
la presién de correcciéon P¢ con la ecuacion (2.25), se utiliza la siguiente expresién
para obtiene el nuevo campo de presién P’ para calcular nuevamente las velocidades
en las ecuaciones de momentum.

P =P+aP° (2.26)

La ecuacién de correccién de presién (2.25) es propensa a diverger, a menos que se
use un factor de relajacién, a, como se expresa en la ecuacién (2.26) (Patankar, 1980).
Este factor de relajacion admite valores entre 0 y 1, y se escoge a manera de prueba
y error hasta que los resultados de las ecuaciones de momentum y de continuidad
converga (Ferziger & Peric, 2002).

2.1.4. Discretizacion de las ecuaciones - El Método de las
Diferencias Finitas

Con el fin de obtener una solucién numérica aproximada de estas ecuaciones, es ne-
cesario discretizarlas e introducirlas en un sistema algebraico que pueda ser resuelto
mediante un cédigo computacional. Las ecuaciones se resuelven sobre pequenos do-
minios espaciales llamados nodos; la geometria en donde se resuelve el sistema de
ecuaciones de los nodos se conoce como malla computacional. Existen varios métodos
para discretizar las EDP sobre distintas geometrias. En esta tesis se utilizaron dos
métodos: el Método de las Diferencias Finitas (FDM, por sus siglas en inglés) y el
Método de los Volumenes Finitos (FVM, por sus siglas en inglés). El FDM comunmen-
te se utiliza sobre geometrias relativamente sencillas, como las que se mostraran en la
seccién 4.1.2. Por otra parte, el FVM se usa para resolver problemas més complejos
y es factible implementarlo en geometrias cartesianas y en geometrias no cartesianas.

2.1.4.1. Discretizacion del Dominio Geométrico

Antes de resolver las ecuaciones de Navier-Stokes, primero es necesario discretizar
el dominio geométrico sobre el que seran resueltas. Para ello, se debe definir la ma-
lla computacional. Supongamos que las ecuaciones se analizaran sobre un dominio
geométrico bidimensional de forma rectangular. Esta geometria se divide en nodos
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como se muestra en la figura 2.1, y esta conformada de n x m nodos. Es decir, n
nodos en la direccién horizontal y m nodos en la direccién vertical.

Z
2

(i—2.4)

2,

(1-1.)

(3,—-2) (i.j—1) (i.9) (i,j+1) (i,j+2)

WW—W—w—P—e—E——EE
\
\

S

(i+1,5)

Ay Ay

SS

(i+2.7)

Ax Axr
(a) Ubicacion de los Nodos (b) Indexado de los Nodos

Figura 2.1: Convencién para identificar los nodos

En el FDM, la malla es localmente estructurada, es decir, cada nodo debe considerarse
como el origen de un sistema de coordenadas local. Las ecuaciones deben resolverse
localmente en cada uno de los nodos; las expresiones discretizadas estan conformadas
por una combinacién lineal de los puntos origen, PP, y sus puntos vecinos, N, S, E y
W. Por ejemplo, la derivada de una cantidad ¢ con respecto a z, evaluada en el nodo
P se aproxima mediante la siguiente combinacion lineal:

d
ﬁ X ap@p + ann + as@s + apdr + awdw + annPnn + assPss + ... (2.27)
P

Si bien resulta facil identificar los nodos como se muestra en la figura 2.1a, es més
préactico usar el indexado de la figura 2.1b al momento de implementar las ecuaciones
dentro de un c6digo computacional. El nodo P es anélogo al punto (7, j), el nodo S es
andlogo al punto (7 + 1,j), y asi sucesivamente. Las ecuaciones deben resolverse en
cada uno de los nodos del dominio geométrico, y la discretizacion de éstas depende del
nodo analizado y de los nodos vecinos. Por lo tanto, la solucién se construye a partir
de un sistema lineal de ecuaciones. La técnica usada para discretizar las ecuaciones
mediante el FDM fue la expansion en series de Taylor, que se explica a continuacion.
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2.1.4.2. Series de Taylor

El FDM resulta de la combinacién de las Series de Taylor con derivadas. Consiste
en sustituir cada término de una ecuacién diferencial parcial (EDP) por su expresién
correspondiente en diferencias finitas, con el uso de las Series de Taylor. A pesar de ser
una herramienta muy poderosa, puesto que esquemas numéricos de alto orden pueden
ser facilmente desarrollados, inicamente es posible usar este método con geometrias
relativamente simples (Silva et al., 2018-2019).

Esta herramienta permite expresar una funcion analitica f que depende de x como
una suma infinita de potencias evaluada en cualquier punto x con respecto a un punto
de referencia zp. Matematicamente se escribe:

fla) =3 = 1 () (2.98)

La expansién en Series de Taylor se puede usar para obtener soluciones aproximadas
de derivadas evaluadas en el punto xp en términos de los valores vecinos de la funcién
(Ferziger & Peric, 2002).

df (x)
dx

Cdak

Tp

“x—ap d°f
=) aE (2.29)
TP k=0

2.1.4.3. Esquemas de Euler

De la ecuacion (2.27) se derivan tres esquemas muy utilizados para definir los térmi-
nos que se utilizaran en la expansion en series de Taylor, para cada derivada: Euler
Centrado, Euler Hacia Atras y Euler Hacia Adelante. El nombre de estos esquemas
proviene de la direccién del flujo que va desde la region aguas arriba, u Oeste (W)
hacia la regién aguas abajo, o Este (E). Los nodos internos se discretizaron con el
esquema de Euler Centrado, mientras que en los nodos de frontera se usaron los es-
quemas de Euler Hacia Adelante y Hacia Atras.

Las ecuaciones que se resolvieron son de orden dos, por lo que, para mantener la con-
sistencia, todas las derivadas, tanto de orden uno como de orden dos, se discretizaron
mediante una expansién en series de Taylor de orden dos (Silva et al., 2018-2019). A
continuacion, se presenta la forma general en la que se discretizaron las derivadas de
orden uno y dos mediante los esquemas mencionados.
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2.1.4.3.1. Esquema de Euler Centrado

Los nodos internos se discretizaron mediante este esquema. Se considera una can-
tidad ¢ que serd derivada respecto a x y y en el nodo P.

Derivadas de primer orden:

d¢ ¢(zg) — ¢(zw)

2. - — (2.30)
% - %f@m) (2:31)
Derivadas de segundo orden:
il;gf _ Plys) — 2(92(1;;2) + ¢(yn) (2.33)
ye

2.1.4.3.2. Esquema de Euler Hacia Adelante
Las ecuaciones de los nodos de frontera son de orden uno, por lo que unicamente
se presenta la discretizacion de derivadas de primer orden para este esquema. Se con-

sidera una cantidad ¢ que sera derivada respecto a x y y en el nodo P.

Derivadas de primer orden:

do| _ —3¢(zp) + 4¢(zx) — H(zER)
dz|, 2Az (2:34)
dp|  —3¢(yr) +4¢(ys) — ¢(yss)
dy|,, 2Ay (2.35)

2.1.4.3.3. Esquema de Euler Hacia Atras

Las ecuaciones de los nodos de frontera son de orden uno, por lo que unicamente
se presenta la discretizacion de derivadas de primer orden para este esquema. Se con-
sidera una cantidad ¢ que sera derivada respecto a x y y en el nodo P.

26 Capitulo 2 César Péez



Solucién numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes

Derivadas de primer orden:

dop|  3¢(ze) — 4¢(xw) + d(Tww)

x|, 2Ax (2:36)
dp|  3¢(yp) — 49(ys) + ¢(yss)
_dy . = 2Ny (2.37)

2.1.5. Discretizacion de las Ecuaciones de Stokes

Como se menciond anteriormente, las ecuaciones del Flujo de Stokes se resuelven
en cada uno de los nodos de la malla bidimensional. Por lo tanto, estas expresiones
necesitan ser discretizadas para construir un sistema lineal de ecuaciones. En esta
seccion se presentan las ecuaciones que se resolvieron en los nodos internos; primero,
se retoman las ecuaciones (2.14) y (2.15), que son las ecuaciones de momentum en x
y y, respectivamente.

Pu  O%*u oP

e (@ + 8_3/2) = 0z (2.14)
v 0% oP

ol (@ + a—y2> = 8_y (2.15)

Al aplicar los esquemas de Euler, (2.30), (2.31), (2.32) y (2.33) en cada uno de los
términos de las ecuaciones (2.14) y (2.15), éstas se reescriben de la siguiente manera:

u(rg) — 2u(ze) + u(zw) | ulys) — 2ulye) +ulyn)\ _ Plee) — Paw)
(s v Rl
v(zg) — 2v(zp) +v(w) | v(ys) —2v(ye) +vlyn)\ _ Plys) — Plyn)
(2% P BT ) S e ey
La ecuacién de conservacién de masa, (2.3).
ou Ov
5ty = (2.3)
Se reescribe de la siguiente manera:
u(zg) — u(rw) i v(ys) — v(yw) -0 (2.40)

2Ax 2Ay
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La ecuacién de Poisson para la presion, (2.24).

9P 2P ou\> _oudv  [ov\’
— == 22— — + [ =— 2.24
Ox? * dy? P [(81’) * Jy Oz * (6y> ] (2.24)

Se reescribe de la siguiente manera:

P(zg) — 2P(zp) + P(aw) n Plys) —2P(yp) + P(yn) _
(Az)? (Ay)?

() e () () - () |
(2.41)

La ecuacién de correccién de presion, (2.25).

1 (9*°Pc  0°P° ou Ov
@(W—i_a—f)_%—i_a_y (225)

Se reescribe de la siguiente manera:

1 (PC(xE) — 2P%(we) + Paw) | P(ys) — 2P%(ye) + PC(?/N)) _
AU (Ax)? (Ay)?
u(rg) — u(rw) i v(ys) — v(yn)

2Ax 2Ay

(2.42)

2.1.6. Forma General de las Condiciones de Frontera

Las ecuaciones de momentum, la ecuacion de Poisson para la presién y la ecuacién de
correccién de presion describen el comportamiento interno de un flujo de Stokes. Sin
embargo, para que éstas puedan ser resueltas, es necesario establecer las condiciones
de frontera dentro del dominio geométrico en el que se estudiaran dichas ecuaciones.
Consideremos un dominio geométrico €2 con una frontera delimitada por I', en el que
interactia un flujo f. Esta frontera puede descomponerse en:

P=T"+T" +TI" (2.43)

En donde I'™ representa una entrada, I't representa una salida y I'° representa una
pared. Estas fronteras descompuestas se definen como:
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Entrada I'm={xellf -n<0} (2.44)
Salida 't'={xellf -n>0} (2.45)
Pared I’={xerl|f -n=0} (2.46)

En donde m representa el vector normal que apunta hacia afuera del dominio €2 en
x € I, tal como se muestra en la figura 2.2. Ahora se definiran las condiciones de fron-
tera, que se dividen en tres tipos: Dirichlet, Neumann y Robin (Silva et al., 2018-2019).

-

FO
F+

Figura 2.2: Dominio geométrico {2 con frontera I

2.1.6.1. Condicién de Dirichlet

Se considera al escalar ¢ como un parametro de un fluido. Cuando el parametro de
¢ se conoce (o puede se facilmente impuesto) a lo largo de una frontera, entonces se
utiliza una condicién de Dirichlet en dicha frontera. Matemé&ticamente se escribe:

¢(X, t) = ¢D(X, t) Vx e I'p (247)

Donde I'p es el subconjunto del dominio I' en el que se aplican las condiciones de
Dirichlet.

Por ejemplo, si se conoce la velocidad de entrada para una geometria dada, entonces,
a lo largo de la pared de entrada se fija el valor conocido de la velocidad.
2.1.6.2. Condicién de Neumann

Cuando no se conoce el valor de ¢ (o no se puede imponer ficilmente) a lo largo de
una frontera, pero si se conoce el flujo f a través de la frontera, entonces se utiliza
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una condicion de Neumann. Matematicamente se escribe:

0o (x, t)
on

Donde I'y es el subconjunto del dominio I' en el que se aplican las condiciones de
Neumann.

=mn-Vo(x,t) =fy(x,t) - n Vxel'y (2.48)

Por ejemplo, el flujo de presion a través de una pared es cero y, por lo tanto, puede
aplicarse una condicion de Neumann. Si la pared es vertical, se utiliza la ecuacién
2.49. Si la pared es horizontal, se utiliza la ecuacion 2.50.

opP
o, =0 (2.49)
oP
5y =" (2.50)

Para discretizar estas ecuaciones, se utilizaron los Esquemas de Euler Hacia Adelante
y Hacia Atras, dependiendo de la ubicacion de la pared con respecto al flujo. Es decir,
si la pared en donde se aplica la condicion de frontera de Neumann se encuentra a la
izquierda del flujo, se utiliza un esquema de FEuler Hacia Adelante.

el A =0 (2.51)
OP . _3P(y]p) + 4P(y§) — P(ygg) -
oyl = 2Ry =0 (2.52)

Por otro lado, si la pared en donde se aplica la condicion de Neumann se encuentra
a la derecha del flujo, se utliza un esquema de Euler Hacia Atras.

31; i ! W WW) o (2.53)
oP 3P(yp) — 4P(ys) + P(yss)
53/ yp 2Ay - (2.54)

2.1.6.3. Condicién de Robin

Las condiciones de frontera de Dirichlet y Neumann se combinan en un tercer tipo
de condicién de frontera conocido como Robin. Se define como:
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o(x, ) +F(x,t) - n=0  Vxelg (2.55)

Donde I'y es el subconjunto del dominio I'" en el que se aplican las condiciones de
Robin.

2.2. Ecuaciones de Navier-Stokes

Ya que se ha resuelto el Flujo de Stokes en tres diferentes geometrias, y se ha de-
mostrado el funcionamiento del Método de Diferencias Finitas, ahora se analizara un
flujo tomando en cuenta los términos convectivos de las ecuaciones de momentum. El
método con el que se resolvié este flujo fue el Método de Volimenes Finitos. Primero,
se retoman las ecuaciones de continuidad y de conservacion de momentum en forma
vectorial para un flujo incompresible y bidimensional.

V.-u=0 (2.1)

%—FUJ'VM: —%VP—FVVQIH (2.2)

2.2.1. Discretizacion Temporal

En el flujo de Stokes se despreciaron los términos convectivos y el término temporal.
El primer paso para resolver las ecuaciones de momentum es discretizar el término
temporal y encontrar una expresion para calcular la presién. A continuacion, se mues-
tran dos métodos: El Esquema de Correccion de Presion sin Incremento y el Esquema
de Correccién de Presién con Incremento Estandar.

2.2.1.1. Esquema de Correccién de Presiéon sin Incremento

En 1968, Alexandre J. Chorin propuso un método para discretizar el término tem-
poral de las ecuaciones de Navier-Stokes y encontrar una expresién para calcular el
campo de presién (Chorin, 1968). Las soluciones numéricas para las ecuaciones 2.1
y 2.2 se calculan en cada tiempo ¢t = nAt, donde At es el incremento temporal. A
continuacion se muestra un esquema explicito de Euler con el que se discretizé este
término; se calcula a partir del tiempo actual, n, y del tiempo siguiente, n + 1.
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n+1 n

ou u"" —u
o~ At
La expresién 2.56 se sustituye en la ecuacion 2.2, y la presion se calcula en el tiempo
n+ 1.

(2.56)

ut -y 1
——————+tu-Vu=—-VP" 1 vV (2.57)
At p
En su método, Chorin propuso introducir una velocidad auxiliar, u*, en el término
temporal. Esto con la finalidad de obtener dos ecuaciones separadas: una ecuacién
en la que se calcule la velocidad, y otra ecuacion en la que se calcule la presion. Las
velocidades a calcular de los términos convectivos y de los términos difusivos son las
velocidades auxiliares.

IunJrl

) SR 1
= A;L S — VP (2.58)

La ecuacién 2.58 se separa en las siguientes ecuaciones:

% =~ V' + Vi (2.59)
n+1l _ % 1
% = ——ypri (2.60)
p

Se aplica el operador divergencia en ambos lados de la ecuacién 2.60.

V-outt —v.u* 1
= ——VvZpril (2.61)
At P
Se desprecia el término V - u"!, porque se supone que la ecuacién de conservaciéon
de masa se satisface en el tiempo n + 1. La ecuacién 2.61 se reescribe de la siguiente
manera;

2prtt = Py gy 2.62
v £V -u (2.62)

Para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes con este método, deben seguirse los
siguientes pasos:
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1. Calcular la velocidad auxiliar en la ecuacién 2.59, con la suposicion inicial en la
que 1" es cero.

2. La presion se calcula en la ecuacion 2.62

3. Una vez calculados los valores de la velocidad auxiliar, u* y de la presién, P+,
se calcula la velocidad m™*! mediante la ecuacién 2.60

4. La velocidad m™*! pasa a ser u", y los pasos se repiten hasta que se satisfaga la
ecuacion de continuidad dentro de un rango permisible de error.

Este método fue nombrado como el Esquema de Correccién de Presion sin Incremento.

2.2.1.2. Esquema de Correccion de Presion con Incremento Estandar

Aunque el método anterior es capaz de resolver las ecuaciones de Navier-Stokes, Ka-
tuhiko Goda observé, anos mas tarde, que si se anade un valor anterior de la presion,
P™ en la ecuacién de momentum, se incrementa la estabilidad del algoritmo. (Goda,
1979). Este método se conoce como el Esquema de Correccién de Presién con Incre-
mento Estandar. Pos simplicidad, se hara referencia a los términos convectivos como
H(u*), G como el operador gradiente, D como el operador divergencia y L como el
operador laplaciano. La ecuacion 2.58 se reescribe de la siguiente forma:

n+l _ n * ook 1
“Aj "W L HW) = ——GP" 4 wL(w) (2.58)
P

Se implementa el valor anterior de la presion ,P", del lado derecho de la ecuacion 2.58.

u

ut —u” +ut —ut 1 1 1
+ Hw") = —=-GP""' + vL(u*) + ~GP" — =GP" 2.63
- )= @)+ G - LGP (2.69)

Se introduce una expresion para corregir la presion:

pe=prtt — pr (2.64)

La ecuacién 2.64 se sustituye en la ecuacion 2.63 y esta ultima se separa en dos ex-
presiones.
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ut —u" * * 1 n
"t — w* 1
n " Cape 2.
- G (2.66)

La ecuacion de momentum se separd en dos expresiones, igual que en el método
propuesto por Chorin. La diferencia estd en que en la primera ecuacién (2.65) se im-
plementé el término anterior de la presién, P", y en la segunda ecuacién (2.66) no se
toma en cuenta el término siguiente de la presién, P**1, més bien, la presién de correc-
cién, P¢. Se aplica el operador divergencia en ambos lados de esta segunda ecuacion,
y se toma la suposicién de que la conservacién de masa se satisface en el tiempo n+ 1.

L(P°) = éDm* (2.67)

A continuacién, se muestra el orden en el que deben resolverse las ecuaciones para el
Esquema de Correccién de Presion con Incremento Estandar.

1. Primero, la velocidad auxiliar se calcula en la ecuacion 2.65. Inicialmente, u” y
P™ se toman como cero.

2. Una vez que se conoce el valor de u*, se calcula la presion de correccion, P¢ en
la ecuacién 2.67.

3. Se calcula la velocidad del tiempo n + 1 en la ecuacion 2.66
4. Se obtiene el valor de la presién, P"*!, en la ecuacién 2.64

5. La velocidad u"*! pasa a ser u” y la presién P"*! pasa a ser P", y los pasos
se repiten hasta que se satisfaga la ecuacién de continuidad dentro de un rango
permisible de error.

2.2.2. Linealizacion de las ecuaciones de momentum

Ya que se ha discretizado el término temporal de la ecuacion de momentum y se
obtuvo una expresion para corregir la presion mediante el Esquema de Correccion
de Presién con Incremento Estandar, ahora deben linealizarse los términos convecti-
vos de esta ecuacion. Para ello, se utilizé una formulaciéon de Crank-Nicolson y asi
se obtuvo un equivalente de los términos convectivos. Posteriormente, mediante una
expansion en series de Taylor se desarrolld uno de los términos de la formulaciéon
Crank-Nicolson. (Jan & Sheu, 2007). Primero, la ecuacién 2.65 se separa en sus dos
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componentes, el horizontal y el vertical.

u* — u" L ou* N U*au* __lopm ey 0?u* N 0?u* (2.68)
At Ox oy  p Ox ox?2  Oy? '
v* — " ov* ov* 10P" *v* 0%
* Rk gy 2.69
At o ox v dy p Oy +V<8:U2+8y2> ( )

El método de Crank-Nicolson se utiliza en CFD para resolver ecuaciones diferenciales.
Se considerara la ecuaciéon de momentum unidimensional. En este ejemplo se usard
la dimension en .

u* —u" O(u?)* 1oP" 0*u*
S 2.
At T om ) or +”(a:zﬂ (2:70)

Segun la formulaciéon Crank-Nicolson, la ecuacién 2.70 es equivalente a la siguiente
expresion.

(2.71)

At 2 Ox 2 O0r  p Oz Ox?

Es decir que la velocidad convectiva auxiliar es equivalente a un medio de la velocidad
convectiva auxiliar mas un medio de la velocidad convectiva en el tiempo actual, n.

0(u2)* B 1@(u2)* 16(u2)”

= 2.72
ox 2 Ox + 2 O (272)
La ecuacién 2.72 se reescribe de la siguiente forma:
ow?)* 10 . "

La siguiente expansién en series de Taylor se utilizé para desarrollar el término (u?)*
de la ecuacion 2.73.

= At
2\% .
0

ak (u2> n
> o ] (2.74)

Unicamente se desarrollan los primeros dos términos de la serie.

M] 75)

(u®)* = (u®)" + At o
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La derivada de la velocidad con respecto al tiempo se discretizd de la siguiente forma.

ou Au
— = — 2.76
ot At ( )
Se obtiene At de la ecuacién anterior
ot
At = —At 2.
e (2.77)

Se sustituye la ecuacion 2.77 en la ecuaciéon 2.75

()" = ()" + Au | =

@] (2.78)

La ecuacién 2.78 se reescribe de la siguiente forma al hacer la derivada.

(u?)* = (u*)" + 2u"Au (2.79)
Au es equivalente a u* — u'™:
(u?)* = (u?)" 4 2u™(u* — u™) (2.80)
La ecuacién 2.80 se sustituye en la ecuacion 2.73

oy 10
or  20x

La ecuacién 2.81 se reescribe de la siguiente forma:

(™)™ + 2u™(u* — u™) + (u*)") (2.81)

ou* ou”
u* =u (2.82)
ox ox
El método se aplica a cada uno de los términos convectivos, y las ecuaciones de
momentum linealizadas se escriben de la siguiente forma:

u* —u" o ou" L ou"  19P" , 0*u* N 0*u* (2.83)
At Ox oy  p Ox oxr?  Oy? '
v* — " o™ o™ 10P" v 0%
* * = —— 2.84
At o ox v oy p Oy +V<0w2+8y2) (284)
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2.2.3. Construccion de los Sistemas Lineales

Ya que se han linealizado las ecuaciones que deben resolverse, en esta seccion se mues-
tra como se construyen los sistemas lineales para resolver las ecuaciones de Navier-
Stokes. A continuacién se muestran los operadores que se utilizaron en los sistemas
lineales.

Notacién Analitica | Operador Discretizado
a% Dz
% Dy
V2 L

Tabla 2.1: Operadores discretizados para los sistemas de ecuaciones

Las ecuaciones de momentum 2.83 y 2.84 se reescriben de la siguiente manera con los
operadores discretizados de la tabla 2.1 y con la matriz identidad.

1 1 1
(EH + Dxu" — yL) u* + (Dyu")v* = —;Da:'P” + N u" (2.85)
A A bu
(Dzv™) u* + 1]I+D " —vL | v 'p P"+ Lo (2.86)
— —v =—= — :
zv") u A7 Yv v P Yy A7
e A by

v v

En las ecuaciones 2.85 y 2.86 los términos con los superindices n se consideran valores
anteriores en el tiempo. En la primera iteracién, estos valores se imponen como cero.
Los términos con el superindice * son las incégnitas. De estas ecuaciones se observa
que los términos estan agrupados en llaves, esto es para construir el sistema lineal
que se muestra a continuacién.

= (2.87)

Capitulo 2 César Péez 37



Solucién numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes

El sistema de ecuaciones 2.87 representa el sistema lineal para resolver las ecuaciones
de momentum. Se puede reescribir de la siguiente forma:

Ayu = by (2.88)

Donde la matriz A, tiene dimensiones de (2nm) X (2nm), la matriz u es un vector
columna con dimensién (2nm) x 1 y la matriz b, también es un vector columna con
dimensién (2nm) x 1. Ahora, se presenta la construccién del sistema lineal para la
ecuaciéon de correccién de presion. Se retoma la ecuacién 2.67

LPe = é (Dzu* + Dyu”) (2.67)

La ecuacién 2.67 se expresa como el siguiente sistema lineal.

c 4 * *
[Ap] [P] = < ([Da] [u] + [Dy] [v]) (2.89)
Posteriormente, se retoma la ecuaciéon 2.66, para obtener las velocidades en el tiempo

siguiente, n + 1.

n+1 *

1 C
—ar —,0F (2.66)

La ecuacién 2.66 se separa en sus componentes horizontal y vertical.

nt+l _ % 1
R (2.90)
At p
L — 1
= ——DyP° 291
A7 Dy (2.91)

Finalmente, se construye el sistema lineal para obtener las velocidades en el tiempo
n+ 1.

untl At | DxP¢ u*
== + (2.92)

UnJrl P Dypc V¥
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2.2.4. Discretizacion de las Ecuaciones - El Método de los
Volimenes Finitos

El flujo de Stokes se resolvi6 con el Método de Diferencias Finitas (FDM) el cual es
util implementar en geometrias cartesianas. Por otra parte, el Método de Volimenes
Finitos (FVM) se puede implementar tanto en geometrias cartesianas como en geo-
metrias no cartesianas e, incluso, comparado con el FDM, el FVM consume menos
recursos computacionales (Silva et al., 2018-2019). El dominio computacional se di-
vide en un numero finito de volimenes de control, para geometrias tridimensionales.
En esta tesis se estudié una geometria bidimensional, por lo que el dominio compu-
tacional se divide en superficies de control, como se muestra en la figura 2.3. La malla
implementada por el FVM, a diferencia del FDM, define las fronteras de las super-
ficies de control, no los nodos computacionales. (Ferziger & Peric, 2002). Mediante
este método se discretizaron los operadores de la seccion anterior: el laplaciano, L, la
derivada respecto a x, Dz, y la derivada respecto a y, Dy.

Figura 2.3: Nodos de una malla discretizada mediante FVM. El 4rea encerrada en
gris representa la superficie de control S* alrededor del punto P.

2.2.4.1. Teorema de la Divergencia

Primero, se muestra cémo se discretizé el operador V2. Se supone el laplaciano de un
escalar ¢ sobre la superficie de control S, centrada en el nodo P. Esta superficie de
control, como se muestra en la figura 2.3 tiene vértices sw, se, ne y nw, donde s, e, n'y
w significan "sur”, "este”, "norte” y "oeste”, respectivamente, con respecto al nodo P.

Es importante resaltar que, en la figura 2.3, las letras minusculas son puntos medios
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entre cada nodo, mientras que las letras maytsculas indican la posicién de cada nodo.

Se integra el laplaciano del escalar ¢ sobre la superficie S¥, y, mediante el teorema
de la divergencia, esta integral de superficie se transforma en una integral de linea,
como se muestra a continuacion.

V2pdsS = V¢ - ndl (2.93)
SP asP
Donde n es el vector normal a dl, y 9S¥ es la frontera de la superficie S*. El laplaciano
se aproxima de la siguiente forma:

1
Vi~ — V¢ - ndl 2.94
¢ SP [ e ¢-m (2.94)
La integral de linea se descompone en cada elemento de las caras alrededor del punto
P.

Vo -ndl = Vo -ngdl+ Vo -n.dl+ Vo -n,dl +/ Vo -mn,dl (2.95)
as* 155, Ine inw s

En la figura 2.4a se muestra la superficie de control, S¥, encerrada por los cuatro
vértices sw, se, ne y nw, y los vectores normales a cada una de las caras. De manera
general, el vector normal a cada cara se define a continuacion:

_ (Aygu —AZL‘Z)
a
Donde m,,, es el vector normal a la cara formada por dos puntos a y b. ||ZZH es la
longitud de esta cara, que se define a continuacién:

la|| = V/(Axh)? + (Ayh)? (2.97)

Las integrales del lado derecho de la ecuacién 2.95, se reescriben de la siguiente
manera.

_ L [ (00 00\ (A _Agt
lZVQS-mpmdl—ngH , (ax’ay) <Aya, Axa) di (2.98)
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9
~~~~~ ne
’ B 2]
1 ll a
Dy .| l|
D o 1 N,
! P I b Npm
1 1
I 1
b
Oocomi | A T
sw ] “““ Oy | A% a
Ny ‘A.’Egl
(a) Vectores normales a cada una de (b) Pardmetros generales de un vec-
las caras de S¥. tor normal.

Figura 2.4: Representacion grafica de los vectores normales a la superficie de control
SE.

Al realizar el producto interno, la integral se escribe de la siguiente forma:

Ayg 0¢p Axg 0¢p
Vo ny,dl = —¢ —dl — —2& —dl 2.99
A T I Pl T W e (299)

2.2.4.2. Regla del Punto Medio

Ahora se implementa la Regla del Punto Medio para cada una de las integrales de
la ecuacién 2.99. Para esta regla se considera una funcién f(I) que es continua en el
intervalo [a, b]. La integral de esta funcién se aproxima como la funcién f evaluada
en el punto medio [,,, multiplicada por el incremento de [ en el intervalo [a, b].

FO) L2 f(lpm) AL = f(lpm)||IL (2.100)
1
Si se aplica esta regla de integracion a la ecuacion 2.99, se tiene lo siguiente:
Vo - npmdl = AyP 9 _ Ax? o¢ (2.101)
1% Ox pm 0y pm

La expresion resultante del laplaciano del escalar ¢ se escribe a continuacion:
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1
Vip ~— Vo - ndl ~

1 se a¢ se a¢ ne agb ne 6¢
? Aysw _x‘s - Axsw a_y S+ Ayse %’e - A'rse a_y . (2102)
d¢ 99

0¢
Ay 22| — Agpmw 22
+ Yne ax’n Lne 8y

n

2.2.4.3. Teorema de Green

El siguiente paso es obtener una expresion de las derivadas parciales de la ecuacion
2.102. Para ello, se utilizo el teorema de Green, el cual dice lo siguiente: Sea una
region S en el plano zy delimitada por la curva 05 con orientacién positiva. Si el
campo vectorial F(z,y) = P(z,y)i + Q(x,y)j es continuo en S, se tiene lo siguiente:

fgs F(z,y) - dr = //S <% — %ff) 1S (2.103)

Donde dr = dzi + dyj

Se utilizaran dos pasos intermedios de la demostraciéon del teorema de Green para
obtener las expresiones de las derivadas parciales de la ecuacién 2.102. Primero se
considera la region S en el plano xy delimitada por la curva dS con orientacién po-
sitiva y el campo vectorial P(x,y) = P(z,y)i, como se muestra en la figura 2.5. La
integral de linea de este campo vectorial sobre la curva 05 se escribe de la siguiente
forma:

}ésp = 725 Plz, y)de (2.104)

La curva 0S se separa en las curvas y;(z) y y2(z) mediante sus limites horizontales
a v b. De esta forma, la integral de linea se expande en dos integrales de la siguiente
manera:

y=y2(x)

dx

is P(x,y)dr = /ab P(z,y(7))dx — /ab P(z,ys(x))dz = — /ab P(z,y)

y=y1(x)

(2.105)
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Figura 2.5: Campo vectorial P a través de la curva 05

Se supone que P tiene una derivada parcial respecto a y, y la integral se reescribe
como la siguiente integral doble:

—/ab P(z,y)

Finalmente, se obtiene la siguiente igualdad.

qus P(z, / —dS (2.107)

Ahora se considera la regién S en el plano zy delimitada por la curva 0S5 con orien-
tacién positiva y el campo vectorial Q(z,y) = Q(z,y)j, como se muestra en la figura
2.6. La integral de linea de este campo vectorial sobre la curva 0S5 se escribe de la
siguiente forma:

y=y2(z y=y2(z) 9p
/ / 0 dydx (2.106)
y=

y=y1(z y1(z)

Q-dr=¢ Qr,y)dy (2.108)
oS oS

La curva 0S se separa en las curvas x1(y) y z2(y) mediante sus limites verticales a
y b. De esta forma, la integral de linea se expande en dos integrales de la siguiente
manera:
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Y Q(z,v)

| Hljﬁ v
I
Ry Ml

Figura 2.6: Campo vectorial Q a través de la curva 05

a

T

v=13(y)
dy

r=r1(y)

(2.109)
Se supone que () tiene una derivada parcial respecto a x, y la integral se reescribe
como la siguiente integral doble:

Tr= 1‘2 = xg
/ P(z,y) dy—/ / —d:vdy (2.110)

Finalmente, se obtiene la siguiente 1gualdad.

_ [[ 9
8SQ($,y)dy—//S ade (2.111)

Para finalizar la demostracion del Teorema de Green, se retoma el campo vectorial
arbitrario F(z,y) = P(x,y)i1 + Q(z,y)], vy se calcula su integral de linea:

b b
b QU.ypdy - / Qa(y), y)dy — / Qa1 (y), y)dy = / Q. y)

j{ F.dr= j{ P(z,y)dz + ¢ Q(z,y)dy (2.112)
oS oS oS

Las integrales del lado derecho de la ecuacion 2.112 se sustituyen por las integrales
de las ecuaciones 2.111 y 2.107.
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f e [ Lase [[ %us .

Y finalmente queda demostrado el Teorema de Green:

iﬁFd //(_“‘z)dg (2.114)

De los pasos para la demostracion del Teorema de Green se utilizaron las ecuaciones
2.111 y 2.107 con la finalidad de aproximar las derivadas parciales respecto a x y y
del escalar ¢ en la ecuacion 2.102. Por ejemplo, las derivadas con respecto a un punto
w serian como se muestran a continuacién:

1
1
Sw oSw

99|
8:1:wN

ody (2.115)

pdx (2.116)

yl,

A partir de la figura 2.3 se observan los nodos que estan alrededor del punto w para
expandir las integrales de linea de las ecuaciones 2.115 y 2.116.

~ / ody + — /ngbd 4 /ansd b /qusd (2.117)
aaijSw sW Y Sw s Y Sw n Y Sw nW Y ‘

a¢ 1 s 1 n 1 nW 1 sW
—/ | ~—-—— dr — — dr — — dr — — d 2.118
o), g | s [ et [ et 2us

Nuevamente se aplica la regla del punto medio para aproximar las integrales.

@

1
Sw

o (Amswaﬁsw + A Ge + Az, + Az ¢W) (2.120)

De la misma manera se obtienen las derivadas parciales evaluadas en los puntos n, s
y e.
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2.2.4.4.

9¢
x|,

ayl,

1
N (Aywcb]p + Ay Pne + Ay on + Aychbnw)

0¢
ox
99

Sn (A]; (bIF’ + AxNe¢ne + Ax§3¢N + Awa¢nw>

a6 1 c
% ~ § < Qb[[l’ + Ay ¢sw + Ay QSS + AySe¢56>

9¢
oy

S

~ __
~

S_ (Al’wQS]P + Al'Swgbsw + AJT QSS + AxSe¢se>

S

~ = (Aymne + Ayoe + DyFo, + Ayies)

e

~ o (Aalague + Aride + Aa6, + Axifon)

oyl — Se

e

Operadores L, Dx y Dy

(2.121)

(2.122)

(2.123)

(2.124)

(2.125)

(2.126)

Finalmente, el laplaciano discretizado de la ecuacién 2.102 se escribe de la siguiente

forma:

ysw (Aye op + Ay V ow + Ay ¢S + Ay§e¢se>

(A w¢]P’ + A'ISU)QZ5511) + AxSwQSS + AxSe¢se>

et/ (Aynuacbne + Ay gp + Ay ds. + Ayl ¢E>

<A nIE‘,¢ne + ASE QS]P’ + A:ESIE:Qbse + A:E ¢]E>

Ay be + Ay G+ Ay on + Ayl du )

Az dp + A + Azl + A:vangnw)

=
o

S (Aywon + Ayloe + Ay b, + Ayiiow)
i (A

B u + A0 + AT Gy + AT

(2.127)
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Para obtener los operadores de derivadas respecto a z y y (Dz y Dy, respectivamente)
se retoma el Teorema de Green. Las derivadas parciales respecto a x y y de ¢ en un
punto P se expresan a continuacion:

() 1

r), = 5 b %
1

=—| =—= pdx

8y P SP 98P

Se expanden las integrales de linea:

(/ ¢dy+/ ¢dy+/ ¢dy+/ ¢dy)
;P (/w gbdx+/se ¢daz+/ne ¢dx+[LZw¢dx)

Se aplica la regla del punto medio para aproximar las integrales definidas, y los ope-
radores Dx y Dy se escriben de la siguiente forma:

8yP

1
Dz (¢p) = 3 (A ds + Ayl e + Ayl o, + Ayst dy,)

1

Dy(¢p) = ~3F (A

w®s + AT + Aapldn + Azyiidw)

(2.128)

(2.129)

(2.130)

(2.131)

(2.132)

(2.133)

Las dreas S, S, 8¢, S™ y S¥ se obtuvieron mediante el Determinante de Gauss.

% |(xswyse - xseysu}) + (Iseyne - Ineyse) + (Ineynu) - xnwyne) + (Inwysw - Iswynu)){ (2134)
% ’(IeySe - xSeye) + (ISeySw - xSwySe) + (ISwyw - xwySw) + (Iwye - xeyw)| (2135)
% ’(lnEys]E - xsEyn]E) + (:L's]Eys - xsys]E) + (lsyn - xnys) + (-Enyn]E - xnIEyn)’ (2136)
% ’(INeye - IeyNe) + (xeyw - Iwye) + (IwyNw - wayw) + (wayNe - INeyNu))‘ (2137)
% ’(Inys - xsyn) + (xsysW - szys) + (ISW@/HW - on:‘/sW) + (x'n,Wyn - xnyn,W)! (2138)
Los valores entre nodos de ¢ se obtuvieron mediante interpolacién.
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_ Psw + @s + ¢ + Pw

Psw 1 (2.139)
oo titbmtonter o110
o = LT bt o)
b = B0t 0 o)
by = & _g o (2.143)
b = & ;r or (2.144)
g = 8 ; or (2.145)
b = M (2.146)

2.2.4.5. Condiciones de Frontera

A continuacién se muestra cémo se discretizo el laplaciano en los nodos de la frontera
sur de la geometria estudiada. La discretizacion de los nodos para el resto de las
fronteras se llevd a cabo de la misma manera.

Figura 2.7: Nodos de frontera ubicados en la region Sur de una malla discretizada
mediante FVM

En la figura 2.7 se observa la asignacién de los nodos para la frontera sur de una
malla discretizada mediante FVM. Primero, se aplica el Teorema de la Divergencia a
la regiéon que encierra al nodos P.
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1

V3¢ :_f{ V¢ - ndl
P= G " n ¢-m

. (2.147)

=g /V¢-mdl+/ V¢ - ndl + V¢ - ndl + qu-mdl]

e ne nw w
lw le lne lnw

Se realiza el producto punto y se aplica la regla del punto medio para aproximar las

integrales.

Vige = = |Vop mAl + Agre 22— agne 92| a0
S Oz |, Y| e x|,
(2.148)
— o g, 92,
oy, ox|,,, Y |

Es importante notar que el primer término de la ecuacién 2.148 es el término asociado
a la condicién de frontera de Neumann de la ecuacién 2.48. Es decir, esta condicién
indica que V¢p-m = 0, por lo que este término sera despreciado de la ecuaciéon 2.148.
Ahora se aplica el Teorema de Green y la regla del punto medio al resto de los térmi-

110S.

L(gp) =

Ayre . .
o (Ay%gbe + AYEds + Ay bne + Ayﬂjqﬁn)
Azl® " .

+SnSne (Am%gbe + ArpEd e + Az g e + Axﬁgbn)
Ay;léu e Ne Nw w

+ Sngn (Ayw¢P + Aye Pne + AyNe oN + AyNwanw) (2149)
A$nw

+ T (At e + A2l 6, + ATk on + At bu )
AYp n n

+ GnGnw <Ay&z¢w + Ayp an + Aynw(bnw + Ay;‘?w(ﬁnw)
Azy . .

+ Sn Smw (A:C]gvgbw + Azpgy, + Axnwﬁbnw + Afwiﬁan)

Las areas S", S, S™ y ST se obtuvieron mediante el Determinante de Gauss.
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Sn= é |($wye Tew) + (Telne = Tnele) + (Tnelnw — Tnwne) T (Tnwlo — Twlnw)| (2.150)
% |(chye xcch) + (Ieyw - xwye) + (xwyNw - wayw) + (IwaNc - xNeyNw)| (2152)
= 1 |(zpyw — 2wyp) + (@wYaw — Towiw) + (Tawln — TaYuw) + (Taye — Trym)| (2.153)
Los valores entre nodos de ¢ se obtuvieron mediante interpolacién.
3
by = —@PZ on (2.154)
3¢E + OnE
Ppe = — (2.155)
3
bro = M (2.156)

Debido a que los valores son directos para los nodos en los que se aplica la condicién de
Dirichlet, no es necesario desarrollar el procedimiento para esta condicién de frontera.

2.2.5. El Problema del Tablero de Ajedrez

A pesar de que el Esquema de Correccién de Presién con Incremento Estédndar (pre-
viamente mencionado en la seccién 2.2.1.2) propone una solucién muy confiable para
las ecuaciones de Navier-Stokes, atin queda un problema mas por resolver: el Problema
del Tablero de Ajedrez. En CFD hay dos formas de discretizar una malla: mediante
un enfoque de mallas escalonadas o mediante un enfoque de mallas co ubicadas.

La figura 2.8a muestra la representacién de una malla escalonada. La informacion
de las velocidades horizontal y vertical se almacena en las caras de los nodos, y la
informacion de la presion se almacena en el centro de cada nodo. Los circulos repre-
sentan la posicién donde se almacena la informacién de la presién para cada nodo;
las estrellas representan la posicién donde se almacena la informacion de la velocidad
horizontal para cada nodo, y los triangulos muestran la posicion donde se almacena
la informacion de la velocidad vertical para cada nodo. La figura 2.8b muestra la re-
presentacion de una malla co ubicada, en donde, a diferencia de la malla escalonada,
la informacion de la presiéon y de las velocidades horizontal y vertical se almacena en
el centro de cada nodo.
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w o J: ° N o x ® ® ®

NW N NE NW N NE

n%U ;L TLAGJ nw n ne
S 0 w 0 W 0 kg ® ® ®

w w P ¢ E w w P e E

A A A A A

sw S se y SW S se Y
g o w o b o b4 ® ® ®

SW S SE SW S SE

Ax Ax
(a) Malla Escalonada (b) Malla Co Ubicada

Figura 2.8: Representacion de una malla escalonada y una malla co ubicada

2.2.5.1. Mallas Co ubicadas

Probablemente el mejor enfoque para resolver un problema de CFD es mediante ma-
llas co ubicadas, debido a que es sencillo almacenar la informacion de las velocidades
y de la presién en el centro de cada nodo. Sin embargo, al momento de calcular el
gradiente de alguna cantidad, ¢ en un nodo P, se pierde la informacién de ese nodo.
Unicamente la informacién de los nodos vecinos a P se almacenar4 en la ecuacién del
gradiente de ¢.

Por ejemplo, supongamos que se tiene la siguiente distribucion para ¢: ¢ow = 1, ¢p = 5
vy ¢g = 1, y que se desea calcular % en el nodo P mediante el método de diferencias

T
finitas.

99| _ dw— &
0z |p 2Az

La ecuacién anterior indica que el gradiente resultaria cero, pero segin la distribucién
de ¢, previamente propuesta, se observa que el gradiente deberia ser diferente de cero.
Incluso, si este gradiente se resolviera mediante el método de volimenes finitos, se
tendria el mismo problema.
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1

a¢ se ne nw sSw
3| = gF (BYds + AyEde + Ayptdn + Ay du)

ox

P

Mediante interpolacién se sustituyen los valores intermedios de ¢ por los valores de
los nodos, y se sustituye Ay? = v, — v,

1

= 5 [Yse(95 = dB) + Ysu(dw — B5) + Yne(I — 1) + Ynu (I — Pw)]  (2.157)
P

9¢
ox

Nuevamente, sigue faltando la informacién del nodo P. A esto se le conoce como el
Problema del Tablero de Ajedrez. Debido a que, al resolver el gradiente de presion
o de velocidad en cada nodo, apareceran fluctuaciones en los resultados que podrian
conducir a divergencia en los resultados. En casos como el flujo de Stokes no es de
gran relevancia este problema, debido a que el campo de presion es uniforme. Sin
embargo, si la geometria es mas compleja, o si el nimero de Reynolds es mas grande,
el problema del tablero de ajedrez tiene gran impacto.

2.2.5.2. Mallas escalonadas

En 2002, Ferziger y Peric propusieron un arreglo de malla escalonada para resolver
el problema del tablero de ajedrez. Este arreglo consiste en almacenar la informacion
de las velocidades en la cara de los nodos, y la informacién de la presiéon en el centro
de los nodos. Para el caso del nodo PP, la posicién de la presién se encuentra en (i, )
(el centro del nodo) y las posiciones de la velocidad horizontal y vertical se ubican en
(1,7 + %) y (i — %, J), respectivamente. Por ejemplo, si se desea calcular el gradiente
de la velocidad horizontal.

ou Up — Uy

%P Ax

Se observa que el gradiente es capaz de notar cambios de la velocidad en Az, a dife-
rencia de una malla co ubicada que unicamente nota los cambios de la velocidad en
2Az. Es debido a esto que las mallas escalonadas solucionan el problema del tablero
de ajedrez, porque notan los cambios de las derivadas en Ax.
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2.2.6. Interpolacion Rhie-Chow

Aunque las mallas escalonadas resuelven el problema de las oscilaciones, se ha buscado
trabajar con mallas co ubicadas, debido a que es mas simple almacenar la informacion
de las velocidades y de la presion en el centro de cada nodo. En 1983, C.M. Rhie y
W.L. Chow propusieron un esquema que permite calcular flujos complejos en mallas
co ubicadas. Este esquema consiste en obtener una interpolacién de las velocidades
y de la presion respecto a las caras intermedias de cada nodo, y de esta manera se
eliminan las oscilaciones que pueden presentarse debido al problema del tablero de
ajedrez. Este esquema se conoce como la Interpolacion Rhie-Chow. Las oscilaciones
estan presentes en el campo de presion, y se originan en el gradiente de presién cal-
culado en las ecuaciones de momentum y en la ecuaciéon de correccion de presion.

Primero se retoma la ecuaciéon de correccion de presion 2.67

82pc N anc _ i ou* N ov*
ox?  0y*> At \Jdr Oy

(2.67)

Se discretiza %L; V5 él mediante el FVM.

ou* 1
A +Ane*+Anw*+Asw*
oz |, S(ysws Yo uy + Ay, YpaUng)
av* se ne . x nw B *x sSw *
= (AxS’LUIUS —"_ A‘rse U@ + Axne U?’L —"_ A':C’I’LUJ U))
0y |p G

Lo que este método propone es sustituir las velocidades de nodos intermedios mediante
interpolacién. Se mostrara el ejemplo para la velocidad u.. Se lleva a cabo el mismo
procedimiento para el resto de las velocidades. Se retoma el sistema lineal 2.87

Ar AV uf by
= (2.87)
Ay AV o by
El sistema lineal 2.87 se expande de la siguiente forma:
At + APUP + Z AV vk, = b, (2.159)
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Donde:

Al + Z Avut, = Ayt (2.160)
ASus + Z Avvr, = A% (2.161)

El subindice P representa la contribucién de los nodos centrales y el subindice nb re-
presenta la contribucion de los nodos vecinos al nodo central P. Se multiplican ambos

lados de las ecuaciones 2.158 y 2.159 por ﬁ y A”’ respectivamente, y se sustituyen
P

b, v b, por sus témrinos correspondientes

1/ 19" 1
§ A —A” o (2P e 2.162
A b+ Aﬁ ( o or LA ) (2.162)
10p" 1
- Z _topm L 2.1
_AUA u + v ‘l‘ Anbvnb P ( P ay + Atv ) ( 63)

Se reagrupan los términos:

, 1 S 1 10p"
Qw)
1 1 19p"
vp+ —= Abyvny + Agu® — —0" | = —————— (2.165)
A % e At App Dy
Q)

Por simplicidad, se unen las ecuaciones 2.164 y 2.165 y se reescriben en forma vecto-
rial.

1
up + Qp(un) = —\pr;Vpﬁ (2.166)
Donde:
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L
Au

Up = | ¢ 1 (2.167)
0 &

Lo que se busca es obtener u,, por lo que se tiene que interpolar entre los nodos P y
E. Se escribe una expresiéon similar a la ecuacion 2.166 para obtener u, y ug

1
u + Qe (u) = —\Ile;VpZ (2.168)

1
ng + Qe(m) = —‘PE;VPE (2.169)

Se obtienen las cantidades Q.(m) y ¥, mediante interpolacién lineal.

Qe(u) = geQ]P’(U) + (1 - ge)QE(m) = Q6<U) (2170)
v, = ge\I][P’ + (]- - ge)\PE = \IJ_E (2171)

Donde g, es el peso de la interpolacion y los términos con barra indican que fueron
obtenidos mediante interpolacion. La ecuacion 2.168 se reescribe de la siguiente forma:

—_— —1
) + Qe(u) = —\Ile;VpZ (2.172)

A continuacion, se reescriben las ecuaciones 2.166 y 2.169 para obtener Qp v (g,
respectivamente.

1
Qp(m) = —up — %;Vpﬁ (2.173)
1

Se sustituyen las ecuaciones 2.173 y 2.174 en 2.170.

1 1
Qe(w) = g (—ua; - %;Wﬂ) +(1-g.) (—u;a - \IJE;Vpg) (2.175)
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Se reagrupan los términos:

: : 1 T
Oul) = — gemp+<1—ge>uE] _ [ge (;\vap)m—ge) (;wwpﬁ) (2.176)
g Ly v

Al agrupar los términos, se observa que la ecuacion 2.176 se reescribe de la siguiente
forma:

- - 1_ .
Q.(u) = —uk — ;\Ife -Vpr (2.177)

La ecuacién 2.177 se sustituye en 2.172.

— 11— = —1
u, —uw — -V, -Vpr = -0 .-Vp? (2.178)
p p

La ecuacion 2.178 se reescribe para obtener u}

S (P
U pe = Ug + ;\Ije (VP’J - VpZ) (2.179)

La ecuacién 2.179 representa la interpolacion Rhie-Chow para la velocidad u = (u, v)
en el nodo intermedio e. De la misma forma se obtienen las expresiones para el resto
de los nodos intermedios, y se escriben de la siguiente forma:

ol

U po = UL+ ;\I’s (Vp? - Vp’;) (2.180)
ol

W ne = T, + Ty (Voi - Vi) (2.181)
- o l—

W, po = U, + ;‘Iln (sz - VPZ) (2.182)

Las ecuaciones 2.179 a 2.182 estan escritas en forma vectorial. Por ejemplo, ahora
se escribe la expresion para obtener la velocidad horizotnal en el nodo intermedio s
mediante interpolacién Rhie-Chow.
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_

) (2.183)

Los términos de la expresion 2.183 se expanden de la siguiente forma:

— 1
US—§(U]}D+US>

1| 2

Ap| Aplp+ A
opn| _ 1ot op"
8.7}8—2 oz |p 0z |g

Segun la interpolacién Rhie-Chow, los términos diferenciales se discretizan mediante
el FDM. Sin embargo, uno de los objetivos de esta tesis es probar que al discretizar los
términos diferenciales mediante el FVM, se obtienen resultados correctos al analizar
un flujo. Por ejemplo, de la interpolacién Rhie-Chow:

op" 1

ox |, S
Gracias a la interpolacién Rhie-Chow se resuelve el problema del Tablero de Ajedrez
con un enfoque similar al de las mallas escalonadas, pero con la implementacién de
una malla co ubicada. Las velocidades y la presién estan fuertemente acopladas debi-
do a la interpolacion. Si el campo de presion sufriera de oscilaciones, la interpolacion
Rhie-Chow las detecta, la presién se corrige en la ecuacion de correccién de presion
y se obtiene un campo de presion mas preciso en cada iteracién.

(Avgops + Aysrte + Dywh + Ayl )
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Implementacion en Matlab

3.1. Construccion del Sistema Lineal

Para construir el sistema lineal, primero es importante enumerar los nodos de la malla
en donde se resolvera la EDP. Dentro de la practica del CFD, entre mas nodos tenga
una malla, mejores resultados se obtienen de un flujo, pues la distancia entre nodos
es menor, y la solucién del problema se aproxima mas hacia un caso real.

En la figura 3.1 se muestra el ejemplo de una malla de 9 nodos con sus respectivos
indices. Los nodos (1,1), (2,1) y (3,1) son la frontera Oeste; los nodos (1,3), (2,3)
y (3,3) son la frontera Este; el nodo (1,2) es la frontera Norte; el nodo (3,2) es la
frontera Sur, y el nodo (2,2) es el nodo central. La distancia horizontal entre cada
nodo esta dada por Az, y la distancia vertical entre cada nodo esta dada por Ay. La
nomenclatura que se usa para determinar la dimensién de las mallas es n nodos en
la direccién vertical y m nodos en la direccién horizontal. Por ejemplo la malla de la
figura 3.1 tiene dimensién de 3 x 3.

Los sistemas lineales a resolver son de la siguiente forma:

Ax =1 (3.1)

Donde A es la matriz que contiene los operadores discretizados, y tiene dimension
(n-m) x (n-m). La matriz o contiene las incégnitas que se requieren calcular del
sistema, y tiene dimension (n-m) x 1. La matriz b contiene el lado derecho discretizado
de cada una de las ecuaciones, y tiene dimensién (n - m) x 1.

Se tomara como ejemplo el primer sistema de ecuaciones a resolver para el flujo de

Stokes, correspondiente al campo de velocidades horizontal. Las ecuaciones a calcular
son la ecuacién de conservacion de momentum horizontal, para los nodos centrales,
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(L1 (L2 (1,3

2,1 (2,2)  (2,3)
]
3,1 13,2)  1(3,3)

A

X

Figura 3.1: Indexado de los nodos de una malla cartesiana

la velocidad de entrada, para los nodos de la frontera Oeste, la condicion de no
deslizamiento, para las fronteras Norte y Sur, y la condicién de Neumann a la salida
del flujo, en la frontera Este. A continuacion se muestran las ecuaciones discretizadas.

u(zg) — 2u(rp) +u(rw) | uw(ys) —2u(ye) +ulyn))  Plzr) — Plrw)
( (Ba)? ’ ) = T sy
u(yp) = g% (—%yﬁ + 1) (4.6)
u(zp) =0 (3.2)

2Ax

El sistema lineal a resolver para el caso de la velocidad horizontal es el siguiente:

Ayu=b, (3.3)

El mapeo del resultado de cada velocidad horizontal, para el caso de la malla de la
figura 3.1 se muestra en la siguiente matriz.

Ue1,1)  UL2)  U,3)
Umat = U2,1)  U2,2) U(2,3)

U@,1) W32) Us33)
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Esta matriz, sin embargo, originalmente tiene dimension 9 x 1 para resolver el sistema

A u=b,.

U(1,1)

U(1,2)

U(1,3)

U(2,1)

U= ue2

U(2,3)

U(3,1)

U(3,2)

U(3,3)

La matriz A, tiene dimensién 9 x 9

A“(m) A“(m) A“(LS) A“(m) A“<1,5> A“(LG) A“(u) A“(LS) A“<1,9)
A“<2,1> A“(M) A“(m) A“(2,4> Au(zs) A“(2y6> Au(w) AU(2,8> Au<2,9)
A“(&l) A“(3,2> A“<3,3) A“(SA) Au<3,5) Au(&ﬁ) Au<3,7) Au(3,8> Au<3,9)
A“(4,1) A“(4,2> A“<4,3) A“<4,4> A“<4,s> A“<4,6> A“<4,7> A“(47s> A“<4,9)
Au = A“<s,1> A"(5,2> A“<5,3> A"(5,4> A“<5,5> Au(w) A"<5,7) A"<5’8> A“<5’9>
Au<6,1> A“(6,2> A“(G,B) Au(6,4> A“(G,S) A“(6,6> Au<6,7) A“(&S) Au<6,9)
A“(m) A“(%z) A“(m) A“(M) AW?,S) A“(?ﬁ) Au<7,7> A“(m) AU<7,9>
A“(s,l) A“(8,2> A“(s,s) A“(8,4> A“<8,5> A“(&G) A“(SJ) A“(&S) A“<8,9)
A“<9,1> A“(9,2> A“<9,3> A“(9,4> Au<9,5) Au(%) Au<9,7) AU(9,8> Au<9,9)

Para mapear los términos correspondientes de las ecuaciones de la matriz u,,,; en la
matriz A, se utiliza la siguiente expresion:

index(i,j) =i+ (j — 1) *n (3.4)

Donde 7 es el renglén correspondiente al nodo en cuestién de la matriz u,,q.¢, j es la
columna del nodo de la matriz u,,q, y n es el numero de renglones de la matriz ,,q;
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(3 en este caso). Por ejemplo, se toma la ecuacién 2.38 que se debe resolver en el nodo
central u2).

(u(mE) — 2u(we) +ulzw) | ulys) — 2ulye) + U(yN)) _ Plag) — Plaw) (2.38)

(Ax)? (Ay)? 2Ax

Los términos de los puntos xp y yp, del lado izquierdo, se mapean de la siguiente
forma:

. S . 1 1
A, (index(i, j),index(i, 7)) = —2u ((Am)Q + (Ay)2> (3.5)
El renglén de la matriz A, corresponde al nodo que se esta analizando; en este caso, el
nodo (2,2) de la matriz u,,q. La columna de la matriz A, corresponde a la ubicacién
relativa del término del nodo en cuestion. En este caso, es el punto P. Si se sustituyen
1y j por 2y 2, respectivamente en la ecuacion 3.5 se obtiene el elemento de la matriz
A, en el que debe mapearse el término del punto P.

Au(5,5) = —2p ((Alﬂz + (Alw) (3.6)

Para mapear el término del punto que esté al Este (E), relativo al punto PP, el elemento
correspondiente de la matriz A, se escribe de la siguiente manera de forma general:

L
(Ax)?

El nodo en cuestion que se estd analizando es el punto P; es por eso que el rengléon
correspondiente en la matriz A, es index(4, 7). La ubicacién relativa del término del
nodo del punto P es el Este (E); es por eso que la columna correspondiente en la
matriz A, es index(4,j 4 1), el nodo al este de ug; j) es el nodo w; j41). Al sustituir los
valores de 7 y 7 por 2 y 3, respectivamente en la ecuacién 3.5 se obtiene el elemento
de la matriz A, en el que debe mapearse el término del punto P.

A, (index(i, j),index(i,j + 1)) =

(3.7)

Au(5,8) = ﬁ (3.8)

El nodo al Norte (N) del punto P. Es decir, al norte de u(ij) se encuentra ug_y j).

A, (index(7, j), index(i — 1, j)) = —L— (3.9)

(Ay)?
Notese que el indice j incrementa de Oeste a Este, mientras que el indice ¢ incrementa
de Norte a Sur. Se sigue el mismo procedimiento para mapear los términos de las
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condiciones de Neumann y de Dirichlet. Los operadores del lado izquierdo de las
ecuaciones 2.38, 4.6, 3.2 y 2.51 se escriben de la siguiente manera en la matriz A,:

1 0 0 0 0 O 0 0 0
0 1 0 0 0 O 0 0 0
0 0 1 0 0 O 0 0 0
0 0 0 1 0 o 0 0 0
=10 mp 0 @y ”"’((A%?*(A@)?) apr 0 @ O
0 0 0 0 0 1 0 0 0
= 0 0 i 0 0 5 0 0
0 5= O 0 — 0 0 5= 0
0 0 = O 0 A 0 0 5=

La matriz b, tiene dimensién 9 x 1, y contiene los términos del lado derecho de las
ecuaciones mencionadas.

U(1,1)
U(2,1)
U(3,1)
U(4,1)
U(5,1)
U(6,1)
U(7,1)

U(s,1)

o
g
I

>~ o0 o~ s s S S o

U(9,1)

A continuacién, se muestra cémo se mapean los términos del lado derecho de la
ecuacion 2.38 en la matriz b,,.

2Ax

b, (index(7, j),1) = (3.10)
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La presion se mapea en la matriz P, de dimension n x m, o de 3 x 3, para este caso. Al
sustituir los términos correspondientes del lado derecho de las ecuaciones, la matriz
b, se escribe de la siguiente manera:

NlWw NjWw oW

Rpeu (_%yz 4 1)
(v 1)
T~y +1)
0
P(2,3)—P(2,1)
2Azx
0
0
0
0

El siguiente sistema a resolver es el de velocidad vertical. En los nodos centrales debe
resolverse la ecuacién 2.39, y en las fronteras las ecuaciones correspondientes para
la velocidad vertical. Posteriormente, debe resolverse la ecuacién de Poisson para la
presiéon, 2.41, en los nodos centrales, y las ecuaciones de frontera correspondientes
de presion. Por ultimo, debe resolverse la ecuacién de correccion de presion en los
nodos centrales, 2.42, y las ecuaciones de frontera correspondientes de presion. A

continuacion, se muestran estos sistemas, respectivamente.

A,v = b, (3.11)

Ap=b, (3.12)

Apcpc = bpe (313)
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3.2. Flujo de Stokes

{ Inicio }
l
/ geom, p, i, Re, BC', «, tol /
i
uVu = VP
!
vr——o|(2) +255+ (5)]
I
L (VEP) =V
!

P =P+ aP°

i

err =V -u

Si

e

Figura 3.2: Diagrama de Flujo para El Flujo de Stokes
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El diagrama de la figura 3.2 muestra el algoritmo para resolver el Flujo de Stokes.
Los pasos se enumeran a continuacion:

1.

Primero se introducen las condiciones iniciales, como las dimensiones de la geo-
metria, la densidad y la viscosidad del fluido, el nimero de Reynolds, las con-
diciones del frontera, el factor de relajacién y la tolerancia.

De manera inicial los campos de presion y velocidades se imponen como cero.

Se resuelven las ecuaciones de momentum 2.14 y 2.15 para obtener el campo de
velocidades

Se resuelve la ecuacién de Poisson para obtener una primera aproximaciéon del
campo de presion (Ec. 2.24)

Se corrige el campo de presion con la ecuacion 2.25
Se actualiza el campo de presién con el uso del factor de relajacion, a (Ec. 2.26)
La ecuacion de continuidad calcula la divergencia del campo de velocidades

Si la divergencia no es menor al valor de la tolerancia introducido al inicio, el
proceso se repite desde el paso 3, solo que ahora se omite el paso 4

Si la divergencia es menor al valor de la tolerancia introducido al inicio, el
proceso termina, y se grafican los resultados.
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3.3. Ecuaciones de Navier-Stokes

{ Inicio }
l

/ geom, p, , Re, BC', At, tol /

Ayu = by
!
), pe = g + 5V, <Vpg + VpZ)
pr=pt! ]
u" =yt V2 = &V - itge
" =yt J
wt = wp, — SV Pt =pt g

No err(n) < tol ot { Fin }

Figura 3.3: Diagrama de Flujo para las Ecuaciones de Navier-Stokes
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El diagrama de la figura 3.3 muestra el algoritmo para resolver las ecuaciones de
Navier-Stokes. Los pasos se enumeran a continuacion:

10.

Primero se introducen las condiciones iniciales, como las dimensiones de la geo-
metria, la densidad y la viscosidad del fluido, el nimero de Reynolds, las con-
diciones del frontera, el incremento temporal y la tolerancia.

De manera inicial los campos de presion y velocidades se imponen como cero.

El sistema lineal 2.87 se resuelve para obtener las velocidades intermedias u* y

*

(%

Se lleva a cabo la interpolacién Rhie-Chow para obtener una correccion de las
velocidades intermedias, u* y v*

Se resuelve la ecuacion de correccién de presion 2.67 para obtener la presion de
correccién, p©

En la ecuacién 2.92 se determinan las velocidades para la siguiente iteracion,
un+1 y Un+1

Se actualiza el campo de presién con la expresiéon p"*t1 = p¢ + p”
La ecuacién de continuidad calcula la divergencia del campo de velocidades

Si la divergencia no es menor al valor de la tolerancia introducido al inicio, los
valores en el tiempo n para la presion y las velocidades toman los valores del
tiempo n + 1, y el proceso se repite desde el paso 3.

Si la divergencia es menor al valor de la tolerancia introducido al inicio, el
proceso termina, y se grafican los resultados.
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Resultados

4.1. Flujo de Stokes

4.1.1. Velocidad de Entrada

El tipo de flujo estudiado en cada geometria de esta tesis fue el flujo de Poiseuille. En
la figura 4.1 se muestra el perfil de velocidad a la entrada de cada dominio geométrico.
La velocidad horizontal de entrada, u, esta en funcion de y, que es el eje coincidente
con la frontera de entrada del flujo. El perfil parabdlico va desde —% hasta }—2‘ sobre el
eje y. La velocidad maxima esta representada como .., y se encuentra en y = 0.

u(y)

“77)(1.7‘

(S

0 2
Figura 4.1: Perfil de velocidad horizontal

De forma general, la ecuacion del perfil de velocidad de entrada se expresa de la
siguiente manera:

wWy) = Unas (—%y2 + 1) (4.1)

Al usar el teorema del valor medio, se obtiene la velocidad promedio de la ecuacién
4.1
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[l

1 4
up = P (_ﬁ) /h Unaa <—ﬁy + 1) dy (4.2)
2 2 2

Al desarrollar la ecuacion 4.2 se obtiene que la velocidad promedio, u, equivale a 2/3
de la velocidad maxima, 4,

2
Uy = gumax (4.3)

Se retoma la expresién del nimero de Reynolds de la ecuacién 1.1
~ pUD
1

En la ecuacion 1.1, la velocidad U, es la velocidad promedio del flujo, u,. El didmetro,
D, es el ancho del canal, h.

Re (1.1)

Re = puyh

L

Al sustituir la velocidad promedio por la velocidad maxima en la ecuacién 4.4 se
obtiene lo siguiente:

(4.4)

3 Rep

maxr — o 4.
u > oh (4.5)

De esta manera, la ecuacion de la velocidad de entrada se reescribe en términos del
numero de Reynolds, la viscosidad, la densidad y el ancho del canal.

3 Rep 4
S sy 4,
u(y) th( h2y+) (4.6)

4.1.2. Resultados de las simulaciones

Las propiedades del fluido implementadas fueron las mismas que en la investigacién
realizada por Tavakol et al., 2017. Ellos investigaron sobre el comportamiento de un
lubricante en diferentes geometrias: un canal recto, un canal con una contraccion,
y un canal con una protuberancia en la mitad. Utilizaron un aceite de viscosidad
estandar (N1000), que a una temperatura de 22.5 + 0.5°C tiene una viscosidad de
2.45 Pa s y una densidad de 848 kg m™.
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4.1.2.1. Canal Recto

La figura 4.2 muestra la primera geometria estudiada: Un canal recto de largo [ y
ancho h. El eje de las abscisas, x pasa exactamente por la mitad del ancho h del
canal. El eje de las ordenadas, y, pasa por el extremo izquierdo de la geometria. Se
estudiaron tres canales con longitudes [ diferentes; 50 mm, 75 mm y 100 mm. El
ancho h de los tres canales fue de 5 mm. La separacién entre nodos en la direccién x
fue de 2 x 107* m y la distancia entre nodos en la direccién y fue de 1 x 107* m. El
nimero de nodos en la direccién horizontal fue de 501 y en la direccion vertical de
51. Es decir que cada malla tuvo un total de 25 551 nodos.

hlp=-=mmmm e e e — - -

Figura 4.2: Sistema de referencia y dimensiones del Canal Recto

Para cada geometria se muestran un esquema de las condiciones de frontera de la pre-
sion y uno de las condiciones de frontera de las velocidades horizontales y verticales.
La figura 4.3 ilustra las condiciones de frontera de presion en cada una de las paredes
del canal recto. A la salida se impone una presién de salida; debido a que se conoce
el valor de esta presién, en esta frontera se aplica una condicién de Dirichlet. El valor
de esta presion, P,,;, fue de 0 Pa, esto con la finalidad de comparar el gradiente de
presion de los resultados de las simulaciones con los resultados experimentales. En las
tres fronteras restantes se desconoce el valor de la presion, pero se puede aplicar una
condicién de Neumann. Es decir, que no hay flujo de presion a través de estas paredes.

El flujo de Poiseuille se estudié en cada geometria de esta tesis. Es por esto que,
a la entrada del canal, se impuso una velocidad horizontal, u(y), con un perfil pa-
rabdlico, y un nimero de Reynolds de 0.001. La velocidad vertical de entrada, v, es
igual a cero, porque se desea que el flujo de entrada sea tinicamente horizontal. En
las paredes superior e inferior se aplicd la condicion de no deslizamiento. Es decir,
tanto la velocidad horizontal como la vertical son iguales a cero en estas fronteras.
Normalmente se desconoce el valor de la presion a la salida de una geometria. Es por
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oP _

)
Neumann 3, =

Neumann Dirichlet
or _ 0 P =P,y

ox

Neumann 92 —
dy

Figura 4.3: Condiciones de frontera de Presion del Canal Recto

ello que, para la mayoria de los casos, se impone una condiciéon de Neumann en esta
frontera (Hoffmann & Chiang, 2000).

Dirichlet u=0 v=0

—
——
.. [r—"
Dirichlet  [—— Neumann
)
u = u(y) S =0
> .
v=>0 w _
e dy

Dirichlet u=0 v=0

Figura 4.4: Condiciones de frontera de Velocidad horizontal y vertical del Canal Recto

En las figuras 4.5 y 4.6 se muestran los campos de velocidades horizontales y ver-
ticales, respectivamente. Debido a la condicién de no deslizamiento en las paredes
superior e inferior, la forma del perfil de velocidad horizontal a lo largo del canal
es parabdlica. La magnitud de la velocidad vertical, por otra parte, es despreciable
respecto a la magnitud de la velocidad horizontal. Esto era de esperarse debido a que
el aceite simulado inicamente fluye horizontalmente.
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gOS
H
0
2 100
, 2 , % 60 0 , 50
y[mm] 0 a[mm] y[mm] ) 0 a[mm] y[mm] ) 0 x[mm)]
(a) Canal de 50 mm (b) Canal de 75 mm (c) Canal de 100 mm
Figura 4.5: Campo de Velocidad Horizontal del Canal Recto
x10°8 x10°® x10°®
4 4 4
2 2 2
= 2 = 2 = 2
-4 -4 -4
2 2 2
° 20 “ ° 20 o ”
ylmm] 0 afmm) ylnm] 20
(a) Canal de 50 mm

100
0 50
z[mm)]

ylmm]
(b) Canal de 75 mm

0

x[mm]

(c) Canal de 100 mm
Figura 4.6: Campo de Velocidad Vertical del Canal Recto

70,
******* I =50 mm
60 r ——1=75mm |
—*—| =100 mm
50 1
S 40 1
R 30 1
20+
10+
O 1 1 1
0 20 40 60 80 100
x[mm]

Figura 4.7: Caida de Presion en el Canal Recto
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La figura 4.7 muestra la comparacion de la caida de presion en los canales rectos con
longitudes diferentes. Entre mayor fue la longitud del canal, mayor fue el gradiente
de presién entre la entrada y la salida. La caida de presién para el canal con 50 mm
de longitud fue de aproximadamente 35 Pa, para el canal con longitud de 75 mm la
caida de presion fue de aproximadamente 50 Pa, y para el canal con longitud de 100
mm la caida de presién fue de aproximadamente 70 Pa.

4.1.2.2. Canal con Expansion

La segunda geometria que se estudié fue un canal recto con una expansién subita,
como se muestra en la figura 4.8. Se estudiaron tres canales con expansion con lon-
gitudes diferentes; el primer caso con una longitud ,/;, de 20 mm y la longitud del
canal de expansion, [y, de 30 mm; El segundo caso con una longitud [; de 30 mm y
la longitud del canal de expansion, [y, de 45 mm; el tercer caso con una longitud [y
de 40 mm y la longitud del canal de expansion, ly, de 60 mm. En los tres casos el
canal de entrada tuvo un ancho, h; de 2 mm y el canal de expansiéon un ancho, hy de
5 mm. La separacién entre nodos en la direccién z fue de 2 x 10~* m y la distancia
entre nodos en la direccién y fue de 1 x 10~* m. El niimero de nodos en la direccién
horizontal fue de 501 y en la direccion vertical de 51. Es decir, que cada malla tuvo
un total de 25 551 nodos.

hy

I ll l2
Figura 4.8: Sistema de referencia y dimensiones del Canal con Expansion

Las condiciones de frontera de presién para esta geometria fueron de tipo Neumann
en cada frontera excepto a la salida del flujo. En esta frontera se impuso una condicion
de Dirichlet en donde se conoce la presién, que fue de 0 Pa. (Figura 4.9)

A la entrada del canal con expansién se impuso una velocidad de entrada horizon-
tal con perfil parabdlico, condiciones de Neumann a la salida y condiciones de no
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. >
Neumann # =0
gy

opr Jeums P _
Neumann % —0 Neumann

Dirichlet
P =Py

Neumann

P _
5% =0

or

Neumann 22 =0
ay

Neumann % =0

Neumann ‘))—’ =0
dy

Figura 4.9: Condiciones de frontera de Presién del Canal con Expansion

deslizamiento en el resto de las fronteras. (Figura 4.10)

Dirichlet u=0 v=0
Dirichlet u=0 v=0
Dirichlet u=0 v=0
— Neumann
Dirichlet —‘; o _ g
u=u(y) _._’/ o
v=20 3 % =0
Dirichlet =0 v=0
Dirichlet u=0 v =0
Dirichlet u=0 v =0

Figura 4.10: Condiciones de frontera de las velocidades en el Canal con Expansion

En las figuras 4.11 y 4.12 se muestran los campos de velocidades horizontales y ver-
ticales, respectivamente. Debido a la condicién de no deslizamiento en las paredes
superior e inferior, la forma del perfil de velocidad horizontal, a lo largo del canal de
entrada, es parabdlica. En la expansion se aprecia una caida repentina en la velocidad;
esto era de esperarse debido a que este es un flujo incompresible. Para conservar el
mismo flujo volumétrico, al ser mayor la secciéon transversal, menor la velocidad.
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. N 60 ~
™~ 20 ~_ o O ~_ 50
0

-2 -2
ylmm] 0 afmm] ylmm) 0 afmm] ylmm)

lmm)

(a) Canal con Expansién de (b) Canal con Expansién de (c) Canal con Expansién de
50 mm 75 mm 100 mm

Figura 4.11: Campo de Velocidad Horizontal del Canal con Expansién

%104 %104 %104

5 5 5
o o o
51 51 51
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\o\ ~_ a0 \o\ ~_ 60 \o\ ~_ o 100
N 2 S~ ¥ 2\//// 50
yimm) %o o] vimm %0 afmm) vimm %0 afram]
(a) Canal con Expansién de (b) Canal con Expansion de (c) Canal con Expansién de
50 mm 75 mm 100 mm

Figura 4.12: Campo de Velocidad Vertical del Canal con Expansion

En la figura 4.13 se aprecian las lineas de flujo para los tres canales con expansiéon
estudiados. En la figura se aprecia que, justo en la expansién, las lineas de flujo viajan
verticalmente para abarcar todo el canal de expansién, y, posteriormente, las lineas
de flujo viajan horizontalmente hasta la salida de cada geometria.

La figura 4.14 muestra la comparacién de la caida de presion en los canales con ex-
pansién con longitudes diferentes. Entre mayor fue la longitud del canal, mayor fue
el gradiente de presion entre la entrada y la salida. La caida de presién para el canal
con 50 mm de longitud fue de aproximadamente 250 Pa, para el canal con longitud
de 75 mm la caida de presién fue de aproximadamente 350 Pa, y para el canal con
longitud de 100 mm la caida de presién fue de aproximadamente 475 Pa.
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0 10 20 30 40 50 0 20 40 60 0 20 40 60 80 100

a[mm) a[mm) afmm

(a) Canal con Expansién de (b) Canal con Expansién de (c¢) Canal con Expansién de
50 mm 75 mm 100 mm

Figura 4.13: Lineas de Flujo del Canal con Expansién

500 :
| I = 50 mm
=75 mm
400 ——| =100 mm| |
300
3
A
~ 200
100 |
. e 0SS e p
; 20 40 60 80 100

Figura 4.14: Caida de Presién en el Canal con Expansion

4.1.2.3. Canal con Orificio y Expansion

La tercera geometria que se estudié para el caso del Flujo de Stokes fue un canal recto
con una contraccién stubita y posteriormente una expansién repentina, como se ilustra
en la figura 4.15. Se estudiaron tres canales con orificio con longitudes diferentes; el
primer caso con una longitud ,/;, de 20 mm, la longitud del canal del orificio, ls, de
10 mm y la longitud del canal de expansion, I3, de 20 mm; el segundo caso con una
longitud ,/;, de 30 mm, la longitud del canal del orificio, I3, de 15 mm y la longitud
del canal de expansién, l3, de 30 mm; el tercer caso con una longitud ,/;, de 40 mm, la
longitud del canal del orificio, l5, de 20 mm y la longitud del canal de expansion, [,
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de 40 mm. En los tres casos el canal de entrada tuvo un ancho, hy de 2 mm, el canal
del orificio un ancho, hqy, de 1 mm, y el canal de expansién un ancho, hy de 5 mm. La
separacion entre nodos en la direccién x fue de 2 x 10~* m y la distancia entre nodos
en la direccién y fue de 1 x 107* m. El ntimero de nodos en la direccién horizontal
fue de 501 y en la direccion vertical de 51. Es decir, que cada malla tuvo un total de

25 551 nodos.

hQ

hl hg

Figura 4.15: Sistema de referencia y dimensiones del Canal con Orificio y Expansion

Las condiciones de frontera de presién para esta geometria fueron de tipo Neumann
en cada frontera excepto a la salida del flujo. En esta frontera se impuso una condicion
de Dirichlet en donde se conoce la presién, que fue de 0 Pa. (Figura 4.16)

Neumann

Neumann % =0

: ) op _ Neumann
Neumann $- =0

ay ar _

Neumann # =0
gy

Neumann ’7,—’ =0
oy

o 0P _
Neumann =0 o _

dx

Dirichlet

O p
P = Pou

Figura 4.16: Condiciones de frontera de Presién del Canal con Orificio y Expansion

A la entrada del canal con orificio se impuso una velocidad de entrada horizontal con
perfil parabdlico, condiciones de Neumann a la salida y condiciones de no desliza-
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miento en el resto de las fronteras. (Figura 4.10)

Dirichlet ©u=0 v =0

Dirichlet u=0 v =0

Dirichlet =0 v =0 Dirichlet
— u=0v=0
E——
Dirichlet | ————n Neumann
u=u(y) Dirichlet u=0 v =0 -
v=10 — o=
== [ Diichlet | )
Dirichlet u=0 v=0 u=0v=0

Dirichlet ©v=0 v=0

Dirichlet u=0 v =0

Figura 4.17: Condiciones de frontera de las velocidades en el Canal con Orificio y
Expansién

En las figuras 4.18 y 4.19 se muestran los campos de velocidades horizontales y ver-
ticales, respectivamente. Debido a la condicién de no deslizamiento en las paredes
superior e inferior, la forma del perfil de velocidad horizontal, a lo largo del canal de
entrada, es parabdlica. En la contraccion se aprecia un incremento en la velocidad vy,
finalmente, en la expansion se aprecia una caida repentina en la velocidad.

60

o 0
~— ~ 40
20 P

-2 -2
ylmm] 0 afmm] ylmm] 0 afmm] ylmm] 0 almm]

(a) Canal con Orificio de 50 (b) Canal con Orificio de 75 (¢c) Canal con Orificio de
mm mim 100 mm

Figura 4.18: Campo de Velocidad Horizontal del Canal con Orificio
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Figura 4.19: Campo de Velocidad Vertical del Canal con Orificio

En la figura 4.20 se aprecian las lineas de flujo en el canal con orificio y expansion.
En la figura se aprecia que, justo en el orificio, las lineas de flujo se contraen y, en
la expansion, las lineas de flujo viajan verticalmente para abarcar todo el canal de
expansion. Finalmente, las lineas de flujo viajan horizontalmente hasta la salida de

cada geometria.

z[mm]

(a) Canal con Orificio de 50

min

Figura 4.20:
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La figura 4.21 muestra la comparacion de la caida de presién en los canales con ori-
ficio con longitudes diferentes. Entre mayor fue la longitud del canal, mayor fue el
gradiente de presion entre la entrada y la salida. En la figura se aprecia que la caida
de presion mas pronunciada se presentd en el orificio, y la menos pronunciada en el
canal de expansién (canal de salida). La caida de presién para el canal con 50 mm
de longitud fue de aproximadamente 1000 Pa, para el canal con longitud de 75 mm
la caida de presion fue de aproximadamente 1500 Pa, y para el canal con longitud de
100 mm la caida de presion fue de aproximadamente 2000 Pa.

2500 x .
"""" I =50 mm
3 =75 mm
2000 r —%—1 =100 mm|
—. 1500
3
A
s 1000
500
0 | . |
0 20 40 60 80 100

Figura 4.21: Caida de Presién en el Canal con Orificio
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4.2. Ecuaciones de Navier-Stokes

4.2.1. Velocidad de Entrada

El tipo de flujo estudiado fue el de Poiseuille. En la figura 4.22 se muestra el perfil de
velocidad a la entrada del dominio geométrico. La velocidad horizontal de entrada,
u, esta en funcion de y. El perfil parabdlico va desde 0 hasta h, sobre el eje y. La
velocidad maxima esta representada como gz, y Se encuentra en y = 3.

>

u(y)

U MAL  —f—

0 ho Y

Figura 4.22: Perfil de velocidad horizontal

De forma general, la ecuacion del perfil de velocidad de entrada se expresa de la
siguiente manera:

u(y) = 4umaa: <_}yL_Z + %) (47)

La velocidad méaxima se expresa de la siguiente forma:

3 Rep

=2 4.

De esta manera, la ecuacion de la velocidad de entrada se reescribe en términos del
nimero de Reynolds, la viscosidad, la densidad y el ancho del canal.

u(y) = 6 (—y—2 + Q) (4.9)
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4.2.2. Geometria Estudiada - El escalén Hacia Atras

La geometria en la que se resolvieron las ecuaciones de Navier-Stokes fue el ”Escalon
Hacia Atras” o Backward-Facing Step, como se conoce en inglés. Es una geometria
muy util en CFD, pues con ella se validan diversos métodos numéricos para la solu-
cion de las ecuaciones de Navier-Stokes. En la figura 4.23 se muestran las dimensiones
geométricas del Escalén, asi como los pardmetros de medicion tomados en cuenta para
medir la longitud de los vértices que se formaron en la parte inferior y superior. La
razén de expansion, H, es el doble que el ancho h del canal de entrada. La longitud
aguas arriba se denomina como [, y la longitud aguas abajo se denomina como [.

Todas las medidas se tomaron adimensionales con respecto al ancho h.

t1
|J L3

L2

-

~
o~
s

-
_______

FYy

' lu 1 Zd

Figura 4.23: Sistema de referencia y dimensiones del Escalon Hacia Atras
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Las condiciones de frontera de presion para esta geometria fueron de tipo Neumann
en cada frontera excepto a la salida del flujo. En esta frontera se impuso una condicién
de Dirichlet, que es donde se conoce la presion. Este valor fue de 0 Pa. 4.24.

Neumann 22 =0
dy

Neumann
ar _

9z é
P _
Neumann %- =0 Dirichlet

dy
P R— o
P =P

Neumann
P _

dx

. or
Neumann 22 =0
dy

Figura 4.24: Condiciones de frontera de Presion del Escalén Hacia Atras

A la entrada del Escalén se impuso una velocidad de entrada horizontal con perfil
parabdlico, condiciones de Neumann a la salida del flujo y condiciones de no desliza-
miento en el resto de las fronteras. 4.25.

Dirichlet ©w=0 v=0

Dirichlet
u=u(y)
v=10

Neumann

du _
5 =0

i

L))
Dirichlet %
u=
v=>0

Dirichlet ©u=0 v =0

Figura 4.25: Condiciones de frontera de Velocidad horizontal y vertical del Escalon
Hacia Atréas
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Se realizaron 6 simulaciones, cada una con un numero de Reynolds diferente: 50,
100, 200, 400, 600 y 800. En las figuras 4.26, 4.27, 4.28, 4.29, 4.30 y 4.31 se mues-
tran las lineas de flujo para cada uno de los diferentes niimeros de Reynolds simulados.

1
= 0
~
N
S
1 b\gg
-2 0 2 4 6
Figura 4.26: Re = 50
1

=

=

Figura 4.27: Re = 100
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z/h [

2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

z/h [-]

Figura 4.31: Re = 800
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En la tabla 4.1 se muestran las mediciones de los vortices en cada uno de los niimeros
de Reynolds simulados. En la figura 4.23 se especifica la nomenclatura de la tabla.
Se observa que, conforme incrementa el nimero de Reynolds, las longitudes de los
vértices aumentan. A partir de un nimero de Reynolds de 400 aparece un vortice en
la parte superior del escalon.

Tabla 4.1: Longitudes de los vértices para los flujos simulados

Re Lu/h la/h x1/h xo/h x3/h nxm

50 ) 15 1.8 - - 101 x 101
100 ) 15 3.0 - - 101 x 101
200 5 15 5.0 - - 101 x 101
400 ) 15 7.6 6.9 10.6 101 x 101
600 8 23 9.8 8.2 15.8 101 x 156
800 10 30 11.6 9.6 20.4 101 x 201

Los resultados de las simulaciones fueron comparados con la investigacién experi-
mental llevada a cabo por Armaly et al., 1983 y con las investigaciones numéricas
realizadas por Biswas et al., 2004, Erturk, 2008, Abbasi et al., 2013. En la figura
4.32a se muestra la longitud del vértice que se forma en la parte inferior del escaldn,
x1/h. Conforme aumenta el nimero de Reynolds, esta longitud también incrementa.
A partir de un nimero de Reynolds de 400, se observa que los resultados presentan
discrepancias considerables con respecto a los resultados obtenidos por Armaly et al.,
1983. Abbasi et al., 2013 explican que esta discrepancia se debe a los efectos tridi-
mensionales que no se consideraron en sus simulaciones numéricas bidimensionales.
Cabe resaltar que en el caso de Biswas et al., 2004, Erturk, 2008 y esta tesis, las
simulaciones fueron bidimensionales.

En la figura 4.32b se muestra la distancia de desprendimiento del vortice superior,
xo/h, y la distancia en donde se recupera el flujo, z3h. Se observa que este vortice
aparece cuando el nimero de Reynolds es mayor o igual a 400, el mismo nimero en
donde los resultados de las investigaciones mencionadas comenzaban a alejarse de los
datos de Armaly et al., 1983. Al igual que en el caso del vértice inferior, la longitud
del vortice superior incrementa conforme el nimero de Reynolds.
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En la figura 4.33 se hizo una comparacién del perfil de velocidad horizontal del flujo
en las distancias adimensionales x/h = 14 y x/h = 30 para un nimero de Reynolds
de 800. Es decir, que son las distancias en donde se encuentra el vértice superior
y justo en la salida del flujo, respectivamente. Estos perfiles se compararon con los
datos reportados por Erturk, 2008 en las distancias mencionadas, y para el mismo
nimero de Reynolds. Se observa que los perfiles de velocidades de esta tesis son casi
iguales a los de Erturk, 2008.

14 ERRRN ERRRARRENREEEEY O Armaly (1983)
¢ 20 Biswas (2004)
121 y Erturk (2008)
18| © Abbasi(2013)
10t T —v—Tesis
=16
— g =
- 8l ;
L Sat
= L
=6 < 12 4
al Armaly (1983) | | 8 g
Biswas (2004) 10 o s
Erturk (2008) £
27 O Abbasi (2013)| 1 8 1
—v— Tesis ¥
s ] I 6
100 200 300 400 500 600 700 800 400 500 600 700 800
Re Re
(a) Longitud del vértice inferior (b) Longitudes del vértice superior

Figura 4.32: Comparacién de las longitudes de los vértices para varios Re
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O Erturk (x'h = 14)
¢ Erturk (x/h = 30)
Tesis (x/h = 14)
| Tesis (x/h = 30)

057

y/hl-]

-057

0 0.5 1

Figura 4.33: Comparacién del perfil de velocidad
para Re = 800 en x/h = 14 y x/h = 30
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Capitulo 5

Sobre el uso de MATLAB para la
solucion de las ecuaciones de
Navier-Stokes

En esta seccion se presentan las ventajas y desventajas de utilizar MATLAB como
herramienta para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes, y para resolver cualquier
problema de CFD. Asimismo, se muestran las cartacteristicas del hardware de la
computadora utilizada para resolver los flujos de esta tesis, y los tiempos de compu-
tacion para las simulaciones.

Los siguientes puntos se encontraron como ventajas:

1. No se requiere amplio conocimiento de programacion, pues diversas operaciones
ya estan empaquetadas en funciones, como es el caso de invertir una matriz.

2. Debido a su facilidad de uso, es factible implementar un cédigo como solucio-
nador relativamente répido.

3. Realiza operaciones complejas y avanzadas de una forma sencilla.

4. La documentacién sobre el uso del software es bastante amplia y accesible,
ademas de que existe una comunidad en linea con la que se pueden realizar
consultas.
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Los siguientes puntos se encontraron como desventajas:

1. MATLAB maneja un lenguaje de alto nivel, por lo que consume muchos recur-
sos computacionales.

2. Simular problemas de turbulencia seria casi imposible, pues se requiere de una
malla muy refinada, la cual, por restricciones de memoria, no podria procesarla

MATLAB.

3. El tiempo de computacién incrementa considerablemente con la complejidad
del problema o con la resolucion de la malla.

La computadora utilizada para simular los flujos de esta tesis fue una Laptop Dell La-
titude E5470, con 16 GB de memoria RAM y 8 niicleos de procesamiento Intel Core i7
de 2.70 GHz. Aproximadamente, los calculos para hacer las simulaciones consumieron
una memoria de 10 GB. Los tiempos de calculo variaron entre 20 minutos (para el
caso del canal recto del flujo de Stokes) y 6 horas (para el caso del flujo con Re = 800).
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Conclusiones

En esta tesis se resolvieron numéricamente las ecuaciones que describen el compor-
tamiento del flujo de Stokes en tres diferentes geometrias: un canal recto, un canal
recto con expansion y un canal recto con un orificio y una expansion. Asimismo, se
resolvieron numéricamante las ecuaciones de Navier-Stokes para analizar el compor-
tamiento de un flujo, bajo varios nimeros de Reynolds, en la geometria del ”Escalon
hacia atras” o "Backward-Facing Step”, por su nombre original en inglés.

El flujo de Stokes es un caso particular de las ecuaciones de Navier-Stokes ya
que se desprecian los términos convectivos de las ecuaciones de momentum. Con esta
simplificacién, se utilizé el Método de las Diferencias Finitas (FDM) para resolver
este flujo. En cada una de las tres geometrias analizadas se impuso un numero de
Reynolds de 0.001, y se estudiaron tres longitudes diferentes para cada geometria.
Cuando ocurre una expansiéon o una contraccién a lo largo de la geometria, el com-
portamiento de la velocidad y la presiéon cambia. Al haber una expansion, la magnitud
de la velocidad horizontal disminuye y el valor del gradiente de presién incrementa.
Es decir, que al haber una expansién, la caida de presién es menos pronunciada. A
mayor longitud de cada geometria, mayor la presién inicial necesaria para mover el
flujo desde la entrada hasta la salida. Se observé también que, de las tres geometrias,
la que requiri6 de una presién de entrada mayor fue la del orificio; esto debido a la
contraccion en la geometria, pues la caida de presion fue mayor en esa zona. Al haber
una expansion o contraccién, las lineas de flujo de las paredes nunca presentaron des-
prendimiento, pues el nimero de Reynolds fue tan bajo, que los efectos convectivos
de las velocidades fueron despreciados. Los resultados de las velocidades presentaron
similitud con el trabajo realizado por Tavakol et al., 2017. Es decir, que cuando existia
una expansion en la geometria, la velocidad disminuia y, al haber una contraccion, la
velocidad incrementaba.

En la segunda parte de esta tesis se mostro el desarrollo para la soluciéon numérica
de las ecuaciones de Navier-Stokes. Se utilizo el Método de los Volimenes Finitos
(FVM) para discretizar la malla computacional. Para una tnica geometria, el ”Es-
calén hacia atras”, se simularon seis diferentes nimeros de Reynolds: 50, 100, 200, 400,
600 y 800. Los resultados fueron comparados con las investigaciones experimentales
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llevadas a cabo por Armaly et al., 1983, y con las simulaciones numéricas bidimen-
sionales llevadas a cabo por Biswas et al., 2004, Erturk, 2008 y Abbasi et al., 2013.
En todas las simulaciones aparecia una regién de recirculacién en la parte inferior del
escalon. La longitud de este vértice incrementaba conforme el nimero de Reynolds, y
se observo una buena concordancia con los resultados numéricos de las investigaciones
mencionadas. Sin embargo, cuando el nimero de Reynolds era mayor o igual a 400,
los resultados divergian con respecto a los obtenidos por Armaly et al., 1983. Esto
se debe a que, a partir de este nimero de Reynolds, aparecia un vértice en la parte
superior del escalon. La aparicién de este vértice se le atribuye a la repentina caida
de presién causada por la expansién en la geometria. Para nimeros de Reynolds ma-
yores o iguales a 400, los vértices que aparecen en las investigaciones experimentales
(tridimensionales) no se aprecian en las simulaciones numéricas bidimensionales; esta
es la razén por la que existe esta desviacion en las longitudes del vortice superior. Se
observa que las formas de los perfiles de velocidad horizontal en z/h = 14y x/h = 30
(zona de recirculacion y salida del flujo, respectivamente) son muy parecidas con la
forma de los perfiles de Erturk, 2008.

La interpolacion Rhie-Chow mediante el Método de Voliimenes Finitos logré bue-
nos resultados y ha sido validada con las investigaciones mencionadas anteriormente.
En esta tesis se han analizado geometrias cartesianas. Sin embargo, el FVM tiene
aplicacion para geometrias no cartesianas, por lo que es factible utilizar el método
desarrollado en este trabajo para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes en dominios
geométricos curvilineos y con nimeros de Reynolds de hasta 800.
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