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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Teoria de Graficas

1.1.1. Graficas y multigraficas

Definicién. Una grdfica G es una tercia ordenada (V, E, 1), donde V es un conjun-
to no vacio de objetos a los que llamaremos vértices, E es un conjunto de aristas
cuya interseccion con V' es vacia, y 1 es una funcion llamada funcion de inci-

dencia, ¢ : E — {{u,v}: u,v € V}.

La mayor parte del tiempo, las graficas no son representadas mediante sus entra-
das, sino por medio de dibujos. Para representar una grafica, cada vértice se dibuja
como un punto en el plano, y cada arista se dibuja como una linea cuyos extremos
seran los vértices de su imagen bajo la funcién de incidencia. Si su imagen tiene un
unico vértice, la linea incidird dos veces en él. Por comodidad, las representaciones
de las aristas seran curvas simples que unen a las representaciones de sus extremos
y que no intersectan a las representaciones de otros vértices. Para una grafica G,
definimos su orden n(G) y su tamano m(G) como |V| y |E|, respectivamente. Un
ejemplo de gréfica es el siguiente:

Sea G = (V, E,¢), donde V ={a,b,c,d}, E = {ey,...,e5}, vy ¢ estd e | we)
definida en la tabla de la derecha. Dos posibles representaciones de | e; d

G son los dibujos que se muestran a continuacién. Nétese que, como | ey | {c, d}
no existe una inica manera de dibujar una grafica, a veces podemos | e3 | {c,d}
elegir maneras que hacen mas notorias ciertas propiedades que nos | e4 | {a,b}
importan. es | {a,d}
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Figura 1.1: Dos representaciones para una misma grafica.

Decimos que una arista incide en un vértice si dicho vértice estd en su imagen,
y decimos que dos vértices son adyacentes o vecinos si existe una arista cuya ima-
gen es el conjunto formado por estos vértices. De igual manera, un vértice puede ser
adyacente a si mismo si existe una arista en cuya imagen sélo esté ese vértice. Estas
aristas reciben el nombre de lazo, y dos aristas cuyas imagenes sean iguales reciben
el nombre de aristas paralelas, multiaristas, o aristas miltiples; y bajo esta
idea, una grafica con lazos o multiaristas es llamada multigrafica. El grado d(v)
de un vértice v es el niimero de extremos de arista que inciden en él. Notemos que si
la funcién ¢ es inyectiva y toma como imagen tinicamente conjuntos de cardinalidad
2, entonces nuestra gréafica tendra a lo mas una arista por cada pareja de vértices, y
ninguna arista incidirda en un unico vértice. Una grafica con estas caracteristicas co-
noce también como grafica simple, y podemos definirla sin necesidad de la funcién
1, de la siguiente manera:

Una grdfica simple G es una pareja ordenada (Vg, Eg), donde Vg es un conjunto
no vacio y Eq C{A € P(V): |A| =2}. Bajo esta definicion, el grado de un vértice
es el niumero de aristas que inciden en é€l.

Como primera observacion, en una grafica simple tenemos a lo mas una arista
por cada pareja de vértices, lo que no necesariamente sucede en una multigrafica.
Notemos también que en una grafica simple, la pareja de vértices no es la imagen de
la arista bajo la funcién 1, sino que la pareja es la arista. Sin embargo, usaremos
la siguiente notacién: si e es la arista {u, v}, escribiremos e = uv. A lo largo de
este documento, por grafica nos referiremos a grafica simple con un conjunto finito
de vértices, y si una grafica tiene lazos o multiaristas la llamaremos multigrafica.
Cuando hablemos de una sola gréafica, daremos por hecho que su conjunto de vértices
es V' y su conjunto de aristas E.

Como se ve en la Figura [I.2] dos graficas pueden tener distintos conjuntos de
vértices y aristasm y ain asi puede suceder que sus dibujos se vean iguales (o bien,
que se puedan dibujar de tal forma que se vean iguales). Estrictamente hablando,
estas dos graficas no son la misma, pero seran tan similares que muchas veces no vale
la pena hacer una distincion entre ellas. Es aqui donde toma importancia la siguiente
definicion.

Definicién. Dadas dos grdficas, G y H, un itsomorfismo de G en H es una funcion
biyectiva ¢ : Vg — Vg que cumple que uwv € Eg si y solo si ¢p(u)p(v) € Ey.

6
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Decimos que dos graficas G y H son isomorfas, y lo denotaremos por G = H,
si existe un isomorfismo entre ellas. Las graficas de la Figura|l.2son isomorfas, y un
isomorfismo entre ellas es ¢(v;) = w;. Es facil ver que la relaciéon “es isomorfa a” es
una relacion de equivalencia, por lo que podemos trabajar con un elemento de cada
clase definida por la relacion para estudiar las propiedades de todas las graficas en
dicha clase.

A

@

@ \@/ @

Figura 1.2: Dos graficas isomorfas.

&) @

De manera similar, se define un homomorfismo [I] de una grifica G a una
grafica H como una funcién f : Vi — Vi que cumple que f(u)f(v) € Ey siempre
que uv € FEg. Vale la pena notar que si u y v son no-adyacentes en G, entonces sus
imagenes bajo f pueden ser adyacentes, no adyacentes, o iguales. Decimos que un
homomorfismo f de G a H es completo cuando cumple que f(u)f(v) € Ey siy
sblo si uv € Eg. En la Figura[1.3] podemos observar que la funcién

uy Sl 4 es impar
flv) = {

Ug S1 ¢ es par

Es un homomorfismo completo de G a H, pero no es biyectiva, por lo no es un
isomorfismo.

Figura 1.3: Dos graficas, entre las cuales existe un homomorfismo.

1.1.2. Subgraficas

Si estamos modelando, por ejemplo, el sistema de carreteras de un pais mediante
una grafica, nos puede interesar restringir el problema para estudiar sélo las carreteras

7
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que hay dentro de un estado o de un conjunto de estados. En este caso, nos convendria
tomar solo la parte correspondiente de la grafica en cuestion, y para eso tenemos el
siguiente concepto.

Definicién. Dada una grdafica G, una subgrdfica de G es una grdfica H que cumple
que Vg C Vg y Eg C Ey. Si H es subgrdfica de G, lo denotaremos por H C G.
Decimos que una subgrdfica H de G es propia si H # G

Dada una gréafica GG, podemos crear subgraficas de ella borrando vértices o borran-
do aristas. Si borramos una sola arista e, obtenemos la grafica G — e, cuyo conjunto
de vértices es V' y cuyo conjunto de aristas es £ — {e}. Por otro lado, eliminar un
vértice es un poco mas complicado: como las aristas estan definidas a partir de vérti-
ces, si borramos un vértice, debemos asegurarnos de quitar también todas las aristas
que inciden en él. Si definimos d(v) como el conjunto de aristas que tienen al menos
un extremo en v, entonces la grafica G —v es la pareja ordenada (V —{v}, E—0(v)).
Podemos notar que si v ¢ V, entonces G — v = G. Anélogamente, si e ¢ F, en-
tonces G — e = (. Partiendo de la convencién de que G — @ = G, para conjuntos
V' CVySCE, definimos G — (V' U{v})y G- (SU{e}) como (G—V')—vy
(G — S) — e respectivamente. Una grafica que se obtiene de otra eliminando tnica-
mente aristas recibe el nombre de subgrafica generadora, y una que se obtiene de
otra eliminando tinicamente vértices recibe el nombre de subgrafica inducida. Si
llamamos X al conjunto de vértices de una grafica inducida H de G, decimos que
X induce a H, y escribimos H = G[X]. Si X = {vg,v1,...,v}, podemos escribir
H = Glvg,vq,...,vg). Esto se ilustra en la Figura

_— @f/@\ @f/@\ @/@\

/ \

G-y Gluo, v1, Vo]

2)
| ®
@ @

© ©
N

©3)
~— \@
G G —

[

Figura 1.4: una grafica y varias de sus subgraficas.

Si Gy H son graficas, definimos su interseccién, G N H, como la grafica (Vg N
Vi, B¢ N Ey), y suunién, GU H, como (Vg U Vy, Eq U Ey). Cuando los conjuntos
de vértices de G y de H sean ajenos, llamaremos a la unién ajena, y la denotaremos
como G+ H. En concordancia con esta misma notacién, la unién ajena de n graficas
isomorfas a G se denotara como nG.

1.1.3. Digraficas

Si quisiéramos modelar un problema en el que las relaciones entre nuestros objetos
no fueran necesariamente simétricas, por ejemplo, para modelar una red tréfica,
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necesitariamos una estructura que nos permitiera visualizar mejor dicha relacién. La
estructuca que nos sirve en este caso seria una digrafica.

Definicién ([2]). Una digrdfica estricta es una pareja ordenada D = (Vp, Ap)
donde V' es un conjunto no vacio y A CV xV —{(u,u) : uw € V}. Al igual que con
las grdficas, el conjunto V' es llamado conjunto de vértices, pero en este caso, A es
llamado conjunto de flechas.

A lo largo de este texto, llamaremos sélo digrdfica a una digrafica estricta. Cuando
hablemos de una sola digrafica, pensaremos que su conjunto de vértices es V' y su
conjunto de flechas es A. Si D es una digrafica, con u,v € V' y (u,v) € A, diremos
que:

1. El vértice u es la cola de (u,v) y v es su cabeza. Asimismo, (u,v) incide tanto
en u como en v.

2. El vértice u domina a v, y v es dominado por .

3. El vértice u es invecino de v, y v es exvecino de u. De igual forma, la invecin-
dad N~ (v) de v es el conjunto de invecinos de v, mientras que la exvecindad
N~ (v) de v es el conjunto de exvecinos de v.

4. La flecha (u,v) es simétrica si (v,u) € A. Denotaremos este hecho como
—
uv € A.

5. La flecha (u,v) es asimétrica si (v,u) ¢ A. Denotaremos este hecho como

b € A.

6. Siu € Vi, v € Vy, diremos que (u,v) es una (V;,V;)-flecha. En general, si
Vi, Vo € V son dos conjuntos ajenos, denotaremos por (Vj, V3) al conjunto de
flechas de D con cola en V] y cabeza en V5, y diremos que V; domina a V5 si
para cualesquiera w € Vi, x € V;, existe la flecha (w, x).

Ademas de los puntos anteriores, por la flecha entre u y v nos podemos referir a
(u,v), a (v,u) o a ambas, dependiendo del contexto. Como es de esperarse, muchos
de los conceptos que se estudian en graficas tienen su versién en digraficas. Un primer
ejemplo es el concepto de grado, que en este caso se divide en dos: el ingrado de
un vértice v, denotado por d~(v), es el nimero de flechas de las cuales v es cabeza,
y el exgrado, denotado por d*(v), es el nimero de flechas de las cuales v es cola.
Diremos que un vértice es un sumidero si su exgrado es 0 y una fuente si su
ingrado es 0, Dadas dos digraficas D y H, para que una funcién ¢ : Vp — Vg sea
un isomorfismo de D a H, pedimos que ¢ sea biyectiva y que (u,v) € Ap siy
solo si (gb(u), gb(v)) € Ay, y para un homomorfismo en digraficas pedimos que si
(u,v) € Ap, entonces (f(u), f(v)) € Ag. De igual manera, una subdigrafica de una
digrafica D es una digrafica H tal que Vg CVpy Ay C Ap.

Si D es una digrafica, podemos construir una grafica G que sea “lo mas parecida
posible a D” de la siguiente forma:

» Vo=V, y
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» uv € Eg siy sélosi (u,v) € Ap o (v,u) € Ap.

La grafica G se conoce como la grafica subyacente de D, y se denota por Gp o
UG(D).

/

@y
TN
| \
b/
D Gp

Figura 1.5: Una digrafica y su gréafica subyacente.

Por otro lado, dada cualquier grafica G, podemos crear una digrafica D a partir
de ella dandole direcciones a sus aristas: cada una de las aristas puede transformarse
en una flecha simétrica o asimétrica. Si D se obtiene dando una tnica direccién a
cada arista de GG, diremos que D es una orientacién de G. Si todas las aristas de

D se obtuvieron convirtiendo las aristas de G en flechas simétricas, D sera llamada
—

una biorientacion de G, y escribiremos D = G . Ambos casos estan englobados
cuando decimos que D es una superorientacién de G, lo que querrd decir que D
se obtuvo de darle al menos una direccién a cada arista de G.

AL L

Figura 1.6: De izquierda a derecha tenemos una grafica, una de sus orientaciones, su
biorientacién, y una de sus superorientaciones.

Otra manera de representar tanto a las graficas como a las digraficas es me-
diante su matriz de adyacencia. Para generarla, numeramos los vértices como
v1, Vs, ..., U, en cualquier orden, y la matriz de adyacencia sera una matriz de ta-
mafo |V| x |V| con entradas en {0,1} en la que M;; =1 siy sélo si (v;,v;) € A en
el caso de las digréficas, y M;; = 1 si y sélo si v;v; € E en el caso de las gréficas.
Observemos que para cualquier grafica, la matriz de adyacencia es simétrica gracias
a que el orden de los vértices esta fijo. Vale la pena mencionar que las matrices de
adyacencia no son unicas para cada grafica (digrafica), pues existen tantas matrices
como ordenamientos de V. Un ejemplo para digréficas se puede observar en la Figura

i

10
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Figura 1.7: Una digrafica con su respectiva matriz de adyacencia.

O) ——

— o O O
o O O
o O = O
o= O O

©) «—

1.1.4. Caminos, trayectorias y ciclos

Una propiedad que nos interesa de las graficas es poder conectar un vértice con
otro a pesar de que entre estos dos no haya arista alguna. La manera de hacer esto
es mediante caminos.

Definicién. Un camino en una grdfica es una sucesion alternante de vértices y
aristas de la forma (vo, €9, v1, €1, ...,0), donde cada v; es un vértice en la grifica y

€; = VVj41.

Si un camino inicia en u y termina en v, diremos que es un uwv-camino. A ve-
ces nos importa sélo un segmento del camino, por lo que si z se recorre antes que
y en el camino W, podemos referirnos al segmento entre ambos como el subca-
mino xWy. También es posible concatenar dos caminos cuando el ultimo vérti-
ce del primer camino coincide con el primer vértice del segundo. Por ejemplo, si
W = (vo,...,vx) convy =xy P = (ug,...,u) con ug = x, el camino WP corres-
ponde a (vg,...,Vk, U1, ...,u). Aprovechando que estamos trabajando uinicamente
con graficas simples, podemos denotar los caminos usando sélo los vértices por los que
pasan. Por ejemplo, en la Figura, la sucesion P dada por (u, v, z, z, z, w, u,v) es un
camino. Para las digraficas, un camino dirigido es una sucesién (vg, ag, vy, . .., Ug)
donde cada v; € V' y a; es la flecha (v;,v;41). Tanto en los caminos como en los
caminos dirigidos, cualquier vértice v; con ¢ ¢ {0,k} recibe el nombre de vértice
interno. Al igual que en las graficas simples, podemos denotar un camino dirigido
usando Unicamente sus vértices. Por ejemplo, en la digrafica de la Figura[1.8] la su-
cesiéon (v, w',y',v") es un camino dirigido en D, pero la sucesién (y', 2,2’ v/, ¢/, 2')
usa dos flechas en sentido contrario, por lo que no puede ser un camino dirigido en
D. Esto no restringe que la misma sucesiéon pueda ser un camino en Gp.

11
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G D

Figura 1.8: Una gréfica y una digréfica.

Como se ve en los ejemplos, un camino puede repetir tanto aristas como vértices.
Si queremos restringir esto ultimo, tenemos el siguiente concepto:

Definicién. Una trayectoria en una grdafica G es un camino que no repite vértices.
St u,v € V, una uv-trayectoria es una trayectoria que inicia en u y termina en v.
Andlogamente, una trayectoria dirigida en una digrdfica es un camino dirido que
no repite vértices. Si el contexto lo permite, usaremos el término trayectoria en las
digrdficas para hablar de una trayectoria dirigida.

Si W es un camino dado por la sucesién de vértices (vy, ..., vx), diremos que su
longitud, denotada por ¢(WW), es igual a k. Es importante mencionar que ¢(1') no nos
indica la cantidad de vértices que tiene el camino, sino la cantidad de transiciones
que hace de un vértice a otro. Como, las aristas en las graficas no tienen direccion,
es natural pensar en recorrer un camino W en sentido contrario al due esta escrito.

En ese caso, tenemos un nuevo camino al cual denotaremos por W. Si un camino
termina en el mismo vértice que inicié, diremos que el camino es cerrado, y de hecho
es inmediato notar que una trayectoria no puede ser cerrada. Algunos autores ven
a las trayectorias como graficas que se pueden ordenar en una sucesion de vértices
adyacentes. Usando este hecho, nos referiremos a la grafica con forma de trayectoria
de n vértices como P,.

Definicién. Un ciclo en una grdfica es un camino cerrado (vo, .. .,vy) de longitud al
menos 3 que no repite aristas, en el cual vg = vy, y para cualesquierai,j € {1,...,k}
sucede que v; = v; solo si i = j. Nos referiremos a un ciclo de n vértices por C,.

Un ciclo en una digrifica es camino dirigido cerrado (v, ...,vy) de longitud al
menos 1 en el que v; = v; sélo cuando i = 0 = j. Decimos que un ciclo es tmpar si
tiene un numero impar de vértices, y par en otro caso, y decimos que es inducido
en una grifica G (digrdfica D), si para cualesquiera dos vértices v;, v; del ciclo sucede
que v;v; € Eg((u,v) € Ap) sty solo sij =i+ 1.

Proposiciéon 1. En una digrdfica, todo camino dirigido cerrado de longitud impar
tiene como subcamino un ciclo tmpar.

Demostracion. Por induccién sobre la longitud del camino. Sea P un camino cerrado
de longitud 3, entonces P es un ciclo, asi que supongamos que esta afirmacion es

12
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valida para todo nimero impar menor que cierta k impar. Si P tiene longitud impar,
tenemos dos casos posibles. En el primer caso, P no repite vértices internos, por lo
que ya es un ciclo impar. En el segundo, existe un vértice interno que aparece al
menos dos veces en la sucesiéon de P, v; = v; con ¢ < j . De esta manera, podemos
partir P en los dos caminos cerrados v; Pv; y v;PvgPv;. La suma de las longitudes
de estos caminos es la longitud de P, por lo que uno de ellos tiene longitud impar
menor que la de P. Por hipdtesis de induccién, este camino contiene un ciclo impar,
que también esta contenido en P. O

Este resultado tiene su version para graficas, y se presenta como el siguiente
corolario.

Corolario 1. Todo camino cerrado de longitud impar en una digrdfica contiene como
subcamino un ciclo itmpar.

Demostracion. Sea G una grafica y W’ un camino cerrado de longitud impar en G.

Sea ? la biorientacién de G, y W el camino dirigido en G cuya sucesion de vértices
es igual a la de W. gracias a la Proposicién [1, W contiene un ciclo impar C', Para el
cual existe un ciclo ¢’ de G que cumple que su sucesién de vértices es igual a la de
C. Como C' es subcamino de W, entonces C’ es subcamino de W', por lo que es un
ciclo contenido en W', O

Proposiciéon 2. Todo ciclo impar en una grdfica contiene un ciclo impar inducido
en esa misma grafica.

Demostracion por induccion. Sabemos que todo ciclo de longitud 3 es inducido, asi
que supongamos que para todo ciclo con longitud impar menor que algiin ntimero k,
con k impar, se cumple la proposicion.

Supongamos ahora que C' es un ciclo k£ no inducido en una gréafica G. Al no
ser inducido, existe una arista en G entre dos vértices u y v no consecutivos en C.
Consideremos las trayectorias uCv y vCu. Como la longitud del ciclo es impar y es la
suma de las longitudes de estas trayectorias, entonces al menos una de las trayectorias
tiene longitud par. Si a dicha trayectoria le anadimos la arista uv, tendremos un ciclo
de longitud impar menor que k£ que es subgrafica inducida de C', por lo que podemos
usar la hipdtesis de induccién. n

Una caracteristica importante de trayectorias radica en que nos permiten llegar de
un vértice a otro usando la menor cantidad de aristas. Para formalizar esto, tenemos
el siguiente resultado.

Proposiciéon 3. Sea G una grifica yu yv dos de sus vértices. Si exite un uv-camino,
entonces existe una uv-trayectoria de longitud menor o igual que la del uv-camino.
Mas aun, todos los vértices de la trayectoria estardn en el camino.

Demostracion por induccion sobre la longitud del uv-camino. Sean u,v como en la
hipétesis, y sea W = (uy, . .., %) un uv-camino. Si su longitud es 1, entonces W es la
trayectoria buscada. Supongamos que este resultado es valido para cualquier camino
de longitud menor que k. Si W tiene longitud k y no es una trayectoria, entonces

13
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existe un vértice z en la sucesion de W que aparece dos veces, digamos en los lugares
iy jconi < j. Asi, el camino (uWw;)(u;Wv) tiene longitud menor que k, por lo
que existe una uv-trayectoria de longitud a lo méas k cuyos vértices son usados en

(uWu;)(u;Wo). O

Una forma mas corta de enunciar el resultado anterior es decir que todo uv—camino
contiene una wuv—trayectoria. Otra aplicacion de las trayectorias es saber qué tan
cerca o lejos esta un vértice de otro. Si tomamos dos vértices u y v en una grafi-
ca G, definimos la distancia de u a v, denotada por dg(u,v), como min{¢(7")

T es uv-trayectoria}. Si no existen trayectorias, diremos que esa distancia es infi-
nita. Definimos el didmetro de G, Diam(G) como max{dg(u,v) : u,v € V}, y para
cada vértice v, definimos la excentricidad e(v) como max{d(u,v): ue€ V}.

1.1.5. Otros conceptos importantes

Conexidad

Decimos que una grafica GG es conexa si entre cualesquiera dos vértices existe un
camino, y gracias a la Proposicion [3, es equivalente pedir que exista una trayecto-
ria entre estos dos vértices. Incluso si G no es conexa, podemos buscar subgraficas
conexas de G maximas por contencién con esa propiedad.

Definicién. Una componente conexa de una grafica G es una subgrdfica coneza
y mdzxima por contencion con esa propiedad.

Si la gréafica en cuestion es conexa, sélo tendra una componente, ella misma. En
otro caso, cada componente conexa esta aislada de las demas. Por otro lado, podemos
definir una relacién binaria ~ sobre el conjunto de vértices de tal forma que u ~ v siy
sOlo si existe un uv-camino. Esta relacién evidentemente es reflexiva, pues un camino
de longitud 0 siempre va de un vértice a si mismo, también simétrica, pues en las
graficas los caminos pueden recorrerse en ambos sentidos, y para ver que esta relacién
es transitiva, s6lo necesitamos concatenar los caminos correspondientes. Por lo tanto,
~ induce una particién sobre el conjunto de los vértices. Las clases de equivalencia
bajo esta relacién resultan ser conexas, y entre vértices de clases distintas no existen
caminos, por lo que es facil ver que son justamente las componentes conexas de la
grafica.

En digraficas tenemos dos conceptos que se asemejan a la conexidad. Decimos
que una digrafica D es débilmente conexa si su grafica subyacente G es conexa,
y es fuertemente conexa cuando entre cualesquiera dos vértices u,v existe una
uv-trayectoria dirigida en D. Diremos que una digrafica H es una componente de
una digrafica D si Gy es componente conexa de Gp.

Particiones

Dada una grafica GG, decimos que un subconjunto S de V' es independiente si
no existe arista alguna cuyos extremos estén en S, y decimos que S es un clan si
cualesquiera dos de sus vértices son adyacentes. Para una digrafica D, un subconjunto
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S de V' es independiente si no existe flecha alguna cuyos extremos estén en S, y
es un clan si para cualesquiera dos vértices existe alguna de las dos flechas posibles.
Decimos que el clan es fuerte todas las flechas del clan son simétricas.

Recordemos que en la mayoria de las ramas de las matemaéticas, una particién de
un conjunto X es una familia de subconjuntos de X que cumple tres condiciones:

1. Ninguno de los elementos de la particién (que son subconjuntos de X) es vacio.

2. Para cualesquiera dos elementos de la particién, la interseccion es vacia.

3. La union de los elementos de la particion es X.

En teoria de graficas, una particiéon no necesariamente cumple el primer punto, y aun-
que ahora no sea muy claro por qué, esto permite categorizar a las graficas mediante
algunas propiedades de forma mas facil.

Dada k € N, definimos una k-particion de G como una particién de Vg en k
conjuntos independientes, y decimos que G es k-partita si admite una k-particion.
Una gréfica es multipartita completa si es multipartita (es decir, k-partita para
alguna k > 2) y cualesquiera dos vértices en partes distintas son adyacentes.

Complemento

Recordemos que dado un conjunto universal U, el complemento de cualquier
conjunto X C U, U — X es {u € U: u ¢ X}. En las graficas también existe una
nocion de complemento, y estd relacionado con el conjunto de aristas. Si G = (V, F)
es una grafica, su complemento se denota G, y corresponde a la grafica (V,{A €
P(V): |A] = 2} — E). Bajo esta nocién, podemos observar que la unién de una
grafica con su complemeno resulta siempre en una gréfica en la cual todos los vértices
son adyacentes entre si. Esta tltima recibe el nombre de grafica completa, y para
cada entero positivo n podemos crear una grafica completa con n vértices, a la que
llamaremos K,. El complemento de una gréfica completa es una grafica vacia, y se
denota por K.

15



1.1. Teoria de Graficas Capitulo 1. Introduccién
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Figura 1.9: Dos graficas y sus respectivos complementos

En las digréficas, el complemento funciona tomando cada una de las flechas que
no aparecen en la digrafica original. Entonces, si entre dos vértices no existe flecha
alguna en una digrafica D, en D existira una flecha simétrica.

Como es de esperarse, tanto para las graficas como para las digraficas, el com-
plemento del complemento vuelve a ser la gréfica (digrafica) original, es decir, dada

cualquiera grafica (digrafica) G, se cumple que G = G.

Inversa

—
Dada una digrafica D, la inversa D consiste intuitivamente en la digrafica ob-

e
tenida de invertir el sentido de cada una de las flechas de D. Formalmente, D es la
digrafica (V, A"), con A’ = {(u,v): (v,u) € A}. Es importante notar que dada una
digrafica D, sucedera que Gp = GB'
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Figura 1.10: Dos digraficas y sus respectivas inversas.

Vale la pena notar que a veces una digrafica puede ser isomorfa a su inversa,
un ejemplo de esto se ilustra en la Figura [1.10] De igual manera, si una digrafica
—

D contiene a H como subdigrafica inducida, entonces H es subdigrafica inducida

(—
de D. Ademas de que este tltimo resultado es sencillo de ver, su contrapuesta sera
bastante 1util para el siguiente capitulo, en donde buscamos que una digrafica no
contenga ciertas estructuras como subdigréaficas inducidas.

1.1.6. Familias relevantes

Existen caracteristicas que nos ayudan a agrupar las graficas. Por ejemplo, sa-
bemos que en una grafica completa estan todas las aristas posibles, y una vacia es
aquella en la cual no hay aristas. A continuacién se presentan las familias de graficas
que se usaran para resolver el planteamiento del problema, y en la Figura se
encuentran ejemplos de cada una de ellas.

= Una grafica completa es aquella en la que cualesquiera dos vértices son adya-
centes. Nos referiremos a la grafica completa de n vértices por K,,. Ademas de
esto, podemos referirnos a K3 o a cualquiera de sus superorientaciones por el
nombre de triangulo.

= Una grafica vacia es aquella en la que ninguna pareja de vértices es adyacente.

» Una grafica es k-partita (multipartita) si existe una particién de su conjunto de
vértices en k conjuntos independientes. En particular, una grafica es bipartita
si es 2-partita, tripartita si es 3-partita.

» Una grafica es k-partita completa (multipartita completa) si es k-partita y
cualesquiera dos vértices en partes distintas son adyacentes. Si una grafica es

17



1.1. Teoria de Graficas Capitulo 1. Introduccién

k-partita completa con k > 2 y sus partes tienen nqy,ns,...,n; vértices, la

denotaremos por K, n,. .., -

» Una grafica G es escindible si existe una particién (K,.5) de su conjunto de
vértices que cumpla que G[K] es completa y G[S] vacia.

» Una grifica es escindible completa si es escindible con particiéon (K, S) y
cada vértice de K es adyacente a todos los vértices de S.

= Un diamante es una grafica de cuatro vértices con cinco aristas.

Q)
7\
XK ©

Figura 1.11: De izquierda a derecha y de arriba a abajo: la grafica completa Kg,
la grafica vacia Ky, una gréfica bipartita, la grafica tripartita completa K9, una
grafica escindible completa, y un diamante.

1.1.7. Caracterizaciéon mediante obstrucciones minimas

Pensemos en la grafica completa Kg, cuyo dibujo se encuentra en la Figural [I.11]
Si tomamos cualquier conjunto S C Vi, podemos notar que en K4[S], cualesquiera
dos vértices son adyacentes, por lo que, al igual que Kg, K4[S]| también es completa,
y de hecho es K|g. En general, si una propiedad en una gréfica G se cumple también
para cualquier subgrafica inducida de (G, decimos que esta propiedad es hereditaria.
Las propiedades ser completa y ser vacia claramente son hereditarias, y de hecho,
si pensamos en las familias anteriores como propiedades (ser multipartita, ser escin-
dible, etc), es sencillo ver que éstas también son hereditarias. Tomemos cualquier
grafica G que cumpla alguna de estas propiedades. Sabemos que existe una particion
V' = (V1,Va,..., Vi) que exhibe la propiedad de G, por lo que si tomamos cualquier
subconjunto S de vértices de GG, entonces V' restringida a S serd la particién deseada
para G[S] que exhiba la misma propiedad.
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Que las propiedades sean hereditarias nos permite caracterizar las familias de la
siguiente forma. Supongamos que P(G) es una propiedad hereditaria de G. Si existie-
ra una grafica H que no tuviera la propiedad P, entonces H no podria ser subgréfica
de G. Si lograramos encontrar todas las graficas Hy, Ho, ... que no cumplen P, pe-
ro cuyas subgraficas propias inducidas todas cumplen P, estariamos encontrando en
cierta forma las graficas minimas para obstruir P. Para demostrar que estas subgrafi-
cas son suficientes para restringir P, bastaria suponer que tenemos una grafica G*
en la cual ninguna de las H; es subgréfica inducida, y demostrar que G* cumple P.
En general, si una grafica H no es subgrafica inducida de una grafica GG, decimos que
G es libre de H.

Las graficas Hy, Hs,... escritas anteriormente, asociadas a una propiedad he-
reditaria P, se conocen como obstrucciones minimas de P. A continuacién, se
encontraran las obstrucciones minimas para algunas de las familias de la seccién an-
terior, y se demostrara que son todas. A esto se le conoce como caracterizacion
por obstrucciones minimas.

Teorema 1. Una grdafica G es completa si y solo si es libre de 2K .

Demostracion. La grafica 2K no es completa, pues sus unicos dos vértices son no-
adyacentes. Por lo mismo, una grafica completa G no puede tener a 2K, como grafica
inducida. Por otro lado, si tomamos a G como una grafica libre de 2K y nos fijamos
en dos de sus vértices u,v, debe suceder que uv € E, por lo que G es completa.
Ademas, 2K, es minima, ya que todas sus subgraficas inducidas propias son isomorfas
a K1, que si es completa. O

Teorema 2. Una grdfica es vacia si y solo si es libre de K.

Demostracion. Que una grafica sea libre de K5 quiere decir que dicha grafica no tiene
arista alguna, que es la definicion de que sea vacia. Por otro lado, si una grafica es
vacia, no tiene arista alguna, por lo que no podemos tomar dos vértices en ella que
formen la grafica K,. Ademas, K5 es minima, ya que todas sus subgraficas inducidas
propias son isomorfas a K7, que es vacia. O

Teorema 3. Una grdfica es bipartita si y solo si no contiene ciclos impares inducidos.

Demostracion. Demostremos primero que si un ciclo tiene una biparticion, entonces
es par. Sea C' = (vy,...,v;) un ciclo y sea (X,Y’) una biparticién de C. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que vy € X, y esto implica por la arista existente
vov1 que v; € Y. Como el vértice vy es adyacente a vy, 1, se sigue que estos deben
estar en partes distintas de la particion. Ademas, vy € X, de donde se sigue que
todos los vértices de subindice par estardan en X, y los deméas estaran en Y. Como
vg = U ¥ U, € X, sabemos que k es par, por lo que C tiene longitud par k.

Ahora debemos ver que si GG es una grafica sin ciclos impares inducidos, podemos
encontrar una bipartitacion para G. Para esto, podemos suponer que G es conexa, y
generalizar posteriormente. Como se vio en la Proposicién [2, G' no puede tener ciclos
de longitud impar. Tomando un vértice v, definimos X = {u € V' : d(u,v) es par}
y Y = {u €V :d(u,v) es impar}. Como la distancia entre cualquier vértice y v es
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unica, X y Y son ajenos. Veamos ahora que cada conjunto es independiente. Sean
u,x € X, ysean Py () una uv-trayectoria y una vz-trayectoria respectivamente, cada
una de longitud minima. Si u y = fueran adyacentes, entonces PQu seria un camino
cerrado de longitud impar, que por la Proposicién (1| contendria un ciclo impar, lo
que seria contradiccién. Por lo tanto, (X,Y’) es una biparticién de G.

Si la grafica no es conexa, podemos penesar que sus componentes son G, Gs, ..., Gy
para alguna k£ € N. En este caso, el argumento anterior es vélido para cada una de las
componentes de GG, por lo que cada componente tiene su propia biparticién (X;, Y;),
y la particién de G esta dada por (UF_, X; UF | Y)). O]

Teorema 4. Una grdfica es k-partita completa si y solo si es libre de Kyy1 y de
K, + K.

Demostracion. Si G es k-partita completa y tomamos k + 1 vértices, al menos dos
de ellos deben estar en la misma parte, por lo que no pueden ser adyacentes, y asi no
tendremos subgréficas isomorfas a Kj.;. Tomemos cualesquiera tres vértices de G'y
consideramos una k-particion de G. Si los tres estan en la misma parte, tendremos
una subgréfica isomorfa a K3, y si los tres estan en distintas partes, tendremos K.
Si dos de ellos estan en la misma parte y el tercero esta en otra, entonces tendremos
P3 como grafica inducida, pero en ningin caso posible se induce Ky + Kj.

Por otro lado, si G es libre de K1 y K7 + K5, podemos llamar H a la subgrafica
completa de G' de orden mas grande p. Notemos que p < k, nombremos x1, s, ..., T,
a los vértices de H, y consideremos V; = {v € Vg : va; ¢ E} para 1l < i < p.
Observemos que z; € V;, ya que G no tiene lazos. Veamos que (V1,...,V},) es la
k-particion deseada. Si hubiera dos vértices en V; adyacentes, sabemos que éstos
no son adyacentes a x;, por lo que forman una subgréfica isomorfa a K; + Kj.
Esto quiere decir que cada V; es independiente. Tomemos ahora v € Vg \ Vy. Por
definicién de H, v no puede ser adyacente a todos los vértices de H, por lo que v € V;
para algin conjunto V;. Si un vértice v estd en dos conjuntos V;,V;, tenemos por
definicién que no es adyacente a x; ni a z;, asi que {v, x;, z;} induce K; + K», lo que
contradice las hipdtesis. Esto nos dice que los conjuntos V; son ajenos. Veamos ahora
que cualesquiera dos vértices en conjuntos distintos son adyacentes. Evidentemente,
si tomamos dos vértices x; y x;, éstos seran adyacentes por ser vértices de H, y si
tomamos un vértice z; y un vértice v € V; \ Vi, i # j, estos serdn adyacentes por
definicién de V;, asi que basta analizar qué sucede al tomar v € V;\{z;},u € V;\{z,}.
Para este caso, ya sabemos que vz; € E, y si uv ¢ E, entonces {u,v,z;} induciria
Kl + KQ.

De esta manera, los conjuntos V; son independientes, forman una particion, y
cualesquiera dos vértices en conjunto distintos son adyacentes. L]

Es importante notar que al quitar la restriccion de Kjyq en el Teorema [4] obte-
nemos el siguiente corolario.

Corolario 2. Una grdfica G es multipartita completa si y solo si es libre de K1+ K.

Demostracion. Si una grafica G es libre de K; 4+ K5, tomamos una subgrafica com-
pleta méxima por contencién en (. Si dicha grafica es isomorfa a K, para algin
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¢ € N, entonces G es libre de Ky y de K7 + Ky, por lo que es (-partita completa.
En cambio, si G' es multipartita completa, forzosamente es k-partita completa para
algiin entero k£ > 2, por lo que es libre de K1 y de K; + K. O

Teorema 5. Una grdfica es escindible completa si y sélo si es libre de Cy y de
K+ K.

Demostracion. Sea G una grafica escindible completa con particion (K, .S). Si toma-
mos cualesquiera tres vértices, las posibles graficas que inducen son K3 si al menos
dos estén en el clan, K5 si los tres estan en el conjunto independiente, y Ps si s6lo dos
de ellos estan en el conjunto independiente, pero en ningin caso es posible inducir
Ky + K. Si (vg, v1,v2,v3,79) fuera un ciclo inducido Cy en G, entonces vq,v3 € S,
pues no son adyacentes entre si, pero vy, v € S por la misma razon. Esto contradice
que S sea independiente, por lo que Cy no puede ser subgrafica inducida de G.

En cambio, si GG es libre de Cy y de K1+ K5, sabemos por el Corolario
que es multipartita completa con particién (Vi, Vs, ..., Vi) para
alguna k > 2. Como G es libre de (Y, el cardinal de V; es 1 para
todas salvo a lo mas una de las partes de la particion, pues de no ser
asi, tendriamos una subgrafica isomorfa a C), como en la ilustracién
de la derecha. Si supongemos que V; es la parte con mas de un
vértice, podemos definir K como U_,V;. Al ser la unién de partes
unitarias distintas, K es un clan, y cada uno de sus vértices sera
adyacente a todos los de V;, dado que G era multipartita completa.

Gracias a esto, (K,V)) es una particién escindible de G.
]

Corolario 3. Las particiones escindibles completas son unicas para cualquier grdfica
G no isomorfa a K,.

Demostracion. Si una grafica G es escindible completa distinta de K, con particion
(K, S), S no puede ser unitario, pues si asi fuera, G seria isomorfa a K,,. Asi, cualquier
conjunto independiente no unitario de GG es subconjunto de S, pero si se toma un
subconjunto propio S’ C S, entonces existird un vértice v € S\ S’ no adyacente a
los vértices de S’, por lo que la particién puede ser escindible, pero no escindible
completa. O

Lema 1. Sean D wuna digrdfica multipartita completa y Sy y S dos de sus partes
tales que S1 # Sy. Si D no contiene O—>0—>0 | O«—>0—>0 nj O—>0«—>0

como subdigrdficas inducidas, entonces S1 domina a Sy o viceversa.

Demostracion. Supongamos que u € S1,v € S,. Si la flecha entre u y v es simétrica,
entonces todas las flechas entre S; y Sy deben ser simétrcas para evitar cualquiera
de las ultimas dos obstrucciones. Veamos qué sucede si la flecha (u,v) existe pero la
flecha (v, u) no.
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Gracias a la primera obstruccién, sabemos que en D[S} U Ss], los
vértices u y v son una fuente y un sumidero respectivamente. Es-
to quiere decir que si existiera una flecha de S, a S, ninguno de [@ @
sus extremos puede ser u o v, ya que eso nos daria alguna de las v
tres obstrucciones mencionadas. Esto significa que dicha flecha esta

entre dos vértices w y x distintos de v y de v, como se muestra ‘

en la ilustracién a la derecha. Notemos que independientemente de  \@ @
si la flecha (z,w) existe o no, la grafica D[u,w,z| es una de las
obstrucciones mencionadas.

]

Ademas de estas caracterizaciones, podemos ver otros resultados importantes.
En primer lugar, notemos que si G es libre de H y D es superorientacién de G,
entonces D es libre de todas las superorientaciones de H. Esto es particularmente
util en las caracterizaciones mediante obstrucciones minimas, pues si Gp es libre de
cierta obstruccién, entonces D es libre de las orientaciones de la obstruccion. Otro
resultado se plasma en la proposicién siguiente:

Proposicién 4. Sean G una grdfica y H una subgrdfica inducida de G. Entonces G
contiene a H como subgrdfica inducida.

Demostracion. Para esto basta tomar en G al conjunto Vy y observar qué sucede
con €l bajo la operacion del complemento. Por definicién, cualesquiera dos vértices
de Vi no adyacentes en G, seran adyacentes en G, y dos vértices adyacentes en Vi
en G, no lo serdn en G. Esto corresponde a la defincién de complemento en H. [

La contrapositiva de esta proposicion, junto con el hecho de que el complemento
sea su propia operacion inversa, implican que esta proposicién también es valida como
equivalencia. Para una caracterizacién por obstrucciones minimas, nos sirve saber que
G es libre de H si y sélo si G es libre de H, por lo que podemos caracterizar una
clase de graficas mediante su complemento.

1.2. M-particiones

Dada una digréfica D sin lazos y una matriz M de tamano m x m con entradas
en {0, 1,*}, una M-particién de D es una particién de V' en m partes (Vi,..., V)
en la cual:

» Cada vértice de V; domina a todos los vértices de V; si y sélo si la entrada

» No existen flechas que vayan de V; a V; si y sélo sila entrada M;; = 0.

» Si M;; = *, no existen restricciones entre V; y Vj, es decir, cualquier vértice de
Vi puede o no dominar vértices de V. Vale la pena mencionar que esta entrada
de la matriz no nos da informacion sobre las flechas de V; a V;.
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En el contexto teoria de graficas, a estas matrices se les llama patrones. En par-
ticular, si la entrada M;; es 0, entonces V; es independiente, y si es 1, entonces es
un clan fuerte. Observemos que si la matriz es simétrica, obtenemos de la definicién
que todas las flechas de la digrafica en cuestién seran simétricas, por lo que podemos
trabajar con graficas en lugar de digraficas. En este caso, se puede ver que las graficas

01 .
1 1) mientras que
las graficas que resulten de la unién ajena de dos gréaficas completas admitirdn una

escindibles completas admiten una M-particiéon para la matriz

0 . :
0 1) Notemos que puede haber més de una matriz
que caracterice una propiedad, por ejemplo, una digrafica bipartita completa en la
que todas las flechas vayan en la misma direccion puede representarse con la matriz

0 1 | tri 0 0
0 o) ©conlamatriz {

o Si M es un patron, dfﬁnimos su complemento como el patrén M en donde
M;; = 1 cuando M;; = 0, M;; = 0 cuando M;; = 1, y M;; = x cuando M;; = *.

. . (1
M-particién para la matriz <

Proposicién 5. Dada una digrdfica D y un patron M, D admite una M -particion
sty solo st D admite una M -particion.

Demostracion. Sea (Vi,-- -, Vy,) una M-particién de D. Se afirma que ésta es una M-
particién de D. Analizando todos los posibles casos para las entradas de M, tenemos
que:

= Cuando Mij = 1, sabemos que M;; = 0, lo que quiere decir que en D, no
existen flechas de V; a Vj, por lo que en D, cada vértice de V; domina a todos
los de Vj.

= Si Mij = 0, es porque M;; = 1, lo que indica que en D existen todas las flechas
posibles de V; a V}, asi que en D no existe flecha alguna de V; a V.

= En otro caso, Mij = x = M,;, por lo que no hay restricciones entre V; y V; en
ninguna de las dos digréficas.

Por otro lado, como D=D y M=M , la otra implicacion se demuestra de la misma
manera. O

Proposiciéon 6. Sean D una digrafica y M un patron. Entonces D admite una

F
M -particion sélo si D admite una M7 -particion, donde M' es la transpuesta de M.

Demostracion. Supongamos que D admite una M-particién, y sea (V4,...,V,,) dicha
&

particién. Afirmamos que (Vi,...,V,,) es una M7 -particién para D. Para demostrar

esto, consideremos i,j € {1,...,m}.

» Si M,; = 0, entonces Mj:f = 0. El conjunto de (V;,V;)-flechas es vacio en D, y

—
por consecuencia D no contiene (V;, V;)-flechas.
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+—
» Si M;; =1, entonces (V;,V;)p =V, x Vj en D, por lo que en D tenemos que
» Si M;; = *, no tenemos restricciones sobre (V;,V;) en D, asi que no tendremos

e
restricciones sobre (V;,V;) en D, y también tendremos que M Jj; = *.
]

En la seccién anterior se mencioné que si D contiene a H como subdigrafica

— —
inducida, entonces D contiene a H como subdigrafica inducida. Usando el hecho de
+—

que B = D, la contrapuesta de esta implicaciéon nos dice que B es libre de }_I cuando
D es libre de H. De tal suerte, si quisiéramos caracterizar una familia de matrices
mediante obstrucciones minimas, bastaria caracterizar a una sola matriz para tener
el resultado para ella y para su transpuesta. A continuacion, se presenta una ayuda
visual para entender mas a fondo las M-particiones.

_ o O =
o O O
o O = O
o= O O

DM l
@

0) «—

Figura 1.12: Un patrén visto como matriz de adyacencia.

Tomemos cualquier matriz M de tamano m x m sin asteriscos. Como M es
cuadrada y sus entradas son sélo ceros y unos, podemos pensarla como matriz de
adyacencia de una digrafica Dj; posiblemente con lazos, cuyo conjunto de vértices
serd {v1,v2,...,Un}, y en el que v; domina a v; siy sélo si M;; = 1, tal como sucede
en la Figura[l.12] Podemos observar quitdramos el lazo de vy, entonces Dy — (vy, v1)
admitirfa una M-particién, donde cada conjunto V; seria {v;}.

Proposicién 7. Sean D una digrdafica estricta, M un patrén sin asteriscos y Dy
la digrafica para la cual M es una matriz de adyacencia. La digrdfica D admite una
M -particion si y solo si existe un homomorfismo completo de D a Dy;.

Demostracion. Sean uy, ..., u, los vértices de D, sea (Vi,...,V,,) una M-particién
de D y sean vy,..., v, los vértices de Dj;. Definimos la funcién f : Vp — Vp,,
dada por f(u) = v;, para cada u € V; y con i € {1,...,m}. Para ver que f es un
homorfismo, tomemos v € V; y v € V}.

» Si(u,x) € Ap, entonces M;; = 1, puesto que D admite una M-particiéon. Como
M es matriz de adyacencia de Dy y M;; = 1, entonces (v;,v;) € Ap,,, y esto
equivale a decir que (f(u), f(z)) € Ap,,.

= Si (u,x) ¢ Ap, tenemos que M;; = 0, por lo que (f(u), f(z)) ¢ Ap,,
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De esta forma, f es un homomorfismo completo de D a D,;.

Para demostrar la reciproca, supongamos que existe un homomorfismo completo f
de D a Dy, y veamos que D admite una M-particién. Definimos V; como f~1[{v;}], ¥
afirmamos que (V1,...,V,,) es la M-particién deseada. Al ser f una funcién, sabemos
que los conjuntos V; son ajenos entre si, asi que basta ver qué sucede entre ellos:

» Supongamos que v; domina a v; en Djy;. Como f es homomorfismo completo,
(Vi,V;) = Vi x V;, y como M es matriz de adyacencia de D), sabemos que
M;; = 1. Vale la pena mencionar que este argumento funciona también cuando
1 = 7, resultando en un lazo en el vértice v;.

» Si v; no domina a vj, entonces (V;,V;) = @ porque f respeta no-adyacencias,
y Mij =0

O

Gracias la Proposicién [7], analizar patrones es equivalente a analizar las digraficas
que éstos forman. Como apoyo visual, para cada patron M examinado en este trabajo
se muestra la digrafica D,;, donde los vértices coloreados seran aquellos que tienen
un lazo.

Los patrones de tamafio 2 x 2 sin asteriscos fueron caracterizados en 2016 [3], y
en este trabajo se busca caracterizar las matrices de 3 X 3 sin asteriscos. Esto nos
lleva al problema principal que se aborda en este escrito:

,Cudles son todos los patrones distintos de tamano 3 x 3 sin
asteriscos, y cudles son las obstrucciones minimas para cada uno de
ellos?

Inicialmente, se tiene una lista de 22 matrices, pero gracias a la Proposicién , po-
demos buscar todas las digraficas de tres vértices no isomorfas entre si posiblemente
con lazos, lo cual nos darfa una lista mas pequena. Sin embargo, las Proposiciones
y [0] de este capitulo, podemos tomar la lista y cada vez que tengamos una digrafica
y su complemento, nos fijamos sélo en una de las dos, y cada vez que tengamos una
digrafica y su inversa, nos fijamos de nuevo sélo en una de ellas.

Si por otro lado, quisiéramos construir la lista, podriamos proceder de la siguiente
manera:

1. Tomar las cuatro graficas no isomorfas de 3 vértices: Ks, K1+ Ky, Py y Ks.

2. De la familia de todas las superorientaciones posibles para las graficas del paso
1, anadimos a la lista todas las digraficas que sean isomorfas a si inversa. S1

una digrafica D no es isomorfa a su inversa D podemos agregar a D o a D
a la lista, pero no a las dos. Esto nos da una lista de digréficas sin lazos, que
equivale a una lista de patrones que tienen unicamente ceros en la diagonal.

H
Al restringir las parejas de la forma D, D en la lista de digraficas, estamos
garantizando que no haya parejas de patrones distintos M, M7T en la lista de
matrices.
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3. Lo siguiente es anadir las digrdficas con exactamente un lazo, que equivale
a anadir los patrones con un uno en la diagonal. Para esto, tomamos cada
digrafica de la lista y anadimos un lazo a un vértice de tantas maneras distintas
como sea posible. De nuevo estamos buscando digraficas no isomorfas, por lo
que si encontramos dos maneras de anadir un lazo que resulten dos digraficas
isomorfas, anadimos a la lista sélo una de ellas.

Es importante mencionar que al considerar digraficas con lazos, los complementos
también consideran los lazos, por lo que si en una digrafica D un vértice tiene un
lazo, entonces no lo tendrd en D, y viceversa. Debido a esto, en ninguna digrafica es
necesario colocar un lazo a mas de un vértice, pues toda digrafica con dos o tres lazos
es complemento de alguna con uno o cero lazos respectivamente. Para simplificar los
esquemas, se usé un color distinto para el vértice con un lazo. Al final, las digraficas
encontradas fueron las siguientes.

Digréficas sin colorear:

. .Ak .
Q (O
O
Q (O
(=}
O
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Las digréaficas con un solo vértice coloreado son las siguientes:
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B8

i\
A\
AV

Como se mencion6 anteriormente, cada una de estas digraficas corresponde a un
patron. En el siguiente capitulo se caracterizardn estos patrones mediante obstruc-
ciones minimas. Algunos de los patrones que puedan verse como patrones de 2 x 2
sélo serén referidos al articulo [3] donde han sido caracterizados.
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Capitulo 2

Obstrucciones

Como se mencioné en el capitulo anterior, una caracterizacién mediante obstruc-
ciones minimas requiere dos partes: primero, se debe verificar que la restriccion de
dichas obstrucciones es suficiente para garantizar que una digrafica admita la M-
partcion. La segunda parte consiste en comprobar que las obstrucciones en realidad
son minimas, es decir, que cada subdigrafica inducida propia de éstas admite una
M-particién.

En este capitulo nos encargaremos tnicamente de la primera parte. Es decir,
dado un patréon M, diremos qué obstrucciones son suficientes para garantizar que
una digrafica libre de estas admita la M-particién, y probaremos dicha suficiencia.

Para estas caracterizaciones, sélo en dos casos se utilizan obstrucciones con orden
6, y salvo por esos y la tltima seccion de patrones, todas las obstrucciones tienen
orden menor que cinco.

En cuanto a la manera de ordenar los resultados, cabe mencionar que algunos
de los patrones comparten caracteristicas entre si, por ejemplo: sus dibujos se ven
como tridngulos, o no tienen clanes, o son superorientaciones de graficas escindibles
completas. Durante este capitulo los patrones se presentan agrupados de acuerdo a
alguna propiedad que, una vez analizada, permite que las caracterizaciones de los
patrones que la cumplen sean muy similares.

De la lista anterior, observemos cuidadosamene los patrones 1, 4, 7, N1, S3, y S4.
En cada uno de ellos, existen dos conjuntos independientes que cumplen que su unién
sigue siendo independiente. Ademas, la relacion de éstos con el conjunto restante es
la misma, es decir, ambos dominan al conjunto restante o ambos son dominados por
él. Como consecuencia, podemos unir estos dos conjuntos independientes y observar
que en cada caso existe un patrén M de tamano 2 X 2 con la propiedad de que una
digrafica admite M si y s6lo si admite a ese patrén de 3 x 3. Gracias a este argumento,
los patrones de la Figura no seran caracterizados.

31
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Figura 2.1: Estos patrones pueden representarse usando patrones de 2 X 2 uniendo
los conjuntos entre los cuales existe una linea punteada.

Para caracterizar todos los demas patrones, se presenta tanto la matriz como la
representacion grafica, y se entiende que tanto el i-ésimo renglén como la i-ésima
columna corresponden al vértice etiquetado como V;, empezando con 7 = 0.

2.1. Patrones sin clanes

El patrén 2 corresponde a la matriz:

W

[\
o O O

—_ o O
o O O

V3

Se puede observar que si una digrafica D admite este patron, su grafica subya-
cente serd isomorfa a la unién ajena de una grafica bipartita completa con una vacia.
Ademads, como consecuencia de la orientacién de las flechas de D, ningin vértice
puede tener ingrado y exgrado distinto de cero al mismo tiempo, por lo que las obs-
trucciones minimas mas faciles de ver para este patrén corresponden a O—>0—>0
, O€«—=0, y todas las orientaciones de K3, ya que en estas hay al menos un vértice
que no es fuente ni sumidero. Vale la pena notar que estas obstrucciones eliminan
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a todos los ciclos de longitud impar, pues en éstos no puede suceder que todos los
vértices sean fuentes o sumideros. Las otras obstrucciones minimas son la orienta-
cibn O—>0 >0 de Py, v la orientacion de 2K,. Para demostrar que estas
obstrucciones minimas son suficientes, procedemos de la siguiente manera.

Supongamos que D es una digrafica en la que ninguna de las obstrucciones mini-
mas mencionadas es subdigrafica inducida. Si D es inconexa, haber restringido la
orientacion de 2K, hara que todas sus flechas estén en una misma componente H.
La gréafica subyacente de H, G es libre de K3, por lo que basta demostrar que Gy
es libre de Ky + K7 para que sea bipartita completa. Es util notar que todas las
superorientaciones de P, estan restringidas, por lo que el didametro de Gy serd a lo
més 2. Supongamos que existen u, v, w € Vi tales que Gylu, v, w] = K; + K.

@)

\ Como el diametro de Gy es a lo mas 2, entonces w y v comparten un
@— @  vecino x. Si zu es una arista, tenemos una orientaciéon de K3 en D, y
o si no, tenemos una orientacion de Pj.

Gracias a esto sabemos que Gy es bipartita completa con biparticién (X,Y) y
u e X,v €Y,y como tenemos las hipotesis del Lema |l para H, podemos suponer
que X domina a Y. Si definimos S como V' \ Vi, entonces (S, Y, X) es la M-particién
deseada.

El siguiente patron es parecido al anterior, aunque la flecha en el dibujo es simétri-

ca:
D
000
3.1 001
010
Y

&

Una digrafica D que acepte esta M-particion serd la union ajena de la biorientacion
de una grafica bipartita completa y una vacia.

Primero, para asegurar que todas las flechas en D sean simétricas, se debe prohibir

—
la orientacion de K,. A diferencia del segundo patron, es necesario prohibir Kj
< <

explicitamente, y también se prohiben P, y 2K,. Esta ultima nos garantiza que
todas las flechas de D estaran en una componente conexa. Veamos ahora que si D
es una digrafica libre de estas cuatro digraficas, entonces tiene una M-particién.
Sea D como en las hipdtesis del enunciado anterior y sea GG su grafica subyacente.
Sabemos que todas las aristas de GG estan en una misma componente H, por lo que
basta demostrar que H es bipartita completa. Dicha componente ya es libre de K3,
asi que s6lo necesitamos ver que no contenga a K; + K, como subgrafica inducida.
Para esto, es importante notar que gracias a la ausencia de Py, el didmetro de H es
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a lo mas 2.
Supongamos que existen u, v, w € Vg que inducen K; + K5. Como el
\ didmetro de H es a lo mas 2, entonces w y v comparten un vecino
O—@ En caso de que zu sea una arista tenemos la biorientacion de K,
/ y en otro caso tendriamos la de P, por lo que H también es libre de
@" K1+ K,. Asi, H es bipartita completa, y D, al ser la biorientacién de

GG, admite una M-particion.

El siguiente patrén es el primero con mas de una flecha en su representacion

grafica:
@

ot
o O O
O O =
O = O

A\

b

Las obstrucciones minimas para dicho patrén son las presentadas a continuacién:

5.1 Cualquier orientacién de Kj.
—
5.2 K.

5.3 La orientacién de K + K.

©) ©)

O\O/O ; O\O/O

5.4 Las siguientes orientaciones de Cy:

Evidentemente, cualquier digrafica D libre de estas obstrucciones es bipartita
completa sin flechas simétricas. con biaparticién (57, Ss). Si la digrafica O—>0—>0
tampoco es subdigréfica inducida de D, el Lema[I]nos dice que s6lo una de las partes
domina a la otra, por lo que podemos encontrar la M-particiéon anadiendo una parte
vacia. Supongamos ahora que O—>0—>0 si es subdigrafica de D, dada por los
vértices u, v, w de la siguiente forma.

@)
\ Siu,w € Sy ywv € S, entonces u domina a Sy, y w es dominado por

@ S, pues de otro modo tendriamos alguna orientacién restringida de
Cy.

@)
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Para concluir, debemos mostrar que cualquier vértice x € S, domina
a S; o es dominado por S;. Supongamos que z no domina a Sj.
Al ser D bipartita, existe s € S; tal que (z,s) ¢ A, por lo que
(s,z) € A, y si exsitiera z € Sy con (z,x2) € A, tendrfamos un
esquema como el de la ilustracion de la izquierda, pero en ese caso,
cualquier superorientacion que se le dé a la flecha entre w y s genera
una orientacién restringida de Cj.

De esta forma, y gracias a que no hay flechas simétricas, basta definir los conjun-
tos Vi y Va como {x € Sy : 70 € A} y {x € Sy : v € A}, respectivamente para que
(Vi, 51, V4) sea la particion que buscabamos.

El sexto patrén corresponde a la matriz

_ o O
O = O

Las obstrucciones para éste son:

6.1 Si un vértice es la cabeza de una flecha asimétrica, queremos que este vértice
no sea cola de otras flechas, por lo que restringimos la superorientaciones de P
correspondientes a O—>0—>0 y a O—>0O<«—=>0.

6.2 Las superorientaciones de K7 + K>.

6.3 Todas las superorientaciones de K3.

Ahora veamos que estas son las tinicas obstrucciones minimas. Sea D una digrafi-
ca en la cual ninguna de estas digraficas esté presente. Sabemos por 6.2 y 6.3 que
D es bipartita completa, asi que solo falta saber en qué sentidos estan las flechas.
Si D es libre de la superorientacién de P3 que aparece en la representacion grafi-
ca del patrén, podemos notar que cumple las hipétesis del Lema [ por lo que es
una biorientacion, o sélo una de sus partes domina a la otra. En cambio, si dicha
superorientaciéon si aparece, podemos pensar que la biparticion de D es (51, 952), v
tomamos la superorientacién de la siguiente manera.

Supongamos que u,w € Sy y v € Sy. Si existiera otro vértice s € Sy

@ ©) como en la ilustracion de la izquierda, entonces 5w serfa la tnica

. flecha entre s y w cuya prescencia no implicaria la existencia de

Rt ‘@ una superorientaciéon restringida de P3. De igual forma, si la flecha

o entre s y u no fuera simétrica, entonces o bien D[w, s, u] seria una

. superorientaciéon restringida de P; o bien Dls, u,v| lo serfa. Estos

@ argumentos nos ayudan a notar que S; domina tanto a w como a wu,
y es dominado por .
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@

\

Qe— @

, < . , .
K que solo puede ser vt o xv. Si vt € A, D[z, u,v] seria isomorfa
’ a la D[u,v,w], por lo que podemos usar el argumento del parrafo
anterior para descubrir que S; dominaria a x.

Tomemos ahora x € Sy distinto de u y de w, como se observa en
la ilustracién de la izquierda. Podemos notar que la flecha entre
x y v no puede ser ﬁ, pues Dlz,v,w] serfa O—>0—>0 | por lo

Por otro lado, si 7v € A, tomamos D|x,v,w] para encontrar que x comparte
flechas simétricas con todo S7, y siguiendo la caracterizacién anterior, definimos los
conjuntos: X y Y como {z € So: vt € A}y {& € Sy: vi € A} respectivamente,
para que (X,Y,S]) sea nuestra particion.

2.1.1. Triangulos

Algunos de los dibujos de los patrones se ven como triangulos con vértices blancos
o negros. Todos éstos comparten las siguientes obstrucciones:

(A.1) Las superorientaciones de Pj correspondientes a O—>0—>0 | O«—=>0O«—0O
Oe—=>0O—>0.

(A.2) Todas las superorientaciones de K; + K.

Estas obstrucciones no necesariamente son minimas, por ejemplo, si una digréafica no
tiene flechas simétricas, la tnica obstruccién minima de A.1 sera O—>O—>0O. Si
todos los vértices del dibujo del patrén son blancos, las digraficas que lo admitan
seran tripartitas completas. Esto significa que todas las superorientaciones de Ky
estaran prohibidas. Dichos patrones son los siguentes, y las letras en sus nombres
significan tridngulo blanco.

@ 0 0 0 @ 01 0 @ 0 1 1
1 0 0 0 0 1 1 0 0 1
1 1 0 1 0 0 01 0

&S
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Para cada demostracién de estos seis patrones, se pensara que la digrafica con la
que se trabaja es débilmente conexa, pues de otra forma, la restricciéon A.2 implicara
que la digrafica es vacia, y en ese caso ya admite cualquiera de los patrones mencio-
nados. En cada caso, si la digrafica D con la que se trabaja no contiene triangulos,
haber prohibido las superorientaciones de K; + K, garantizara que D sea bipartita
completa D(X,Y), y el Lema [l| nos dird que todas las flechas irdn de X a Y, todas
de Y a X o que todas seran simétricas. Mas aun, los inicos triangulos que D puede
tener son los que se asemejan al dibujo del patréon correspondiente. Procedamos a
caracterizar los patrones.

Patron TB1: Como el patréon no tiene flechas simétricas, debemos restrigir la
biorientacién de K,. Como la orientacion fuertemente conexa de K3 esta prohibida,
la Unica orientacion de K, prohibida explicitamente es la siguiente.

/N

O

N\t

Sea D una digréafica en la cual ninguna de las obstrucciones anteriores esta presente.
En particular, D es libre de la orientacién de K+ K5 y de cualquier superorientacion
de Ky, por lo que es tripartita completa. Sea (W, X,Y) la triparticién de D. Si
tomamos vértices w € W, x € X y y € Y, obtendremos sin pérdida de generalidad la
siguiente subdigrafica.

En este momento, podemos notar que el Lema [1| nos dice que todas las flechas de
DvandeY a XUW y de X a W, por lo que la particién (W, X,Y) es una TB1-
particién para D.

Patrén TB2: Si ademas de las digraficas mencionadas en A\ restringimos (}?2) y la
orientacién de K3 que no es fuertemente conexa, entonces todas las superorientaciones
de K4 quedan restringidas. Si una digrafica D es libre de las digraficas mencionadas,
entonces es tripartita completa con triparticién (A, B, C'). Si tomamos un vértice en
cada conjunto, obtendremos un tridangulo dirigido fuertemente conexo. Sin pérdida
de generalidad, podemos pensar que las flechas en ese triangulo van de A a B, de B
aCydeC aA. Asi, el Lemall| nos dice que cada flecha de D cae en alguno de los
casos anteriores, por lo que se tiene la M-particién deseada.

Patrén TB3: En este caso se restringe cualquier superorientacién de K3 distinta la
de la representacion grafica del patron. Esto a su vez restringe cualquier superorien-
tacién de Kj.
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Si tomamos una digrafica D que no contenga obstruccion alguna de las antes men-
cionadas, entonces D es tripartita completa con triparticiéon (X,Y,W). De nuevo,
tomando un vértice de cada conjunto tenemos un triangulo con una flecha simétrica
y una fuente, y podemos suponer que la flecha simétrica estd, sin pérdida de genera-
lidad, entre los vértices de X y Y. Una vez que notamos esto, el Lema |l|indica que el
conjunto de flechas de D es en realidad conjunto (X x Y )U(Y x X)U(W x X )U(W xY),
por lo que la particién (W, X,Y") de D.

Patron TB4: A las obstrucciones mencionadas se les agrega cualquier superorien-
tacion de K3 distinta a la de la representacion grafica del patrén TB4 y la siguiente
superorientacion de Kjy:

TN
N/

Cualquier otra superorentacién de K, contiene al menos una superorientacion prohi-
bida de K3, por lo que no es necesario prohibirlas explicitamente.

Si tenemos una digrafica D libre de las digraficas mencionadas, tenemos de nuevo
una tripartita completa con triparticiéon (W, X,Y’). Tomando un vértice de cada
conjunto, obtenemos, sin pérdida de generaliad, la siguiente digréfica.

Gracias a esto, del Lema [l| podemos concluir que el conjunto de flechas de D es
Y x X)UX xY)U (W x X)U (Y x W) por lo que (W, X,Y) es la TB4-particién
que buscabamos.

Patron TB5: Se restringe cualquier superorientacién de K3 distinta a la de la re-
presentacion grafica del patron TBbS, y la siguiente superorientacion de Kjy.

AN
b~

Esto hace que todas las superorientaciones de K, queden prohibidas.

Si ninguna de estas obstrucciones es subdigrafica inducida de una digrafica D,
entonces D es tripartita completa con triparticion (W, X, Y'). Tomando un vértice de
cada conjunto tendremos la digrafica
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Una vez més, el Lema (1| implica que en D todas las flechas simétricas inciden en W,
y las asimétricas van de X a Y, por lo que (W, X, Y) es la TB5-particién deseada.

—
Patrén TB4: Para este patrén basta restringir K, y la orientaciéon de K. Si tenemos
una digrafica D donde ninguna de las digraficas restringidas esté presente, es claro
que es la biorientacion de una tripartita completa.

2.2. Obstrucciones con clanes
El primer patrén con un clan es el patréon N1, que corresponde a una matriz de

2 X 2 como se vio en la seccién anterior, y por lo cual no sera caracterizado. La
siguiente matriz corresoponde a

N2.

V)

o O O
o O =
_ o O

Se puede ver que si una digrafica D acepta este patron y tiene flechas asimétricas,
entonces tiene a lo mas dos componentes Las obstrucciones minimas para este patron
son:

N2.1 Las superorientaciones de P5 distintas de O< >0, O—>0«—O0,

<
N2.2 Cualquier superorientacion de K3 distinta de Kj.
N2.3 La orientacién y la biorientacién de 2Ks.

N2.4 Para que las flechas asimétricas formen una digrafica bipartita completa, falta
restringir esta orientacion de Py: O—>0< >0,

N2.5 Por ultimo, para que D no tenga mas vértices aislados de los permitidos, prohi-
biremos la orientacién de Ky + 2K;.

Sea D una digrafica no vacia libre de todas estas obstrucciones y sea G su grafica
subyacente. Gracias a la ausencia de las digraficas mencionadas en N2.1 y N2.4, G
es libre de Py, por lo que el didmetro de cada componente en G es a lo mas 2. Esto
nos ayudara si procedemos por casos, dependiendo de la conexidad de G.
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Caso A. Si GG es conexa, sabemos por los primeros dos incisos que las flechas de

D son todas simétricas o todas asimétricas. Si las flechas son simétricas, D es libre
<

de Pj, por lo que es la biroentacion de una grafica completa. En cambio, si todas
son asimétricas, basta ver que D es libre de la orientacién de K; + K5 para probar
que es bipartita completa.
Supongamos por el contrario que existen tres vértices u,v y w que
inducen dicha digrafica, como se aprecia en la ilustracién de la iz-

\ quierda. como G tiene un didmetro menor que 3, los vértices u y
@@ v deben compartir un vecino, al que llamaremos z. Observemos si
K existe una arista en G entre v y x, entonces D tiene una orienta-
! cién de K3, pero si no existe dicha arista, entonces D[u, v, w, z] es la

orientacion restringida de P, o contiene alguna de las orientaciones
restringidas de Ps.
Como en todos los casos llegamos a una contradiccion, D es libre de la orientacion
de K + K, por lo que es bipartita completa, y gracias al Lema [I], sabemos que sélo
una de las partes domina a la otra.

Caso B. Si G es inconexa, veamos qué sucede si mas de una de sus componentes
tiene flechas. Notemos que haber prohibido la orientacién y la biorientacién de 2K,
nos asegura que a lo mas dos de sus componentes tienen flechas. Este razonamiento
y el caso A nos hacen ver que una de las componentes tiene unicamente flechas
asimétricas, y la otra unicamente flechas simétricas. De nuevo, aplicando el caso A
a cada componente podemos observar que la componente con flechas simétricas es
la biorientacién de una grafica completa, mientras que la otra es una orientacién de
una digrafica bipartita completa, en la que solo una de las partes domina a la otra.

Por ultimo, si G es inconexa pero sus flechas estan en una tnica componente
conexa, es facil ver que si dicha componente tiene flechas asimétricas, la ultima
obstruccién nos garantiza que existe un tnico vértice aislado, que podemos ver como
una grafica completa. En cambio, si las flechas de la componente son simétricas,
puede haber méas de un vértice aislado, y el conjunto de estos vértices puede verse
como una digrafica bipartita completa con una parte vacia.

Para el patrén N3 tenemos a la biorientacion de la unién ajena entre una grafica
vacia y una bipartita completa.

N3.

V)

_ o O
O = O
O O =

@

Esto quiere decir que la orientacién de K, es una obstrucciéon minima. Gracias
a esto, durante la caracterizacion de este patron trabajaremos unicamente con las
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biorientaciones de las siguientes graficas:

O
N3.1 P N3.5 La digrafica O/—\O—O, que co-

N3.2 2K, + K, rresponde a K + Ps.

N3.3 2K + P
! ° N3.6 El diamante, que fue definido en la

N3.4 2K5 Subseccién [L.1.6]

Sea D una digréfica con al menos tres vértices en la cual ninguna de las restric-
ciones estd presente, y sea (G su grafica subyacente. Por la primera restriccion de la
lista, sabemos que cada componente de GG tiene didmetro menor que tres. De nuevo
es conveniente dividir esta demostracion en casos.

Caso A. Si G es conexa, tenemos que demostrar que es completa o bipartita
completa. En caso de que G tenga un triangulo, las iltimas dos obstrucciones nos
garantizan que es completa, y en caso de que no tenga tridngulos, solo debemos
verificar que es libre de K7 + K5. De manera similar a lo que sucedié con el patrén
anterior, vamos a ver qué sucede si existen vértices u, v y w que induzcan K; + Ks
en G.

Como G tiene diametro 2, w y w tienen un vecino en comun z. No-

temos que si zv € Eg, entonces Glu, v, w, z| es isomorfa a K + P,

@—— @ pero si dicha arista no existe en G, entonces Glu, v, w, | es isomor-
—

/ fa a P,. Como ninguna de estas opciones es posible, G es bipartita

completa.

En particular, esto nos dice que si es G inconexa, cada una de sus componentes
es completa o bipartita completa.

Caso B. Si G es inconexa, veamos qué sucede cuando hay aristas en al menos
dos de sus componentes. En este caso, haber prohibido 2K+ K7 nos garantiza que G
tiene inicamente dos componentes. Si una de ellas tiene P3 como subgréfica inducida,
la otra es completa gracias a la obstruccion de 2K, + Ps, y si una de ellas tiene un
triangulo, haber prohibido 2K5 nos indica que la otra no tiene tridngulos, y usando
uno de los argumentos del caso anterior, podemos ver ésta tltima componente es
bipartita completa.

Por tltimo, si sélo una de las componentes de G tiene aristas pero G es inconexa,
quiere decir que hay vértices aislados. Si hay méas de un vértice aislado, haber prohi-
bido 2K + P nos garantiza que la componente con aristas es completa, mientras que
si el vértice aislado es el inico con esta propiedad, la componente con aristas puede
ser bipartita completa o completa, y en todos los casos podemos dar un N3-particion.

2.2.1. Graficas escindibles completas

Los patrones S1, S2, S3 y S4 corresponden a superorientaciones de graficas escin-
dibles completas, en las cuales el clan siempre se convierte en una digrafica completa
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biorientada. Ademas de éstos, los patrones S5 y S6 cumplen que sus componentes
conexas con flechas son superorientaciones de graficas escindibles completas. Estos
patrones se muestran a continuacion.

0 0 0 00 0 0 0 1 0 0 0
(0 0 1) (0 0 1) @) (0 0 1) @) (o 0 0)
11 1 1 0 1 11 1 11 1
Sl/YO 82/'O ASB/VO &4/70
[ ) o
Q (0 0 0) Q (0 0 0)
0 0 0 0 0 1
0 1 1 0 1 1
S5 O S6 O
o [ )

Los patrones S3 y S4 corresponden a patrones de 2 x 2, por lo que no se carac-
terizaran en esta lista.
Para el patron S1, restringimos:

S1.1 ambas superorientaciones de K + Ko,

S1.2 las superorientaciones de P3: O——>0«=>0, O—>0—>0 y O—>0<«—=0.
<
S1.3 C4

<
S1.4 Todas las superorientaciones de K3 distintas de K3 y de aquella con una flecha
simétrica y un sumidero.

Veamos que si una digréafica es libre de las digréficas mencionadas en la lista
anterior, entonces admite una S1-particion.

Sea D una digrafica con al menos cuatro vértices en la cual ninguna de las digrafi-
cas mencionadas estd presente como subdigrafica inducida. Notemos que todas las
superorientaciones de Cy y de K| + K5 estan restringidas, por lo que D es escindible
completa con particién (K, S). Asi mismo, haber restringido ciertas superorientacio-
nes de P3; y de K3 nos hace ver que si un vértice es cabeza de una flecha asimétrica,
entonces es un sumidero. Observemos también que si D no tiene flechas asimétricas,
(2,5, K) es una Sl-particién, pero si si las tiene, debemos revisar cada caso con mas
cuidado.

En caso de que K sea unitario, D es una estrella, y las uinicas superorientaciones
permitidas de P53 nos hacen ver que cada vértice de S es un sumidero o extremo de
una flecha simétrica. Si esto sucede, podemos definir S" como {v € S: 0% (v) = 0},
y de este modo, (5", S — 5, K) es una Sl-particion.
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Por otro lado, si K no es unitario, veamos primero qué sucede en el caso en
el que Gp es completa. Como estamos pensando que D tiene flechas asimétricas, el
inciso S1.4 implica que para cualquier n > 3, la inica superorientacién de K,, posible

—

distina de K, es aquella en la que existe un unico sumidero que es dominado por
todos los deméds vértices, y entre cualesquiera dos vértices distintos a éste existe una
flecha simétrica. Llamando x a dicho sumidero, podemos ver que ({z}, @,V — {z})

es una Sl-particién.
Por ltimo, si Gp no es completa, tenemos que verificar que todos
los sumideros de D estan en S. Supongamos por el contrario, que

W———@  existe un sumidero v en K. Gracias a las superorientaciones de Pj
restringidas, esto es equivalente a suponer que v es dominado por
otro vértice u € K, como se muestra en la ilustracién. Si tomamos
dos vértices x,z € S, la Unica manera de orientar los triangulos

W=————®@ resultantes es haciendo que x y z dominen a v es mediante una
flecha asimétrica, pero esto nos indica que Dlv,x,z] una de las
superorientaciones de Pj restringidas.

Como todos los sumideros de D estan en S, podemos definir S; como el conjunto

{v € V: v es sumidero}, y de este modo, (S1,S—S1, K) es la particién que buscaba-

mos.

o oo

~/_
= o o
(=)
\_/

52 O

e

Patron S2 y su representacién grafica.

Para el patron S2 restringimos:
S2.1 Ambas superorientaciones de K; + Ko.
S2.2 Las siguientes superorientaciones de Ps: O<—=>0<«—>0 , O«—=>0<«—0  O<«—>0—>0.
S2.3 Cualquier orientacion de Cy
S2.4 Las siguientes superorientaciones de Kj:
@
™~ ™ ™~ ™~

O

7 7 ~ ~
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S2.5 La siguiente superorientacion de Kjy:

@)
O<«—0

@)

Veamos ahora que las digraficas mencionadas en los incisos S2.1, ... , S2.5 son
las tinicas obstrucciones del patréon S2. Sea D una digrafica de orden mayor que 3
tal que ninguna de las digréficas mencionadas es subdigrafica inducida suya. Gracias
a los incisos S2.2 y S2.3, D es libre de cualquier superorientacién de Cy, y gracias
también a S2.1, podemos ver que la digrafica es escindible completa con particion
(K, S).

Caso 1. Supongamos que S tiene un unico vértice s. Si D es la biorientacién
de una grafica completa, sabemos que admite la S2-particion. Por otro lado, si D es
completa, pero no una biorientacién, sabemos gracias a los incisos S2.4 y S2.5 que las
Unicas superorientaciones permitidas de gréficas completas son aquellas en las que
existe un tunico vértice v que domina a todos los demas o es dominado por todos, y
entre cualesquiera dos vértices distintos de v existe una flecha simétrica. En ambos
casos, los conjuntos &, {v} y V —{v} formaran una S2-particién cuyo orden depende
de si v es fuente o sumidero, asi que podemos ver qué sucede si D no es completa.

Caso 2. Si D no es completa, entonces S tiene mas de un vértice. Si el clan
tiene un unico vértice, las obstrucciones mencionadas en S2.2 nos dicen que entre K
y S no existen flechas simétricas, por lo que podemos definir los conjuntos Vy y V;
como {v € S: d"(v) =0}y {vesS: d (v) =0} respectivamente, y de este modo
(Vo, V1, K) es la S2-particién deseada. Veamos qué sucede, en cambio, si el clan tiene

mas de un vértice.
Supongamos que existe una flecha asimétrica (z, z) con ambos extre-

@————®@ mos en K. Podemos tomar dos vértices u,v € S, y observar que las
tnicas formas de dar direccién a las flechas de los tridngulos D[u, x, ]
y D|v,x, z] hacen que la trayectorias D[u, v, z] o D[u,v, z] pertenez-
can a la lista de obstrucciones. Esto significa que la flecha entre x y
@® =z es simétrica, por lo que cualquier flecha que tenga ambos extremos
en K también lo seré.
Ahora que sabemos que la flecha es simétrica, podemos ve que si
@ la flecha entre u y x es simétrica, entonces D[u,v,x] es una de las
superorientaciones de Pj restringidas. Haciendo el mismo analisis
para v, infiremos que todas las flechas que inciden tanto en u como
en v son asimétricas. Mas aun, si u no fuera un sumidero o una
0 fuente, existirian vértices t,w € K tales que D[t,u,w] serfa una
de las superorientaciones restringidas de K3, por lo que podemos
concluir que cada vértice de S es una fuente o un sumidero.
Si definimos V[ como el conjunto de los sumideros de S y V; como el conjunto de
fuentes de S, entonces (Vg, Vi, K) es la S2-particién buscada, lo que concluye la de-
mostracion.
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Como se menciond, los patrones S3 y S4 corresponden a matrices de 2 x 2, por lo
que se pasara a hacer las caracterizaciones de los patrones S5 y S6. Dichas caracte-
rizaciones seran un poco distintas, ya que las digraficas que admitan estos patrones
no necesariamente son escindibles completas, aunque si lo son sus componentes con

flechas.
I

S5 O

o oo
= o o

= o o
\—/

Patrén S5 y su representacion grafica.

Para el patron S5, restringiremos:

—
S5.1 Todas las superorientaciones de K3 distintas de K3 y de la superorientacion
con una flecha simétrica y un sumidero.

S5.2 Las superorientaciones de Pj distintas de O«—O—>0. Esto restringe a su vez
todas las superorientaciones de P, y de CYy.

S5.3 cualquier superorientacién de 2K5.

Pasemos a comprobar que las digraficas mencionadas en los incisos S5.1, S5.2 y S5.3
son las tnicas obstrucciones para el patron Sb.

Supongamos que D es una digrafica libre de las obstrucciones mencionadas en la
lista anterior. Como D es libre de todas las superorientaciones de Cj, veamos qué
sucede en caso de que también sea libre de las superorientaciones de K; + K.

Caso A. Como D es libre de ambas superorientaciones de K7 + K>, es escindible
completa con particién (K, S). Notemos que si Gp es completa, para cualquier n > 3,

<

la inica superorientacion de K, posible distina de K, es aquella en la que existe un
unico sumidero que es dominado por todos los demas vértices, y entre cualesquiera
dos vértices distintos a éste existe una flecha simétrica. Llamando x a dicho sumidero,
podemos ver que (&, {z},V — {x}) es una S5-particién de D.

Por otro lado, si Gp no es completa, S tiene mas de un vértice, y podemos notar,
gracias a las superorientaciones restringidas de P3, que K domina a S pero S no
domina a K. Sabiendo esto y usando el argumento del parrafo anterior, podemos ver
que cualesquiera dos vértices de K estan unidos mediante una flecha simétrica, por
lo que (&, S, K) es una Sh-particién de D.

Caso B. Si existe alguna superorientacién de Ky + K5 inducida en D, podemos
suponer que se forma con vértices u,v,w, y de los cuales w es el vértice aislado en
dicha sudigrafica. Notemos que al haber prohibido todas las superorientaciones de
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2K, el vértice w esta aislado en D, y la componente a la que pertenecen u y v tiene
todas las flechas de D. Aplicando el razonamiento del caso A a dicha componente,
obtenemos una particién escindible completa (K, S) para la misma. Definiendo X
como V — (K U S), podemos ver que (X, S, K) es una S5-particién para D.

[

S6 O

o o o
= o o

=)
\—/

Patrén S6 y su representacion grafica.

Al no tener flechas asimétricas, el ultimo patron es mas sencillo de caracterizar. Para
S6, restringimos las siguientes digraficas.

S6.1 La orientacién de Ky S6.5 la biorientacion de Ky + Ps
<

S6.2 C,
>

S6.3 Py

—
56.4 2K,

Veamos ahora que si una digréafica es libre de las estructuras mencionadas en la
lista anterior, entonces admite una S6-particion.

Demostracion. Si D es libre de estas digraficas, podemos ver que D es la biorientacion

de alguna grafica G con la que trabajaremos. Si G es inconexa, todas sus aristas

estan en una misma componente H, que ademas es libre de Cy y de Py, por lo que

su didmetro es menor a 3. Pensemos de nuevo que H tiene mas de tres vértices, y

veamos que H también es libre de K, + K5. Para esto, supongamos por el contrario
que existen vértices u, v, w tales que Hu,v,w| = K; + K.

Suponiendo sin pérdida de generalidad que u y w no son ad-

@ yacentes, existe un vértice x € Vy que es vecino comun de u

/ y de w. Si x no fuera adyacente a v, tendriamos una subgrafi-

ca isomorfa a Py, y si xzv € Ep, entonces los cuatro vértices

© @ inducirfan K; + P;. Gracias a esto, sabemos que H es libre de

RN / K, + K5 y como también es libre de Cy, es escindible comple-

ta con particién (S, K). Si definimos a X como el conjunto de

@ vértices aislados de D, entonces (X, S, K) es la S6-particiéon que

buscédbamos.
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]

2.2.2. Triangulos

Lo siguiente es trabajar con las versiones de los triangulos anteriores que tienen
exactamente un vértice negro:

C 0 0 1
1 0 0
0 1 1

Bl B2 B3

—
= =0
o O O
== O
SN———

>
~/
== O
= o o
= o O
\_/

S
== O
— o
= o o
S——

B4 B5

S
== O
—_ o
[ —
SN—

B10

Si una digrafica D admite alguno de estos patrones, y el clan de la particion no
es el conjunto vacio, entonces contiene la biorientacién de una grafica completa que
cumple que cada uno de sus vértices es adyacente a todos los demés de la digrafica.
Al colocar cada vértice de dicha biorientacién en un su propio conjunto, podemos
observar que D es multipartita completa. Por otro lado, como la biorientacion de
una grafica completa admite cualquiera de estos patrones, daremos por hecho en
las demostraciones que las digraficas con las que se trabaja no son biorientaciones
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de completas. De igual manera que con los patrones en forma de triangulo que no
tenian clanes, el patrén que contiene inicamente flechas simétricas es el mas facil de
caracterizar.

Patron B10. Para este patrén basta prohibir la orientacién de K5 y las biorien-
taciones de K999 y de Ky + K.

Si D es una digrafica sin flechas simétricas que no contiene a ?272,2 nia K+ Z
como subdigraficas inducidas, sabemos que es una multipartita completa con parti-
cién (Vi,..., Vi), para algin entero k mayor o igual que 2, y gracias a Ks 22 sabemos
que a lo més dos de las partes tienen méas de un vértice. Si D es bipartita, (Vi, Vs, &)
es una B10-particién, y en otro caso, podemos suponer sin pérdida de generalidad

—
que los conjuntos Vi, ..., V} son unitarios, asi que D[Uf:3 Vi] 2 Kj_s. De este modo,
si V; = {v;}, definimos el conjunto S como {v;}¥_,, v podemos ver que la particién
(Vi, V4, S) es una Bl0-particién.

Para todos los demés patrones debemos restringir:

A Las superorientaciones de P3: O——>0O—>0, O——>0«—=>0, O«—>0—>0,

A ambas superorientaciones de K + K»

A Para los patrones B1, B2, y B7, la siguiente superorientacion de Kjy.

Cabe mencionar que ésta digrafica tampoco admite una M-particion para los
patrones B3, B6, B8, y B9, aunque para esos casos no sera obstrucciéon minima.

Al igual que con los patrones anteriores, si tomamos una digrafica bipartita libre
de las superorientaciones de P; mencionadas, el Lema [l garantizara que la digrafica
admita el patrén correspondiente. Debido a esto, trabajaremos con digraficas multi-
partitas completas con al menos tres partes. En cada uno de los siguientes patrones
se restringiran ciertas superorientaciones de K3, por lo que si la digrafica con la que
se trabaja tiene tunicamente tres vértices, serd una superorientaciéon de K3 que si
admite el patrén correspondiente. Gracias a esto, pediremos que la digréfica con la
que se trabaje en cada caso tenga al menos cuatro vértices.
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Primeros tres patrones

Para los patrones B1, B2, y B3 restringimos las siguientes superorientaciones de
Kg:

>
y P5. Consideremos una digrafica D libre de estas obstrucciones, asi como de las
—
mencionadas en A. Si D no tiene flechas asimétricas, haber obstruido K; + Ky y

ﬁ nos deja dos opciones: que D sea vacia o que sea la biorientacion de una grafica
completa. En ambos casos es facil ver que D admite cualquiera de los patrones Bl,
B2 y B3, por lo que, para estas tres caracterizaciones, supondremos que la digrafica
con la que trabajamos siempre tiene flechas asimétricas.

Si observamos las representaciones graficas de estos tres patrones, nos daremos
cuenta de que las unicas flechas simétricas de las digraficas que los admiten tienen
ambos extremos en el clan, y los vértice en este son adyacentes a todos los demés
vértices de la digrafica. Para demostrar que las digraficas cumplen esto, tenemos dos
proposiciones.

Proposicién 8. Sea D una digrdfica libre de las obstrucciones de A, de (F;; y de las
superorientaciones de K3 mencionadas anteriormente. Si un vértice v es extremo de
una flecha simétrica, entonces es adyacente a cualquier otro vértice de D. Mas aun,
si definimos S como el conjunto de vértices en los cudles incide una flecha simétrica,
entonces para cualquier vértice v € V — S, sucederd que x domina a S o viceversa.

@ @ @

AN N N

@ @ @

~

@) @ @)
Figura 2.2: Posibles configuraciones para la prueba de la Proposicion [§

Demostracion. Sean uy v extremos de una misma flecha simétrica, y € V —{u, v}.

<
Para evitar que se induzca la digrafica K; + K5, al menos uno de los vértices u o v
debe ser adyacente a x, sin embargo, al estar prohibidas todas las superorientaciones
de P; con flechas simétricas, sucede que ambos son adyacentes a x. Esto prueba
la primera parte de la proposicion. Quitando las configuraciones que resulten en
superorientaciones restringidas de K3, nos quedan las opciones que aparecen en la
Figura y cada una de ellas es un caso particular de la segunda parte de la
proposicién. m
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Proposicién 9. Bajo las mismas hipdtesis que la Proposicion|§, siu y v son extre-
mos de flechas simétricas distintas, entonces entre u y v existe una flecha simétrica.

Demostracion. Caso 1. Si u y v son adyacentes a un mismo vértice mediante una

flecha simétrica, entonces u y v también deben estar conectados mediante una flecha
>

simétrica, pues P3 estd restringida.

Figura 2.3: Dos flechas sin extremos comunes

Caso 2. Si u y v son extremos de flechas simétricas no adyacentes, entonces
tendremos un esquema como en la Figura [2.3 En este caso, para que u,v, y v no
formen una biorientacién de K7 4+ K3, necesitamos que u sea adyacente a v 0 a v'.
Notemos que si fuera adyacente solo a uno de ellos, se formaria alguna superorienta-
cién restringida de Ps, por lo que u es adyacente tanto a v como a v’. Bajo el mismo
razonamiento, v’ también debe ser adyacente tanto a v como a v'.

Si alguna de las flechas fuera asimétrica, digamos (u, v), la tinica forma de orientar
las flechas para no generar las superorientaciones de K3 restringidas para estos tres
patrones es la presentada en la Figura [2.4] sin embargo, dicha superorientacién de
K, esta prohibida para los patrones B1 y B2, y contiene una superorientacién de K3
que sera restringida para el patrén B3.

Figura 2.4: La flecha (u, v) nos da una obstruccién, aunque esta no siempre es minima.

Por lo tanto, todas las flechas en la Figura deberian ser simétricas. O

La verdadera importancia de la Proposicién [9] es que nos dice que para estos tres
patrones, las flechas simétricas siempre formaran una digrafica completa biorientada,
lo que facilita las caracterizaciones. En estas caracterizaciones, usaremos este hecho
para dividir las demostraciones en dos casos: cuando la digrafica en cuestion tiene
flechas asimétricas y cuando no.
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S
O = O
= o o
I
SN———

B1

Figura 2.5: Patrén B1 con su respectiva representacion gréfica.

Patrén B1. Para este patrén se restringe la siguiente orientacion de K9, la
siguiente orientacion de K3 y la siguiente superorientacion de Kjy:

\ )

O
Bla B1b Blc

Sea D una digrafica multipartita completa en la cual ninguna de las obstrucciones
anteriores esté presente:

Caso 1. Supongamos que D no tiene flechas simétricas. Como se coment6 al
inicio de la seccion, supondremos que D es k-partita para algin entero £ > 3, y que
sus partes son Vi, Vs, ..., Vi. Lo siguiente que hacemos es tomar v € Vi,v € V5, v
w € V3. Como D no tiene flechas simétricas y hay una tnica orientaciéon permitida
de K3, podemos suponer sin pérdida de generalidad que la digréfica D[u, v, w| se verd

como en la Figura [2.6]
Q)
| >
o

Figura 2.6: D[u, v, w| para el caso 1 del patrén Bl.

Al haber restringido la digrafica Bla, sabemos que a lo mas dos de las partes
Vi, Vo, V3 tienen mas de un vértice, por lo que es seguro suponer que Vi sélo tiene
a u. Veamos ahora qué sucede si D tiene mas de tres partes. Si asi fuera, tomamos
un vértice x € V — (V3 U Vo U V). Al ser D una digrafica multipartita completa,
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deberfamos poder darle una orientacién a la Figura [2.7] pero esto siempre resultaria
en una aparicion de Blb, por lo que el vértice x no puede existir.

Figura 2.7: D[u,v,w, z| para el caso 1 del patrén BI.

De esta forma, D es tripartita con particién (Vi, Vo, V3), v la particién (V3, Vs, Vi)
exhibe que D admite el patrén Bl.

Caso 2. Si D si tiene flechas simétricas, llamemos S al conjunto de vétices en los
cuales incide una flecha simétrica. Gracias a la Proposicién [0 sabemos que S es un
clan fuerte, y la segunda parte de la Proposicion [§ nos dice que podemos definir los
conjuntos

» Vi ={veV —-S: vesdominado por todos los vértices de S}

» Vo={veV —-S5: vdomina a todos los vértices de S}.

De nuevo, gracias a las Proposiciones [§] y [0 sabemos que los conjuntos Vi, Vy y S
abarcan todos los vértices de D, asi que (5, V1, V5) ya es una particién. Si alguno de
los conjuntos fuera vacio, entonces (Va, Vi, .S) serfa la Bl-particién. Veamos ahora que
tanto V; como V5 son independientes. Para esto, supongamos que existen u,v € V;
adyacentes. Al no estar en S, la flecha entre ellos debe ser asimétrica, asi que podemos
suponer que es (u,v). Tomando cualquier s € S, podemos ver que Dls, u,v] forma
la digrafica B1b, por lo que u y v no pueden ser adyacentes, y haciendo el mismo
analisis, podemos ver que V5 es independiente. Para concluir, sélo necesitamos ver
que V; domina a V5. Para esto, basta con tomar u € V,v € V5, s € S, y notar que la
digrafica D[s, u,v] s6lo puede verse como el triangulo de la figura lo que significa
que (Vi, V3, S) es la Bl-particién que buscdbamos.
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Figura 2.8: Patréon B2 y su respectiva representacion grafica.

Patron B2. Ademas de las obstrucciones mencionadas en A y de las digréaficas
mencionadas para los primeros tres patrones, restringimos la orientacion ciclica de
K3, ademas de las siguientes digraficas:

B2.1 B2.9

Sea D una digrafica libre de las obstrucciones mencionadas en. En virtud de las
digraficas mencionadas en A sabemos que D es multipartita completa con particién
(Vi,..., Vi) para algun entero k > 3, y podemos partir la demostracién en casos.

Caso 1. Supongamos que D no tiene flechas simétricas, y tomemos tres vértices
u € Vi,v € Vo y w € Vi, Sin pérdida de generalidad, Du, v, w] se veria como la
Figura [2.9]

O)
>

Figura 2.9: Digrafica D[u, v, w] para el primer caso del patrén B2.

Notemos que para evitar la formacién de B2.1, el conjunto V; sélo puede contener
a u. Si D tuviera mas de tres partes, deberfamos ser capaces de tomar un vértice x
en una parte distina y poder terminar de orientar la Figura [2.10] pero ésta siempre
nos dara una orientacion ciclica de K3 o la digrafica B2.2, por lo que x no puede
existir.
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2.2. Obstrucciones con clanes Capitulo 2. Obstrucciones

Figura 2.10: La digrafica D[u, v, w, x] contiene alguna de las obstrucciones minimas.

De este modo, y gracias al [1} la digrafica D tiene como particién (Vi, Vs, V3), v la
particién (V, V2, V1) es una B2-particion.

Caso 2. Supongamos que D si tiene flechas simétricas, y definamos S como el
conjunto de vértices que son extremos de una flecha simétrica. Como sucedié con
el patrén anterior, D[S] es una grafica completa biorientada. De la misma manera,
definimos los conjuntos

» Vi ={veV —-S: vesdominado por todos los vértices de S}
» Vo={veV —-S5: vdomina a todos los vértices de S}.

De igual forma, las Proposiciones [§ y [0] aseguran que (S, Vi, V2) es una particién.
Si tomamos s € S,u € Vi,v € Va, es ficil ver que (v,u) € A, pues de otra forma
tendriamos la orientacién ciclica de K3, y la flecha entre ambos vértices no puede
ser simétrica, porque ninguno de ellos esta en S. Se sigue de este hecho y del Lema
[, que V5 domina a V;. Para ver que Vi es independiente, supongamos que existen
dos vértices u,v € V; tales que wd € A. Si volvemos a tomar dos vértices s € S y
w € Va, tendriamos que terminar de orientar la figura pero eso nos daria una
orientacién ciclica de K3 o la digrafica B2.2

Figura 2.11: la flecha que falta generara una obstruccién.

Demostrar que V3 es independiente es andlogo, por lo que (V1, V5, S) exhibe que
D admite el patron B2.
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B3

Figura 2.12: Patrén B3 y su respectiva representacion gréfica.

Para el Patrén B3 se prohiben, ademés de las digraficas mencionadas en A y de
aquellas mencionadas para los primeros tres patrones, las siguientes digraficas.
O
o l\o
= la siguiente orientacion del diamante: \O/

= Las superorientaciones de K3y K, siguientes:

O @) O
}AO Ks(b) O I>>o
| / ' / v Ky(a)

Si D es una digrafica libre de estas obstrucciones, asi como de las mencionadas
anteriormente, las obstrucciones de A nos indican que D es multipartita completa,
y como se comentd anteriormente, podemos pensar que su particién es (Vi,..., Vi)
para alguna k > 3. Sabemos también que D cumple con las hipdtesis del Lemal [T}, asi
que de nuevo, partamos la demostracion por casos.

Caso 1. Supongamos que D no tiene flechas simétricas. Si es bipartita, el Lema
garantiza que D admitira el patrén B3. Si tiene k partes Vi,...,V, con k > 3
podemos tomar tres vértices u € Vi,v € V5, w € Vj, y sin pérdida de generalidad, la
digrafica D[u, v, w] debe verse como la Figura

Figura 2.13: D[u, v, w| para el caso 1 del patrén B3.
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Notemos que si V) tuviera otro vértice ', el Lema [I| implicaria que D|u, v/, v, w]
fuera la primera obstruccion de la lista, asi que Vi = {u}. Por otro lado, si tuviéramos
mas partes, podriamos tomar cualquier vértice x en una de las partes restantes, y
Dlu,v,w, x| contendria la orientacién restringida de K3 o seria isomorfa a Ky(a).
Entonces, como V; es unitario y sélo hay tres partes, la particién (V3, V5, V]) es una
B3-particion.

Caso 2. Supongamos que D si tiene flechas simétricas. Definimos el conjunto
S de igual forma que para los dos patrones anteriores, y notamos que gracias a
la Proposicién (9, D[S] es la biorientacién de una grafica completa. Debido a la

restriccion de C3 y a la Proposicion , los vértices restantes son dominados por los
vértices de S. Ahora definimos los conjuntos

» Vi={veV-58: dt(v) >0}
» Vo={veV-_5: df(v) =0}.

Notemos que (V5, V1, S) es una particién para D, pues cualquier vértice que no esté
en S tiene un exgrado positivo o cero. En caso de que V; sea vacio, esta particion es la
S2-particion buscada, asi que podemos ver qué sucede si V; no es vacio. Como V5 es
independiente, basta mostrar que V; también lo es y que V; domina a V5. Para esto,
supongamos por el contrario que existen dos vértices u,v € V) tales que ub € A.
Al tener exgrado positivo, v debe dominar a algin otro vértice x. Si = estuviera
en S, podriamos ver al tomar cualquier otro vértices s € S, y notar D[s,v, x| es
alguna de las superorientaciones de K3 prohibidas. Ahora que sabemos que = ¢ S,
podemos ver que los tres vértices u, v, x son dominados por cualquier vértice s € S.
Si intentamos dibujar esto, tendriamos que terminar de orientar la Figura [2.14] Si
no existiera flecha alguna entre u y x, tendriamos una trayectoria P; en la digrafica,
pero si existiera, se formaria la digrafica C5 o K4(a), por lo que x no puede existir, lo
que a su vez quiere decir que V; es independiente. De esa forma, las flechas que tienen
como cola vértices de V;, deben tener como cabeza vértices de V5, y si existieran dos
vértices v; € Vi, vy € V5 tales que v; no domina a vs, entonces vy, vy v el vértice de
V5 dominado por v, formarian la orientacién de K7 + K5, por lo que V; domina a V5,
lo que nos asegura que (V3, V4, 5) es una B3-particion.

Figura 2.14: Digrafica D[s,u, v, x] para el caso 2 del patrén B3.
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Patrones restantes

En caso de los otros seis patrones, es facil ver que ambas orientaciones de K3 son
obstrucciones minimas.

B4

Figura 2.15: Patrén B4 y su respectiva representaciéon gréfica.

Patron B4. Para este patron se restringen, ademaés de las digraficas mencionadas
en A y de ambas orientciones de K3, las siguientes estructuras.

«—
IC4

<
= Las superorientaciones de K3 distintas de K3 y de aquella con una flecha
simétrica y una fuente.

Si D es una digrafica libre de estas obstrucciones, sabemos por A.2 que es multipartita
completa, y por A.1 que cumple las hip6tesis del Lema [} Observemos que si D es
—

bipartita, haber restringido Cj nos garantiza que, en caso de tener flechas simétricas,
D s6lo puede ser la biorientacién de una estrella con particién (K, S), por lo que
(2,5, K) es la B4-particiéon que buscamos. En caso de no tener flechas simétricas, el
Lema (1| nos indica que podemos encontrar una B4-particion para D. Gracias a esto,
podemos pensar que D es multipartita con particién (V,..., V) para algin entero
k mayor o igual que 3. A partir de este momento, es conveniente proceder por casos.

Caso 1. Si el tridngulo de la Figura[2.15no es subdigrafica inducida de D, veamos
que D no tiene flecha asimétricas. Para esto, supongamos que existen dos vértices
u y v en partes distintas V; y V; respectivamente para los cuales existe (u,v) pero
no (v,u). Como la particién tiene al menos tres partes, si tomamos un vértice x
que esté en una parte distinta, el tridngulo D|u, v, z] inducird una superorientacion
restringida de K3 o el triangulo de la representacion grafica del patrén, por lo que la
flecha asimétrica (u,v) no puede existir en primer lugar.

Ahora que sabemos que D no tiene flechas asimétricas, podemos usar que es libre

de <C—2: y de K| + E para notar que D es la biorientacion de una gréafica escindible

completa con particién (K, S), por lo que (&,S, K) es una B4-particién para D.
Caso 2. Si el triangulo de la Figura|2.15[si es subdigrafica inducida de D, podemos

pensar que es inducido los vértices v € Vi,u € Vo, w € V3 y que la flecha simétrica
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estd entre u y w. Gracias al Lema (1] y a que D es libre de <C—>4, no puede suceder
que V5 v V3 tengan ambos méas de un vértice al mismo tiempo, por lo que podemos
suponer que V3 = {w}. Si la particién de D tiene sélo tres partes, hemos terminado,
y si no, tomamos algin vértice arbitrario x € V, para tener la estructura que aparece
ilustrada en la Figura [2.16}

Figura 2.16: D[u, v, w, z] para el caso 2 del Patrén B4.

Notemos que si la flecha entre w y « fuera asimétrica, el tridngulo D[v, w, x] seria
una de las superorientaciones de K3 restringidas, y si la flecha entre u y x fuera
asimétrica, podriamos notar que el tridngulo D[u,w, x| también estaria prohibido.

Esto quiere decir que xw, ux € A, lo que implica a su vez que v domina a x mediante
una flecha asimétrica. Para concluir la prueba, tenemos las siguientes afirmaciones.

= V] es un conjunto independiente cuyos vértices dominan a todos los demas de
la digrafica.

= 15 es independiente

= El conjunto S, definido como Uf:g V; induce una digrafica completa biorientada,
y

= D[S UV, es la biorientacion de una escindible completa.
De esta forma, (V7, V5, S) es una B4-particién para D.
01 0
1 0
()

1
0
1

B5

Figura 2.17: Patrén B5 y su respectiva representacion gréfica.

Patréon B5. Para este patron, restringimos las digraficas mencionadas en A,
asi como la orientaciéon de P; con dos fuentes y un sumidero, la biorientacién del
diamante, la siguiente superorientacién de Kjy:
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y las siguientes superorientaciones de Kj:

Al igual que en las caracterizaciones anteriores, cualquier digrafica D libre de estas
obtrucciones es multipartita completa. Si D es bipartita, el Lema [1| nos garantiza
que D admite una Bb5-particion, por lo que podemos pensar que la particién de D
es (V1,..., Vi) para algin entero k mayor que 2. De nuevo, es conveniente proceder
por casos.

Caso 1. Si D no contiene al tridngulo de la Figura[2.17] la tnica supgrientacién

permitida de Cjy es a, por lo que basta demostrar que D es libre del Cy para que,
en virtud del Teorema [5 D sea escindible completa.

Al ser D multipartita completa con particion (Vi,...,V;) para algin entero k
mayor que 2, este ciclo sélo podria formarse tomando dos vértices en una parte de
la particion y otros dos en otra. Supongamos que dicho ciclo existe, como D no es
bipartita, existe un vértice x en una parte distinta de estas dos, por lo que tenemos
alguna de las digraficas representadas por la Figura [2.18}

<
Figura 2.18: El ciclo C4 con un vértice x adyacente a todos sus vértices.

Si alguna de las flechas punteadas fuera simétrica, todas tendrian que serlo para
evitar la superorientacién de K3 que tiene una unica flecha asimétrica, pero en ese
caso tendriamos la biorientacion del diamante, por lo que todas las flechas en cuestiéon
deben ser asimétricas. Por otro lado, si alguna flecha asimétrica tuviera a x como
cola, todas tendrian a x como cola para evitar superorientaciones prohibidas de K3,
pero apareceria el tridngulo de la Figura [2.17], que no pertenece a este caso. Por lo
tanto, todas las flechas deben tener a x como cabeza, sin embargo, esto causa que x,
junto con dos vértices no adyacentes de la Figura induzca la orientacion de P
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con dos fuentes y un sumidero. Como siempre obtenemos una estructura restringida,

—
Cy no puede ser subdigrafica inducida de D, por lo que D es escindible completa
con particién (K, S). En este momento pueden suceder dos cosas.

@ Caso 1.1: Si S es unitario, entonces Gp es completa. Como
sabiamos por hipétesis general que D no era una grafica completa
@ biorientada, existe al menos una flecha asimétrica (u,v), y como
Gp es completa con mas de tres vértices, cualquier otro vértice
w es adyacente a ambos, como se muestra en la ilustracion de la
@ izquierda.

—

En este momento, no puede suceder que las flechas restantes sean wv y W, pues
el triangulo resultante no pertenece a este caso, por lo que las flechas adecuadas son
— 7 . . . , o
wu y wo. Esto significa que v es dominado por todos los demas vértices. Por otro
lado, si tomamos cualquier otro vértice w’, el tridngulo D[u, w, w’] estara permitido
s6lo cuando la flecha entre w y w’ es simétrica, asi que entre cualesquiera dos vértices
distintos de v existe una flecha simétrica.

En particular, esto nos dice que podemos tomar al conjunto independiente S de
tal forma que (&,S, K) sea la B5-particion. Este caso serd 1til también para los
patrones B6 y B9.

Caso 1.2:
En este caso estamos suponiendo que S no es unitario. Obser-

vemos que si K es unitario, D es bipartita, y ese caso ya fue
"""" @ analizado. Gracias a esto, podemos tomar dos vértices sy, so en .S
AR y dos vértices u, v en K. Notemos que para evitar la biorientacién
2 del diamante, alguna de las flechas debe ser asimétrica. Si (u,v)
Re . es una flecha simétrica, la tinica forma de orientar esta figura sin
"""" 6D tener triangulos restringidos seria con las flechas ﬁ, {@, ﬁ, @,
pero en este caso D|[s1, v, $3] induce una orientacién restringida de
Ps.

Entonces, todas las flechas con ambos extremos en K son simétricas, por lo que todas
las flechas ente K y S deben ser asimétricas. Sin embargo, la inica manera de lograr
esto sin contradecir las hipdtesis, es que todas las flechas vayan de K a S, y en ese

caso la particién buscada es (@, S, K).

Caso 2. Si el tridngulo de la representacion grafica del patréon es inducido por vérti-
cesu € Vi,v € Vo,w € V3 como en la Figura [2.19] entonces V5 debe tener un tnico
elemento para no inducir una de las orientaciones restringidas de P;. Notemos que si
la particién de D tiene sélo tres partes, sélo necesitamos ordenarlas para encontrar la
B5-particion. Por otro lado, si la particion de tiene k partes para algin entero k con
k > 4, tenemos que acomodar estos vértices. Sea x € V;, para algin ¢ € {4,...,k}.
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N
~

©

@

@

Figura 2.19: Este tridngulo se asemeja al dibujo del patrén B5.

Notemos que si la flecha (w, z) es asimétrica, entonces las flechas

@ entre x y v y entre u y x son simétricas gracias a los tridngulos
N, correspondientes, pero en ese caso, D[u, v, w, x] es la superorien-
‘@ _____ ® tacion de K, que corresponde a una obstrucciéon minima. Por

K otro lado, si la flecha (z,w) es simétrica, entonces el tridngulo

’ Dlv,w, x] es otra obstruccién minima. De esa forma, la opcién

viable es que la flecha entre w y = sea simétrica, por lo que las
flechas (z,v) y (z,u) deben ser asimétricas.
Como consecuencia, el conjunto V; debe ser unitario, pues si tuviera otro vértice s,
la digréfica D[s,v,z| seria una orientacién restringida de Ps;. Por tanto, podemos
definir el conjunto S como Uf:3 Vi, v sucede que D[S] es la biorientacién de una
grafica completa, S domina a V; y a V,, vy entre estos dos existen todas las flechas
simétricas posibles, por lo que (V1,V3,.S) es una B5-particién para D.

=

VY
= o O
= = O
v

B6

Figura 2.20: Patrén B6 y su respectiva representacién matricial.

Patron B6. Las unicas superorientaciones prohibidas de K3 ademas de las ge-
nerales para esta seccién son las siguientes:
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> >

Se restringe también la siguiente superorientacién de Kjy:

y las siguientes superorientaciones del diamante:

<P

—
y por ultimo restringimos CY.

Supongamos que D es una digrafica en la que ninguna de las digraficas anteriores
estd presente. De nuevo, gracias a las obtrucciones mencionadas en A, sabemos que
D es multipartita completa y que cumple las hip6tesis del Lema [} Pensemos que la
particiéon de D es (Vi,...,V}) para algin entero k£ > 1. Como el procedimiento para
corroborar que estas obstrucciones minimas son suficientes es similar a los anteriores,
de igual forma nos conviene tomar casos.

Caso 1. Supongamos que los vértices u € Vi,v € Vo y w € V3 forman el triangulo
que aparece en el dibujo del patrén de la siguiente forma:

sabemos por la obstruccion D1 y por el Lema [1| que V3 no puede tener méas vértices,
por lo que, de no haber mas partes en la particién, (V, Vs, V3) también seria la B6-
particién. En cambio, si hay 4 o més partes en la particiéon, tomamos un vértice
x € V; para cualquier i € {4, ..., k} para formar la estructura siguiente.
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Observemos que si la flecha (w, ) es asimétrica, entonces el tridngu-
lo D[u,w, x] es una obstruccién minima, y si (x, w), fuera asimétrica,
la flecha entre u y x deberia ser simétrica para evitar que D]u, w, z]
fuera una orientacion de Kj3. De ser asi, tendriamos la flecha ﬁ,
lo que nos daria la superorientacion restringida de K. Gracias a lo
anterior, sabemos que la flecha entre w y = debe ser simétrica.

Consideremos ahora la ilustracion de la izquierda. Para que el
triangulo formado por los vértices z,v y w esté permitido, es ne-
cesario que la flecha entre x y v sea simétrica, y en ese caso, debe
suceder que z domine a u mediante una flecha asimétrica, pues de
otra manera, el tridngulo D[u, v, z] serfa una de las obstrucciones
minimas.

Debido a lo anterior, el tridngulo D[u, v, x] también se asemeja al tridngulo del patrén
B6, lo que nos dice que V; debe tener solo un vértice. Como ¢ fue arbitraria, podemos
definir el conjunto S como Uf:3 Vi, y sabremos que DI[S] es la biorientacién de una
grafica completa. Ademas, cada vértice de S domina a todos los de V; y comparte una
flecha simétrica con todos los de Vs, por lo que (V1, V5, S) es una B6-particién para D.

Caso 2. Si el tridangulo de la representacion grafica del patrén B6 no aparece en
D, hay que demostrar que D es escindible completa. Si D no tiene flechas asimétricas,

esto es inmediato al haber prohibido K 1—|—<[?2> y <C—’>4. Si hay flechas simétricas en D y su
grafica subyacente se ve como una grafica completa, tenemos todas las restricciones
relevantes para el Caso 1.1 del patrén B5, por lo que podemos llegar al mismo
resultado.

Por otro lado, si la grafica subyacente de D no es completa, veamos que no con-
tiene a la tnica superorientacion de Cy que no ha sido restringida. Supongamos que
existen cuatro vértices, dos en una parte de la particion de D y dos en otra, que
forman dicha orientacion de Cy. Como D no es bipartita, existe un vértice z en otra
parte de la particion, por lo que tenemos la estructura siguiente.

Si todas las flechas con extremo en z fueran simétricas cada tridngu-

lo seria una obstruccién minima, lo mismo pasaria si todas fue-

ran asimétricas, por lo que hay tanto simétricas como asimétricas.

Asimismo, para evitar las superorientaciones restringidas de Ps, solo

puede ocurrir que dos flechas simétricas formen la biorientacién de

@ @ P;, v las dos restantes sean asimétricas de tal forma que ambas
tengan cola en z o ambas tengan cabeza en z.

Si los vértices u, x, z formaran la digrafica E;, las flechas restantes incidentes en z
formarian siempre alguna de las orientaciones restringidas del diamante. De esto se
sigue que los vértices v, z,w son los que forman dicha biorientacién, pero ahora el
tridngulo D[w, z, z| es una obstruccién minima o el tridngulo que no estd en este
caso.

Asi, dicha orientaciéon de Cy no puede existir, por lo que D es escindible completa
con particién (K, .S). Como su grafica subyacente no es completa, entonces S tiene
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mas de un vértice, y como no es bipartita, K también tiene mas de un vértice.
Tomemos dos vértices u,v en K y otros dos s, $o en S.

Supongamos que (u,v) es asimétrica. De ser asi, no puede suceder
que (u, $) sea asimétrica, ya que D[u, v, s3] serfa una obstruccién
minima, y si (se,u) fuera asimétrica, entonces D[u, v, s3] serfa una
obstruccién minima o el triangulo que no pertenece a este caso. Esto
significa que la flecha entre u y sy es simétrica, y usando un razo-
namiento andlogo, podemos ver que la flecha entre u y s; también
debe serlo, pero la superorientacién del diamante que obtendremos
al hacer esto contendrad forzosamente alguna de las obstrucciones
minimas, o el tridngulo de la representacion grafica del patrén.

Esto significa que la flecha ente u y v es simétrica, por lo que K es un
clan fuerte. Como habiamos dicho que D no era una biorientacién,
las flechas entre K y S deben ser asimétricas, y la iinica manera de
lograr esto sin inducir una obstruccién minima o el triangulo de la
representacion del patrén, es que todas las flechas vayan de K a S.
De esta forma, (S, @, K) es una B6-particiéon para D.

(=i

S
== O
=)
v

B7

Figura 2.21: Patrén B7 y su respectiva representacion gréfica.

Patron B7. A pesar de que la matriz de este patrén no es simétrica, la Figura
2.21|nos hace ver que si invertimos las flechas, el patrén resultante es isomorfo al ori-
ginal. Como consecuencia, para cualquier obstruccién en esta lista debe estar también
su inversa. Para este patrén prohibimos la superorientacién de K3 con dos flechas
simétricas. De K, restringimos las siguientes superorientaciones y sus inversas:

>

64

K4(b) Ky(c) K4(d) Ky(e)



Capitulo 2. Obstrucciones 2.2. Obstrucciones con clanes

También restringimos estas superorientaciones del diamante, asi como sus inversas:

O/\O
<>

por ultimo, se prohibe la siguiente orientacién de Cy:

O/O\O
N

Sea D una digrafica multipartita completa con particién (V4,...,V;) para algin
entero k mayor que 2. Si ninguna de las digréficas anteriores es subdigrafica inducida
de D, pensemos en los siguientes casos:

Caso 1. Supongamos que el tridngulo de la Figura estd formado por los
vértices u € Vi,v € Vo, w € V3 como en la Figura [2.22

N
~

©
@

@

Figura 2.22: D[u,v,w] es el tridngulo de la representacion grafica del patrén.

Gracias al Lemal[l], y a que la digrafica D1 estd prohibida, sabemos que el conjunto
V3 no puede tener otros vértices ademés de w. Si (Vi, V,, V3) es la particién de D,
también es la B7-particion que buscamos, por lo que hemos terminado. De no ser
asi, podemos tomar = € V; para algin ¢ € {4,...,k} y ver cémo se comporta con el
tridngulo D[u, v, w].
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Figura 2.23: Esquema de D|u, v, w, z] para el caso 1 del patrén B7.

Notemos que en la Figura la flecha entre x y v no puede ser simétrica, pues
si lo fuera, el tridngulo D[z, u,v] tendria s6lo dos flechas simétricas, o D[u, v, w, z]
serfa la digrafica K4(e) o la inversa de la misma. Ahora que sabemos que la flecha
entre x y v es asimétrica, debe suceder que wr € A, para evitar orientaciones de K3,
por lo que la digrafica de la Figura [2.23] en realidad se ve como en la Figura [2.24

Figura 2.24: Esquema de Dlu, v, w, x| con la informacién obtenida.

Las flechas restantes deben ser asimétricas, pero la tinica manera de darles direc-
cién sin obtener Ky (b) o K4(c) es si las flechas (z,u) y (v, x) son asimétricas. Como el
triangulo D[u, v, z] corresponde al de la representacién grafica del patrén, podemos
usar un razonamiento similar al que usamos con V3 para comprobar que V; es uni-
tario, y x se comporta de la misma manera que w. Esto nos dice que si definimos el
conjunto S como Uf:g V;, S serd un clan fuerte que dominara a V; y serd dominado
por Vs, por lo que la particién (Vi, Vs, S) exhibe que D adminte el patrén B7.

Caso 2. Si el tridngulo de la Figura no es subdigrafica inducida de D, veamos
—

que D es escindible completa. Notemos que C} es la tnica superorientacién permi-
tida de Cy, por lo que basta demostrar que ésta no es subdigréfica inducida de D.

<
Supongamos por el contrario que exsten u,v € Vi y w,x € V5 que inducen Cy. Como
D es multipartita con més de dos partes, podemos tomar z € V5 y tener la Figura

2.25¢
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Figura 2.25: Esquema de Dlu,v,w, z, z] para el caso 2 del patrén B7.

Si alguna de las flechas punteadas fuera simétrica, tendriamos un triangulo con
dos flechas simétricas, o la biorientacién del diamante. En cambio, si todas las flechas
fueran asimétricas, la inica manera de darles direccion sin inducir alguna orientaciéon
prohibida del diamante, o de P3 serfa con las flechas (w, 2), (z,z), (z,v), (z,u), o
con la inversa de cada una de ellas. De ser asi, la digrafica D[u,w, z] es isomorfa al
tridngulo d(e_l)a Figura por lo que tenemos una contradiccién. Esto indica que D

es libre de Cy, y por lo tanto D es escindible completa con particién (K, S). Podemos
suponer que K tiene al menos dos vértices, pues si fuera unitario, D seria bipartita
completa. Si S tiene al menos dos vértices, podemos tomar s1,s5 € Sy u,v € K de
la siguiente manera.
Si todas las flechas fueran asimétricas, tendriamos orientaciones
de K3, las cuales fueron restringidas para los patrones B4, B5, B6,
@=======- ) B7, B8 y B9. Por otro lado, si todas fueran simétricas, tendriamos la
N S biorientacién del diamante. Si la flecha entre u y v fuera asimétrica,
E e’ cada tridngulo tendria que tener exactamente una flecha simétrica.
DR En particular, si la flecha simétrica del tridngulo D[u, v, s;] fuera
@ ________ ) m, entonces la flecha entre u y s, también deberia ser simétrica,
pero cualquier orientacién de las flechas restantes resultaria en una
superorientacion restringida del diamante, o del triangulo del patrén B7, que no esta
presente en este caso. Si Vs € A llegariamos a una situacion similar. Al no poder
darle orientaciones a los tridangulos, se concluye que la flecha entre u y v debe ser
simétrica, como se muestra en la Figura [2.26]

Figura 2.26: La flecha entre u y v es simétrica.

En este momento, y las flechas restantes deben ser asimétricas, pero la tnica
manera de darles direccién sin crear superorientaciones prohibidas del diamante o de
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P3 es que ambos vértices de K dominen a ambos vértices de S o viceversa. Entonces
K es un clan fuerte que domina a S o es dominado por S, por lo que D admite
el patron B7 usando la particién (@,S, K) o (5,9, K) dependiendo del caso. En
caso de que S sea unitario, la grafica subyacente de D es completa, y podemos tomar

cuatro vértices u, v, w, x que no induzcan E, pues D no es una completa biorientada.
En cada uno de los triangulos formados por estos cuatro vértices debe haber una o
tres flechas simétricas, por lo que en total deberiamos tener al menos dos flechas
simétricas. Veamos qué pasa si existieran dos flechas simétricas que no compartieran
extremos.

En este caso, todas las demas flechas deben ser asimétricas, pero
cualquier orientacion que les demos nos dara alguna superorienta-
cion prohibida de Ky o el triangulo de la representacion del patrén.
por lo que todas las flechas simétricas deben compartir extremos.
Para evitar la superorientacion de K3 que tiene dos flechas simétri-
cas, debe haber una biorientacién de K3 en la digréfica D{u, v, w, z].

En este momento, la inica manera de completar la digrafica es
orientando todas las flechas restantes hacia x o todas desde x. Si
tomamos cualquier otro vértice z € V', éste debe ser adyacente a
los cuatro primeros, puesto que D es completa, y la tinica forma
de lograr eso sin generar estructuras prohibidas es si z compar-
te flechas simétricas con los vértices del triangulo y domina a x
(cuando x es dominado por los vértices del triangulo) o es domi-
nado por z (cuando x domina a los vértices del tridngulo). Esto
quiere decir que en z es la unica cabeza o la tnica cola en las
flechas asimétricas, por lo que (V' — {z}, {z}) es la particién es-
cindible de D que muestra que D admite el patrén B7.

B8

Figura 2.27: Patrén B8 y su respectiva representacion gréfica.

Patréon B8. Para este patrén, las tinicas superorientaciones permitidas de K3 son
>
la biorientacién K3 y la superorientacién con exactamente dos flechas simétricas. Por

<
otro lado, se prohibe la digrafica Cj, asi como la siguientes superorientaciones de K,
y del diamante.
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Si ninguna de las digraficas restringidas es subdigrafica inducida de una digréafica D,
veamos qué pasa si ningun triangulo de D corresponde al de la Figura

Gracias a que D es libre de las digraficas mencionadas en A, sabemos que D es
multipartita completa y que cumple las hipétesis del Lema [1l Si D es bipartita y
—

cada parte tiene mas de un vértice, haber restringido C, garantiza que sélo una de
las partes domine a la otra. En cambio, si una de las partes es unitaria, si puede
haber flechas simétricas, y en ambos casos, D admitira el patrén deseado.

Por otro lado, si D no es bipartita, sabemos que cada una de sus flechas pertenece
a al menos un triangulo. Asi, en caso de que D no contenga al tridngulo de la Figura

—
2.27, estamos garantizando que todas las flechas de D son simétricas. Como K; + Ko

<
y Cy estan prohibidas, D es la biorientacion de una grafica escindible completa con

particién (K, S), por lo que (&, 5, K) es una B8-particién para D.

En caso de que el triangulo de la Figura sea subdigrafica inducida de D,
podemos pensar que D tiene particion (Vi, Vs, ..., Vi) para algin k > 3, que dicho
triangulo es inducido por u € Vi,v € Vo, w € V3, y que la flecha asimétrica va de u
a v. Observemos que gracias al Lemal[l] y a que restringimos cierta superorientacién
del diamante, el conjunto V3 no puede tener mas vértices ademas de w. Para concluir,
basta demostrar que cualquier otro vértice de V — (V3 UV, U V3) es adyacente a éstos
tres vértices mediante flechas simétricas. Sea x € V — (V; U V5 U V), la digrafica
resultante se muestra a continuacién.

Es facil ver quelas flechas entre x y v y entre u y x son simétricas,

0 pues de otra forma el tridngulo Dlu, v, x| serfa una superorienta-
' cion restringida de K3. De igual forma, si la flecha entre w y x es
\\ asimétrica, se induce alguna de las superorientaciones prohibidas
@ """ @ de K4. Como z se comporta idénticamente al vértice w, deducimos

," que V; es unitario, asi que si definimos K como U¥_,V;, podremos
@' ver que K es un clan fuerte, y que cada vértice de K es adyacente

a todos los de V' — K mediante una flecha simétrica, por lo que
(V1, Vi, K) es la B8-particién que buscamos para D.
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B9

Figura 2.28: Patrén B9 y su respectiva representacion gréfica.

Patron B9. Para este patrén se prohibe la orientacién de P3; con dos fuentes y
un sumidero. También se obstruyen las siguientes superorientaciones de K3

asi como ambas orientaciones de la misma gréafica, que de hecho fueron restringidas
para los patrones anteriores. Ademas se prohiben las siguientes superorientaciones

de K4.

Asi como la biorientacion de Ky ;.

Una vez més, tomamos una digrafica D en la cual ninguna de las digréaficas
anteriores sea subdigrafica inducida. Como sucedid en los casos anteriores, las obs-
trucciones mencionadas en A nos dirdn que D es multipartita completa, y podemos
pensar que su particion es (V3, Vs, ..., V,) para algin k& > 3.

Caso 1. Supongamos que el tridngulo de la Figura [2.28| es inducido por u €

Vi,v e Va,w e Vi

©
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Al haber prohibido la orientacién de P; mencionada y gracias al Lema [I| sabemos
que V3 es unitario. Si D es tripartita, entonces (V7, V5, V3) es la B9-particion, y en
caso de haber mas partes en la particion, podemos tomar un vértice x € V; para
cualquier ¢ € {4,...,k} y tener la estructura de la Figura [2.29

Figura 2.29: D[u, v, w, z] para el Caso 1 del Patrén B9.

Notemos que la flecha entre w y x debe ser simétrica, pues de otra forma el
tridngulo D[z, u,w] serfa una obstruccién minima. En cambio, si la flecha entre u
y x también fuera simétrica, la flecha entre v y x completaria alguna de las super-
orientaciones prohibidas de Ky, y esto quiere decir que las flechas Tt y 7 estdn en
la digrafica. Observemos que si el conjunto V; del cual tomamos a x tuviera ademas
otro vértice 2/, el Lema [I| nos asegura que la digrafica Dlu,z,2’] serd una de las
orientaciones prohibidas de Ps, por lo que V; es unitario. Asi, el conjunto S definido
como Uf:g V; es un clan fuerte que domina a V; y cada vértice de S comparte una
flecha simétrica con todos los vértices de V5, por lo que la particién (V3, V5, S) es una
B9-particion.

Caso 2. Si el triangulo con exactamente dos flechas simétricas no es subdigrafica in-
ducida de D, veamos que D es escindible completa. Como la tinica superorientacién
<

permitida de Cy es (4, basta ver que ésta no estd en D. Supongamos que existen
cuatro vértices u,v € Vi, w,x € V5 que lo inducen. Como D no es bipartita, podemos
tomar un vértice z en otra parte de la particién de D.
Observemos que si todas las flechas restantes fueran asimétricas,
se formaria alguna de las superorientaciones restringidas de K3, o

@\ ',@ de P3. En cambio, si todas fueran simétricas, se tendria la biorien-
oo taciéon de Kso1. Esto quiere decir que en z inciden flechas tanto
@ simétricas como asimétricas. Supongamos entonces, sin pérdida de
I' \\ . . 7’ . .
R . generalidad, que la flecha entre z y u es simétrica. Para evitar las
4 -

(W)«———(x) superorientaciones de Ps que fueron prohibidas en A, la flecha entre
z y w también debe ser simétrica, y por tltimo, las flechas restantes
ser asimétricas y tener a z como cola.

Sin embargo, esto implica que Du, v, z] sea el tridngulo del patrén B9, pero supusi-

mos que dicho triangulo no era subdigrafica inducida de D, por lo que el vértice z

<
no puede existir. Esto a su vez nos dice que D es libre de Cy, asi que Gp también lo
es. Ahora que sabemos esto, pueden pasar dos cosas. Si la grafica subyacente Gp es
completa, tenemos las mismas obstrucciones que en el Caso 1.1 del patrén B5, por
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lo que D tiene una particién escindible completa (K, S) en la que el tinico vértice de
S es un sumidero, y K es un clan fuerte. Si el conjunto independiente de la particion
escindible tiene mas de un vértice, tomamos u,v € K y s,t € S.

Si la flecha (u, v) es asimétrica, el tridngulo D[u, v, t] debe orientarse

@ -------- @ — —

s, R con las flechas ut y tv, puesto que en este punto de la demostra-

' . ’ ., , ;. . ., o

: el cién, ésta es la unica superorientacion de K3 permitida con flechas
.

RN asimétricas. Bajo el mismo argumento, el tridngulo Dlu, v, s| debe

[ ., — . s .

@)=mmmmmmm @ ‘tener las flechas 50 y us, pero si esto sucede, los vértices s,t,v

inducen una orientaciéon prohibida de P;.
Debido a esto, la flecha entre u y v debe ser simétrica, y para no formar obstrucciones
minimas, las demas flechas deben ir de K hacia S. Por la eleccién de los vértices,
esto significa que K es un clan fuerte que domina a S, por lo que (S, &, K) es una
B9-particion para D.

2.3. Patrones restantes

Por 1ltimo, los patrones restantes son aquellos cuyos dibujos no tienen forma de
tridngulo, y tienen exactamente un vértice negro.

L3 L4

0 1
0
[
L1 L2
1
0
>
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oo

/N
— o O
= O O
v

L5

Por tener tinicamente flechas simétricas, el primer patron se puede trabajar como
si fuera una grafica. En ese caso, nos fijamos en el complemento del patron, que se
ve como la unién ajena de dos graficas: una de ellas es una escindible completa y la
otra es completa.

Patrén L1. Trabajemos con la grafica subyacente del complemento del patrén.
Para ésta, debemos prohibir Cy, P3 + K1,2K; + P3,2K, + Ky y Py.

Supongamos que GG es una grafica libre de estas cinco obstrucciones. En caso de
ser inconexa, el hecho de no tener a 2K5+ K como subgrafica inducida garantiza que
si hay mas de dos componentes, sélo una de ellas tiene aristas. En este caso, haber
prohibido 2K 4+ P3 nos dice que la componente conexa con aristas es completa, por
lo que G es la unién de una grafica completa G[K]| y una vacia G[S], admitiendo asi
el complemento del patrén L1 bajo la particién (S, K, @).

Si G tiene dos componentes conexas con aristas G; y G, cada una de ellas es libre
de K; + K5. Si G1 no es completa, tiene una copia de 2K, por lo que G5 serd libre
de Pj, lo que significa que Gy es completa. Sabemos ademas que G es libre de Cy,
por lo que G; tampoco tiene a C4 como subdigrafica inducida, asi que es escindible
completa con particiéon (K, S). De este modo, (Vg,, K, S) es la Ll-particién.

En caso de que G sea inconexa, con solo dos componentes G; y Ga, pero Gy
sea un vértice aislado, debemos verificar que G5 es completa o escindible completa.
Para esto, supongamos que G5 no es completa. Sea a el unico vértice de Gy, y por
consecuencia, el inico vértice aislado de G. Como G5 es conexa pero no completa,
existen tres vértice u, v, w que inducen una copia de P53 en G. Si GG, sélo tiene estos
vértices, entonces es escindible completa, y en caso de tener mas vértices, tomamos
otro vértice x € Vi, para tener esquema con el de la Figura [2.30]
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Figura 2.30: Esquema de G|a, u, v, w, x] para un caso en la caracterizacién del Patrén
L1. Las aristas punteadas indican aristas que pueden o no existir en la grafica.

Observemos que x debe ser adyacente a alguno de los tres vértices de G5, pues
de otra forma tendriamos una copia de 2K, + P5. Si x fuera adyacente sélo a u o
a w, Glu,v,w, x] serfa una copia de Pj, y si fuera adyacente tinicamente a u y a w,
la gréfica Glu, v, w, x] serfa isomorfa a Cy. En cambio, si x fuera adyacente a v pero
solo a uno de los vértices u o w, tendriamos una copia de K7 + P3. De esta forma, las
unicas dos opciones son que x sea adyacente a los tres vértices u, v, w, o que soélo sea
adyacente a v. Diremos que un vértice s € Vg, —{u, v, w} es el tipo 1 si es adyacente
solo a v, y del tipo 2 si es adyacente a u,v y a w. Es facil notar que dos vértices s y
t del tipo 1 no pueden ser adyacentes, pues si lo fueran, G[s, ¢, u, v] serfa isomorfa a
K, + P;. Similarmente, si dos vértices s y t del tipo 2 fueran no-adyacentes, entonces
G[s, t,u,w] serfa una copia de Cy. Por ultimo, si s fuera del tipo 1, t del tipo 2, y s
y t no fueran adyacentes, entonces G|s, t,u,v| serfa isomorfa a K; + P3, por lo que
ahora sabemos que los vértices del tipo 2 inducen una grafica completa G[K], los del
tipo 1 una gréfica vacia G[S], y cada uno del tipo 2 es adyacente a todos los del tipo
1, por lo que({a}, K, S) es una Ll-particién.

Pensemos ahora que G es conexa. Al ser libre de Cy, basta mostrar
@ que también es libre de K; + K, para demostrar que G es escindi-
ble completa. Supongamos por el contrario que existen tres vértices
u,v,w € V que inducen dicha grafica, como en la ilustracién de la
@ izquierda. Como G es conexa, existe una uv-trayectoria T' de longitud
minima. Si ¢(T) > 2, tenemos una copia de Py, lo que contradice las
@ hipdtesis. En cambio, si {(T) = 2, entonces T' = (u, z,v) para algin

vértice x, pero Dlu,x,v,w] isomorfa a P, o a Py + K.
De esta forma, las obstrucciones minimas del patrén L1 son las biorientaciones

de
Oo——-=0
Oo——-=0 O
2K, K, + Py
Py
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Como los cinco patrones L tienen la misma grafica subyacente, todas las super-
orientaciones de las graficas mencionadas seran obstrucciones de los demas patrones,
aunque no necesariamente seran minimas. Una manera de caracterizar los siguientes
cuatro patrones es buscar que las graficas subyacentes de las digraficas en cuestion
admitan la versién para graficas del patrén L1, y para lograr esto basta con que nin-
guna de las gréaficas de la lista anterior sea subgrafica inducida de ellas. Después de
lograr esto, sélo faltaria verificar que las flechas estén orientadas de manera correcta.

<
Ademas, para todos los deméds patrones, la digrafica 2K, y la orientacion de K + K>
son obstrucciones minimas.

O O

/N
[
—_ o
v

L2

Patréon L2 y su representacion grafica.

Para este patron restringimos:

L2.a La orientacion de K7 + K. L2.f H
<

L2.b 2K, N

L2.g 04

L2.c Las orientaciones de P
O—O0—0 y O«—=>0«—0O

—
L2.d Cualquier superorientacion de K3 L2.h K1+ P
—

distinta de K.

L2.e La siguiente superorientacién de L2.i La biorientacién de K, + P:

K1,3:

Llamemos Ps;* a la superorientacion de P; que corresponde la de la represen-
tacion grafica el Patron L2. Para demostrar que estas obstrucciones son suficientes
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para caracterizar al patréon, supongamos que cierta digrafica D es libre de estas obs-
trucciones. Como primer caso, veamos que si D contiene una copia de P3*, entonces
D admite al patrén L2. Supongamos que dicha copia es inducida por los vértices
u, v, w, con(u,v) como flecha simétrica y (v, w) como flecha asimétrica. Si D no tiene
més vértices, ({u}, {v}, {w}) es la L2-particién buscada, y si si, podemos tomar un
vértice = distinto de estos tres, y la digréfica D[u, v, w, x| se vera como alguna de las
siguientes.

,@ *1 @ (a) @s *o
Qo> @oV—>®@ @o0—>®
@ () @ ks ©, (0
DoO—> @ @oO—> @ Qo> @
LD, ki
o> @

Figura 2.31: Posibles casos para la digrafica D[u,v,w,z] en la caracterizacién del
Patron L2.

Observemos qué sucede en cada uno de los casos marcados con . Para %,
tenemos que D[x,v,w] es la orientacién de K; + K,. En la digréfica %, podemos
notar que si la flecha entre x y w es asimétrica, entonces D[u, x, w] es la orientacién de
K, + Ks, pero si es simétrica, entonces D[z, v, w| es una superorientacion restringida
de Pj. Por tltimo, las digréficas %3 y %4 tienen un triangulo con al menos una
flecha asimétrica, por lo que tampoco pueden existir en D. Gracias a esto, podemos
fijarnos tinicamente en los otros tres casos. Para dar la L2-particién creamos tres
conjuntos llamados Vi, V5 v V3 que contengan a los vértices u, v y w respectivamente,
y acomodaremos a x en alguno de estos conjuntos segun sus adyacencias. En el caso
(a) sélo puede suceder que la flecha (v,x) sea asimétrica, por lo que colocaremos
a x en V3, y definimos V3 como el conjunto de vértices que caen en el caso (a). Si
dos vértices s,t € V3 fueran adyacentes, entonces la digréfica D[s,t,v] serfa una
superorientacién no permitida de K3. En el caso (b), las flechas restantes deben
ser simétricas, asi que colocaremos a x en Vj, y definimos V; como el conjunto de
vértices que caen en el caso (b). Notemos que si dos vértices s,t € V; no fueran
adyacentes entre si mediante una flecha simétrica, entonces D[s,t, v, w] tendria una

superorientacién de K3 distinta de (}?3) o seria la superorientacion prohibida de K 3.
En el caso (c), la flecha entre x y w sélo puede ir de x a w, y la flecha entre u y =
debe ser simétrica, por lo que colocaremos a x en V5, y definimos V5 como el conjunto
de vértices que caen en el caso (¢). De igual forma, si dos vértices s,t € V, fueran
adyacentes, entonces D[s, t, w] seria una superorientaciéon prohibida de K.

Estos tres conjuntos nos dardn una particion en la que V; es un clan fuerte, tanto
V5 como V3 son independientes, V5, domina a V3, y entre V; y V5 existen todas las
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flechas simétricas posibles, por lo que (V3, V3, V}) es una L2-particién para D.

Por otro lado, si D no contiene a P3x hay que ver que D es bipartita completa,
escindible completa, o la unién ajena de una digrafica completa y una vacia. Para
lograrlo, comprobemos que D no puede contener flechas simétricas y asimétricas a la
vez. Por el caso en el que estamos, ninguna trayectoria de tres vértices en D puede
tener flechas asimétricas y simétricas, asi que basta ver que estas flechas no pueden
existir al mismo tiempo, aun estas no sean adyacentes. Para esto, tomaremos dos
vértices v, w entre los cuales haya una flecha simétrica y otros dos u,x entre los
cuales haya una flecha asimétrica.

@ mmmmmmm s @ Si ninguna de las flechas punteadas existiera, D[v, u, x] serfa la orien-
R it tacion de K 4+ K, y si tuviéramos solo una o dos flechas, alguna
R de las copias de P3 seria Psx o una obstrucciéon minima. Por otro

/" \\ lado, Cuando hay mas de dos flechas, u y x pertenecen a un mismo
@~: ______ ‘_'@ tridngulo, lo que también es una contradiccion, pues no tenemos

tridngulos con flechas asimétricas.

En virtud de lo anterior, sabemos que las flechas simétricas y asimétricas no
pueden existir al mismo tiempo. Gracias a esto, podemos asegurar que D es una
orientacién o una biorientacién. Si D no tiene flechas simétricas, entonces su grafica
subyacente G es libre de K; + K5 y de K3, por lo que es bipartita completa con
particién (X,Y’). Por la primera obstruccién mencionada en L2.c, X domina a Y o
viceversa, asi que (X,Y, @) o (Y, X, @) es la L2-particién que buscdbamos, segin el
caso.

Por otro lado, si D no tiene flechas asimétricas y es inconexa, haber prohibido
L2.b implica que s6lo una de las componentes tiene flechas. Dicha componente es libre

—
de P3 por L2.h, por lo que Gp es la uniéon de una gréafica completa Gy y una vacia
Go, asi que (&, Vi, Vg, ) es una L2-particién. En caso de ser conexa y no contener a

— <
Ps3, D es la biorientacién de una completa, y si contiene Pj, podemos acomodar los
demés vértices de la siguiente manera.

@ Supongamos que dicha copia de E} se forma por los vértices u,v y
w, y coloquemos a v en un conjunto V; y a v y a w en otro conjunto
V5. Al tomar cualquier otro vértice x, podemos notar que debido
a las obstrucciones L2.f, L2.g, L2.h, y L2.i, s6lo puede suceder que
0 P @ T sea adyacente a los tres vértices o unicamente a v. En el primer
caso, colocaremos a x en Vi, y en el segundo en V5.
De esta forma, V; contiene a todos los vértices que caen en el primer caso, y V5 a
todos los vértices que caen en el segundo caso. Observemos que si dos vértices s, z de

¢

V1 no fueran adyacentes, entonces DIs, z, u, v] es isomorfa a <C—>’4, lo que contradice las
hipdtesis, y si dos vértices en s, z de V; fueran adyacentes, entonces D(s, z, u, w| serfa
isomorfa a la biorientaciéon de K; + P3. Esto quiere decir que V; es un clan fuerte,
V5 es un conjunto independiente, D es la biorientacién de una digrafica escindible
completa, y (V5, &, V]) es una L2-particidn.
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o O

S
o= O
—_o
\_/

L3

Patron L3 y su representacion grafica.

Para este patron prohibimos:

L3.a La orientacion de K; + Ko

—
L3.b 2K,

L3.c Lassiguientes superorientaciones de Py: O—>0—>0, O——>0«—=>0O, O«—0O—>0.

T~

O
<
L3.d Cualquier superorientacion de K3 distinta de K3 y de £

L3.e La biorientacion del diamante. Vale la pena notar que gracias a L3.c y L3.d,

N

N7

la tnica superorientacion permitida del diamante es

L3.f Las siguientes superorientaciones de K + P

)~ b

Supongamos que D es una digréfica libre de estas obstrucciones minimas y que G
es su grafica subyacente. De nuevo, podemos definir Ps* como la superorientacion de
P3 con una flecha simétrica y un sumidero, y ver que si D contiene una copia de Psx,
entonces D admite el patréon L3. Para esto, podemos suponer que Ps* esta formada
por los vértices u,v y w. Si D sélo tiene estos tres vértices, la particion buscada es

—
—
L3.h K, + P;
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facil de ver, y si hubiera otro vértice x, podemos suponer que la flecha simétrica es
(v,w) y observar qué opciones tiene x en cuanto a sus adyacencias.

’@ *1 @ (a) @s *o
@—Do ® Q=)o@ Q—0o®
@ () @ ks @, ()
QO @ Q0o @ QDo @
D,k
V=V @

Como sucedié con el patrén anterior, demostraremos que los casos marcados con
% inducen siempre una obstruccion, por lo que trabajaremos solo con los tres res-
tantes. Para la digrafica marcada con ¥, si la flecha restante es asimétrica, entonces
Dlu,w, z] es la orientacién de K + K, y si es asimétrica, entonces D[u, v, z| es una
superorientacion restringida de Ps;. En o, D[u,v,z] siempre es la orientacién de
K+ K5, mientras que cualquier superorientacion que se le dé a las aristas punteadas
en %3 resultara en una superorientaciéon restringida de K3 o de K; + Ps. Por tltimo,
notamos que la tinica superorientacion permitida del diamante es distinta a todas las
superorientaciones posibles de ¥4, por lo que este caso tampoco puede suceder.

Ahora que sabemos que sélo trabajaremos con tres casos, podemos analizar cada
uno de ellos. Para el caso (a), la flecha restante sélo puede ser la flecha simétri-
ca (v,z). En este caso colocaremos a x en V3, y definimos V3 como {s € V: s =
w o s cae en el caso (a)}. Notemos que si dos vértices de V3 fueran adyacentes, tendriamos
la primera digrafica mostrada en L3.f o una superorientacién prohibida de K3. Si su-
cede el caso (b), el tridngulo sélo puede orientarse con las flechas (v, z) asimétrica
y (u,z) simétrica. En virtud de esto, definimos el conjunto Vi como {s € V: s =
u o s cae en el caso (b).}. Observemos que si dos vértices s,t € V; no fueran adya-
centes mediante una flecha simétrica, entonces D[s, v, t] serfa una superorientacion
prohibida de P3 o de Kj3. Esto ultimo implica que V; es un clan fuerte. Por otro
lado, en el caso (c), la flecha entre x y u debe ser la flecha asimétrica (z,u), por lo
que la flecha entre x y w serd simétrica, y x pertenecera a V5. Si definimos V5 como
{s €V: s=wvo s caeen el caso (¢).}, podemos observar que si hubiera dos vértices
s,t € V adyacentes, entonces Ds, t, u| serfa una superorientacion prohibida de Kj.

De esta forma, los conjuntos V5 y V3 son independientes, V5 domina a V; y entre
Vs v V3 existen todas las flechas simétricas posibles, por lo que la particion (V3, Vs, V3)
es una L3-particion para D.

Si D no contiene la digrafica Ps3*, tenemos que ver que D es escindible completa,
bipartita completa, completa, o la unién de una completa y una vacia. Supongamos
primero que todas las flechas de D son simétricas y trabajemos con su grafica sub-
yacente GG. Si GG es inconexa, la obstruccién L3.b hara que a lo méds una componente
tenga flechas, y haber prohibido L3.h implicard que esta componente sea la biorien-
tacién de una grafica completa, por lo que G serd la unién de una grafica completa
y una vacia. En caso de ser conexa y tener sélo flechas simétricas, podemos ver que
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la ausencia de L3.g implica que diam(G) < 2. Si el didmetro es 1 entonces D es la
biorientacién de una completa, y si diam(G) = 2, podemos tres vértices u, v, w que
induzcan P y proceder como sigue.

—
Figura 2.32: La digrafica P; y un vértice x. En este caso, las aristas punteadas
corresponden a flechas que no sabemos si existan.

Notemos que si x no es adyacente a vértice alguno en la Figura tendremos
>
una copia de K7 + Pj, mientras que si es adyacente sélo a u o a w, obtendremos
<

una copia de P;. Si x es adyacente s6lo a dos de los vértices, y no de ellos es v,
entonces obtenemos una copia del complemento de K; + P3, y si es adyacente a los
tres vértices, obtenemos una biorientacion del diamante.

De esta forma, los tinicos casos permitidos son cuando x es adyacente a ambos

extremos de E; o sélo a v. Notemos que si dos vértices s y s’ caen en el primer caso,
no pueden ser adyacentes entre si, pues de serlo, D[s, s, u,w] es la biorientacién del
diamante. Por otro lado, si s y s’ son ambos adyacentes sélo a v, tampoco pueden
ser adyacentes, pues de serlo, D(s, s’, v, w] seria la biorientacién de K; + Ps.

<
Por ultimo, si s es adyacente a ambos extremo de P; y s’ sélo es adyacente a v,
entonces deben ser adyacentes entre si, o sucederfa que D[s, s, v, w| fuera una copia

de P4.

De esta manera, podemos ver que D es bipartita con biparticion (V;, V3), asi que
(@, V1, Vs) es una L3-particién para D.

Analicemos el caso en el que D no tiene flechas simétricas para concluir que es
una estrella. Al haber prohibido la orientacién de K; + K5, D es multipartita com-
pleta, pero ambas orientaciones de K3 estdan restringidas, por lo que D es bipartita
completa con biparticién (V;,V;). Como D sélo tiene flechas asimétricas, cumple las
hipotesis del Lema |1, asi que podemos suponer que V; domina a V5. Si V5 tuviera
méas de un vértice, podriamos tomar u € Vi, v,w € V5 y notar que D]u, v, w] es una
orientaciéon prohibida de Ps, por lo que en realidad D es una estrella con un sumidero
y posiblemente varias fuentes.

Para concluir, falta ver qué sucede si D tiene flechas tanto simétricas como
asimétricas. Para esto, tomemos dos vértices u y v tales que (u,v) es una flecha
asimétrica, y veamos qué pasa con cualquier otro vértice.
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@\ l@ l@\
O—@ V—@ V—@

() (b) (c)

Figura 2.33: la flecha asimétrica de u a v, y cualquier otro vértice x.

El vértice x debe caer en alguno de estos casos para evitar formar la orientacién de
K+ K>, pero el primer caso (a) da una obstruccién minima o la digréfica Py*, que fue
analizada en la primera parte de la demostraciéon. Definimos a V] como el conjunto de
vértices que se comportan como en la Figura (b) y V5 como el conjunto de vértices
que se comportan como en la Figura (c) Para evitar obstrucciones minimas, V/
domina a v, y para cada s € VJ tenemos que (u,s) es asimétrica, pero (s,v) es
simétrica. Notemos que si hubiera dos vértices en VJ no adyacentes entre si, éstos y
u formarian una orientacién prohibida de Pj, y si la flecha entre estos dos vértices
no fuera simétrica, estos dos y v formarian una superorientacion de K3 con solo dos
flechas simétricas. De igual forma, entre cualesquiera t € V' y s € V] debe existir
la flecha asimétrica (s,t), pues de no ser asi, D[s,t,v] serfa una superorientacion
prohibida de K3 o de Ps, como se muestra en la digrfica (a) de la Figura [2.34
Como ultima observacion, si dos vértices s,t € V/ fueran adyacentes, formarian una
superorientacion prohibida de K3 como se muestra en la digrafica (b) de la Figura
[2.34] Para concluir, definimos V; y V5 como V{ U {v} y VJ U {u} respectivamente, y
tenemos que D[V)] es completa, y V5 domina a Vi, y V5 es independiente, por lo que
(V1, Vo, @) es una L3-particién para D.

®

/
% P

Figura 2.34: Subdigraficas de D con obstrucciones minimas.
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o O
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o O O
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v

L4

Patron L4 y su representacion grafica.

Para este patron se prohiben:

>
L4.a 2K2
L4.b La orientacion de K; + Ko

L4.c Todas las superorientaciones de P; con mas de una flecha simétrica, ademas
de O—0O—0.

<
L4.d Las superorientaciones de K3 distintas de K3 y de aquella con una flecha
simétrica y una fuente.

Gracias a estas restricciones, la inica superorientacion de C4y permitida es:

y la tnica superorientacion permitida del diamante es

Sea D una digrafica libre de estas obtrucciones y sea G su grafica subyacente.

Debido a las primeras dos prohibiciones y a haber prohibido ?3, G es libre de 2Ks y
de K1+ P3. Como las digraficas mencionadas en L.4.b y L4.c tampoco estan presentes,
G tampoco contiene a P como grafica inducida. Veamos que G es libre de Ky91 y
de 2K; + P3. Para esto, supongamos que existen ciertos vértices que las inducen.
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—©@

@\ / La subgrafica G[b, a, d, o] es un diamante, asi que la flecha (0,a) es
‘ ©® ‘ simétrica. Como G|[b, 0, d, ¢|] también es un diamante, se sigue que la
©—

<
flecha entre o y ¢ también es simétrica, por lo que Do, c,a] = Pj,
@ lo que contradice las hipotesis.

son asimétricas, pero en ese caso el tridngulo D[b, a, d] es una obs-
trucciéon minima.

O—@ .
/ Como G|[b, 0, ¢,a] y G[b, 0, ¢, d] son diamantes, entonces (a,b) y (d, b)
© ‘
\
O—@

Ahora que sabemos que G también es libre de K35 y de 2K; 4+ P3, podemos notar
que gracias a la caracterizaciéon del Patrén L1, G tiene una particién (S, Se, K) en
la que K es un clan, los conjuntos S; y S son indepndientes, y cada vértice de Sy
es adyacente a todos los de K U S,.

Notemos que si solo K es vacio, entonces GG es bipartita completa, y cumple las
hip6tesis del Lemal [T}, por lo que podemos suponer sin pérdida de generalidad que S;
domina a Sy, asi que (57, 5o, K) es una L4-particién para D.

Si tnicamente S; es vacio, G es la unién de una gréafica completa y una vacia, y
como D es libre de la orientacion de K + K5, entonces K es un clan fuerte, por lo
que (51, Ss, K) es la Ld-particién que buscdbamos.

Si solamente Sy es vacio, G es escindible completa, y podemos suponer que K no
es unitario para no caer en el primer caso. Si S es unitario, puede existir una fuente
v € K US; que domine a todos los demas vértices de GG, y entre cualesquiera dos
vértices distintos de v exisitird una flecha simétrica. En este caso, definimos S’ como
{v} y K’ como V — {v} para que (S, K', @) sea una L4-particién para D. Si S no es
unitario, podemos tomar dos vértices u, v € K y dos vértices s,t € S; para notar que
Glu, v, s,t] es un diamante, por lo que (u,v) es simétrica en D, y sy t son fuentes.
Esto significa que K es un clan fuerte y es dominado por Si, asi que (S, Sz, K) es
la L4-particién que buscabamos.

En cambio, si ninguna parte de la particién es vacia, podemos pensar que K no
es unitario, pues de serlo, K U .S, es independiente, por lo que estamos de nuevo
en el primer caso. Notemos que si alguna de las flechas con extremo en S fuera
simétrica, podriamos formar una superorientacion restringida de P, asi que todas
deben ser asimétricas. Como K no es unitario, entonces S; domina a K, y por lo
mismo también domina a Sy. A su vez, esto nos dice que K es un clan fuerte, asi que
(S1, 52, K) es una L4-particién para D.

Por 1ltimo, en caso de que dos de las partes sean vacias, G s6lo puede ser vacia
o completa.
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Patron L5 y su representacion grafica.

En este caso, las obstrucciones son:

L5.a la orientacion de K + Ko

—
L5.b 2K,

L5.c Las superorientaciones de P3 con al menos una flecha simétrica.

—
L5.d Todas las superorientaciones de K3 distintas de K3 y de la superorientacion
con una flecha simétrica y un sumidero.

L5.e La orientacién de K 3: :

L5.f Restringimos también estas superorientaciones de Cy:

L5.g Por ultimo, restrigimos la siguiente superorientacion de K + Ps.

Supongamos que D es una digrafica en la cual ninguna de las estructuras anteriores
estd presente. Notemos que todas las superorientaciones de P, contienen a alguna
superorientacion restringida de P3 o a la orientacién de K; + Ky, por lo que Gp es
libre de P;. De igual forma, por L5.a y L5.b, Gp no contiene a 2K5, y por Lb.a y
L5.c tampoco contiene a K7 + P3. Ademas, es importante mencionar que al haber
obstruido las digraficas mencionadas en L5.c y en L5.d, la dnica superorientacion
permitida del diamante es la siguiente:
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Para comenzar, veamos que G p no contiene copias de Ks 21 ni de 2K + Ps.

® @ Supongamos que existen vértices a, b, ¢, d, 0 que cuya subgrafica in-

\ / ducida Gla,b, ¢, d, o] es isomorfa a Ks1. En ese caso, la subgrafica
Glb, a,d, o] es un diamante, del cual la inica superorientacién permi-

/@\ tida tiene a (0, a) como flecha simétrica. Como la gréfica G[b, o, d, |

—@

también es un diamante, se sigue que (o, ¢) también es simétrica, por
<
lo que Do, ¢, a] es isomorfa a Ps, lo que contradice las hipétesis.

® @ por otro lado, si los vértices a,b,c,d,o formaran una copia de

@/ 2K, + P, las graficas G[b,0,¢,a] y G[b, 0, ¢, d| serfan diamantes, y

\ asi las flechas (b,a) y (b,d) serian asimétricas, pero en ese caso el
©=——@ tridngulo D[b, a,d] serfa una obstruccién minima.

Ahora sabemos que el conjunto de vértices de Gp admite una M-particién para
la version para gréficas del patron L1, lo que significa que (S, Sa, K) es una particién
en la que S y S5 son independientes, K es un clan, y cada vértice de S; es adyacente
a todos los vértices de K US,. En este punto, sélo falta verificar que en D, las flechas
vayan como lo indica el dibujo del patrén L5, y para eso es conveniente dividir la
demostracion por casos:

Si solo el conjunto S; es vacio, entonces G es la union ajena de una grafica
completa G[K] y una vacia G[Ss]. como D es libre de la orientacién de K; + Ko, K
es un clan fuerte, asi que (&, Sy, K) es una L5-particién para D.

Si unicamente K es vacio, G es bipartita completa con biparticién (S, .53). No-
temos que si ambos conjuntos tienen mas de un vértice, entonces necesariamente
uno domina al otro mediante flechas asimétricas, pues de otra forma tendriamos una
superorientacion restringida de Cy. En caso de que solo uno de ellos sea unitario,
podemos suponer que es Sy, y observamos que para evitar la orientacién prohibida
de K3, Si es dominado por a lo més un vértice de Sy, pero domina a todos los
demés. También podemos notar que todas las flechas en cuestion deben ser asimétri-
cas. Nombrando x al vértice que domina a S;, que podemos redefinir K como {z} y
Sy =Sy — {z}, para que de este modo, (57,55, K) sea una L5-particién para D.

Por otro lado, si solo Sy es vacio, G es escindible completa. En caso de que S
sea unitario, G serd completa, asi que puede existir un tnico sumidero z, y entre
cualesquiera dos vértices distintos de x existe una flecha simétrica. Cuando esto
sucede ({z}, @,V — {z}) es una L5-particién para D, y si dicho sumidero no existe,
entonces (&, &, K) es una L5-particién. Si S; no es unitario, podemos pensar que K
tampoco lo es para evitar el caso en el que G es bipartita completa. De ser asi, al
tomar cualesquiera vértices u,v € K y s,t € S; podemos observar que estos inducen
un diamante, por lo que K es un clan fuerte que domina a S; mediante flechas
asimétricas, asi que (&, 51, K) es una L5-particién para D.

85



2.3. Patrones restantes Capitulo 2. Obstrucciones

Por ultimo, veamos qué sucede si ninguna de las partes es vacia. Podemos suponer
que K tiene al menos dos vértices, pues si fuera unitaria, G seria bipartita completa.
como D es libre de la orientacion de K; + K5, entonces K es un clan fuerte, y para
evitar las superorientaciones prohibidas de Ps, debe suceder que todas las flechas
con extremos en S7 sean asimétricas. Esto también nos dice que K domina a Si, y
para evitar la tultima de las obstrucciones minimas, S; domina a S;. De esta manera,
sabemos que (57, S, K) es una L5-particién para D.

Como sucedi6 para el Patrén L4, en caso de que més de un conjunto sea vacio,
la grafica en cuestion sera completa o vacia, por lo que de la misma forma podemos
encontrar una L5-particion.
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Capitulo 3

Necesidad y Minimalidad

Como se mencioné anteriormente, para terminar de caracterizar un patrén M, es
necesario constatar que las digréficas propuestas como obstrucciones realmente sean
obstrucciones, y que cada subdigrafica inducida de estas admita una M-particion.
Ambas demostraciones se haran para cada patréon en este capitulo, y de igual forma
que en el anterior, los patrones se acomodaran bajo caracteristicas similares.

3.1. Patrones sin clanes

El patron 2 corresponde a la matriz:

[\
o O O

_— o O
o O O

&

Cuyas obstrucciones propuestas son:

21 O—>0—>0
>
2.2 Ky

2.3 todas las orientaciones de K3

2.4 La siguiente orientacién de Py: O——>0O«—0O—0O

Ninguna de estas digraficas admite una M-particién para el patrén 2 porque todas
ellas tienen al menos un vértice que no es fuente ni sumidero. Por otro lado, si to-
mamos cualquiera de las primeras tres obstrucciones y le quitamos un vértice, lo que
resta es una digrafica bipartita completa con a lo més una flecha, asi que estas tres
son minimas. Para la cuarta obstruccion, remover cualquier vértice de los extremos
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3.1. Patrones sin clanes Capitulo 3. Necesidad y Minimalidad

nos deja una digréafica bipartita completa, y remover cualquier vértice del centro nos
deja una digrafica idéntica a la ilustracion del Patrén 2.

El patron 3 es la matriz:

D,

w
o O O

= o O
O = O

5

Cuyas obstrucciones propuestas en el capitulo anterior fueron:

3.1 la orientacion de Ks.
—

3.2 Ks.
—

3.3 P,
<

3.4 2K,

De estas, solo la orientacién de K5 tiene flechas asimétricas, pero podemos observar
que el patrén no admite ninguna, pero si quitamos un vértice, obtenemos K;, que
admite cualquier patron. La otras digraficas no son bipartitas completas, ni vacias,
ni uniones de estas, por lo que tampoco admﬁn el patréon 3.

—
Por otro lado, si quitamos un vértice a K3, obtenemos K,, que es la biorien-
<
tacion de una grafica bipartita completa, y si quitamos un vértice terminal de Py,
<
obtenemos P5, que también es la blorlentamon de una grafica bipartita completa

Observemos que si quitamos un vértice de 2K2 o un vértice intermedio de P4, obte-
nemos la digrafica del dibujo del patron 3.

Para el Patron 5, procedemos de la siguiente manera:

W)

ot
o O O
o O =
O = O

@

y las obstrucciones minimas propuestas para dicho patrén fueron las siguientes.

5.1 Cualquier orientacién de K3
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—
5.2 Ky

5.3 La orientacion de K + K5

/v\ /v\
\/ \/

5.4 Las siguientes orientaciones de Cy:

Como el patrén admite solo digraficas bipartitas completas sin flechas simétricas,
sabemos que 5.1, 5.2, y 5.3 no pueden admitir una particiéon para dicho patfon. Por
otro lado, si quisiéramos encontrar una particion para cualquiera de las orientaciones
de C, mencionadas, forzosamente dos vértices no adyacentes deberian pertenecer a
un mismo conjunto independiente. Esto siempre genera un problema, pues la relacién
entre estos dos vértices es distinta siempre para al menos uno de los restantes.
Para mostrar minimalidad, sabemos que al remover algin vértice de cualquier
orientacién de K3 obtenemos la orientacion de una grafica bipartita completa. Al

remover algin vértice de E obtenemos K7, y al quitar cualquier vértice de la orien-
tacion de K; 4+ K, obtenemos, de nuevo, la orientaciéon de una grafica bipartita
completa. Por otro lado, al eliminar un vértice de cualquiera de las orientaciones de
C, mencionadas, podemos volver a obtener la orientacion de una grafica bipartita
completa, u obtener una digrafica que se asemeje al dibujo del Patrén 5.

El patréon 6 es la matriz:

D
—_ o O

_ o O
O = O

y las obstrucciones propuestas fueron:
6.1 O—>0—0 y O—>0«—=0.
6.2 La orientacién y la biorientacién de Ky + K.
6.3 Todas las superorientaciones de K3j.

Como se puede observar en el dibujo del patrén, la grafica subyacente de cual-
quier grafica que admite a dicho patrén es bipartita completa, por lo que 6.2 y 6.3
no admiten dicho patron. Por otro lado, si quisiéramos dar una particion para las
digraficas mencionadas en 6.1, los vértices no adyacentes entre si tendrian que estar
en distintos conjuntos, pues su relacion con el vértice restante es distinta. El proble-
ma con esto es que los sentidos de las flechas hacen que las partes de la particiéon no
se relacionen como deberian.
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3.1. Patrones sin clanes Capitulo 3. Necesidad y Minimalidad

Ahora bien, las superorientaciones de K3 y de K; + K5 son minimas porque al
quitar un vértice, siempre obtenemos una superorientacion conveniente de una grafi-
ca bipartita completa o una grafica vacia, mientras que las digraficas mencionadas
en 6.1 son minimas por la misma razon.

3.1.1. Triangulos

Como se observa en los dibujos de todos estos patrones, las digraficas que re-
presentan son tripartitas completas, por lo que la orientacion de P; O—>0—>0 y
ambas superorientaciones de K; + K5 son obstrucciones para todas ellas, aunque no
necesariamente son minimas.

@)

SRS

RS
== O
= o o

TB1

\

> )<

/N
= o o
[

TB4

o O O

o= O

) &)

/
= o o
o O

TB2

/ \
== O
= o o

TB5

o = O

S

O = =

o o

A

T~
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O = o=
\_/
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o
_ o
o=
\—/

\/
S

©)

Patréon TB1. En este caso, las digraficas propuestas como obstrucciones minimas
fueron

—
1. Ko

2. la orientacién ciclica de K3

/ I\
3. La siguiente orientacion de Kjy: \ /

Al observar que en el dibujo del Patron TB1 todas las flechas son asimétricas, es

<
claro que K5 debe ser una obstruccion, y que la tnica orientacién permitida de K3
debe ser la que no es fuertemente conexa. Por otro lado, una digrafica que admita
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Capitulo 3. Necesidad y Minimalidad 3.1. Patrones sin clanes

una particiéon para el patréon TB1 debe ser tripartita completa, por lo que todas las
superorientaciones de K4 estan restringidas, en particular la mencionada en la lista.
Para convencernos de la minimalidad de la orientaciéon prohibida de Kj, basta
notar que al remover cualquier vértice, obtenemos la orientacion de K3 que se ase-
meja al dibujo del patron en cuestion, y para convencernos de la minimalidad de
la orientacion ciclica de K3, sélo necesitamos ver que al quitar cualquier vértice, el
resultado es la orientacion de K5, que evidentemente admite la particién deseada.

I~

= o o
O O

(= )
\_/

TB2

S

A

©)

Patréon TB2 y su representaciéon grafica.

Patron TB2. En este caso, sélo fue necesario restringir:
<
1. Ks.

2. la orientacién de K3 que no es fuertemente conexa.

La primera obstruccién se debe a que no hay flechas simétricas en el patrén, y la
segunda se debe a que, como se observa en el dibujo, cualquier tridngulo en una
digrafica que admita el patrén debe ser ciclico.

La minimalidad de estas se debe a que al quitar un vértice de cada una, obtene-
mos K y la orientacién de K5 respectivamente.

T~

o O O
=

[N
\_/

Patréon TB3 y su representaciéon grafica.

Patron TB3. En este caso se restringen:

1. las superorientaciones de Pj siguientes: O€=>0O«—0O, O«=>0O—>0O
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2. cualquier superorientacion de K3 distinta a la del dibujo del Patréon TB3.

En este caso, las superorientacines de P3 son obstrucciones porque al querer en-
contrar una particion para ellas, observamos que los vértices no adyacentes se re-
lacionan de manera distinta con el vértice intermedio, por lo que no pueden ir en
el mismo conjunto indpendiente, y de este modo no pueden aceptar una particién
para el Patrén TB3. Por otro lado, podemos ver en el dibujo si una digréfica admite
el patrén, todos sus tridngulos deben verse como los del dibujo mismo, por lo que
cualquier otro triangulo esta restringido.

Para demostrar la minimalidad de los triangulos prohibidos, podemos observar
que al quitar cualquier vértice obtenemos una superorientacién de K5, que en cual-
quier caso admite el patréon. Asimismo, si quitamos cualquier vértice en un extremo
de las superorientaciones de P restringidas, obtenemos de nuevo una superorienta-
cion de Ky, pero si quitamos el vértice central, obtenemos una grafica vacia de dos
vértices, que evidentemente admite el patrén.

Patron TB4 y su representacion grafica.

Patron TB4. En este caso se prohiben:
1. las superorientaciones de Pj siguientes: O€=>O«—0O, O€«—=>0O—>0O

2. cualquier superorientacion de K3 distinta a la del dibujo del Patrén TBA4.

TN
Nt/

En este caso, podemos ver que las superorientaciones de P3 son obstrucciones minimas
usando el mismo argumento que con el patrén anterior, y como se ve en el dibujo
del Patrén TB4, todos los tridngulos de una digrafica que admita el patrén deben
verse como los del dibujo mismo. Por su parte, la superorientaciéon mencionada de
K4 es una obtrucciéon porque las digraficas que queremos caracterizar con tripartitas
completas.

3. La siguiente superorientacion de Kjy:
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Capitulo 3. Necesidad y Minimalidad 3.1. Patrones sin clanes

Para comprobar la minimalidad de las superorientaciones de K3, sélo necesitamos
remover cualquier vértice de cada una y notar que el resultado es una superorien-
tacion de Ks, que siempre admitird el patron TB4. En cambio, para comprobar la
minimalidad de la superorientacion de Ky, basta notar que todos sus tridngulos son
idénticos a los del dibujo del Patrén TB4.

== O
= o o

I~

(=N
\_/

S

Y

©)

Patron TBS5 y su representacion grafica.

\H
oS
ot

Patron TB5. En este caso se prohiben:

1. las superorientaciones de P3 mencionadas en el Patréon TB3

2. cualquier orientacion de K3 distinta a la del dibujo del Patrén TB5.

AN
AN

Los argumentos que muestran que estas digraficas en realidad son obstrucciones
minimas son idénticos a los que se exponen en el patrén anterior para cada digréafica
correspondiente.

&

3. La siguiente superorientacién de Kjy:

=)
—_o -
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@

Patrén TB6 y su representaciéon grafica.
Patron TB6. Es ficil notar que este patrén caracteriza a las biorientaciones de las

digraficas tripartitas completas, por lo que sus sus obstrucciones minimas correspon-
den a la orientacién de K5, ademas de a las biorientaciones de Ky y de K7 + K.
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3.2. Obstrucciones con clanes Capitulo 3. Necesidad y Minimalidad

3.2. Obstrucciones con clanes

El primer patrén analizado en esta seccion es N2, que corresponde a

V)

N2.

o O O
OO =
_ O O

y cuyas obstrucciones son:

<
N2.1 Las superorientaciones de P5: O >0, O€«—>0«—0 , O—>0—>0 y Pj.

>
N2.2 Cualquier superorientaciéon de K3 distinta de Kj.

N2.3 La orientacién y la biorientacién de 2Ks.

N2.4 La siguiente orientacion de P;: O—>0O >0,
N2.5 La orientacién de Ky + 2K;.

En el dibujo, podemos observar que las inicas superorientaciones permitidas de P3
son aquellas que no son mencionadas en N2.1, y que los tnicos tridngulos permitidos
—

son de la forma K3. De igual forma, tanto la orientacién como la biorientacion de Ko
tienen dos componentes con el mismo tipo de flechas, lo que no esta permitido por
el patron. Por su parte, la digrafica mencionada en N2.4 no es bipartita completa ni
completa, por lo que no esta permitida, y la orientacién de Ky+2K; cumple que tiene
una componente bipartita completa, pero ademas tiene dos vértices no adyacentes,
por lo que no puede admitir una particion para el patrén N2.

En cuanto a la minimalidad, podemos observar que si eliminamos cualquier vérti-
ce de alguna de las digraficas mencionadas en N2.1, obtenemos una digréafica vacia,
o cualquier superorientacién de Ks, y en todos los casos, las digraficas restantes
admiten el patrén. Por otro lado, al eliminar cualquier vértice de las digraficas men-
cionadas en N2.2, volvemos a obtener una superorientacién de Ko, y si quitamos
un vértice de las digréficas de N2.3, obtenemos una superorientacién de K; + K,
y podemos dar la particion deseada. Esto mismo sucede al remover un vértice in-
termedio de la orientacion de P, mencionada en N2.4, y al remover un vértice en
sus extremos, obtenemos una bipartita completa. Para finalizar, podemos ver que al
quitar cualquier vértice de la tltima restriccion, obtendremos K3 o la orientacién de
Ki + K5, y en ambos casos, el resultado admite al patron N2.

Para el patron N3 tenemos a matriz:
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N3.

W)

_ o O
S = O
o O =

v

y como se vio con anterioridad, la orientacion de K5 es una obstruccién minima.
A continuacién, se mostrara que las demas obstrucciones minimas son las biorienta-
ciones de las siguientes graficas.

N3.1 Py N3.4 2K;
N3.2 2Ky + K3 N3.5 K; + Ps.
N3.3 2K, + P N3.6 El diamante.

De estas graficas, Py, el diamante, y K + P5 son conexas, pero no son ni bipartitas
completas ni completas, por lo que no admiten al patrén N3. Las otras tres graficas
son inconexas, pero sus conjuntos de vértices no pueden partirse en dos componentes
que cumplan que uno de ellos sea un clan y el otro induzca una grafica bipartita
completa.

Si a la grafica P, le quitamos un vértice, obtenemos P; o K; + Ks, y en am-
bos podemos encontrar una N3-particién para el resultado, Haciendo lo mismo con
2K, + K, podemos obtener Ky + Ky 0 2K, en ambos casos, la grafica resultante es
la unién ajena de una bipartita completa y una completa, y algo similar ocurre con
2K3 y con 2K + P3. En cuanto a K7 + Ps, si quitamos un vértice y la grafica sigue
siendo conexa, entonces obtenemos una bipartita completa o una completa, mientras
que si desconectamos la grafica, el resultado es una grafica idéntica a la del dibujo del
patréon N3. Por tltimo, si quitamos un vértice del diamante, sélo podemos obtener
K3 o P3, por lo que todas las obstrucciones son minimas.

3.2.1. Graficas escindibles completas

Recordemos que los patrones analizados en esta categoria fueron los siguientes.

0 0 0 0 0 0 0 0 00 0
(o 1) (0 0 1) @) (0 0 0) @) (o 0 1)
1 1 10 1 01 1 01 1

S1 O S2 O S5 O S6 O

e

®
Para el Patrén S1, restringimos las siguientes digréficas.

= o o
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S1.1 ambas superorientaciones de K + Ko,

S1.2 las superorientaciones de P3: O——>0«—=>0, O—>0—>0 y O—>0<«—0.
—
S1.3 C,

<
S1.4 Las superorientaciones de K3 distintas de K3 y de la superorientacion con una
flecha simétrica y un sumidero.

Como las digraficas que admitan el patron S1 seran escindibles completas, ambas
suporientaciones de K7+ K5 son obstrucciones minimas, mientras que las superorien-
tacines mencionadas de P5 si son escindibles completas, pero sus flechas no tienen
la orientacién adecuada. Sabemos también que Cj4 es una obstruccién minima para

—
una grafica escindible completa, por lo que Cj serd una obstrucciéon para el patréon
S1. Ademas de esto, podemos observar que para este patrén, los tnicos tridngulos

permitidos son Z y aquel con una flecha simétrica y un sumidero.

Para comprobar la minimalidad de las superorientaciones mencionadas de P;,
podemos ver que al quitar cualquier vértice obtenemos una grafica vacia o cualquier
orientacién de Ks, y esto ultimo también sucede con las superorientaciones restrin-

< —
gidas de K3. De igual forma, al quitar cualquier vértice de Cy obtenemos Ps, que
es la biorientacién de una escindible completa, por lo que todas las las obstrucciones
mencionadas en efecto son minimas.

o o o

/N
= o o
== O
\_/

52 O

e

Patréon S2 y su representacion grafica.

Para el patrén S2 restringimos:
S2.1 Las superorientaciones de K; + K.
S2.2 Las siguientes superorientaciones de Ps: O€—>0€«—>0 O«—>0<«—0  O«—>0—>0.
S52.3 Cualquier orientacion de C}
S2.4 Las siguientes superorientaciones de Kj:
@)
\

O \O \
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S
L

S2.5 Las siguientes superorientaciones de Kjy:

i =

Al aceptar solo ciertas digraficas escindibles completas con flechas tanto simétricas
como asimétricas, ambas superorientacines de K; + K5 obstrucciones minimas, y lo
mismo sucede para las orientaciones de C4. A pesar de que las superorientaciones
restringidas de P3 son escindibles completas, éstas no tienen la orientacién adecuada
para admitir el patréon S2. Por otro lado, podemos notar que cualquier triangulo que

admita al patron S2 debe ser ?3, o uno con una flecha simétrica y una fuente, o
bien uno con una flecha simétrica y un sumidero. Por ultimo, notemos cualesquiera
extremos de dos flechas simétricas distintas deben estar relacionados por una flecha
simétrica. Como esto no sucede en las digraficas mencioandas en el inciso S2.5, éstas
tampoco admiten el patron S2.

Para ver que las superorientaciones de P3; mencionadas son minimas, vemos que
quitando cualquier vértice obtenemos una grafica vacia o una superorientacion de K,
y esto tltimo también sucede con las superorientaciones de K3. Al remover un vértice
de cualquier orientacion de C'; obtenemos una orientaciéon permitida de Ps, y por su
parte, todos los tridngulos de las digraficas mencionadas en S2.5 son superorienta-
ciones permitidas de C3, por lo que todas las obtrucciones mencionadas son minimas.

= o o

@
~
o oo
= o O
N~ —

S5 O

Patréon S5 y su representacion grafica

Para el patron S5, se restringieron las siguientes digréficas:

S5.1 Las siguientes superorientaciones de Kj:

\O \O O\O \O O\O
P Pl P =
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S5.2 Las superorientaciones de Pz distintas de O«—O—>0O.
S5.3 cualquier superorientacién de 2K5.

Notemos que cualquier triangulo permitido por el patréon debe ser una biorien-
tacion o bien tener una flecha simétrica y un sumidero, por lo que todos los demas
estan restringidos, y de igual forma, si encontramos una superorientaciéon de P en
una digrafica que admita el patron, esta debe tomar un vértice del clan y dos de
la parte independiente que no consta de vértices aislados, por lo que no puede ver-
se distinta de O«—O—>0. Por tltimo, el patréon nos deja ver que sélo una de las
componentes puede tener flechas, por lo que cualquier superorientacion de 2K, esta
prohibida.

Para verificar la minimalidad de las obstrucciones, notemos que al eliminar cual-
quier vértice de alguna de las superorientaciones P; restringidas obtenemos una grafi-
ca vacia o una superorientacion de K5, y al elminiar cualquiér vértice de alguno de
los triangulos obtenenemos de nuevo una superorientaciéon de K. Para terminar, no-
tamos que al quitar cualquier vértice de una superorientacion de 2K, obtenemos una
superorientacion de Ky + K5, y en ambos casos podemos hallar la particién deseada.
Esto nos indica que todas las obstrucciones son minimas.

= o o
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S6 O

Patron S6 y su representacién grafica.

Para finalizar esta subseccion, procedemos a verificiar que todas las digraficas pro-
puestas como obstrucciones del patrén S6 en realidad son obstrucciones minimas.
estas digraficas corresponden a las biorientaciones de las siguientes graficas.

56.1 la orientacién de K. S6.4 2?;

—
56.2 Cy

— JE—
S6.3 Py S6.5 la biorientacion de Ky + Ps

Como se observa en el dibujo del patron, si una digrafica admite el patron S6, su
unica componente con flechas es la biorientacion de una grafica escindible completa.
Ninguna de las digraficas mencionadas en la lista es la biorientacién de una escindible
completa, por lo que ninguna admite el patrén S6.

< <
Por otro lado, si removemos un vértice de C; o un vértice extremo de P, obtene-

— —
mos Pj, que es escindible completa, y si removemos un vértice intermedio de P, o
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<
cualquier vértice de 2K, obtenemos la biorientacion de Ky + Ky, que es idéntica a la
representacion grafica del patron S6. Esto mismo sucede si desconectamos la biorien-

—

tacion de K7 + P5 quitando un vértice, aunque podemos obtener P; o K3 quitando
cualquier otro vértice, y en todos los casos, el resultado admite una S6-particion, por
lo que las obstrucciones son minimas.

3.2.2.

Triangulos

Posteriormente, se analizan los patrones cuyo dibujo se ve como un triangulo con

un unico vértice negro.

B1

B4

B7

[e=]

O =

e

— = O

B10

== O
\_/

= o o
\—/

===

— =

>

~/—
== O
= o o
= o o
\_/

B3
010
0 0 1
(1 1 1)
B6
010
10 1
(1 1 1)
B9
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Para analizar los patrones en el mismo orden que en el capitulo anterior, iniciare-
mos con el patron B10. En este caso, las digraficas propuestas como obstrucciones
minimas fueron las siguientes.

B10.1 la orientacion de K. B10.3 K<2—2>2.
B10.2 la biorientacién de K; + Ks.

Es facil notar que las primeras dos digraficas mencionadas son obstrucciones
minimas para el patron, ya éste admite inicamente biorientaciones de graficas mul-
titpartitas. Por su parte, la dltima digrafica mencionada es tripartita completa, pero
sus tres partes tienen mas de un vértice, por lo que no es posible encontrar una B10-
p(ait)icién. A pesar de eso, al quitar cualquier vértice de esta digrafica, obtenemos

K521, que si admite el patron deseado.

Como se menciona en el capitulo anterior, todos los demas patrones tienen co-
mo obstrucciones las superorientaciones de Ky + Ko, y las superorientaciones de Pj
correspondientes a O—>O—>0, O—>0O<«—=>0 y O«—=>0O—>0O, por lo que éstas no
seran mencionadas en las listas de obstrucciones de cada caso. Procedamos ahora
con los demaés patrones.

Primeros tres patrones

«—
Para los patrones B1, B2 y B3 se restringié la digrifica P3;, ademas de las si-
guientes superorientaciones de Kj:

O\O O\O

7 7

Como se aprecia en los dibujos de los patrones, no existen flechas simétricas entre
—
las partes de las particiones, por lo que P; no puede estar en una digrafica que admita

alguno de estos tres patrones. Ademads de esto, ninguin tridangulo distinto de Ej
puede tener mas de una flecha simétrica, y los triangulos con exactamente una flecha
simétrica tienen siempre una fuente o un sumidero, por lo que las superorientaciones
de K3 mencionadas en efecto son obstrucciones.

Por otro lado, su minimalidad se debe a que siempre que eliminemos un vértice de
ellas obtendremos una superorientacién de Ks, y podemos encontrar una particién
para cualquiera de los tres patrones. La minimalidad de la biorientacién de P; se debe

a que al quitar un vértice podemos obtener Z o K,, vy de igual manera podemos
encontrar una particion para dichas digraficas.

Para cada uno de los primeros tres patrones, el resto de las obstrucciones minimas
se muestra a continuacion.
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S
o= O
= o o
—_o
SN—

B1

Patrén B1 con su respectiva representacién grafica.

Patrén B1. Para este patrén, las demés obstrucciones propuestas fueron las siguien-

tes.
O Q
O Oe—>0O
O O
Bla B1b Ble

La digrafica Bla es tripartita completa, pero sus tres partes tienen mas de un
vértice, por lo que no es posible encontrar una Bl-particiéon para ella, pero si qui-
tamos cualquier vértice, obtenemos una orientaciéon de Kjo; para la que si existe
una Bl-particion. Por otro lado, el dibujo del patrén B1 nos hace ver que la tinica
orientacion de K3 permitida es distinta a Blb, aunque quitando cualquier vértice
obtenemos una orientacién de K5. El dibujo también nos indica que cualesquiera dos
flechas simétricas son adyacentes entre si, por lo que Blc tampoco puede admitir

>
el patfon, sin embargo, al eliminar cualquier vértice, obtenemos una digrafica Ky
cuyos vértices dominan (o son dominados) a un tercer vértice, y es posible exhibir
una Bl-particion, por lo que las tres digréfica son obstrucciones minimas.

Patron B2 y su respectiva representacion grafica.

Patrén B2. En este caso, se obstruyé la orientacion ciclica de K3, ademas de las
digraficas siguientes.
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P
L

B2.1 B2.2 B2.3

Si quisieramos dar una B2-particion para la digrafica B2.1, los vértices indepen-
dientes deberian estar en un mismo conjunto, pero eso colocaria a los dos restatantes
en un clan, lo que nos da un problema, pues la flecha entre ellos no es simétrica. Por
su parte, la digrafica B2.2 es 4-partita completa, pero no tiene flechas simétricas, por
lo que no podemos un clan fuerte en ella, y de este modo no existe una B2-particion,
y el argumento correspondiente a B2.3 es el idéntico al de Ble, tanto para ver que
es obstruccién como para comprobar su minimalidad.

La minimalidad de B2.1 surge de notar que si quitamos un vértice, sélo podemos
obtener una orientacion de P; o la orientacion de K3 que se ve como el dibujo del
patréon B2, mientras que la minimalidad de B2.2 se obtiene viendo que todos sus
triangulos son como los del dibujo del patrén.

= o o

S
=)
= o o
v

B3

Patron B3 y su respectiva representacion grafica.

Patrén B3. Para este patrén fueron propuestas las digraficas siguientes como obs-
trucciones minimas:

O
o>

= la siguiente orientacion del diamante:

= Las superorientaciones de K3 y K, siguientes:

@) @) ©)
O/ O/ v Ky(a)
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Observemos que si quisiéramos encontrar una B3-particiéon para la orientacién
mencionada del diamante, los vértices no adyacentes deberian estar en la misma par-
te, y los otros dos en partes distintas cada uno. Si observamos el dibujo del patron,
podemos ver que la parte correspondiente a un clan fuerte en este caso es indepen-
diente, por lo que dicha particion no existe. Por otro lado, el dibujo del patréon nos
hacer ver que la tnica orientacion permitida de K3 es distinta a la digrafica Cs, por
lo que esta tampoco admite una B3-particién, y en caso de tener una superorien-
tacion con una flecha simétrica, sus extremos deberian dominar al vértice restante,
por lo que K3(b) tampoco admite una B3-particién. Finalmente, si la digréafica K4(a)
admitiera una B3-particion, entonces dos de sus vértices deberian estar conectados
mediante una flecha simétrica, pero sabemos que este no es el caso.

Notemos que al quitar cualquier vértice de K4 (a) obtenemos un tridngulo idéntico
al del dibujo del patron, y si hacemos lo mismo con la orientacion del diamante po-
demos obtener dicho tridngulo o una orientacion de P; para la cual podemos obtener
una B3-particién. Por su parte, las minimalidades de C3 y de K3(b) son féciles de
ver, por lo que todas las obstrucciones mencionadas son minimas.

Patrones restantes

En caso de los otros seis patrones, es facil ver que ambas orientaciones de K3 son
obstrucciones minimas, pues en los dibujos de dichos patrones se observa que ningin
triangulo admitido puede tener todas sus flechas asimétricas. Sin mas observaciones
que hacer, iniciemos con los ultimos seis patrones en forma de triangulo.

B4

Patrén B4 y su respectiva representacion grafica.

Para este patron se restringieron, ademas de las digraficas generales, las siguientes
estructuras:

>
s ()
= Las siguientes superorientaciones de Kj:
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Obserrvemos que en una digrafica que admita el patron B4, todas las flechas
simétricas estan contenidas en la biorientacion de una grafica escindible completa,

por lo que <C—’4) es una obstruccion minima. Por otro lado, cualquier triangulo debe
ser la biorientacion de K3 o el triangulo que aparece en el dibujo del patrén, asi
que las demds superorientaciones, y entre ellas las mencionadas en la lista, serian
obstrucciones minimas.

—_ o -

S
=)
= o o
\_/

B5

Patron B5 y su respectiva representacion grafica.

Para este patron se restringio la orientacion de P; O—>0O<«—C0O, la biorientacién del
diamante, la siguiente superorientacién de Kjy:

y las siguientes superorientaciones de Ksj:

> D

La representacion gréfica del patron nos indica que la inica orientacién permitida
de Pj es la inversa de la mencionada, y que si tomamos vértices entre los cudles existen
s6lo flechas simétricas, estos deberian formar una bipartita completa o un clan, pero
no pueden formar un diamante. En cuanto a la superorientacién mencionada de Kjy,
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podemos notar que a pesar de que tres de sus vértices forman un clan, el vértice
restante los domina, lo que nos impide dar una B4-particion para esta digrafica. Por
otro lado, las tinicas superorientaciones de K3 permitidas con flechas simétricas son
la que aparece en el dibujo del patréon y su inversa, pero ninguna de las dos que
fueron propuestas como obstrucciones.

Como las minimalidades de las superorientaciones mencionadas de K3y P3 son

sencillas de ver, nos enfocaremos en las dos restantes. Notemos que si quitamos un
< <

vértice de la biorientacién del diamante, podemos obtener K3 o Pz, y ambos resul-
tados admiten una B5-particion. En cambio, si quitamos un vértice de la orientacién
<

restringida de K, podemos obtener K3 o el triangulo del dibujo del patrén, por lo
que esta obstruccién también es minima.

—_ o

/N
— o O
== O
\_/

B6

Patron B6 y su respectiva representacion matricial.

Patréon B6. Las digraficas propuestas como obstrucciones minimas para este

—
caso, ademas de las generales, son las siguientes. La digréfica Cy, las siguientes
superorientaciones de Kj:

> [>

La siguiente superorientacion de Kjy:

y las siguientes superorientaciones del diamante:
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D1 D2

Del dibujo podemos observar que las flechas simétricas estan contenidas en la
<
biorientacién de una grafica escidible completa, por lo que Cj es una obstruccion

minima, y notamos que todos los triangulos permitidos distintos de Fg tienen una
unica flecha simétrica, pero no tienen fuentes. Si quisiéramos encontrar una B6-
particion para la superorientacion de K, enlistada, deberiamos meter extremos de
una misma flecha simétrica a un mismo conjunto, pero gracias a la orientacion de
las demas flechas, los demés vértices no pueden acomodarse. De igual forma, en
las superorientaciones del diamante, los vértices independientes deben ir en un mis-
mo conjunto, pero al hacer esto, las flechas nos impiden encontrar una orientacion
adecuada para dichos conjuntos.

Analicemos ahora las minimalidades de las ultimas tres obstrucciones. Podemos
ver que todos los tridangulos de la superorientacion de K, son idénticos al de la re-
presentacion grafica del patrén B6, por lo que esta es minima. De igual manera, si
quitdaramos un vértice de alguna de las superorientaciones del diamante restringidas,
obtenemos un triangulo que admite el patrén o una superorientacion de P3 que tam-
bién lo admite.

Patréon B7 y su respectiva representacion matricial.

Patron B7. Para este patrén prohibimos la superorientaciéon de K3 con dos flechas
simétricas. De K, restringimos las siguientes superorientaciones y sus inversas:
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>

K4(b) Ky(c) K4(d) Ky(e)

También restringimos estas superorientaciones del diamante, asi como sus inversas:

O/\O
<>

D1 D2 D3

por 1ltimo, se prohibe la siguiente orientacién de Cy:
/ O\
O\ /O
O

Si quisiéramos encontrar una B7-particién para las primeras dos superorienta-
ciones de K, mencionadas, dos extremos de una misma flecha simétrica deberian
estar en un mismo conjunto. En ambos casos existe un tercer vértice para el cual las
relaciones con estos dos primeros es distinta, por lo que no podemos colocar a este
ultimo vértice en conjunto alguno. Si buscaramos la particién para K4(d), de nuevo
colocariamos dos extremos de una misma flecha simétrica en un mismo conjunto, pe-
ro esto hace que los dos vértices restantes estén relacionados de la misma forma con
los primeros dos, por lo que la orientacion de la particién no puede alcanzarse. Para
K,(e) es necesario colocar tres de los vértices en el clan, pero de ser asi, notamos que
el vértice restante no es fuente ni sumidero con respecto a los otros tres, por lo que
no podemos colocarlo en conjunto alguno.

Por otro lado, para encontrar una particion para alguno de los diamantes, debe-
mos colocar los dos vértices independientes en un mismo conjunto. En el diamante
D1, esto significa que los dos extremos de la flecha simétrica deben ir en conjuntos
separados, pero de esta manera obtenemos una orientaciéon distinta a la del triangulo
de la representacion grafica del patrén. En el diamante D2, tenemos la biorientacion
de una gréfica escindible completa, pero el dibujo del patrén nos hace ver que para
dicha digrafica no existe una B7-particién. En el diamante D3, volvemos a obtener
un triangulo distinto al del dibujo del patrén.
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Por otro lado, la orientaciéon mencionada de C; no admite el patrén ya que éste
no admite dos conjuntos independientes no unitarios entre los cuales existan flechas
asimétricas.

Las superorientaciones de K4 son obstrucciones minimas ya que todos sus triangu-
los estan permitidos, y la superorientacién de Cy es minima ya que todas sus super-
orientaciones de P3 inducidas estan permitidas. las superorientaciones del diamante
son minimas por ambas razones.

B8

Patrén B8 y su respectiva representacion grafica.

Patron B8. Para este patron se prohibieron todas las superorientaciones de K3
<
distintas de K3 y de la superorientacion con exactamente dos flechas simétricas. Se

«—
prohibi6 ademas la digrafica Cy, asi como las siguientes superorientaciones de Ky:

Gracias a la representacion grafica del patrén, podemos notar que ningun triangu-
lo con menos de dos flechas admite este patrén, y también vemos que entre los conjun-

tos independientes no puede haber flechas simétricas, por lo que <C—‘>4 también es una
obstruccién. Por otro lado, si quisiéramos dar una BS8-particion para alguna de las
superorientaciones mencionadas de Ky, los extremos de alguna de las flechas simétri-
cas deberian estar en un mismo conjunto. Esto iltimo siempre nos dara problemas,
pues las relaciones con los demas vértices son en sentidos distintos.

— <
La minimalidad de Cj se debe a que al quitar cualquier vértice obtenemos P,y
esta digréfica si admite el patron B8, y la minimalidad de las superorientaciones de
K, se debe a que todos sus tridngulos estan permitidos.
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B9

Patron B9 y su respectiva representacion grafica.

Patrén B9. Para este patrén se prohibio la orientacion de P; con dos fuentes y un
sumidero. También se prohibieron las siguientes superorientaciones de Ksj:

la siguiente superorientaciones de Kjy:

y la biorientacion de Ko .

De nuevo, gracias al dibujo podemos notar que ni la orientaciéon de P3 ni los
triangulos mencionados aceptan el patrén B9. Por otro lado, si quisiéramos dar una
B9-particion para alguna de las superorientaciones de Ky, los extremos de alguna de
las flechas simétricas deberian estar en un mismo conjunto, y de igual manera que
con el patron anterior, esto nos da un problema porque la relacién con los vértices
restantes no siempre es la misma. Por su parte, la biorientacion de K321 no es
bipartita completa ni escindible completa, por lo que no puede acomodarse en la
parte del patréon que contiene sélo flechas simétricas.

Comprobemos ahora la minimalidad de las tltimas tres obstrucciones. Las su-

perorientaciones mencionadas de K, tienen como triangulos inicamente a aquellos
>

permitidos, mientras que si quitamos cualquier vértice de K321 podemos obtener

——>

C4, o la biorientacion del diamante, y en ambos casos es posible encontrar una B9-
) b

particion, por lo que todas las obstrucciones son minimas.
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3.3. Patrones restantes

Por 1ltimo, exhibiremos por qué las digraficas mencionadas en los patrones L son
obstrucciones minimas.

O O

//
—— o
—_o
v

L1

Patron L1 y su representacion grafica.

Patron L1. las digraficas propuestas como obstrucciones minimas para este
patrén son la orientacion de K y las biorientaciones de las siguientes graficas.

— / N
‘ N / N\
2K, K+ Ps K, + Ps

2K, + P K2,2,1

Py

Como podemos observar en la representacion del patrén, para cualesquiera dos
flechas simétricas existe al menos otra flecha que une dos de sus extremos, por lo que

<
2K5 no puede admitir el patron. De igual forma, si quisiéramos encontrar una L1-
particién para la biorientaciéon Ky + Ps, necesitariamos colocar los dos extremos de

«—
la subdirafica P; en el mismo conjunto independiente, pero esto nos da un problema
con el vértice aislado. Por su parte, si quisiérmos encontrar dicha particion para la
biorientacién de 2K; + Ps, deberiamos incluir todos los vértices de alguno de los

—
tridngulos en el clan. Si elegimos uno de los tridngulos de la subdigrafica Ky, el

vértice que no pertenece a ?4 no puede ser acomodado en alguno de los conjuntos,
y si elegimos el tridngulo que contiene a dicho vértice, este vértice no sera adyacente
a dos de los demads vértices, por lo que no puede pertener al clan. Para el caso de
la biorientacién Kj 91, podemos ver que los vértices adyacentes de la subdigrafica

<
inducida C4 deberian ir en dos conjuntos distintos, pero esto hace que el vértice

<
restante tampoco pueda ser acomodado. Por ultimo, para la digrafica Py, podemos
ver que al intentar dar una L1-particiéon, debemos colocar un extremo y un vértice
intermedio en un mismo conjunto, pero en este caso, no tener flecha alguna entre los
extremos hard que los conjuntos independientes no se dominen entre si.
Ahora comprobemos la minimalidad de estas obstrucciones. Si quitamos cual-

—
quier vértice de 2K, obtenemos la biorientacén de K; + Ky, y podemos encontrar
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una particion para el resultado. Si quitamos un vértice de la biorientacion de K + P
< <

obtenemos P3, K; + Ky o K3, asi que esta obstruccion también es minima. Al re-
- —
mover cualquier vértice de la biorientacion de 2K + P3; podemos obtener Ky, la

biorientacién del diamante, o la biorientacion de K; + Ps, y al remover un vértice de
<

Py, podemos obtener las biorientaciones de K; + K5 o de P, por lo que todas las
obstrucciones son minimas.

O O

N
= o O
= o =
v

L2

Patrén L2 y su representaciéon grafica.

Patréon L2. Para este patrén fueron restringidas las siguientes digréficas.

L2.a La orientacién de K| + K. L2.f H
>

L2.b 2K, .

L2.g 04

L2.c Las orientaciones de P
O—>O0—0 y O«—=>0«—0

<

L2.d Cualquier superorientacion de K3 L2.h K1+ B
—
distinta de K.

L2.e La siguiente superorientacién de L2.i La biorientacién de Ky + P:

K1732

Consideremos una digréfica D que con un L2-particién (57, So, K) y veamos que
es libre de estas digraficas. Si D tiene flechas asimétricas, sabemos que las colas de
estas flechas estan en S7, por lo que en realidad dichos vértices dominan a todos los
vértices de D, asi que la orientacion de K7 + K5 no esta permitida. Para el caso de la
superorientacion de K 3, esto quiere decir que el vértice del centro esta en S;, pero
de ser asi, hay dos vértices en K no adyacentes, por lo que esta superorientacién de
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K 3 esta prohibida. De igual manera, podemos notar que las flechas simétricas estan

contenidas en la digréfica escindible completa D[K, S|, por lo que 2}?2) tampoco esta
permitida. Podemos observar ademas que las flechas asimétricas de D pertenecen a
la digréfica bipartita completa D[S, Sa], por lo que la orientacién mencionada de
Ps esta prohibida. Ademads, la superorientaciéon de P3; con una flecha simétrica esta
prohibida gracias a la orientaciéon de la flecha asimétrica. Sabemos también que
todos los triangulos de D estaran en la subdigrafica escindible completa, por lo que
cualquier trlangulo debe estar formado por flechas simétricas, y como ninguna de las

digraficas P4, C'4 G+ P3 ni la biorientacién de K, + P son escindibles completas,
entonces ninguna de ellas puede ser subdigrafica de D.

La minimalidad de las 1iltimas cuatro digraficas mencionadas se debe a que todas
sus subdigraficas inducidas que resultan de remover un solo vértice son biorientacio-
nes de escindibles completas o uniones ajenas de biorientaciones de graficas completas

con graficas vacias, y lo mismo sucede para 2(}?;. Si quitamos un vértice de la super-
orientaciéon mencionada de K 3 obtenemos una grafica vacia o una superorientacién
permitida de Pj, por lo que ésta también es minima, y las superorientaciones de P
cumplen que al eliminar un vértice de cada una de ellas podemos obtener digrafica
vacia o una alguna superorientacion de K,. Por tultimo, la orientacién de K + K,
es minima porque al eliminar un vértice de ella obtenemos una digrafica vacia o una
bipartita completa.

o O

S
o= O
_o =
v

L3

Patrén L3 y su representacion grafica.

Para este patron se propusieron las siguientes digraficas como obstrucciones mini-
mas:

L3.a La orientacion de K; + K>

—
L3.b 2K,
L3.c Lassiguientes superorientaciones de Py: O—>0O—>0, O——>0«—=>0O, O«—0O—>0.

<
L3.d Cualquier superorientacién de K3 distinta de K3 y de aquella con una flecha
simétrica y una fuente.

L3.e La biorientacién del diamante.
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L3.f Las siguientes superorientaciones de K + P

<

L3.g P4
«—
L3.h K, + P;

Para ver que son obstrucciones, supongamos que D es una digrafica con una
L3-particién (S, Sz, K) y veamos que ninguna de las digraficas anteriores puede ser
subdigrafica inducida de D. Notemos que los argumentos para ver que la orientacién

de K; + K, y la digrafica QZ son obstrucciones son los mismos que en el patrén
anterior, asi podemos proceder con los demés incisos. Para las superorientaciones
de P3, todos los vértices que son colas de flechas asimétricas deben ir en S;. Para
la primera superorientacion, el conjunto S; no es independiente, para el a tercera,
el conjunto K tiene dos vértices no adyacentes, mientras que en el segundo caso,
el vértice de S; no domina a uno de los extremos de la flecha simétrica. Podemos
observar que si D tiene tridngulos, éstos estan en D[K, S;|, por lo que s6lo pueden ser
biorientaciones o tener una flecha simétrica y una fuente. En esa misma subdigréafica
podemos observar que S; domina a K, pero lo opuesto no sucede, por lo que la
biorientacién del diamante tampoco es subdigrafica inducida de D. Al observar las
digraficas mencionadas en L3.f, podemos notar que el vértice de ingrado 1 debe ir
en S, y a su vez, los vértices del triangulo que no estédn relacionados con él deben
ir en K. En ambos casos, el vértice restante pertenece a Si, pero las direcciones de
las flechas no son las adecuadas. Por ultimo, resulta sencillo notar que ninguna de

< <
las digraficas Py o K1+ P3 es completa ni bipartita completa, por lo que no pueden
ser subdigraficas inducidas de D.
Como las minimalidades de las digraficas mencionadas en los primeros cuatro

incisos son sencillas de ver, pasaremos directamente a los siguientes cuatro. Notemos

<

que al quitar cualquier vértice de la biorientacion del diamente podemos obtener Pj
—

o K3, por lo que esta digrafica es obstruccion minima. Para las superorientaciones

e < >
de Ky + P35 podemos obtener K3, Ki + K, o alguna superorientaciéon permitida de
Ps, asi que dicha obstrucciéon también es minima. Los dos ultimos resultados tam-

—
bién los podemos obtener removiendo cualquier vértice de P, , y al remover cualquier

— > > _
vértice de K1+ P53 obtenemos K+ Ky, P53, 0 K3, que también admiten el patron L3.
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o O

N
o O O
—_o
v

L4

Patron L4 y su representacion grafica.

Para este patrén fueron prohibidas las digraficas siguientes.

—
L4.a 2K2

L4.b La orientaciéon de K; + Ko

<
L4.c Estas cuatro superorientaciones de Ps: P53, O€=>0O—>0, O€«=>0«—0, vy
O—>0O—0

<
L4.d Las superorientaciones de K3 distintas de K3 y de aquella con una flecha
simétrica y una fuente.

En este patron, podemos observar que todas las flechas simétricas estan en una

—
digrafica completa, por lo que 2K5 no puede admitir el patrén. Ademas, las colas
de las flechas asimétricas dominan a todos los vértices, por lo que la orientacién de
K1+ K5 tampoco lo admite. Para las superorientaciones mencionadas de P3, podemos

—
ver que en todos los casos distintos de Pj, debe suceder que cada vértice esté en su
propio conjunto independiente, incluso si eso sucede, las orientaciones de las flechas
no son las adecuadas para el patron L4. Por tltimo, podemos notar que todos los

triangulos estan en la subdigrafica escindible completa, por lo que sélo pueden ser
<

K3 o una superorientacién con una flecha simétrica y una fuente.

En todos los casos, los argumentos para demostrar la minimalidad de las obs-
trucciones son analogos a los que se realizaron para dichas digraficas en los patrones
anteriores.

O O

S
= o o
~ oo
v

L5

Patrén L5 y su representaciéon grafica.
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Para este patron, se propusieron las siguientes digraficas como obstrucciones mini-
mas.

L5.a la orientacion de K; + K
>
L5.b 2K,
<
L5.c P;, O«e—=>0—0, O«—=>0O«—0O

A d
L5.d Prohibimos las superorientaciones de K3 distintas de K3 y de la superorienta-
cién con una flecha simétrica y un sumidero.

L5.e La orientacion de K 3 con dos fuentes y un sumidero.

L5.f estas superorientaciones de Cy:

AN
NS

L5.g La siguiente superorientacién de K; + P :

De nuevo, los argumentos para las primeras dos digraficas mencionadas es el mis-
mo que para los patrones anteriores, asi que iniciaremos a partir del tercer inciso.
Supogamos que D es una digrafica con una L5-particién (57, 5o, K). Al observar la
representacion grafica del patrén, podemos ver que todas las flechas entre partes
distintas de la particién son asimétricas, por lo que ninguna de las tres superorien-
taciones de P3 admite este patron. Esta representacion también nos indica que <lis>

AN
e

unicos tridngulos de D estan en D[K, S;], por lo que s6lo pueden ser isomorfos a K3
0 a un triangulo con una flecha simétrica y un sumidero, y de este modo, todos los
demas triangulos estan prohibidos. Ademas, si un vértice es cabeza y cola de flechas
asimétricas, los vértices que lo dominan deben estar conectados mediante una flecha
simétrica, asi que la orientacién mencionada de K; 3 también es una obstruccién. Pa-
ra dar una L5-particién para las orientaciones de C} enlistadas, podemos notar que
en cada una, al menos una pareja de vértices no adyacentes pertenece a un mismo
conjunto. Esto quiere decir, sin embargo, que no sucedera que dicho conjunto domine
a otro o viceversa, pues los sentidos de las flechas varian en relacién a los vértices
restantes. Por 1ltimo, para la superorientacion de K; + P;, podemos notar que los
extremos de la flecha simétrica deben ir en K, y de ser asi, el sumidero del centro
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debe ir en Sp, pues no es extremo de flecha simétrica alguna. El problema ahora es
que el vértice restante debe ir en Sy, pero esto nos da una flecha asimétrica de S, a
S, lo que difiere de la estructura que buscamos.

Como los argumentos de minimalidad de los primeros cuatro incisos se realizan de
manera analoga a como se hicieron en patrones anteriores, nos enfocaremos sélo en
los ultimos tres. Para la orientacién de K 3, podemos notar que al quitar cualquier
vértice obtenemos una grafica vacia o una orientacion permitida de Ps, y al remover
cualquier vértice de cada una de las superorientaciones de C'; obtenemos de nuevo una
superorientacién permitida de P3. Por tltimo, podemos notar que el tnico tridngulo
en la superorientacion restringida de Ky 4+ P esta permitido, al igual que todas sus
orientaciones inducidas de Ps, y la biorientacién de K7 + K. De este modo, todas
las obstrucciones mencionadas son minimas.
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Conclusiones

Una de las observaciones que resulta evidente desde el inicio de las caracteriza-
ciones es que cuando el dibujo del patron muestra una digrafica inconexa, la parte
aislada hace que la caracterizacién del patron resulte distinta a la caracterizacion del

patrén que se obtiene al tomar las partes no aisladas. Esto sucedio en el patrén 3,
—r <

ya que sus obstrucciones minimas fueron Kg, Kg, P, y(iKg, pero si quitaramos el
conjunto aislado, las obstrucciones serian sélo KQ, K+ Ky y K3, sin mencionar que
en ese caso la caracterizacion resulta mas sencilla de plantear.

Como se vio en la Seccién 1.2, los patrones vistos como digraficas proporcionan
un apoyo visual al momento de querer caracterizarlos, y dicho apoyo visual hace
que sea posible agrupar los patrones para que la caracterizacion sea mas sencilla,
pues algunos patrones parecidos tienen obstrucciones minimas similares por tener la
misma digrafica subyacente. Al final se tuvieron seis categorias de patrones, lo que
fue mas facil que ir caracterizando patrén por patron.

Ademas de tener similitudes entre patrones de la misma categoria, surgié una
propiedad que se cumple en cualquier patréon en el cual P3 no es una subdigréfica
(inducida o no), a la que se nombré Lema |I} La utilidad de este resultado radicé
en poder concluir rapidamente cuando un conjunto dominaba a otro, que fue una
parte fundamental en cada caracterizacion. Por si fuera poco, el uso de las digraficas
para representar patrones convierte el tedioso problema de buscar qué matrices son
escencialmente distintas en el problema de buscar todas las digraficas de tres vértices
con a lo mas un lazo, para el cual tenemos un procedimiento sencillo, como el que se
muestra al final de la Seccion 1.2.
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