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INTRODUCCION

Este trabajo tiene como publico objetivo a estudiantes que cursen los 1l-
timos semestres de la licenciatura en matematicas, o cualquier persona que
esté familiarizada con los conceptos basicos de sistemas dinamicos discretos.
Se describira la construccién de una funcién definida en una vecindad del
cubo unitario en si misma que nombré Hojaldre, seguido de una exhibicién
de algunas de sus caracteristicas. Hojaldre porque fue justamente un bloque
de masa imaginaria, para hacer pan de hojaldre, el modelo mental con el cual
pude representar de una forma menos abstracta la dindmica observada, se
trata de un .2masado"; ademas me resulté coémico. Es tan grafico que puede
ser explicada en pocas palabras y ser suficiente para imaginarla. Imaginese
un cubo de masa por amasar para obtener un pan de hojaldre, la técnica
usada es aplastar el cubo en una direccién (Z) para después estirar y doblar
en las otras dos (X y V), es decir, como cuando se dobla en cuatro un cobija,
s6lo que maleable; para que asi la masa quepa dentro de un cubo como el
inicial al cual se le puede aplicar el mismo procedimiento infinitas veces'(o
hasta tener una consistencia agradable). Asi construida, esta funciéon pre-
senta propiedades interesantes como caos, la generacion de un continuo con
cualidades notables y estabilidad estructural.

Esta dinamica podria entenderse como una extensién de la observada en
el mapeo Herradura de Smale que se define en una vecindad del cuadrado
unitario, o sea, en dimension dos. Asi fue como, siendo fiel al espiritu mate-
matico, me pregunté por lo que pasaria en tres dimensiones. Por ello, antes
de pasar directo con la presentacion de esta funciéon, mostraré una breve ex-
posicién de la funcion Herradura (para el lector familiarizado con esa funcién
y sus caracteristicas podria resultar innecesaria esta parte). Pero antes, en
la primera parte, unos conceptos y resultados necesarios para una exhibicion
mas completa de las propiedades de la funcion Hojaldre, este contenido seran
nuestras herramientas topologicas para comprender lo mas significativo de la
dindmica global. Esto incluye lo necesario de teoria de continuos e hiper-
bolicidad para ver propiedades interesantes del conjunto limite generado (el
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conjunto que resulta de intersecar todas las imagenes de las iteraciones de
la funcién) por la funcién Hojaldre, asi como para estudiar su dinamica local.

En la parte 2 se describe cualitativa y analiticamente la funcién Herra-
dura. Se muestra un analisis basico de su dinamica topolédgica, asi como su
dinamica simbdlica. Continta con la exposicion del conjunto limite y unas de
sus principales propiedades. Y concluye con la muestra de unas de sus propie-
dades topoldgicas mas interesantes, estabilidad estructural. Es en la tltima
parte en que esta el corazon de la tesis, alli se da la descripciéon cualitativa y
analitica de la funcién Hojaldre. Seguido de basicamente los mismos andlisis
presentados para la Herradura pero ahora para el Hojaldre, es decir, una des-
cripcion basica de su dinamica simbolica asociada, asi como propiedades de
su dindmica topoldgica y termina con un breve analisis de su conjunto limite.
En esta ultima subseccion se vera lo que me resulté mas interesante. Esta
dindmica sirve para mostrar una prueba de que el conjunto K x K (con K
el continuo de Knaster) se puede encajar en R3. Y al final del trabajo hay un
apéndice donde se puede consultar conceptos y resultados previos necesarios
para que lo expuesto.
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Capitulo 1

DINAMICA TOPOLOGICA

1.1. Atractores

En un sistema dindmico interesa conocer los conjuntos invariantes (ver
Apéndice A: Tépicos de topologia dindmica) minimales. Partiendo del con-
junto generado por la interseccion de las imagenes del espacio. Asi se define
el conjunto limite positivo de la funcién f como sigue.

n
A*(f) = gggog f1(X)
Esté claro que si f*(X) # () para todo natural n, entonces el conjunto limite
positivo AT(f) no es vacio. Es invariante pues la imagen de cualquier punto
en ¢él esta incluida en la interseccién con la siguiente iteracién. Para ver que
es también atractor se define primero la distancia de un punto a un
conjunto Y C X compacto en un espacio métrico X como:

d(x,Y) == min{d(z,y)|ly € Y}

Lema 1. Sea {X;}3°, una sucesion anidada de espacios métricos compactos,
definiendo X := N2, X, y sea U un abierto tal que X C U C X, entonces
existe un natural N tal que X; C U para toda i > N. Ademds X es también
un espacio métrico compacto.

Proposicién .1. 5i X es un espacio métrico compacto y f : X — X conti-
nua, entonces AT (f) es un conjunto invariante atractor.

Demostracion. Sea x € X y € > 0, se define al conjunto abierto U :=
Uyea+(s)Be(y) que contiene a A*(f). Por el lema anterior se tiene que existe
N € N, tal que para toda i > N se comple que fi(X) C U, es decir

d(f'(x), A*(f)) <e

11



12 CAPITULO 1. DINAMICA TOPOLOGICA

Figura 1.1: Curva Seno del topélogo

Es decir, la distancia de f*(z) a AT(f) tiende a cero, lo cual concluye la
prueba. O

1.1.1. Continuos

Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo. Y un subconti-
nuo es un subespacio de un continuo, que también es continuo. Unos ejemplos
familiares son:

i) Cualquier continuo que sea subconjunto de R es un intervalo cerrado y
acotado. A cualquier espacio homeomorfo a [0,1] es llamado arco.

ii) La circunferencia S' C R2.
iii) El disco D? := {(x,y) € R?|z* + y* < 1}.

iv) La curva conocida como el seno del topélogo subconjunto de R?, St :=
{(z,y) € R?ly = sen(1/z),0 < x < 1} (ver figura 1.1).

v) El espacio generado por el producto cartesiano de dos continuos, por
ejemplo: el Toro := S' x S', o el Toro sélido := D? x S!.

vi) El cubo de Hilbert := []°,[0, 1]; es otro ejemplo de continuo (Ver
8])-

Asi como se pueden generar nuevos continuos mas grandes, también se
pueden obtener nuevos continuos mas pequenos con la interseccion de conti-
nuos como se muestra en el siguiente resultado.
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Proposicién .2. Si {X;}°, es una sucesion anidada de continuos entonces
la interseccion X = N2, X, es también un continuo.

Demostracion. Con el lema 1 sélo basta probar que X es conexo. Suponiendo
que no lo es, entonces hay un par de cerrados A, B de X no vacios que
particionan a X, y como A,B C X C X, para toda i, y como X; es un
espacio métrico y por lo tanto normal, existen entornos disjuntos y abiertos
U,V de Ay B respectivamente. Sea W = U UV, por el lema 1 sabemos que
existe N € N tal que para toda j > N se cumple que X; C W. Por lo tanto,
si jgeqN, entonces
X;=(X;n0)U(X,;NnV)

Y dado que X € X; y A # 0 # B entonces X;NU # 0 # X;NV, lo
cual implica que X; no es conexo, contradiciendo la hipdtesis de que es un
continuo, con esto se concluye la prueba. O

Un continuo X se dice que es descomponible si ocurre que X puede
ser escrito como la unién (no necesariamente disjunta) de dos subcontinuos
propios, todos los ejemplos de continuos vistos hasta aqui lo son. Un continuo
que no es descomponible se dice que es indescomponible, la indescompo-
nibilidad es una propiedad topolédgica, como se ve en el siguiente resultado.

Proposicién .3. Si X y Y son dos continuos homeomorfos y X es indes-
componible, entonces Y es indescomponible.

Demostracion. Suponiendo que Y es descomponible, sean ) y K dos sub-
continuos propios de Y tales que Y = QU K y sea h : X — Y un homeo-
morfismo, entonces, se tiene X = h™1(Q) U h™!(K) es una descomposicién
de X en subcontinuos, lo cual contradice la hipotesis. O

Continuo de Knaster

Un ejemplo de continuo indescomponible es el continuo de Knaster (tam-
bién llamado arcoiris de Knaster) que es una curva infinita pero acotada y
encajada R? (ver fig.1.2), y tiene una relacién con las funciones en las que se
centra este trabajo. Una construccion topologica de esta curva parte de un
conjunto de Cantor sobre el eje horizontal, cada punto en la mitad izquierda
se une con su correspondiente especular de la otra mitad mediante media
circunferencia que pasa por arriba. El mismo proceso se aplica en los pun-
tos de la mitad derecha entre si, estos arcos pasan por debajo, de modo que
cada uno de esos puntos sea punto de union entre dos semicircunferencias
de ambas familias. Para los puntos de la mitad derecha se aplica un proceso
similar de forma inductiva, a la mitad derecha de estos puntos se le aplica
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4:3/%
Figura 1.2: Construccién topoldgica de un continuo de Knaster. En 1 se mues-
tra los arcos que unen por arriba y en simetria especular a los elementos de
las mitades laterales de un conjunto de Cantor. En 2, los que hacen lo mismo
pero sélo en la mitad derecha y por debajo. En 3 las uniones correspondientes
a la mitad izquierda; esto es, en la mitad derecha de esa mitad izquierda se

repite el priceso que se aplico en el cuadro anterior, luego esto repite con la
mitad derecha del restante y asi recursivamente. Y en 4, el resultado.

lo que a la mitad derecha del conjunto de cantor inicial, los puntos restantes
se dividen en dos mitades y se repite recursivamente. (Otra construccién se
puede consultar en [5]).

Una forma intuitiva de ver es indescomponible es dividirlo en dos, siempre
que la divisién sea transversal se obtienen una infinidad de componentes
conexas. Y si la division se hace de forma tangente seria el caso de separar
un arco del resto, pero cada segmento de arco forma parte de los puntos de
acumulacion del total, por lo que perderia compacidad.
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1.1.2. Limites inversos

Este es un tema importante en Sistemas Dindmicos, particularmente en el
estudio de atractores ya que son una gran herramienta para tener una clara
y comprensible idea sobre la estructura de cierto tipo de atractores y la di-
namica en algunos atractores en R". Cuando el limite inverso es un continuo
indescomponible, por sus propiedades estos conjuntos resultan sumamente
interesantes.

Los limites inversos son subconjuntos de espacios producto que se definen
a partir de sucesiones inversas, que son sucesiones de pares formados por
un espacio X; y una funcién continua asociada (llamada funcién de ligadura)
de modo que f; : X;11 — X; y se denota por {X;, f;}. Asi, el limite inverso
de una sucesion inversa, denotado por lim, {X;, fi}, es el subespacio del
espacio producto [T:2, X; = {(z;)2, | z; € X; para toda i > 0} definido por:

Xoo = 1m{X;, fi} = {(z:)Z1 € [[ X | filwirn) = 2 Vi > 0}
=1

El siguiente resultado muestra como los limites inversos son también in-
tersecciones numerables anidadas (su prueba se puede consultar en [5]). Con
este resultado serda mas facil ver la prueba del que le sigue.

Proposicion .4. Sea {X;, f;} una sucesion inversa, para cada n > 0 se
define al sublimite inverso:

Qn(Xi, fi) = {(z)2, € [] Xil fi(wisr) = 23 Vi > 0}
i=1
Entonces se cumplen:
i) Qni1(Xi, fi) C Qu(Xy, fi) para todon >0
i) Qn(X5, fi) = 112,01 Xi para todo n > 0

Proposicién .5. Sea X un continuo y f : X — X una funcion continua y
sea {X;, fi} una sucesion inversa con X; = X y fi = f Vi, entonces X es
un continuo.

Demostracion. Por el resultado anterior se sabe que

Xoo = 01 Qn(Xi, fi)
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Asi que, como Q,,(X;, fi) es homeomorfo a T3, ; X;, que al ser un producto
numerable de continuos también es un continuo; por lo que X, resulta ser
la interseccién anidada de continuos, y por la proposicién .2 se concluye que
efectivamente X, es un continuo. ]

Este resultado muestra como, a partir de espacios continuos, se pueden
generar otros continuos usando limites inversos. La siguiente proposicién da
condiciones suficientes para que el continuo resultante del limite inverso de
continuos sea uno indescomponible. Para esto son necesarias las siguientes
definiciones.

Una sucesién inversa {X;, f;} de continuos se dice que es una suce-
sion inversa indescomponible si siempre que A;.1, B;11 sean subconti-
nuos de X, tales que X;41 = A;41 U B;y1, entonces f;(A;+1) = X; o bien
fi(Bist) = X;.

Todo espacio producto []72; X; tiene asociada una familia de funciones
suprayectivas {p; : [[32; X; — X;} conocidas como proyecciones y dadas por
pil(xr)e2,) = @i Si Xoo C II52, X es un limite inverso, se define la familia
de proyecciones sobre dicho subespacio, denotada por m; := p;|x. . Estas
funciones presentan las siguientes propiedades:

Afirmacién .1. Si {m;} es la familia de funciones proyeccion del espacio
producto T1:2, Xy, y {fi, Xi} un sistema inverso, entonces se cumplen:

i) m = fiomiy1 y en general, sii > j entonces w; = fjo fip10---0 fi_jom;.

it) Si f; es suprayectiva para cada i > 1, entonces todas las proyecciones
m; también.

iit) Una funcion f: X — [12, X; es continua si y sélo si m; o f lo es para
cada i > 1.

Proposicién .6. Sea A un subconjunto compacto de X, el limite inverso
de {X;, fi}, entonces {m;(A), fil=(a)} es una sucesion inversa con funciones
de ligadura suprayectivas y:

Ase r=Hm{mi(A), filr—1(a)}21 = lH m(A)} .
i=1

La prueba de este resultado puede consultarse en [7], con este resultado
serd mas facil probar el siguiente, la generacién de continuos indescomponi-
bles a partir de limites inversos.
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Proposicién .7. Si X es el limite inverso de {X;, fi}3°, una sucesién
inversa indescomponible, entonces X, es un continuo indescomponible.

Demostracion. Por la proposicion .5 se tiene que X, es un continuo, por lo
que solo falta ver que es indescomponible. Sean A, B dos subcontinuos de X,
tales que AU B = X, por la definicién de sucesion inversa indescomponible
se tiene que f; es suprayectiva y por la afirmacion .1 se tiene que la proyeccion
m; es suprayectiva sobre X;, asi que

Tit1(Xoo) = mig1 (A) Ui (B) = X

y dada la continuidad de 7; se tiene que m;41(A) y m41(B) son subcontinuos
de X1 cuya unién es todo X;,1; asi que por la definicién de sucesion inversa
indescomponible f;(m;(A)) = X; o bien f;(m;(B)) = X;, por otro lado, f; o
mir1 = m; para cada i, asi que m;(A) = X; o bien m;(B) = X; para cada i.
Suponiendo, sin pérdida de generalidad, que m;(A) = X; para una infinidad
de indices; asi para cada ¢ € N existe un k > ¢ tal que m(A) = X y dado
que, también por la afirmacion .1, cada 7; es suprayectiva y

WQ(A) = fq o qurl 6---0 fkfl o 7T]€(A)

es decir, m,(A) = X, por lo tanto se deduce que m;(A) = X; para toda i € N,
por lo que X, C T2, m(A). Al aplicar el resultado anterior, se concluye que
A=TI2,m(A) = X ]

Para finalizar la secciéon se probara que un limite inverso X, formado a
partir de un homeomorfismo tiene las propiedades topolédgicas del espacio X.

Proposiciéon .8. Si f : X — X es un homeomorfismo, entonces
X ={X, [}

Demostracion. Se mostrara que la funcion proyeccion m; es un homeomorfis-
mo, ya se tiene que es continua y suprayectiva asi que sélo basta ver que es
inyectiva. Sean z = (z;)°, v y = (y;)2; dos elementos distintos de {X, f},
y k un natural tal que xp # y,; dada la inyectividad de f se tiene que, para
toda n <k

mo(a) =[5 () # Y (k) = ma(y)
de la inyectividad de f también se tiene que si f(Zxin) # f(Yrin), entonces
Than F Ykin, €s decir, m;(x) = z; # y; = m;(y) para toda i. O
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1.2. Teoria hiperbdlica y puntos homoclini-
COS

1.2.1. Variedades Estables e Inestables en Difeomor-
fismos

El concepto de hiperbolicidad en transformaciones lineales sobre R™ (Ver
Apéndice A: Hiperbolicidad lineal) se extiende a difeomorfismos, pero dado
que eso depende de la derivada, esta extension es solo local por lo que habra
que buscar hipétesis necesarias para asegurar una equivalencia topoldgica
entre dinamicas locales del difeomorfismo y su derivada. Para ello se definen
los siguientes conjuntos a partir de las nociones de « y w-limite:

Wep) :==A{x € Be(p) | w(z) = {p}}
We(p) = {x € Be(p) | a(z) = {p}}

A estos conjuntos les llamamos conjunto local estable e inestable de
tamano € de p respectivamente. Cuando p es un punto fijo se tiene que am-
bos conjuntos se intersectan al menos en p, mas atn, cuando p es un atractor
W?(p) = B.(p) y andlogamente, cuando p es repulsor W*(p) = B.(p). Estos
conjuntos generalizan localmente a los subespacios estable e intestable, £ y
E", de las transformaciones lineales (Ver Apéndice A: Hiperbolicidad lineal).
Ahora la generalizacién de puntos fijos hiperbdlicos.

Si p € X es un punto fijo del difeomorfismo f : X — X, decimos que es
hiperbélico si la derivada D, f es una transformacion lineal hiperbélica. Con
esta definicion se puede enunciar el teorema de Hartman-Grobman.

Teorema .1. (H-G para tiempo discreto). Si el origen es un punto fijo
hiperbolico del difeomorfismo f : R™ — R"™, entonces existen vecindades
abiertas del origen, U,V C R"™ y un homeomorfismo H : U — V tal que
foH(x) = H(Ax) para todo v € U donde A = Dy(0), es decir, h es una
conjugacion topologica entre los sistemas (f,U) y (D, f,V). Una demostra-
cion de este teorema se puede consultar en la fuente [0].

Observacion .1. Si p es un punto fijo hiperbolico del difeomorfismo f se
cumple que:

i) Si todos los mddulos de los valores propios de D, f son mayores que 1,
entonces p es localmente repulsor de f

i) Si todos los modulos de los valores propios de D, f son menores que 1,
entonces p es localemente atractor de f
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i) Si p es un punto silla hiperbélico de D,f entonces f es localmente
conjugada a una silla hiperbolica en p

Lo cual reduce las posibilidades de conjugacion topoldgica con una trans-
formacién lineal solo a localidades de puntos fijos hiperbdlicos a atracto-
res,repulsores y puntos silla, es decir, cuando los médulos de los valores pro-
pios de D, f son todos mayores (0 menores) que 1 o cuando no.

Corolario .1.1. Si f, h y p son como en el teorema anterior, entonces
existen € > 0 y § > 0 tales que:

i) Wi(p) = h1(E* N B(0))
i) Wi(p) = h=H(E" N B(0))
con E° y E" los subespacios estable e inestable de D, f respectivamente.

Demostracion. Sea € > 0 tal que B.(0) C h(U). Como h es continua, existe
d > 0 tal que h(Bs(p)) C B:(0). Sea x € W§(p), por un lado se tiene que
x € Bs(p) entonces h(x) € B.(0); por otro lado, como w(x) = {p} entonces
(Dpf)™(h(x)) = 0 por lo que h(z) € E*, es decir, z € h™'(E*NB(0)). Ahora,
sea x € h™'(E* N B.(0)) entonces h™!(x) € U ademds w(x) = p y por un
argumento de continuidad de h~! también se tiene que h~!(x) € Bs(p) por lo
tanto © € W§*(p) . Esto prueba el primer inciso, el segundo es completamente
analogo. [

Este resultado se puede generalizar a puntos peridédicos hiperbdlicos dado
que son puntos fijos de las iteraciones correspondientes de la funcion, ya que
(D, f)* = D, f*. Aqui es bueno notar que W?(p) es invariante de f asf como
W(p) lo es de f~! (esto usa el teorema de la funcién inversa). Con esto en
mente se continia con la definiciéon de las variedades estable e inestable
globales que serviran para estudiar las dinamicas globales de los sistemas y
ya no sélo en vecindades de puntos fijos.

Se dice que dos puntos sean asintéticos hacia adelante. Si x,y € X
tales que f™(x), f*(y) € X Vn € Ny son tales que

lim d(f"(x), ["(y)) =0

n—oo

Analogamente se dice que dos puntos sean asintéticos hacia atras. Siz,y €
X tales que f~"(z), f"(y) € X ¥n € N y son tales que

lim d(f~"(x), f"(y)) =0

n—oo
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Sea X un subconjunto abierto de R" y f : X — X un difeomorfismo.
Sea p € X, podemos distinguir entre el resto de puntos de X a aquellos
cuyo w-limite es justamente w(p) y aquellos que tiene a «a(p) como a-limite,
estos conjuntos contienen los puntos que son asintoticos con p hacia delante
y hacia atras, respectivamente. El conjunto estable e inestable global de p,
denotados por W#(p) y W"(p) respectivamente. Ahora, cuando p es un punto
fijo entonces w(p) = p y lo mismo pasa con «(p), por lo que para los puntos
fijos las definiciones quedarian asi

W?(p) = {z € X[w(z) = {p}}
W(p) = {z € Xl|a(r) = {p}}

Es claro que si z € X es tal que f™(z) — p entonces existe n € N tal que
f™(x) € WE(p), por lo que las definiciones anteriores son equivalentes a:

wep) = U f(Wp))

n>0

We(p) = |J f"(W(p))

n>0

El teorema de Hartman-Grobman tiene también implicaciones sobre las
variedades estable e inestable globales, una de ellas es el teorema de las
variedades estables, la prueba de este teorema se omite ya que no es tan
relevante en este trabajo.

Teorema .2. Si f : X — X es un difeomorfismo de clase C" yp € X un
punto fijo hiperbolico con E* ® E" su descomposicion en subespacios estable
e inestable de D, f. Entonces W*(p) y W*(p) son subvariedades de clase C"
inmersas y tangente en p a E° y E* respectivamente.

Ahora un resultado que exhibe una de las propiedades de W*(p) que lo
hacen relevante en la teorfa, lo mismo vale para W?*(p). Partiendo de un par
de difeomorfismos clase C", f : A - Ay g; B — B biyectivas y continuas
tales que sean conjugadas topoldgicas por h : A — B, entonces se cumple la
siguiente proposicion.

Proposicién .9. Sea b € B un punto fijo bajo g y W*(b) C B la variedad
inestable de g en b. Entonces W*(b) es densa en B si y sélo si W*(h=1(b))
es densa en A.

Demostracion. Sea V' C A un abierto, por la continuidad de h se tiene que
h(V') C B es también abierto y partiendo de que W*(b) es un conjunto denso
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en B se tiene que h(V) N W*(b) # 0, es decir, Jy € h(V) N W*(b). Basta
probar que z := h™'(y) € V.Nn W*(h~'(b)) para concluir la densidad de
Wu(h=1(b)).

Es claro que x € V, para ver que z € W*(h~1(b)) habrd que verificar que

lim d(f~"(x), [ (A (b)) =0

n—oo

Por la conjugacion h se tiene que

Por lo que

Y como se tiene que y € W¥(b), entonces d(g "(y),¢9 "(b)) — 0, y por la
continuidad de A~ se tiene que

lim d(f~"(x), f"(h71 () = lim d(h™"(g7"(y)),h"" (97" (b))

n—oo n—oo
= lim d(g™"(y),g7"(b)) =0
Lo cual concluye la prueba. ]

Segun Poincaré en el modelo dinamico de los tres cuerpos existen puntos
fijos cuyas variedades estables e inestables se cortan, estos puntos de inter-
seccion son los puntos homoclinicos cuya definicion formal es, si f: X — X
es un difeomorfismo y p un punto fijo (periédico) hiperbélico, un punto
x € Ws(p) N W¥(p) diferente de p se llama punto homoclinico. Se dice
ademds que es transversal si la interseccion W#(p) N W*(p) es transversal
en x, es decir, las variedades estable e inestable tienen dimensiones comple-
mentarias y E*(p) @& E*(p) = T,(X), donde T,(X) es el espacio tangente a
X en p. La drbita de un punto homoclinico (transversal) es llamada 6rbita
homoclinica (transversal). Cualquiera de estas érbitas tiende hacia el punto
de equilibrio cuando el tiempo avanza y cuando retrocede, y las 6rbitas pro-
ximas a un punto homoclinico tienen un comportamiento muy complicado,
pues vuelven a cortarse una y otra vez.

Asi como los puntos homoclinicos son conceptos en la conducta local de
sistemas dinamicos, se tiene también otro concepto que resulta clave en la
descripcion de la dindmica global. Si f : X — X es un difeomorfismo, un
conjunto compacto e invariante A C X se dice que es hiperbdlico si para
cada x € A existen subespacios E; C T, X y EY C T, X tales que se cumple:
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D) T,X = EX @ E“.

i) D, f(E;) = B°(f(x)) y Daf(EY) = E*(f(2))
iii) Existen constantes C' >0y 0 < A < 1 tales que

1D f" ()] < CA™ o] Vo € EZyn =0
Do f7" ()] < CX*[Jo]| Vo € B yn >0

A partir de esta definicién se dan las que siguen, estas seran utilizadas en
la siguiente subseccién para ver un teorema de estabilidad de los sistemas.
Si f: X — X es un difeomorfismo, decimos que satisface el Axioma A si
el conjunto de puntos no-errantes 2(f) es un conjunto hiperbélico y ademas
Per(f) = Q(f). Un difeomorfismo que satisface el Axioma A se dice que
cumple la condicién de transversalidad si para cualesquiera x,y € Q(f)
se tiene que W*(x) y W"(y) se intersectan transversalmente o su interseccion

es vacia.

1.2.2. Estabilidad estructural

En la teoria de sistemas dindamicos, un sistema es topologicamente es-
tructuralmente estable si las propiedades topoldgicas del sistema dindmico
permanecen iguales después de una perturbacion pequena de la transforma-
ciéon que define la dinamica, es decir, el comportamiento cualitativo de las
trayectorias no es afectado por perturbaciones pequenas del mapeo a iterar;
por ejemplo, los puntos fijos, érbitas periddicas e hiperbolicidad. Ahora se
definira una distancia en el conjunto de funciones acotadas de X en si mismo
que induce la topologia con la que se trabajard para estudiar las perturba-
ciones del sistema. Sean dos funciones f,g € C(X), la distancia C° entre
ellas, denotada por dy(f, g) estd dada por:

do(f,9) = Supsex|f(z) — g(=)]

En general, la distancia C" denotada por d,.(f, g), estd dada por:

d;(f,9) = Suprex(|f(z) — g(x)|,|f'(x) = g'(@)],- -, [f(2) = g (2)])

Una funcién f € Dif(X) se dice que es C" estructuralmente estable
en X si existe un abiertoU de Dif(X) con la topologia inducida por la mé-
trica C", que contiene a f y es tal que, cualquier otro difeomorfismo g en U
es topolbgicamente conjugado a f.
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Un fenémeno conocido que sirve para introducir este tema es la duplica-
cién de periodo en la funcién L(z) = 4z(1 — z), cuando se cambia el 4 por un
pardmetro p > 1, denotando por L,. Cuando p = 1 se tiene un sélo punto
fijo, el 0, al incrementar p hasta 3, surge un nuevo punto fijo y el anterior se
vuelve repulsor, ademés surge un punto de periodo 2. Al incrementar y hasta
que en cierto valor A\, < 4 se tienen puntos de todos los periodos de la forma
2", y sabemos que en 1 = 4 f, presenta caos y tiene puntos de todos los
periodos. En este proceso el sistema pasoé por una cadena de pequenas per-
turbaciones, se prueba que esta familia de funciones es C%-estructuralemente
estable cuando j se encuentra en ciertos intervalos, en particular (24-v/5, 00).

En general no es sencillo saber si un sistema dinamico tiene la propiedad
de estabilidad estructural, pero se tiene el siguiente teorema (obra de Stephen
Smale, su prueba se puede consultar en [2]). Este resultado sirve como un
criterio para determinar si un difeomorfismo es C” estructuralmente estable.

Teorema .3. Si f es un difeomorfismo C' satisface el Azioma A y la con-
dicion de transversalidad si y sélo si es C'-estructuralmente estable
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Capitulo 2

HERRADURA DE SMALE

Ahora se mostrara la construccion topologica de un difeomorfismo en el
plano real, seguida de un breve analisis de propiedades cualitativas de su
dindmica introducida por Stephen Smale en 1967 [9]. Este ejemplo servird
de punto de partida para asimilar mas facilmente el mapeo que motiva es-
te trabajo, pues es basicamente una forma de extenderlo topolégica a una
dimension extra.

2.1. Construccion

El mapeo Herradura es un difeomorfismo H de R? en si mismo, de modo
que, existe un disco D que contiene un cerrado M que contiene a su vez al
cuadrado unitario R := I? = [0,1] x [0, 1]. Fuera de D el mapeo es igual a la
identidad y dentro es tal que imagen de M bajo H es un cerrado con forma
de herradura contenida en M de modo que interseca a R en dos componentes
conexas. Ademas, existen dos vecindades A y B a la izquierda y derecha de
R, respectivamente, tales que H restringida a A es una contraccion, mientras
que en B es una contraccion seguida de una traslacién y una rotacion, de
modo que H(B) C A. Definiendo asi a M como la unién de A, R y B como
se muestra en la figura 2.1. EnD \ M, H se extiende con una difeomorfismo,
por ejemplo una homotopia entre las curvas frontera de H(M) y D.

Como H?*(B) C H(A) C A, el teorema del punto fijo para contracciones
(ver final del Apéndice A) asegura un punto fijo a € Ay es el w-limite de todo
punto en A, y por lo tanto también lo es de todo punto en B. La dindmica en
D\ M no se estudia en este trabajo pero queda definida por una extencién
diferenciable. La dindamica en R es lo interesante y por simplicidad se estudia
el caso de un mapeo Herradura que es afin en la preimagen de R, definiendo

25
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Figura 2.1: Imagen de las regiones Ry M \ R

los siguientes cerrados:

Jo:=|c,d] x I
Jiy = la,b] x I
Lo:=1x[d,V]
Ly=1x[,d]

tales que, como se muestra en la fig. 2.2, la aplicacién cumple lo siguiente:

H(R)N R = H(Jy) UH(J;)
H(Jy) = Ly
H(J) = L,

En la region R\ (Jo U Jy) la funcién no es afin, pero da igual no tener
una definiciéon analitica ya que su imagen es un subconjunto de AU B, por lo
que sus imagenes bajo las iteraciones de H tienen como limite al punto fijo

a. En JyU Jy, H esta definida por:

Hljo(7,y) == (px —v,y/pn+7)
Hlj(z,y) = (1= (pr —~),1 = (y/pn+7))
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Figura 2.2: Evolucion del mapeo de R bajo H.

1/

2—-1
Conpu>2y~vy:= T/M Se observa que los segmentos de rectas ver-
ticales que estan en JyUJ; son transformados a segmentos también verticales
pero de longitud 1/u, de modo que los costados de Jy se transforman en los
costados de Lg. Por otro lado, los segmentos horizontales dentro de Jy y Ji,
de longitud 1/u, van a dar a segmentos horizontales de longitud 1, de modo

que los costados horizontales de Jy se transforman en los de L.

Aplicando el teorema del punto fijo a la funcién correspondiente a la com-
ponente vertical de H, sobre el eje Y, se tiene que hay un segmento de recta
horizontal en Jy que estda contenida en su imagen, y por lo tanto,se trata
de una expansiéon por lo que hay un y,, en ese segmento que es punto fijo.
De la misma manera se prueba que hay una recta vertical, también en Jy,
que contiene a su imagen, es una contraccién, por lo que hay un zj, fijo
bajo la componente horizontal de H. Estas rectas se intersecan en un punto
P = (Yjo, T4, € JoN Lo,y dada la invarianza de las rectas que lo definen, es un
punto fijo. Lo mismo pasa con .J; por lo que hay otro punto g € J; N Ly que
también es fijo. A diferencia de a € A estos no son atractores, sino puntos
silla hiperbélicos.
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Figura 2.3: (a) Imagen de las tres primeras iteraciones de H y (b) su inter-
seccién con las tres primeras de H !

Esto pasa en la primera aplicacion de H, con H? pasa que las franjas
Loy Ly van a dar a 4 franjas horizontales de ancho 1/u? asi que en general
se tiene que N, H'(R) serdn 2" franjas horizontales de ancho (1/u)". Y en
cada interseccion H™(J;) N J; con i € {0,1} y n € N\ {0} pasa lo mismo que
en n = 1 que hay un par de segmentos transversales H"-invariantes lo que
asegura 2" puntos cuyo periodo es dividido por n. Es decir, se tienen puntos
de periodo arbitrariamente grande.

La funcién inversa H~! es aquella que cumple que H '(H(R)) = R, es
decir, es aquella que transforma una regién con forma de herradura a una
cuadrada. No es dificil ver que H!(R) tiene como imagen a otra herradura
pero rotada (ver figuara 2.3. Asi que, andlogamente, se tiene un punto fijo
atractor b € D\ R, también N?__ H*(R) serdn 2" franjas verticales del mismo

1=—n

ancho (1/p)", y N _, H*(I?) seran 4™ cuadrados de lado (1/u)". Llevando

esto al limite se obtiene la informacién de las imagenes del resto de M bajo
todas las iteraciones de H.

El conjunto AT(H) = N;>oH'(M) es un conjunto invariante, y por .1
un invariante atractor, y se prueba [1] que es homeomorfo a un Arcoiris
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Figura 2.4: De arriba a abajo, los subintervalos de I que bajo HY (la funcién
componente de H correspondiente al subespacio X) van a dar a Jy, de rojo,
y Ji de verde, con k € {0,1,2,3,4}.

de Knaster. Lo mismo ocurre con A~ (M) = Ni<oH' (M) sélo que este es
transversal a AT(H). Més aun, AT (H)N R es topologicamente equivalente al
conjunto I x C' (con C' el conjunto de Cantor), por lo que la interseccion A =
AT(H)NA™(H) resulta ser homeomorfa a C'x C, un conjunto absolutamente
invariante de la funcién Herradura (ver figura 9). Es claro que todos los
puntos fuera de A en alguna iteracién positiva de H terminan en la region
A, mientras que algo andlogo ocurre con las iteraciones negativas.

2.2. Dinamica simbdlica

A continuacién se muestra que las funciones Corrimiento (o Shift, ver
Apéndice A) y Herradura son funciones topoldgicamente conjugadas.

Proposicion .10. La restriccion de la funcion Herradura a su conjunto li-

mite global H |z es conjugada topoldgica de la funcion Corrimiento en todo
3.

Demostracion. Para ver este, bastard probar que la funcién ¢ : A(H) — 3,
definida por:

o(z) :=a=(...,a_2,a_1,0a9,a;,as,...)
0 si H(z)€ Jyyi>0

con ar — 0 si H(z)€ Loyi>0
)1 siH (z) e Jiyi<O

1 si H(z) e Liyi<0

es un homeomorfismo tal que H = ¢~ oo o ¢.

Para la biyeccion se prueba que ¢ es inyectiva y suprayectiva. Sean x y y
dos puntos distintos de A(H), se tiene que tanto H'(x) como H'(y) estan en
A(H) para todo entero i. Si i < 0 se tiene que H'(z) estd en Ly o en Ly, y
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parai > 0, en Jy o Ji; lo mismo pasa con H*(y). Suponiendo que ¢(x) = ¢(y),
es decir, para toda ¢ > 0 la i-ésima aplicacion de H sobre x resulta estar en
la misma regién J; que la correspondiente i-ésima aplicacion de H sobre y.
Como H es expansiva horizontalmente con un factor p y cada region L; tiene
una anchura de 1, se tiene que para que H'(z) y H'(y) estén en la misma
Lxxxxx es necesario que las coordenadas horizontales de = y y a lo més
1/u'. Lo andlogo ocurre para ¢ < 0y las regiones Jy y Ji, es decir, para que
Hi(xz) y H'(y) estén en la misma Jyxxxx es necesario que las coordenadas
verticales de x y y disten menos de 1/p7". Por lo que la suposicién implicaria
que las coordenadas verticales y horizontales de x y y distan menos de 1/l
para toda i € Z, es decir, x = y lo cual contradice una hipétesis, por lo tanto,
() # ¢(y), lo cual prueba la inyectividad.
Para probar la suprayectividad, sea a = a = (...,a_9,a_1,®a9,a1,as,...) €
Y, definieendo para @ > 0 a la preimagen de L, bajo H' como J'. Por
la continuidad de H, J’ es un compacto para toda i > 0, por lo tanto la
sucesién {MF_,J}2°, es una sucesién de cerrados anidados, y por lo tanto
con la propiedad de la interseccion finita; asi que como M es compacto, la
interseccion M2,J* es no vacia. Lo andlogo ocurre para ¢ < 0 y las regiones
L;, asegurando que MY__, L’ (definiendo a L' de manera andloga a J’) no
es vacio, por ultimo, dado que estas familias de cerrdos son transversales
una con la otra, se tiene que existe un punto x de A(H) tal que estd en
M2, L' MM, J; , es decir, existe z € A(H) tal que ¢(z) = a, lo cual prueba
la suprayectividadd.

Ahora para ver la igualdad, sea v € A(H) = v € AT(H)NA"Y(H) =
Ja € ¥y tal que ¢ (a) =2 ysiy=H(z) = ye AT (H)NA(H)
Ja' € 3y tal que ¢~ H(d/) =y asi, sia = (..,a_9,a_1,0a9,a1,0as,...)
o(a) = (...,a_s,a_1, a9, ®ay,as,...) por otra parte,
a =(...,a_9,a_1,a0,0a1,as,...) = co(a) por lo que

H(z)=y=¢"'(a') = ¢ (o(a) = (¢7 00 00)().

Para la continuidad de ¢. Sea ¢ > 0 = 3N € N tal que 3 ;- n 2711 < ¢ asi,
para que z,y € A(H) tengan, bajo ¢, evaluaciones e-cercanas, es suficiente
que H*(z) y H*(y) estén en la misma componente Jy o J; Yk > N y también
en la misma componente Ly o L1 Vk < —N y como H aleja a dos puntos a
una razén maxima pu, si ||z —y|| < pN ! = ||H*(2) - H*(y)|| < p! =
H*(z) y H*(y) estén en la misma componente .Jy o J; y también en la misma
componente Ly o Ly V|k| < N ya que las intersecciones de Jy y J; con Ly
y Ly son cuadrados de lado 1/ p. O

—
—

De esta conjugacion y por las propiedades de (o,%3) (expuestas en el
apéndice A, subseccién "Funcién corrimiento") se implica la existencia de
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orbitas densas en A(H), por lo tanto que H(yy presenta transitividad topo-
légica; ademds sus puntos periddicos son densos en A(H), asi que por .27 se
concluye que H es cadtica.

2.3. Analisis cualitativo de la Herradura

En esta seccion se veran las principales caracteristicas topologicas de este
sistema dindmico. La primera es que el conjunto limite positivo AT(H) es
un continuo indescomponible. Luego la densidad de la variedad inestable del
punto fijo p, W*(p) en A*(f) y finalizando con la estabilidad estructural de
la Herradura.

2.3.1. Generacién de un continuo indescomponible

Por la proposicién .2 se tiene que AT (H) es un continuo ya que M lo es
y H : M — M es continua. Para ver que es indescomponible se usara la
proposicion .3, es decir, se definiréd otro sistema dindmico (1, t) y una funcién
( tales que el diagrama 2.1 conmuta, seguido de la prueba de que su conjunto
atractor A1 (t) es continuo indescomponible.

M- M (2.1)

o

Afirmacion .2. Un par de funciones buscadas ¢ : M — I yt: 1 — I estan
dadas por:

0 si(r,y) €A
((z,y) =1 = si(r,y) €R (2.2)

1 si(zr,y)eB

0 six <y

pT — siy<ax<1/u+vy

tx) =4 1 sil/p+y<az<l—1/p+7)
l—pz+py sil—(1/p+v) <z
0 siz>1—v

Se muestra la grdfica de la funcion t en la figura 2.5. A continuacion se
muestra como las evaluaciones ( o H y t o ( son iguales en cada uno de los
casos:
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Figura 2.5: La gréafica de la funcion t.

Caso 1 [x < ~] Entonces ¢ o H(z,y) = C(z*,y*) con (z*,y*) € A por lo que
C(z*,y*) = 0. Por otro lado t o ((z,y) = t(0) = 0.

Caso 2 [x > 1—~] Entonces o H(z,y) = ((z*,y*) con (z*,y*) € A por lo que
C(z*,y*) = 0. Por otro lado t o ((x,y) = t(1) = 0.

Caso 3 [(x,y) € Jo] Entonces ( o H(x,y) = ((ux,y/pn) = px. Por otro lado
to((z,y) = t(x) = px pues como (x,y) € Jy entonces x < 1/p.

Caso 4 [(x,y) € Ji] Entonces ( o H(x,y) = ((1 — px,1 —y/pu) =1 — px. Por
otro lado t o {(x,y) = t(x) = 1 — ux pues como (x,y) € J; entonces
z>1-1/p.

Caso 5 1/p+~v < x <1—(1/pu+~)] Entonces ¢ o H(x,y) = ((x*,y*) con
(x*,y*) = H(x,y) € B por lo que ((z*,y*) = 1. Por otro lado t o

((z,y) =t(z) = 1.
Ahora, como ((A*Y(H)) = I, pues AY(H) D AT(H)NR = I x C, se

concluye que el siguiente diagrama conmuta:

AT (H) L AT (H) (2.3)
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Este resultado se usa para probar que la funcién t tiene como limite
inverso un continuo indescomponible. Para esto se define la sucesién inversa
{X;, fi} con X; =1y f; =t para toda i € N.

Proposicion .11. El limite inverso (I,t) = lim, {X;, fi} es un continuo
indescomponible.

Demostracion. Por la proposicion .7 bastara probar que {Xj, f;} es una suce-
sién inversa indescomponible. Sean A := [a,b] y B := [¢, d] dos subcontinuos
de I, sélo pueden ser unipuntuales o intervalos cerrados, y si ademas se cum-
ple que I = A U B entonces se puede suponer sin pérdida de generalidad
que 0 € Ay 1 € B, es decir A =1[0,b] y B =|c,1] conb > c. Por otro
lado, se tiene que existe r € I tal que t([0,7]) = I, asi si r € A entonces
t(B) =1ysire A\ B entonces t(A) = I. Esto prueba que {I,t} es una su-
cesién inversa indescomponible, por lo que efectivamente (1, t) es un continuo
indescomponible. O

De la funcién ¢ se puede obtener una funciéon ¢* : {A*(H),H} — {I,t}
definida por:

C*((Il, X2, X3, )) = (C(x1)7 C(xQ)a C(l‘3), )
La cual, se prueba que es un homeomorfismo (ver [7]). Y con esto, s6lo
basta aplicar .7 y .8 en (* para concluir que A™(H) es un continuo indescom-
ponible.

2.3.2. Densidad de la variedad inestable de p

H tiene un punto fijo p € Jy que es una silla hiperbdlica, en esta seccion
se mostrard que su variedad inestable W*(p) es densa en A*(H). De manera
similar a como se muestra la indescomponibilidad del continuo A*(H). Para
ello se definen las funciones H* : (AT(H),H) — (AT(H),H) y t* : (I,t) —
(I,t), andlogas a como se define (*, es decir:

H*((x1, 29,23, ...)) := (H(z1), H(x2), H(x3),...)
t*((zq, x2, x5, ...)) = (t(x1), t(22), t(x3), ...)

Proposicién .12. El siguiente diagrama conmuta

(A*(H), H) =T (A¥(H), H)

C*l ic*

(1)~ (I,1)
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Demostracion. Sea (xy,x2,x3,...) € (AT (H), H) entonces

"o H*((x1, 22,23, ...)) = C*((H(21), H(x2), H(x3),...))

(C(H (21)), C(H (22)), C(H (x3)), )

que por la conmutatividad del diagrama 2.2, esto ultimo es igual a

((C(21)), 1(C(22)), 1(C(23)), o) = (¢ (1), € (w2), ((w3), ...

Por otro lado se tiene que las proyecciones m; : (AT (H), H) — AT(H) son
homeomorfismos tales que m; o H* = H o m;, por lo que el diagrama anterior
se puede extender a:

AT(H) —H— AT (H) (2.4)

(AZ%),H) —=— (AT (H), H)

¢ iC*
(I,t) — (I,t)

Con la conmutatividad de este diagrama, la continuidad de las biyecciones
(* y m;, y la proposicion .9 se llega a que, para probar la densidad de W*(p)
en A*(H) basta probar la densidad de W*(¢*(m;*(p))) en (I,t). Lo cual se
hard mostrando la densidad de un subconjunto de W*(¢*(m; ' (p))) en (I,1).
Para mayor comodidad se define b := ¢* (77 (p)), nétese que b = (b, by, bs, ...)
y necesariamente by = b; Vi € N pues b € [ es un punto fijo de t. Sea ¢ > 0
tal que Dy := (b—e,b+¢) C (v,1/u + ), como t es expansiva en D; se
tiene que existe Dy C D; tal que (D) = D;. Este paso se puede exten-
der indefinidamente generando una sucesién de intervalos abiertos anidados
(7,1/u+v) D Dy D Dy D D3 D ...y como t|p, es un homeomorfismo para
toda ¢ € N se puede construir la sucesién inversa {D;,t|p,,,}. Cuyo limite
inverso Do, C (I,t), por .8, es homeomorfo a Dj.

Proposicién .13.

U #)"(Ds) € W"(b)

n=0
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Demostracién. Para probar esto serd necesario antes ver como es (t*)~! y la
distancia en un limite inverso (Xj, f;). Si (1, za, x3,...) € (I, 1), entonces, por
como se defini6 t* se tiene que t*((xy, xa, x5, ...)) = ((t(z1), t(22), t(x3),...) =
(t(x1), 21,9, ...); por lo tanto, la funcién inversa (t*)~! estd dada por:

(t*>_1(($1, Lo, T3, )) = (LUQ, T3, T4, )

es decir, (t*)7! es la funcién corrimiento unilateral en sobre (7,¢). Y la distan-
cia entre dos elementos en z = (z1, 2, T3, ...), ¥ = (Y1,Y2, Y3, ...) € (Xi, fi) se

define como:
oo

d*(z,y) == Z | 5 yil
i=1
Notando que como Dy C (v, 1/u+y) donde ¢ es expansiva en un factor de
w se tiene que |z —0b| = p|t~'(x) —b| por lo que d*((t*)~(z),b) = (d*(x,b))/u.
Por otro lado, si x € D; entonces (t*)~(z) € D;11 y como D; D Dy, para
todo natural n entonces

d*((t*) " (x),b) = (1/p)"(d" (2, b))

Por lo tanto, si * € D, entonces lim,,_,., d*((t*)""(x),b) = 0, por lo que
x € W"(b), es decir Do, C W¥(b). Es claro que t*(Dy,) C W*(b) por lo que
en general para toda n se cumple (t*)"(Dy) C W*(b), y por esto se tiene

que
o0

U ()" (Ds) € W"(d)

n=0

]

Asi s6lo basta ver que esta unién infinita es densa en (I,t), para concluir
que W*(p) es densa en AT(H). Para esto serd conveniente ver primero el
siguiente lema.

Lema 2. Para toda M € N existe N € N tal que
()Y (Do) = 1

Demostracion. Primero se da la definicion del diAmetro de un subconjunto
A de un espacio métrico, es el supremo de las distancias entre sus puntos y
se denota por diam(A) := sup, ,c 4 d(z,y) donde d(z,y) es la distancia entre
los puntos del espacio. Ahora, es claro que como t(D;;1) = D; entonces

(Do) = (t(D1), +(Ds), t(Ds), ...)
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y en general, para toda n € N
()" (Do) = (t"(D1), t"(D2), t"(Ds), ...)

Asi, si M € Nentonces mp (t*(Dwso)) = mar((((D1), t(D3), t(Ds3), ...)) = t(Dar).
Por otro lado, como ¢(D;,1) = D; entonces el didmetro diam(t(D;41)) es igual
al de D; y por como se defini6 ¢ en (v, 1/pu+v) DO D; se tiene que el de t(Dyy)
es igual a al de D; por un factor de (1/u)M~! y para toda i € N se tiene
que diam(t" (D;)) = ()N diam(D;). Con lo que se llega a que el didmetro de

tN(Dyy) es (u)N 1 veces el de D;. Por lo tanto, basta con escoger un

M—1
In|diam(Dy)|

natural N > M — ( l
np

) para asegurar que diam(t™(Dy)) >1 O

De hecho, es evidente que para toda n > N pasa que 7y ((t*)" (D)) = 1.
Con esto sera mas inmediato ver la siguiente proposicion.

Proposicién .14. 22 (t*)" (D) es denso en (I,t)

Demostracion. Sea x = (x1,x9,x3,...) € (I,t) y € > 0, se verd que existe un
Y= (y1,Y2, Y3, ...) € U ((t*)"(Dso) tal que d*(y,x) < e. Sea M € N tal que
0 1 . .
=M1 o < g, y por la conducta expansiva de ¢t se sabe que existe N € N
tal que t(Dys) = I por lo que existe y € (t*)V(Dy) tal que ypr = xar y
como ambos estan en (/,t) se cumple

Yri—i =t (yn) = t'(zar) = s

para toda ¢ < M en particular para ¢ = M — 1 por lo que y; = x; por lo
tanto

" > Yi — T4 > Yi — 4 = 1
d(y’$)zz| 9i |: Z ‘ 9i |§ Z §<€
i=1 i=M+1 i=M+1
lo cual concluye la prueba. O

Con esto se ha probado que U (t*)"(Ds) C W*(d) es denso en (I,t)
y por la proposicién .9 y el diagrama 5 se concluye lo que se queria probar:
W"(p) es densa en AT (H).

2.3.3. Estabilidad estructural de la Herradura

Ahora se vera otra propiedad topoldgica interesante de la dindmica de H,
su estabilidad estructural. Para esto serd necesario ver cual es exactamente
Q(H) para ver que efectivamente cumpla las condiciones de transversalidad
y de ser Axioma A, para asi s6lo aplicar el teorema .3.
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Afirmacioén .3. Q(H) es un conjunto hiperbdlico.

Del hecho de que QQ(H) C M es un subconjunto cerrado de un compacto se
sigue que es también compacto. Ya se vio que es invariante, por lo que bastard
probar las propiedades 1),ii) y iii) de la definicion de conjunto hiperbélico (ver
subseccion 1.2.1). Para esto bastard ver que Q(H) C Jo U J; U {a} pues es
claro que en Jy U J; U {a} todos los puntos cumplen las tres propiedades
simultaneamente. Si x € M \ (Jo U J; U {a}) entonces tiene como limite al
punto a € A, es decir, su orbita nunca vuelve a pasar ¢erca'de x por lo que
no puede ser un punto no-errante

De esto ultimo se observa que de hecho, Q(H) C Ni<oH'(Jo U J; U
{a}) y considerando la funcién inversa H~! también se tiene que Q(H) C
NisoH'(Jo U Jy U {a}) es decir Q(H) C A(H) U {a}.

Proposicién .15. Per(H) = Q(H)

Demostracion. Ya se sabia por .10, Per(H) = A(H), por lo que basta mos-
trar la igualdad con A(H).

Sea x € A(H), si es un punto peridédico entonces es directo que = € Q(H);
sea entonces x un punto no es periédico y U C R? una vecindad abierta de
x; suponiendo que x ¢ Q(H), es decir, para toda y € U y todo entero k,
se cumple que H*(y) ¢ U x # H"(z). De la conjugacién topoldgica entre
H |z¢my con la funcion Shift se tiene que existe un elemento z € A(H) tal que
su orbita es densa en A(H), es decir existe un entero k tal que H*(z) € U,
y como la érbita de z es igual a la de H¥(z), existe otro entero m tal que
H*+™ ¢ V para cualquier V C U, lo cual contradice la suposicién de que z
no fuera elemento de Q(H).

La otra contencién Q(H) C A(H) es evidente al recordar que es un conjunto
invariante y A(H) es el mas grande por contencion. ]

Estos dos tltimos resultados prueban que, en efecto, la funcion H es Axio-
ma A. Asi sélo falta ver que también cumple con la condiciéon de transver-
salidad para poder concluir que es estructuralmente estable. Es importante
observar que con esta propiedad se puede asegurar que el resto de las pro-
piedades topologicas vistas también las poseen otras funciones que sean C”
cercanas a H como se definié, por lo que pequenas variaciones a esta defi-
nicion resultan ser basicamente la misma dindmica, como por ejemplo para
ciertas funciones en la familia del mapeo de Hénon (ver [3]).

Proposicién .16. H satisface la condicion de transversalidad.

Demostracion. Sean z,y € Q(H), como Q(H) = A(H) = AT(H)N A~ (H)
por lo tanto z € AT(H) ~ I x C por lo tanto si ¢ < /2 (que es la mitad de
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la distancia minima entre Q(H) y el complemento de R) se tiene que W*(z)
es un segmento de recta horizontal, por lo que W*(x) es homeomorfo a un
arcoiris de Knaster horizontal, que interseca a R en infinitas lineas horizon-
tales. Andlogamente y € A~(H) ~ C x I por lo tanto si e < 7/2 (que es la
mitad de la distancia minima entre Q(H) y el complemento de R) se tiene
que W2(y) es un segmento de recta vertical, por lo que W*(y) es homeomorfo
a un arcoiris de Knaster vertical, que interseca a R en infinitas lineas vertica-
les. De esto se concluye que W"(x) y W#(y) se intersecan transversalmente,
lo que concluye la prueba. O



Capitulo 3

FUNCION HOJALDRE

La funcion Hojaldre, denotada por =, surge como una idea para extender
la Herradura de Smale a R3 de modo que sea un mapeo estructuralmente
topologicamente estable. Partiendo de la deformacién herradura como la ex-
pansién en un subespacio V; del 2-cubo I? = V; @ V5 a la vez que se contrae
el subespacio complementario V5, seguido de un doblamiento. Asi, pensando
en esa idea, escogemos el subespacio Vi = {(z,y,2) € R¥|x = y = 0} pa-
ra encoger mientras que los subespacios complementarios Vo = {(z,y,2) €
R¥|z =2=0}y V3 = {(z,y,2) € R¥|y = 2 = 0} para estirar y doblar
en cada uno. Al doblar dos veces, se hace de modo que el objeto resultante
sea transversal al cubo original en 4 componentes conexas y dividiéndolo en
9 regiones, como en la figura 3.1. De modo que una vecindad del cubo I3
contenga a su imagen, como pasa con la region M bajo H.

En el limite de la interseccién de las imagenes de las iteraciones de = se
obtiene el conjunto AT (Z) al que llamo un volovdn matemético. Un volovan
es una bocadillo tipico de las calles de Veracruz (figura 3.2), la ciudad en que

creci; el cual es esencialmente un pan de hojaldre cuadrado y relleno.

3.1. Construccion

Se expone la construcciéon topologica usando la del mapeo Herradura
usando la construccién del mapeo Herradura. Esto se determina una region
E, homeomorfa a la bola cerrada unitaria, tal que contiene un entorno cerrado
N (andlogo a M en el caso de H) del cubo unitario I* tal que contiene a su
imagen. La definicién formal de esta funcién = : R — R3 est4 dada por:

E(x,y,2) = H,o0H,

39
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Figura 3.1: Deformacion del Hojaldre: En A las expansiones en los ejes X, Y
y la contraccion en el Z. En B el doblamiento en Y. En C, el de X. Y en D
se diferencian las regiones de Z(I%) que intersecan a I® y la que no.
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Figura 3.2: Un volovan veracruzano. Este no es muy fiel a la analogia pues
este es un fragmento cortado de la superficie total, por lo que tiene muchos
bordes.

Con H, y H, extensiones de la funciéon Herradura a R? definidas como sigue:

H,(z,y,z2) = (1,0 H(z, 2),y, 7, 0 H(z, 2))

Con 7, : R? — R la proyeccion en la primer coordenada, es decir 7, (z,y) :=
xy m, en la segunda. As{ definida es inmediato ver que Z(I*) intersecta al
cubo I3 en cuatro regiones. En el resto de N que bajo Z no intersecta a I3,
a diferencia de M \ R con el mapeo Herradura, no es una simple contraccién
con un punto fijo atractor, sino que tiene como conjunto limite algo mas
complicado parecido a un continuo de Knaster, pero esto no se expone en
este trabajo. Tampoco se estudia la dindmica del resto '\ N pues es muy
similar a la de D\ R en el caso de la Herradura. En la figura 3.3 se muestra
a grandes rasgos la evaluacién de cada una de estas regiones.

Igualmente por simplicidad se trabaja solo con la definicién analitica co-
rrespondiente a cuatro regiones conexas en las que la funcién es conjugada
topoldgica a una transformacion afin. Es decir, solo se definira analiticamen-
te en 271(Z(13) N I?) y en el resto no pues es innecesario. Asi como con la
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Figura 3.3: La region E dividida en tres regiones por colores. De verde la
evaluacién de E'\ I®. De azul la de =71 (E'\ I*) N I?, es decir, la regién dentro
del cubo cuya imagen no esté en el cubo. Y de rojo la que estan en el cubo y
su imagen bajo = se quedan en el cubo. El volumen coloreado en la imagen
de la derecha es el correspondiente al cerrado N.

funcién Herradura sélo las regiones .Jy y J; tienen evaluaciones en 12, con
la funcién Hojaldre sélo unas regiones Fy, F1, E, v Es C I? tienen imagen
en I?. En éstas cuatro regiones es donde H; y H, por como se definieron
resultan afines y corresponden justamente con [(JoUJy) x I]N[1 x (JoU Jy)],
esto es, cuatro prismas de base cuadrada de lado 1/u y altura 1.

Ey:=[y,y+1/u)* x I

By =y, v+ 1/l x 1= (y+1/p),1 =9 x 1
Ey=[1—(y+1/p),1 =9 x[y,y+1/p] x I
Eyi=[1—(y+1/u),1 =1 x I

Para mayor comodidad se define el conjunto Ay := Uy<;<4F;. Dado como se
defini6 = = H, o H,, se tiene que en cada regiéon la funcién resultaria ser
como sigue:
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Elgy (2, y,2) = Hy(Hy(7,y,2)) = Hy(z, ppy — v, 2/p + )
= (px — v, 1y — 7, 2/ + v/ + )
E|E1 (x’%z) = Hy<Hx(xay7 Z)) = Hy(l’, I (ﬂy - 7)7 - (z/,u "_7))
= (px —y,py — 7, (L —7) /1w —z/p® +7)
Elpy(z,y,2) = Hy(Ho(2,y, 2)) = Hy(2, py — v, 2/ +7)
= (L= (px —7),1 = (py =), 1 = (/1> + v/ — 7))
Elm(2,y,2) = Hy(He(2,y,2)) = Hy(2,1 = (uy — ), 1 = (2/p+7))
= (1= (ux —7),1 = (uy =), 1 —p+ 2/ +~/p+7)

Imaginar y comprender la dindmica a patir de esta definicion puede re-
sultar una tarea enfadosa, por eso hice otra que tal vez sea menos incomoda.
Consta de la composicion de tres funciones, dos de ellas surgen de una ya
conocida, la funcién ¢ definida en el capitulo anterior. El primer paso de esta
construccion es la aplicacion de la funcién A : A; — I? definida por:

(z,y, /1> + v/ +7) si (z,y,2) € Ey

_J (=, y,( /iw—z/p*+y)  si(zy,z) € By
B@Y2D =0 oyl — (/i 4 fn—7)  si(ey,2) € By
(x,y, 1 —p+z/p* +y/p+7) si(zy, z) € B

Esta funcién .2plasta'verticalmente cada regiéon a un factor de u? y la
traslada a la altura a la que quedaria al final de aplicar =, también hace una
inversion del sentido de la coordenada vertical en las regiones F5 y E;. De
modo que sélo resta hacer la expansiones y traslados correspondientes en las
direcciones complementarias , y es justamente lo que hacen las funciones T},
y Ty, que se construyen a partir de la funcién ¢ : I — I como sigue:

Ty(z,y,2) = (z,t(y),2)
T.(z,y,2) = (t(z),y, 2)

Estas funciones aplican expansiones y traslaciones en las coordenadas x
vy y a la vez que aplica inversiones de los sentidos de dichas coordenadas, en
E invierte el sentido de y, en E3 el de x v en Fy ambas, mientras que en Ejy
ninguna. De modo que al aplicar la composiciéon de las tres sobre A; resulte
equivalente a haber aplicado Z (el proceso se ilustra en la imagen 3.4). Asi,
la definicién analitica de = restringida a A; seria:

E|A1<w7y7z) = (Tz © Ty o A)('T?y’z)



44 CAPITULO 3. FUNCION HOJALDRE

Que puede simplificarse, definiendo 7" : I3 — I3 como T'(x, vy, 2) := (t(x), t(y), 2),
entonces

Ela(,y,2) = (T o A)(2,y, 2)

Encontré mas cémoda esta definicién ya que muestra por separado las
dindmicas en cada subespacio estables e inestables locales y esto facilitara
comprender su dinamica simbélica. Para esto, antes se vera un breve analisis
geométrico, hay que observar que se satisface la descripcion vaga que se did
al inicio del capitulo, ya que efectivamente Z(F') intersecta transversalmente
a I® en cuatro componentes conexas:

A_1 :E(Al)
=(Ey) UZ(Ey) UE(Es) US(E)

1 _
=1 X (L 0,0 (L) + 1/ U T x [

l—v
—1/u2+%T+7]
UL [1=1/p? = y/n+7,1—7/p+7]

U X [1=p+y(1+1/p), 1= p+y(1+1/p) +1/447]

que son cuatro prismas de base I? y altura 1/u?, como rebanadas gruesas
paralelas al plano XY y que separan a I® en nueve regiones. De las cuales
distinguimos las imégenes de las regiones F; con 0 <1 < 3.

Oy := Z(E)p)
O, :=Z(Fy)
O, := =Z(E»)
O3 := Z(E3)

Para visualizar la conducta asintética del sistema se vera lo que ocurre
con los subconjuntos fronterizos. Comenzando con las caras verticales de las
regiones que componen a Ay, al aplicar A se contraen verticalmente, de modo
que con T terminan sobre las caras verticales de I?, de hecho pasan a ser las
caras verticales de las componentes de A_;. Mientras que las caras horizon-
tales de las componentes de A; van a las respectivas caras horizontales de
las componentes de A_;. De esto se ve que cualquier secciéon transversal a
cualquier componente de A; va a dar a una seccién transversal a todo I2 pero
con un grosor reducido a un factor de 1/u% Asi mismo se ve que, cualquier
seccién que atraviesa longitudinalmente a cualquier componente de A; va a

dar a una seccién de anchura p? veces mas grande pero su altura reducida
de 1a1/u%
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A A
E___E
A bid A
Ll il A(El)
E A ‘ |
Ez
A A
= =(Ey)
AL ,: E(Elz)
= TAED) P 1 =E)
— | , = (5 >
T,;E(A(Eg)) i —1 E(Eo)

Figura 3.4: Evolucién del mapeo de I® bajo = en tres pasos. En A se muestra
de color azul las regiones E; con su base de amarillo. En B sus iméagenes bajo
A. En C, las imagenes de la composicién de las funciones T, o A, las flechas
verdes representan la expansion mientras que las magenta las inversiones en
dos ejes. Y en D se incluye la evaluaciéon de 7T}, con flechas rojas representando
la expansion y negras la inversion, terminando asi con la aplicacién de = sobre

Ay).
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Ahora se mostraran sus puntos fijos en I3, en el resto de E también hay
puntos fijos, pero por ahora no se estudiara esa region. En cada componente
de A; la aplicacion de = sobre el subespacio x = y = 0 es equivalente a la
proyeccion de la aplicacion de A que es una contraccion del intervalo, por lo
que la restriccion de la proyeccién de A a cada componente tiene un punto
fijo en cada una bajo A, z; € I, J € {E;} y 0 <i < 3, es decir, cada compo-
nente F; tiene una rebanada'horizontal que queda fija con la aplicacion de
A. Mientras que con la aplicacién de T pasa algo similar, T' es una expansion
en los subespacios horizontales de cada componente, por lo que existe una
pareja (x,yy) € m,(J) con J = E; con 0 < i < 3 tal que (z;,y,,2) es un
punto fijo de T" para todo z € I. Con lo que se concluye que en cada com-
ponente J de A; hay un segmento de recta vertical que queda fijo bajo T,
estos segmentos intersectan a las rebanadas'fijas con lo que se tienen cuatro
puntos fijos en (z7,y,2;) € I® bajo Z.

No se describe analiticamente el mapeo inverso para no saturar de ecua-
ciones. A grandes rasgos la deformacién inversa =Z~! se describe como una
contraccion en dos de los tres subespacios junto con una extensiéon en el otro,
transformando al cubo unitario en un prisma de pu? veces el alto del cubo
y con base de drea 1/u veces la del cubo; esto seguido de un par de dobla-
mientos del prisma, formando primero una herradura y luego doblando los
extremos de esta herradura hacia el frente hasta dejarlos paralelos con el
resto. En la figura 3.5 se ilustra el proceso inverso del ilustrado en la figura
3.1 en tres pasos.

A, interseca a A_; exactamente en 16 componentes conexas que son pris-
mas con bases cuadradas de lado 1/u y altura 1/u?. Esto es con la primera
aplicacién de = (o =71). Asi, con la segunda se observa que Z*(I?) N I3 C
Z(I3)NI3, por lo que se tienen imdgenes anidadas. Al igual que H~!, 2! tiene
la propiedad de imagenes anidadas por un argumento idéntico al caso de =.
En general se tiene que para todo entero k, el conjunto Ay := Z*(ZK ()N 13)
consiste de 4% componentes conexas, si k < 0 son prismas de base I? y altura
1/p?*, v si k > 0 son prismas de altura 1 y base 1/u%, asi que en el limite se
forma un conjunto homeomorfo a C? x I. El conjunto limite negativo A~ (=)
es algo parecido al arcoiris de Knaster pero en R?, no es estudia este objeto
en este trabajo. Por otro lado, el conjunto A™(Z) si se estudiard méas adelan-
te, pero lo que interesa por ahora es su interseccién con el I3. No es dificil
ver que se trata de un producto cartesiano entre I? y C, donde C' denota al
conjunto de Cantor. Al tomar la interseccion entre AT (Z) y A~ (Z) tenemos
un conjunto absolutamente invariante de I® bajo Z, su conjunto limite A(Z),
que se trata de un Cantor al cubo. A continuacién se explicara un mapeo de
¥4 en si mismo, eL cual resulta ser conjugado topoldgico a la funcion =, (z).
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Figura 3.5: Proceso inverso del mapeo Hojaldre: De A a B el doblamiento en
X en sentido contrario. De B a C, doblamiento en Y; y de C a D expansiéon
en Z y contraccién en X y Y. En D se diferencian las regiones de Z(I3) que
intersecan a I® y la que no.

3.2. Dinamica simbdlica del Hojaldre

Esta vez la dindmica serd en ¥, y no en %y puesto que las regiones de
E que bajo = intersecta a I3, A;, estdn en 4 componentes conexas; y lo mis-
mo para 27! (E). As{ como con la Herradura, su codificacién hacia adelante
dependia tnicamente de la coordenada x, en el Hojaldre, depende tnica-
mente de las coordenadas x y y, pues son las correspondientes al subespacio
inestable. En la figura 3.6 se muestra la gréfica analoga a la figura 2.4 corres-
pondiente a la Herradura.

La codificacién hacia atras del Hojaldre depende tinicamente de la coor-
denada z por lo que su grafica es unidimensional, similar a la grafica de la
imagen 10 pero con cuatro colores, pues A_; intersecta a [ 3 en cuatro com-
ponentes. El endomorfismo en ¥4 conjugado topoldgico a = en su conjunto
limite A(Z) es también la funcién corrimiento o si la funcién € : ¥y — A(Z)
que satisface que £ o Z = £ o ¢ se define de forma analoga, es decir, como
sigue:

EANE)dz — &(x) € &y

() =(...,a_9,a_1,0a9,a1,as,...)
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IE :Hl

e L

Figura 3.6: El cuadrado unitario dividido en cuatro colores. Azul corresponde
a la proyeccion de la region Fy, verde a Ey, rojo Fy y amarillo Ej. Los cuadra-
dos con un factor 1/pu mas pequenio corresponden a las imagenes anidadas,
formando asi un conjunto de Cantor en el limite.

Con a; dado por:
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Asi definida £ es inmediato ver que en efecto (£ o Z)(x) = (£ o 0)(x) para
todo € A(Z). La prueba de la continuidad es completamente similar al caso
de la Herradura. Se concluye que la funcién Hojaldre restringida a A(Z) es
también conjugada topoldgica a la funcién corrimiento y por lo tanto también
tiene la propiedad de ser cadtica, tener érbitas densas y asintéticamente pe-
riddicas. En la siguiente parte se expondra un andlisis cualitativo del sistema
Hojaldre.
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3.3. Analisis cualitativo del Hojaldre

En esta seccion se demostraran las mismas propiedades que se mostraron
de la funciéon Herradura en el capitulo anterior. Esto es, que la funciéon Hojal-
dre genera también un continuo indescomponible, que la variedad inestable
de uno de sus puntos fijos es densa en este continuo y la estabilidad estruc-
tural del sistema Hojaldre. Las pruebas son esencialmente analogias directas
y naturales por lo que seran mas cortas e intuitivas.

3.3.1. Generacion de otro continuo indescomponible

De forma totalmente analoga a como se mostr6 con el sistema Herradura,
con el sistema Hojaldre se mostrard que su conjunto limite A*(Z) es un
continuo indescomponible. Por la proposiciéon I1.10, como también se cumplen
las condiciones: FE es un continuo y = es continua, entonces AT(Z) es un
continuo. Para ver que es indescomponible se usara la misma estrategia, es
decir la proposicién I1.11. Se define el sistema (I?,7"), con T" la proyeccién
sobre el plano (X,Y) de T, la funcién con la que se definié Z|,,, es decir,
T' . I* — I? con T'(x,y) := (t(x),t(y)). Ahora se probard que el limite
inverso de la sucesién inversa {X;, f;} con X; = I*y f; = T’, es un continuo
indescomponible.

Proposicion .17. El limite inverso (I*,T") := lim, {I*,T'} es un continuo
indescomponible.

Demostracién. Por la proposicion I1.15 bastard probar que {I%, 7'} es una
sucesion inversa indescomponible. Sean A := [a, b]x[a’, V] y B := [¢,d] x|, d]
dos subcontinuos de I?, por lo que sélo pueden ser unipuntuales, segmentos
de recta o rectdngulos cerrados, y si ademds se cumple que I? = AU B
entonces se puede suponer sin pérdida de generalidad que {0} x I C Ay
{1} x I C B, es decir A =[0,1] x [0,V/] y B =[0,1] x [¢, 1]. Por otro lado,
se tiene que existe (r,s) € I? tal que T'([0,7] x [0,s]) = I, asi si (r,s) € A
entonces T"(B) = [* y si (r,s) € A\ B, entonces T'(A) = I*. Esto prueba que
{I?,T"} es una sucesién inversa indescomponible, por lo que efectivamente
(I%,T") es un continuo indescomponible. O

Con esto, para aplicar la proposicion I1.11 solo basta exhibir una funcion,
p: N — I? continua, tal que conmuta el diagrama:

AH(E) —== AT (E) (3.1)
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La funcién p se construye siguiendo la analogia con la funciéon Herradura,
es decir, contrayendo I al plano z = 0 dejando fijas las coordenadas (z,y) y
contrayendo el resto de N a la frontera de I2, esto es:

(z,y) si(z,y)el?

(x,1) siy>1
plx,y,z) =4 (x,0) siy<0
(l,y) siz>1
(0,y) siz <0

Afirmaciéon .4. Asi definida p el diagrama 3 conmuta.
Para ver esto se verifica que las evaluaciones po = y T' o p sean iguales en
cada uno de los casos

Caso 1 [v < ~y] Entonces p o Z(z,y,z) = p(z*,y*, z*) con z* < 0 por lo que
p(x*,y*, 2*) = (0,y*). Por otro lado T" o p(x,y,z) = T"(0,y) = (0,y%).

Caso 2 [y < ~y] Entonces p o Z(x,y,z) = p(a*,y*, z*) con y* < 0 por lo que
p(a*, y*, z*) = (x*,0). Por otro lado T" o p(x,y, z) = T'(x,0) = (x*,0).

Caso 8 [x > 1 —~] Entonces poZ(x,y, z) = p(x*,y*, 2*) con z* > 1 por lo que
p(x*,y*, z*) = (1,y*). Por otro lado T" o p(x,y,z) =T'(1,y) = (1,y*).

Caso 4 [y > 1—~] Entonces po =Z(x,y,2) = p(z*,y*, 2*) cony* > 1 por lo que
p(a*, y*, z*) = (*,1). Por otro lado T" o p(x,y,z) = T'(x,1) = (z*,1).

Caso 5 [1/p+v <x <1—(1/p+7)] Entonces po=(x,y, z) = p(z*, y*, z*) con
x* > 1 por lo que p(x*,y*, z*) = (1,y*). Por otro lado T' o p(x,y,z) =
T'(z,y) = (Ly").

Caso 6 Asi como los casos 2, 3 y 4 fueron andlogos al 1, el caso 6, cuando
I/p+v<y<1l—(1/u+~) es andlogo al anterior.

Caso 7 [(x,y,z) € Ey] Entonces po=(z,y, z) = p(pr—,y/u—v,A(z)) = (pz—
Y,y/1—"). Por otro lado T' o p(x,y,z) = T"(x,y) = (px —,y/1—").
Los caso 8,9 y 10, al igual que con el caso 6, cuando (z,y,z) € E; con
1 > 0 son completamente andlogos al 7.

Para concluir que efectivamente el diagrama conmuta basta con ver que
como p(AT(Z)) = I, pues AT(Z) D AT(E)N I3 = I? x C. Con la conmuta-
tividad del diagrama 3 sélo falta exhibir un homeomorfismo p* : AT(ZE) —
(I%,T") que como con la Herradura se define de la siguiente manera:

p* (1, 2,23, ...) := (p(21), p(22), p(23), ...)
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Proposicién .18. p* es un homeomorfismo

Demostracion. Primero se mostrara su continuidad y luego su biyectividad.
Dado k € N se define ¢, la k-ésima proyeccién de II3°;AT(Z) en AT(Z)
como @y (1, T2, T3, ...) := ¥y, es decir gy, = Tg|a+(z). Por IL6.iii) se tiene que
la funcién p* es continua si y soélo si cada 7 o p* lo es para toda k. Sea
r = (x1,%2,x3,...) € AT(Z) entonces

(7 0 p*) () = m(p(21), p(22), p(23), ...) = plar) = p o pr(z)

y como py ¢, son funciones continuas entonces m0p* lo es también. Ahora se
verd la biyectividad. Para esto se mostrard primero que para todo y € (12, 7")
hay un z € (AT(Z), =) tal que es preimagen de y, esto es la suprayectividad,
y luego se verd que dicha z es tnica, es decir, la inyectividad. Sea y =
(y1,Y2,¥3,...) € (I*,T"), hay dos casos.
Caso 1: y = ((0,0), (0,0),(0,0),...); se vio que en N \ I* hay un punto fijo
= (29", 2") € L por lo que Z(1i)) = 1, claramente n € A*(Z) asi que
= (i, 1, i, =

B B

..) € (AT(2),Z) ademds, como 2" < 0y y" < 0 entonces
p*(0*) = ((0,0),(0,0), (0,0),...). Ahora supongamos que z = (z1, 22, 23, ...) €
(AT(2),E) es tal que p*(z) = ((0,0),(0,0), (0,0), ...) entonces necesariamente
para toda k, se tiene que z; pertenece N \ I®. Sea n € N entonces para
cualquier m > 0 se cumple

lzn = Al = 2™ (zngm — E™ @) < C™[|zn — 0]} < C™

Donde 0 < C' < 1 pues = es una contracciéon en N \ I? y la tltima desigual-
dad es por que la distancia méxima entre dospuntos de N \ I® es 1, pero
aun cuando no fuese asi, si fuera p > 1 (necesariamente p < oo pues N es
compacto) entonces solo habria que escoger m suficientemente grande. De
esta desigualdad se concluye que z, = i para toda k, es decir z = 1n* lo cual
muestra la unicidad.

Caso 2: y # ((0,0), (0,0), (0,0), ...); entonces existe > 0 tal que y,. # (0,0),
de esto se sigue que y, € A:=[0,1] x [0,1] \ {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} para
toda n > r 4 1. La imagen inversa de y, bajo p es un segmento de recta
vertical contenido en (A x I) C N. Sean > r+ 1 fijo, sea k > 0y Sk
el segmento de recta p~(ynix); si z € (AT(Z),Z) es tal que p*(z) = y en-
tonces la n + k-ésima coordenada de x debe de estar en S, ;. Ahora, como
T o p = p o=k entonces ZX(p™ (yyr)) C pL(yx), de esto se sigue que la
n-ésima coordenada de x debe de estar no solo en S,, sino en Ek(5n+k). Por
otro lado, como la tercera componente de =, es una contraccion se tiene la
siguiente sucesion de segmentos de rectas anidados:

—_

Sp D E(Sni1) D Z2(Sns2) D oo D E(Snir) D oo
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Y como la longitud de los segmentos tiende a cero la interseccion de todos es
un punto

o0

{xn} = ﬂ Ek(sn—i-k)

k=0
Con esto se define x := (1,9, 3, ...) de la siguiente manera: si n > r + 1
entonces x,, se define con la interseccion anterior, si n < N entonces se define
por x, = =""17"(z, ). Asl definido se asegura que x sea un elemento de
(AT(Z),Z), pues si n > r + 1 entonces

oo o0

E(Tnt1) = E(ﬂ : Snyitk)) C ﬂ °oZ(p yn+1+k))
k=0
ﬂ yn—i-k)) Ek(5n+k)
k= k=0
=T,

Esto prueba la unicidad de la imagen de x y con esto se concluye la prueba.

[]

Afirmacion .5. La prueba para la funcion * que se definio en el capitulo
anterior es esencialemente la misma, de hecho esta se basd en la dada en [7].

Con esto ya es inmediato ver que efectivamente A*(Z) es un continuo in-
descomponible. Pues por .8 AT (Z) = (AT(Z), Z) y por la proposicién anterior
(AT (2),Z) = (I?,T') que es un continuo indescomponible como se mostré en
IV.1. Y con la aplicacién de II.11 a estos dos homeomorfismos se concluye
que AT(E) es un continuo indescomponible.

Para concluir el analisis de este continuo se mostrara que es homeomorfo
a K x K con K el continuo de Knaster, es decir, el generado por la funcién
Herradura. Para esto se definira primero la funciéon producto de dos fun-
ciones:

Definimos para f: X — X yg: X — X, el producto f xg: X x X —
X x X como f x g(x,y) = (f(x),9(y)). Con esta definicién son inmediatas
el siguiente par de observaciones.

(a) Hme(f X g) = {((l‘o,yo), (xbyl)a """ ) : f X g<xn+1ayn+l) = (xnayn)}>
con la topologia inducida por su contencién en el producto IIF (X x X).

(b) lim,_(f) x lim, (g) = {(zo, 21, ---) X (Yo, Y1, -...)} tal que f(x,11) = 2,
Y 9(Yn+1) = Yn, con la topologia inducida por IIFX x IIFX.
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Lema 3. lim, (f x g) es homeomorfo a lim, (f) x lim, (f)

Demostracion. Definamos ¢ : lim, (f x ¢g) — lim, (f) x lim, (f), como

o((zo,Y0), (T1, Y1) --rr)) = (20, 21, ...) X (Yo, Y1, -...). Esta funcién satisfa-
ce:

1. Es biyectiva pues claramente tiene inverso ¢ ((zg, 21, ...) X (Y0, Y1, --..)) =
(o, Yo), (X1, Y1), eover).

2. Es bicontinua pues la topologia heredada de los productos en (a) y (b)
son iguales. [

La funcién que actia en I es T = ¢ x t. Entonces lim, (T'xT) = K x K,
por lo que el atractor de la funcién Hojaldre es K x K C R3. Un ejemplo
muy simple pero parecido, pasa con el circulo S* C R?, cuando se toma el
producto que es el toro: S* x S C R* pero también hay un encaje a R3, lo
analogo ocurre con K x K.

3.3.2. Densidad de la variedad inestable de ¢

Aligual que con la Herradura, se mostrara la densidad de la variedad ines-
table del punto fijo hiperbdlico de Ey, denotado por eq := (zg,, Yg,, 25, ), en el
continuo AT (Z), es decir Wt(ey) = AT (Z). Se hard de forma completamente

analoga a como se hizo con la Herradura. Comenzando con la definicién de
las funciones =* : (AT(2),Z) — (AT(2),2) y T : (1%, T") — (I*,T") como:

E*(le, T2, T3, ) = (E(l'l), E($2), E(xg), )

T (21, 9, 23, ...) := (T"(x1), T' (x2), T' (23), ...)

Asi definidas se cumple que p* hace conmutar el siguiente diagrama:

*

(AT(E),E) == (A7(5), B) (3.2)
(1%, T") —— (1%, 1)

Afirmacion .6. El diagrama 4 conmuta.
Si (x1, 29,3, ...) € (AT(Z),E) entonces

= (p(E(21)), p(E(22)), p(E(23)), )

que por la conmutatividad del diagrama (3), esto dltimo es igual a
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(T"(p(21)), T'(p(2)), T (p(25)), ..) = T" (p(x1), p(w2), p(23), --.)
- T/* © p*((xh Za, X3, ))
Por otro lado se tiene que las proyecciones 7; : (AT(Z),Z) — AT(Z) son

homeomorfismos tales que m; 0 Z* = = o 7;, por lo que el diagrama anterior
se puede extender a:

(1

A*(2) A*(E) (3.3)
S
(AT(E),E) == (AT(5),5)
p*l l -
(12,7 (12,1

s

Con la conmutatividad de este diagrama, la continuidad de las funcio-
nes p* y m;, v la proposicion II.17 se llega a que, para probar la densi-
dad de W¥(ep) en A*(Z) basta probar la densidad de W*(p* (77 (ep))) en
(I%,T"). Lo cual también se hard mostrando la densidad de un subconjun-
to de W*(p*(m;*(ep))) en (I%2,7"). Para mayor comodidad se define d :=
p* (7 (eg)), nétese que d = (dy,dy, ds, ...) y necesariamente d, = d; Vi € N
pues d € I? es un punto fijo de 7". Sea ¢ > 0 tal que By := (d —¢,d +¢)* C
(7, 1/ + )%, como T" es expansiva en B; se tiene que existe By C B tal
que T"(Bs) = Bj. Este paso se puede extender indefinidamente generando
una sucesién de abiertos anidados (v,1/u +7)> D By D By D B3 D ... y
como T"|p, es un homeomorfismo para toda i € N se puede construir la su-
cesién inversa {B;,T"|p,,, }. Cuyo limite inverso By, C (I%,1"), por IL.16, es
homeomorfo a B;.

Proposicién .19.

U (T")"(Bx) € W"(d)

n=0

Demostracién. Para probar esto serd necesario antes ver como es (77*)71.
Si (z1,%9,3,...) € (I*,T"), entonces, por como se defini6 T™ se tiene que
T ((z1, 9, x5, ...)) = (T"(21), T"(x2), T'(x3), ...) = (T"(x1), 21, 22, ...); por lo
tanto, la funcién inversa (77*)~! estd dada por:

(T,*)_l((l'l, Lo, T3, )) = (ZL’Q, T3, T4, )

es decir, (T")~! también resulta ser la funcién corrimiento unilateral pero
sobre (12, T"). Notando que como By C (7,1/u +v)* donde T” es expansiva



3.3. ANALISIS CUALITATIVO DEL HOJALDRE %)

en un factor de p en cada dimensién, por lo tanto se tiene que |z — d| =

V2u|T'~Y(x) — d| por lo que d*((T"™)~!(z),d) = d*\(/g;bd)

r € B;, entonces (T7*)7!(x) € B;y1 y como B; D By, Vn € N entonces

d*((T")"(x),d) = (1/v/2p)"d" (, d)

. Por otro lado, si

Por lo tanto, si x € B., entonces lim,, . d*((T") "(x),d) = 0, por lo
que x € W*(d), es decir Bo, C W"(d). Es claro que T"(By) C W"(d) por
lo que en general Vn € N (T")"(By,) C W"(d), y por esto se tiene que

(@) (B.) € W(d)

n=0
0
Asi s6lo basta ver que esta unién infinita es densa en (1%, T"), para concluir

que W¥(ep) es densa en AT(Z). Para esto serd conveniente ver primero el
siguiente lema.

Lema 4. Para toda M € N eziste N € N tal que
(T (Boo)) = I
Demostracion. Primero, es claro que como T"(B;11) = B; entonces
T*(Bu) = (T'(By), T'(B2), T'(By), -
y en general, para toda n € N
(T™)"(Beo) = (T"(B1), T™(B2), T (Bs3), -..)

Asi, si M € N entonces 7y (1T*(Bx)) = mn((T7(B1), T'(Bs), T'(Bs), ...)) =
T'(Byy). Por otro lado, como T"(B;;1) = B; entonces |[T"(Bjy1)| = |Bil v
por como se defini6 T’ en (v,1/u+v)? D By se tiene que |T"(By)| =
(1/p®)M=Y By|, y tambien Vi € N [T"M(B;)| = (1*)V|B;|. Con lo que se

llega qa que
_ 1
T (Ban)| = (1) s | Bi)

ln|Bl|

Inp?
que |T"N(By)| > 1 ]

Por lo tanto, basta con escoger un natural N > M — ( ) para asegurar

De hecho, es evidente que para toda n > N pasa que 7y ((77*)"(Bw)) =
I?. Con esto sera mds inmediato ver la siguiente proposicién.



26 CAPITULO 3. FUNCION HOJALDRE

Proposicion .20. U (T"*)"(B,) es denso en (I?,T")

Demostracion. Sea x = (x1, T2, x3,...) € (I*,T") y € > 0, se verd que existe
un y = (y1,92,Ys3,...) € US2(T"™)"(Bs) tal que d*(y,z) < . Sea M € N
1
tal que >, o5 < ¢ por el lema 3 se sabe que existe N € N tal que
T'N(Bys) = I? por lo que existe y € (T")N(By) tal que yy = a7 y como
ambos estan en (12, T") se cumple
ynr—i = T"(ynr) = T/i<5UM) = TM—i

para toda ¢ < M en particular para ¢+ = M — 1 por lo que y; = z; por lo
tanto

. = |Yi — x; — |y —z = 1
d(y,I)ZZ‘ 5 - Z‘szﬁ D, 5 <¢
i=1 i=M+1 i=M+1
lo cual concluye la prueba O

Con esto se ha probado que U2 ,(T"*)"(Bs) C W"(eg) es denso en (12, T")
y por la proposicion I1.18 y el diagrama 5 se concluye lo que se queria probar:
W(ep) es densa en AT (Z).

3.3.3. Estabilidad estructural del Hojaldre

También de forma completamente analoga a como se probd con la He-
rradura, para el caso del Hojaldre es necesario ver cudl es exactamente (=)
para ver que efectivamente cumpla las condiciones de transversalidad y de
ser Axioma A, para asi sélo aplicar el teorema I1.4.

Afirmacién .7. Q(Z) es un conjunto hiperbélico.

Del hecho de que Q(Z) C E es un subconjunto cerrado de un compacto se
sique que es también compacto. Ya se vio que es invariante, por lo que bastard
probar las propiedades i),ii) y iii) de la definicion de conjunto hiperbélico.
Se tiene que Q=) C Ui, B; U {Q} pues es claro que en esta union todos
los puntos cumplen las tres propiedades simultineamente. Asi que toda x en
E\ (U, E; U{Q}) con 7 el punto fijo en N\ I®, entonces, a cada iteracion
de = todos los puntos se aproriman asintoticamente a la union de los planos
paralelos a los planos x = 0 y y = 0 que pasan por el punto i € N \ I*, es
decir, para cualquier o > 0 existe un natural N tal que para toda n > N se
cumple Z"(x) € Bs(x), es decir, a partir de alguna iteracion su orbita nunca
vuelve a estar en la vecindad de x por lo que es un punto errante

De esto tltimo se observa que de hecho, Q(Z) C Ni<oZ(Ui_; B; U{n}) y
considerando la funcién inversa Z-! también se tiene que
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Q) C Nizo=""(Uiy Ei U {i})
es decir Q(Z) C A(Z).
Proposicién .21. Per(Z) = Q(2)

Demostracion. Se tiene que si x € A(Z) entonces z es limite de alguna 6rbita
hacia adelante o hacia atras por lo que = € {«a(y),w(y)} para alguna y € E,
es decir, x € L(Z) y como L(Z) C (E) se tiene que

L(Z) c QE) c A(E) C L(B)

es decir, ambos conjuntos coinciden. Y como por la conjugacién de Z|zz) :
A(E) — A(E) con la funcién corrimiento o : 34 — ¥4 se tiene que Per(Z) =
A(Z) entonces Per(Z) = Q(Z), lo que concluye la prueba. O

Estos dos ultimos resultados prueban que, en efecto, la funcion = es Axio-
ma A. Asi sélo falta ver que también cumple con la condicién de transversali-
dad para poder concluir que es estructuralmente estable, se puede demostrar
la siguiente.

—_
—

Proposicion .22. = satisface la condicion de transversalidad. Idea de la
demostracion: Sean z,y € QE), como QEZ) = AZE) = AT(E) N A (E)
por lo tanto x € AT(Z) ~ I? x C por lo que si e < /2 (que es la mitad
de la distancia minima entre Q(Z) y el complemento de I3) se tiene que
W(x) es una seccion de plano horizontal, que al extenderlo a W"(x) se
tienen infinitos secciones de plano horizontales conectados en el continuo
que llamo "volovdn matemdtico', y este continuo interseca a I sélo en las
secciones de plano horizontales. Andlogamente y € A=(Z) ~ C? x I por lo
tanto si e < /2 (que es la mitad de la distancia minima entre Q(Z) y el
complemento de I*) se tiene que W2(y) es un segmento de recta vertical, por
lo que W*(y) es homeomorfo a un continuo de Knaster vertical, que interseca
a I? en infinitas lineas verticales. De esto se concluye que W*(z) y W*(y)
se intersecan transversalmente, lo que concluiria la prueba.
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Un sistema dinamico discreto consta de un par: un conjunto X y una
funcién f : X — X. Y estudia lo que ocurre con las iteraciones f" de la
funcién, con n € NU {0} y f° := Idx, la identidad en X; o bien, n € Z
si f es invertible. Si la funcién es invertible se genera una acciéon de grupos
topolégicos mediante f:

A:ZxX >3 (mzx)— f™(x)

Asi Z (o N) representa el tiempo, X el objeto en cambio y f el cambio.
Siguiendo con la analogia, el futuro, pasado y cada historia completa de cada
punto de X serian equivalentes a los conjuntos semi érbita positiva, negativa y
global (o simplemente la drbita) definidos para cada = en X, respectivamente
como sigue en el mismo orden.

Of (x) = {y € X|3m € N|f™(z) = y}
05 (z) = {y € X|Fm e N|f™(z) = y}
Of(x) = {y € X[3m € Z|f"(z) = y}

Un punto 2y € X se llama punto fijo bajo f si f(xg) = 2o, inmediata-
mente se observa que si xy es un punto fijo, entonces O(zo) = {xo}.

Proposicién .23. Sea A un intervalo en R y f : A — A continua. Si un
subintervalo cerrado [a,b] C A es tal que:

i) f([a,b]) C [a,b], entonces f tiene un punto fijo en [a,b.

29
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i) [a,b] C f([a,b]), entonces [ tiene un punto fijo en |a,bl.

Demostracion. (i) f([a,b]) C [a,b], entonces a < f(a)y f(b) <b.
Definamos una funcién auxiliar h : [a,b] — R, dada por h(z) = f(x) — .
Aplicando a h el teorema del valor intermedio, como en los extremos del
intervalo A toma un valor negativo o nulo y el otro positivo o nulo, se concluye
que existe un valor ¢ € [a, b] tal que h(c) = 0, lo cual implicaria f(c) = ¢, es
decir, ¢ € [a, b] es un punto fijo.

(7) Si [a,b] C f([a,b]) entonces debe haber un par de elementos ooy 3 €
la,b] tales que f(a) = ay f(B) = b. De esto se observa que f(a) < a'y
B < f(B). Usando de nuevo la misma funcién h y se llega a la conclusion
correspondiente: 3¢ € [« 8] tal que h(c) = 0, entonces f(c) = ¢, es decir, ¢
es un punto fijo en [a, b]. O

Se dice que xg € X es un punto periddico del sistema f : X — X, si
existe n € N tal que f™(zg) = ¢, el conjunto de todos los puntos peridédicos
bajo f es denotado por Per(f). Asi, si g € Per(f) entonces se tiene que
la 6rbita de xy es finita y peridédica. Si xg € Per(f), se dice que zy tiene
periodo k, si k es el minimo natural tal que f™"(zg) = x¢. Es inmediato
ver que la orbita de x( tiene exactamente k£ elementos y son justamente

Oy(wo) = {f! (0)|0 < j < K}

4.1. Hiperbolicidad Lineal

Los contenidos de esta seccién fueron consultados en la fuente [4]. Para
funciones en un espacio topolégico un punto fijo xy es atractor (o estable)
si existe una vecindad abierta U C X, tal que, para toda y € U se tiene que
limp 0o f™(y) = . Andlogamente, un punto z € X repulsor (o inestable) si
para toda vecindad abierta U C X y para toda y € U\ {z} existe un natural
n, tal que f"(y) € U. Es inmediato ver que si f es biyectiva entonces = es un
punto fijo atractor de f , si y sélo si x es un punto fijo repulsor de f=1. Y el
resto de puntos fijos son llamados indiferentes.

Proposicién .24. Sea f : R — R de clase C' con a € R como punto fijo.
Entonces se cumple que:

1.51 |f'(a)| < 1 entonces a es un punto fijo atractor.

2. Si|f'(a)| > 1 entonces a es un punto fijo repulsor.

Demostracion. Sea f como en la hipétesis, suponiendo que |f/(a)| < 1, dada
la continuidad de f’ se tiene que existe € > 0 tal que |f'(y)| < 1 Vy € A :=
(a — €,a + €). Tomando cualquier y € A, bastara con probar que la sucesion
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dada por su érbita tiene a a como limite. Asi si y; = f(y) su distancia al
punto fijo a, |11 —a| = |f(y) — f(a)| y aplicando el Teorema del Valor Medio
se llega a que existe un z entre y y a tal que |f(y) — f(a)| = |f'(2)||ly — ]
y como z estd entre y y a estd también en A por lo que m = [f'(2)] < 1.
por lo tanto, la sucesién {|y, — a|} estd dada por la sucesiéon {m"|y — al}, es
decir, converge a cero, lo cual prueba la primera parte.

Para la segunda parte, el caso |f/(a)| > 1, la prueba es completamente anélo-
ga, en este caso m > 1 por lo que m”™ diverge. O

Sea xg € M C R un punto fijode f : M — M, se dice que es hiperbélico
si |f'(xo)| # 1, y si la igualdad se dé, entonces lo llamaremos indiferente. La
definiciéon se extiende a puntos peridédicos. Si zy es un punto periddico de
periodo k > 1, entonces es un punto fijo de f*, asi, si |f*(z)| # 1 entonces
se dice que xg es un punto peridodico hiperboélico. Una transformacion lineal
invertible A : R” — R™ es una transformacion hiperbdlica si todos sus
valores propios tienen médulo diferente de 1.

Proposicién .25. Si w es un vector propio de A € GL(R™), entonces la
recta l, == {aw : a € R} es invariante bajo A.

Demostracion. Sea w un vector propio de A asociado al valor propio A # 0
entonces para cualquier v € [, se tiene que A(v) = Alaw) = aA(w) =
alw € [, O

Observacion .2. Si A : R" — R" lineal e hiperbolica, entonces existen subes-
pacios E°, E* C R™ (llamados subespacio estable e inestable respectivamente)
tales que:

i) R" = FE* @ E*
i) E° y E" son invariantes bajo A.

it1) Erxisten 0 < Ay < 1 <\, tales que:

|A™|| < A2jv|| Vv e E® yVn <0
A=) < Xeljoll Yo € B y'n <0

iv) Para cada x € R™ se definen ES := x+E* y EY := x+E". Ysiy € E,
entonces ||A"y — A"z|| < Al|jv|| Yv € E® y Vn > 0 y andlogamente
paran <0 en L.

Un caso més general es cuando el valor absoluto de los valores propios de
una transformacién lineal hiperbdlica no son todos mayores o menores que
uno, entonces se dice que el origen es un punto silla hiperbélica. Estos casos
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en R?, todos los puntos que no estén en los subespacios estable e inestable
presentaran una orbita contenida en la grafica de una hipérbola asintotica a
dichos subespacios.

4.2. Ejemplos introductorios

Funcién tienda

En esta seccion se veran las definiciones y algunos resultados sencillos que
se mencionan en la tesis. Este contenido fue consultado de la fuente [2].

Se define a la funcion tienda 7" : R — R por la siguiente regla de corres-
pondencia por partes:

| 22 six <1/2
T(x)_{ 22 sixz>1/2

Trivialmente se tiene que 7" es una funciéon continua en todo R y es casi igual
de inmediato notar que:

e Si x ¢ |0, 1] entonces lim, ., T"(z) =
e Si z € [0, 1] entonces T'(z) € [0,1] Vn € N

Por esto lo interesante es la restriccién 1’| 1. Por como se define T la
proposicion .23 asegura que hay al menos un punto fijo en [0,1/2] y otro en
[1/2,1], esos puntos fijos son tnicamente el 0 y el 2/3. Y por el corolario .24
se tiene que ambos puntos fijos son repulsores.

Esta funcién tiene al menos un punto de periodo 3, como se puede ver
en la imagen 4.1, con esto y el teorema de Sharkovskii [10] se infiere que
la funcion tienda tiene puntos de todos los periodos. Mas aun, dados dos
naturales k y n con k < 2", se cumple que T"([k/2", (k+1)/2"]) =1 = [0, 1],
por lo que de la proposicion .23 se concluye que existen 2" puntos fijos bajo
T", vy de esto que sus periodos bajo T" son todos divisores de n.

Funcion logistica

Definida por L(z) = 4z(1 — x), es muy similar a la funcién tienda, pues
los puntos que estan fuera de [ tienen 6rbita divergente mientras que en
I sus érbitas permanecen en I. Ademés como L([0,1/2]) = I = L([1/2,1)),
entonces también tiene un punto fijo en cada mitad (el 0y el 3/4) e igualmente
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Figura 4.2: Grafica de L en [0,1] con la érbita del punto E = 0.61

son repulsores. De lo mismo sigue un analisis idéntico al del parrafo anterior
pero con los mismos resultados para L (ver imagen 4.2). Pero para ésta
funcion hallar los puntos de periodo n > 1 ya no es un calculo trivial como
con T'.

Funcion Corrimiento

El espacio de sucesiones bilaterales de 2 simbolos se define como ¥y =
{(-..,;a_2,a_1,0a9,a1,as,...) |a; € {0,1}}, donde e indica la entrada corres-
pondiente al cero, con la topologia definida por la siguiente métrica:

Para todo par de puntos z = (z;)iez, ¥y = (¥:)iez en Yo la distancia entre z y
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y esta dada por:

[e.e]

d(z,y) = Z Ll _ il

1=—00

En ¥, dos puntos pueden distar a lo mas 3, y son los casos en que todos
sus entradas son distintas. De esto se sigue la compacidad de ¥,. Mas atn,
es homeomorfo al espacio de Cantor C' (ver [10]).

La funcién Corrimiento o Shift o(a) : ¥y — ¥, se define entrada a
entrada por:

o(a), = anyq
asi o(a) = (...,a_9,a_1,ag, ®a, as, ...)

Afirmacién .8. o es un homeomorfismo.
Para ver ésto habrd que notar que en efecto o es una biyeccion, puesto que
la funcién ¢ : ¥ — % dada por ip(a), = an_1 asi

77b(a) = ( ,a—2,90_1, g, a1, A2, )

evidentemente es su funcion inversa (por lo que mejor la denotaremos
por o). Ademds su continuidad se sigue de que d(x,y) < 1/2" & x; =
y; V|i| < n+ 1. Pues para que d(o(x),o(y)) < € basta con que x; = y; V|i| <
n+2 para alguna n tal que 1/2" < ¢, es decir, o(B(x,1/2""%)) C B(o(z),€).
Andlogamente se ve la continuidad de o='. ot por otro lado no es una bi-
yeccion ya que dos sucesiones que difieren sélo en la primera entrada, o les
astgnaria la misma sucesion, pero si es continua y la prueba es andloga.

Observaciéon .3.

1. o tiene 2 tunicos puntos fijos so = (a;)iczo con a; = 0 para toda i, y
s1 = (a;)icz0 con a; = 1 para toda i.

2. o tiene N* puntos periédicos de periodos a lo menos d, con d divisor de
k, en X que es el espacio de sucesiones bilaterales de N simbolos defi-
nido, andlogamente a ¥y, como Xn = {(...,a_2,a_1, a9, a1, as, ...) |a; €
{0,1,--- N —1,N}}, donde e indica la entrada correspondiente al ce-
ro, con la topologia definida por la métrica andloga a la de ¥y . Para
ver esto basta tomar

a = (, ag, A1y -+ 5 Qf—1, 900, A1y oo s Af—1, A0, A15 -oo ; A1, )
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barriendo todas las permutaciones posibles de {ag, ay, ...,ax_1} toman-
do a; € {0,1} con repeticiones; es asi como hay 2% elementos de Yy
distintos con ésta forma y es inmediato notar que cada a € Yo de esa
naturaleza es un punto fijo de o*, por lo que el periodo de a debe dividir
ak.

3. De hecho también seprueba que Per(o) = X, pues para cada a =
(..., a_9,a_1,®a9,aq, ...) y € >0, escogiendo un natural n tal que

1

— < £
2 o
li|>n
Entonces el punto a. = (..., Qpy G (n—1)y -, A—1,900,A1, ... Ap_1,0dp, )

es un punto periodico que dista menos que € de a.

4.3. 'Toépicos de topologia dinamica

e Un conjunto perfecto es un subconjunto cerrado tal que todos sus
puntos son puntos de acumulacién (es decir, el conjunto carece de puntos
aislados).

e Un subconjunto de un espacio topologico es conexo si no puede ser
expresado como unién disjunta de dos conjuntos abiertos no vacios. Si un
conjunto no es conexo, se dice que es disconexo.

e Un cubierta abierta de un conjunto C' es una familia de conjuntos
abiertos {C;}icr tales que C' C Ue; Ci.

e Un subconjunto es compacto si, para cualquier cubierta abierta de C'
existe una subcubierta finita del mismo.

e Un conjunto A C X es denso en el espacio topoldgico (X, 7) si VV € 1
tal que ANV = (), entonces V = ). Ahora un par de ejemplos ilustrativos de
este concepto.

e Dada una familia de espacios topoldgicos {X;, 7;}, se define la topo-
logia producto sobre el producto cartesiano [] X;, como aquella generada
por la subbase formada por los conjuntos de la forma p; '(U;) donde cada
Uy e miypj: [I1X; = Xj es la funcién proyeccion sobre el espacio factor
correspondiente.

e Para cada x € X se define su w-limite, como

w(x) == {y € Xy es punto de acumulacién de O (z)}

e Para los casos en que f sea biyectiva se define también al conjunto
a-limite, como
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a(z) = {y € Xy es punto de acumulaciéon de O} (z)}

Se sigue inmediatamente de la definicién que si ¢ € Oy(p), entonces
w(q) = w(p) v alg) = a(p). Ademds, si p es periédico entonces w(p) =

a(p) = Oy(p).

e Kl conjunto limite de un punto x € X bajo f, se define como
L(z) := a(r) Uw(x).

e Los puntos no-errantes son aquellos que cumplen que para cada ve-
cindad abierta U, existe un natural n tal que f*(U)NU # (). Es un conjunto
cerrado en X y es denotado por Q(f). Claramente los puntos fijos y periédi-
cos son puntos no errantes, asi también para cada x € X, w(z)Ua(x) C Q(f).

e Sea A C X si se cumple que f(A) C A entonces es un subconjunto
invariante de f. En estos conjuntos, se puede restringir el estudio de la di-
namica; por ejemplo, en 6rbitas periddicas f|p actia como una permutacion.
También los conjuntos w-limite son subconjuntos invariantes. Mas ain:

Proposicién .26. Si f : X — X wuna funcion continua, entonces Q(f) es
tmuvariante.

Demostracion. Sea x € Q(f), Q(f) = {y € X| para toda U C X vecindad
abierta de y, existe un entero k tal que f*(U)NU # 0}. Sea V C X una
vecindad abierta de f(x), por la continuidad de f se tiene que existe U C X
vecindad abierta de x tal que f(U) C V entonces se tiene que existe k € Z
tal que f*(U) N U # O por lo tanto

0# F(fAU)NU) C AU N FU)
=[O N fU) c fAV)nV

por lo tanto f*(V)NV # 0, es decir f(x) € Q(f) lo que concluye la prueba.
[

e Un conjunto invariante A C X es un atractor si existe un conjunto
abierto U tal que A C U de manera que para todo punto p € U, w(p) = A;
es decir, todos los puntos en dicha vecindad de A son atraidos hacia a A.
Cuando A consta unicamente de un punto se trata de la generalizacién de
la definicién de punto fijo atractor. Cuando A consta de un ntmero finito
de puntos, entonces se trata de una uniéon de érbitas de puntos periddicos
atractores.
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e Se definen las contracciones como transformaciones continuas f :
X — X, con X un espacio métrico completo, tales que existe una cons-
tante 0 < s < 1 (llamada factor de contraccién de f) que cumple que
d(f(x), fy)) < s-d(z,y) para todo par z,y € X.

Teorema .4. (Teorema del punto fijo para contracciones) Sea f :
X — X una contraccion en X un espacio métrico completo, entonces f
posee exactamente un unico punto fijo o € X, mds aun, para toda v € X la
sucesion { f™(z)|n > 0} converge a xo.

Demostracion. Para esto se usard un sencillo resultado previo:
Lema Sea 0 < s < 1 la constante de contraccién de f. Para toda pareja de
puntos x,y € X y para toda n € N se tiene que

d(f"(x), ["(y)) < s"d(x,y)

La prueba es sencilla por lo que se omite. Con este lema ahora es evidente
que para toda x € X y para todan € N

d(f"(x), f(2)) < s"d(z, f(z))

Con este tltimo resultado y la desigualdad triangular se tiene que

" (@).2) < 3 (@), 1)
<)) T8 = g0 =
< d(f(2), )7

Con esto se probard que la sucesién {f"(z)[n > 0} es de Cauchy. Sean
m < n <ng € N, entonces

Esto prueba que la sucesion es de Cauchy y como el espacio es completo,
contiene al limite de la sucesion, llamémosle g, por lo que al aplicarle f

fxo) = f(Jm f"(z))

n—o0
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Y por la continuidad de f se tiene que
’ n . 21 n I 1 n—+1
f(lm f*(z) = lm f(f"(x)) = lim f*"(z)

:'TO
[

Al aplicar este resultado a las funciones inversas de funciones biyectivas
se tiene que también vale para expansiones. Ejemplos sencillos de esto son
cualquier transformacion lineal hiperbdlica A, que restringida a sus subespa-
cios ¥ o E" son contracciones y expansiones respectivamente.

La prediccion analitica de érbitas puede resultar practicamente imposible,
como el caso de los llamados "sistemas cadticos'. El caos es, a grandes rasgos,
la complejidad de la supuesta causalidad en la relaciéon entre fenémenos. En
la teoria de sistemas dinamicos se habla de comportamiento cadtico para
referirse a un comportamiento determinista aperidédico muy sensible a las
condiciones iniciales. Existen mas de una definicién formal de caos; aqui
trabajaremos con la propuesta por el matematico Robert L. Devaney, ya
que resulta adecuado para nuestro proposito. Esta definicion consta de dos
definiciones previas:

e Sea X un espacio métrico, se dice que un mapeo f : X — X es topolo-
gicamente transitivo si para cualquier par de abiertos no vacios U,V C X,
existe k natural tal que f*(U) NV # 0.

e Sensibilidad a las condiciones iniciales. Una funcién la presenta
cuando existe d > 0 tal que, para toda x € X y toda vecindad U de z, existe
una y € U y n € N tales que, d(f"(x), f"(y)) > 4.

e Sea X un espacio métrico y f : X — X continua. Se dice que f es
cadtica en X si:

i) f es sensible a las condiciones iniciales
it) f es topologicamente transitiva.
i) Sus puntos periddicos son densos en X.

Proposicion .27. En los casos en que el espacio X es infinito, la lista de
propiedades se reduce a dos, pues la sensibilidad a condiciones iniciales re-
sulta implicada de las otras dos propiedades; este es un resultado que puede
consultarse en [11].
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e Sean N y M dos espacios topologicos. Se dice que f : M — M es
topolégicamente conjugada a g : N — N si existe un homeomorfismo
h: M — N tal que

f=h"1logoh

La conjugacion topolédgica establece una relaciéon de equivalencia entre
dinamicas. Asi también se observa que se cumple que si f : M — My
g : N — N son dos sistemas conjugados por h, entonces

» hoff=g*oh VkEZ
= W(Of (z)) = Of (h(z)) y MO (x)) = O (h(z))

= Ww(z)) = w(h(z)) y ha(z) = a(h(z))

De esto se sigue que si el sistema dindmico (f, A) es conjugado topolégi-
co de (g, B) y los puntos periédicos del primero son densos en A, entonces
Per(g) = B, es decir, ocurre lo mismo en el otro. Ademas, es facil ver que
si L y S son hiperbdlicas lineales y sus subespacios estable e inestable tie-
nen respectivamente la misma dimensién, entonces también son conjugadas
topoldgicas.

Proposiciéon .28. Sea la transformacion f : A — A topoldgicamente con-
jugada a la transformacion g : B — B, ambas funciones continuas en los
espacio métricos A y B respectivamente, entonces se cumplen las siquientes
implicaciones:

i) Si f es transitiva en A, entonces g es transitiva en B.

i1) Si el conjunto de puntos periddicos de f , Per(f) C A es denso en A,
entonces el conjunto de puntos periodicos de g, Q C B lo es en B.

Demostracion. (i) Sean U y V' dos subconjuntos abiertos en By supongamos
que g es conjugada de f mediante h : A — B. Entonces h=(U) y h=1 (V) son
dos subconjuntos abiertos en A. Dado que f es transitiva, existe un k& € N
tal que fR*(h"1(U))N A=Y (V) # 0. Y dado que ffoh™t = h~!o g* entonces
h=Y(g"(U))Nh=1(V) # 0, que es lo mismo que h=1(g*(U)NV) # B, entonces
g*(U)NV # 0. Es decir, g es transitiva.

(ii) Sea U cualquier conjunto abierto no vacio de B. Entonces, h™*(U) es un
subconjunto abierto de A y por la densidad de los puntos periddicos debe
contener un punto rq € A k-periddico para algin k, es decir, o = f*(zo).
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De ahi se sigue que h(zo) = h(f*(z0)) = g*(h(zo)) por tanto h(zg) es un
punto k-periddico de g. Ademés, h(zg) € h(h~'(U)) = U por consiguiente,
el conjunto Per(g) es denso en B. O



Bibliografia

[1] Barge, M. (1986). Horseshoe maps and inverse limits. Pacific journal of
mathematics, 121(1):29-39.

[2] Brin, M. and Stuck, G. (2002). Introduction to dynamical systems. Cam-
bridge university press.

[3] Devaney, R. and Nitecki, Z. (1979). Shift automorphisms in the hénon
mapping. Communications in Mathematical Physics, 67(2):137-146.

[4] Katok, A. and Hasselblatt, B. (1995). Introduction to the modern theory
of dynamical systems. Cambridge university press.

[5] Kuratowski, K. (1968). Topology, vol. 2 academic press and pwn. New
York, London and Warszawa.

[6] Lajoie, G. (2006). The hartman-grobman theorem and the equivalence
of linear systems. CiteSeerX (18 April 2006).

[7] Magana, R. M. V. (2011). Aspectos dindmicos y topdlogicos de la herra-
dura de smale. Foro-Red-Mat: Revista electronica de contenido matemdti-
co, 28(1):1.

[8] Nadler, S. (1992). Continuum theory: an introduction. CRC Press.

[9] Smale, S. (1967). Differentiable dynamical systems. Bulletin of the Ame-
rican mathematical Society, 73(6):747-817.

[10] Straffin, P. D. (1978). Periodic points of continuous functions. Mathe-
matics Magazine, 51(2):99-105.

[11] Willard, S. (2004). General topology. Courier Corporation.

71



	Portada
	Introducción
	Índice
	Capítulo 1. Dinámica Topológica
	Capítulo 2. Herradura de Smale
	Capítulo 3. Función Hojaldre
	Capítulo 4. Apéndice
	Bibliografía

