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Y SU GEOMETRÍA EN SUBCONJUNTOS
CONVEXOS DEL ESPACIO PROYECTIVO

REAL DE DIMENSIÓN N.
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Introducción

En el año de 1900, en el segundo Congreso Internacional de Matemáticas en Páris, David Hilbert dió a
conocer una lista de problemas cuya investigación estimuló en gran medida el desarrollo de las matemáticas
durante el siglo veinte. Su problema IV, el problema de la línea recta como la trayectoria más corta
entre dos puntos, está relacionado con los fundamentos de la Geometría, el Cálculo de Variaciones y la
Geometría Diferencial. Este problema consiste en la investigación de espacios métricos, por ejemplo los
espacios proyectivos reales y/o sus subconjuntos convexos, que admiten a los segmentos de recta o a las
líneas rectas como geodésicas. Después de la formulación del problema IV de Hilbert se dieron varias
interpretaciones a dicho problema, entre ellas, encontramos en [14] que G. Hamel, consideró espacios
métricos pΩ, dq donde Ω es un subconjunto abierto de un espacio proyectivo RPn para algún n ą 1 y d
satisface la siguiente versión fuerte de los requerimientos de Hilbert;

(1) pΩ, dq es un espacio métrico geodésico y las rectas proyectivas son geodésicas.

(2) Las bolas cerradas son compactas.

(3) Si x, y, z no están contenidos en una recta proyectiva entonces dpx, zq ă dpx, yq ` dpy, zq.

Bajo estas hipótesis Hamel provó que el conjunto Ω es convexo necesariamente.

Si Ω es un subconjunto convexo de un espacio euclidiano, entonces la restricción de la métrica a Ω es
una métrica euclidiana que cumple con los requerimientos de Hilbert, esto es, las líneas rectas euclidianas
son geodésicas para la restricción a Ω de la métrica euclidiana. Una manera de abordar el problema IV de
Hilbert en subconjuntos convexos Ω Ă Rn es mediante la caracterización de todas las métricas en Ω para
las cuales los segmentos de recta euclidianos son geodésicas en Ω. Un ejemplo de dichas métricas es la de
Hilbert. Por otro lado, Paul Funk encontró una manera de medir distancias en Ω, que no es simétrica,
pero que también admite a los segmentos de recta como geodésicas. En este par de ejemplos, algunas
curvas distintas a los segmentos de recta pueden ser geodésicas en Ω, pero bajo la condición de que Ω
sea estrictamente convexo, las únicas curvas que son geodésicas en Ω son los segmentos de recta euclidianos.

La métrica de Funk asociada a un subconjunto convexo abierto Ω de un espacio euclidiano es una
métrica débil y no una métrica en el sentido estricto, pues cumple que un punto en Ω está a distancia
de Funk de sí mismo igual a cero, pero puede haber puntos distintos en Ω que están a distancia cero.
Además satisface la desigualdad del triángulo pero no necesariamente es simétrica. Las métricas débiles
frecuentemente surgen en el Cálculo de Variaciones [6] y en la geometría de Finsler [16]. Recientemente, el
estudio de las métricas débiles ha sido de gran interés en la topología de dimensiones bajas, por ejemplo,
para estudiar espacios de Teichmüller [10]. Otro ejemplo de métrica débil es la forma inversa de la métrica
de Funk. El presente trabajo está basado en el artículo [11] de A. Papadopoulos y M. Troyanov. Siguiendo
la presentación de este artículo, vamos a introducir la métrica de Hilbert por medio de la métrica de Funk
y de la métrica de Funk en su forma inversa.

vii



viii INTRODUCCIÓN

La métrica débil de Funk de un subconjunto convexo Ω de Rn destaca por la geometría con la que
provee a Ω. Entre los resultados más interesantes están, primero, que a partir de la geometría local de Ω,
en cada punto, es posible recuperar la frontera de Ω y segundo, la caracterización de sus geodésicas y sus
isometrías. Cabe resaltar que estos resultados dependen de la forma del conjunto convexo Ω, y esto es un
aspecto interesante de la teoría al estudiar la influencia de las propiedades de la frontera de Ω en la geo-
metría de Funk de este conjunto. A partir de los resultados de la métrica de Funk, se pueden caracterizar
las geodésicas en la geometría de Hilbert.

Esta tesis está enfocada al estudio de las propiedades geométricas de la métrica débil de Funk y la
métrica de Hilbert en subconjuntos convexos del espacio euclidiano n-dimensional y del espacio proyectivo
real de dimensión n. En el capítulo 1 se estudian las propiedades básicas de la métrica débil de Funk y varias
formas en las cuales puede ser representada. También se introduce la forma inversa de la métrica de Funk y
algunas de sus propiedades. Por último, se presentan algunos ejemplos en subconjuntos convexos del espacio
euclidiano, entre los cuales están los politopos y los discos unitarios. En el capítulo 2 se estudia la topología
y la geometría obtenida por medio de la métrica débil de Funk. En particular, es estudiada la topología
que induce la métrica débil de Funk y la que induce la forma inversa en un subconjunto convexo del
espacio euclidiano de dimensión n. En el capítulo 3 se demuestra la validez de la desigualdad del triángulo
para la métrica débil de Funk. También se enuncian y se demuestran teoremas de caracterización de sus
geodésicas y sus isometrías. Para lograr esto, se introducen algunos conceptos de geometría convexa. En
el capítulo 4, primero se estudia la métrica débil de Funk en subconjuntos convexos del espacio proyectivo
real de dimensión n. Después, son estudiadas las propiedades básicas de la métrica de Hilbert como la
desigualdad del triángulo y la caracterización de sus geodésicas en subconjuntos convexos del espacio
euclidiano y del espacio proyectivo de dimensión n. Por último, se presenta una prueba clásica de la
desigualdad del triángulo para la métrica de Funk en el caso proyectivo.



Capítulo 1

La métrica de Funk y su forma inversa

Este capítulo está dedicado al estudio de algunas propiedades básicas de la métrica de Funk y de la
métrica de Funk en su forma inversa. También estudiaremos a manera de ejemplos, las métricas de Funk
de politopos y discos unitarios.

1.1. La métrica de Funk

Vamos a considerar que Ω es un dominio convexo propio en Rn, esto es, Ω es un subconjunto convexo,
abierto, no vacío y distinto de Rn. Denotemos por Ω la cerradura de Ω en Rn y por BΩ “ ΩzΩ la frontera
topológica de Ω en Rn.

Para definir la métrica de Funk será conveniente considerar puntos en el infinito. También considerare-
mos a 0 como elemento de Rn`1. En el conjunto Rn`1zt0u consideramos la relación de equivalencia A „ B
si y sólo si existe λ P R tal que A “ λB. Se define entonces el espacio proyectivo de dimensión n como
RPn :“ Rn`1zt0u{ „ . Aquí el punto que estamos quitando, 0 P Rn`1, es el punto cuyas coordenadas son
todas cero. Así, los puntos de RPn son clases de equivalencia de puntos px0, x1, ..., xnq P Rn`1 con alguna
xi ‰ 0. A la clase de equivalencia de un punto px0, . . . , xnq la denotamos por rx0, . . . , xns y decimos que las
xi son las coordenadas proyectivas u homogéneas del punto rx0, . . . , xns. Notemos que estas coordenadas
están determinadas salvo un factor escalar no cero, pues px0, x1, ..., xnq „ py0, y1, ..., ynq si y sólo si xi “ λyi
para algún λ P R.

Denotaremos por H8 “ RPnzRn al hiperplano al infinito, a rΩ como la cerradura de Ω en RPn y a la
frontera de Ω en RPn por rBΩ “ rΩzΩ. Observamos que BΩ “ rBΩzH8.

Para cualesquiera dos puntos x ‰ y en Rn consideramos los siguientes conjuntos:

El segmento cerrado afín que los une, denotado por rx, ys;

El rayo afín que comienza en el punto x y pasa a través del punto y denotado por Rpx, yq;

y la cerradura en RPn de Rpx, yq denotada por rRpx, yq.

Finalmente, consideremos el punto de intersección de la frontera rBΩ con la cerradura proyectiva del
rayo afín Rpx, yq :

aΩpx, yq “ rRpx, yq X rBΩ P RPn.

Una consecuencia de la definición de aΩpx, yq es lo siguiente:

1



2 CAPÍTULO 1. LA MÉTRICA DE FUNK Y SU FORMA INVERSA

Si a “ aΩpx, yq P Rn, entonces | x´ a |ą| y ´ a |, donde | x´ a | representa la distancia entre x y a.
Si a “ aΩpx, yq P H8, entonces para cualesquiera dos puntos x, y en un dominio convexo propio Ω, x

y y están a una distancia infinita de a. Incluso, cuando Ω “ Rn, los puntos x y y están a una distancia
infinita de a. Como â “ x` tpy ´ xq para algún t P R, entonces el límite

ĺım
tÑ8

| x´ â |

| y ´ â |
“ ĺım

tÑ8

| x´ px` tpy ´ xqq |

| y ´ px` tpy ´ xqq |

“ ĺım
tÑ8

| ´tpy ´ xq |

| p1´ tqpy ´ xq |

“ ĺım
tÑ8

| tpx´ yq |

| pt´ 1qpx´ yq |

“ 1.

Esto da sentido a la convención
8

8
“ 1 y consistencia a la siguiente definición.

Definición 1.1 (La métrica de Funk) La métrica de Funk en Ω, denotada por FΩ, está definida de la
siguiente manera:

FΩpx, yq “

$

’

’

&

’

’

%

log
| x´ a |

| y ´ a |
si a P BΩ Ă Rn

0 si a P H8

Ω

x

a

– Figura 1.1 – La métrica de Funk en un dominio convexo

Si bien en la literatura es llamada métrica, por ejemplo, en [11], realmente es una métrica débil, como
veremos en la sección 1.1.1.

1.1.1. Algunas propiedades básicas de la métrica de Funk

Definición 1.2 Sea X un conjunto no vacío y sea d : X ˆ X ÝÑ r0,8q una función que satisface los
siguientes axiomas:

1. dpx, xq “ 0 para todo x en X.

2. dpx, zq ď dpx, yq ` dpy, zq para todo x, y, z en X.

A la función d se le llama métrica débil en X, y al conjunto X junto con d se le llama espacio métrico
débil.

Ahora veremos que la métrica de Funk es una métrica débil.
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Proposición 1.3 La métrica de Funk en un dominio convexo Ω ‰ Rn satisface que FΩpx, yq ě 0.

Demostración. Sean x, y dos puntos distintos en Ω. Si a es el punto de intersección de la frontera de Ω

con la cerradura en RPn del rayo afín Rpx, yq, entonces
| x´ a |

| y ´ a |
ě 1. De esto se sigue que log

| x´ a |

| y ´ a |
ě 0.

Si x “ y, entonces
|x´ a|

|y ´ a|
“ 1. Por lo tanto, log

|x´ a|

|y ´ a|
“ 0. �

Proposición 1.4 La métrica de Funk en un dominio convexo Ω Ă Rn satisface la desigualdad del trián-
gulo: FΩpx, zq ď FΩpx, yq ` FΩpy, zq para todo x, y, z P Ω.

La demostración de esta proposición se presenta en el capítulo 3.

Definición 1.5 Sea Ω un dominio convexo propio en Rn. Una métrica débil δ en Ω se dice que es una
métrica proyectiva si se satisface la condición δpx, yq ` δpy, zq “ δpx, zq, cuando los puntos x, y, z P Ω
están alineados y y P rx, zs, el segmento afín de x a z.

Proposición 1.6 La métrica de Funk es proyectiva, esto es, FΩpx, zq “ FΩpx, yq ` FΩpy, zq, siempre que
y sea un punto en el segmento rx, zs.

Ω

x

z
a

y

b

– Figura 1.2 – La métrica de Funk es proyectiva

Demostración. Si y P rx, zs, entonces rRpx, yq XrBΩ “ rRpy, zq XrBΩ “ rRpx, zq XrBΩ. Así pues, aΩpx, yq “
aΩpx, zq “ aΩpy, zq “ a. Luego

FΩpx, yq ` FΩpy, zq “ log
| x´ a |

| y ´ a |
` log

| y ´ a |

| z ´ a |

“ log
| x´ a |

| z ´ a |

“ FΩpx, zq.

Por lo tanto, la métrica de Funk es proyectiva. �

Proposición 1.7 La métrica débil FΩ no es simétrica en general, esto es, existen x, y tales que FΩpx, yq ‰
FΩpy, xq.

Demostración. De la definición de la métrica de Funk tenemos que FΩpx, yq “ log
| x´ a |

| y ´ a |
y FΩpy, xq “

log
| y ´ b |

| x´ b |
, pero de las propiedades de la función logarítmo natural notamos que en general FΩpx, yq ‰

FΩpy, xq. �
Este hecho es mostrado en el siguiente ejemplo en el cual Ω es un conjunto convexo propio.
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Ejemplo 1.8 Sea Ω “
 

px, yq P R2 | 0 ă x ă 4, y P R
(

(ver figura 1.3). Ahora, si x “ p1, 0q y y “ p2, 0q,
compararemos a FΩpx, yq y FΩpy, xq. Entonces, a “ aΩpx, yq “ p4, 0q y b “ bΩpy, xq “ p0, 0q. Como

|p1, 0q ´ p4, 0q| “
?

9 “ 3 y |p2, 0q ´ p4, 0q| “
?

4 “ 2, entonces, FΩpx, yq “ log
3

2
. Por otro lado, como

|p2, 0q ´ p0, 0q| “
?

4 “ 2 y |p1, 0q ´ p0, 0q| “ 1, entonces FΩpy, xq “ log 2. Así, FΩpx, yq es distinto de
FΩpy, xq.

   a b

x=(1,0) y=(2,0)

– Figura 1.3 –

En la demostración de las proposiciones 1.13 y 1.15 emplearemos las definiciones 1.9, 1.10 y las pro-
posiciones 1.11, 1.12, las cuales enunciaremos a continuación y sus pruebas pueden ser consultadas en
[13].

Definición 1.9 Una función M : X ÝÑ r0,8s definida sobre un espacio vectorial real X es una norma
débil de Minkowski si las siguientes dos condiciones se cumplen:

i) Mpx` yq ďMpxq `Mpyq para todo x, y P X.

ii) Mpλxq “ λMpxq para todo x P X y para todo λ ě 0.

Definición 1.10 Dada una norma débil de Minkowski M en un espacio vectorial X definimos las bolas
unitarias abiertas y cerradas, centradas en el origen, como

ΩM “ tx P X |Mpxq ă 1u y ΩM “ tx P X |Mpxq ď 1u

respectivamente. El conjunto IM “ tx P X |Mpxq “ 1u es llamado esfera unitaria de M.

Proposición 1.11 Sea M una norma débil de Minkowski en Rn. Entonces las siguientes son equivalentes:

(1) M es separante (esto es, Mpxq ą 0 para todo x ‰ 0);
(2) M es acotada inferiormente en la esfera unitaria euclidiana Sn´1 Ă Ω;
(3) ΩM es acotado.

Proposición 1.12 Sea Ω Ă Rn un conjunto convexo que contiene al origen. Definimos la función M :
Rn ÝÑ r0,8s como el funcional de Minkowski de Ω por Mpxq “ ı́nf tt ě 0 | x P t ¨ Ωu . Entonces M es
una norma débil de Minkowski y ΩM coincide con la cerradura de Ω, esto es, Ω “ tx P Rn |Mpxq ď 1u .
Más aún, si Ω es abierto, entonces Ω “ tx P Rn |Mpxq ă 1u .

Proposición 1.13 Un subconjunto convexo Ω de Rn contiene un rayo afín si y sólo si Ω no es acotado.
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Demostración. Primero probaremos que la condición es necesaria por reducción al absurdo. Supongamos
que Ω es un conjunto acotado y por hipótesis contiene un rayo afín Rpx, yq. Pero como un rayo afín es no
acotado, tenemos que Ω no es acotado, esto es una contradicción.

Ahora probaremos que la condición es suficiente auxiliándonos de la proposición 1.11. Sea Ω Ă Rn un
conjunto convexo y no acotado. Entonces su funcional débil de Minkowski M “ ı́nf tt ě 0 | x P t ¨ Ωu no
es separante. Esto es, existe a ‰ 0 en Ω tal que Mpaq “ 0; pero entonces Mptaq “ tMpaq “ 0 para todo
t ą 0. Por lo tanto, el conjunto Ω contiene al rayo R`a. �

Definición 1.14 Decimos que la métrica de Funk FΩpx, yq en un dominio convexo propio Ω es separante
si para cualesquiera puntos distintos x, y, FΩpx, yq ą 0.

Proposición 1.15 La métrica débil de Funk es separante si y sólo si el dominio convexo propio Ω es
acotado.

Demostración. Primero probaremos que la condición es necesaria por contrapositiva. Supongamos que
Ω no es un conjunto acotado y veamos que existen dos puntos x y y distintos en Ω tales que FΩpx, yq “ 0.
Tenemos de la proposición 1.13, que como Ω no es acotado, contiene un rayo afín Rpx, yq que inicia en
el punto x y pasa a través de otro punto y. Esto es, existen x, y P Ω distintos tal que aΩpx, yq está en el
hiperplano al infinito, entonces la métrica de Funk por definición cumple que FΩpx, yq “ 0. Por lo tanto,
si Ω no es acotado entonces FΩpx, yq “ 0 para algunos puntos x y y distintos en Ω.

Recíprocamente, como Ω es un conjunto acotado, entonces para cualesquiera x ‰ y se tiene que
| y ´ a |ă| x´ a |ă 8, así que

FΩpx, yq “ log
| x´ a |

| y ´ a |
ą 0.

Esto se debe a que a P Rn (proposición 1.13). Por tanto, un dominio Ω acotado implica que FΩpx, yq ą 0
si x ‰ y. �

Proposición 1.16 La métrica débil FΩ en un dominio convexo propio Ω es una función no acotada.

Demostración. Como Ω ‰ Rn, entonces BΩ ‰ H. Así, consideremos px, aq un segmento abierto eucli-
diano para el cual x está en Ω y a P BΩ. Consideremos una sucesión pxkq en px, aq que converge a a con

respecto a la métrica euclidiana. Entonces, FΩpx, xkq “ log
| x´ a |

| xk ´ a |
tiende a infinito cuando k tiende a

infinito. �

1.1.2. Otras representaciones de la métrica de Funk

Sean x, y, y z tres puntos alineados en Rn con z ‰ y. Considerando la identificación de estos tres puntos
con la recta real mediante la función φ : Rn ÝÑ R, tales que, φpxq “ x, φpyq “ y, y φpzq “ z, entonces
existe un único λ P R tal que

x “ z ` λpy ´ zq.

A este número λ lo llamaremos la razón afín de x con respecto a y y z y lo denotaremos de la siguiente
forma

λ “
x´ z

y ´ z
.

Observación 1.17 Notemos que la razón afín λ cumple que λ ą 1 si y sólo si y P rx, zs.
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Podemos extender la noción de razón afín cuando z pertenezca al hiperplano al infinito H8. Para
esto, tenemos la identificación del rayo Rpx, yq en Rn con el intervalo semi-abierto rx,8q en R. Como
z “ x` tpy ´ xq para t P R, entonces

ĺım
tÑ8

| x´ z |

| y ´ z |
“ ĺım

tÑ8

| x´ px` tpy ´ xqq |

| y ´ px` tpy ´ xqq |

“ ĺım
tÑ8

| ´tpy ´ xq |

| p1´ tqpy ´ xq |

“ ĺım
tÑ8

| tpx´ yq |

| pt´ 1qpx´ yq |

“ 1.

Así, definimos λ “
x´ z

y ´ z
“ 1, si z está en el hiperplano al infinito.

La prueba de la siguiente proposición se sigue directamente de la definición de la métrica de Funk y
de la noción de la razón afín λ.

Proposición 1.18 Si x, y y a “ aΩpx, yq son tres puntos en un dominio convexo propio Ω tales que
x ‰ y, entonces FΩpx, yq “ log λ, donde λ es la razón afín de x con respecto a y y a.

Proposición 1.19 Sean x, y dos puntos en un dominio convexo propio Ω y sea a “ aΩpx, yq. Considere-
mos h : Rn ÝÑ R una función lineal tal que hpyq ‰ hpxq. Entonces

FΩpx, yq “ log

ˆ

hpaq ´ hpxq

hpaq ´ hpyq

˙

¨

Demostración. Para realizar la prueba consideraremos los casos:

(i) a no está en el hiperplano al infinito.

(ii) a está en el hiperplano al infinito.

Caso (i). Si a R H8, entonces la función lineal h está definida en a. Así, h es una función constante
o inyectiva en el rayo afín Rpx, yq, pero por hipótesis hpxq ‰ hpyq, entonces h no puede ser constante en
el rayo afín Rpx, yq. Por lo tanto, h es inyectiva en Rpx, yq. Se sigue de la observación 1.17 que para λ, la
razón afín de x con respecto a y y a, cumple que

λ “
x´ a

y ´ a
ą 1¨

Al evaluar h : Rn ÝÑ R en ambos lados de la igualdad y utilizar que h es lineal obtenemos que:

λ “
hpaq ´ hpxq

hpaq ´ hpyq
¨

Por lo tanto,

FΩpx, yq “ logpλq

“ log

ˆ

hpaq ´ hpxq

hpaq ´ hpyq

˙

¨



1.1. LA MÉTRICA DE FUNK 7

Ahora probaremos el caso cuando a está en el hiperplano al infinito.

Caso (ii). Si hpxq ‰ hpyq y a P H8, h no está definida en a, pero podemos definir hpaq notando lo
siguiente:

hpaq “ ĺım
λÑ8

hpx` λpy ´ xqq

“ ĺım
λÑ8

phpxq ` λphpyq ´ hpxqq

“ ˘8.

Por lo tanto, hpaq “ ˘8 y la proposición es cierta porque log
´

8

8

¯

“ logp1q “ 0. �

Definición 1.20 Sea Ω Ă Rn un dominio convexo propio y a P BΩ Ă Rn un punto frontera. Un funcional
de soporte en a para Ω es una función lineal h : Rn ÝÑ R tal que hpaq “ 1 y hpxq ă 1 para cualquier
punto x P Ω. Al hiperplano H “ tz P Rn | hpzq “ 1u se le llama hiperplano de soporte en a para Ω. Si
Ω no es acotado, entonces el hiperplano al infinito H8 también es considerado un hiperplano de soporte
para Ω en cada punto de rΩYH8.

Nos conviene considerar que el origen 0 es un punto interior del conjunto convexo Ω, esto implica que
hpxq ă hpaq para todo x P Ω. Si este no fuera el caso, tras realizar una traslación adecuada logramos que
esto suceda.

En la prueba de la proposición 1.24 nos auxiliaremos de la definición 1.21 y las proposiciones 1.22 y
1.23.

Definición 1.21 Sea V un espacio vectorial sobre R. Un funcional M : V ÝÑ R se dice sublineal si

1) Mpx` yq ďMpxq `Mpyq para todo x, y P V.

2) Mpαxq “ αMpxq para todo x P V y para todo α P R.

Teorema 1.22 Teorema de Hahn - Banach. Sea V un espacio vectorial sobre R y sea M : V ÝÑ R un
funcional sublineal. Sea U un subespacio de V y sea f : U ÝÑ R un funcional lineal tal que fpxq ďMpxq
para todo x P U. Entonces, existe un funcional lineal F : V ÝÑ R tal que F pxq “ fpxq para todo x P U y
F pxq ďMpxq para todo x P V.

Proposición 1.23 Sea M una norma débil de Minkowski sobre un espacio vectorial de dimensión finita
X. Entonces las siguientes son equivalentes

1) M es finita,

2) M es continua,

3) ΩM es abierto,

4) 0 es un punto interior de ΩM .

Proposición 1.24 Sea 0 P Ω. Cualquier punto frontera de un dominio convexo propio Ω admite un
funcional de soporte.
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G

Ω

0

xo

h(xo)

– Figura 1.4 – Funcional de soporte en x0

Demostración. Supongamos que el origen 0 P Ω. Para realizar la demostración vamos a considerar
la proposición 1.12, la cual nos dice que el funcional de Minkowski M : Rn ÝÑ R está definido por
Mpxq :“ ı́nf tt ą 0 : x P t ¨ Ωu para todo x P Rn. Ahora definimos el subespacio G como el espacio generado
por x0 P BΩ, es decir G :“ ttx0 | t P Ru , y sea g : G ÝÑ R el funcional lineal definido por gptx0q :“ t.
Puesto que x0 R Ω, se sigue de las propiedades de la norma débil de Minkowski (proposición 1.12) que
Mpx0q ě 1, pues Ω “ ΩM :“ tx P Rn |Mpxq ď 1u , ya que Ω es abierto. Entonces, para todo t ą 0 resulta
que

gptx0q “ t ď tMpx0q “Mptx0q.

Similarmente, si t ď 0 se obtiene que

gptx0q “ t ď 0 ďMptx0q,

y en consecuencia gpxq ď Mpxq para todo x :“ tx0 P G. Aplicando la versión analítica del teorema de
Hahn-Banach (proposición 1.22) se deduce que existe un funcional lineal h : Rn ÝÑ R tal que hpxq “ gpxq
para todo x P G y hpxq ď Mpxq para todo x P Rn; en particular se tiene que hpx0q “ gpx0q “ 1, lo
cual confima que h ‰ 0. Además, de acuerdo con la proposición 1.23, como Ω es abierto, Mpxq es finito,
entonces 0 ď Mpxq ď C || x || para cada x P Rn, y luego hpxq ď C || x || para cada x P Rn. De manera
similar, ´hpxq “ hp´xq ď C || x ||, con lo cual hpxq ě ´C || x ||, y en consecuencia | hpxq |ď C || x || para
cada x P Rn, probando así que h P Rn, pues el origen es un punto interior de Ω. Por último, utilizando la
definición de conjunto convexo abierto (definición 1.10) en términos de la norma débil de Minkowski, se
concluye que hpxq ďMpxq ă 1 “ hpx0q para todo x P Ω.

�
Para la prueba del lema 1.25 haremos lo siguiente:

Para cada par de puntos ordenados x, y en un dominio convexo propio Ω acotado y en el complemento
del segmento abierto entre x y y en el rayo afín, a P Rpx, yqzpx, yq, definimos la parametrización de
a con respecto a los puntos x y y por a “ x` tpy ´ xq.

Considerando la parametrización de a, definimos la función ψx,y : Rpx, yqzpx, yq ÝÑ r1,8q como
aquella que identifica la parte del rayo afín Rpx, yqzpx, yq con el intervalo r1,8q y tal que su regla
de correspondecia es

ψx,ypaq “
| x´ a |

| y ´ a |
¨

Esto es, porque:

|x´ a| “ |x´ px` tpy ´ xqq| “ t|x´ y| (1.1)
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y
|y ´ a| “ |y ´ px` tpy ´ xqq| “ |p1´ tqpy ´ xq| “ pt´ 1q|x´ y|. (1.2)

Así,
|x´ a|

|y ´ a|
“

t

t´ 1
. (1.3)

Finalmente, efectuamos la composición entre las funciones logarítmo natural y la función ψx,y, tal

que g : r1,8q ÝÑ r0,8q con regla de correspondencia gpaq “ log
| x´ a |

| y ´ a |
¨

En la figura 1.5 mostramos el comportamiento de la función ψx,ypaq.

x
–1–1 11 22 33 44

y

11

22

00

ff

– Figura 1.5 – Gráfica de la función ψx,ypaq.

Lema 1.25 La función g : r1,8q ÝÑ r0,8q, definida por gpaq “ log
| x´ a |

| y ´ a |
es estrictamente decreciente.

Demostración. Sea at “ ty ` p1 ´ tqx, tales que x, y P Ω y t P r0,8q. Si t0 ă t1, entonces at0 ă at1
con at0 , at1 P R. Luego, si t ă s, entonces at ă as y por lo tanto, si consideramos que 1 ă t ă s, entonces

0 ă t ´ 1 ă s ´ 1. Además, st ´ s ă st ´ t si y sólo si
s

s´ 1
ă

t

t´ 1
. Por otro lado, de las conside-

raciones anteriores, esta función coincide con ψx,ypaq “
|x´ a|

|y ´ a|
. Ahora, si t ă s, as “ sy ` p1 ´ sqx y

at “ ty ` p1´ tqx, entonces de las ecuaciones p1.1q ´ p1.3q tenemos que:

|x´ as|

|y ´ as|
“

s

s´ 1
y
|x´ at|

|y ´ at|
“

t

t´ 1
.

En consecuencia, como t ă s, entonces
s

s´ 1
ă

t

t´ 1
. Por lo tanto,

|x´ as|

|y ´ as|
“

s

s´ 1
ă

t

t´ 1
“
|x´ at|

|y ´ at|
.

Componiendo con la función logarítmo natural

log
|x´ as|

|y ´ as|
ă log

|x´ at|

|y ´ at|
.

Por lo tanto, g(a) es estrictamente decreciente. �
En los siguientes resultados, denotaremos por SΩ al conjunto de los funcionales de soporte para un

dominio convexo propio Ω y por pΩpxq “ supthpxq | h P SΩu al funcional de Minkowski de Ω. Notemos
que Ω “ tx P Rn | pΩpxq ă 1u.

Se siguen de la proposición 1.19 los siguientes corolarios.
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Corolario 1.26 Sea Ω Ă Rn un dominio convexo propio en Rn que contiene al origen y sea h un funcional
de soporte en a P BΩ. Entonces tenemos

FΩpx, yq ě log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

para cualquier x, y P Ω. Más aún, tenemos la igualdad si y sólo si a “ aΩpx, yq P H8 y hpxq “ hpyq, o
bien, a R H8 y hpaq “ 1.

Demostración. Caso (i). Si hpxq “ hpyq y a P H8, no hay nada que probar, pues la desigualdad

FΩpx, yq ě log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

se satisface trivialmente.

Caso (ii). Si hpxq ‰ hpyq y a R H8. Entonces hpaq ‰ hpyq. Se sigue de la proposición 1.19 que la
métrica de Funk es expresada por

FΩpx, yq “ log

ˆ

hpaq ´ hpxq

hpaq ´ hpyq

˙

,

luego, por el lema 1.25 y si hpaq ď 1, tenemos que:

log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

ď log

ˆ

hpaq ´ hpxq

hpaq ´ hpyq

˙

“ FΩpx, yq.

Por lo tanto, si hpaq “ 1, obtenemos la igualdad.

Caso (iii). El caso tres es cuando a está en el hiperplano al infinito y hpxq ‰ hpyq. Entonces FΩpx, yq “ 0
y Rpx, yq Ă Ω, dado que Ω no es acotado. Si hpxq ă 1 entonces hpx ` λpy ´ xqq ă 1 para todo λ ě 0.
Considerando que h es un funcional lineal tenemos que λhpy ´ xq ă 1´ hpxq. Esto es equivalente a

hpy ´ xq ă
1´ hpxq

λ

si λ ą 0, luego hpy ´ xq ď 0, de esta manera hpyq ´ hpxq “ hpy ´ xq ď 0 y si hpxq ‰ hpyq, entonces
hpyq ă hpxq. Por lo tanto,

FΩpx, yq “ 0 ą log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

¨

�

Corolario 1.27 Si Ω Ă Rn es un dominio convexo propio que contiene al origen, entonces

FΩpx, yq “ máx

#

0, sup
hPSΩ

log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

+

¨

Demostración. (i) Primero demostraremos que la métrica de Funk satisface la siguiente desigualdad

FΩpx, yq ď máx

#

0, sup
hPSΩ

log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

+

¨ (1.4)
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Supongamos que FΩpx, yq ą 0. Entonces a “ aΩpx, yq R H8.

FΩpx, yq “ log

ˆ

hpaq ´ hpxq

hpaq ´ hpyq

˙

“ log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

ď sup
hPSΩ

log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

“ máx

#

0, sup
hPSΩ

log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

+

¨

Por tanto,

FΩpx, yq ď máx

#

0, sup
hPSΩ

log
ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

+

¨

(ii) Ahora veamos que la métrica de Funk satisface

FΩpx, yq ě máx

#

0, sup
hPSΩ

log
ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

+

¨ (1.5)

Por el corolario 1.26 y de la definición de supremo tenemos que:

FΩpx, yq “ log

ˆ

hpaq ´ hpxq

hpaq ´ hpyq

˙

ě log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

ě sup
hPSΩ

log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

ě máx

#

0, sup
hPSΩ

log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

+

,

pues FΩpx, yq es cota superior del conjunto
"

log
| hpaq ´ hpxq |

| hpaq ´ hpyq |
: h es un funcional de soporte para Ω

*

.

Por lo tanto,

FΩpx, yq ě máx

#

0, sup
hPSΩ

log
ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

+

¨

En consecuencia de las desigualdades p1.4q y p1.5q tenemos que

FΩpx, yq “ máx

#

0, sup
hPSΩ

log
ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

+

¨

(iii) Ahora veamos que si la métrica de Funk se anula, entonces el rayo afín Rpx, yq Ă Ω. Sea x`λpy´xq
un punto en Ω y sea h un funcional lineal, arbitrario y de soporte en algún punto b de la frontera de Ω.
Como x ` λpy ´ xq es un punto en Ω y como sabemos que si hpxq ă 1 para todo x P Ω, entonces
hpxq ` λphpyq ´ hpxqq ă 1. Esto es equivalente a

hpyq ´ hpxq ă
1´ hpxq

λ
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para todo λ ą 0. Luego hpyq ´ hpxq ď 0. Así, hpyq ď hpxq. Como FΩpx, yq “ 0, entonces

máx

#

0, sup
hPSΩ

log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

+

“ 0.

�

Corolario 1.28 La métrica de Funk en un dominio convexo acotado Ω Ă Rn está dada por

FΩpx, yq “ sup
H

log

ˆ

distpx,Hq
distpy,Hq

˙

donde el supremo es tomado sobre el conjunto de todos los hiperplanos soporte H para Ω y distpx,Hq es
la distancia euclidiana de x a H.

H 

 Ω

x 

y

a
x

H

– Figura 1.6 – La métrica de Funk

Demostración.
Sea H un hiperplano de soporte para Ω en a definido por un funcional lineal arbitrario h : Rn ÝÑ R.

Considerando las proyecciones ortogonales de los puntos x y y sobre el hiperplano H, obtenemos los
triángulos semejantes, 4ay1y y 4ax1x (como se muestra en la figura 1.6) los cuales cumplen que

| 1´ hpxq |

| 1´ hpyq |
“

distpx,Hq
distpy,Hq

,

pues hpzq “ 1 para todo z P H y hpxq ă 1 para todo x P Ω. Así,

log
| 1´ hpxq |

| 1´ hpyq |
“ log

distpx,Hq
distpy,Hq

¨

Se sigue del corolario 1.27, que la métrica de Funk está dada por

FΩpx, yq “ sup
H

log

ˆ

distpx,Hq
distpy,Hq

˙

¨

�

Corolario 1.29 Sean x, y, z tres puntos alineados en un dominio convexo Ω Ă Rn. Si FΩpx, yq ą 0 y λ,
la razón afín, entonces

λ “
eFΩpx,yqpeFΩpx,zq ´ 1q

eFΩpx,zqpeFΩpx,yq ´ 1q

y
FΩpx, zq “ FΩpx, yq ´ log

´

eFΩpx,yq ` λp1´ eFΩpx,yqq

¯

¨
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Demostración. Elegimos un funcional h con soporte en a “ aΩpx, yq “ aΩpx, zq, pues x, y, z son puntos
alineados en Ω y z “ x ` λpy ´ xq para algún λ ě 0. De la proposición 1.19, tenemos que una expresión
para la métrica de Funk es

FΩpx, yq “ log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

,

si a R H8 y hpaq “ 1. Componiendo con la función exponencial natural obtenemos

eFΩpx,yq “
1´ hpxq

1´ hpyq
¨ (1.6)

Similarmente, tenemos que

FΩpx, zq “ log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpzq

˙

,

si a R H8 y hpaq “ 1. Componiendo con la función exponencial natural obtenemos

eFΩpx,zq “
1´ hpxq

1´ hpzq
¨ (1.7)

A partir de la igualdad (1.6) obtenemos

eFΩpx,yq ´ 1

eFΩpx,yq
“

ˆ

1´ hpyq

1´ hpxq

˙ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq
´ 1

˙

“

ˆ

1´ hpyq

1´ hpxq

˙ˆ

hpyq ´ hpxq

1´ hpyq

˙

“

ˆ

hpyq ´ hpxq

1´ hpxq

˙

¨

y

eFΩpx,zq ´ 1

eFΩpx,zq
“

ˆ

1´ hpzq

1´ hpxq

˙ˆ

1´ hpxq

1´ hpzq
´ 1

˙

“

ˆ

1´ hpyq

1´ hpxq

˙ˆ

hpzq ´ hpxq

1´ hpyq

˙

“

ˆ

hpzq ´ hpxq

1´ hpxq

˙

¨

De tal manera que

eFΩpx,yq
`

eFΩpx,zq ´ 1
˘

eFΩpx,zq
`

eFΩpx,yq ´ 1
˘ “

ˆ

1´ hpxq

hpyq ´ hpxq

˙ˆ

hpzq ´ hpxq

1´ hpxq

˙

“
hpzq ´ hpxq

hpyq ´ hpxq

“
hpz ´ xq

hpy ´ xq

“ λ.
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Así, se sigue una de las conclusiones del corolario. Esto es,

eFΩpx,yq
`

eFΩpx,zq ´ 1
˘

eFΩpx,zq
`

eFΩpx,yq ´ 1
˘ “ λ. (1.8)

Por otro lado, de la ecuación 1.8, resolviendo la ecuación

eFΩpx,zq ´ 1

eFΩpx,zq
“ λ

˜

eFΩpx,yq ´ 1

eFΩpx,yq

¸

en eFΩpx,zq, obtenemos las siguientes igualdades:

eFΩpx,zqeFΩpx,yq ´ eFΩpx,yq “ λeFΩpx,yqeFΩpx,zq ´ λeFΩpx,zq.

eFΩpx,zqeFΩpx,yq ´ λeFΩpx,zqeFΩpx,yq ` λeFΩpx,zq “ eFΩpx,yq.

eFΩpx,zq
´

eFΩpx,yq ` λ
´

1´ eFΩpx,yq
¯¯

“ eFΩpx,yq.

eFΩpx,zq “
eFΩpx,yq

`

eFΩpx,yq ` λ
`

1´ eFΩpx,yq
˘˘ .

FΩpx, zq “ FΩpx, yq ´ log
´

eFΩpx,yq ` λ
´

1´ eFΩpx,yq
¯¯

.

Esto completa la prueba. �
Ahora veremos que calcular la distancia de Funk entre dos puntos de Ω es una operación unidimensional.

Definición 1.30 Si S “ ra1, a2s Ă Rn es un segmento compacto en Rn conteniendo a los puntos x, y

en su interior y y P rx, a2s, definimos FSpx, yq “ log
| x´ a2 |

| y ´ a2 |
, a la que llamamos la métrica de Funk

unidimensional en S.

Lema 1.31 Si S “ ra1, a2s Ă Rn es un segmento compacto, entonces FSpx, yq es la métrica de Funk
unidimensional en el interior relativo de S.

Demostración. Por definición, el interior relativo de S denotado por intpSq, es el interior de S con la
topología inducida en S por Rn y por lo tanto, coincide con el segmento pa1, a2q. Identificando el segmento
S con un intervalo cerrado de la recta real R, entonces el segmento pa1, a2q se identifica con un intervalo
abierto I contenido en R, el cual además es convexo en R. De esta manera, FSpx, yq coincide con FIpx, yq
como se quiere demostrar. �

Corolario 1.32 La distancia de Funk entre dos puntos x, y P Ω está dada por

FΩpx, yq “ ı́nf tFSpx, yq | S es un segmento de la cerradura topológica de Ω conteniendo a x y yu .

Demostración. Primero veremos que la métrica de Funk satisface la desigualdad

FΩpx, yq ď ı́nf tFSpx, yq | S es un segmento contenido en la cerradura de Ω y x, y P Su .

En la prueba denotamos el conjunto

A “ tFSpx, yq | S es un segmento de la cerradura topológica de Ω conteniendo a x y yu .
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Sea S “ rv, bs segmento en Ω que tiene como elementos a x y a y. Notemos que b ‰ aΩpx, yq “ a.
Considerando la monotonía de la función g del lema 1.25, tenemos que

log
| x´ a |

| y ´ a |
ď log

| x´ b |

| y ´ b |
.

Por lo tanto, FΩpx, yq ď FSpx, yq “ log
| x´ b |

| y ´ b |
¨ Como FΩpx, yq es cota inferior del conjunto A, entonces,

FΩpx, yq ď ı́nf A.

Ω

b

x
y

a

– Figura 1.7 – La distancia de Funk entre dos puntos

Probemos ahora que la métrica de Funk cumple la desigualdad FΩpx, yq ě ı́nf A. Observamos que la
métrica de Funk satisface que FΩpx, yq “ FSpx, yq si consideramos a S como el segmento rx, as, donde
a “ aΩpx, yq. Así, FΩpx, yq P A y por lo tanto, FΩpx, yq ě ı́nf A. Por lo tanto,

FΩpx, yq “ ı́nf tFSpx, yq | S es un segmento de la cerradura topológica de Ω conteniendo a x y yu .

�

Corolario 1.33 Si Ω1 Ă Ω2 son subconjuntos convexos de Rn, entonces FΩ2 ď FΩ1 , cumpliéndose la
igualdad si y sólo si Ω1 “ Ω2.

Ω2

Ω1
a1

a2

x

y

– Figura 1.8 – La métrica de Funk en subconjuntos convexos de Rn

Demostración. Demostramos en el lema 1.25 que la función a ÞÑ log
| x´ a |

| y ´ a |
es monótonamente decre-

ciente. Sean a1 “ aΩ1px, yq y a2 “ aΩ2px, yq y como Ω1 Ă Ω2, entonces a1 ă a2. En consecuencia,

log
| x´ a2 |

| y ´ a2 |
“ FΩ2px, yq ď log

| x´ a1 |

| y ´ a2 |
“ FΩ1px, yq.

Por lo tanto, si Ω1 Ď Ω2, entonces FΩ2px, yq ď FΩ1px, yq. �

Corolario 1.34 Sean Ω1 y Ω2 dos subconjuntos convexos de Rn, entonces para cada x y y en Ω1 X Ω2,
tenemos

FΩ1XΩ2px, yq “ máx tFΩ1px, yq, FΩ2px, yqu .
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Demostración. Como Ω1,Ω2 Ă Rn son conjuntos abiertos y convexos, entonces Ω1 XΩ2 es un conjunto
abierto y convexo. De tal manera que, para cada par de puntos x, y P Ω1 X Ω2 se tiene que Ω1 X Ω2 está
contenido en Ωi, entonces se sigue del corolario 1.33 que FΩ1XΩ2px, yq ě FΩipx, yq, i P t1, 2u. Así, tenemos
que

FΩ1XΩ2px, yq ě máx tFΩ1px, yq, FΩ2px, yqu .

Ademas, la igualdad se cumple, pues aΩ1XΩ2px, yq coincide con aΩ1px, yq o con aΩ2px, yq. �

Corolario 1.35 Sea Ω Ă Rn un subconjunto convexo abierto no vacío y sea Ω1 un subconjunto de Ω
distinto del vacío, que se obtiene de la intersección de Ω con un subespacio afín. Entonces, FΩ1 es la
métrica inducida por FΩ en Ω1 como un subespacio de pΩ, FΩq.

A

x

y

Ω

a

– Figura 1.9 – La métrica de Funk inducida

Demostración. Sea A un subespacio afín en Rn que interseca a Ω. Entonces Ω1 “ AX Ω ‰ H.

Sean x, y P Ω1. Entonces

G “ FΩ1px, yq “ log
| x´ b |

| y ´ b |

con
b P rRpx, yq X rBpΩ1q “ rRpx, yq X prBpΩq XAq “ p rRpx, yq X rBpΩqq XA.

Sean x, y P Ω. Entonces

FΩpx, yq “ log
| x´ a |

| y ´ a |

con a P rRpx, yq X rBpΩq. Como b P rRpx, yq X rBpΩq y a P rRpx, yq X rBpΩq, entonces el rayo afín Rpx, yq es el
mismo en Ω y Ω1. Por tanto, a “ b y en consecuencia FΩ1px, yq “ FΩpx, yq. �

1.2. La métrica de Funk en su forma inversa

Definición 1.36 La forma inversa de la métrica de Funk en un dominio convexo propio Ω Ă Rn está
definida como

rFΩpx, yq “ FΩpy, xq “ log
| y ´ b |

| x´ b |

donde b “ aΩpy, xq.

Proposición 1.37 La métrica de Funk en su forma inversa en un dominio convexo Ω ‰ Rn es una
métrica débil proyectiva, no es simétrica, no es acotada y además es separante si y sólo si el dominio Ω
es acotado.
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x
y

b
Ω

– Figura 1.10 – La métrica de Funk en su forma inversa

Demostración. (i) Si x “ y, entonces log
| y ´ b |

| x´ b |
“ 0. Por lo tanto, la métrica de Funk en su forma

inversa cumple que rFΩpx, xq “ 0.

(ii) rFΩpx, yq no es simétrica.

Por definición la métrica de Funk en su forma inversa está dada por

rFΩpx, yq “ FΩpy, xq “ log
| y ´ b |

| x´ b |
¨

Por otro lado,
rFΩpy, xq “ log

| x´ a |

| y ´ a |
¨

Como en general la métrica de Funk no es simétrica, entonces rFΩpx, yq no es simétrica.

(iii) La métrica de Funk en su forma inversa satisface la desigualdad del triángulo. En el teorema 3.17
se prueba la desigualdad del triángulo para la métrica de Funk. Entonces, de la definición de la métrica
de Funk en su forma inversa, de la proposición 1.19 y del cororlario 1.26 se cumple que

rFΩpx, zq “ FΩpz, xq

“ log

ˆ

1´ hpzq

1´ hpxq

˙

“ log

ˆ

1´ hpzq

1´ hpxq
¨

1´ hpyq

1´ hpyq

˙

“ log

ˆ

1´ hpyq

1´ hpxq
¨

1´ hpzq

1´ hpyq

˙

“ log

ˆ

1´ hpyq

1´ hpxq

˙

` log

ˆ

1´ hpzq

1´ hpyq

˙

ď FΩpy, xq ` FΩpz, yq

“ rFΩpx, yq `
rFΩpy, zq¨

En consecuencia, la métrica de Funk en su forma inversa es una métrica débil.
(iv) La métrica de Funk en su forma inversa rFΩpx, yq es proyectiva. Esto es, si y P rx, zs entonces

rFΩpx, zq “
rFΩpx, yq `

rFΩpy, zq.

Como y P rx, zs,
rRpx, yq X rBΩ “ b “ rRpy, zq X rBΩ “ rRpx, zq X rBΩ.
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Luego

rFΩpx, yq `
rFΩpy, zq “ log

| y ´ b |

| x´ b |
` log

| z ´ b |

| y ´ b |

“ log | y ´ b | ´ log | x´ b | ` log | z ´ b | ´ log | y ´ b |
“ log | z ´ b | ´ log | x´ b |

“ log
| z ´ b |

| x´ b |

“ rFΩpx, zq.

z
y

x
b

Ω

– Figura 1.11 – La métrica de Funk en su forma inversa es proyectiva

(v) rFΩpx, yq no es acotada.
Sean Ω ‰ Rn y BΩ ‰ H. Sea pxnq una sucesión en el segmento rx, bs tal que pxnq converge a b con la

métrica euclidiana. Entonces

ĺım
nÑ8

rFΩpxn, yq “ ĺım
nÑ8

log
| y ´ b |

| xn ´ b |

“ log
| y ´ b |

| b´ b |
“ 8¨

Por tanto, rFΩpx, yq no es acotada.

(vi) rFΩpx, yq es separante si y sólo si Ω es acotado.
Primero probaremos la condición necesaria. Si x ‰ y entonces se sigue de la definición y que la métrica

de Funk es separante, que

rFΩpx, yq “ FΩpy, xq

“ log
| y ´ b |

| x´ b |

ą 0.

Por lo tanto, de la proposición 1.15, Ω es acotado.

Recíprocamente, supongamos que Ω no es acotado. Veremos que la forma inversa de la métrica de
Funk no es separante. Como Ω no es acotado, sabemos que Ω contiene un rayo afín Rpy, xq tal que
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b “ rRpy, xq X rBΩ P H8, entonces

FΩpy, xq “ ĺım
bÑ8

log
| y ´ b |

| x´ b |

“ log

ˆ

ĺım
bÑ8

| y ´ b |

| x´ b |

˙

“ log
´

8

8

¯

“ log p1q

“ 0.

Así, FΩpy, xq “ 0 para x ‰ y. Por tanto, Ω acotado implica que FΩpy, xq ą 0 para x ‰ y. �

Proposición 1.38 Sea Ω un dominio convexo acotado en Rn y sea x P Ω. Entonces la función

Hx : Ω ÝÑ R, definida por Hxpyq “
rFΩpx, yq

es acotada.

a

y

x

b

Ω

– Figura 1.12 – La métrica de Funk en su forma inversa en un dominio acotado

Demostración. Por definición Hxpyq “ log
| y ´ b |

| x´ b |
¨

(i) Como a “ aΩpx, yq y b “ aΩpy, xq, entonces las distancias euclidianas entre y y b y entre a y b
satisfacen la siguiente desigualdad | y ´ b |ď| a´ b |. Entonces | y ´ b |ď supa1,b1PBΩ | a

1 ´ b1 | .

(ii) Por otro lado, | x´ b |ě ı́nfb1PBΩ | x´ b
1 |ą 0. Si

| y ´ b |

| x´ b |
ď

sup
a1,b1PBΩ

| a1 ´ b1 |

ı́nf
b1PBΩ

| x´ b1 |
,

entonces

log
| y ´ b |

| x´ b |
ď log

sup
a1,b1PBΩ

| a1 ´ b1 |

ı́nf
b1PBΩ

| x´ b1 |
¨

Como Ω es un conjunto acotado

rFΩpx, yq “ log
| y ´ b |

| x´ b |

ď log

sup
a1,b1PBΩ

| a1 ´ b1 |

ı́nf
b1PBΩ

| x´ b1 |

ă 8.

Por lo tanto, Hxpyq es una función acotada. �
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1.3. Ejemplos

1.3.1. Politopos

Definición 1.39 Un politopo convexo abierto Ω en Rn es un conjunto determinado por la intersección
de un número finito de semi-espacios; esto es,

Ω “ tx P Rn | φjpxq ă sj , 1 ď j ď ku ,

para algún k P N y donde φj : Rn Ñ R es una función lineal no trivial para todo j.

Proposición 1.40 La métrica de Funk entre dos puntos en un politopo está dada por:

FΩpx, yq “ máx

"

0, máx
1ďjďk

"

log

ˆ

sj ´ φjpxq

sj ´ φjpyq

˙**

¨

Demostración. Supongamos x ‰ y y a “ aΩpx, yq R H8. Sea Ω “ tx P Rn | φjpxq ă sj , 1 ď j ď ku un

politopo tal que hjpxq “
1

sj
φjpxq es una función lineal de Rn en R no trivial para cada j.

(i) Probemos que la métrica de Funk en un politopo satisface la desigualdad

FΩpx, yq ď máx

"

0, máx
1ďjďk

"

log

"

sj ´ φjpxq

sj ´ φjpyq

˙**

¨ (1.9)

La desigualdad 1.6 se cumple debido a lo siguiente:

FΩpx, yq “ log

ˆ

hjpaq ´ hjpxq

hjpaq ´ hjpyq

˙

“ log

ˆ

sj ´ φjpxq

sj ´ φjpyq

˙

ď máx
1ďjďk

log

ˆ

sj ´ φjpxq

sj ´ φjpyq

˙

“ máx

"

0, máx
1ďjďk

log

ˆ

sj ´ φjpxq

sj ´ φjpyq

˙*

¨

(ii) Probemos ahora que la métrica de Funk satisface la desigualdad

FΩpx, yq ě máx

"

0, máx
1ďjďk

log

ˆ

sj ´ φjpxq

sj ´ φjpyq

˙*

¨

Se sigue del corolario 1.26 que

FΩpx, yq “ log

ˆ

hjpaq ´ hjpxq

hjpaq ´ hjpyq

˙

ě log

ˆ

1´ hjpxq

1´ hjpyq

˙

“ log

ˆ

sj ´ φjpxq

sj ´ φjpyq

˙

¨

Como
FΩpx, yq ě log

ˆ

sj ´ φjpxq

sj ´ φjpyq

˙
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para cada j, entonces

FΩpx, yq ě máx
1ďjďk

log

ˆ

sj ´ φjpxq

sj ´ φjpyq

˙

“ máx

"

0, máx
1ďjďk

log

ˆ

sj ´ φjpxq

sj ´ φjpyq

˙*

¨

Por lo tanto,

FΩpx, yq ě máx

"

0, máx
1ďjďk

log

ˆ

sj ´ φjpxq

sj ´ φjpyq

˙*

¨

Por lo tanto, de los casos (i) y (ii) tenemos la igualdad

FΩpx, yq “ máx

"

0, máx
1ďjďk

log

ˆ

sj ´ φjpxq

sj ´ φjpyq

˙*

¨

(iii) Si x “ y, la métrica de Funk satisface FΩpx, yq “ 0.

(iv) Si x ‰ y y a P H8, entonces:

FΩpx, yq “ 0 “ máx

"

0, máx
1ďjďk

log
ˆ

sj ´ φjpxq

sj ´ φjpyq

˙*

,

pues

máx
1ďjďk

log

ˆ

sj ´ φjpxq

sj ´ φjpyq

˙

“ 0

a) Si φjpxq “ φjpyq, entonces logp1q “ 0.
b) Si φjpxq ‰ φjpyq, entonces como y está más alejado del hiperplano determinado por hj se tiene que
sj ´ hjpxq es menor que sj ´ hjpyq. Por lo tanto, el cociente de estas diferencias es menor que 1 y en
consecuencia el logarítmo de este cociente es negativo y por lo tanto, el máximo es igual a cero cuando
a P H8. Esto completa la prueba. �

1.3.2. La bola unitaria euclidiana

Proposición 1.41 Si B Ă Rn es una bola unitaria euclidiana, entonces la métrica de Funk en B está
expresada por la siguiente fórmula:

FBpx, yq “ log

˜

a

| y ´ x |2 ´ | x^ y |2 ` | x |2 ´ xx, yy
a

| y ´ x |2 ´ | x^ y |2 ´ | y |2 ` xx, yy

¸

y por FBpx, xq “ 0 para todo x P B, donde | x ^ y |“
a

| x |2| y |2 ´ xx, yy2 es el área del paralelogramo
con lados ÝÑ0x, ÝÑ0y.

Demostración. (i) Si x “ y, no hay nada que probar, pues FBpx, yq “ logp1q “ 0.

(ii) Si x ‰ y, consideremos aBpx, yq “ Rpx, yq X BB y el funcional lineal hpzq “ xy ´ x, zy. Entonces
por la proposición 1.19:

FBpx, yq “ log

ˆ

hpaq ´ hpxq

hpaq ´ hpyq

˙

“ log

ˆ

xy ´ x, ay ´ xy ´ x, xy

xy ´ x, ay ´ xy ´ x, yy

˙

“ log

˜

a

| y ´ x |2 ´ | x^ y |2 ` | x |2 ´ xx, yy
a

| y ´ x |2 ´ | x^ y |2 ´ | y |2 ` xx, yy

¸

¨
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Pues:

xy ´ x, xy “ xy, xy ´ xx, xy

“ xx, yy ´ | x |2 .

xy ´ x, yy “ xy, yy ´ xx, yy

“ | y |2 ´ xx, yy.

xy ´ x, ay “
a

| y ´ x |2 ´ | x^ y |2.

Para la prueba de esta última expresión consideramos:

(1) El vector unitario u “
y ´ x

| y ´ x |
¨

(2) El vector a1 paralelo a la recta por los puntos x y y.
(3) El vector a2 como la proyección ortogonal de 0 P Rn a la recta por los puntos x y y.

B

a2x a

0   a1

y

– Figura 1.13 – La métrica de Funk en una bola unitaria

Dado que a2 es proyección ortogonal al vector y´ x y el vector a1 es múltiplo del vector y´ x tal que

a1 “
xu, ay

xu, uy
u

“ xu, ayu

(al ser u un vector unitario), entonces obtenemos el vector a “ a1 ` a2. Así, a2 “ a ´ a1. Como | a2 | es
la altura del triángulo 40xy, entonces su área es

A “
1

2
| a2 || y ´ x |

“
1

2
| x^ y |,

esto es por la condición de ortogonalización.

Como a1 “ xu, ayu, tenemos

| a1 |
2 “ a1 ¨ a1

“ xu, ay2u ¨ u

“ xu, ay2 || u ||2

“ xu, ay2.
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De esta manera, por las consideraciones anteriores (y en particular por la condición de ortogonalidad entre
los vectores a1 y a2 tenemos que | a´ a2 |

2“| a |2 ´ | a2 |
2):

xy ´ x, ay2 “ x| y ´ x | u, ay2

“ | y ´ x |2 xu, ay2

“ | y ´ x |2| a1 |
2

“ | y ´ x |2| a´ a2 |
2

“ | y ´ x |2
`

| a |2 ´ | a2 |
2
˘

“ | y ´ x |2
`

1´ | a2 |
2
˘

“ | y ´ x |2 ´ | y ´ x |2| a2 |
2

“ | y ´ x |2 ´ | x^ y |2 .

Por lo tanto, xy ´ x, ay “
a

| y ´ x |2 ´ | x^ y |2. �
La demostración de la siguiente proposición para la métrica de Funk en su forma inversa rFBpx, yq en

la bola unitaria euclidiana es inmediata de la relación entre la métrica de Funk y la métrica inversa.

Proposición 1.42 Si B Ă Rn es una bola unitaria euclidiana, entonces la métrica de Funk en su forma
inversa está expresada por la siguiente fórmula:

rFBpx, yq “ log

˜

a

| y ´ x |2 ´ | x^ y |2 ` | y |2 ´ xx, yy
a

| y ´ x |2 ´ | x^ y |2 ´ | x |2 ` xx, yy

¸

y rFBpx, xq “ 0 para todo x, y P B, donde | x ^ y |“
a

| x |2| y |2 ´ xx, yy2 es el área del paralelogramo
con lados ÝÑ0x, ÝÑ0y.
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Capítulo 2

Geometría y topología de la métrica de
Funk

2.1. La geometría de las bolas en la métrica de Funk

En un espacio métrico pX, dq una bola abierta de radio r P R y centro en un punto x P X, denotada por
Bpx, rq, es un subconjunto de X tal que cada uno de sus elementos dista en menos que r de x, es decir,

Bpx, rq “ ty P X | dpx, yq ă ru ¨

Como estamos tratando con distancias no simétricas, específicamente, con métricas débiles, es necesario
distinguir dos tipos de bolas abiertas (y cerradas).

Definición 2.1 Sea Ω un dominio convexo propio en Rn. Recordemos que un dominio convexo propio en
Rn es un subconjunto convexo, abierto, no vacío y Ω ‰ Rn. Sea x P Ω y ρ un número real positivo.

1. Una bola avante abierta1 es un conjunto de la forma

B`px, ρq “ ty P Ω | FΩpx, yq ă ρu ¨

2. Una bola ciar abierta2 es un conjunto de la forma

B´px, ρq “ ty P Ω | FΩpy, xq ă ρu ¨

Las bolas avante cerradas y las bolas ciar cerradas se definen cambiando el signo ă por ď en las
definiciones de las bolas abiertas avante y ciar respectivamente.

En la geometría de Funk, las bolas avante y ciar tienen en general formas y propiedades totalmente
diferentes.

Proposición 2.2 Sea Ω un subconjunto convexo abierto propio de Rn equipado con su métrica de Funk
FΩ, x un punto en Ω y ρ un número real positivo. Entonces la bola avante abierta B`px, ρq es la imagen
de Ω bajo la homotecia euclidiana de centro x y factor de dilatación p1´ e´ρq¨

1Forward open ball.
2Backward open ball.

25
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Demostración. Sean x ‰ y dos puntos en Ω.

(i) Si FΩpx, yq “ 0, entonces el rayo afín Rpx, yq está contenido en Ω y para cualquier z P Rpx, yq,
FΩpx, zq “ 0. Por lo tanto, el rayo afín Rpx, yq está contenido en B`px, ρq.

(ii) Si FΩpx, yq ‰ 0, entonces a “ aΩpx, yq R H8. Así, para cualquier y P rx, as tenemos:

y P B`px, ρq ðñ log
| x´ a |

| y ´ a |
ă ρ

ðñ | x´ a | ă eρ | y ´ a |“ eρp| x´ a | ´ | y ´ x |q

ðñ | x´ a | p1´ eρq ă ´ | y ´ x | eρ

ðñ | x´ a | pe´ρ ´ 1q ă ´ | y ´ x |

ðñ | y ´ x | ă p1´ e´ρq | x´ a | ¨

Por lo tanto, la bola avante B`px, ρq es la imagen de Ω por la homotecia euclidiana de centro x y
factor de dilatación p1´ e´ρq. �

x
y

a

B (x,p)

– Figura 2.1 – Bola avante abierta en la geometría de Funk

Proposición 2.3 Sea Ω un dominio convexo en Rn equipado con su métrica de Funk FΩ, x un punto en
Ω y ρ un número real positivo. Entonces la bola ciar abierta B´px, ρq es la intersección de Ω con la imagen
de Ω por la homotecia euclidiana de centro x y factor de dilatación peρ´1q, seguida por la simetría central
euclidiana en x.

B (x, ρ) 
y

x

a

b

– Figura 2.2 – Bola ciar abierta en la geometría de Funk
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Demostración. Sea b “ aΩpy, xq. Entonces, para y P rx, as tenemos que x P rb, ys. De esta manera

y P B´px, ρq ðñ log
| y ´ b |

| x´ b |
ă ρ

ðñ eρ | x´ b | ą | y ´ b |“| y ´ x | ` | x´ b |

ðñ peρ ´ 1q | x´ b | ą | y ´ x | .

Por lo tanto, la bola ciar abierta B´px, ρq es la intersección de Ω con la imagen de Ω por la homotecia
euclidiana de centro x y factor de dilatación peρ ´ 1q, seguida por la simetría central centrada en x. �

Proposición 2.4 Si Ω es la bola unitaria euclidiana, su métrica de Funk FΩpx, yq es la expresión

FBpx, yq “ log

˜

a

| y ´ x |2 ´ | x^ y |2 ` | x |2 ´ xx, yy
a

| y ´ x |2 ´ | x^ y |2 ´ | y |2 ` xx, yy

¸

dada en la proposición 1.41 y si B`px0, ρq Ă Ω es la bola avante cerrada de radio ρ con centro en x0 P Ω,
entonces y P B`px0, ρq si y sólo si || x0 ||

2 e´2ρ ´ 2e´ρxx0, yy ` || y ||
2 ď p1´ e´ρq2¨

Demostración. Se sigue de la proposición 2.2 que la bola avante abierta B`px0, ρq es la imagen de Ω
por la homotecia euclidiana de centro en x0 con factor de dilatación p1´ e´ρq. Ahora nos auxiliaremos de
la siguiente construcción:

Ω

B  (xo, ρ)

C = 0

xoe
xo

c

y

A

A a

-ρ

– Figura 2.3 – Bola unitaria euclidiana y su bola avante homotética

1. En la bola unitaria Ω con centro C “ 0, trazamos un radio r “ CA como se ilustra en la figura 2.3.

2. Consideremos el segmento que tiene por extremos a los puntos A y el centro de homotecia x0.

3. Ahora, considerando la bola homotética de Ω con centro en el punto C 1 notamos que al trazar el
radio r1 “ C 1A1 paralelo al radio r, se generan los triángulos semejantes 4Cx0A y 4C 1x0A

1 de donde
obtenemos que

CA

C 1A1
“
Cx0

C 1x0

ùñ
1

C 1A1
“

| x0 |

| x0 | ´ | x0 | e´ρ

ùñ
1

C 1A1
“

1

1´ e´ρ

ùñ C 1A1 “ 1´ e´ρ.

Por lo tanto,
r1 “ C 1A1 “ 1´ e´ρ.
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Ahora, considerando coordenadas cartesianas, tenemos que A “ pa1, a2q, A1 “ pα, βq, x0 “ px1, x2q,
C 1 “ px1e

´ρ, x2e
´ρq y C “ p0, 0q P R2. Notemos que las coordenadas de A1 son desconocidas. Sean L1 y

L2 las rectas que pasan entre los puntos C 1 y A1, x0 y A respectivamente. Entonces

L1 “ C 1 ` λpC 1 ´A1q “ C 1 ` λA,

pues la recta L1 es paralela a L3, siendo L3 la recta que pasa entre los puntos C y A. Y

L2 “ A` tpx0 ´Aq.

Para determinar las coordenadas del punto A1 vamos a considerar la igualdad L1 “ L2, dado que estas
rectas se intersecan en dicho punto. Así pues,

C 1 ` λA “ A` tpx0 ´Aq ùñ C 1 ´A “ tpx0 ´Aq ´ λA

ùñ px1e
´ρ, x2e

´ρq ´ pa1, a2q “ tppx1, x2q ´ pa1, a2qq ´ λpa1, a2q

ùñ px1e
´ρ ´ a1, x2e

´ρ ´ a2q “ ptpx1 ´ a1q ´ λa1, tpx2 ´ a2q ´ λa2q

ùñ

"

x1e
´ρ ´ a1 “ tpx1 ´ a1q ´ λa1

x2e´ρ ´ a2 “ tpx2 ´ a2q ´ λa2

ùñ

ˆ

x1 ´ a1 ´a1

x2 ´ a2 ´a2

˙ˆ

t
λ

˙

“

ˆ

x1e
´ρ ´ a1

x2e
´ρ ´ a2

˙

.

De esta manera obtenemos un sistema de ecuaciones en las variables λ y t. En nuestro caso, si conside-
ramos que las columnas de la matriz B de coeficientes del sistema de ecuaciones son distintas y diferentes
de cero, entonces el determinante de B es distinto de cero. De este modo, la matriz B es invertible y está
expresada por

B´1 “
1

detB
AdjB.

Así, multiplicando por la matriz inversa del sistema en ambos lados de la igualdad del sistema obtenemos
los valores para λ y t:

B´1

ˆ

x1e
´ρ ´ a1

x2e
´ρ ´ a2

˙

“
1

x2a1 ´ x1a2

ˆ

´a2 a1

´px2 ´ a2q x1 ´ a1

˙ˆ

x1e
´ρ ´ a1

x2e
´ρ ´ a2

˙

“
1

x2a1 ´ x1a2

ˆ

e´ρpx2a1 ´ x1a2q

x2a1 ´ x1a2 ´ px2a1 ´ x1a2qe
´ρ

˙

“

ˆ

e´ρ

1´ e´ρ

˙

.

Por lo tanto,
t “ e´ρ

y
λ “ 1´ e´ρ.

Así,
L1 “ C 1 ` p1´ e´ρqA

y
L2 “ A` e´ρpx0 ´Aq.

En consecuencia
A1 “ p1´ e´ρqA` x0e

´ρ.



2.1. LA GEOMETRÍA DE LAS BOLAS EN LA MÉTRICA DE FUNK 29

Por lo tanto,

Hpa1, a2q “

ˆ

1´ e´ρ 0
0 1´ e´ρ

˙ˆ

a1

a2

˙

` e´ρ
ˆ

x1

x2

˙

. (2.1)

Esta expresión es la regla de correspondencia de una homotecia seguida de una traslación para la bola
avante (que usaremos en la prueba del corolario 2.7).

Por otro lado, de nuestra construcción geométrica y de la proposición 1.41 tenemos las siguientes
igualdades

CA

C 1A1
“

1

1´ e´ρ
ðñ

a

a2
1 ` a

2
2

a

px1e´ρ ´ αq2 ` px2e´ρ ´ βq2
“

1

1´ e´ρ

ðñ
1

px1e´ρ ´ αq2 ` px2e´ρ ´ βq2
“

1

p1´ e´ρq2

ðñ px1e
´ρ ´ αq2 ` px2e

´ρ ´ βq2 “ p1´ e´ρq2

ðñ x2
1e
´2ρ ` x2

2e
´2ρ ´ 2e´ρpx1α` x2βq ` α

2 ` β2 “ p1´ e´ρq2

ðñ x0e
´ρ ¨ x0e

´ρ ´ 2e´ρxx0, A
1y` || A1 ||2“ p1´ e´ρq2.

Por lo tanto,

log

˜

a

| y ´ x |2 ´ | x^ y |2 ` | x |2 ´ xx, yy
a

| y ´ x |2 ´ | x^ y |2 ´ | y |2 ` xx, yy

¸

ď ρ

es equivalente a
|| x0 ||

2 e´2ρ ´ 2e´ρxx0, yy ` || y ||
2 ď p1´ e´ρq2.

Esta desigualdad describe una bola euclidiana con centro en z0 “ e´ρx0 y radio euclidiano r “ p1´e´ρq.
Observemos que la construcción geométrica tiene validez para cualquier bola unitaria Ω P Rn. Por lo tanto,
y P B`px0, ρq si y sólo si || x0 ||

2 e´2ρ ´ 2e´ρxx0, yy ` || y ||
2 ď p1´ e´ρq2. �

Proposición 2.5 Si Ω es la bola unitaria euclidiana y B´px0, ρq Ă Ω es la bola ciar de radio ρ con centro
en x0 en Ω, entonces y P B´px0, ρq si y sólo si || x0 ||

2 e2ρ ´ 2eρxx0, yy ` || y ||
2 ď peρ ´ 1q2.

Demostración.
Sabemos de la proposición 2.3 que la bola ciar abierta B´px, ρq es la intersección de Ω con la imagen de

Ω por la homotecia euclidiana de centro x0 y factor de dilatación peρ ´ 1q, seguida por la simetría central
centrada en x0. Para proceder con la prueba nos auxiliaremos de la siguiente construcción:

1. En la bola unitaria Ω con centro C “ 0, trazamos un radio r “ CA como se ilustra en la figura 2.4.

2. Consideremos el segmento que tiene por extremos a los puntos A y A1.

3. Ahora, considerando la bola homotética de Ω con centro en el punto C 1 notamos que al trazar el
radio r1 “ C 1A1 antiparalelo al radio r, se generan los triángulos semejantes 4A1x0C

1 y 4Ax0C de donde
obtenemos que

C 1A1

CA
“
x0C 1

x0C
ðñ C 1A1 “

x0e
ρ ´ x0

x0

ðñ C 1A1 “ eρ ´ 1.
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Por lo tanto,
r1 “ C 1A1 “ eρ ´ 1.

Ω

B (xo, ρ)

xo

C = 0

A

a

– Figura 2.4 – Bola unitaria euclidiana y su bola ciar homotética

Considerando ahora las coordenadas cartesianas, tenemos que A “ pa1, a2q, A
1 “ pα, βq, x0 “ px1, x2q,

C 1 “ px1e
ρ, x2e

ρq, y C “ p0, 0q P R2, donde las coordenadas de A1 son desconocidas. Sean L1 y L2 las
rectas que pasan entre los puntos C 1 y A1, x0 y A respectivamente. Entonces

L1 “ C 1 ` λpC 1 ´A1q “ C 1 ´ λA

y
L2 “ A` tpx0 ´Aq.

Para determinar las coordenadas del punto A1 vamos a encontrar las condiciones bajo las cuáles se
cumple la igualdad L1 “ L2. Entonces

C 1 ´ λA “ A` tpx0 ´Aq ùñ C 1 ´A “ tpx0 ´Aq ` λA

ùñ px1e
ρ, x2e

ρq ´ pa1, a2q “ tppx1, x2q ´ pa1, a2qq ` λpa1, a2q

ùñ px1e
ρ ´ a1, x2e

ρ ´ a2q “ ptpx1 ´ a1q ` λa1, tpx2 ´ a2q ` λa2q

ðñ

"

x1e
ρ ´ a1 “ tpx1 ´ a1q ` λa1

x2eρ ´ a2 “ tpx2 ´ a2q ` λa2

ðñ

ˆ

x1 ´ a1 a1

x2 ´ a2 a2

˙ˆ

t
λ

˙

“

ˆ

x1e
ρ ´ a1

x2e
ρ ´ a2

˙

.

De esta manera, obtenemos un sistema de ecuaciones en las variables λ y t. Si suponemos que la matriz
de coeficientes D del sistema de ecuaciones es no singular, entonces su determinante es distinto de cero y
la matriz inversa de la matriz D está dada por

D´1 “
1

detD
AdjD.

Así, multiplicando por la matriz inversa del sistema en ambos lados del sistema de ecuaciones obtenemos
los valores para λ y t :

D´1

ˆ

x1e
ρ ´ a1

x2e
ρ ´ a2

˙

“
1

x1a2 ´ x2a1

ˆ

a2 ´a1

´px2 ´ a2q x1 ´ a1

˙ˆ

x1e
ρ ´ a1

x2e
ρ ´ a2

˙

“
1

x1a2 ´ x2a1

ˆ

px1a2 ´ x2a1qe
ρ

px1a2 ´ x2a1qe
ρ ´ px1a2 ´ x2a1q

˙

“

ˆ

eρ

eρ ´ 1

˙

.
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Por lo tanto,
t “ eρ

y
λ “ eρ ´ 1.

En consecuencia,
L1 “ C 1 ` peρ ´ 1qA “ x0e

ρ `Apeρ ´ 1q

y

L2 “ A` eρpx0 ´Aq “ x0e
ρ `Ap1´ eρq,

pues las rectas entre los puntos C 1, A1 y C, A son antiparalelas.

Por lo tanto,

Hpa1, a2q “ eρ
ˆ

x1

x2

˙

´

ˆ

eρ ´ 1 0
0 eρ ´ 1

˙ˆ

a1

a2

˙

,

es la regla de correspondencia de la homotecia seguida de una simetría central para una bola ciar.
Por otro lado, de la construcción geométrica y de la proposición 1.42 tenemos

CA

C 1A1
“

1

eρ ´ 1
ðñ

a

b21 ` b
2
2

a

px1eρ ´ αq2 ` px2eρ ´ βq2
“

1

eρ ´ 1

ðñ
1

px1eρ ´ αq2 ` px2eρ ´ βq2
“

1

peρ ´ 1q2

ðñ px1e
ρ ´ αq2 ` px2e

ρ ´ βq2 “ peρ ´ 1q2

ðñ x2
1e

2ρ ` x2
2e

2ρ ´ 2eρpx1α` x2βq ` α
2 ` β2 “ peρ ´ 1q2

ðñ x0e
ρ ¨ x0e

ρ ´ 2eρxx0, A
1y` || A1 ||2“ peρ ´ 1q2.

Por lo tanto,

log

˜

a

| x´ y |2 ´ | x^ y |2 ` | y |2 ´ xx, yy
a

| x´ y |2 ´ | x^ y |2 ´ | x |2 ` xx, yy

¸

ď ρ

es equivalente a
|| x0 ||

2 e2ρ ´ 2eρxx0, yy ` || y ||
2 ď peρ ´ 1q2.

Esta desigualdad describe una bola euclidiana con centro en z0 “ eρx0 y radio euclidiano r “ peρ´ 1q.
Observemos que la construcción geométrica es válida para cualquier bola unitaria Ω P Rn. Por lo tanto,
y P B´px0, ρq si y sólo si || x0 ||

2 e2ρ ´ 2eρxx0, yy ` || y ||
2 ď peρ ´ 1q2. �

Corolario 2.6 Si Ω es un dominio convexo propio en Rn, entonces podemos reconstruir la frontera BΩ de
Ω de la geometría local de cualquier punto de Ω.

Demostración. Al considerar una bola avante en Ω con centro en x0 sabemos, por la proposición 2.2,
que su frontera es la imagen de la frontera de Ω por una homotecia euclidiana. Así, la frontera de Ω es la
imagen de la frontera de la bola avante bajo una homotecia. �

Corolario 2.7 Para cualesquiera puntos x y x1 en un dominio convexo Ω equipado con su métrica de
Funk y para cualesquiera dos números reales no negativos δ y δ1, las bolas avante B`px, δq y B`px1, δ1q
son homotéticas o traslaciones una de la otra.
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Demostración. Como las homotecias y traslaciones forman un grupo, al que llamaremos grupo de
homotecias, entonces vamos a considerar dos transformaciones H1 y H2 como elementos en dicho grupo.
Así, H1 y H2 son transformaciones invertibles y la composición entre estas y con las inversas es una
transformación en el grupo de homotecias. De la proposición 2.4 consideramos la ecuación 2.1 de las
homotecias seguidas de una traslación para las bolas avante B`px, δq y B`px1, δ1q en Ω dadas por

H1px, yq “

ˆ

1´ e´δ 0
0 1´ e´δ

˙ˆ

x
y

˙

` e´δ
ˆ

x1

x2

˙

y

H2px, yq “

ˆ

1´ e´δ
1

0

0 1´ e´δ
1

˙ˆ

x
y

˙

` e´δ
1

ˆ

x11
x12

˙

,

respectivamente.
Ahora vamos a calcular la transformación que lleva a una bola en la otra. Como la homotecia seguida

de una traslación H1 : Ω ÝÑ Ω es una transformación invertible, entonces su inversa H´1
1 px, yq está dada

por

H´1
1 px, yq “

1

p1´ e´δq2

ˆ

1´ e´δ 0
0 1´ e´δ

˙ˆ

x
y

˙

` e´δ
ˆ

x1

x2

˙

“
1

p1´ e´δq

ˆ

1 0
0 1

˙ˆ

x
y

˙

` e´δ
ˆ

x1

x2

˙

.

De tal manera que al efectuar la composición

pH2 ˝H
´1
1 qpx, yq “

ˆ

1´ e´δ
1

0

0 1´ e´δ
1

˙"

1

p1´ e´δq

ˆ

1 0
0 1

˙ˆ

x
y

˙

` e´δ
ˆ

x1

x2

˙*

` e´δ
1

ˆ

x11
x12

˙

“
1´ e´δ

1

1´ e´δ

ˆ

1 0
0 1

˙ˆ

x
y

˙

` p1´ e´δ
1

qe´δ
ˆ

x
y

˙

` eδ
1

ˆ

x1

y1

˙

,

obtenemos una transformación en la que el primer sumando de su regla de correspondencia es una homo-

tecia, cuya razón es
1´ e´δ

1

1´ e´δ
.

En particular, si la razón cumple que
1´ e´δ

1

1´ e´δ
“ 1,

entonces la composición pH2 ˝H
´1
1 qpx, yq es una traslación y esto ocurre cuando δ1 y δ tienden a infinito.

Análogamente, consideremos la inversa H´1
2 px, yq de la homotecia seguida de una traslación H2 : Ω ÝÑ Ω

de la bola avante B`px1, δ1q tal que

H´1
2 px, yq “

1

1´ e´δ1

ˆ

1 0
0 1

˙ˆ

x
y

˙

` e´δ
1

ˆ

x11
x12

˙

.

Efectuando la composición

pH1 ˝H
´1
2 qpx, yq “

ˆ

1´ e´δ 0
0 1´ e´δ

˙"

1

p1´ e´δ1
q

ˆ

1 0
0 1

˙ˆ

x
y

˙

` e´δ
1

ˆ

x11
x12

˙*

` e´δ
ˆ

x1

x2

˙

“
1´ e´δ

1´ e´δ1

ˆ

1 0
0 1

˙ˆ

x
y

˙

` p1´ e´δqe´δ
1

ˆ

x1

y1

˙

` e´δ
ˆ

x
y

˙
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obtenemos una homotecia seguida de una traslación y en ambas composiciones se tiene la misma razón.

Así,
1´ e´δ

1

1´ e´δ
ă 1 si y sólo si δ1 ă δ

y
1´ e´δ

1

1´ e´δ
ą 1 si y sólo si δ1 ą δ.

Por tanto, para cualesquiera dos bolas existe una homotecia o una traslación que mapea a una en otra.
�

Corolario 2.8 Para cualesquiera puntos x y x1 en un dominio convexo Ω equipado con su métrica de
Funk y para cualesquiera dos números reales no negativos suficientemente pequeños δ y δ1, las bolas ciar
B´px, δq y B´px1, δ1q son homotéticas o traslaciones una de la otra.

Demostración. La prueba de este corolario es similar a la del corolario 2.7, al considerar la regla de
correspondencia de la homotecia seguida de una simetría central de una bola ciar B´px, δq obtenida en la
proposición 2.5. �

2.2. La topología de la métrica de Funk

En la presente sección consideraremos tanto la topología inducida por la métrica de Funk (y la métrica de
Funk en su forma inversa) como la topología euclidiana en un dominio convexo propio Ω acotado. Veremos
que las topologías coinciden. Por otro lado, notemos que si el dominio convexo Ω no es acotado, entonces
la topología inducida no es la euclidiana, pues si FΩpx, yq “ 0, entonces todos los abiertos que contienen
a x también contienen a y, y esto no sucede en la topología usual de Rn.

Proposición 2.9 La topología inducida por la métrica de Funk en un dominio convexo acotado Ω en Rn
coincide con la topología euclidiana en ese dominio.

yρ

B (x,ρ)
x

λx

Ω

ξ

Λx

– Figura 2.5 –

Demostración. Como Ω es acotado en Rn entonces Ω tiene frontera compacta. Fijemos un punto x en
Ω. Entonces existen los números reales λx y Λx tales que 0 ă λx ď Λx, y que adicionalmente cumplen
que, para cualquier ξ P BΩ se cumple que λx ď | ξ ´ x | ď Λx. Sea B`px, ρq una bola avante abierta en
Ω con centro en x y radio ρ, entonces se sigue de la proposición 2.2 que para un punto

y P BB`px, ρq ðñ log
| x´ ξ |

| y ´ ξ |
“ ρ

ðñ | x´ ξ |“ eρp| y ´ ξ |q “ eρp| x´ ξ | ´ | x´ y |q

ðñ | x´ ξ | p1´ eρq “ ´eρ | y ´ x |

ðñ | x´ ξ | p1´ e´ρq “| y ´ x | .



34 CAPÍTULO 2. GEOMETRÍA Y TOPOLOGÍA DE LA MÉTRICA DE FUNK

De esta manera

λx ď| ξ ´ x |ď Λx ðñ λxp1´ e
´ρq ď| ξ ´ x | p1´ e´ρq ď Λxp1´ e

´ρq

ðñ λxp1´ e
´ρq ď| y ´ x |ď Λxp1´ e

´ρq.

En otras palabras, si Bεpx, δq es una bola euclidiana con centro en x y radio δ P tp1´e´ρqλx, p1´e´ρqΛxu,
entonces

Bεpx, p1´ e´ρqλxq Ă B`px, ρq Ă Bεpx, p1´ e´ρqΛxq.

Por lo tanto, la familia de bolas avante abiertas B`px, ρq y las bolas euclidianas Bεpx, δq son subbases
para la misma topología. �

Proposición 2.10 La topología inducida por la métrica de Funk en su forma inversa en un dominio
convexo acotado Ω en Rn coincide con la topología euclidiana en ese dominio.

yρ

B (x,ρ)
x

Ω

λx

ξ
Λx

– Figura 2.6 –

Demostración. Ahora probaremos el caso de la métrica de Funk en su forma inversa. Sea B´px, ρq una
bola ciar abierta con centro en x. Entonces,

y P BB´px, ρq ðñ log
| y ´ ξ |

| x´ ξ |
“ ρ

ðñ | y ´ ξ |“ eρ | x´ ξ |

ðñ | y ´ x | ` | x´ ξ |“ eρ | x´ ξ |

ðñ | y ´ x |“ peρ ´ 1q | x´ ξ | ¨

Por lo anterior, tenemos que

λx ď| x´ ξ |ď Λx ðñ λxpe
ρ ´ 1q ď| x´ ξ | peρ ´ 1q ď Λxpe

ρ ´ 1q

ðñ λxpe
ρ ´ 1q ď| y ´ ξ |ď Λxpe

ρ ´ 1q¨

Para que las bolas homotéticas estén contenidas en Ω pedimos que eρ´ 1 ď 1, esto es, ρ ď logp2q. Por
lo tanto,

Bεpx, peρ ´ 1qλxq Ă B´px, ρq Ă Bεpx, peρ ´ 1qΛxq.

Así, las bolas ciar abiertas y las bolas euclidianas generan la misma topología. �

Para la prueba de la proposición 2.15 y 2.22 nos auxiliaremos de los siguientes resultados que pueden
consultarse en [4].

Proposición 2.11 Sean X y Y espacios métricos. f : X ÝÑ Y es continua en el punto x P X si y sólo
si para cualquier sucesión pxkq en X tal que xk ÝÑ x en X se cumple que fpxkq ÝÑ fpxq en Y.
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Definición 2.12 (Convergencia uniforme.) Sean S un conjunto y X un espacio métrico. Una sucesión
de funciones fk : S ÝÑ X, k P N converge uniformemente en S a una función f : S ÝÑ X si, dada ε ą 0,
existe N0 P N tal que dxpfkpzq, fpzqq ă ε para todo k ě N0, para todo z P S.

Teorema 2.13 Si K es un subconjunto compacto de X entonces toda sucesión pxnq Ď K contiene una
subsucesión que converge en X a un elemento de K.

Teorema 2.14 Sean Z y X espacios métricos. Si fk : Z ÝÑ X es continua para todo k P N y pfkq
converge uniformemente a f en Z, entonces f : Z ÝÑ X es continua.

Si bien no siempre se obtiene la topología euclidiana cuando Ω no es acotado, se tiene que la métrica
de Funk es continua. Esto es, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.15 Para cualquier dominio convexo propio Ω en Rn, la métrica de Funk FΩ es una fun-
ción continua en Ωˆ Ω bajo la topología inducida por Rn.

Demostración. Para realizar la prueba, vamos a considerar dos casos:

Caso 1. Supongamos que Ω es acotado.

Sean x, y dos puntos distintos en Ω y sean pxnq y pynq sucesiones en Ω que convergen a x y y respec-
tivamente. Así, la sucesión panq “ aΩpxn, ynq está bien definida y converge a a “ aΩpx, yq. Como a ‰ y,
tenemos que

ĺım
nÑ8

FΩpxn, ynq “ ĺım
nÑ8

log
| xn ´ an |

| yn ´ an |

“ log

ˆ

ĺım
nÑ8

| xn ´ an |

| yn ´ an |

˙

“ log
| x´ a |

| y ´ a |

“ FΩpx, yq ă 8.

Por otro lado, supongamos que x “ y y sean pxnq, pynq P Ω sucesiones que convergen a x tales que
xn ‰ yn para todo n. Así,

FΩpxn, ynq “ log
| xn ´ an |

| yn ´ an |

“ log
| pyn ´ anq ` pxn ´ ynq |

| yn ´ an |

ď log

ˆ

1`
| xn ´ yn |

| yn ´ an |

˙

.

Como la sucesión pynq P Ω converge a x en Ω, entonces, mediante el uso de la desigualdad anterior, el
hecho de que

δ “ sup
bPBΩ

| yn ´ b |
´1ă 8,
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y que Ω es acotado, obtenemos que

ĺım
nÑ8

FΩpxn, ynq ď ĺım
nÑ8

logp1` δ | xn ´ yn |q

“ log
´

ĺım
nÑ8

p1` δ | xn ´ yn |
¯

“ logp1` δ ¨ 0q

“ 0,

pues | xn ´ yn | tiende a 0 cuando n tiende a infinito. Como consecuencia, se sigue de la proposición 2.11
que FΩpxn, ynq converge puntualmente a FΩpx, yq cuando n tiende a infinito. Por lo tanto, FΩ es continua
en Ωˆ Ω.

Caso 2. Ahora consideremos que el conjunto Ω no es acotado.

Sea ΩR “ Ω X Bεp0, Rq, donde Bεp0, Rq es una bola euclidiana de radio R centrada en el origen. Sea
Ω1R Ď ΩR un conjunto compacto. Sean pxnq y pynq sucesiones en Ω1R que convergen a x y y respectivamente.
Entonces, se sigue del teorema 2.13 que las sucesiones pxnq, pynq P Ω1R contienen una subsucesión que
converge puntualmente en ΩR a x, y P Ω1R respectivamente. En este caso, por la proposición 2.11, la
sucesión de Funk FΩR

: ΩR ÝÑ R tal que

FΩR
“ log

| xn ´ an |

| yn ´ an |

converge puntualmente a FΩ para todo x, y P ΩR cuando n tiende a infinito. Así, FΩR
converge puntual-

mente a FΩ. Luego | FΩR
´FΩ |“ 0 ă ε para todo n P N. Por lo tanto, de la definición 2.12, FΩR

converge
uniformemente a FΩ. Por lo tanto, se sigue del teorema 2.14 que FΩ es continua cuando R ÝÑ 8. �

2.2.1. Otras propiedades topológicas de la métrica de Funk

Definición 2.16 A un conjunto X junto con una métrica débil δ definida en él lo llamamos espacio
métrico débil y lo denotamos con pX, δq. Una sucesión pxkq en X es acotada avante si su supremo de
distancias (débiles) cumple que sup

měk
δpxk, xmq ă 8, donde el supremo es tomado sobre todos los pares de

números k y m, con m ě k.

Nótese que esta definición corresponde a la noción usual de sucesión acotada en el caso de un espacio
métrico (simétrico).

Recordemos que un espacio métrico es propio si toda sucesión acotada contiene una subsucesión con-
vergente.

Definición 2.17 Decimos entonces que el espacio métrico débil pX, δq es propio avante si cada sucesión
acotada avante tiene una subsucesión convergente.

Definición 2.18 En un espacio métrico débil la sucesión pxkq es Cauchy avante si ĺım
kÑ8

sup
měk

δpxk, xmq “ 0.

Definición 2.19 El espacio métrico débil pX, δq es completo avante si toda sucesión de Cauchy avante
converge.

Definición 2.20 Una sucesión pxkq en X es acotada avante si sup
kěm

δpxm, xkq ă 8, donde el supremo es

tomado sobre todos los pares de números k y m, con k ě m.
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Los conceptos de espacio métrico débil propio ciar, sucesión de Cauchy ciar y espacio métrico débil
completo ciar los definimos de manera similar a los conceptos avante.

En la prueba de la proposición 2.22 usaremos el siguiente resultado.

Teorema 2.21 Teorema de Heine-Borel. Sea K un subconjunto de Rn. Entonces, K es compacto si
y sólo si K es cerrado y acotado.

Proposición 2.22 Un dominio convexo propio Ω Ă Rn junto con su métrica de Funk es propio avante
(y en particular completo avante) si y sólo si Ω es acotado. Por otro lado, un dominio convexo Ω con su
métrica de Funk nunca es completo ciar.

Demostración. Iniciaremos mostrando por contrapositiva la condición necesaria de la equivalencia: Si
Ω no es acotado, entonces la métrica de Funk en un dominio convexo no es propio avante.

Como Ω no es acotado entonces contiene un rayo afín. Sea pxkq una sucesión divergente en dicho rayo.
Entonces FΩpxk, xmq “ 0 para cualquier k ď m, pues aΩpxk, xmq está en el hiperplano al infinito. Así,
supFΩpxk, xmq “ 0 ă 8 por lo que la sucesión pxkq es acotada avante, pero no contiene subsucesiones
convergentes, pues las sucesiones se toman en el rayo afín. En consecuencia, si Ω no es acotado, entonces
pΩ, FΩq no es propio avante. Por tanto, si la métrica de Funk en un dominio convexo Ω Ă Rn es propia
avante entonces Ω es acotado.

Ahora probaremos la condición suficiente de la equivalencia. En la proposición 2.9 probamos que para
un dominio convexo se tienen las siguientes contenciones

Bεpx, p1´ e´ρqλxq Ă B`px, ρq Ă Bεpx, p1´ e´ρqΛxq.

Esto nos dice que una bola avante abierta es acotada. Sea B`px, ρq la cerradura de la bola avante
B`px, ρq en Ω. Como B`px, ρq es cerrada y la bola avante es acotada, por el teorema de Heine - Borel la
cerradura de la bola avante es compacta. Por el teorema 2.13, para toda sucesión pxkq existe una subsu-
cesión convergente xkj en B`px, ρq. Entonces pxkq es una sucesión avante acotada en B`px, ρq Ă Ω. Así,
FΩ es propia avante.

Por último, veremos que Ω equipado con FΩ nunca es completo ciar. Para esto, exhibiremos una
sucesión de Cauchy ciar que no es convergente. Sea ra, bs un segmento afín en Rn con a ‰ b tal que

ra, bs X BΩ “ ta, bu. Para cada k P N definimos xk “ b`
1

k
pa´ bq. Si m ě k, entonces

ĺım
kÑ8

FΩpxk, xmq “ ĺım
kÑ8

log

ˆ

| xk ´ ak |

| xm ´ ak |

˙

“ log

ˆ

b´ a

b´ a

˙

“ 0,

pues xk tiende a b cuando k tiende a infinito. Como Ω es abierto, pxkq no converge en Ω. Por tanto, FΩ

no es completa ciar. �
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Capítulo 3

La desigualdad del triángulo y geodésicas

En este capítulo probaremos la desigualdad del triángulo para la métrica de Funk y daremos una condi-
ción necesaria y suficiente para el caso de la igualdad. También describiremos las geodésicas de esta métrica.

3.1. Preliminares de geometría convexa

Para la prueba del teorema de la desigualdad del triángulo nos auxiliaremos de las siguientes definiciones
y resultados de geometría convexa.

3.1.1. Caras de un conjunto convexo cerrado

Sea Ω Ă Rn un dominio convexo. Se sabe que su cerradura Ω también es un conjunto convexo.

Definición 3.1 Un subconjunto convexo D Ă Ω es una cara de Ω si para cualesquiera x, y en la cerradura
de Ω y para cualquier λ P p0, 1q tenemos que si p1´ λqx` λy P D, entonces rx, ys Ă D.

Dado que Ω es un dominio convexo abierto, consideraremos que las caras de Ω son las caras de su cerradura
Ω.

Si Ω es un politopo1 en Rn, entonces las caras de Ω son clasificadas de acuerdo a su dimensión como
sigue: Caras de dimensión cero son llamadas vértices, caras de dimensión uno son llamadas lados o aristas
y todas las caras de dimensión d con 1 ă d ă n son llamadas facetas de dimensión d.

Ejemplos.

1. Consideremos el cuadrado unitario C en R2 tal que C “
 

px, yq P R2 | 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1
(

. En-
tonces, C tiene cuatro caras de dimensión cero y cuatro caras de dimensión uno. Estas caras son los
vértices px, yq conx, y P t0, 1u y los segmentos [(0, 0), (1,0)], [(1, 0), (1, 1)], [(1,1), (0, 1)] y [(0,1), (0, 0)]
respectivamente.

2. Sea Bpx, ρq Ă Rn una bola euclidiana cerrada. Entonces cada punto frontera de Bpx, ρq es una cara.

3. En el caso de un tetraedro en R3, las caras están dadas por sus 4 vértices de dimensión cero, sus 6
aristas de dimensión uno, y cuatro facetas de dimensión dos.

1Un politopo convexo abierto Ω en Rn es un conjunto determinado por la intersección de un número finito de semi-espacios.

39
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En un conjunto convexo Ω, el conjunto vacío y la cerradura de Ω también son considerados caras de
Ω y se les denomina caras impropias de Ω.

3.1.2. Caras propias y caras expuestas

Definición 3.2 Una cara D Ă Ω es llamada propia si D ‰ Ω y D ‰ H. Una cara propia D de Ω es una
cara propia de su cerradura.

Ejemplos.

1. En el caso del cuadrado unitario C tenemos como caras propias a sus vértices y los segmentos que
conforman sus lados.

2. En la bola euclidiana Bpx, ρq Ă Rn cada uno de sus puntos frontera es una cara propia.

Definición 3.3 Decimos que una cara D Ă Ω es expuesta si existe un hiperplano de soporte H para Ω
tal que D “ H XΩ. Recordemos que un hiperplano de soporte de Ω es un hiperplano H que interseca BΩ
y H X Ω “ H.

Ejemplos.

1. Nuevamente, considerando el cuadrado unitario C, sus caras expuestas son sus lados y sus vértices.

2. En el caso de una bola euclidiana cerrada Bpx, ρq Ă Rn sus caras expuestas son cada uno de sus
puntos frontera.

3. En el caso en que Ω es la unión de un cono con un hemisferio (en forma de helado), sus caras
expuestas son cada uno de sus puntos frontera en el caso del hemisferio y para el cono las caras expuestas
son cada uno de los segmentos que lo conforman.

Definición 3.4 Decimos que una cara propia maximal de Ω es aquella que no está contenida en ninguna
otra cara propia de Ω.

Lema 3.5 (i) Toda cara propia está contenida en una cara expuesta.

(ii) Toda cara propia maximal es expuesta.

Demostración. (i) Sea Ω un dominio convexo de Rn. Sea A una cara propia de Ω.
Caso 1. Si el interior de A es el vacío (esto es, A es un punto), consideremos un hiperplano de soporte

en A “ tpu, entonces la intersección del hiperplano de soporte en A con la cerradura de Ω es una cara
expuesta B que contiene a p. Así, p está contenido en B, es decir, A está contenido en B.

Caso 2. Ahora supongamos que el interior de A es distinto del vacío. Sea x P A y B una cara expuesta
que interseca el intA. Tomemos un punto z P B X intA. Si el punto x es distinto de z, entonces existe un
punto y P A tal que z P rx, ys, pues z P intA. Como x, y P Ω y existe t tal que z “ p1´ tqx` ty P B con B
cara, entonces el segmento rx, ys está contenido en B, entonces los puntos x, y están en B. Para completar
la prueba, si x “ z, entonces el singulete txu está contenido en B. Por lo tanto, A Ă B.

(ii) Por otro lado, Si A es una cara propia maximal, entonces A es diferente del vacío, diferente de la
cerradura de Ω y no está contenida en otra cara propia de Ω. En consecuencia, A es una cara propia de Ω.
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Por el inciso (i) del lema 3.5, existe B una cara expuesta de Ω tal que A está contenida en B. Como A es
una cara maximal y B es una cara expuesta, entonces A “ B, y por lo tanto, A es una cara expuesta. �

3.1.3. Puntos expuestos y puntos extremos

Definición 3.6 Un punto x P BΩ es un punto expuesto de Ω si txu es una cara expuesta, esto es, si existe
un hiperplano H Ă Rn tal que H X Ω “ txu.

Ejemplos.

En el cuadrado unitario C los puntos expuestos son los vértices. En el caso de una bola euclidiana
cerrada Bpx, ρq contenida en Rn, sus puntos expuestos son sus puntos frontera.

En el siguiente teorema enunciamos un resultado de Straszewicz cuya prueba puede ser consultada en
[17, teorema 18.6].

Teorema 3.7 (Straszewicz) Si Ω es acotado, entonces Ω es la cerradura de la cáscara envolvente con-
vexa de sus puntos expuestos.

Definición 3.8 Un punto x P Ω es un punto extremo de Ω si Ωztxu es aún un conjunto convexo.

Notemos que un punto extremo pertenece a la frontera BΩ de Ω.

Ejemplos.

En una circunferencia cada punto frontera es un punto extremo y en el cuadrado unitario sus vértices
son puntos extremos.

La demostración del teorema de Krein-Milman que se enuncia a continuación puede ser consultada en
[9, teorema 3.7.13].

Teorema 3.9 (Krein-Milman) Si Ω es acotado, entonces Ω es la cerradura convexa de sus puntos ex-
tremos.

Lema 3.10 Todo punto expuesto es un punto extremo.

Demostración. Haremos la prueba por contradicción. Recordemos que H es un hiperplano de soporte
de Ω en p entonces existe un funcional lineal f : Rn ÝÑ R tal que H “ tx P Rn | fpxq “ αu, donde α es
una constante. Notemos también que Ω Ă tx P Rn | fpxq ď αu y en particular fppq “ α. Por hipótesis,
como p es un punto expuesto de Ω tenemos que fpxq ă α para todo x P Ω. Sean x, y P Ωztpu tales que
p “ p1´ λqx` λy para un λ P r0, 1s, pues p no es un punto extremo. Considerando que f es un funcional
lineal tenemos

fpp1´ λqx` λyq “ p1´ λqfpxq ` λfpyq ă p1´ λqα` λα “ α.

Así, fppq ă α. Pero esto es una contradicción. Por lo tanto, p es un punto extremo. �

Observación 3.11 No todo punto extremo es un punto expuesto.
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X

Ω

– Figura 3.1 –

Demostración. Sean x y Ω como se muestran en la figura 3.1. Entonces x es un punto extremo, pero
no es un punto expuesto, pues la intersección entre el único hiperplano de soporte H en x y la cerradura
de Ω es un conjunto distinto del unitario de x, a saber, la arista vertical izquierda de Ω.

�
En la demostración del lema 3.15 emplearemos el teorema 3.12 el cual puede ser consultado en [9,

teorema 3.7.8]

Teorema 3.12 Si Ω Ă Rn es un dominio convexo cerrado, un punto p P Ω es un punto extremo de Ω si
y sólo si p no es un punto medio de algún segmento contenido en Ω. Esto es, x es un punto extremo de Ω
si x no es un punto interior de algún intervalo cerrado contenido en la frontera de Ω.

Definición 3.13 Un dominio convexo propio Ω Ă Rn es estrictamente convexo si cada punto frontera de
Ω es un punto extremo.

El siguiente lema nos da otras dos maneras para determinar cuándo un dominio convexo propio es
estrictamente convexo. Además nos auxiliaremos de la siguiente definición para su prueba.

Definición 3.14 Sea C Ď Rn un convexo cerrado y S una cara de C. El interior de S es el conjunto de
puntos de S que no están en la unión de las caras propias de C.

Lema 3.15 Las siguientes condiciones son equivalentes para un dominio convexo Ω Ă Rn:

(i) Cada punto frontera de Ω es un punto extremo.

(ii) Cada punto frontera de Ω es un punto expuesto.

(iii) La frontera BΩ no contiene ningún segmento no trivial.

Demostración. Probaremos que (i) implica (ii) por contradicción. Como p no es un punto expuesto,
entonces todo hiperplano de soporte H en p cumple que la intersección con la cerradura de Ω contiene a p
y otros puntos, esto es, H XΩ “ S ‰ tpu (Ver figura 3.2). Así, como H y la cerradura de Ω son convexos,
entonces S es convexo. Y en particular, el interior de S es convexo. Sea y P intS X BΩ. Como y está en la
frontera de Ω, por hipótesis y es un punto extremo. Entonces, pintS X BΩq ztyu es convexo. Pero esto es
una contradición, pues y es un punto en intS.

Usando el lema 3.10 tenemos que (ii) es equivalente a (i).
Así, para terminar la demostración del lema 3.15, basta que veamos ahora que cada punto frontera es

un punto extremo si y sólo si la frontera BΩ no contiene ningún segmento no trivial.
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H

Ω

S

yp

– Figura 3.2 –

Probemos que (iii) implica (ii) por contradicción. Supongamos que el intervalo cerrado ru, vs está
contenido en la frontera BΩ. En particular si p es un punto interior de ru, vs. Entonces, p no es un punto
extremo. Pero esto es una contradición, pues por hipótesis todos los puntos son extremos.

Ahora probemos que (ii) implica (iii). Como la frontera BΩ no contiene ningún segmento no trivial
ru, vs, entonces p no es el punto medio de un segmento contenido en la frontera de Ω. Pero tampoco es el
punto medio de algún segmento contenido en la cerradura de Ω, pues p está en la frontera de Ω. Se sigue
del teorema 3.12 que el punto p P BΩ es un punto extremo de Ω. �

Lema 3.16 Sea Ω un dominio convexo propio de Rn y x, y, z tres puntos en Ω. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes.

(a) Existe una cara propia D Ă rΩ tal que aΩpx, yq, aΩpy, zq, aΩpx, zq P D.

(b) Existe una recta L contenida en RPn que no interseca a Ω y tal que aΩpx, yq, aΩpy, zq y aΩpx, zq P L.

Demostración.
Consideremos que los puntos a “ aΩpx, yq, b “ aΩpy, zq y c “ aΩpx, zq están en una cara propia D

de Ω. Si los puntos x, y, z P Ω están alineados, entonces a “ b “ c y se tiene que (a) implica (b) para
este caso. Por otro lado, si x, y, z no son colineales, entonces los puntos a, b y c son elementos del plano
Π determinados por los puntos x, y y z. Por hipótesis, a, b y c pertenecen a una cara propia D, entonces
a, b y c son elementos del segmento de recta conformado por la intersección entre la cara propia D y el
plano Π. Tomemos en cuenta que el plano Π es transversal a D, así, el plano Π no está contenido en D y
viceversa, pues x, y, z no están en D. Por lo tanto, los puntos a, b y c están alineados en RPn.

Recíprocamente, supongamos que a, b y c son tres puntos alineados en RPn. Si a, b y c están en una
linea recta L contenida en el hiperplano al infinito, entonces están en una cara propia de Ω, a saber, el
hiperplano al infinito. Ahora, si a, b y c están en una linea recta L de RPn que no interseca a Ω, pero al
menos uno de los puntos a, b y c no está en el hiperplano al infinito, entonces L no está contenida en la
recta al infinito. Sin pérdida de generalidad, supongamos que a es uno de los puntos que no están en el
hiperplano al infinito, entonces L interseca al hiperplano de soporte H en a. Como L no es transversal a
H dado que a, b y c están en L, entonces L está contenida en H. Por otro lado, como a, b y c están en la
frontera de rΩ entonces L está contenida en la frontera de rΩ. En consecuencia, L Ă H X rΩ, por lo tanto,
a, b y c están en una cara expuesta y por el inciso (ii) del lema 3.5, a, b y c están en una cara propia. �

3.2. Desigualdad del triángulo

Teorema 3.17 (Desigualdad del triángulo.) Si x, y, z son tres puntos en un dominio convexo propio
Ω, entonces se asegura la desigualdad del triángulo FΩpx, zq ď FΩpx, yq ` FΩpy, zq. Mas aún, tenemos la
igualdad FΩpx, zq “ FΩpx, yq ` FΩpy, zq si y sólo si los tres puntos aΩpx, yq, aΩpy, zq y aΩpx, zq están en
una línea recta L contenida en RPn que no interseca a Ω.
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Demostración. Sabemos que la métrica de Funk es no negativa, es decir, FΩpx, yq ě 0.

I) Supongamos que FΩpx, zq “ 0, lo cual ocurre cuando c “ aΩpx, zq P rBΩX rRpx, zq está en el hiperplano
al infinito H8. Entonces la desigualdad se cumple trivialmente, pues

0 “ FΩpx, zq ď FΩpx, yq ` FΩpy, zq.

Por otro lado, se cumple la igualdad FΩpx, zq “ 0 “ FΩpx, yq ` FΩpy, zq si y sólo si FΩpx, yq “ 0 “
FΩpy, zq, lo cual es equivalente a que a, b P H8 (a “ aΩpx, yq, b “ bΩpy, zq). Así, a, b, c están en la misma
cara y por el lema 3.16 a, b, c están alineados en una recta L que no interseca a Ω.

II) Consideremos ahora que la métrica de Funk satisface que FΩpx, zq ą 0.
Supongamos que c R H8 y sea h un funcional lineal tal que hpcq “ 1. De la proposición 1.19 y del

corolario 1.26 la métrica de Funk satisface que

FΩpx, zq “ log
ˆ

1´ hpxq

1´ hpzq

˙

“ log
ˆ

1´ hpxq

1´ hpzq
¨

1´ hpyq

1´ hpyq

˙

“ log
ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq
¨

1´ hpyq

1´ hpzq

˙

“ log
ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

` log
ˆ

1´ hpyq

1´ hpzq

˙

ď FΩpx, yq ` FΩpy, zq.

Por lo tanto, FΩpx, zq ď FΩpx, yq ` FΩpy, zq.
Ahora veamos que FΩpx, zq “ FΩpx, yq`FΩpy, zq si y sólo si a, b, c están en una línea recta L contenida

en RPn que no interseca a Ω. Empleando nuevamente el corolario 1.26 se muestra que la igualdad

FΩpx, yq ` FΩpy, zq “ log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

` log

ˆ

1´ hpyq

1´ hpzq

˙

se cumple si y sólo si las dos siguientes igualdades se cumplen:

FΩpx, yq “ log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

y FΩpy, zq “ log

ˆ

1´ hpyq

1´ hpzq

˙

.

Probando la condición de suficiencia tenemos que si

FΩpx, yq “ log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

y FΩpy, zq “ log

ˆ

1´ hpyq

1´ hpzq

˙

,

entonces FΩpx, yq ` FΩpy, zq “ log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

` log

ˆ

1´ hpyq

1´ hpzq

˙

se cumple.

Ahora probemos la condición necesaria por contradicción. Si suponemos que

FΩpx, yq ă log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

y FΩpy, zq ă log

ˆ

1´ hpyq

1´ hpzq

˙

,

entonces
FΩpx, yq ` FΩpy, zq ă log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

` log

ˆ

1´ hpyq

1´ hpzq

˙

,
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pero esto es una contradicción, pues por hipótesis se cumple la igualdad. Por lo tanto,

FΩpx, zq “ FΩpx, yq ` FΩpy, zq.

De acuerdo al corolario 1.26 las igualdades FΩpx, yq “ log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

y FΩpy, zq “ log

ˆ

1´ hpyq

1´ hpzq

˙

se

cumplen si y sólo si uno de los siguientes casos se aseguran:

Caso (i). a, b R H8. En este caso hpaq “ hpbq “ 1 “ hpcq. Por tanto, los puntos a, b y c están en la cara
expuesta D “ BΩ X tx P Rn : hpxq “ 1u. Así, por el lema 3.16 concluimos que a, b, c están en una línea
recta L contenida en RPn.

y

x

Hο

a

{h=1}
b

c

– Figura 3.3 –

Caso (ii). Supongamos que a P H8 y b R H8. Entonces se cumple que hpbq “ hpcq “ 1 y hpxq “ hpyq.
Sea el conjunto tω P Rn : hpωq “ 1u un hiperplano de nivel 1 determinado por h, en particular esto
se cumple para los puntos b y c como se muestra en la figura 3.3. Ahora, como hpxq “ hpyq, entonces
x y y están en el mismo hiperplano determinado por h (a un nivel distinto de 1) y como es un hiper-
plano de nivel, es paralelo al hiperplano H que contiene a los puntos a y c. Como el hiperplano H y el
hiperplano de nivel determinado por h son paralelos, entonces se intersecan en el infinito. Por lo tanto,
a que está en el hiperplano al infinito, también está en el hiperplano H. Del lema 3.16 concluimos que
a, b, c P D “ rBΩX tx P Rn : hpxq “ 1u están en una línea recta L contenida en RPn.
Caso (iii). Supongamos ahora que a R H8 y b P H8. Los argumentos son los mismos que en el caso (ii).

Caso (iv) Supongamos que a P H8 y b P H8. En este caso hpxq “ hpyq y hpyq “ hpzq. Como c R H8,
entonces c “ x` λpz ´ xq. Así, hpcq “ 1 “ hpxq ` λphpzq ´ hpxqq. Luego hpcq “ 1 “ hpxq ă 1. Pero esto
es una contradicción. En consecuencia, este caso no es posible. Por lo tanto, en todos los casos se cumple
la igualdad si y sólo si los tres puntos a, b, c P D están en una línea recta L contenida en RPn. �

Corolario 3.18 Sean x y z dos puntos en un dominio convexo propio Ω Ă Rn y supongamos que aΩpx, zq P
BΩ es un punto expuesto. Si y es un punto que no pertenece al segmento afín rx, zs, entonces se cumple la
desigualdad

FΩpx, zq ă FΩpx, yq ` FΩpy, zq.

H

b

x

z
a = cy

– Figura 3.4 –
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Demostración. Haremos la prueba por contrapositiva. Supongamos que no se cumple la desigualdad,
en consecuencia tenemos la igualdad FΩpx, zq “ FΩpx, yq `FΩpy, zq. Entonces por el lema 3.16 los puntos
a “ aΩpx, yq, b “ aΩpy, zq y c “ aΩpx, zq están en una línea recta L contenida en RPn que no interseca a
Ω. En particular, como c “ aΩpx, yq es un punto expuesto, existe un hiperplano de soporte H en c tal que
H X BΩ “ tcu (ver figura 3.4). Por definición, a y b están en la frontera de Ω, en consecuencia, a “ b “ c.
Así, y P rx, zs. �

3.3. Geodésicas y convexidad en la geometría de Funk

Este apartado está enfocado en la descripción de las geodésicas con la geometría de Funk. Previo a esto,
presentamos la definición de geodésica, entre otras, en un espacio métrico débil.

Definición 3.19 Una trayectoria en un espacio métrico débil pX, dq es una función continua γ : I ÝÑ X,
donde I es un intevalo de la recta real. La longitud de la trayectoria γ : ra, bs ÝÑ X está definida como

Longitudpγq “ sup
N´1
ÿ

i“0

dpγptiq, γpti`1qq,

donde el supremo es tomado sobre todas las subdivisiones a “ t0 ă t1 ă ... ă tN “ b.

Note que en este caso, como d es una métrica débil, entonces no es simétrica y por lo tanto el orden
de los argumentos es importante.

Definición 3.20 Sea pX, dq un espacio métrico débil. La trayectoria γ : ra, bs ÝÑ X es una geodésica en
X si la métrica débil d cumple que dpγpaq, γpbqq “ Longitudpγq.

Definición 3.21 Un espacio métrico débil pX, dq es geodésico, si para cualesquiera dos puntos en X hay
una geodésica γ que los une.

Definición 3.22 Decimos que un espacio métrico débil geodésico pX, dq cumple con la propiedad de uni-
cidad en geodésicas si para cualquier pareja de puntos x y y en X existe, salvo reparametrizaciones, una
única geodésica en X que une x con y.

Definición 3.23 Sea pX, dq un espacio métrico débil. Un subconjunto A Ă X es geodésicamente convexo
si dados cualesquiera dos puntos en A, cualquier geodésica γ que los une está contenida en A.

Lema 3.24 Sea pX, dq un espacio métrico débil. Una trayectoria γ : ra, bs ÝÑ X es una geodésica si y
sólo si para cualesquiera t1, t2, t3 P ra, bs que satisfaciendo t1 ď t2 ď t3 cumplen la igualdad

dpγpt1q, γpt3qq “ dpγpt1q, γpt2qq ` dpγpt2q, γpt3qq.

Demostración. Sean P1 y P2 particiones de los intervalos rt1, t2s y rt2, t3s respectivamente. Entonces
la unión de las particiones P1 y P2 nos da una partición del intervalo rt1, t3s. Notemos que bajo estas
consideraciones estamos tomando particiones del intervalo rt1, t3s que contienen a los puntos ti tal que
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i “ 1, 2, 3. En consecuencia, como γ es geodésica y de las propiedades del supremo, se cumple que

dpγpt1q, γpt3qq “ Longitudpγt3t1 q

“ sup
N´1
ÿ

i“1

dpγptiq, γpti`1qq

“ sup

˜

i`1
ÿ

i“1

dpγptiq, γpti`1qq `

N´1
ÿ

i`1

dpγptiq, γpti`1qq

¸

“ sup

˜

i`1
ÿ

i“1

dpγptiq, γpti`1q

¸

` sup

˜

N´1
ÿ

i`1

dpγptiq, γpti`1qq

¸

“ Longitud
`

γt2t1
˘

` Longitud
`

γt3t2
˘

“ dpγpt1q, γpt2qq ` dpγpt2q, γpt3qq.

Por lo tanto,

dpγpt1qq, γpt3qq “ dpγpt1q, γpt2qq ` dpγpt2q, γpt3qq.

Recíprocamente, sea a “ t0 ă t1 ă t2 ă ... ă tm “ b una partición del intervalo [a,b] como se ilustra
en la figura 3.5.

a

γ(a)

γ(t1)
γ(t2)

γ(t3)

γ(b)

t t t b

– Figura 3.5 –

Ahora notemos que dpγpaq, γpbqq “
m´1
ÿ

i“0

dpγptiq, γpti`1qq. Pues por la hipótesis,

dpγptiq, γpti`1qq ` dpγpti`1q, γpti`2qq “ dpγptiq, γpti`2qq.

Así, la longitud de γ cumple que:

Longitudpγq “ sup

˜

m´1
ÿ

i“0

dpγptiq, γpti`1qq

¸

“ sup dpγpaq, γpbqq

“ dpγpaq, γpbqq.

Por lo tanto γ : ra, bs ÝÑ X es geodésica. �
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Conos sobre una cara. Consideremos un dominio convexo propio Ω Ă Rn y una cara propia D Ă rBΩ.
Para cualquier punto p P Ω definimos el conjunto

CppDq “ tv P Rn | v “ 0 o Rpp, p` vq XD ‰ Hu.

Donde Rpp, p` vq es el rayo que extiende al segmento entre p y p` v en RPn. Observemos que CppDq es
un cono en Rn con vértice en el origen y su trasladado p ` CppDq es el cono sobre la cara D con vértice
en p.

Teorema 3.25 Sea γ : r0, 1s ÝÑ Ω una trayectoria en un dominio convexo propio de Rn. Entonces γ es
una geodésica para la métrica de Funk en Ω si y sólo si existe una cara D Ă rBΩ tal que para cualesquiera
t1 ă t2 P r0, 1s tenemos que γpt2q ´ γpt1q P Cγpt1qpDq, es decir, el vector de γpt1q a γpt2q apunta hacia la
cara D.

γ(x)
γ(y)

γ(z)

a
D

Ω
Cγ(t1)D

c
b

0 x y 1

– Figura 3.6 – Geodésicas para la métrica de Funk

Demostración. Por hipótesis, γ : r0, 1s ÝÑ Ω es una geodésica para la métrica de Funk. Entonces por
el lema 3.24

FΩpγpxq, γpzqq “ FΩpγpxq, γpyqq ` FΩpγpyq, γpzqq

para cualesquiera x, y, z P r0, 1s tales que x ď y ď z. De esta manera, por el teorema 3.17, los puntos

a “ aΩpγpxq, γpyqq, b “ aΩpγpyq, γpzqq, c “ aΩpγpxq, γpzqq

están alineados en RPn. Por lo tanto, se sigue del lema 3.16 la existencia de una cara D Ă rBΩ tal que a,
b, c P D “ rBΩX tx P Rn : hpxq “ 1u. En particular

Rpγpt1q, γpt2qq XD “ a.

De esta manera, γpt2q´ γpt1q está en el cono trasladado γpt1q`Cγpt1qpDq (ver la figura 3.6). Por lo tanto,

γpt2q ´ γpt1q P Cγpt1qpDq.

Recíprocamente, como existe una cara D Ă rBΩ tal que para cualesquiera t1 ă t2 P r0, 1s, γpt2q´γpt1q P
Cγpt1qpDq. Entonces los puntos

aΩpγpxq, γpyqq, aΩpγpyq, γpzqq, aΩpγpxq, γpzqq P D.
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Se sigue del lema 3.16 que estos puntos están alineados en RPn. Por lo tanto, del teorema 3.17

FΩpγpxq, γpzqq “ FΩpγpxq, γpyqq ` FΩpγpyq, γpzq

para cualesquiera x, y, z P r0, 1s tales que x ď y ď z. Por lo tanto, se sigue del lema 3.24 que γ : r0, 1s ÝÑ Ω
es una geodésica para la métrica de Funk. �

Corolario 3.26 Si aΩpx, yq P BΩ es un punto expuesto, entonces existe una única geodésica que pasa por
x y y, y esta geodésica es el segmento afín rx, ys.

Demostración. Como aΩpx, yq P BΩ es un punto expuesto (ver figura 3.7), entonces taΩpx, yqu es una
cara expuesta D, pues existe H Ă Rn un hiperplano tal que

D “ taΩpx, yqu “ H X Ω.

De manera que la función γ : rt1, t2s ÝÑ Ω es una geodésica para la métrica de Funk. Luego, γ P Cγpt1qpDq.
Así, nuestro cono es el segmento afín rx, ys.

Ahora probemos que la geodésica γ es única. Supongamos que existe otra geodésica γ1, entonces la
cara D a donde apunta γ1 contiene a aΩpx, yq (ya que el vector de x a y apunta a D), pero aΩpx, yq es un
punto expuesto. Por lo tanto, aΩpx, yq no está contenido en una cara propia D. Por lo tanto, existe una
única geodésica que une a los puntos x y y. �

x

y

a

– Figura 3.7 –

Corolario 3.27 Sea γ : r0, 1s ÝÑ Ω una trayectoria de clase C1 en un dominio convexo propio de Rn.
Entonces γ es una geodésica de Funk si y sólo si existe una cara D Ă rBΩ tal que 9γptq P CγptqpDq para
cualquier t P r0, 1s.

Demostración. Supongamos que γptq es una geodésica de Funk. Entonces, por el teorema 3.25 existe una
cara propia D contenida en la frontera de rΩ tal que para cualesquiera t1 ă t2 P r0, 1s tenemos que el vector
de γpt1q a γpt2q apunta hacia la cara D. Veamos que 9γptq P CγptqpDq para todo t P r0, 1s. Considerando
que la cara D es un conjunto cerrado en RPn, entonces el cono CγptqpDq con base en D es cerrado. Sean
t1, t2 P r0, 1s tales que t1 ă t2. Consideremos tskukPJ una sucesión decreciente que converge a t1 y para
cada k P J Vk “ γpskq´γpt1q P CγptqpDq un vector secante de γptq. Entonces, la sucesión tVkukPJ converge
a 9γpt1q. Por lo tanto, 9γptq P CγptqpDq.

Ahora probaremos que la condición es suficiente. Sea L una recta entre los puntos γpt1q y γpt2q. Sean
Π1 y Π2 dos planos que contienen a la recta tangente a γ en los puntos γpt1q y γpt2q respectivamente
y que contienen a L. Notemos de la figura 3.9 que estos planos intersecan a D, pues de la definición de
un cono sobre una cara y por hipótesis, 9γptq P CγptqpDq para cualquier t P r0, 1s. Como L X Π1 ‰ H y
L X Π2 ‰ H, pues los dos puntos de la curva γ están en L y cada punto en uno de los planos, entonces
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γ(t1) D

Ω
Cγ(t1)D

s1s2

γ(t1)

vk+1
v2

v1

0 t1 sk+1 sk t2 1

– Figura 3.8 – Geodésicas de clase C1 para la métrica de Funk

D

Ω
Cγ(t1)D

t1

γ(t1)
L

– Figura 3.9 –

L Ă ΩXΠ1XΠ2XD ‰ H. Así, existe una cara D tal que γpt2q´ γpt1q P Cγpt1qpDq. Por lo tanto, se sigue
del teorema 3.25 que γptq es una geodésica de Funk. �

Para un subconjunto A de Rn equipado con una métrica débil F , tenemos dos nociones de convexidad.

Definición 3.28 Convexidad afín. Decimos que A Ă Rn es afínmente convexo si para cada par de puntos
x, y en A el segmento que los une es una geodésica en A.

Definición 3.29 Convexidad geodésica. Decimos que A es geodésicamente convexo si para cada par de
puntos en A, la F -geodésica que los une está contenida en A.

Así, de estas definiciones tenemos la siguiente consecuencia en convexidad geodésica de subconjuntos
para la métrica de Funk.

Corolario 3.30 Sea Ω un dominio convexo acotado de Rn equipado con su métrica de Funk. Entonces
son equivalentes:

(1) Ω es estrictamente convexo.
(2) Ω satisface la propiedad de unicidad de las geodésicas para la métrica de Funk.
(3) Un subconjunto A Ă Ω es geodésicamente convexo para la métrica de Funk si y sólo si A es

afínmente convexo.
(4) Las bolas avante abiertas en Ω son geodésicamente convexas con respecto a la métrica de Funk FΩ.
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Demostración. Primero haremos la prueba de (1) implica (2). Como Ω es estrictamente convexo, todo
punto frontera es un punto expuesto. Por lo tanto, del corolario 3.26, para cualesquiera puntos x y y en Ω
existe una única geodésica que los une.

Ahora probaremos (2) implica (3). Como A Ă Ω es geodésicamente convexo para la métrica de Funk,
entonces la geodésica de Funk que une a cualquier par de puntos en A se queda contenida en A. Por la
hipótesis de la propiedad de unicidad en geodésicas en Ω, estas geodésicas son los segmentos usuales de
rectas euclidianas. Así, A es afínmente convexo.

Recíprocamente, si A es afínmente convexo, las geodésicas afines (segmentos usuales) están contenidas
en A y por la propiedad de unicidad en las geodésicas dichos segmentos usuales euclidianos son las geo-
désicas de Funk. Por lo tanto, las geodésicas de Funk están en A. En consecuencia, A es geodésicamente
convexo.

Veamos ahora que (3) implica (4). Sea A una bola avante en Ω. Entonces, por la proposición 2.2 A
es una homotecia de Ω. Como Ω es convexo, la bola avante es afínmente convexa, en consecuencia A es
geodésicamente convexo. Por tanto, las bolas avante son geodésicamente convexas.

Finalmente probaremos por contrapositiva que (4) implica (1). Esto es, si Ω no es estrictamente con-
vexo, entonces las bolas avante abiertas en Ω no son geodésicamente convexas con respecto a la métrica
de Funk FΩ. Supongamos que Ω no es estrictamente convexo. Entonces existe un segmento no trivial ra, bs
contenido en BΩ. Sea h un funcional lineal con soporte en Ω en a tal que hpaq “ 1 “ hpbq. Sea rx, ys Ă Ω un
segmento tal que aΩpx, yq P ra, bs. Tomemos otro segmento rp, qs en Ω paralelo al segmento ra, bs. Vamos
a considerar que el punto p sea distinto a los puntos x, y y que p P rx, ys, de donde hpqq “ hppq es posible,
ya que el segmento rx, ys es transversal al hiperplano h “ 1. Por construcción vamos a tomar al punto
q fuera de la bola avante B`pp, δq (ver figura 3.10), donde δ es un número real positivo que cumple que
FΩpp, qq ą δ :“ FΩpp, xq ` FΩpp, yq (ver la prueba en el siguiente caso (a)), de esta manera, tenemos que
hpxq ă hppq “ hpqq ă hpyq. Vamos a considerar dos casos:

(a) La bola avante B`pp, δq es homotética a Ω y los puntos aΩpx, qq, aΩpq, yq están en ra, bs.
(b) La bola avante B`pp1, δ1q es homotética a B`pp, δq con respecto al punto c, cuando los puntos

aΩpx, qq, aΩpq, yq no están en ra, bs.
Veamos la prueba del caso (a).

Ω

q

x

aΩ(q,y)aΩ(x,q)
a b

p
y

c

– Figura 3.10 –

Si aΩpx, qq, aΩpq, yq P ra, bs, (ver figura 3.10), tenemos que la métrica de Funk entre las parejas de
puntos px, yq, px, qq y pq, yq toma los valores

FΩpx, yq “ log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

FΩpx, qq “ log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpqq

˙
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FΩpq, yq “ log
ˆ

1´ hpqq

1´ hpyq

˙

.

Notemos que

FΩpx, yq “ log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

“ log
ˆ

1´ hpxq

1´ hpqq

1´ hpqq

1´ hpyq

˙

“ log
ˆ

1´ hpxq

1´ hpqq

˙

` log
ˆ

1´ hpqq

1´ hpyq

˙

“ FΩpx, qq ` FΩpq, yq.

De esta manera, FΩpx, yq “ FΩpx, qq`FΩpq, yq. Entonces la curva que se compone de los segmentos rx, qs y
rq, ys es geodésica y se sale de la bola avante B`pp, δq. Pues, aunque x, y P B`pp, δq, pero por construcción
q R B`pp, δq. Por lo tanto, B`pp, δq no es geodésicamente convexa.

Ω

aΩ(q,y )aΩ(x,q )

x
p
y

x
p
y

B(ρ,δ)

b

B(ρ,δ )

c

a

– Figura 3.11 –

Ahora probaremos el caso (b). Supongamos ahora que aΩpx, qq R ra, bs o aΩpq, yq R ra, bs. Sea c “
aΩpx, yq y consideremos fλ : Rn ÝÑ Rn una homotecia euclidiana centrada en c con factor de dilatación
λ ă 1. Sean p1 “ fλppq, q1 “ fλpqq, x1 “ fλpxq, y1 “ fλpyq puntos homotéticos. Así, para λ ! 1, es decir,
para λ mucho menor que uno, se tiene que aΩpx

1, q1q, aΩpq
1, y1q P ra, bs, estos puntos son mostrados en la

figura 3.11. Como en el caso (a), definimos δ1 :“ FΩpp
1, x1q ` FΩpp

1, y1q ă FΩpp
1, q1q tal que

FΩpx
1, y1q “ log

ˆ

1´ hpx1q

1´ hpy1q

˙

.

Entonces

FΩpx
1, q1q ` FΩpq

1, y1q “ log
ˆ

1´ hpx1q

1´ hpq1q

˙

` log
ˆ

1´ hpq1q

1´ hpy1q

˙

“ log
ˆ

1´ hpx1q

1´ hpq1q

1´ hpq1q

1´ hpy1q

˙

“ log
ˆ

1´ hpx1q

1´ hpy1q

˙

“ FΩpx
1, y1q.

Como x1, y1 P B`pp1, δ1q y q1 R B`pp1, δ1q pues q R B`pp, δq entonces rp, qs Ć B`pp1, δ1q. Por tanto,
B`pp1, q1q no es geodésicamente convexa. Esto completa la prueba. �
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3.4. Puntos cercanos en la geometría de Funk

Sea Ω Ă Rn un conjunto convexo equipado con su métrica de Funk.

Definición 3.31 Si x es un punto en Ω y A es un subconjunto no vacío de Ω, entonces la distancia de
Funk entre x y A está definida como FΩpx,Aq :“ ı́nfzPA FΩpx, zq.

Definición 3.32 (Punto más cercano) Sea x un punto en Ω y sea A un subconjunto en Ω. Un punto
y P A que realiza la distancia de x a A le llamaremos punto más cercano en A para x si FΩpx, yq “
FΩpx,Aq.

Observemos que de la continuidad de la función y ÞÑ FΩpx, yq se cumple que para cualquier subconjunto
cerrado no vacío A Ă Ω y cualquier x P Ω existe un punto más cercano y P A. Este punto en general no es
único. Si A no es un conjunto cerrado en Ω, no necesariamente hay puntos en A que realicen la distancia
a x.

Proposición 3.33 Para un dominio convexo propio Ω Ă Rn, las siguientes propiedades son equivalentes:

(a) Ω es estrictamente convexo.

(b) Para cualquier subconjunto convexo cerrado A Ă Ω y para cualquier x P Ω, existe un único punto
más cercano y P A.

Demostración. Sea x P Ω yA un subconjunto cerrado convexo de Ω. Consideremos que r “ FΩpx,Aq ą 0.
Sean y ‰ z dos puntos más cercanos de A para x. Dado que Ω es convexo, la bola avante abierta B`px, rq
es convexa por la proposición 2.2. Consideremos que para cualquier ω P ry, zs Ă A Ă Ω, se sigue de la
proposición 2.2 que, ω P B`px, rq si y sólo si FΩpx, ωq ď r. Por otro lado, como A es un conjunto convexo
cerrado y w P A, entonces FΩpx, ωq ě ı́nf

zPA
FΩpx,Aq “ r. Por lo tanto FΩpx, ωq “ r. Debido a esto, tenemos

que ω P BB`px, rq. Por hipótesis, Ω es estrictamente convexo, por lo que B`px, rq es estrictamente convexo,
es decir, BB`px, rq no contiene segmentos no triviales. Por tanto y “ z. Pero esto es una contradicción,
pues consideramos que eran distintos.

El recíproco será probado por contrapositiva. Sea r “ FΩpx,Aq y supongamos que Ω no es estricta-
mente convexo. Entonces por la proposición 2.2 la bola avante B`px, rq no es estrictamente convexa. En
particular, existe un segmento no trivial ry, zs contenido en BB`px, rq, entonces cualquier ω P ry, zs es un
punto más cercano para x. �

Definición 3.34 La cerradura afín de un conjunto S contenido en Rn, denotada por aff(S), se define como
el conjunto de todas las combinaciones afines de puntos de S. Así, x P affpSq si y sólo si existen puntos x1,
x2,...,xn P S y escalares λ1, λ2,...,λn tales que x “ λ1x1` λ2x2` ...` λnxn, donde λ1` λ2` ...` λn “ 1.

Definición 3.35 Dos subconjuntos A y B de Rn son separados por el hiperplano H “ tx P Rn | xp, xy “ αu
si y sólo si A está en uno de los semiespacios cerrados determinados por H y B está en el otro semiespacio.
Esto es:

(i) xp, ay ď α para todo a en A.

(ii) xp, by ě α para todo b en B.

En la demostración de la proposición 3.37 utilizaremos el teorema de separación, el cual enunciaremos a
continuación y puede ser consultado en [9, teorema 3.6.10].
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Teorema 3.36 (Teorema de separación) Si A y B son subconjuntos convexos de Rn cuyos interiores
son ajenos, y affpAYBq “ Rn, entonces A y B son separados por algún hiperplano.

Proposición 3.37 Sea A un subconjunto cerrado y afínmente convexo de un dominio convexo propio
Ω Ă Rn y sea x P ΩzA. Un punto y P A es un punto más cercano en A para x si y sólo si FΩpx, yq “ 0
ó existe un hiperplano Π Ă Rn, el cual contiene a y, separa a A de x, y es paralelo a un hiperplano de
soporte H para Ω en aΩpx, yq.

Demostración. Supongamos que y P A es un punto más cercano para x y que 0 ă r “ FΩpx, yq “
FΩpx,Aq, tal como se muestra en la figura 3.12. Por definición, la bola avante B`px, rq y el conjunto A
son disjuntos, ambos conjuntos son afínmente convexos. Entonces, por el teorema de separación (teorema
3.36) existe un hiperplano Π que los separa. Como y P A es un punto más cercano para x implica que Π es
el hiperplano con soporte en y para la bola avante B`px, rq. Por la proposición 2.2, como Π es un hiper-
plano de soporte en y entonces Π es un hiperplano paralelo al hiperplano H con soporte en aΩpx, yq para Ω.

ΠH

aΩ(x,y)

h(π)>c h(π)<c

B(x,r)
r

z y x

h(π) = c

Ω
A

– Figura 3.12 –

Recíprocamente, si FΩpx, yq “ 0 entonces y P A es un punto más cercano, pues FΩpx, aq ě 0 para todo
a P A. De lo anterior podemos suponer que FΩpx, yq ą 0. Por hipótesis, existe un hiperplano Π Ă Rn que
contiene a y y además separa al conjunto A de x y es paralelo al hiperplano H con soporte en aΩpx, yq
para Ω. Entonces existe un funcional lineal h de soporte en aΩpx, yq tal que hpxq ă hpyq “ ı́nf

zPA
hpzq. Luego

log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

ď log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpzq

˙

si y sólo si
1´ hpxq

1´ hpyq
ď

1´ hpxq

1´ hpzq

si y sólo si
hpzq ě hpyq.

De este modo

log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

“ ı́nf
zPA

log

ˆ

1´ hpxq

1´ hpzq

˙

.

Entonces podemos expresar la métrica de Funk por

FΩpx, yq “ log
ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

“ ı́nf
zPA

log
ˆ

1´ hpxq

1´ hpzq

˙

.
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y

FΩpx,Aq :“ ı́nf
zPA

FΩpx, zq “ ı́nf
zPA

log
ˆ

p1´ hpxq

1´ hpzq

˙

.

Así,

FΩpx, yq “ log
ˆ

1´ hpxq

1´ hpyq

˙

“ ı́nf
zPA

log
ˆ

1´ hpxq

1´ hpzq

˙

“ FΩpx,Aq.

Como FΩpx, yq “ FΩpx,Aq, entonces y es un punto más cercano.

Si a P H8, no existe Π. Este es uno de los casos cuando FΩpx, yq “ 0. �
En un espacio métrico débil hay varias posibles nociones de perpendicularidad. La siguiente definición

es debida a Busemann. Consultar en [2, página 103].

Definición 3.38 (Perpendicularidad.) Sea A un subconjunto de Ω y p un punto en A. Decimos que
una geodésica γ : I ÝÑ Ω es perpendicular a A en p si se cumplen las siguientes dos propiedades:

(1) p “ γpt0q para algún t0 P I.

(2) Para todo t P I, p es un punto de A más cercano a γptq.

Ejemplos.

1) El segmento rx, ys es geodésica en Ω pero no en un subconjunto A de Ω. (ver figura 3.14). En efecto,
no ocurre la igualdad FΩpγptq, Aq :“ ı́nf

zPA
FΩpγptq, zq “ FΩpγptq, pq, pues el segmento ru, as es una geodésica

γ de Ω y no se cumple que p ‰ γpt0q.

Ω
x p y u a

A

– Figura 3.13 –

2) Sea A el conjunto acotado cuya frontera es una elipse contenida en Ω un dominio convexo propio.
Sea E el eje mayor de la elipse y ru, as un segmento que prolonga a E en Ω´A, como es mostrado en la
figura 3.15. Consideremos un punto p P ru, as con u P BA como se aprecia en la figura. Por la proposición
3.37 ru, as es perpendicular al conjunto A.

u a

Ω
x y

A

p

– Figura 3.14 –

De los resultados de la proposición 3.37 y de la definición de perpendicularidad tenemos el siguiente
corolario.
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Corolario 3.39 Sea x un punto en un dominio convexo Ω y a P BΩ un punto frontera. Si Π Ă Rn es un
hiperplano que contiene a x, entonces el rayo rx, aq es perpendicular a Π X Ω si y sólo si Π es paralelo a
un hiperplano de soporte Ha de Ω en a.

y
x

a

Ω

Π

Ha

Ω

Π

– Figura 3.15 –

Demostración. Supongamos primero que rx, aq es perpendicular al conjunto ΠX Ω, entonces por defi-
nición de perpendicularidad x es un punto más cercano al conjunto ΠXΩ para cada elemento de la curva
rx, aq. Como x P Π X Ω, por la proposición 3.37, Π es paralelo a un hiperplano de soporte en a para Ω,
pues FΩpx, yq ‰ 0 para todo y P px, aq, con a P BΩ, esto es, tau Ă Rn (ver figura 3.16).

Recíprocamente, supongamos que tenemos que Π es paralelo a un hiperplano de soporte para Ω en a,
se sigue de la proposición 3.37 que x es un punto más cercano para el rayo rx, aq y dado que x P rx, aq, (1)
y (2) de la definición de perpendicularidad se cumplen. Por lo tanto rx, aq es perpendicular a ΠX Ω. �

Corolario 3.40 Si a, b P BΩ son puntos frontera y Π Ă Rn es un hiperplano que contiene a x, entonces el
intervalo pa, bq es perpendicular a ΠX Ω si y sólo si ΠX pa, bq ‰ H y Π es paralelo a ambos hiperplanos
de soporte Ha en a y Hb en b.

Π

Hb

a
x

b

Ha

Ω
Ω

Π

– Figura 3.16 –

Demostración. Si el intervalo pa, bq es perpendicular a ΠXΩ, entonces por la definición de perpendicu-
laridad existe un punto x en pa, bq tal que x P ΠXΩ es un punto más cercano a todos los puntos de pa, bq,
entonces ΠXpa, bq ‰ H y por la proposición 3.37, Π es paralelo a los hiperplanos de soporte en a y b para
Ω (ver figura 3.17).

Recíprocamente, si ΠX pa, bq ‰ H entonces x P Π y x P pa, bq. Además Π es paralelo a los hiperplanos
con soporte en a y b para Ω. Dado que x P Π, entonces tenemos que del corolario 3.39, los rayos rx, aq y
rx, bq son perpendiculares a ΠX Ω. Por lo tanto, pa, bq es perpendicular a ΠX Ω. �

3.5. Isometrías

En esta sección se estudiará el grupo de isometrías de la métrica de Funk.

Definición 3.41 Sean Ω1 y Ω2 dos dominios convexos de Rn. Una función f : Ω1 ÝÑ Ω2 es una isometría
de Funk si f es un homeomorfismo y para todos x, y P Ω1 se cumple que FΩ1px, yq “ FΩ2pfpxq, fpyqq.
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Proposición 3.42 Sea f : Rn ÝÑ Rn una función afín y Ω1, Ω2 dos dominios convexos de Rn tales que
fpΩ1q “ Ω2. Entonces la restricción f : Ω1 ÝÑ Ω2 es una isometría de Funk.

Demostración. Sean x, y P Ω.
Para la prueba verificaremos dos casos, el primero es cuando en la métrica de Funk FΩ2pfpxq, fpyqq “ 0

y el segundo es si FΩ2pfpxq, fpyqq ‰ 0. En el primer caso, si fpxq “ fpyq, como f es afín, entonces x “ y y

FΩ2pfpxq, fpyqq “ FΩ1px, yq.

Ahora, si fpxq ‰ fpyq, entonces aΩ2pfpxq, fpyqq está en el hiperplano al infinito, lo cual implica que el
rayo que contiene a fpxq y a fpyq está contenido en Ω2, como f es afín entonces este rayo proviene de un
rayo contenido en Ω1. Por lo tanto, el punto aΩ1px, yq está en el hiperplano al infinito y se cumple que

FΩ2pfpxq, fpyqq “ 0 “ FΩ1px, yq.

En el segundo caso, si FΩ2pfpxq, fpyqq ‰ 0, entonces aΩ2pfpxq, fpyqq está en la frontera de Ω2, luego
existe un escalar t tal que

aΩ2pfpxq, fpyqq “ fpxq ` tpfpyq ´ fpxqq

“ fpx` tpy ´ xqq

“ fpaΩ1px, yqq,

pues f es afín. Así, el punto aΩ1px, yq está en la frontera de Ω1. Por lo tanto, se cumple la definición 3.41
y

FΩ2pfpxq, fpyqq “ FΩ1px, yq.

Por lo tanto, f es una isometría de Funk. �
La siguiente proposición es un recíproco parcial de la proposición 3.42.

Proposición 3.43 Sean Ω1 y Ω2 dos dominios convexos acotados en Rn. Supongamos que existe una
isometría de Funk f : U1 ÝÑ U2, donde Ui es un subconjunto convexo abierto de Ωi, i “ 1, 2. Si Ω2 es
estrictamente convexo, entonces f es la restricción de una transformación afín de Rn que mapea Ω1 en Ω2.

Demostración. Sean x, y P U1 tal que x ‰ y. Entonces para cualquier z P rx, ys la métrica de Funk
cumple que

FΩ1px, yq “ FΩ1px, zq ` FΩ1pz, yq

“ FΩ2pfpxq, fpzqq ` FΩ2pfpzq, fpyqq

“ FΩ2pfpxq, fpyqq,

pues f es una isometría. Al ser el conjunto Ω2 estrictamente convexo entonces fpzq P rfpxq, fpyqs, pues
de no ser así tendríamos la conclusión del corolario 3.18, es decir, FΩpx, zq ă FΩpx, yq ` FΩpy, zq, lo cual
contradice las igualdades anteriores.

Tomemos t, s P R tales que z “ x` tpy ´ xq y fpzq “ fpxq ` spfpyq ´ fpxqq. Dado que los puntos x, y
y z están alineados, se sigue del corolario 1.29 que

t “
eFΩ1

px,yqpeFΩ1
px,zq ´ 1q

eFΩ1
px,zqpeFΩ1

px,yq ´ 1q

“
eFΩ2

pfpxq,fpyqqpeFΩ2
pfpxq,fpzqq ´ 1q

eFΩ2
pfpxq,fpzqqpeFΩ2

pfpxq,fpyqq ´ 1q
“ s
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pues f es una isometría. Así, t “ s. Luego

fpx` tpy ´ xqq “ fpzq “ fpxq ` spfpyq ´ fpxqq

“ fpxq ` tpfpyq ´ fpxqq

Por lo tanto, para cualesquiera x, y P U1 y t P r0, 1s, fpx ` tpy ´ xqq “ fpxq ` tpfpyq ´ fpxqq. Lo cual
implica que f es restricción de un mapeo afín. �

Previo a la prueba del corolario 3.44 damos las siguientes notaciones.

Al conjunto de transformaciones afines de Rn lo denotamos por

AffpRnq “ tf : Rn ÝÑ Rn | f es afínu.

Al conjunto de transformaciones afines de Rn que dejan invariante a Ω lo denotamos mediante

AffpΩq “ tf P AffpRnq | fpΩq “ Ωu.

Por último, al conjunto de isometrías de Funk de Ω lo denotamos por

Iso FunkpΩq “ ts : Ω ÝÑ Ω | s es una isometría de Funku.

Corolario 3.44 El grupo de isometrías de Funk de un dominio estrictamente convexo acotado Ω Ă Rn
coincide con el subgrupo del grupo afín de Rn que deja invariante a Ω.

Demostración. Veremos que las isometrías de Funk coinciden con el subgrupo del grupo afín de Rn que
deja invariante a Ω, es decir, que se cumple lo siguiente: Iso FunkpΩq “ AffpΩq. Como f es una isometría de
Funk entonces f es un homeomorfismo. Se sigue de la proposición 3.43 que si Ω es estrictamente convexo,
entonces f es una restricción de una función afín. Por lo tanto,

Iso FunkpΩq Ă AffpΩq.

Recíprocamente, sea f : Rn ÝÑ Rn una transformación afín tal que fpΩq “ Ω. Como la métrica de
Funk es invariante bajo transformaciones afines, entonces

AffpΩq Ă Iso FunkpΩq.

Por lo tanto,
Iso FunkpΩq “ AffpΩq.

Por último, veamos que AffpΩq es un subgrupo de AffpRnq.

(i) Como IdpRnq P AffpRnq y Ω Ă Rn. Entonces IdpΩq “ Ω y así, IdpRnq P AffpΩq.

(ii) Ahora veamos que la composición de dos transformaciones afines que preservan a Ω también
preserva a Ω.

pg ˝ fqpΩq “ gpfpΩqq

“ gpΩq

“ Ω.
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Por lo tanto, la composición de dos transformaciones afines es una transformación afín en AffpΩq.

(iii) Como f P AffpRnq entonces existe f´1 P AffpRnq. Por demostrar que f´1pΩq “ Ω.

Como f P AffpΩq entonces

pf´1 ˝ fqpΩq “ f´1pfpΩqq “ f´1pΩq.

Por otro lado
pf´1 ˝ fqpΩq “ IdpΩq “ Ω.

Entonces, f´1pΩq “ Ω. Así, f´1 P AffpΩq.

Por lo tanto, AffpΩq es un subgrupo de AffpRnq. �

Observación 3.45 La conclusión del corolario 3.44 puede fallar para dominios no acotados. Por ejemplo,
si Ω “ R2 es el semiplano superior tpx1, x2q : x2 ą 0u en R2, entonces

FΩpx, yq “ máx

"

0, log

ˆ

x2

y2

˙*

y cualquier función f : Ω ÝÑ Ω del tipo fpx1, x2q “ pax1 ` b, ψpx2qq donde a ‰ 0 y ψ : R` ÝÑ R es una
función arbitraria, es una isometría.

Demostración. Un caso especial de la proposición 1.40 ocurre cuando x “ px1, x2q y y “ py1, y2q son
dos puntos en el semiplano superior R2

`. Sea la función px, yq ÞÑ p0, yq y ρpx, yq “ y, entonces por la
proposición 1.40,

FΩpx, yq “ máx
"

0, log

ˆ

x2

y2

˙*

.

Sea fpx1, x2q “ pax1 ` b, ψpx2qq una función tal que φ : R ÝÑ R es una función arbitraria. Como las
funciones φ : R ÝÑ R y ψ : R ÝÑ R` con reglas de correspondencia φpx1q “ ax1 ` b y ψpx2q “ ex2

son inyectivas en R, entonces tienen inversa φ´1 : R ÝÑ R y ψ´1 : R` ÝÑ R, respectivamente. Así,
fpx1, x2q : R2 ÝÑ R2

` es un homeomorfismo y en particular fpx1, x2q es inyectiva. Si fpxq “ fpyq implica
que FΩpfpxq, fpyqq “ 0, entonces, FΩpx, yq “ 0. En consecuencia, x “ y. Por lo tanto, fpx1, x2q es una
isometría de Funk.

Ahora bien, como φ : R ÝÑ R es arbitraria, en particular tomando φpyq “ ey, tenemos que la función
fpx, yq “ pax ` b, eyq no es una restricción de una transformación afín de Rn. Por lo tanto, Iso FunkpΩq
no está contenida en AffpΩq. �
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Capítulo 4

De la geometría de Funk a la geometría de
Hilbert

4.1. La geometría de Funk desde el punto de vista proyectivo

En esta sección consideramos una generalización de la geometría de Funk. Iniciaremos definiendo la noción
de conjuntos convexos del espacio proyectivo de dimensión n.

Definición 4.1 Decimos que un subconjunto U Ă RPn es convexo si este no contiene ninguna recta
proyectiva completa y si la intersección de cada recta proyectiva L Ă RPn con U es un conjunto conexo.

Proposición 4.2 Si U es un subconjunto convexo de RPn, entonces es conexo.

Demostración. Haremos la prueba por contradicción. Supongamos que U no es conexo, entonces existen
abiertos ajenos no vacíos A y B en U , tales que A Y B “ U. Pero esto es una contradicción, pues la
intersección de U con cualquier recta que pase por un punto de A y un punto de B es un subconjunto
disconexo. �

Sean U y Ω dominios convexos en RPn con Ω Ă U y x y y dos puntos distintos en Ω. Denotamos por
a “ aΩpx, yq P BΩ y ω “ aU py, xq P BU los puntos frontera sobre la recta L a través de x y y en el orden
ω, x, y, a, pues recordemos que la métrica de Funk es una métrica débil.

Ω

 

 y
aΩ

x

u L   

au

– Figura 4.1 – Dominios convexos en RPn

Proposición 4.3 Sea Ω un dominio propio de Rn Ă RPn. Entonces, Ω es convexo como subconjunto de
Rn si y sólo si Ω es convexo como subconjunto de RPn.

Demostración. Primero probaremos que la condición es necesaria. Por hipótesis, Ω como subconjunto
de Rn es un dominio propio y convexo en el sentido usual, entonces Ω no contiene ninguna recta proyectiva
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completa. Más aún, la intersección del dominio Ω con una recta proyectiva L es la intersección de Ω con
una recta real, que es un conjunto conexo. Por lo tanto, se sigue de la definición 4.1 que Ω es convexo
como subconjunto de RPn.

Veamos ahora que la condición es suficiente por contrapositiva. Supongamos que Ω no es convexo como
subconjunto de Rn. Entonces, la intersección de Ω con una recta proyectiva completa L es la intersección
de Ω con una recta real, que no es un conjunto conexo. Por lo tanto, Ω no es convexo como subconjunto
de RPn. �

Observación 4.4 A diferencia de Rn, que sí se considera convexo con la noción usual, con la noción
proyectiva, RPn no es convexo.

Demostración. Como RPn contiene una recta proyectiva completa, la definición 4.1 no se cumple. Por
lo tanto, RPn no es convexo con la nueva noción de convexidad. �

Proposición 4.5 Rn es un subconjunto convexo de RPn (con la noción proyectiva).

Demostración. La prueba se sigue directamente de la definición 4.1. �

Definición 4.6 Sea U Ă RPn un conjunto convexo. La métrica de Funk de Ω relativa a U está definida
por FΩ,U px, xq “ 0 para todo x en Ω, y para toda pareja de puntos distintos x y y en Ω por

FΩ,U px, yq “ log

ˆ

| y ´ ω |

| x´ ω |

| x´ a |

| y ´ a |

˙

,

con a “ aΩpx, yq y ω “ aU py, xq.

Lema 4.7 Sea U Ď RPn un conjunto convexo. La métrica de Funk de Ω relativa a U es una métrica débil
proyectiva, la cual es invariante bajo transformaciones proyectivas, es decir, si f : RPn ÝÑ RPn es una
transformación proyectiva, entonces

FΩ,U px, yq “ FfpΩq,fpUqpfpxq, fpyqq.

Demostración. Sea f una transformación proyectiva, v “ px0, ..., xnq un punto en Rn`1 y rvs la clase de
equivalencia de v en RPn. Entonces existe una matriz A en GLpn` 1,Rq tal que fprvsq “ rAvs. Abusando
un poco de la notación identificaremos a v con su clase de equivalencia rvs, a fprvsq con fpvq, y a Av con
rAvs. Así, fprvsq “ Av. De esta manera, fpxq “ Ax, fpyq “ Ay, fpωq “ Aω y fpaq “ Aa. Como A es una
matriz lineal con determinante distinto de cero, entonces preserva las proporciones sobre una misma recta
y se cumple que

FfpΩq,fpUqpfpxq, fpyqq “ log
ˆ

| fpyq ´ fpωq |

| fpxq ´ fpωq |

| fpxq ´ fpaq |

| fpyq ´ fpaq |

˙

“ log

ˆ

| Ay ´Aω |

| Ax´Aω |

| Ax´Aa |

| Ay ´Aa |

˙

“ log
ˆ

| Apy ´ ωq |

| Apx´ ωq |

| Apx´ aq |

| Apy ´ aq |

˙

“ log
ˆ

| y ´ ω |

| x´ ω |

| x´ a |

| y ´ a |

˙

“ FΩ,U px, yq.

�
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Lema 4.8 Sea Ω Ă U. Si U Ă Rn es un dominio convexo propio, entonces FΩ,U px, yq “ FΩpx, yq `
rFΩpx, yq.

Demostración. Como U es un dominio convexo propio de Rn Ď RPn, entonces para cada par de
elementos x y y en Ω tenemos:

FΩ,U px, yq “ log
ˆ

| y ´ ω |

| x´ ω |

| x´ a |

| y ´ a |

˙

“ log
ˆ

| y ´ ω |

| x´ ω |

˙

` log
ˆ

| x´ a |

| y ´ a |

˙

“ FΩpy, xq ` FΩpx, yq

“ FΩpx, yq `
rFΩpx, yq.

�

Lema 4.9 Si U “ Rn, entonces FΩ,U px, yq “ FΩpx, yq.

Demostración. Dado que U “ Rn y ω P H8, la métrica de Funk relativa cumple las siguientes igualdades

FΩ,U px, yq “ log
ˆ

| y ´ ω |

| x´ ω |

| x´ a |

| y ´ a |

˙

“ log
ˆ

| y ´ ω |

| x´ ω |

˙

` log
ˆ

| x´ a |

| y ´ a |

˙

“ 0` FΩpx, yq

“ FΩpx, yq.

�

ω x y Ω

a0

IR
IRIPn

– Figura 4.2 – La métrica de Funk de Ω relativa a U

Notemos que en el espacio proyectivo real no existe un hiperplano distinguido y que el complemento
en RPn de todo hiperplano es difeomorfo a Rn. Se sigue del lema 4.7 y del lema 4.9 que la geometría de
Funk clásica es un caso particular de la geometría de Funk relativa cuando el dominio U Ă RPn es el
complemento de un hiperplano.

Definición 4.10 El complemento de un hiperplano en Rn es llamado parche afín.
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H

H
U IR

– Figura 4.3 – Parche afín

4.2. La Geometría de Hilbert

La geometría de Hilbert está estrechamente relacionada con el problema IV de Hilbert, el problema de
caracterizar las métricas para las cuales la línea recta es la curva de longitud mínima entre todas las
curvas que unen dos puntos. Comenzaremos esta sección definiendo la métrica de Hilbert y probaremos
en la subsección 4.2.2 que pΩ, HΩq es un espacio métrico completo. Entre otras propiedades, estudiaremos
las geodésicas de la métrica de Hilbert en dominios acotados y estrictamente convexos.

4.2.1. Propiedades de la métrica de Hilbert

Definición 4.11 Sea U “ Rn un parche afín y Ω un dominio convexo propio de U. La métrica de Hilbert
en Ω está definida como

HΩpx, yq “
1

2
pFΩpx, yq `

rFΩpx, yqq .

De manera equivalente, si x ‰ y, la métrica de Hilbert se define con la igualdad:

HΩpx, yq “
1

2
log

ˆ

| y ´ b |

| x´ b |

| x´ a |

| y ´ a |

˙

,

donde a “ aΩpx, yq y b “ aΩpy, xq. Si x “ y, la métrica de Hilbert se define con la igualdad: HΩpx, xq “ 0.

x
y

Ω

b

a

– Figura 4.4 – Dominio convexo propio de U

A continuación veremos que la métrica de Hilbert es una métrica que es invariante bajo transformacio-
nes proyectivas, que es un caso particular de la métrica de Funk relativa y generaliza la métrica hiperbólica
en el modelo de Klein.

Proposición 4.12 La métrica de Hilbert es invariante bajo transformaciones proyectivas.

Demostración. La prueba se sigue del hecho de que la expresión dentro del logaritmo es la razón cruzada
de los puntos b, x, y, a. �
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Proposición 4.13 La métrica de Hilbert coincide con la mitad de la métrica de Funk relativa del dominio
Ω con respecto a sí mismo, es decir,

HΩpx, yq “
1

2
FΩ,Ωpx, yq.

Demostración. Las siguientes igualdades se cumplen debido a la definición 4.11 y el lema 4.8, respecti-
vamente. Así, la métrica de Hilbert está definida como:

HΩpx, yq “
1

2
log

ˆ

| y ´ b |

| x´ b |

| x´ a |

| y ´ a |

˙

“
1

2
pFΩpx, yq `

rFΩpx, yqq

“
1

2
FΩ,Ωpx, yq.

�

Proposición 4.14 Cuando Ω es la bola unitaria euclidiana en Rn, la métrica de Hilbert HΩpx, yq coincide
con la métrica hiperbólica en el modelo de Klein, también llamado el modelo de Beltrami - Cayley - Klein
del espacio hiperbólico de dimensión n. En este modelo las lineas son los segmentos de recta dentro del
disco y las transformaciones rígidas son las transformaciones del disco que mandan lineas en lineas, es
decir, que son las transformaciones proyectivas que mandan el disco en el disco.

S

P

O

Q

Ω

– Figura 4.5 – Modelo de Klein

Demostración. Determinaremos la distancia no euclidiana en el modelo de Klein. Sabemos que la razón
cruzada es invariante bajo transformaciones proyectivas, entonces vamos a considerar la razón cruzada en
la que intervengan los puntos P y Q en el interior de la bola unitaria Ω y el segmento PQ, se prolonga
hasta intersecarse con la frontera BΩ en O y S. La razón cruzada rO,S,Q, P s de estos cuatro puntos es un
número real positivo que podríamos tomar como la definición de distancia entre los puntos P y Q. Pero
modificaremos esta definición para poder trabajar con ella. Si los tres puntos P, Q y R están en una recta,
debe cumplirse que

PQ`QR “ PR.

Ahora, en general no se cumple la relación

rO,S,Q, P s ` rO,S,R,Qs “ rO,S,R, P s.

En cambio, tenemos que el producto de razones cruzadas cumple que

rO,S,Q, P srO,S,R,Qs “ rO,S,R, P s, (4.1)
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pues

rO,S,Q, P srO,S,R,Qs “
QO{QS

PO{PS
¨
RO{RS

QO{QS

“
RO{RS

PO{PS

“ rO,S,R, P s.

Como consecuencia de la ecuación 4.1, tenemos que

rO,S,Q, P s “
PS{QS

PO{QO
.

Así, podemos dar una definición aditiva satisfactoria calculando la distancia no euclidiana mediante el
logaritmo de la razón cruzada. De esta manera, la longitud del segmento

PQ “ log

ˆ

PS{QS

PO{QO

˙

.

Si consideramos que O “ b “ bΩpy, xq, P “ x, Q “ y, S “ a “ aΩpx, yq y la definición de norma,
concluimos que

PQ “
1

2
log

ˆ

| y ´ b |

| x´ b |
¨
| x´ a |

| y ´ a |

˙

.

Por lo tanto, la métrica hiperbólica del modelo de Klein coincide con el resultado de la métrica de Hilbert
dado en la proposición 4.13. �

4.2.2. Otras propiedades de la métrica de Hilbert

Aplicando los resultados de la geometría de Funk obtenemos las siguientes propiedades de la geometría de
Hilbert.

Proposición 4.15 La métrica de Hilbert en un dominio convexo Ω ‰ Rn satisface HΩpx, yq ě 0 y
HΩpx, xq “ 0 para todo x, y P Ω.

Demostración.
La demostración se sigue de la definición debido a las propiedades de la métrica de Funk y su forma

inversa.
�

Proposición 4.16 La métrica de Hilbert HΩ es simétrica, esto es, HΩpx, yq “ HΩpy, xq para cualesquiera
x y y en Ω.

Demostración. Se sigue de la definición de la métrica de Hilbert que

HΩpx, yq “
1

2
log

ˆ

| y ´ b |

| x´ b |

| x´ a |

| y ´ a |

˙

“
1

2
log

ˆ

| x´ a |

| y ´ a |

| y ´ b |

| x´ b |

˙

“ HΩpy, xq.

�

Proposición 4.17 La métrica de Hilbert en un dominio convexo Ω ‰ Rn satisface la desigualdad del
triángulo HΩpx, zq ď HΩpx, yq `HΩpy, zq para todo x, y, z P Ω.
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x

z

bc

c

a

y

b

a
Ω

– Figura 4.6 – Dominio convexo para la métrica de Hilbert

Demostración. Consideremos los casos siguientes:
Caso (i). Supongamos que x “ z o bien que x ‰ z con b, b1 P H8 tales que b “ aΩpx, zq y b1 “ aΩpz, xq.

En ambos casos HΩpx, zq “ 0, cumpliéndose así la desigualdad trivialmente. Por lo tanto, 0 ď HΩpx, yq `
HΩpy, zq.

Caso (ii). Ahora consideraremos que x ‰ z con b, b1 R H8. Sabemos del teorema 3.17 que se cumple la
desigualdad FΩpx, zq ď FΩpx, yq ` FΩpy, zq. Similarmente la desigualdad del triángulo se cumple para la
métrica de Funk en su forma inversa

rFΩpx, zq “ FΩpz, xq ď FΩpz, yq ` FΩpy, xq “
rFΩpy, zq `

rFΩpx, yq.

De esta manera la conclusión se sigue para la métrica de Hilbert, pues:

HΩpx, zq “
1

2
pFΩpx, zq `

rFΩpx, zqq

ď
1

2
pFΩpx, yq ` FΩpy, zq `

rFΩpy, zq `
rFΩpx, yqq

“
1

2
pFΩpx, yq `

rFΩpx, yqq `
1

2
pFΩpy, zq `

rFΩpy, zqq

“ HΩpx, yq `HΩpy, zq.

�

Proposición 4.18 La métrica de Hilbert HΩ es proyectiva, esto es, HΩpx, zq “ HΩpx, yq`HΩpy, zq, donde
y es cualquier punto del segmento afín rx, zs.

Demostración. Sea y P rx, zs como se muestra en la figura 4.7. Entonces

HΩpx, yq `HΩpy, zq “
1

2
log

ˆ

| y ´ b |

| x´ b |

| x´ a |

| y ´ a |

˙

`
1

2
log

ˆ

| z ´ b |

| y ´ b |

| y ´ a |

| z ´ a |

˙

“
1

2
log

ˆ

| y ´ b |

| x´ b |

| x´ a |

| y ´ a |

| z ´ b |

| y ´ b |

| y ´ a |

| z ´ a |

˙

“
1

2
log

ˆ

| z ´ b |

| x´ b |

| x´ a |

| z ´ a |

˙

“ HΩpx, zq.

�

Proposición 4.19 La métrica de Hilbert HΩ es separante, esto es, si x ‰ y entonces HΩpx, yq ą 0 si y
sólo si el dominio Ω no contiene ninguna recta afín.



68 CAPÍTULO 4. DE LA GEOMETRÍA DE FUNK A LA GEOMETRÍA DE HILBERT

x
y

Ω

z

b

a

– Figura 4.7 –

Demostración. Primero probaremos, por contrapositiva, que siempre que x ‰ y, HΩpx, yq ą 0 implica
que Ω no contiene ninguna recta afín L. Veamos entonces que si Ω contiene una recta afín entonces existen
x ‰ y tales que HΩpx, yq “ 0. Como Ω contiene una recta afín L, entonces para cualquier pareja de puntos
x, y P L,HΩpx, yq “ 0, pues a, b P H8.

Recíprocamente, para cualesquiera puntos x, y P Ω consideremos los puntos a “ aΩpx, yq, b “ bΩpy, xq
y el segmento afín ra, bs como es mostrado en la figura 4.8. Así, tenemos los casos:

Caso (i). Si a P H8 y b R H8 entonces FΩpx, yq “ 0 y por lo tanto,

HΩpx, yq “
1

2
pFΩpx, yq `

rFΩpx, yqq “
1

2
p0` rFΩpx, yqq “

1

2
rFΩpx, yq ą 0.

Caso (ii). Si a R H8 y b P H8 entonces rFΩpx, yq “ 0 y así,

HΩpx, yq “
1

2
pFΩpx, yq `

rFΩpx, yqq “
1

2
pFΩpx, yq ` 0q “

1

2
FΩpx, yq ą 0.

Caso (iii). Si a, b R H8 entonces HΩpx, yq ą 0 pues FΩpx, yq ą 0 y rFΩpx, yq ą 0. �

x
y

Ω

b L

a

HOO

– Figura 4.8 –

Proposición 4.20 La métrica de Hilbert HΩ no es acotada.

Demostración. Sabemos de la proposición 1.16 que la métrica de Funk FΩpx, yq no es acotada y por la
proposición 1.37 la métrica de Funk en su forma inversa rFΩpx, yq no es acotada. Por lo tanto, la métrica
de Hilbert

HΩpx, yq “
1

2
pFΩpx, yq `

rFΩpx, yqq

no es acotada. �

Proposición 4.21 Si el dominio convexo Ω ‰ Rn no contiene ninguna recta afín, entonces pΩ, HΩq es
un espacio métrico. Más aún, si Ω es acotado, entonces pΩ, HΩq es un espacio métrico completo.
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Demostración. Al cumplirse las proposiciones 4.15 - 4.17, se sigue que la métrica de Hilbert HΩpx, yq
es una métrica en el sentido clásico. Por lo tanto, pΩ, HΩq es un espacio métrico. Veamos que HΩpx, yq es
completa. Como Ω es un dominio convexo propio acotado, entonces, por la proposición 2.22, Ω junto con
su métrica de Funk FΩpx, yq es completo avante. Por otro lado, como la métrica de Hilbert es simétrica,
entoces, por la proposición 2.22, Ω junto con su métrica de Funk en su forma inversa FΩpy, xq, es completo
avante. Por lo tanto, la métrica de Hilbert es completa. �

Observación 4.22 La bola abierta de radio ε con centro en x con respecto a la métrica de Hilbert BHpx, εq,
se define como el conjunto de todos los puntos y P Ω tales que la distancia de Hilbert HΩpx, yq ă ε. De la
definición 4.11, la bola avante abierta y la bola ciar abierta pueden ser descritas por

B`px, εq “ ty P Ω | FΩpx, yq ă 2ε´ FΩpy, xq ă 2εu

y
B´px, εq “ ty P Ω | FΩpy, xq ă 2ε´ FΩpx, yq ă 2εu

respectivamente, con FΩpx, yq ă 2ε y FΩpy, xq ă 2ε.

Teorema 4.23 Si x, y, z son tres puntos en un dominio convexo propio Ω, entonces

HΩ px, zq “ HΩ px, yq `HΩ py, zq

si y sólo si cada una de las ternas de puntos aΩ px, yq, aΩ py, zq, aΩ px, zq y aΩ py, xq, aΩ pz, yq, aΩ pz, xq
están en una recta L Ă RPn que no interseca a Ω.

Demostración. Probaremos la condición de suficiencia por contradicción. Primero supongamos que la
terna aΩ px, yq, aΩ py, zq, aΩ px, zq no es colineal o que está en una linea recta que interseca a Ω. Entonces,
de acuerdo a la desigualdad del triángulo para la métrica de Funk se cumple que

FΩpx, zq ă FΩpx, yq ` FΩpy, zq.

Como
FΩpz, xq ď FΩpz, yq ` FΩpy, xq,

entonces tenemos que

FΩ px, zq ` FΩ pz, xq ă FΩ px, yq ` FΩ py, xq ` FΩ py, zq ` FΩ pz, yq .

Lo cual implica que
HΩ px, zq ă HΩ px, yq `HΩ py, zq ,

pero esto es una contradicción, pues por hipótesis se da la igualdad

HΩpx, zq “ HΩpx, yq `HΩpy, zq.

Por lo tanto, las ternas de puntos aΩ px, yq, aΩ py, zq, aΩ px, zq y aΩ py, xq, aΩ pz, yq, aΩ pz, xq están en una
recta L Ă RPn que no interseca a Ω.

De manera recíproca, si aΩ px, yq, aΩ py, zq, aΩ px, zq están en una línea recta L en RPn que no interseca
a Ω, entonces por el teorema 3.17

FΩpx, zq “ FΩpx, yq ` FΩpy, zq.

Similarmente, para las ternas aΩ py, xq, aΩ pz, yq, aΩ pz, xq tenemos que

FΩpz, xq “ FΩpy, xq ` FΩpz, yq.
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De esta manera, como las dos ternas aΩ px, yq, aΩ py, zq, aΩ px, zq y aΩ py, xq, aΩ pz, yq, aΩ pz, xq están en
una linea recta que no interseca a Ω, entonces

HΩpx, zq “
1

2
pFΩpx, zq ` FΩpz, xqq

“
1

2
pFΩpx, yq ` FΩpy, zq ` FΩpy, xq ` FΩpz, yqq

“
1

2
pFΩpx, yq ` FΩpy, xqq `

1

2
pFΩpy, zq ` FΩpz, yqq

“ HΩpx, yq `HΩpy, zq.

�

4.2.3. Geodésicas de la métrica de Hilbert

Definición 4.24 Un dominio convexo afilado es un subconjunto convexo de RPn que no contiene ninguna
recta afín.

Teorema 4.25 Sea γ : r0, 1s ÝÑ Ω una trayectoria en un dominio convexo afilado de Rn. Entonces γ es
una geodésica para la métrica de Hilbert HΩ en Ω si y sólo si existen dos caras D´, D` Ă rBΩ tales que
para cualesquiera t1 ă t2 P r0, 1s tenemos que γpt2q ´ γpt1q P Cγpt1qpD

`q y γpt1q ´ γpt2q P Cγpt2qpD
´q.

Demostración. Como γ es una geodésica para la métrica de Hilbert, entonces se satisface la siguiente
igualdad

HΩpγps1q, γps3qq “ HΩpγps1q, γps2qq `HΩpγps2q, γps3qq,

debido al lema 3.24, para cualesquiera s1, s2, s3 P r0, 1s tales que s1 ď s2 ď s3. Luego, del teorema 4.23,
cada una de las ternas a, b, c y a1, b1, c1 están alineadas en RPn. Entonces por el lema 3.16 existen dos caras
D`, D´ tales que a, b, c P D` y a1, b1, c1 P D´. Se sigue del teorema 3.25 que γpt2q ´ γpt1q P Cγpt1qpD

`q y
γpt1q ´ γpt2q P Cγpt2qpD

´q si t1 ă t2 y t1, t2 P r0, 1s.

a

a
bD

Ω

γ(s1) γ(s2)

γ(s3)

c

b
D

C

– Figura 4.9 – Geodésicas para la métrica de Hilbert

Recíprocamente, supongamos que γpt2q ´ γpt1q P Cγpt1qpD
`q y γpt1q ´ γpt2q P Cγpt2qpD

´q con t1, t2 P
r0, 1s tal que t1 ă t2. Por hipótesis, existen dos caras D`, D´ tales que a, b, c P D` y a1, b1, c1 P D´. Así,
por el lema 3.16 las ternas de puntos a, b, c y a1, b1, c1 están alineadas en RPn. De esta manera, por el
teorema 4.23, la igualdad en la métrica de Hilbert

HΩpγps1q, γps3qq “ HΩpγps1q, γps2qq `HΩpγps2q, γps3qq

se cumple siempre que s1, s2, s3 P r0, 1s cumplen que s1 ď s2 ď s3. Por lo tanto, γ es una geodésica para
la métrica de Hilbert por el lema 3.24. �
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Corolario 4.26 Sea γ : r0, 1s ÝÑ Ω una trayectoria de clase C1 en un dominio convexo acotado de Rn.
Entonces, γ es una geodésica para la métrica de Hilbert en Ω si y sólo si existen dos caras D´, D` Ă rBΩ
tales que para cualquier t P r0, 1s, la recta tangente a la curva γptq interseca a la frontera BΩ en D`YD´.

Demostración. Supongamos primero que, γ es una geodésica para la métrica de Hilbert en Ω. Así, por
el teorema 4.25 existen dos caras D´, D` tales que D´, D` Ă rBΩ. Se sigue del corolario 3.27, que γ es
una geodésica de la métrica de Funk. Por lo tanto, 9γptq P CγptqpD

`q. De forma similar, por el corolario
3.27, la curva γ es una geodésica para la forma inversa de la métrica de Funk rFΩpx, yq. Entonces, existe
una cara D´ Ă rBΩ tal que ´ 9γptq P CγptqpD

´q. Por lo tanto, 9γptq interseca a la frontera rBΩ en D` YD´.

Recíprocamente, supongamos que 9γptq interseca a la frontera rBΩ en D`YD´. Sin perder generalidad,
suponemos que 9γptq interseca a D`, y que ´ 9γptq interseca a D´. Por el corolario 3.27, γ es una geodésica
de la métrica de Funk y γ es una geodésica de la métrica de Funk en su forma inversa. Por lo tanto, γ es
una geodésica para la métrica de Hilbert, pues como Ω es acotado, entonces en particular es un dominio
convexo afilado y se cumplen todas las hipótesis del teorema 4.25. �

Corolario 4.27 Supongamos que todas, salvo posiblemente una de sus caras propias, son un punto. En-
tonces la geometría de Hilbert en Ω tiene la propiedad de unicidad en geodésicas.

Demostración. Primero supongamos que Ω es estrictamente convexo. Por el corolario 3.26, al ser
aΩpx, yq P BΩ un punto expuesto, existe una única geodésica de Funk que pasa por los puntos x y y,
a saber, el segmento afín rx, ys. De forma similar, como aΩpy, xq P BΩ es un punto expuesto, entonces
existe una única geodésica de Funk en su forma inversa que pasa por los puntos y y x, a saber, el segmento
afín ry, xs. Por lo tanto, las geodésicas de la métrica de Funk y de la métrica de Funk en su forma inver-
sa, que unen dos puntos cualesquiera x, y P Ω, coinciden, más aún, cada una de estas geodésicas es una
geodésica de Hilbert. En el caso más general, si Ω es un dominio convexo propio conformado por puntos
expuestos en la frontera BΩ y una cara propia distinta de un punto, estos resultados se siguen cumpliendo,
pues, si el segmento rx, ys que une a dos puntos cualesquiera x y y en Ω, su prolongación interseca a un
punto expuesto en la frontera BΩ y a una cara propia distinta de un punto, se sigue del corolario 3.26 que
existe una única geodésica de Funk uniendo a dichos puntos, a saber, el segmento rx, ys. Por lo tanto, la
geometría de la métrica de Hilbert tiene la propiedad de unicidad en geodésicas. �

4.3. Prueba clásica de la desigualdad del triángulo

La siguiente prueba de la desigualdad del triángulo para la métrica de Funk fue dada por Zaustinsky
[16]. En esta prueba, Zaustinsky utilizó el teorema clásico de Menelao. Antes de dar esta prueba, veremos
una demostración del teorema de Menelao considerando que el triángulo 4ABC es un subconjunto de un
espacio euclidiano con al menos tres dimensiones. Previo al enunciado y a la demostración del teorema de
Menelao, recordemos la noción de razón afín (página 6). Sean A,B, P puntos en Rn con A ‰ B. Entonces
P es un elemento de la recta que pasa por A y B si y sólo si

P “ tB ` p1´ tqA

para un único t P R. El número t es llamado razón afín de P relativa a A y B. Denotaremos esto por

t “
AP

AB
. La razón afín es invariante bajo transformaciones afines. Además, si A ‰ B y A ‰ P , entonces

AP

AB
“ t si y sólo si

PB

PA
“
t´ 1

t
. Notemos que el signo es un importante componente de la razón afín, y

de hecho
AP

AB
“ ˘

| P ´A |

| B ´A |
con el signo más si y sólo si P está en el segmento AB.
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Teorema 4.28 Sea 4ABC un triángulo euclidiano no degenerado en Rn y sean A1, B1, C 1 tres puntos
arbitrarios en las rectas que contienen a los lados BC,AC,AB respectivamente. Supongamos que A1 ‰
C,B1 ‰ A,C 1 ‰ B. Entonces, los puntos A1, B1, C 1 están alineados si y sólo si

A1B

A1C

B1C

B1A

C 1A

C 1B
“ 1.

Demostración. Esta demostración adquiere tintes más algebraicos que puramente geométricos. Por
conveniencia, supondremos que A,B y C son puntos en Rn con n ě 3 y supondremos que 0 P Rn no
pertenece al plano Π que contiene a los puntos A,B,C (figura 4.10).

B

A B C

C

A

– Figura 4.10 –

Por hipótesis C 1 está en la recta que pasa por los puntos A y B. Así, existe un número real ν tal que

C 1 “ νA` p1´ νqB (4.2)

de tal manera que
C 1A

C 1B
“
ν ´ 1

ν
.

Del mismo modo ocurre para A1 y B1, es decir, existe un par de números reales λ y µ tales que

A1 “ λB ` p1´ λqC

y
B1 “ µC ` p1´ µqA

con
A1B

A1C
“

1´ λ

λ
y

B1B

B1C
“

1´ µ

µ
,

respectivamente. Por otro lado, el punto C 1 está en la recta que pasa por los puntos A1 y B1 si y sólo si
existe ρ P R tal que

C 1 “ ρA1 ` p1´ ρqB1. (4.3)

De esta manera

C 1 “ ρA1 ` p1´ ρqB1

“ ρpλB ` p1´ λqCq ` p1´ ρqpµC ` p1´ µqAq

“ λρB ` ρp1´ λqC ` µp1´ ρqC ` p1´ ρqp1´ µqA

“ p1´ ρqp1´ µqA` λρB ` pρp1´ λq ` µp1´ ρqqC
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Comparando las expresiones p4.2q y p4.3q para C 1 se sigue la igualdad

νA` p1´ νqB “ p1´ ρqp1´ µqA` λρ` pρp1´ λq ` µp1´ ρqqC,

la cual se cumple si y sólo si se satisfacen simultáneamente las siguientes tres igualdades

ν “ p1´ ρqp1´ µq

1´ ν “ λρ, y
ρp1´ λq ` pµp1´ ρqq “ 0.

De estas igualdades conseguimos
1´ ν

ν
“

λρ

p1´ ρqp1´ µq
y ρ “

µp1´ ρq

1´ λ
.

Al sustituir el valor de ρ,

1´ ν

ν
“ ´

λµp1´ ρq

p1´ ρqp1´ µqp1´ λq
“ ´

λµ

p1´ µqp1´ λq
.

Entonces,
pν ´ 1qpλ´ 1qpµ´ 1q

λνµ
“ 1.

Por lo tanto,
A1B

A1C

B1C

B1A

C 1A

C 1B
“

1´ λ

λ

1´ µ

µ

1´ ν

ν
“ 1.

Por lo tanto, A1, B1, C 1 están alineados.

Recíprocamente, si
A1B

A1C

B1C

B1A

C 1A

C 1B
“ 1 “

A1B

A1C

B1C

B1A

D1A

D1B
entonces

C 1A

C 1B
“
D1A

D1B

si y sólo si
AB ´ C 1B

C 1B
“
AB ´D1B

D1B

si y sólo si
AB

C 1B
“

AB

D1B

si y sólo si
C 1B “ D1B.

Por lo tanto A1, B1, C 1 están alineados. �

Ahora presentamos la prueba de la desigualdad del triángulo para la métrica de Funk que anunciamos
al inicio de esta sección. Esta demostración de Zaustinsky es similar a la que fue dada por David Hilbert
de la desigualdad del triángulo para la distancia de Hilbert, aunque la prueba que dio Hilbert no utilizaba
el teorema de Menelao.
Demostración. Sean x, y, z tres puntos en Ω Ă Rn no colineales usando la notación de la figura 4.11
concerniente al orden de las intersecciones. Sean a, b, c, d, e, f las intersecciones con BΩ de las rectas xz,
yx y zy. Si denotamos la razón cruzada de los puntos a, b, c y d como

ra, b, c, ds “
ac

ad

bd

bc
,



74 CAPÍTULO 4. DE LA GEOMETRÍA DE FUNK A LA GEOMETRÍA DE HILBERT

a

c

y

p

a
d

f

x
z

e

b

b

y

– Figura 4.11 –

entonces, tenemos de la invarianza de la razón cruzada con p el punto de perspectiva (ver figura 4.11).

ra, b, x, ys “
| a´ x |

| a´ y |

| b´ y |

| b´ x |
“
| x´ a |

| y ´ a |

| b´ y |

| b´ x |

y

ra1, b1, x, y1s “
| a1 ´ x |

| a1 ´ y1 |

| b1 ´ y1 |

| b1 ´ x |
“
| x´ a1 |

| y1 ´ a1 |

| b1 ´ y1 |

| b1 ´ x |
.

Al igualar estos resultados se obtiene la identidad

| x´ a |

| y ´ a |

| b´ y |

| b´ x |
“
| x´ a1 |

| y1 ´ a1 |

| b1 ´ y1 |

| b1 ´ x |
. (4.4)

De forma similar tenemos que

rc, d, y, zs “
| c´ y |

| c´ z |

| d´ z |

| d´ y |
“
| y ´ c |

| z ´ c |

| d´ z |

| d´ y |

y

ra1, b1, y1, zs “
| a1 ´ y1 |

| a1 ´ z |

| b1 ´ z |

| b1 ´ y1 |
“
| y1 ´ a1 |

| z ´ a1 |

| b1 ´ z |

| b1 ´ y1 |
.

De las cuales obtenemos la igualdad siguiente

| y ´ c |

| z ´ c |

| d´ z |

| d´ y |
“
| y1 ´ a1 |

| z ´ a1 |

| b1 ´ z |

| b1 ´ y1 |
. (4.5)

Multiplicando ambos lados de las ecuaciones p4.4q y p4.5q que resultaron de la invarianza de la razón
cruzada con la perspectiva en p, conseguimos

| x´ a |

| y ´ a |

| y ´ c |

| z ´ c |
“

| x´ a1 |

| y1 ´ a1 |

| b1 ´ y1 |

| b1 ´ x |

| y1 ´ a1 |

| z ´ a1 |

| b1 ´ z |

| b1 ´ y1 |

| b´ x |

| b´ y |

| d´ y |

| d´ z |

“
| x´ a1 |

| z ´ a1 |

| b1 ´ z |

| b1 ´ x |

| b´ x |

| b´ y |

| d´ y |

| d´ z |
.

Y dado que los puntos b, b1, d están sobre los lados del triángulo 4xyz y están alineados, por el teorema
de Menelao

| b1 ´ z |

| b1 ´ x |

| b´ x |

| b´ y |

| d´ y |

| d´ z |
“ 1.
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Así,
| x´ a |

| y ´ a |

| y ´ c |

| z ´ c |
“
| x´ a1 |

| z ´ a1 |
.

De nuestra construcción consideramos la razón cruzada de los puntos x, z, a1, a tal que

rx, z, a1, as “
| x´ a1 |

| x´ a |

| z ´ a |

| z ´ a1 |
ě 1

y así,
| x´ a1 |

| x´ a |
ě
| z ´ a1 |

| z ´ a |
.

Por lo tanto,
| x´ a1 |

| z ´ a1 |
ě
| x´ a |

| z ´ a |
.

De tal forma obtenemos la desigualdad

| x´ a |

| y ´ a |

| y ´ c |

| z ´ c |
“
| x´ a1 |

| z ´ a1 |
ě
| x´ a |

| z ´ a |
,

que al aplicar el logarítmo natural, el resultado es equivalente a la desigualdad del triángulo de la métrica
de Funk

FΩpx, zq ď FΩpx, yq ` FΩpy, zq.

Esto completa la prueba. �
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