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Introduccion

Un dia un gran amigo me pregunto “;qué tienen de bueno los tontos puntos?”. Es a partir de ese momen-
to que empezo6 mi fascinacion por ellos. Tiempo atras ya me encontraba fascinado con las matematicas
presentes en los colores, por lo que me pregunte: ;qué pasara si combinas puntos y colores? Afortuna-
damente no he sido el tnico que ha sido capturado por la infinita diversion que ofrecen los puntos y los
colores; Johann Radon, matematico austriaco, en 1921 demostrd que si tomas un conjunto de puntos al
cual cada punto esta coloreado con azul o rojo y luego formas un convexo azul con los puntos azules y un
convexo rojo con los puntos rojos entonces es muy probable que la interseccion de éstos dos convexos
sea no vacia. El problema anterior pareceria tener mas que ver con los convexos que con el conjunto de
puntos en si, pero lo sorprendente del problema es que lo inico verdaderamente importante es cuantos
puntos tienes, si tienes muy poquitos puntos entonces, nuevamente, es muy probable que la interseccion
sea vacia, pero cuando tienes muchos puntos tendrias demasiada mala suerte si no logras que los conve-
xo0s se intersecten. Al resultado previo se le conoce como Lema de Radon y especifica que si tienes al
menos (d + 2) puntos en R entonces siempre existe al menos una manera de colorear a los puntos para

que la interseccion de los convexos de cada color sea no vacia.

Sin embargo cuando uno compra su cajita de colores no s6lo se pone a usar dos colores, ;qué pasaria si

quisiera utilizar tres colores? o ;qué pasaria si quisiera utilizar treinta colores?

Helge Tverberg; matematico noruego, se preguntd lo mismo en 1966 y demostré que si tu quieres utilizar
7 colores entonces necesitas al menos (d + 1)(r — 1) + 1 puntos en R? para asegurarte que siempre
existe una forma de colorear a esos puntos de tal forma que los r convexos resultantes de cada color se
intersecten. Mas atin, existe una forma de colocar (d 4 1)(r — 1) puntos en R tal que no importa cémo
se coloreen todos los puntos con los r colores, la interseccion de los r convexos resultantes seria vacia.
Por lo que nuevamente lo verdaderamente importante del problema es cuantos puntos tienes (y un poco

el como estén acomodados esos puntos).

A este tipo de problemas donde lo més importante es la cantidad de ciertos elementos (que en nuestro
caso seran puntos) y donde hay que tener cierto cuidado en el acomodo de esos elementos se les conoce

como problemas tipo Tverberg.

El presente trabajo tiene como proposito mostrar una serie de resultados nuevos en un problema tipo
Tverberg particular.

El primer capitulo tiene como objetivo mostrar todos los preliminares necesarios para la comprension
de este trabajo, como son: las bases teoricas de los conjuntos convexos, de la teoria de graficas, de la
topologia combinatoria y los puntos. Las partes mas importantes del primer capitulo son la introduccion de
los complejos simpliciales; en particular de los nervios, asi como lo que llamamos complejos simpliciales

d-partidos.



Introduccion

En el capitulo dos se muestran el Lema de Radon y el Teorema de Tverberg formalmente, asi como algunas
propiedades interesantes respecto a ellos. También se retoman los complejos simpliciales d-partidos para

generalizarlos a d-Tverberg complejos simpliciales.

Al inicio del capitulo 3 introducimos un caso particular de los d-Tverberg complejos simpliciales, los
llamados d-Tverberg convexo complejos simpliciales y se introducen los primeros ejemplos sencillos
de estos, los cuales resultan ser las grdficas conocidas como ciclos. Ademas intentamos analizar si las

grdficas ruedas también son o no son un ejemplo de d-Tverberg convexo complejos simpliciales.

En el capitulo 4 hacemos uso de lo aprendido en los capitulos previos para determinar si unas familias de
graficas mas complejas llamadas cadenas y libros también resultan ser d-Tverberg convexo complejos

simpliciales u otro tipo de objeto matematico.

Finalmente en los capitulos 5 y 6 mostramos un ejemplo de una grafica que no es un d-Tverberg convexo

complejo simplicial y enlistamos una serie de problemas que servirian como trabajo a futuro.



1 Preliminares

En este capitulo se presentan las nociones basicas de conjuntos convexos, teoria de graficas y topologia
combinatoria con la finalidad de sentar los fundamentos teoricos necesarios para el desarrollo de este

trabajo.

1.1. Conjuntos convexos

La geometria convexa es un area muy moderna dentro de las matematicas discretas pues fue apenas en
el siglo pasado que gracias a matematicos como P. Kirchberger, C. Caratheodory, J. Radon, E. Helly;
quienes en 1902, 1907, 1921 y 1924 respectivamente, obtuvieron resultados que formarian una base
fundamental de esta area. Las siguientes definiciones son basicas para entender un poquito del mundo

convexo.

Definicion 1.1.1 (Conjunto convexo): Decimos que un conjunto C' C R? es convexo si para toda pareja

de puntos a,b € C'y paratoda t € [0, 1] se cumple que (1 — t)a + tb € C; es decir C es convexo si

el segmento de recta ab queda contenido en C.

Los siguientes conjuntos son convexos:
% Un punto, una linea recta o un hiperplano en R¢

% Una bola abierta (cerrada) en R¢ centrada en el origen.
Es decir, B(0,7) = {z € R? | ||z —g[| <} (B(0,r) = {Z e R*| ||z — g| <r})

% Un subespacio afin de R%. Es decir, dados z € R? un vector y A un subespacio lineal de R?, =+ A
es un subespacio afin de R [MMO19]

% Para mas ejemplos se recomienda consultar el capitulo 1 de [Lay07] y el capitulo 2 de [Sol15]

% En la Figura 1.1 en la pagina siguiente se muestran unos dibujos de conjuntos convexos y no

Cconvexos.

Se puede intuir del ejemplo anterior que existe una cantidad infinita de conjuntos no convexos, sin em-

bargo, dado un conjunto no convexo siempre podemos obtener uno que si sea convexo.

Definicion 1.1.3 (Envolvente convexa o cerradura convexa): Sea X C R un conjunto de puntos. Se
define la envolvente convexa de X como el conjunto convexo mas pequefio de R? que contiene a X y se
denota por C'(X) o conv(X ). Ademas resulta ser que conv(X) es la interseccion de todos los convexos
de R? que contienen a X . Es decir, conv(X) = N{C C R4 | X C C y C es convexo}
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Cy

Figura 1.1: Sdlo los conjuntos C1 y Co son convexos a pesar de que Cs no tiene frontera.

Ejemplo 1.1.4: Considerando los conjuntos C's y Cy de la Figura 1.1, podemos obtener su envolvente

convexa, como se muestra en la Figura [.2.

C(Cs)

Figura 1.2: La envolvente convexa de cualquier conjunto nos da un convexo.

JIJIMMIN

Observemos que en la definicion previa de envolvente convexa se afirma que la interseccion de convexos
es un convexo; este es un resultado facil de probar. En efecto, si la interseccion es vacia, entonces se
cumple por vacuidad y si no, un segmento de recta que esta contenido en cada uno de ellos queda contenido

en su interseccion; es decir, el siguiente teorema es verdadero.

Teorema 1.1.5: La interseccion (no necesariamente finita) de convexos también es un conjunto

convexo.
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Definicion 1.1.6 (Combinacion convexa / Combinacion afin): Decimos que = € RY es combinacion

convexa de 1, ..., z, € R? si existen ai, ..., a, escalares tales que:

.
r =) am; (1.1)
=1

i a; =1 (1.2)
=1

a; > 0Vi (1.3)

Si la condicion (1.3) se elimina, se dice que x esta en combinacion afin de x1, ..., x, € R%y se dice que

x,T1, ..., Ly SON afinmente dependientes.

% Sir = 2, podemos decir que z € R? es combinacién convexa de z1,zo € R? si y sélo si

x € [x1, 22, donde [z, 25] es el segmento de recta en R? que une los puntos 1 y zo.

® Sir = 4, podemos decir que dados x1, x2, T3, T4 € R? afinmente independientes, entonces x € R4
es combinacion convexa de x1, X2, T3, X4 € R4 si y s6lo si x esté en el tetraedro solido cerrado de

R? formado por z1, 2, 3, T4 cOMO sus vértices.

4 Podria suceder también que =z € R? sea combinacion convexa de 2, x3, 24 € R%. Esto pasa

siy solo si x estd en la cara xzox3x4 del tetraedro sélido.

La definicion de envolvente convexa también se puede expresar en términos de combinaciones convexas,

como lo afirma el siguiente teorema. La demostracion se puede consultar en [Soll5, MMO19].

Teorema 1.1.8: Sea X C R? un conjunto de puntos, entonces

r r
conv(X) = {Z ax;ir>1, 2,2, €X, a; >0VI<i<r, Z a; =1}
i=1 i=1

La siguiente proposicion muestra muchas de las propiedades que cumplen los conjuntos convexos.

| conv(A)

X *

Figura 1.3: Un conjunto cerrado no necesariamente tiene una envolvente convexa cerrada.
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Proposicion 1.1.9: Sea A C R% un conjunto, entonces:
1. AC conv(A)
2. Si A C B entonces conv(A) C conv(B)
3. Si A es convexo, entonces A = conv(A)
4. Si A es convexo, entonces int(A) y A son convexos
5. Si A es abierto, entonces conv(A) es abierto
6. Si A es acotado, entonces conv(A) es acotado
7. Si A es compacto, entonces conv(A) es compacto
8. Existe un conjunto A cerrado, tal que conv(A) no es cerrado

Donde int(A) y A denotan el interior y la cerradura del conjunto A, respectivamente.

Mientras que las propiedades 1 a 7 parecen comportarse como uno esperaria, la propiedad 8 resulta muy
interesante, pues parece ir en contra de la intuicion. Para mostrar que es verdadera consideremos a A como
una recta [ en R? unida con un punto x fuera de la recta. Entonces conv(A) es una banda semiabierta
bordeada entre la recta [ y una recta !’ paralela a | que pasa por el punto x, union el punto x. Véase la

Figura 1.3 en la pdagina anterior

Muchos problemas de geometria convexa son resultados triviales cuando consideramos puntos “acomo-
dados de manera bonita”; para entender a qué nos referimos con ésta frase imaginemos que tenemos 10
puntos en la mano (puede pensar que son monedas) y los aventamos bruscamente en una mesa plana, se-
ria realmente extrafio que todos esos puntos cayeran exactamente en el mismo lugar (o que las monedas
cayeran apiladas), también seria realmente extrafio que todos los puntos en la mesa formaran una linea
recta, evidentemente €stos casos tan raros podrian pasar, pero resultan ser aburridos en muchas ocasiones,

es por ésto que la siguiente definicion sera de vital importancia en este trabajo.

Definicion 1.1.10 (Posicién general): Sea X C R% un conjunto de puntos. Decimos que los puntos de

X estan en posicion general si todo subconjunto de a lo mas d + 1 puntos es afinmente independiente.

% Si X C R es un conjunto de puntos, X esta en posicion general si para cualesquiera 2 puntos de

X éstos no estan en la misma posicion.

% Si X C R? es un conjunto de puntos, X estd en posicion general si para cualesquiera 3 puntos de

X éstos no estan alineados.

4 Observemos que si hubiera 2 puntos de X en la misma posicion, entonces entre ellos 2 y
cualquier otro punto de X formarian una linea, por lo que también se preserva que no haya 2

puntos de X en la misma posicion.

% Si X C R? es un conjunto de puntos, X estd en posicion general si para cualesquiera 4 puntos de

X éstos no estan contenidos en un plano de R?
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4 Observemos que si hubiera 3 puntos de X sobre una linea, con cualquier otro punto de X se
tendria un plano de R?, por lo que también se preserva que no haya 3 puntos de X alineados;

y al igual que en el caso de R? requerimos que dos puntos no compartan el mismo espacio.

Como el nombre lo indica, la posicidon general es muy general. Muchos problemas de geometria convexa
tienen gran relevancia ain cuando los puntos estan acomodados de una forma sencilla, por ejemplo que
todos estén en la frontera de la envolvente convexa que ellos mismos forman, o dicho de otra forma que
todos sean vértices de su envolvente convexa. Si se requiere una definiciéon mas “rigurosa” uno puede

pensar en la siguiente:

Definicion 1.1.12 (Posicion convexa): Sea X C R% un conjunto de puntos. Decimos que los puntos de

X estan en posicion convexa si'y sélo si para toda a € X se cumple que a ¢ conv(X \ {a})

Aunque la definicion parece confusa, con el siguiente ejemplo veremos que no lo es tanto.

Sea X el conjunto de puntos como en la Figura 1.4. Nétese que X no esta en posicion

convexa pues el punto central no satisface:

punto central ¢ conv(X \ punto central)

Figura 1.4: jEstos puntos no estan en posicion convexa!

Este ejemplo nos sugiere la idea de que siempre podemos pensar a los puntos en posicién convexa como

si fueran puntos que estan sobre un circulo, esta idea se utilizara mucho mas adelante.

Figura 1.5: Por un millon de pumadolares: Si ponemos puntos sobre un circulo, estos estan en posicion...
a) convexa  b) eh, ;jno podrias darme otra pista?  c) esta no es
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1.2. Graficas

La teoria de graficas es un area muy estudiada e importante de las matematicas discretas y que resulta
ser de gran utilidad para muchos problemas, es por ello que en esta seccion veremos un rapido repaso
a las definiciones y resultados mas importantes del area, necesarios para la comprension de los futuros
capitulos. Se recomienda consultar: [BM76, CLZ16, Die05].

Definicion 1.2.1 (Grifica): Una grdfica G es un par ordenado de conjuntos G = (V(G), A(G)), donde
V(@) tiene objetos que llamaremos vértices y A(G) es un conjunto de pares no ordenados de elementos

de V(G), denominado conjunto de aristas de G.

Por convencién y simplicidad cuando no pueda haber motivo de confusion se escribirda V' y A en lugar
de V(G) y A(G) respectivamente. Si dados dos vértices u, v de G forman una arista (u, v), entonces por
simplicidad la escribimos como uv o vu. Si decimos que e = uv entonces nos referimos a que la arista

e une los vértices u y v.

También por convencion se dice que u,v € V(G) son adyacentes si existe la arista (u,v) € A(G),

ademads decimos que dos aristas uv y wx son adyacentes si tienen un vértice en comun.

A menos que se indique lo contrario, en este escrito se trabajara con grdficas simples; aquellas en las que
solo se permite una arista entre una pareja de vértices. S6lo por mencionar; también existen las grdficas de
lazos (aquellas en las que se permite que un vértice tenga una arista consigo mismo) y grdficas multiples

(aquellas en las que se permiten varias aristas entre una pareja de vértices).

Es importante observar que la definicion de grafica es sobre un objeto combinatorio puramente abstrac-
to, sin embargo, dada una grafica G podemos representarla en dibujos donde sus vértices los podemos
representar con puntos y a sus aristas como curvas (usualmente lineas) que unen esos puntos, como se

verd en el siguiente ejemplo.

Sea G la grafica dada por V = {1,2,3,4,5} y A = {12,13,14,34} y sea H la grafica
dada por V(H) = {0,1,2,3,4,5,6} y A(H) = {34,56}. Entonces las graficas G y H tienen como

posibles dibujos los mostrados en la Figura 1.6.

1 (G @5
()
P H
OJOXO.
2 3 & ()

(a) Posible dibujo de la grdfica G. (b) Posible dibujo de H con un estilo distinto al de la
grdfica G.

Figura 1.6: Existen infinitos dibujos para cada grafica.
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Es importante observar cémo los dibujos de las graficas pueden ser de acuerdo al gusto del pensador.
Puede usar tanto vértices gruesos y de distintos tamafios, asi como aristas de distintos grosores para
demostrar las adyacencias entre vértices, como lo es el dibujo de la grafica G; como puede ser también

un dibujo mas simple como el de la grafica H.

Definicion 1.2.3 (Grados): Sea GG una grafica y u un vértice de V.
% El grado de u es el nimero de aristas que salen de ese vértice u. Se denota por dg(u).

% El grado mdximo es el mayor de los grados de los vértices de G. Se denota por A(G).

% El grado minimo es el menor de los grados de los vértices de G. Se denota por §(G).

Considerando la Figura 1.6 en la pagina anterior, tenemos que en G: d(1) = 3y ademas
es el vértice con mayor grado de G por lo que A(G) = 3. Como d(5) = 0 entonces 6(G) = 0. En la
grafica H tenemos que d(3) = d(4) =d(5) =d(6) =1,que A(H) =1yqued(H) =0

A continuacion se mencionan un par de resultados basicos que se deducen a partir de las definiciones

previas.

Proposicion 1.2.5: Para cualquier grafica G se cumple:

Z d(v) = 2x (#aristas)

veV(G)

Considerando la Figura 1.6 en la pagina anterior tenemos las siguientes ecuaciones:

S dv)=3+14+2+24+0=8=2(4), > d(v)=4=2(2)
VeV (Q) veV (H)

Proposicion 1.2.7: En cualquier grafica se tiene que el numero de vértices de grado impar es par.

Considerando la Figura 1.6 en la pagina anterior, tenemos que en G hay 2 vértices de

grado impar, los vértices 1 y 2. Mientras que en H hay 0 vértices de grado impar.

Existen muchas formas de clasificar a las graficas, asi que mencionaremos algunas de ellas:

11
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Definicion 1.2.9 (Caminos / Paseos / Trayectorias): Sea G una grafica.

% Dados dos vértices (no necesariamente distintos) u y v de V(G) decimos que C' es un camino
de uw a v (o un wwv-camino) si es una secuencia de vértices que empiezan en v y terminan en v
C =(u, w1, ws, ..., wg, v) donde w;w;+1 € A(G) paral < i < k — 1. El nimero de aristas de
C (incluyendo repeticiones) es la longitud de C'. Ademas decimos que un camino que empieza y

termina en el mismo vértice es un camino cerrado, de lo contrario lo llamaremos camino abierto.

% Decimos que un camino que no repite aristas es un paseo. Al igual que en los caminos, hay paseos

abiertos y cerrados.

% Decimos que un camino P que no repite vértices es una trayectoria. Si P tiene n vértices entonces

decimos que P es de longitud n y se puede denotar como P,.

Definicion 1.2.10 (Algunas grdficas):

% Una grafica es completa si cada pareja de vértices es adyacente. A estas graficas las denotamos
por K, donde n es el nimero de vértices.

% Una grafica es bipartita si es posible dar una particion® (no necesariamente tnica) de V' en 2
conjuntos, de tal manera que los vértices solo estan en alguno de esos dos conjuntos y no hay

aristas entre los vértices de un mismo conjunto.

% Una grafica es r-partita si es posible dar una particion (no necesariamente Unica) de V' en r
conjuntos, de tal manera que los vértices solo estén en alguno de los r conjuntos y no hay aristas

entre los vértices de un mismo conjunto.

% A una trayectoria cerrada (es decir que repite unicamente el vértice inicial y final) se le llama

ciclo y se le denota por C,.

% Dado un ciclo C,, afiadimos un nuevo vértice al cual todos los demas son adyacentes, usualmente
podemos dibujar el nuevo vértice en el centro del ciclo y a esta nueva grafica se le conoce como

rueda Wy 1.

% Consideras un vértice “central” del que le salen n aristas que llegan a n vértices, respectivamente,

a esta grafica se le llama estrella S,,.

% .Decimos que un drbol es una grafica aciclica (es decir, sin ciclos) y conexa (es decir, que para

cada 2 vértices siempre podemos encontrar una trayectoria entre ellos).

“Una particién P de un conjunto X es una coleccion de subconjuntos de X que cumplen:
1. Ningun elemento de P es el conjunto vacio
2. La union de los elementos de P es el conjunto X

3. Lainterseccion de cualesquiera dos elementos de P es vacia.

Definicion 1.2.11 (Grdficas regulares): Sea G una grafica, decimos que G es r-regular si todos los

vértices de G tienen grado .
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1.2 Grdficas

En la Tabla 1.1 se muestra un dibujo representativo de algunos tipos de graficas.

Tipo de grafica Dibujo Tipo de grafica Dibujo
Cy
Completa Ciclo :
T
Bipartita Arbol i
P 2 W9
*—o
Q/\
. P
Trayectoria Rueda

Tabla 1.1: Tipos de graficas.

Ejemplo 1.2.12: Los ciclos son 2-regulares y las graficas K, son (n-1)-regulares, véase la Figura 1.7.

Cn

Figura 1.7: Grdficas regulares.

JIJI MMM
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Definicion 1.2.13 (Conjunto independiente): Decimos que un conjunto de vértices tales que no son

adyacentes entre ellos es un conjunto independiente de vértices. Ademas decimos que el conjunto es

maximo si es el de mayor cantidad de vértices sobre todos los conjuntos independientes.

a) Sea 5, la grafica estrella, hay varios conjuntos independientes, por ejemplo 3 vértices que no sean el
centro forman un conjunto independiente de vértices. Pero el conjunto independiente maximo es el que

tiene los n vértices que no son el centro.
b) En una grafica completa un conjunto independiente s6lo puede tener un vértice.

¢) Notese que en cualquier grafica, un solo vértice es un conjunto independiente de vértices, el cual

evidentemente no nos genera interés.

Como en todas las ramas de las matematicas, cuando tenemos una estructura estudiada, nos interesa
saber como son las subestructuras de ella. Es por ello que se estudian distintos tipos de subgraficas, a

continuacion algunas de ellas:

Definicion 1.2.15 (Subgridficas): Sea GG una grafica con vértices V' y aristas A. H es una subgrafica de
GsiV(H)CVyAH)CA

% Decimos que V' es una subgrdfica propia si H # G.
% Decimos que V' es una subgrdfica generadorasiV(H) = V.

% Sea S C V no vacio, decimos que G[S] es la subgrdfica inducida por S, si G|S] tiene como

vértices a S'y ademas dos vértices u, v son adyacentes en G[S] si y solo si son adyacentes en G.

% Sea F C A no vacio, decimos que G[E] es la subgrdfica inducida por E, si G[E] tiene como

aristas a £/ y ademas un vértice u € G[E] siy solo si u es adyacente a una arista de E.

% Sea U C V no vacio, decimos que G — U es la subgrafica resultante de borrar los vértices de U

y sus adyacencias a G.

% Sea B C A no vacio, decimos que G — B es la subgrafica resultante de borrar las aristas de B
aG.

En la Figura 1.8 en la pagina siguiente se muestran algunos tipos de subgréficas de la
grafica G. (G es una subgrafica generadora, G2 es una subgrafica inducida por .S, Gz es una subgrafica
inducida por E, G — {x} es la grafica resultante de borrar el vértice = y finalmente G — {a} es la grafica

resultante de borrar la arista a.

Asi como podemos obtener subgraficas a partir de una grafica dada, también pode-
mos obtener supergrdficas de tal manera que la grafica original sea una subgrafica de la nueva supergra-

fica.
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G G G %

I=1>=] =

G G-{z} G-{a}

Aea >

Figura 1.8: Subgraficas.

Podemos agregar una arista a nuestra grafica original y obtener una nueva grafica. Véase

la Figura 1.9.

G + { b}

X=

Figura 1.9: Supergrdficas

Existen muchisimas formas de operar graficas, aqui solo mencionaremos las que utilizaremos mas ade-

lante.

Definicion 1.2.19 (Operaciones): Sean G 'y H graficas.

% Consideramos un vértice v de G y un vértice v de H, consideraremos la grdfica G+H que
significa convertir los vértices v y v en uno solo y preservaremos el resto de los vértices asi como

las adyacencias de G y de H en la nueva grafica.

% Consideramos una arista ¢ de Gy una arista b de H, consideraremos una grdfica G+H que
significa convertir las aristas ¢ y b en una sola y preservar el resto de los vértices asi como las
adyacencias de Gy de H en la nueva grafica. Notese que puede haber distintas graficas G+H

dependiendo de como peguemos las aristas elegidas.

Con los ejemplos graficos de la Figura 1.10 en la pagina siguiente quedan mas claras

estas dos operaciones que son realmente sencillas.
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G

pEE

G G+ H

<> <>

Figura 1.10: ;Las operaciones necesarias!

Distinguir entre 2 graficas que se parezcan puede ser sencillo, como en el ejemplo anterior, en la Figura
1.10 tanto G como H “son la misma grafica”, ambas son Cs, quiza sus vértices se llamen distintos y sus
aristas también, pero en esencia son la misma grafica. Sin embargo no siempre es facil distinguir entre

graficas parecidas y es por ello que requerimos la siguiente definicion.

Definicion 1.2.21 (Isomorfismo): Sean G'y H graficas, decimos que son isomorfas si existe una funcion

biyectiva f : V(G) — V(H) tal que dos vértices u, v son adyacentes en G siy solo si f(u), f(v) son

adyacentes en H.

En la Figura 1.10 tenemos que G+ H no es isomorfa a G+ H, pues mientras que G+ H
tiene 5 vértices, G+ H soélo tiene 4.

Como hemos visto, existen diferentes tipos de graficas y cada una de ellas tiene sus propiedades y razones
para ser interesantes. Hay unas que en particular son sumamente importantes: las graficas planas, pues
incluso problemas sumamente famosos y complicados como el Problema de los cuatro colores' estan

expresados en términos de este tipo de graficas.

Definicion 1.2.23 (Grdficas planas): Sea G una grafica, decimos que G es plana si tiene un dibujo en

R? en el que ninguna arista toca a otra arista (salvo en el vértice que comparten).

Cuando uno dibuja K4 como se acostumbra (Figura 1.11 en la pagina siguiente), uno

podria pensar que no es una grafica plana

Sin embargo si uno intenta encontrar otro dibujo descubrird eventualmente que si es una grafica plana

(Figura 1.12 en la pdgina siguiente).

"Todo mapa puede colorearse con a lo mas 4 colores de tal forma que paises adyacentes tengan distinto color.
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Figura 1.11: ; K4 no es plana?

K,

Figura 1.12: ;Como de que no!

Una pregunta natural es si todas las graficas son o no planas. Por ejemplo si uno intenta con una grafica
mas compleja que K4 como lo puede ser K5 se encontrara en una interminable frustracion y es que resulta

que no todas las graficas son planas, como lo afirma el siguiente teorema.

Teorema de Kuratowski (1930) [Kur30]: Una grafica es plana si y solo si no contiene ninguna

subgrafica isomorfa a una subdivision elemental® de K5 0 K3 3.

“Una subdivision elemental de una grafica consiste de insertar vértices en las aristas

Sea G la grafica de la Figura 1.13, tenemos que H1, Ho, Hs son subdivisiones de G.

(.

H; H

®--0-

Figura 1.13: Subdivisiones elementales.

Algo realmente fascinante del Teorema de Kuratowski es que nos muestra la estrecha relacion entre la

topologia y la teoria de graficas, pues es gracias al famoso Teorema de Jordan’ que puede probarse.

Toda curva cerrada simple del plano lo divide en dos componentes conexas disjuntas que tiene a la curva como frontera
comun.
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Figura 1.14: Grdficas no planas.

Finalmente algo divertido de realizar en todas las graficas es colorearlas, existen muchisimas maneras de

colorearlas, sin embargo en este trabajo nos interesan las siguientes:

Definicion 1.2.26 (Coloraciones): Sea G una graficay {1, ...,n} un conjunto que llamaremos el con-

junto de colores.
% Decimos que G tiene una coloracion de vértices, si existe una funcion ¢ : V(G) — {1, ...,n}

% Decimos que G tiene una coloracion propia de vértices, si existe una funcién

c: V(G) — {1,...,n} y que ademas si u y v son adyacentes entonces c(u) # c(v)

% Decimos que x(G) es el numero cromatico de G, éste es el menor numero de colores necesarios

para tener una coloracion propia de vértices de G.

Las definiciones previas son andlogas para una coloracion por aristas y se le denota por x'(G) al niimero

cromatico por aristas.

El nimero cromatico de cualquier grafica K, es exactamente n. Mientras que x'(K},)

esn — 1sinesparyesnsinesimpar.

1.3. El fascinante mundo de la topologia combinatoria. jNo apto

para nerviosos!

Para introducirnos en la recientemente llamada topologia combinatoria primero debemos tener claras las

bases de la topologia general, una bibliografia basica a seguir es: [Koz08, Lon13, Mat08].

1.3.1. Lo necesario de topologia general
Empezamos introduciendo la nocion de espacio topoldgico la cual es una estructura matematica que

rescata las nociones ya conocidas desde calculo de lo que es la “cercania” o la “continuidad” de manera

muy general.
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Definicion 1.3.1 (Espacio topolégico): Sea X un conjunto y 7' C 2% una familia de subconjuntos de
X, decimos que (X, T') es un espacio topoldgico (cuyos elementos son llamados conjuntos abiertos) si

) € T, X € T, lainterseccion finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto y la union arbitraria

de conjuntos abiertos es arbitraria.

En R?, la topologia estandar consiste de tener como conjuntos abiertos a uniones arbitra-

rias de bolas abiertas B(y,r) = {Z € R?| ||# — g|| < 7} e intersecciones finitas de ellas.

Si bien la topologia general estudia estructuras que pueden llegar a ser sumamente abstractas y complejas,

en este trabajo nos basta con entender la topologia del ejemplo previo.

Definicion 1.3.3 (Subespacio): Sea Y un subconjunto no vacio en un espacio topoldgico (X, 7). La

coleccion Ty = {O NY : O € T} de subconjuntos de Y es una topologia en Y llamada subespacio

topoldgico. Al espacio topologico (Y, Ty) se le conoce como subespacio topoldgico de (X, T).

Sea X = {a7 b7 C’ d? e? f} y T = {X7 ®7 {a}7 {07 d}?{a7 c7d}7{b7 c7d7€7 f}} y
Y = {b, ¢, e}. Entonces el subespacio topologico en Y es Ty = {Y, 0, {c}}.

Por simplicidad y cuando no se preste a confusiones se escribirda X como espacio

topologico en lugar de la pareja (X, T") y se llamara a X simplemente espacio.

Definicion 1.3.6 (Funciones continuas): Sean (X1,T1)y (X2, T») espacios, decimos que una funcion
f: X1 — Xy es continua si las preimagenes de conjuntos abiertos son abiertos, es decir: f~(V) € Ty
paratodo V € Tb.

El lector recordara que en calculo la definicion de funciones continuas se daba gracias a la nociéon de
épsilons-deltas o bien a través de sucesiones, estas nociones de continuidad son equivalentes y se reco-

mienda consultar la bibliografia en caso de querer comprobar las equivalencias.
En este texto se asume que las funciones entre espacios topologicos seran continuas.

Al igual que en las gréficas, a veces quisiéramos saber si dos espacios son iguales o distintos, de aqui

surge la nocion de homeomorfismos.

Definicion 1.3.8 (Homeomorfismos): Sean (X1,11) y (X2,T5) espacios, decimos que una funcion
biyectiva f : X1 — X5 es un homeomorfismo siy sélosi f y f~! son continuas.

Si X y Y son espacios homeomorfos, es decir, que existe un homeomorfismo entre ellos, los denotamos
por X 2Y.

1.3.2. Complejos simpliciales

Los complejos simpliciales resultan ser un vinculo entre la topologia y la combinatoria. Ademas de que
son muy simples de imaginar geométricamente, estos pueden ser vistos como objetos puramente com-

binatorios, pero también describen espacios topoldgicos. De manera intuitiva se puede pensar que un
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0-simplejo es un punto, un /-simplejo es una linea entre dos puntos, un 2-simplejo es un triangulo, un

3-simplejo es un tetraedro y asi sucesivamente.

Definicion 1.3.9 (Simplejos): Sea X = {xg,z1,...,2,} € R"! un conjunto de puntos afinmente

independientes. Decimos que

0" = conv(X) = {(to, ..., tn) € R" t.q. Z xiti=1yVi: t; >0}
i=0

es un simplejo de dimension n.

Se dice que t; son las coordenadas baricéntricas de o™. Paratoda k € {—1, ..., n}y cualquier subconjunto
de (k+1) elementos Y C X al simplejo 7 = conv(Y) se le llama cara k-dimensional de o™. Se denota a
ésto por 7 < 0" y se dice que la dimension de T es k, denotado por dim(7) = k. A las caras de dimension

n — 1 se les llama comunmente facetas.

Convencion 1.3.10: Para el caso k = —1 se dice que el conjunto vacio es una cara de dimension —1 de

o™. Y para el caso k = 0 un punto es una cara de dimension 0 de o".
Se le conoce como simplejo estandar al simplejo producido por los vértices canonicos de R%: eq, ..., eq.

Ejemplo 1.3.11: Sea X = {e1, e2, e3} C R3, entonces el 2-simplejo producido por X es el de la Figura
1.15.

Figura 1.15: El 2-simplejo estandar.

JIJIMMIN

Si bien un simplejo no parece ser demasiado interesante, lo divertido esta en “juntar”, pegar, unir, 0 como
guste decirse, varios simplejos para formar un complejo simplicial, éstos son los que describen espacios

topologicos.
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Definicion 1.3.12 (Complejos simpliciales):

& Un complejo simplicial geométrico A es una familia finita de simplejos (afines) en algiin R™ tal

que:

1. Sic € Ayt <oentonces T € A

2. Sio, T € A entonces o N T es una cara tanto de o como de 7.

Se dice que la dimension de A es la dimension mas grande de sus caras.
Al espacio topoldgico dado por la unidén de todos los simplejos del complejo simplicial se le llama

poliedro de A, denotado por |A| = | o. Muchas veces se refiere a |A| cuando se quiere hablar de las
gEA
propiedades topologicas de A.

% Un complejo simplicial abstracto es un par (V, K), donde V es un conjunto y K C 2V es un
sistema hereditario de subconjuntos de V', esto quiere decir que: necesitamos que F' € Ky
G C F implique que G € K (en particular ) € K siempre que K # ()). Los conjuntos de
K son llamados simplejos abstractos. Por simplicidad se dice que K es un complejo simplicial

abstracto.

La dimension de K esta dada por: dim(K) = {mdx{|F|—1: F € K}

Si bien la definicion previa podria ser confusa y hacernos pensar que los complejos simpliciales pueden
ser geométricos 0 abstractos, para propositos de este trabajo basta con quedarse con la idea de que son

realmente lo mismo; y no lo digo yo, lo dijo Matousek: [Mat0S].

La definicion previa nos dice que si queremos pegar simplejos, lo hagamos de una manera bonita, por
ejemplo si queremos pegar dos triangulos en el plano, es mejor pegarlos a través de un vértice o a través
de una arista, pero no pegar la mitad de una arista de un triangulo con la mitad de otra arista del otro

tridngulo, en cierta forma esto se parece mucho a la Definicion 1.2.19 de la pagina 15 para graficas.

Ejemplo 1.3.13: La Figura 1.16 muestra un complejo simplicial A resultante de unir tres 1-simplejos y

un 2-simplejo o2,

A

Figura 1.16: ;Un triangulo sin relleno no es un simplejo, pero si un complejo simplicial!

JIJI MMM
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1.3.3. Nervios

Otros objetos topoldgicos de interés son los nervios, pues también son complejos simpliciales.

Definicion 1.3.14 (Nervios): Sea .# = {F, ..., F;,} una familia de conjuntos convexos en R . El
nervio N (%) de .Z se define como el complejo simplicial abstracto con vértices {1, ..., m} cuyas caras

son I C {1,...,m} tales que () F; # 0.
iel

Ejemplo 1.3.15: Consideremos la familia de conjuntos convexos C' = {C1, ..., C7} como en la Figura
1.17 entonces N (C) es el nervio de C. Obsérvese que como los conjuntos C5, Cg, C7 se intersectan entre
si simultdneamente, es que se forma el 2-simplejo y no sélo las aristas, como por ejemplo la interseccion

entre Co y Cs.

C N(C)

C

Figura 1.17: ;Un nervio es un complejo simplicial!

)

JIJI MM IN

Dada una coleccion de puntos S C R4 y una r-particion & = S1,...,.S, de S, se define al nervio de la

particion N () como el nervio de las envolventes convexas de las partes: N ({conv(S1), ..., conv(Sy)}).

Dada una particion &2 se define a la grdfica de interseccion de &2, denotada por N () como el
1-esqueleto del nervio de %’. En términos simples el 1-esqueleto se refiere justo a ser una grafica, que si
aparece un k-simplejo con k > 2 so6lo se consideren las 1-caras de ese simplejo, es decir, las aristas entre
los puntos.

Ejemplo 1.3.16: Considerando el ejemplo previo, tenemos que la grafica de interseccion del nervio N (C)

estd dada por la Figura 1.18 en la pagina siguiente.
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N'(C)

C1

Figura 1.18: Grdfica de interseccion de C.

Definicion 1.3.17 (Complejo simplicial inducido): Dado un complejo simplicial K y un conjunto finito
de puntos S C R? decimos que K es inducido por una particion de S si existe una particién P de S tal
que N (P) sea homeomorfo a K.

Decimos que un complejo simplicial K es inducido por una particion en R?® si existe al menos un
p p

conjunto de puntos S C R? tal que K es inducido por una particion de S.

Por simplicidad decimos que K es d-partido en lugar de que K es inducido por una particion en R
pero debe tenerse bien en cuenta la definicion, pues se puede prestar a confusion y ambigiiedad sobre

particiones de conjuntos o sobre que K pudiese partirse en d partes, el cual no es el caso.

Consideramos el complejo simplicial C (la grafica ciclo de 3 vértices) y consideramos
un conjunto S; C R? de 6 puntos acomodados como en la Figura 1.19, en la cual ya se muestra que el
conjunto S tiene una 3-particion P representada por los colores rojo (circulos), violeta (cuadrados) y

naranja (triangulos). Al realizar el nervio N (S ) de esa particion tenemos que este es homeomorfo a C's.

C3 . S% N(S:)
l <>/ |

Figura 1.19: El ciclo C5 es 2-partido.

Ademas observamos que el conjunto de puntos S; esta contenido en R?, es decir que C3 es 2-partido.

Dado un conjunto de puntos contenido en R, es facil comprobar que no existe manera de partir los puntos
de tal forma que el nervio de esa particion genere a C3, como se observa en la Figura 1.20 en la pdgina

siguiente, donde Z y Z5 son conjuntos de puntos con las particiones dadas por los colores (figuras).

Incluso si se tuvieran mas puntos, simplemente no hay forma de generar a C's como nervio de la particion.
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L ]

Figura 1.20: EI ciclo Cs NO es 1-partido.

Consideramos el 2-simplejo A? y un conjunto So C R? de 6 puntos acomodados como
en la Figura 1.21, la cual también muestra una forma de 3-partirlos. Observamos entonces que el nervio

obtenido de esa particidon de puntos es homeomorfo al 2-simplejo.

A2 x% N (S:)

Figura 1.21: Un 2-simplejo es 2-partido.

Sin embargo no nos dejemos engafiar, si bien esto nos muestra que A? es 2-partido, observe que en el
ejemplo anterior encontramos un conjunto Zs C R tal que puede partirse para obtener como nervio a un

homeomorfismo de A2, es decir que A? también es 1-partido.

Tenemos que un 5-simplejo A® es 2-partido, una posible forma de convencerse es con

un conjunto S3 C R? de puntos y particionado como muestra la Figura 1.22.
S

N
NS

Figura 1.22: También el 5-simplejo es 2-partido.
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1.4 Una introduccion al universo puntual

Es importante observar que en todos los ejemplos anteriores los colores solo son un recurso visual que
nos ayuda a entender las particiones, sin embargo, si por ejemplo los puntos coloreados de rojo los cam-

biaramos por el color azul y los de color azul por rojo tendriamos exactamente las mismas particiones.

Los ejemplos anteriores nos permiten deducir el siguiente teorema:

Teorema 1.3.21: El o¢ simplejo de dimensién d es 1-partido.

Para convencerse de que es verdadero el teorema simplemente considérese la configuracion de puntos y

colores que sugiere la Figura 1.23.

e e X —————t—— X+ - -
Figura 1.23: ;Todo simplejo de cualquier dimension es I-partido!

Mas aun, utilizando una idea analoga a la mostrada en la Figura 1.23 y la Figura 1.22 en la pagina

anterior podemos deducir el siguiente teorema:

Teorema 1.3.21 (Mejorado): El o¢ simplejo de dimension d es d-partido para toda d > 1.

Otra cosa que podemos deducir del de la pagina 23 es el hecho de que si un complejo
simplicial es k-partido no necesariamente es k — 1-partido. Es decir, existe una dimension d a partir de
la cual es posible decir que tal complejo simplicial es d-partido. Un teorema importante demostrado por

G. Y. Perelman en topologia combinatoria se puede reformular de la siguiente forma:

Teorema 1.3.22 (El Teorema de Realizacion Geométrica (Reformulado)): Cualquier complejo

simplicial de dimensién d es (2d + 1)-partido.

Mas aun, hay complejos simpliciales de dimension d que no pueden ser 2d-partidos.

La demostracion puede consultarse en: [Mat08].

1.4. Una introduccidn al universo puntual

En esta seccion veremos una herramienta importante para clasificar de alguna forma los conjuntos de pun-
tos en R y un teorema que nos dice cuantos puntos necesitamos para satisfacer una propiedad especifica:

obtener un poligono convexo.

1.4.1. Tipos de orden

En combinatoria la primera (y/o la ultima) forma de atacar un problema puede ser utilizar la fuerza bruta
de contar todas las posibilidades de que suceda equis cosa, puede ser la primera porque contar es relati-
vamente lo mas facil que uno puede hacer, pero puede ser la tltima porque a veces el conteo puede ser

gigantesco al grado de que ninguna computadora pueda hacer las cuentas.
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Una pregunta que podria parecer muy inocente es: ;de cudntas maneras posibles podemos poner 3 puntos
en el plano? si uno analiza bien la pregunta, puede pensar primero en cuantas formas de colocar un solo
punto en el plano y ya desde ese momento uno puede recordar por sus cursos de calculo o analisis que
existe una infinidad de formas de colocar ese punto en el plano, ;entonces colocar 3 puntos tiene un total
de tres infinidades? Sin embargo en el sentido combinatorio so6lo hay una manera lega/ de colocar esos
3 puntos en el plano, ésta es poner los 3 puntos formando un triangulo y si bien podemos colocar los 3
puntos de tal manera que estén sobre una linea, recordemos que éste tipo de configuraciones no estan en
posicion general y no nos suelen interesar en la geometria combinatoria, a eso hace referencia el término

legal.

Para poder contar las distintas maneras combinatorias de colocar puntos en el plano utilizaremos el tér-

mino de tipo de orden, el cual requiere de la definicion de orientacion.

Definicion 1.4.1 (Orientacion de una tripleta de puntos): Sean u, v, w tres puntos en posicion general
en el plano. Estos pueden tener una orientacién positiva o negativa.

Decimos que la tripleta ordenada de puntos (u,v,w) esta en sentido horario si el punto w esta a la
derecha del segmento dirigido wh. Siwestdala izquierda entonces decimos que la tripleta esta en
sentido anti-horario.

Si la tripleta estd en sentido horario le asignamos el valor de —1 y si esta en sentido anti-horario le

asignamos el valor de +1.

En la Figura 1.24 consideramos cuatro puntos en el plano y tomamos 2 tripletas posibles

de puntos para obtener su orientacion.

u

Figura 1.24: La tripleta de puntos (u,v,w) tiene orientacion positiva mientras que la tripleta (u, v, y)
tiene orientacidon negativa.

Definicion 1.4.3 (Tipo de orden): Un tipo de orden es una relacion de equivalencia de conjuntos de
n puntos en posicion general en el que dos conjuntos S, S’ son equivalentes si y solo si existe una

biyeccion F' : S — S’ tal que para cada triangulo (tripleta de puntos ordenados) abc € S tiene la

misma orientacion que su imagen F'(a)F(b) F(c)
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1.4 Una introduccion al universo puntual

Decimos que dos conjuntos Sy S’ son combinatoriamente equivalentes si pertenecen al mismo tipo de

orden, de lo contrario decimos que los conjuntos son combinatoriamente distintos.

Consideremos dos conjuntos Sy S’ ambos de 3 puntos en posicion general en el plano

(véase Figura 1.25), vamos a ver que ambos son combinatoriamente equivalentes.

Figura 1.25: Los conjuntos S y S’ son combinatoriamente equivalentes.

Vamos a obtener el tipo de orden de ambos conjuntos, como lo muestra la siguiente tabla:

Tripleta de S | Orientaciéon | Tripleta de S’ | Orientacion
abc +1 Yz +1
ach -1 T2y -1
bca +1 Yyzx +1
bac -1 YTz -1
cab +1 zzyY +1
cha -1 Zyx -1

Si consideramos = = F(a), y = F(b) y z = F(c) entonces tenemos que Sy S’ son combinatoriamente

equivalentes.

Vamos a exhibir dos conjuntos Sy 5" ambos de 4 puntos en posicion general en el plano

tales que no son combinatoriamente equivalentes.

Observamos que las orientaciones de las tripletas para éstos conjuntos preservan las orientaciones del

ejemplo anterior, por lo que sélo falta agregar las siguientes:

Tripleta de S | Orientacion | Tripleta de S’ | Orientacion
dab +1 wTyY +1
dba -1 wYT -1
dbc +1 wyz +1
dcb -1 wzy -1
dca +1 WZx -1
dac -1 wrz +1
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Figura 1.26: Para cuatro puntos hay 2 tipos de ordenes.

Tratando de preservar que + = F(a), y = F(b) y z = F(c) s6lo puede pasar que w = F(d) pero
por una parte tenemos que dca tiene orientacion +1 y por otra parte que F'(d)F(c)F(a) = wzz tiene
orientacion —1. Uno puede ser mas exhaustivo y ver que no hay ninguna manera de que ambos conjuntos
tengan todas sus tripletas con las mismas orientaciones, sin embargo puede notarse que éste trabajo puede

volverse increiblemente dificil conforme mas puntos existan.

El siguiente argumento nos permite mostrar mas facil que los dos conjuntos anteriores no son combinato-
riamente equivalentes: Mientras que la envolvente convexa de S es un triangulo, la envolvente convexa

de S’ es un cuadrilatero, ya desde ahi podemos notar que son conjuntos esencialmente distintos.

Calcular el nimero de posibles configuraciones distintas de puntos es demasiado complicado, al grado de
que actualmente sélo se conoce la cantidad de configuraciones para conjuntos de 10 puntos o menos. Un
algoritmo que uno podria seguir seria el siguiente: Considerense n puntos en posiciéon convexa, entonces
tienes un tipo de orden. Ahora considere n — 1 puntos en posicidon convexa y verifique cuantas maneras
distintas hay de colocar el punto restante dentro de la envolvente convexa. Luego considere n — 2 puntos
en posicion convexa y verifique cuantas maneras distintas hay de colocar los dos puntos restantes dentro
de la envolvente convexa, siguiendo éste algoritmo podriamos encontrar todos los tipos de 6rdenes, pero
es un algoritmo muy malo en términos de rapidez computacional. La siguiente tabla muestra los tipos de

ordenes conocidos en la actualidad:

n | Numero de tipos de orden | n | Numero de tipos de orden
4 2 8 3315

5 3 9 158817

6 16 10 14309547

7 135 11 2334 512 907

Tabla 1.2: Cantidad de tipos de ordenes de hasta 11 puntos.

Esta subseccion se debe en gran parte gracias a [Mer19]. Se recomienda consultar las siguientes referen-

cias para un mayor estudio de los tipos de ordenes: [AAK02, AKO1].
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1.4.2. Un final feliz

En 1933 Esther Klein, matematica hungara, propuso un interesante problema sobre conjuntos conve-
x0s a un grupo de matematicos interesados en combinatoria entre los que destacan Paul Erdos, George
Szekeres y Pal Turan. Este problema fue tan divertido para el grupo, que llevo a que Szekeres y Klein se

conocieran mas al grado de casarse y de ahi surgio el nombre del Problema del final feliz.

El problema inicial es: Dados cinco puntos en posicion general en el plano, ;jsiempre podemos encon-
trar cuatro que son vértices de un cuadrildatero convexo? La respuesta es afirmativa y no es muy dificil

demostrarlo.

(Qué pasaria si queremos encontrar un pentagono convexo? ;Cuantos puntos necesitariamos para ase-
gurar siempre encontrar un pentdgono convexo? Quizé una primer respuesta bastante obvia podria ser:
Si te doy 10 millones de puntos seguro encuentras ese pentagono convexo; por lo que la pregunta puede
refinarse a ;Cual es la minima cantidad de puntos que se necesitan para asegurar que siempre se puede
encontrar un pentdgono convexo? En este caso la respuesta es, necesitas nueve puntos para asegurar que
siempre encuentras el pentdgono convexo y existe al menos una configuracion de 8 puntos tal que nunca

puedes encontrar un pentagono convexo.

Figura 1.27: Ocho puntos sin un pentigono convexo.

LY si quisiéramos encontrar un hexagono convexo? Resultan necesarios 17 puntos para asegurar un he-

X4gono convexo.

El problema esta en que a partir de un hexdgono convexo, ya no se sabe la minima cantidad de puntos
N (n) que se necesitan para asegurar encontrar un n-agono convexo. Afortunadamente Erdos y Szekeres

probaron en 1935 [ES35] que si tienes 4% puntos siempre puedes encontrar un k-agono convexo. Las
2k74)

cotas mas famosas que se tienen sobre el problema son 2772 + 1 < N(k) < (77,

Al dia de hoy sigue siendo un problema abierto el siguiente:
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Problema del final feliz: ;Existe un nimero & tal que un conjunto de 2°~2 4 1 puntos en posicién

general no contiene un k-agono convexo?

-]
-]
-
® ™
a9
-]
F-
-]
L]
-]

Figura 1.28: Dieciseis puntos sin un hexdgono convexo. Configuracion dada por: Michael J. Mossinghoff
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Uno podria decir ;qué tienen de bueno los tontos puntos? pero en realidad son objetos sumamente diverti-
dos y fascinantes. Si uno se pone a jugar con puntos descubrird que hay muchisimas preguntas divertidas
que se pueden hacer sobre ellos. Una de estas (y quiza la mas sencilla) es: si tengo 3 puntos en posicion
general en el plano ;puedo partirlos en 2 conjuntos de tal forma que si tomo la envoltura convexa de ellos
y las intersecto, entonces tengan al menos un punto en comtn? Al ser tan poquitos puntos uno descubrira
inmediatamente que la respuesta es negativa, pero, y si tengo 4 puntos ;se podra? Radon es uno de los
matematicos que se pusieron a jugar con esta pregunta y nos ofrecio una respuesta afirmativa... y no sélo

para 4 puntos... y no so6lo para el plano.

2.1. EIl famoso lema de Radon

Teorema de Radon (1921) [Rad21]: Cualquier conjunto S de R? con al menos d -+ 2 puntos puede

ser particionado en dos subconjuntos disjuntos tales que su cerradura convexa se intersecta

Si d = 2 quiere decir que dado un conjunto .S de 4 puntos en el plano, siempre vamos

a poder encontrar S7 y S5 subconjuntos de S de tal forma que conv(S1) N conv(Ss) # (. Observemos

que no sabemos nada sobre S ni Sy, uno podria tener un punto y el otro tres o ambos dos puntos.

Porel de la pagina 27 tenemos que las tinicas dos formas de acomodar 4 puntos en posicion
general en el plano, son si los 4 puntos forman un convexo o bien uno de los puntos queda contenido en
el convexo que forman los otros 3 puntos, por lo que la manera de particionarlos es muy sencilla, como

lo muestra la Figura 2.1.

Figura 2.1: El Teorema de Radon para d = 2.
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Demostracion:

Para esta prueba se utilizaran resultados basicos de algebra lineal, se recomienda consultar
[Lay07, Mat02, Sol15].

Recordando que dados m vectores vy, ..., Uy €N R4, estos son linealmente dependientes si m > d ; es

decir que existen escalares a1, ..., a,, no todos cero, de tal forma que a;v1 + ... + a4V, = 0.

Consideremos X = {1, ..., 24,2} cualquier subconjunto de R? de d + 2 puntos, por lo anterior mencio-
nado tenemos que X es afinmente dependiente, es decir, que existen escalares a1, ..., @442 no todos cero
tal que:

d+2 d+2

1) o > ai=0 y (2) .. > aw;=0
=1 =1

Consideremos ademas P = {i : a; > 0} y N = {i : a; < 0}. Nétese que si P = () entonces la ecuacion
(1) no se satisface puedes todos los a; serian negativos o iguales a cero y no puede darse el caso de que

todos sean iguales a cero por que por definicion los ay, ..., ag12 no todos son cero. Y si N = () entonces
d+2
S~ a; > 0 contradiciendo (1), asi P # 0y N # (.

i=1

Ahora consideramos S1 = {x; : i € P}y So = {x; : i € N}.
d+2

Como 0 => a; = >, a; + Y, a; entonces » a; = — Y a;, llamamos a este nimero a, ademas
i=1 icP ieN icP iEN

observamos que a nunca es cero pues si fuese el caso significaria que aq, ..., @412 son todos cero.

Notese que el punto x = ) “x; es combinacion convexa de 5.

icP
d+2 _
Ademas de la ecuacion (2): > a;z; = Y ax; + Y, a;z; = 0tenemos que Y a;x; = — Yy a;x; de
i=1 icP iEN ieP iEN
donde obtenemos que z = Y %z = (1) (Y aiz;) = (2)(— 3 aiwi) = — 3 %y, es decir que z es
i€P ieP iEN iEN

combinacion convexa de Sy por lo tanto z es un punto en comun de la interseccion conv(S1) Nconv(Sz).

Observemos que si tenemos un conjunto X con mas de d 4 2 puntos, simplemente basta considerar d + 2
puntos en el y los demads se anexan a cualquiera de las particiones generadas, para convencerse agregue
1 punto (o mas) en la Figura 2.1 en la pagina anterior'y observe que el resultado se preserva incluyendo

ese punto en cualquier particion dada.

JIII MM IN

Histoéricamente a este resultado se le conoce como un lema dado que Radon lo utilizé para probar el
Teorema de Helly', pero es tan bonito y es un resultado base en la geometria convexa que preferimos
llamarle Teorema. Ademas, es interesante resaltar que el Teorema de Radon es equivalente al Teorema de

Helly y al Teorema de Caratheodory? los cuales también son base de la geometria convexa.

"Dados n conjuntos convexos en R tal que n > d si cada d 4+ 1 convexos tienen interseccion no vacia, entonces los n
convexos se intersectan.

Dado un punto = € R? que esta en la envolvente convexa de un conjunto P, entonces x puede escribirse como combinacién
convexa de a lo mas d + 1 puntos de P.
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2.2. El teoremonon de Tverberg
Radon se divirtié tanto con ese juego, que pas6 por desapercibido un juego mas divertido atin. Tverberg

en 1966 lo descubrié cuando se puso a jugar no con biparticiones del conjunto de puntos, si no con

particiones en general, generalizando asi el Teorema de Radon.

Teorema de Tverberg (1966) [Tve66]: Cualquier conjunto S de R? con al menos (d+1)(r—1)+1
puntos puede ser particionado en  subconjuntos disjuntos por pares tales que su cerradura con-

vexa se intersecta. Mas ain, hay conjuntos de (d + 1)(r — 1) puntos que no pueden ser particio-

nados de esa forma.

La Figura 2.2 muestra ejemplos de particiones para r y d dadas.

®
o 9
® ®
® ® L J
o

o>
<

(a) Se necesitan 10 puntos cuando d =2y r = 4.

C=(1,01 G=(0,1.1)
D =201 H=(0,3 1)

E=(0.10)

[

0 3,0)

(b) Cuando d = r = 3 se necesitan 9 puntos, la configuracion mostrada no tiene forma
de partirse porque solo tiene 8 puntos.

G=(0,11)

\ H=1(031)

LT Ty Tyapp

., oy '."' [
vy

(¢) Una posible particion parad = r = 3.

Figura 2.2: Particiones de Tverberg.
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Es importante remarcar nuevamente que los colores so6lo son una ayuda visual. Por ejemplo si en la
Figura 2.2a en la pagina anterior permutaramos el color rojo por el amarillo seguiriamos teniendo la

misma particion.

En realidad Birch fue el primer matematico en jugar con la pregunta para particiones generales de pun-
tos y en 1959 demostré por accidente el Teorema de Tverberg para dimension 2 [Bir59], pero no pudo
demostrarlo para dimensiones superiores por lo que sélo lo conjeturo para mas dimensiones. La primer
demostracion debido a Tverberg (jen serio!) la realizo en 1966 [Tve66] y era demasiado técnica, otra muy
brillante por parte de Sarkaria [Sar92] utiliza los tensores algebraicos y el Teorema Coloreado de Ca-
ratheodory” la cual fue muy celebrada debido a la interconexion que realizé entre el algebra de tensores y
la geometria convexa, si bien en este trabajo no se presentara la prueba del teorema afortunadamente Imre
Barany y Pablo Soberén generaron un survey con algunos bosquejos de distintas pruebas del Teorema de
Tverberg [BS18].

Definicion 2.2.2 (Nimero de Tverberg): Denotamos por ¢t := T'(d,r) como el minimo entero tal que

para cualquier conjunto A C R? de ¢ puntos existen Ay, ..., A, C A subconjuntos disjuntos por pares

que cumplen () conv(A;) # 0.
i=1

En términos de la definicion anterior tenemos que el Teorema de Radén demuestra la siguiente desigual-
dad T'(d,2) < d + 2 mientras que el Teorema de Tverberg demuestra la desigualdad
T(d,r)<(d+1)(r—1)+1.

Para demostrar que 7'(d,r) = (d 4+ 1)(r — 1) + 1 necesitariamos comprobar que existe un conjunto
B de (d + 1)(r — 1) puntos en R? tal que para cualquier r-particion de By, ..., B, C B se tiene que
T
conv(B;) = 0.
=1

i=
Consideramos un d-simplejo en R? no degenerado y para cada uno de sus vértices consideramos una bola
de radio ¢ > 0 centrada en los vértices. Dentro de cada una de las bolas consideramos (r — 1) puntos
todos muy cercanos a los centros. Considerando los ( — 1) puntos de cada una de las (d + 1) bolas
tenemos exactamente (d + 1)(r — 1) puntos, llamemos a ese conjunto de puntos B. Véase la Figura 2.3

en la pagina siguiente.

En esta configuracion de puntos no hay manera de partirla en » subconjuntos disjuntos tales que la in-
terseccion de sus envolventes convexas tenga un punto en comun, sin embargo probar esto sin utilizar
herramientas matematicas mas avanzadas no es tan sencillo como pudiera parecer. Lo interesante de es-
ta misma configuracion es que si afiadimos el baricentro del d-simplejo al conjunto de puntos entonces
tenemos una configuracion de 7'(d, r) puntos que ademas satisface algo muy peculiar: tiene un total de
((r — 1)!)? posibles particiones diferentes tal que la interseccién de las envolventes convexas de cada

parte sea no vacia, a este tipo de particiones las llamamos particiones de Tverberg.

Esto es interesante debido a la Conjetura del queso holandés de Sierksma, quien prometié regalar un

queso holandés al que la probara.

3Dados Py, ..., Pyy1 conjuntos de puntos en R? tal que contienen al menos d -+ 1 puntos cada uno y ademas existe un punto
z € (NConv(P;). Entonces © € Conv(Q) donde () es un conjunto convexo de d + 1 puntos que contiene de cada P; un

k2
punto.
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2.2 El teoremonon de Tverberg

Figura 2.3: Conjunto B parad =2y r = 6.

Conjetura del queso holandés de Sierksma [Sie79]: Cualquier conjunto S de R? de (d +1)(r — 1) + 1

puntos tiene al menos ((r — 1)!)? particiones de Tverberg.

Parad = 2y r = 3 tenemos que si S tiene 7 puntos entonces debe tener al menos (2)?

diferentes particiones de Tverberg.

Figura 2.4: Una particion de Tverberg.

Es sencillo comprobar que solo existen 3 particiones mas ademas de la mostrada en la Figura 2.4.

White [Whil7] probo que existe una familia de ejemplos con (d+1)(r — 1)+ 1 puntos que tienen un total
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de ((r — 1)!)? particiones de Tverberg. Y Vreéica y Zivaljevié¢ [ZV92] probaron que si r es un nimero

primo, entonces siempre puedes encontrar (’r—ll)! (%)(T_l)(dJrl)/ 2 particiones de Tverberg. Sin embargo
esa cantidad esta muy por debajo de ((r — 1)!)? y la demostracion es muy complicada.

2.3. Reformulando al teorema de Tverberg

Una pregunta natural es ;como seria el nervio que obtendriamos a partir de las particiones de Tverberg?
Del de la pagina 35 tenemos que 7'(2,3) = (2+ 1)(3—-1)+1=T1.

Por lo que al considerar 7 puntos en el plano podemos obtener algunas de sus particiones, como lo muestra
la Figura 2.5.

P1 / P2 P3

Figura 2.5: Unas particiones de Tverberg parad = 2y r = 3.

Y podemos observar que el nervio de las 3 particiones es idéntico: un 2-simplejo. Véase la Figura 2.6.

N(P;) =N(P3) =N(P;3)

Figura 2.6: El nervio de las particiones parad =2y r = 3.

De ser cierta la Conjetura de Sierksma, entonces en la Figura 2.5 nos falté agregar al menos una parti-
cion de Tverberg distinta de las 3 anteriores, sin embargo, ;sera que el nervio de esa particion (o de las
restantes) sea el mismo? Es facil convencerse de que la respuesta es que si. Por cada uno de los convexos
resultantes de cada color consideramos un punto y el Teorema de Tverberg nos dice que todos los conve-
x0s se intersectan, es decir, cada punto correspondiente a cada clase cromatica es adyacente a los demas,

en otras palabras formamos un simplejo.

Y si observamos cuidadosamente, veremos que sin importar la dimension que consideremos ni la cantidad

de partes, siempre obtendremos un simplejo como el nervio de cualquier particion de Tverberg.

Retomando la seccion 1.3.2 podemos introducir una propiedad de los complejos simpliciales mas fuerte

que la propiedad de ser d-partido de la pagina 23.
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Definicion 2.3.1 (d-Tverberg complejos simpliciales): Un complejo simplicial K es d-Tverberg si exis-
te una constante Tv (K, d) tal que para todo conjunto de puntos S C R que satisface |S| > Tv (K, d)
existe una particion de S' que induce a K como nervio.

La minima constante 7'v(K, d) descrita es llamada niimero de Tverberg para K en dimension d.
Decimos que un conjunto de puntos genera al complejo simplicial K si existe una particion de los
puntos cuyo nervio sea homeomorfo a K.

Finalmente decimos que un nervio N es realizable si existe un conjunto de puntos que generan a N.

Utilizando la definicion previa podemos reformular el Teorema de Tverberg de la siguiente manera:

Teorema de Tverberg (Reformulado): El ¢! simplejo de dimension » — 1 es un d-Tverberg

complejo simplicial para toda d > 1y su niimero de Tverberges (d + 1)(r — 1) + 1

Para comprender mejor la definicién previa retomemos el siguiente teorema, visto en la seccion 1.3:

Teorema 1.3.21 (Mejorado): El o¢ simplejo de dimensién d es d-partido con d > 1.

Consideremos el o simplejo de dimension 3.

El Teorema 1.3.21 nos dice que o puede ser 1-partido y la forma de comprobarlo es con la Figura 2.7.

O—v d———t v o

Figura 2.7: El o3 simplejo puede ser 1-partido.

Por otra parte, el Teorema de Tverberg nos dice que o puede ser 1-Tverberg, con niimero de Tverberg
(2)(3)+1 = 7. Es decir, cualquier conjunto de puntos .S C R que tenga al menos 7 puntos tiene al menos

una particion de tal forma que el nervio de esa particién sea homeomorfo a o3,

jPareciera ser entonces que el Teorema 1.3.21 y el Teorema de Tverberg son en realidad el mismo teore-
mal!... Sin embargo no tendria sentido haber mencionado que la definicion de d-Tverberg era una propie-

dad mas fuerte que ser d-partido.
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Consideremos el o simplejo de dimension 3.

El Teorema 1.3.21 nos dice que o puede ser 2-partido y una posible forma de comprobarlo es conside-

rando al conjunto .S de 8 puntos con una particion como lo muestra la Figura 2.6.
c%o

Figura 2.8: El o3 simplejo puede ser 2-partido.

Por otra parte, el Teorema de Tverberg nos dice que o puede ser 2-Tverberg, con nimero de Tverberg
(3)(3) + 1 = 10. Es decir, cualquier conjunto de puntos R C R? que tenga al menos 10 puntos tiene al

menos una particiéon de tal forma que el nervio de esa particion sea homeomorfo a o3,

Notamos que el conjunto S que tomamos en el Teorema 1.3.21 tiene 8 puntos y no 10, pero si obtenemos

a 03 como nervio... ;Estara mal el Teorema de Tverberg?.. jPor supuesto que no!

Lo que sucede es que el conjunto S que tomamos fue muy tramposo, observemos que si S tuviera una

3

forma distinta simplemente puede que no haya forma de partir al conjunto para obtener a ° como nervio,

como lo muestra la Figura 2.9 donde un s6lo punto del conjunto S se perturba un poco.

Sy
ot

Figura 2.9: Tverberg no ha fallado.

2.4. Los d-Tverberg complejos simpliciales

Es facil notar que si un complejo simplicial es d-Tverberg entonces es d-partido. Sin embargo la impli-

cacion inversa no es cierta, los detalles se pueden consultar en el articulo: [DHOY20].

En términos de graficas, dada una grafica G' ;podemos encontrar un conjunto de puntos S C R? en
posicion general tal que exista una particion P de S de tal forma que el nervio N (P) sea homeomorfo a
la grafica G? el articulo [DHOY20] también responde parcialmente esta pregunta y nos ofrece el siguiente

teorema:

Teorema 2.4.1: A) Todos los arboles son d-Tverberg complejos simpliciales para toda d > 2.

B) Todos los ciclos son d-Tverberg complejos simpliciales para toda d > 2. Y ademas Tv(C),, d)
es a lo mas nd + n + 4d.
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Figura 2.10: Un complejo simplicial que es 2-partido pero no 2-Tverberg.

La demostracion del inciso A utiliza el hecho de que existen conjuntos S C R? en posicion convexa que
admiten una particion para obtener como nervio a los arboles deseados. A partir de esto utilizan varias
técnicas para probar que pueden “extender” esa particién a un conjunto X C R? en posicién general; una
de las herramientas que juega un papel crucial en este hecho es el Problema del Final Feliz de la pagina

30, esto nos muestra como ese problema tiene una profunda relacion con estos tipos de teoremas.

Por otro lado y gracias al problema del final feliz sabemos que todo conjunto de puntos suficientemente
grande tiene un subconjunto de puntos en posicion convexa; de modo que si un nervio es realizable con
un conjunto de puntos en posicidn convexa, esto nos permitiria asegurar que dicho nervio es realizable
con un conjunto de puntos mucho mas grande en posicion general (a pesar de que la cota de la cantidad
de puntos resultase muy mala). Por otro lado si el nervio no es realizable en posicion convexa entonces
sabriamos que no es realizable en el plano. Esto nos motivo a estudiar qué otros nervios podriamos generar

en posicion convexa y el contenido de los siguientes capitulos es una linea de trabajo en esta direccion.
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3 Los nervios convexos

La siguiente definicion es una ligera modificacion a la Definicion 2.3.1 de la pagina 37.

Definicion 3.1 (d-Tverberg convexo complejos simpliciales): Un complejo simplicial K es d-Tverberg
convexo si existe una constante T'c(K, d) tal que para todo conjunto de puntos S C R? que satisface
|S| > T'c(K, d) existe una particion de S que induce a K como nervio.

La minima constante T'c(K, d) descrita es llamada niimero de Tverberg convexo para K en dimension
d.

Convencion: En este capitulo nos referimos a conjuntos de puntos en posicion convexa en el plano R2.

Debido a que en R la nocién de puntos en posicion convexa pierde sentido pues s6lo podria haber a lo mas

dos puntos, una primer pregunta podria ser qué graficas podemos obtener como 2-Tverberg convexos.

3.1. Ciclos

Una de las graficas mas simples que podemos considerar son los ciclos. ;Seran 2-Tverberg convexos?
Naturalmente empezamos con el ciclo Cs.

Sea S C R? un conjunto de a lo mas 5 puntos en posicién convexa, entonces no es

posible obtener a C's como nervio de ninguna particion.

Demostracion:

Sea S C R? un conjunto de a lo mds 5 puntos en posicion convexa y sea P = Si, So, S3 una par-

ticion de los puntos de S, buscamos que conv(S1) N conv(Sy) # 0, conv(Sy) N conv(S3) # 0,
3
conv(S2) N conv(Ss) # 0 pero () conv(S;) = 0.

=1
Basta comprobar que un conjunto de 5 puntos no genera al nervio, ya que un conjunto con menos puntos

tampoco generaria al nervio.

Utilizando una variacién del principio de las casillas', tenemos que una de las partes debe tener un punto,

sin pérdida de generalidad supongamos que S7 = {1 }.

Observemos ademas que si otro de los conjuntos también tuviera un solo punto, no podria generarse a C's
como nervio. En efecto, sin pérdida de generalidad supongamos que Sy = {x2}. La tinica forma de que

conv(S1) N conv(Sy) # ) seria si ambos son el mismo punto, lo cual no sucede.

"Dados n objetos que se quieren distribuir en m cajas, donde 2m > n > m, entonces existe al menos una caja con un objeto
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3 Los nervios convexos
Asi, sin pérdida de generalidad supongamos que So = {x2, 23} y S5 = {24, x5}

Entonces conv(S1) = {x1}, conv(Ss) es el segmento de recta zoxs y conv(Ss) es el segmento de recta

T4T5.

La unica forma de que conwv(.S;) intersecte a alguna de los dos segmentos de rectas, es que 1 esté sobre

las rectas, pero esto no puede suceder porque .S esta en posicion convexa.

JIJI MM IN

Si 5 puntos no pueden generar a C's como nervio, ;sera que con 6 puntos se pueda?

Consideremos a los conjuntos C; y C> de 6 puntos en posicion convexa, como en la Figura 3.1.

Figura 3.1: 6 puntos en posicion convexa.
A pesar de que son conjuntos muy distintos entre si, el siguiente método para generar las particiones
parece funcionar perfectamente.

Consideramos un punto del conjunto y lo metemos en una particion S; luego contamos dos puntos que
se encuentren en sentido horario al punto tomado y al siguiente lo incluimos en S;. Al ser 6 puntos las
particiones quedan bien definidas, como lo muestra la Figura 3.2. De tal manera que el nervio generado

por las particiones dadas de C'; y 5 son el ciclo Cs.

C

C; .
}( T
!

Figura 3.2: 6 puntos generando a Cs.

Sin embargo quedan muchisimos conjuntos de 6 puntos en posicién convexa que no hemos considerado,

como los conjuntos Cs y C4 que se muestran en la Figura 3.3 en la pagina siguiente. Aplicando el método
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3.1 Ciclos

para generar particiones descrito anteriormente nos encontramos con la Figura 3.4 entonces generamos

como nervio un 2-simplejo, por lo que nuestro algoritmo fracaso.

Cs C4

Figura 3.3: Otros 6 puntos en posicion convexa.

Cs C4

Figura 3.4: jEstos conjuntos de puntos generan al 2-simplejo!

Ademas es facil notar que éste algoritmo es el inico que funciona para generar al ciclo de 3 vértices como
grafica de interseccion (Véase en la pagina 22) para 6 puntos en posicion convexa, es decir que no hay
ninguna otra posible particion de C'3 y Cy que generen al ciclo de 3 vértices como grafica de interseccion,

mucho menos como nervio.

Por lo que podemos concluir de los conjuntos C'3 y Cy, que existen conjuntos de 6 puntos en posicion

convexa que no pueden generar al ciclo de 3 vértices como nervio.

(Y si agregamos un punto mas?

Teorema 3.1.2: Cualquier conjunto S C R? de 7 puntos en posicién convexa que puede generar

al ciclo C'3 como nervio.

Demostracion:

Basta encontrar una forma de arreglar la forma de la interseccion que nos generaban conjuntos de 6 puntos

como C3y CYy.

Asi nos fijamos primero en 6 puntos de S de tal forma que su particion genere al 2-simplejo como nervio.
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3 Los nervios convexos

Observamos que la tinica forma de que se genere al 2-simplejo como nervio es si la interseccion de las 3

envolventes convexas es un punto, llamémosle w a ese punto.

Consideramos un séptimo punto z7 en Sy todavia no lo agregamos a ninguna particion de las ya dadas

como en la Figura 3.5a.

Consideramos el punto mas cercano a S sin importar si esta en sentido horario o antihorario, y le quitamos
el color a ese punto para asignarselo a z7. Por lo que el punto w dejo de existir como punto de interseccion

a las envolventes convexas.

Entonces las 3 partes de la particion, de momento estan dadas por segmentos de recta. Sin pérdida de

generalidad, digamos que la particion esta dada por Sy = {1, 22}, So = {x3, 24} y S3 = {x5,27}.

Consideremos los semiespacios H j y H;” determinados por el segmento de recta conv(S;). Sin pérdida
de generalidad supongamos que la interseccion de H 1+ N H;“ NnH ;— # () es decir, forman un triangulo.
Entonces por principio de las casillas existe un semiespacio /;~ que contiene al punto g, si le asignamos
el color j a ese punto, es decir, lo metemos en la particion S; y observamos la particion de los 7 puntos
tenemos que no se intersectan simultaneamente las 3 partes, pero si por pares. Es decir, el nervio generado

resulta ser el ciclo Cs.

JIJI MM IN

La demostracion parece ser mucho mas complicada de lo que graficamente significa, como lo muestra la

Figura 3.5.

A

(a) Conjunto de 7 puntos en posi- (b) Modificando la particion. (c) Siempre existe un color que
cion convexa. podemos asignarle al punto
restante y evitar generar un

2-simplejo como nervio.

Figura 3.5: ;7 puntos en posicion convexa generan a C3!

Podemos concluir que C5 en efecto es un 2-Tverberg convexo y ademas tenemos que T'c(C', 2) es igual

a7, por lo que el teorema puede ser reformulado asi:

Teorema 3.1.2 (Reformulado): El ciclo C5 de 3 vértices satisface que 7'¢(C3,2) = 7.

(Y si hubiera mas de 7 puntos también podemos generar a C3?

Consideremos la Figura 3.6 en la pagina siguiente. Es mucho mas facil entender la idea de la figura que

explicarla; simplemente consideramos la Figura 3.5¢ y vemos qué sucede si tuviéramos mas puntos. Es
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3.1 Ciclos

facil observar que hay sectores donde podriamos colorear a los puntos de color rojo, azul o verde sin

alterar el nervio generado.

S

Figura 3.6: Con mas de 7 puntos también podemos generar a Cs.

A pesar de que podemos construirlo con mas de 7 puntos, siempre nos interesara la minima cantidad de
puntos para los siguientes casos pero ;qué nos asegura que el ciclo Cy o el ciclo C5 o cualquier ciclo mas

grande también pueda generarse como nervio?
Naturalmente una observacion que podemos realizar es la siguiente:

Dado S C R? un conjunto de a lo mas 2n — 1 puntos en posicion convexa con n > 3,

entonces no es posible obtener a C), como nervio de ninguna particion de S.
Es facil darse cuenta que la demostracion es analoga a la de la de la pagina 41.

Veamos el siguiente algoritmo que nos ayudaria a construir a Cy como nervio, que por la proposicion

anterior, sabemos que necesitamos un conjunto de al menos 8§ puntos.

Primero consideramos un cuadrado dentro de un circulo, coloreamos de distintos colores cada uno de los
lados, luego prolongamos los lados del cuadrado de tal forma que toquen al circulo en 2 puntos. A los 2
puntos correspondientes a cada segmento de recta les asignamos el color que tenia el segmento de recta.

Y finalmente obtenemos al nervio de esa familia de 8 puntos que en efecto es Cy. Véase la Figura 3.7.

Figura 3.7: Generando a Cj.

Sin embargo hay un problema, este algoritmo s6lo sirve si tenemos cuadrados dentro (incluso puede
funcionar para cuadrilateros convexos), pero puede fallar si la figura de adentro no es un cuadrilatero
convexo, como en la Figura 3.8 en la pagina siguiente. Y los cuadrados dentro del circulo sélo generarian

una cantidad finita de posibles configuraciones de 8 puntos en posicion convexa. Asi que necesitamos
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3 Los nervios convexos

una herramienta que nos permita determinar rapidamente la forma de partir 8 puntos (en caso de que fuera

posible para toda configuracion de 8 puntos en posicion convexa).

Figura 3.8: Este conjunto de puntos no genera a Cy como nervio. [Genera a K4!

Definicion 3.1.4 (Codigo): Sea S un conjunto de puntos en posicion convexay P = Sy, ..., Sy, una m-
particion de S. A cada punto que pertenece a la parte S; le asignamos la etiqueta ¢, donde ¢ € {1,..,m}.
A partir de un punto cualquiera tomamos su etiqueta correspondiente, consideramos el siguiente punto

en sentido horario y tomamos su etiqueta. Repetimos éste proceso hasta llegar al punto inicial.

Llamamos codigo a la concatenacion de las etiquetas tomadas de esa forma.

Ejemplo 3.1.5: Tomamos el conjunto de puntos de la Figura 3.8 y vamos a aplicarle el cédigo 12342143

a ese conjunto de puntos, como se muestra en la Figura 3.9.

2 1
4

3

4 1
: 2
1 I 2 N
4 3
“ 4
(a) El punto en forma de X marca el inicio (b) Iniciando el codigo en un punto distin-
del codigo aplicado al conjunto de pun- to.

tos.

Figura 3.9: /Sin importar donde inicie el codigo obtenemos a Cy como nervio!

JIJIMIMIN

Observamos algo curioso y es que sin importar en qué punto empezemos el codigo obtenemos a C'y como
nervio, incluso si los puntos estuvieran colocados de una forma “extrafia” como en so6lo una parte de la
circunferencia (observamos que seguirian estando en posicion convexa) mientras el conjunto de puntos

tenga ese codigo se obtiene el mismo nervio.

(Qué nos asegura que para cualquier conjunto de 8 puntos le aplicamos ese codigo siempre obtengamos

a Cy como nervio?
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3.1 Ciclos

2

Figura 3.10: ;El codigo no falla!

Para ello necesitamos recordar una cosa y es que dados S'y S’ conjuntos de puntos en posicion convexa
con la misma cardinalidad entonces S y S’ tienen el mismo tipo de orden. Ademas necesitamos otra

herramienta que es la siguiente y cuya demostracion se puede consultar en el articulo citado.

Lema 3.1.6 [DHOY20]: Sean S; y So dos conjuntos de puntos en R? con el mismo tipo de orden,

sea o una biyeccion de S; a Sy que preserva la orientacion de cualquier (d + 1)-tupla en Sj.
Entonces cualquier particion P = (P, ..., P,,) de S; y su correspondiente particion en Ss bajo o

denotada o P = {o(p1), ...,0(P,)} tienen la misma grifica de interseccién /"1 (P).

En nuestro caso particular en el plano podemos interpretarla de la siguiente manera:

Lema del codigo: Sea S7 un conjunto de puntos en posicion convexa. Si un cédigo produce una

grifica de interseccién .41 (P) para una particién P = (Py, ..., P,) de S; entonces ese codigo
produce la misma grifica de interseccién /"' (P) para cualquier otro conjunto de puntos en

posicion convexa.

La razon por la que produce la misma grafica de interseccion pero no al mismo nervio se debe al ciclo
Cs que como vimos, un conjunto de 6 puntos puede generar tanto a C'3 como a un 2-simplejo, pero el
1-esqueleto del 2-simplejo es justo C'3 (Véase en la pagina 43). Sin embargo cuando teniamos 6 puntos
veiamos que justamente por la forma en la que se debe obtener a Cs podia generarse la interseccion de las
3 partes en un punto que llamamos w. Como las graficas que ahora buscamos de manera natural evitan
una interseccion triple de 3 colores, basta ver que si una particion genera al ciclo buscado como nervio

entonces cualquier otro conjunto de puntos generaria al mismo ciclo bajo el mismo cédigo.

En otras palabras, como vimos que con el cédigo 12342143 en un conjunto de 8 puntos generabamos a
(4, entonces cualquier otro conjunto de puntos en posicion convexa generaria a Cy como nervio si tiene

el mismo codigo, es decir:

Teorema 3.1.7: Sea S un conjunto de 8 puntos con particion P = 57,5, 53,54, el codigo

12342143 siempre genera a C'y como nervio.

O en otras palabras:

Teorema 3.1.7 (reformulado): Sea C} la grafica ciclo de 4 vértices entonces 7'c(Cy,2) = 8.

Una cosa interesante es que el codigo 12342143 no es el tnico que genera al ciclo Cy también el codigo

14213243 genera a C4 y la respuesta es bastante sencilla, 1o que queremos es que la parte S intersecte
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3 Los nervios convexos

a dos partes, en el caso del primer codigo, intersecta a las partes S3 y S4 mientras que en el caso del
segundo codigo la parte .57 intersecta a las partes So y Sy, es decir, todo se resuelve reenombrando al 2

por el 3.

El codigo 14213243 es exactamente el mismo codigo que 34231241 pues uno sim-
plemente iria en sentido horario y el otro en contra-horario. Ademads se debe notar que no importa donde
“inicie” el codigo pues es un codigo circular, es decir, los codigos 34231241y 12413423 son los mismos,
un cddigo se inicio utilizando un punto con etiqueta 3 y el otro cddigo se inicio utilizando un punto con

etiqueta 1.

El codigo 14213243 resulta mas util porque nos permite generalizar de forma sencilla el codigo para

obtener a C5 por ejemplo.

Teorema 3.1.9: Sea S un conjunto de 10 puntos con particion P = 5,55, 53, Sy, S5, el codigo

1521324354 siempre genera a C; como nervio.

Demostracion:

Por lo mencionado anteriormente basta ver que efectivamente para alguna configuracion de 10 puntos en

posicion convexa el codigo genera a C. Asi véase la Figura 3.11.

Figura 3.11: El codigo 1521324354.

JIJI MM IN

Si atn no se alcanza a apreciar cudl es el codigo veamos qué sucede para obtener Cg en la Figura 3.12

en la pagina siguiente.

Por lo tanto concluimos esta seccion con el siguiente teorema, cuya demostracion esperamos que parezca

evidente por los ejemplos anteriores.

Teorema 3.1.10: Sea S un conjunto de 2n puntos con particion P = 51, ..., S, el codigo 1n 21 ...

nn — 1 siempre genera a C’;, como nervio.

Corolario 3.1.11: Sea S un conjunto de 2n puntos con particion P = 51, ..., S, el cddigo 1 21 ...

n(n — 1) n siempre genera a la trayectoria 7,, como nervio.
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3.2 Ruedas

Figura 3.12: 16 21 32 43 54 65.

3.2. Ruedas

Uno podria esperar que si los ciclos pueden generarse con una cantidad bien definida de puntos en posicion
convexa, entonces una grafica un poco mas compleja como lo puede ser una rueda de n vértices (denotadas
por W), que es un ciclo de n — 1 vértices con un vértice en el centro al cual todos los demés estan unidos,

también pudiera generarse. Sin embargo veremos a continuacion que esto podria no ser cierto.

~Y

Nuevamente empezamos con el ejemplo mas sencillo de ruedas: W, = K, que es un ciclo C'5 con un

vértice al centro unido a los otros 3.

Del Teorema 3.1.2 ( en la pagina 43) tenemos que si queremos generar a C's como nervio necesitamos al

menos 7 puntos.

Lo primero que haremos sera comenzar con un conjunto .S de 6 puntos en posicion convexa que generen
un 2-simplejo como nervio, esto es porque queremos mostrar que la estructura de Wy es muy dificil de

conseguirse.

Luego agregamos un punto mas a S para evitar formar al 2-simplejo y obtener asi un C's, si bien no existe
solo una manera de cambiar las particiones para obtener a C'3, esperamos que los ejemplos graficos de la

Figura 3.13 en la pagina siguiente nos ayuden a guiar las ideas detras de ésto.

A continuacion necesitamos al menos 2 puntos mas en el conjunto .S que podamos meter en una cuarta
parte que intersecte a las otras 3 pero no simultdneamente, esto para que se genere justamente la rueda
W, pero sin generar simplejos entre medio. El problema es si los 2 puntos nuevos generan intersecciones

que no queremos y forman simplejos de por medio, por ejemplo la Figura 3.13c en la pdgina siguiente.
Entonces tenemos dos posibles caminos:

1. Respetar las primeras 3 particiones que ya teniamos, luego agregar al menos uno de los puntos
afiadidos al conjunto S a alguna de las particiones que ya teniamos y agregar ain mas puntos al
conjunto .S esperando que ahora si podamos generar a Wy. Pero ésto puede no servir de nada, véase
la Figura 3.13d en la pagina siguiente. En este caso el conjunto .S tenia mas de 9 puntos, sin embar-
go daba la casualidad que los puntos 21, ..., z; por mas puntos que fueran, no servian para agregar a
la particién naranja, pues seguian intersectando a las particiones rojas y azules simultaneamente, es

decir, el conjunto podria tener 1 millon de puntos entre el punto x y el primer punto verde a partir
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3 Los nervios convexos

del punto = en sentido horario. Por lo que parece ser que éste camino nos llevaria a una cantidad
incluso infinita de puntos en posiciéon convexa y no podriamos generar a Wy a no ser que tengamos
la suerte de que 2 puntos si puedan estar en la particidon naranja y no generen simplejos con las

otras 3 particiones.

. Otra opcion podria ser cambiar todas las particiones y tratar de encontrar una con los puntos que

ya tenemos (0 menos puntos) para generar la rueda W) sin generar primero el ciclo Cj.
S S
\/ ‘\/

(a) Paso 1: Una configuracion que genera un 2- (b) Paso 2: Agregamos un punto y rompemos al
simplejo. 2-simplejo generado, obteniendo un C's.

S S

;

., .,
o
(c) Paso 3: Si respetamos las particiones que ya (d) Paso 4: No importa cudntos puntos existan en-
existian, al agregar 2 puntos a la ultima parti- tre el punto x y el primer punto verde, ninguno
cion podemos tener intersecciones que no que- puede ser naranja. Necesitamos un punto en un
rriamos. En este caso generamos un simplejo lugar distinto, por ejemplo el punto a.

con las particiones roja, azul y naranja.

Figura 3.13: Tratando de generar a Wy.

Asi, intentemos entonces generar a Wy sin antes generar a Cs. Como Wy tiene 4 vértices, primero po-

driamos intentar generarlo como nervio de una particion de 8 puntos.

Sin embargo se vuelve mas de lo mismo, supongamos que tenemos un conjunto S de 8 puntos en posicion
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convexa.

En particular podria suceder que esos 8 puntos sean justo los vértices de un octagono regular, por lo
que sus cuatro diagonales se intersectarian y si decidieramos elegir la particiéon dada por cada diagonal
corresponde a una parte entonces generariamos como nervio a un 3-simplejo. Entonces esa forma de partir
no nos sirve, tendriamos que elegir otra, pero cualquier otra no lograria obtener todas las intersecciones
requeridas, por ejemplo la Figura 3.14 sigue teniendo los 8 puntos del octdgono regular y casi genera a
Wy, si pensamos que el color naranja formaria el vértice del centro de la rueda W, se tiene que las partes
roja, azul y verde forman al ciclo C'3, como la parte naranja intersecta a la verde y a la azul entonces solo
faltaria la arista que va del vértice rojo al vértice naranja para tener la rueda Wy, asi si intentamos agregar

un punto mas a .S quiza logremos formar a Wj.

S

Figura 3.14: Los 8 puntos del octigono regular tratando de formar a W.

Asi, sin pérdida de generalidad agregamos un punto mas de lado derecho en alguno de los sectores A, B
o C' remarcados de naranja, esto para que ese vértice pueda agregarse a la particion naranja y formar una

interseccion con la parte roja. En la Figura 3.15 en la pagina siguiente se aprecian mejor estas regiones.

Sin embargo agregar un punto mas de los sectores A, B o C a la particion naranja genera un 2-simplejo
con las partes azul, naranja y verde, asi que tendriamos nuevamente que intentar recolorear, véase la

Figura 3.16 en la pagina 53.

Si tenemos algo de suerte, podriamos tener un punto como el z que nos permitiria cambiar otro de los
puntos en la parte naranja a alguna otra parte, como se muestra en la Figura 3.17a en la pdgina 53, sin
embargo seguimos atorados con el mismo problema, pues si z estuviera en una posiciéon un poco distinta
simplemente no podriamos tomar esa particion y nuevamente habria que cambiar todas las particiones o

seguir agregando puntos, como lo muestra Figura 3.17b en la pagina 53.

Asi que esto parece un juego de nunca acabar, arreglamos las particiones pero resulta que si un punto
se moviera un poquito esa misma particiéon no funciona y necesitamos otra, entonces parece ser que

necesitamos agregar otro punto para que podamos generar las intersecciones necesarias pero nuevamente
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C

Figura 3.15: Las 3 regiones donde podriamos tener un punto extra en el conjunto S y aniadirlo a la parte
naranja para intersectarla con la roja.

si el punto estuviera un poquito alejado de una posicion especifica entonces no podemos incluirlo en

ninguna particion...

Asi parece ser que el problema radica justamente en lo que mencionamos sobre el ciclo Cs, que sea tan
sencillo que de C'5 pueda pasar a ser un 2-simplejo el nervio generado por una particion de puntos parece
dificultar todo.

Por lo que una conjetura que proponemos es la siguiente:

Conjetura de las ruedas nerviosas: Para toda m > 2n y n > 4 existe una configuracion de m puntos

en posicion convexa de manera que no existe ninguna particion que genere a I¥,, como nervio.

Y debido a que las graficas completas también tienen triangulos por cada tripleta de puntos, es probable
que tampoco puedan generarse.

Conjetura de las graficas completas nerviosas: Para toda m > 2n y n > 4 existe una configuracion

de m puntos en posicion convexa de manera que no existe ninguna particion que genere a K, como

nervio.

52
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Figura 3.16: Al agregar un punto en cualquiera de las 3 regiones a la parte naranja tenemos que se
genera un 2-simplejo con las partes azul, naranja y verde.

C :C

(a) jConseguimos a W4! ®) ... go no?

Figura 3.17: Se podria obtener a Wy... o también podria ser que no...
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4 Pegando ciclos

Utilizando la Definicion 1.2.19 de la pagina 15 vamos a ver qué nervios podriamos obtener utilizando
estas operaciones pues dado que ya sabemos cuantos puntos necesitamos en posicion convexa para gene-
rar cualquier ciclo C), con n > 4 (para evitar tridngulos y en general intersecciones complejas) pareceria
natural preguntarse si es facil obtener un codigo que nos permita generar pegados de ciclos tanto por

aristas como por vértices.

4.1. Cadenas ciclosas

Lo primero con lo que podriamos empezar, como es de esperarse, es tratar de pegar 2 ciclos Cy. Y como

tenemos dos maneras de pegarlos, empezamos pegandolos por una arista en comun.

Supongamos entonces que tenemos dos ciclos C4 uno dado por los vértices {1, 2, 3,4} y otro dado por los
vértices {1, 2, 5, 6}. Utilizamos la misma notacion de los vértices 1 y 2 para visualizar de una manera mas
simple como pegar los ciclos, como lo muestra Figura 4. 1. Asi consideramos a la grafica H := Cy+Cy

resultante de pegar los dos ciclos anteriores.

H :

C,+ Cy
1

3 2

Figura 4.1: Dos ciclos Cy pegados por una arista en comun.

Dela de la pagina 45 es sencillo deducir que se puede obtener el siguiente teorema:

Teorema 4.1.1: Sea K un complejo simplicial de n vértices que puede generarse como nervio de una

particion de puntos en posicion convexa. Entonces T'c(K,2) > 2n.

Por lo que para poder generar a la grafica H necesitariamos al menos 2 x 6 = 12 puntos en posicion
convexa. Afortunadamente, como veremos, esta cantidad de puntos logra generar a la grafica H como

nervio de una particion.

Utilizando el Lema del codigo de la pagina 47 basta ver que si tenemos un cddigo cuya particion genera
a H como nervio del conjunto de 12 puntos en posicion convexa, entonces cualquier otro conjunto de 12
puntos en posicion convexa también genera a la grafica H como nervio de una particion que utiliza el

mismo codigo.

Afortunadamente la forma en la que obtuvimos el codigo para generar a la grafica H fue relativamente

sencilla, como se muestra a continuacion.
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4 Pegando ciclos

Primero, recordando el Teorema 3.1.10 de la pagina 48 tenemos que el cddigo del primer ciclo es:
12413423 y de también podemos obtener el codigo del segundo ciclo: 12615625.

LY todo esto de que nos sirve?

Si observamos un poco nos daremos cuenta que ambos codigos inician con 12 y eso tiene sentido, pues

ambos ciclos comparten los vértices 1 y 2 y la arista 12.

Ahora el procedimiento es muy sencillo para generar el codigo de la grafica H. Simplemente borramos

las etiquetas 12 al inicio de ambos cddigos y los concatenamos, es decir, el codigo de la grafica H es:

413423 615625

Y si observamos la Figura 4.2 apreciaremos que efectivamente este codigo nos genera a la grafica H

como nervio.

5

Figura 4.2: Obteniendo el codigo del pegado de dos ciclos por una arista en comun.

Ahora veamos como podriamos generar a la grafica Hy := C4+C, donde un ciclo Cj tiene los vértices

{1,2,3,4} y el otro ciclo tiene los vértices {1, 5,6, 7} como lo muestra Figura 4.3.

H, := C44-C4

2 7

Figura 4.3: Dos ciclos Cy pegados por un vértice en comun.

Como la grafica Hs tiene 7 vértices entonces necesitamos al menos 14 puntos en posicidon convexa.
Sabemos que los cddigos de ambos ciclos son: 14213243 y 17516576.

Ahora si eliminamos el primer 1 de ambos c6digos y los concatenamos, obtenemos el codigo que genera

a la grafica Ho:
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4.1 Cadenas ciclosas

4213243 7516576

Figura 4.4: Obteniendo el codigo del pegado de dos ciclos por un vértice en comun.

(Que pasaria si ahora quisiéramos pegar 3 ciclos de tal manera que vayan formando una cadena como lo
muestra Figura 4.5? ;Sera posible generar este tipo de graficas como nervios de particiones de puntos en

posicion convexa?

H;:=C4+ Cy+ Cy

1717

Figura 4.5: Construyendo una cadenita de ciclos Cy.

Para ello tendriamos que definir claramente qué es una “cadena” de ciclos, porque podriamos pegar tres

Cy4’s como en la Figura 4.7 en la pdgina siguiente:

Antes de definir qué es una cadena de ciclos veamos si es posible generar las Figuras 4.5 y

4.7 en la pdgina siguiente, ya que si no es posible no tiene mucho sentido intentar avanzar mas alla.

Supongamos que Hj es la grafica resultante de pegar a través de la arista 56 a la grafica H y un ciclo Cy
dado por los vértices {5, 6,8, 7}.

Sabemos que una forma de obtener el codigo del ciclo C} seria escribir primero un vértice con etiqueta

5 y luego otro con etiqueta 6, por lo que el codigo resultante seria 56758768
Y ya sabiamos que el codigo de la grafica H era: 562541342361.

Si aplicamos el mismo algoritmo que cuando pegamos dos ciclos tenemos que al borrar los digitos 56 de

ambos codigos y concatenarlos obtenemos:

2541342361 758768
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4 Pegando ciclos

Afortunadamente el mismo algoritmo de concatenar dos codigos genera a la grafica H; deseada, como
lo muestra la Figura 4.6

5 2

Figura 4.6: Logramos generar a la grafica de la Figura 4.5 en la pagina anterior.

Ahora sea la grafica H, la mostrada en la Figura 4.7.

H,:= C4‘T-C4-T-C4

1
3 6

2 8 7
Figura 4.7: ;Construyendo una cadenita de ciclos Cy?

Algo curioso es que al principio dibujamos la grafica H, para mostrarla como si fuese la grafica Hy
pegada nuevamente con un ciclo mas, el ciclo Cy = {1,2,8,7}, sin embargo si uno utiliza la misma
logica de tratar de obtener el codigo de la grafica H4 concatenando el codigo de la grafica Hs y el del

ciclo C4 nos encontramos con que no se genera a la grafica H,.

Esto en un principio nos asusta, afortunadamente si utilizamos el algoritmo de concatenar el codigo de

los 3 ciclos a través de las aristas en comun correspondientes si logramos generar a la grafica Hy.

Esto nos genera una primer leccion: A pesar de que es sencillo concatenar codigos, tienen que concatenarse

de una manera especifica, no podemos concatenarlos como creamos que podria funcionar.

Como si logramos obtener estos pegados de ciclos como nervios, entonces vamos a generalizar los pega-
dos de ciclos. Una manera de definir las cadenas seria a partir de lo siguiente: Supongamos que tenemos
m ciclos pegados, ya sea por aristas o por vértices. Por cada uno de los ciclos considérese un vértice, por
lo que se tendrian m vértices. Si dos ciclos estan pegados por una arista o por un vértice entonces los
vértices correspondientes a esos ciclos los hacemos adyacentes. A la grafica resultante de este proceso la

llamamos grdfica dual de los ciclos.
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4.1 Cadenas ciclosas

Figura 4.8: Si concatenamos los codigos pegandolos por aristas logramos generar a la grdfica de la
Figura 4.7 en la pagina anterior.

Definicion 4.1.2 (Cadena): A un pegado de m ciclos a través de aristas en comun la llamamos m—-ca-

dena siy solo si la grafica dual de ciclos es una trayectoria.

Definicion 4.1.3 (Cadenita): A un pegado de m ciclos a través de vértices en comun la llamamos m-

cadenita siy s6lo si la grafica dual de ciclos es una trayectoria.

Esta segunda definicion se debe al hecho de que parece ser mucho més fragil una cadenita que una cadena.

Ademas notese que no nos esta importando el tamafio de los ciclos en las cadenas o cadenitas, sdlo cuantos
ciclos hay en total.

Cadena (¢ Grafica dualde
Cis

Ciy Ciy Cis Ciy Cis —l

Cadenita ¢ Gréfica dual de ¢
g —_— : .
Figura 4.9: Un ejemplo de una 6-cadena y una 5-cadenita.

Una sencilla observacion es que podriamos tener algo que fuese una combinacién de cadenas y cadeni-
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4 Pegando ciclos

tas, como lo muestra la Figura 4.10. Y a pesar de que parece ser que estas ultimas también podriamos

obtenerlas como nervios, no nos meteremos con ellas.

T Graficadual de [

2

—

G 1 s

Figura 4.10: ;Pseudocadenas?

Veamos un sencillo ejemplo de un pegado de ciclos que no seria una cadena ni cadenita.

Considerando la grafica J de la Figura 4.11 notamos que los ciclos Ci; y Cio estan
pegados a través de una arista en comun, pero también el ciclo C'i3 esta pegado a través de un vértice en
comun al ciclo C'4; y al mismo tiempo pegado al ciclo C'is a través de una arista por lo que en la grafica
dual aparecen las aristas 13 y 23 generando asi el ciclo 123 y por lo tanto la grafica dual de J no puede

ser una trayectoria.

J Gréfica dual de J
Cig

Ci, Ciz Ciy Cis —

Ci;

Figura 4.11: Hay que fijarse en como se pegan los ciclos.

Si bien no hay nada que nos parezca indicar que todas las m-cadenas y todas las m-cadenitas no pudieran
realizarse, solo nos enfocaremos en demostrar que todas las m-cadenas de 4-ciclos y todas las m-cadenitas
de 4-ciclos son realizables, esperando que la demostracioén sirva como un bosquejo a una demostracion

mas general.

Teorema 4.1.5: Sea S un conjunto de & puntos en posicion convexa y sea m € N.

A) Toda m-cadena de 4-ciclos se puede obtener como nervio de una particion de puntos de S
siempre que k = (2m + 2) - 2.

B) Toda m-cadenita de 4-ciclos se puede obtener como nervio de una particion de puntos de S

siempre que k = (3m + 1) - 2.

Demostraremos el inciso A, pues el inciso B es analogo.
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4.1 Cadenas ciclosas

Demostracion:

Por induccion sobre m.

Base: Si m = 1 tenemos simplemente un C4, sabemos que lo podemos generar con 8 puntos en posicion

convexay como 8 = (2(1) + 2) - 2 entonces se cumple.

Sim = 2 tenemos una 2-cadena de 4-ciclos, es decir una grafica homeomorfa a grafica H de la Figura
4.1 en la pagina 55 que vimos que con 12 puntos en posicién convexa podiamos generarla y como 12 =

(2(2) 4 2) - 2 entonces también se satisface.

Hipotesis de induccién: Supongamos que para m se cumple que toda m-cadena de 4-ciclos se puede
generar como nervio de una particion de puntos (2m + 2) - 2 del conjunto S.

Consideremos a la trayectoria 7" = {v1, ..., U, } como la grafica dual de las m-cadenas de 4-ciclos.

Supogamos sin pérdida de generalidad que b1bg....by(2,,,42) €s el codigo de la m-cadena, que es una

concatenacion de las etiquetas de (2m + 2) - 2 puntos necesarios de S.
Paso inductivo: Consideramos un 4-ciclo: A = {1,2,3,4} .

Si el ciclo A se pegase con una m-cadena en algun ciclo que corresponda a un vértice v; con 2 < § <
m — 1, entonces la grafica dual del pegado de los m + 1 ciclos seria un arbol y no una trayectoria, por lo
tanto no seria una (m+1)-cadena. Entonces el ciclo A solo puede pegarse con los ciclos que corresponden

a los vértices vy y vy, de la grafica dual de las m-cadenas.

Ademas observamos que s6lo hay 2 aristas disponibles para pegar el ciclo A con las m-cadenas para
obtener una (m + 1)-cadena, estas dos aristas son las que contienen vértices de grado 2. Nétese que todos

los otros vértices de las m-cadenas de 4-ciclos tienen grado 3.

Finalmente obsérvese que pegar el ciclo A con el ciclo que corresponde al vértice v en la grafica dual
nos genera una grafica homeomorfa a pegar el ciclo A con el ciclo que corresponde al vértice vy, en la
grafica dual. Asi, sin pérdida de generalidad pegamos el ciclo A con el ciclo que corresponde al vértice

U, @ este ciclo llamémoslo A4,,.

También sin pérdida de generalidad podemos asumir que los vértices de grado 2 del ciclo A,, tienen las
dos ultimas etiquetas by (2, 12)—1b2(2m+2) = 12, de no ser asi, podriamos reenombrar todos los vértices
de la m-cadena.

Sabemos entonces que el codigo del ciclo A es 12413423. Concatenamos los codigos de la m-cadena y

del ciclo Cy borrando las etiquetas 12 y obtenemos el c6digo b1bz....by(2,,42)413423.

Teniamos que la m-cadena era generada por un total de (2m + 2) - 2 puntos, los cuales correspondian a
cada una de las etiquetas de todo el codigo, por lo que al borrar las etiquetas 12 del c6digo b1bz....by(2142)
nos quedan un total de (2m+2) -2 — 2 puntos. Y al afiadir las etiquetas 413423 al codigo by b....ba2m42)
tenemos que agregamos 6 puntos.

Es decir tenemos un total de [(2m +2) -2 —2]+6 = 2m +2)-2+4 = (2(m + 1) + 2) - 2 puntos y

con ellos podemos generar una (m + 1)-cadena de 4-ciclos.

JIJI MM IN
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4 Pegando ciclos

A continuacidon mostraremos en practica un algoritmo mas general que el descrito en esta seccion para

obtener como nervio una 6-cadena especifica.

Sea £ una 6-cadena compuesta por tres 4-ciclos, dos 5-ciclos y un 6-ciclo pegados como

lo muestra la Figura 4.12. Notamos que & tiene 18 vértices.

£:

Figura 4.12: Una 6-cadena.

Como primer paso, obtendremos el cédigo de cada uno de los ciclos, para evitar escribir todos los codigos
y confundir al lector, mostraremos conjuntos de puntos en posicion convexa etiquetados de tal forma que
tengan el codigo que generen a los ciclos como nervios, como lo puede notar en la Figura 4.13, donde

los vértices mas gorditos representan el “inicio” del codigo, que a continuacion sera de utilidad.

A 7.B 4 Cs 4
3 3 54
4 3 )
y bo »5 9 ‘5
4
10
2° 1 8 L
10
3 9
bD ] fE 5 F
g a a h €
e
© 4 \ d
g% —
b d d \ g
s a e c h e

Figura 4.13: Los codigos de los ciclos A, B..., F.

Ahora, sabemos que podemos obtener el cddigo del pegado de los ciclos A y B como sigue:
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4.1 Cadenas ciclosas

El codigo del ciclo A es: 14213243.
El codigo del ciclo B es: 4354657637.

Notamos que ambos comparten las etiquetas 43 de manera consecutiva, por lo que nuestro algoritmo es

concatenar el resto de las etiquetas de ambos codigos.

Asi el codigo de A+ B es: 14213254657637.

A+ B

5 \ —
6 4

Figura 4.14: El algoritmo ha funcionado para pegar los ciclos Ay B.

Notamos que el codigo del ciclo C comienza con 65, por lo que podemos concatenar los codigos de A+ B
y el ciclo C.

Primero reescribimos el codigo de A+ B de manera que empiece con 65: 65763714213254.

Y ahora concatenamos ambos codigos eliminando las etiquetas 65 de ambos codigos.

Por lo que obtenemos el siguiente codigo: 763714213254(10)69(10)8958.

Continuamos este proceso observando que el codigo del ciclo D comienza con 89, por lo que al eliminar

las etiquetas 89 de ambos codigos y concatenandolos obtenemos el codigo de A+B+C+D.
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4 Pegando ciclos

g 1 2

Figura 4.16: Corriendo el algoritmo hasta el ciclo E.

Seguimos este algoritmo hasta pegar los 6 ciclos, como se puede apreciar en la Figura 4.16.

Finalmente en la Figura 4.17 en la pagina siguiente podemos apreciar el iltimo paso del algoritmo, donde

se puede apreciar el codigo de &.
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45'/154

2 3

Figura 4.17: Obtuvimos una particion de un conjunto de puntos en posicion convexa que genera a & como
el nervio buscado.

Es importante sefialar, que este algoritmo no so6lo genera al nervio deseado, sino que ademaés lo ha-
ce con la menor cantidad posible de puntos, pues por el Teorema 4.1.1 de la pagina 55 tenemos que

Tc(&,2) > 2-18 = 36y la cantidad de puntos que utilizamos fue justo 36 puntos.

4.2. Libros

En el proceso de obtener los cddigos de las cadenas de ciclos otra pregunta surgié a la par: ;Qué pasaria

si trataramos de pegar muchos ciclos a través de una misma arista en comun?

Definicion 4.2.1 (Libros j-regulares): Una grafica L;, es un libro si tiene n ciclos de tamafio j, con

j > 4 pegados todos por una arista en comun.

Definicion 4.2.2 (Libros generales): Una grafica L., i, €8 un libro si tiene ny, ciclos de tamafio

75n57---71n

k,conng > 0Vk € {4, ...,i}, pegados todos por una arista en comuin.

Para comprender mejor las definiciones previas observe la Figura 4.18 en la pagina siguiente.
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7 .

(a) Un libro 4-regular de 4 hojas.

L42951

4

(b) Un libro general, con 2 hojas de tamario 4 (ciclos Cy) y una hoja
de tamario 5.

Figura 4.18: Libros.

Lo primero que intentamos fue generar la Figura 4.18a como nervio.

Tenemos como primer requerimiento que necesitamos al menos 4 puntos en posicion convexa partidos
en dos conjuntos, el conjunto de puntos con etiqueta 1 y el conjunto de puntos con etiqueta 2. Estos
puntos los necesitabamos para generar la arista 12 que funcionaria como el lomo del libro, es decir, donde
tratariamos de pegar todos los otros ciclos. Si nos fijamos Unicamente en esos 4 puntos podemos hacer
una observacion y es que esencialmente nos deja dos pedacitos donde podemos generar hojas, como se

puede apreciar en la Figura 4.19 en la pdgina siguiente
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Aqui puede haber un
4-ciclo

Por ejemplo el ciclo
{1,2,5,6}

Figura 4.19: En los dos pedacitos que nos generan los 4 puntos podemos formar 4-ciclos.

Y ahora no hay manera de generar otro 4-ciclo fuera de los dos pedacitos, como lo muestra la Figura
4.20.

Figura 4.20: Los puntos 6 y a estan fuera de los dos pedacitos donde podemos formar un 4 ciclo y si
tomaramos la envolvente convexa de ellos no intersectan ni al convexo 1 ni al 2. Si existiera
otro punto como el by formaramos un convexo con los puntos 6 y b entonces en el nervio
estaria presente la arista 26 que no existe en nuestro libro Ly,.

Lo anterior nos daria a entender que solo podriamos generar libros con 2 hojas. Sin embargo, notemos

que podemos “dividir” de una mejor forma si afiadimos mas puntos y los etiquetamos con 1 y 2.
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4 Pegando ciclos

Si tuviéramos un punto mas y lo etiquetaramos con 1 entonces formariamos un tridangulo como el convexo
generado por las etiquetas 1, lo que nos permite dividir el conjunto de puntos en 3 partes, como lo ilustra
de mejor manera la Figura 4.21a. Sin embargo con la tercer parte no podriamos generar un nuevo 4-
ciclo, pues no habria forma de cerrarlo con el vértice 2. Pero si agregaramos otro punto mas, podriamos
tener 2 triangulos, uno con etiquetas 1 y otro con etiquetas 2, lo cual nos permite tener tres partes donde

podriamos generar tres 4-ciclos.

Y

(a) Aumentando la cantidad de partes para intentar formar 4-
ciclos.

(b) Ahora tenemos la posibilidad de formar tres 4-ciclos..

Figura 4.21: ; Ya podemos generar libros de 3 hojas!

Asi, parece evidente cdmo podriamos generar un libro de 4 hojas; si agregamos 2 puntos mas al conjunto
S y afiadimos uno a la parte 1 y otro a la parte 2, entonces tendriamos 4 pedazos disponibles para formar

4-ciclos en esos pedazos.
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Figura 4.22: Cuatro “pedazos” donde generar 4-ciclos.

A partir de aqui ya debe ser sencillo obtener el codigo que nos permita generar al libro L4, como nervio.
Un método podria ser el siguiente.

% Iniciamos basandonos en algtin dibujo similar al anterior: 8 puntos en posicion convexa, partidos en
2 conjuntos, cada uno de 4 puntos formando 2 cuadrilateros que se intersectan y generando cuatro

“pedazos” en los cuales se puedan generar 4-ciclos.

% Afadimos los puntos necesarios en cada uno de los pedazos y generamos 4-ciclos utilizando los
codigos ya conocidos para generar 4-ciclos.

% Recabar el codigo obtenido a través del dibujo.

Para nuestra sorpresa el algoritmo que utilizamos para generar cadenas también funcion6 para generar

libros, es decir:
% Obtenemos el codigo de cada uno de los 4-ciclos del libro.

% Reescribimos los codigos de tal manera que todos inicien con las mismas 2 etiquetas consecutivas,

por ejemplo para la grafica L4, serian:
4+ 12413423
4+ 12615625
4+ 12(10)19(10)29
+ 12817827
% Concatenamos los 4 codigos eliminando las primeras 2 etiquetas que se repiten en todos los codigos

% Obtenemos el codigo:

615625 817827 (10)19(10)29 413423
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4 Pegando ciclos

Enla Figura 4.23 se puede observar la aplicacion de este segundo algoritmo y mostrar que efectivamente

genera a L4, como nervio.

6 5

Figura 4.23: Cuatro “pedazos” donde generar 4-ciclos.
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4.2 Libros

Si aplicamos el algoritmo conocido para el libro Ly, 5, también logramos obtenerlo como nervio.

2

5
Figura 4.24: Generando el libro Ly, 5, .

Al igual que con las cadenas podriamos obtener un teorema como el siguiente:

Conjetura 4.2.3: Todo libro es realizable. I

Para demostrar la realizabilidad de todos los libros se requieren checar algunas cosas, por ejemplo: refinar

el Lema del codigo de la pagina 47 debido a que las intersecciones aqui se complican mas, al no ser
unicamente lineas rectas. También debemos dar un argumento de que dada cierta cantidad de puntos en
posicion convexa siempre podemos asegurar que se forman 2 poligonos que se intersectan (los cuales
representarian el lomo del libro) y ademés debe demostrarse si el algoritmo dado tiene la cantidad de
puntos optima o podriamos generar libros con una menor cantidad de puntos. Sin embargo creemos que
lo importante a resaltar en esta tesis no es la demostracion de esta conjetura, sino los pasos y el algoritmo
que nos llevaron a creer verdadera la conjetura, dejando como trabajo a futuro demostrar formalmente
esta conjetura.

71






5 Planilandia

Después de haber mostrado que los ciclos podian generarse como nervios de particiones de puntos en
posicion convexa intentamos hacer lo mismo para las ruedas y si bien no pudimos lograrlo, tampoco
logramos probar de manera sencilla que efectivamente no puedan generarse. Si nos quitamos encima los
ciclos de 3 vértices entonces los pegados de ciclos y los libros resultaron que también podian generarse.
Afortunadamente (o desafortunadamente) logramos encontrar un ejemplo sencillo de una grafica; que no
es ni un ciclo, ni una trayectoria, ni un pegado de ciclos y tampoco un libro y que no puede generarse
sin importar cuantos puntos nos den. Ademas la grafica tiene una propiedad muy interesante y es que
es plana, en consecuencia tenemos que no todas las graficas planas pueden generarse como nervio de

particiones de puntos en posicién convexa.

Teorema 5.1: La grafica H dela Figura 5.1 no puede generarse como nervio para ningin conjunto

de puntos en posicion convexa.

1 6

Figura 5.1: La grdfica H no puede generarse como nervio.

Demostracion:

Sabemos que para obtener un 6-ciclo utilizamos el codigo 162132435465, por lo que de principio nuestro

conjunto S debe tener al menos 12 puntos con esas etiquetas.

La primera observacion que debemos hacer es que, podriamos intentar obtener a la grafica H con la
menor cantidad posible de puntos, es decir 16. Sin embargo, no hay nada que nos asegure que eso puede

ser posible, entonces quiza hay muchisimos mas puntos. Asi supongase que |S| > 16.

Nos vamos a fijar primero en 12 puntos del conjunto S que formen un 6-ciclo.
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5 Planilandia

Observamos entonces que los puntos restantes de .S obtienen prohibiciones para sus etiquetas. Para com-
prender mejor esta idea obsérvese la Figura 5.2.

Arco A
2
1
Arco B
3" o3
;:‘.
4 2

Figura 5.2: En el Arco A podria haber puntos etiquetados con 1.

En la Figura 5.2 podemos apreciar que los puntos restantes de S que se encontraran en el Arco B NO
podrian tener etiqueta 1, porque generarian intersecciones con los otros convexos ademas del convexo 2

y el convexo 6. Esta idea aplica para todas las demaés etiquetas.

Otra cosa que podemos notar es que los puntos restantes de .S que respeten las prohibiciones anteriores

pueden etiquetarse con diferentes etiquetas, por ejemplo véase la figura:

Arco 156

K \ \ / T3
2

»
4 Arco B

Figura 5.3: En el Arco 156 podria haber puntos etiquetados con 1, con 5 o con 6.

En la Figura 5.3 se muestra que los puntos restantes de .S que esten en el Arco 156 podrian etiquetarse

con la etiqueta 6 y las intersecciones se mantienen.

También podrian etiquetarse puntos con la etiqueta 5 siempre y cuando el cédigo general no tenga como
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subcodigo la estructura 515 pues se intersectarian el convexo generado por la etiqueta 1 y el convexo

generado por la etiqueta 5 y romperiamos el 6-ciclo como nervio generado.

Analogamente podrian etiquetarse puntos con la etiqueta 1 siempre y cuando el codigo general no tenga

como subcodigo la estructura 151.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que dados los 12 puntos que tomamos del conjunto S nos

generan hiperplanos H1, ..., Hg tales que cada hiperplano H; deja completamente contenido de un lado
+ . . . . . .

H." al convexo generado por las etiquetas 4 para cada ¢ = 1, ..., 6. Esto es posible ya que si no sucediera,

entonces de los 12 puntos tomados originalmente simplemente vamos reemplazando un punto contenido

en H ;L con etiqueta 4 por un punto contenido en H; con etiqueta i.

Para apreciar esta idea de forma sencilla observemos las Figuras 5.4y 5.5.

5 Arco 15
Gy
4e
5
=
»
4 ArcoB

Figura 5.4: Generando el hiperplano H; con los 12 puntos originales dados.

Figura 5.5: Si en el semiespacio H;" no quedan todos los puntos de S con etiqueta 1 entonces podemos
reemplazar algunos de los 12 puntos tomados originalmente.
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5 Planilandia

Esto implica que en el Arco 156 tinicamente podrian existir (de momento) puntos con etiqueta 6.

Asi los puntos restantes de S quedan contenidos en los arcos que sera mejor apreciarlos en la Figura 5.6.

/N

Figura 5.6: El Arco 156 en realidad solo puede tener puntos con etiqueta 6, por lo tanto por comodidad
lo llamaremos simplemente Arco 6.

Entonces los puntos que estén sobre un Arco i con ¢ € {1, ..., 6} solo podrian tener etiqueta 7.
Los puntos que estén sobre un Arco kl con k # [ € {1, ...,6} sélo podrian tener etiqueta k o etiqueta [.

Ya que tenemos bien delimitado como estan formados los convexos por las etiquetas 1,2,3,4,5y 6

intentemos generar el nervio H.

Sabemos que de los puntos de .S forzosamente necesitamos al menos dos de ellos con etiqueta 7 y dos de

ellos con etiqueta 8.

Esto se debe a que como el conjunto de puntos S estd en posicion convexa entonces forzosamente se

necesitan dos puntos con etiqueta 7 para intersectar al convexo generado por las etiquetas 6.

Arco 5 Arco 1

Figura 5.7: Necesitamos que al menos dos puntos de S tengan etiqueta 7.

Ademas sabemos que la grafica H tiene a la arista 67 y para lograr intersectar los convexos generados

por las etiquetas 6 y 7 tiene que suceder alguno de los siguientes casos:
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% Caso 1: Un punto del arco 65 debe tener etiqueta 7.

4 Otro punto con etiqueta 7 puede estar también en el arco 65 siempre que el convexo generado

por las etiquetas 7 intersecte al convexo generado por las etiquetas 6.

4 O bien otro punto con etiqueta 7 puede estar en el Arco 5 siempre que el convexo generado
por las etiquetas 7 intersecte al convexo generado por las etiquetas 6 y al mismo tiempo NO

intersecte al convexo generado por las etiquetas 5.

Obsérvese que ambos subcasos no son exclusivos, podrian suceder ambos al mismo tiempo. Pues no

necesariamente debe haber s6lo 2 puntos con etiqueta 7, podria haber muchos.

S

(a) Si bien necesitamos dos puntos con etiqueta 7, no podemos etiquetarlos tan
arbitrariamente porque podriamos generar intersecciones que no queremos.

S

(b) Si ponemos las etiquetas correctamente obtenemos la interseccion entre el
convexo 7y el convexo 6 sin generar nuevas intersecciones.

Figura 5.8: Un ejemplo grafico del Caso 1.

% Caso 2: Dos puntos del Arco 6 se pueden etiquetar con 7 siempre y cuando intersecte al convexo

generado por las etiquetas 6.

% Caso 3: Analogamente al Caso 1, un punto del Arco 16 debe tener etiqueta 7.
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5 Planilandia

4 Otro punto con etiqueta 7 puede estar en el Arco 16.

4 O bien otro punto con etiqueta 7 puede estar en el Arco 1.

Pero obsérvese que independientemente de cudl caso sea los puntos con etiqueta 7 s6lo pueden aparecer
en los Arcos: 5, 65, 6, 16 y 1. De lo contrario el convexo generado por la etiqueta 7 intersectaria a otros

convexos ademas del convexo generado por la etiqueta 6.

Utilizando un razonamiento analogo, para generar la arista 38 podemos observar que los puntos con
etiqueta 8 solo pueden aparecer en los Arcos: 2, 32, 3, 43, 4 y 54. De lo contrario el convexo generado

por la etiqueta 8 intersectaria a otros convexos ademas del convexo generado por la etiqueta 3.

Asi notamos que no existe ningun Arco donde puedan existir puntos con etiqueta 7 y 8 simultaneamente,

por lo que la arista 78 no podria ser generada.

JIJI MM IN

Como curiosidad cabe mencionar que no logramos encontrar una grafica plana mas pequeiia, en el sentido
de que tuviera una menor cantidad de vértices, que no pudiera generarse como nervio de una particion de

puntos, por lo que la siguiente pregunta permanece abierta:

Pregunta 5.2: ;Sera H la grafica plana mas pequefia que no es 2-Tverberg Convexa? I
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6 Trabajo a futuro

En este capitulo se muestran los puntos que quedan pendientes en esta tesis que pueden ser motivo de

trabajo a futuro:

% Como se menciond en el capitulo 3, un problema interesante es tratar de mostrar si las ruedas NO
son realizables o de lo contrario encontrar una manera de generarlas con conjuntos de puntos en

posicion convexa.

% Encontrar otras familias de graficas que puedan realizarse, por ejemplo: ;todas las graficas bipar-

titas son realizables?

% Encontrar alguna caracterizacion para las graficas que si pueden realizarse o cuales son graficas

prohibidas.

% Demostrar formalmente que toda m-cadena y toda m-cadenita son realizables y obtener una for-

mula que nos de la cantidad de puntos minimos necesarios para generarlas.

% Probar si la cantidad de puntos dada por el algoritmo para generar libros es la minima cantidad de

puntos necesaria para generarlos.

Demostrar formalmente que todo libro es realizable.

Extender los nervios generados en posicidon convexa a posicion general.
Trabajar con complejos simpliciales k-Tverberg Convexos con k£ > 3.

Trabajar en la pregunta 5.2: ;Sera H la grafica plana mas pequefia que no es 2-Tverberg Convexa?

% & & & K

Generar una aplicacion o software que permita producir nervios especificos con puntos en posicion

convexa, por ejemplo que nos de una 7-cadena especifica.
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