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Introduccion

El desarrollo de la teoria cudntica de campos ha permitido grandes avances en el drea de parti-
culas y altas energias, sin embargo, desde su planteamiento se ve en la necesidad de recurrir a una
expansion en serie para poder obtener resultados que involucran términos de interaccion (disper-
sién, decaimientos, etc.). Conforme aumentan el orden estas series, la dificultad para poder resolver
aumenta considerablemente. Esto ha dado pie a derivar o proponer diversos métodos para realizar y
facilitar tales expansiones. A pesar de ser aproximaciones, los resultados proporcionados han sido
verificados experimentalmente de manera satisfactoria.

Entre toda la familia de particulas presentes en las teorias cudnticas de campos, el neutrino
resulta un caso especial. Desde su propuesta para permitir que se satisficiera la conservacion de la
energia en el decaimiento Beta, hasta si era una particula masiva o no masiva. Numerosas son las
ideas teorizadas alrededor de esta particula, pero su nula carga eléctrica, asi como su escasa masa,
han hecho de esta particula un caso dificil de estudiar. Pero eso no ha impedido tener avances, con
vertientes bien definidas (mecanismos de generacion de masas tan pequefas, neutrinos estérilesﬂ
etc.).

La fenomenologia de neutrinos es un drea con muchas incégnitas, lo que no impide sea un area
muy activa. Un ejemplo es el Gas denso de Neutrinos. Este sistema se puede presentar en situa-
ciones naturales con temperatura extrema, tales como el Universo temprano o las explosiones de
supernovas de colapso de nucleo, donde un nimero macroscopico de neutrinos queda temporal-
mente “atrapado” en una region (neutrindsfera) dentro de la protoestrella de neutrones durante la
explosion.

La importancia de este sistema radica en las posibles consecuencias que se desprenden de las
autointeracciones de los neutrino (interacciones neutrino-neutrino) dentro de la neutrindsfera, el
estudio de las cuales tiene el potencial de descubrir fendmenos colectivos observables que ofrez-
can claves para entender incégnitas como la jerarquia de masas de los neutrinos. A la fecha, los
fendmenos colectivos en un gas denso de neutrinos han sido estudiados con técnicas de muchos
cuerpos como la técnica de la Matriz de Densidad [33]], la jerarquia de ecuaciones BBGKY [34], y
las ecuaciones clasica y cudntica de Boltzmann [35]].

El propésito de este proyecto de tesis es introducir las bases de una técnica adicional en la cual
se pretende desarrollar los conceptos basicos de Teoria Cuédntica de Campos de muchos cuerpos y
aplicarlos para la deduccién de la Accion Efectiva Irreducible a 2 Particulas para el gas denso de
neutrinos en una primera aproximacion (no considerar quarks, tomar neutrinos no masivos).

No interacttia con otras particulas mediante las fuerzas fundamentales, salvo la gravitacional.

VII



Capitulo 1

Ecuaciones Relativistas

En este capitulo se tratardn nociones bdsicas de la teoria cudntica de campo. Se trabajan la
deduccion, interpretacion y resultados de la ecuacion de Klein-Gordon, para dar una descripcion
de los campos escalares reales y complejos. De igual forma se hard con la ecuacion de Dirac para
los campos fermidnicos, asi como algunas caracteristicas y propiedades de los mismos. Se concluye
revisando los propagadores de ambas ecuaciones y su relacion directa con las funciones de Green.

1.1. Ecuacion de Klein-Gordon

Deducida inicialmente por Schrodinger[7], pero descartada por su problema de probabilidad
negativa, la ecuacion de Klein-Gordon se utiliza para describir la dindmica de campos escalares
reales o complejos. Estos se asocian con particulas caracterizadas con espin O.

Como primer acercamiento a la teoria cudntica de campos, en la mayoria de libros introducto-
rios se opta por la cuantizacion candnica ([4], [2]). Dicho proceso consta de ascender las variables
(posicién, momento y energia) a operadores actuando sobre vectores en un espacio de Fock; siendo
x— T,p — —ithV 'y E — 1h0,. ﬂ esta asociacion de hecho viene de la ecuacidn cudntica de
Schrodinger para una particula dependiente del tiempo. Con estos operadores, dado que en teoria
del campo se trabaja mecdnica cudntica junto relatividad especial, la relacion de energia-momento
relativista es la correcta para expresar la energia.

E? =m? + p*. (1.1)

Hay dos formas de proceder para realizar la cuantizacién candnica. La primera, trabajar con la
relacion lineal de la energia, considerando la solucion con raiz positiva. Con esta relacion lineal se
sustituyen las variables por sus respectivos valores como operadores y posteriormente se multiplica
la expresion resultante por su conjugado. La segunda, trabajar directamente con la expresion y
hacer la sustitucion de las variables a operadores. En ambos casos se llega al mismo resultado, solo
el primero sirve para enfatizar el problema que se tiene al tratar de trabajar con una expresion lineal
de la energia, razén por la que posteriormente Dirac hace la propuesta de su ecuacion [7]].

!Cabe mencionar que en el presente escrito se utilizaran unidades naturales (7 = ¢ = 1), por lo que posteriormente
se omitirdn dichas constantes.
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(O+m?)¢ = 0. (1.2)

La ecuacion resultante se conoce como ecuacion de Klein-Gordon. En esta se considera
la signatura (1, —1, —1, —1) y donde O representa el D’ Alambertiano (92 — V?). Esta ecuacion se
puede ver como una onda. Agregando la masa, es imposible alcanzar la velocidad de la luz, lo que
concuerda con la relatividad especial.

Para obtener su solucion se trabaja con su transformada de Fourier, en el espacio de momento
se tiene por solucién una onda plana (Modos de Fourier).

(0F = V2 +m*)p(z,t) =0 — (9] + p* + m*)d(p, t) = (] + wl)o(p, t) = 0. (1.3)

Donde w, = \/|p|? + m?. Asi, para cada p, ¢(p, t) es solucion a la ecuacién, andlogo al oscila-
dor armonico. Por lo tanto, la solucién a la ecuacion de Klein-Gordon es un infinito de osciladores
armonicos, y cuantizar Klein-Gordon es anédlogo a cuantizar el oscilador armoénico.

Recordando de mecdnica cudntica el hamiltoniano del oscilador arménico en términos de los
operadores de ascenso y descenso, dado por H = w(a'a + %) Escribiendo en términos de campos
(donde II(z) es el momento canénico, I1(z) = %@), con £ la densidad lagrangiana, relacionada
con la lagrangiana mediante L = [ d*zL). Satisfaciendo ademds el conmutador [¢(z), II(y)] =
103 (z — ), para tiempos iguales y también [¢(Z), ¢(7)] = [I1(z), [I(7)] =

d’p 1 ipE —ipT
o(z) = / or) o [apep —|—age P ],
p

&‘

(1.4)

&‘

II(z) = / gjf;g(—z) % [aﬁei;ﬁ-i - a;e—z’;ﬁ-fc] .

Escribiendo la densidad Hamiltoniana en términos de los campos se tiene H = 1 (II* + (V¢)? + V(¢))?
Asi, el Hamiltoniano escrito en términos de campos estd dado por

. 1 d?
H = 5 / @Tp;:,’wp (2a£ap + [ap,af]) ) (1.5)

El segundo término de la anterior expresion corresponde a una energia infinita, conocida como
energfa del punto cero. Lo podemos ver claramente en (I.6)).

H(0) = E|0) = %/dfﬂpwﬁa@(()) 0) — oo. (1.6)

Donde |0) es el estado que representa al vacioﬂ Aunque desconcertante, el hecho de obtener
infinitos resulta comun en teoria cudntica de campo. El infinito obtenido con el Hamiltoniano de
Klein-Gordon se explica porque un campo asigna un valor a cada punto del espacio, y al estar

’De igual forma que la lagrangiana, la densidad Hamiltoniana se relacionan con el Hamiltoniano mediante H =
[ d*aH.

3En teorfa de campo al referirnos al vacio, hablamos de una ausencia de particulas, un vacio de particulas.
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tomando la energia base del espacio, estamos sumando el valor base en cada punto del espacio,
por tanto sumando un infinito de cantidades, por pequefias que sean. Para evitar este problema, se
introduce el ordenamiento normal. Se le suele denotar como N{¢(z)...6(2)} 0 : ¢(z)...¢(2) :. El
ordenamiento normal, como su nombre indica, ordena poniendo operadores de creacion del lado
izquierdo y operadores de aniquilacién del lado derecho. Con esto, (I.5)) se reescribe como (1.7),
que es la forma en que se presenta comtinmente en los textos de teoria cudntica de campo, aunque
en la mayoria se omite el poner explicitamente el ordenamiento normal.

. 3
H ::/#wﬁa;%. (1.7)

El método de cuantizacién canénica, como se mencion al inicio, es el método que se utiliza
para introducir a la nocién de campo cudntico, esto debido a su similitud con el oscilador armé-
nico cudntico. Posteriormente se acostumbra trabajar con Lagrangianos y, a partir del principio de
minima accion, tras notar que se cumplen las ecuaciones de Euler-Lagrange ([3l], [8], [4]), poder
obtener las ecuaciones de movimiento; de igual forma se satisface el teorema de Noether, que per-
mite encontrar cantidades conservadas a las simetrias continuas ([7], [4]). En el caso del campo
escalar de Klein-Gordon, la densidad lagrangiana est4d dada por

1
Lig = 3 (0,00"¢ — m?¢?) . (1.8)
Asi, (1.2) es la ecuacién de movimiento resultante de (1.8]).

1.1.1. Campo Escalar Complejo

Podemos considerar el caso en que el campo ¢ hasta ahora empleado sea complejo, es decir
¢ = \/%(Qh + i¢9). Para cuantizar dicho campo se procede de igual forma, no obstante, hay un
aspecto importante en cuanto a los operadores de creacion y aniquilacion.

Dado que ahora podemos distinguir la parte real y la imaginaria del campo, se obtienen dos
ecuaciones de movimiento, ambas forman la ecuacién de Klein-Gordon. Por reglas de conmutacién
entre los campos a tiempos iguales se tiene

[6(2), &' ()] = 6@ (z —y) 5 [6(x), 6(v)] = [6(2), 6" (y)] = [6(2), ¢! ()] = [(), b(y)] = 0.
(1.9)
Esto es consistente con tratar a ¢ y a ¢! como variables independientes. Prosiguiendo como en
el caso del campo escalar real, se trabaja en el espacio de Fourier, dando asi

a3 . , ,
o) = [ e e ) (110
p
d’p ; Byt iEp-t
QST('[I,ZB) = /mesz (b;e’ P +Cp€_7' P ) . (111)
p

Al poder distinguir entre los campos, se tienen operadores de creacion y aniquilacion para cada
uno. Asi b;, crea particulas y c;) crea anti particulas. Esta distincién entre particula y anti particula
se da mds claramente con la ecuacion de Dirac en la seccion 1.2.4.
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El campo escalar complejo lleva por densidad lagrangiana

Ligr = 0,0'0"p — m*(¢79). (1.12)

1.2. Ecuacion de Dirac

Como propuesta a obtener una ecuacion relativista que pudiera explicar adecuadamente la es-
tructura fina del espectro del Hidr6geno, aunado a la posibilidad de obtener una densidad de proba-
bilidad negativa con Klein-Gordon, Dirac se dio cuenta que el problema recaia en que se trabajaba
con una ecuacion que tenia una derivada temporal de segundo orden, entonces para evitar la posible
parte negativa, se debia trabajar con una ecuacion con derivada temporal lineal, tal como en el caso
de la ecuacién de Schrodinger ([[7]).

Proponiendo una relacién lineal tal que su cuadrado satisficiera la relacion de energia-momento
relativista (I.T]), se tiene la conocida dlgebra de Clifford, fundamental para poder construir mate-
madticamente el espinor, vector complejo que actiia bajo el grupo spin. En este contexto, lo que
se busca es encontrar el operador que corresponde a la raiz cuadrada del Laplaciano. El espinor
resulta ser el vector que actda en la ecuacién de Dirac y resulta un objeto mas complicado de lo que
parece, necesitando de la teoria de haces fibrados para poder ser descrito formalmenteﬂ A pesar
de no seguir rigurosamente este camino, Dirac obtuvo el mismo resultado con una hipétesis muy
simple; el desarrollo que presentaremos no involucrard un formalismo matemético con el espinor.

En efecto, la ecuacion de Dirac logré describir de manera 6ptima lo que se proponia, sin em-
bargo esta solo funciona para particulas con espin % A pesar del éxito que supuso el poder explicar
el espectro de estructura fina, atn tenia un problema aparentemente grave; permite soluciones con
energia negativa. La interpretacion de Dirac a esta posibilidad se conoce como mar de Dirac y la
teoria de huecos. Supuestamente en energias por debajo de cero, hay particulas, que al obtener
suficiente energia salen de este mar de energia negativa, aunque dejando un hueco. Estos huecos se
asociaban con los posibles valores de energia negativa. Aunque incorrecta su interpretacion, fue la
primera nocién hacia lo que serian las anti particulasE]

1.2.1. Deduccién - Algebra de Clifford

Proponiendo una relacién lineal, tal que su cuadrado satisfaga (I.T)), de la siguiente manera

E=a-p+ pm = aipi + asps + agps + Bm = po, (1.13)

donde & y 3 son operadores independientes de p y E; ademds de utilizar como notacién £ = py.
Elevando al cuadrado la expresion anterior se obtiene

pﬁ = (%‘]%‘)2 + (Bm)Q + (g + asan)pipe + (aqas + azon ) prps—+

(1.14)
+(agas + ag)paps + (i f + Bag)pim,

“Para mayores detalles de la teorfa matemética del espinor se recomienda consultar Friedrich [[14]).
SEl primer capitulo de Weinberg [7] habla mas en detalle de la teorfa de huecos de Dirac y otros temas histéricos
en el desarrollo de la teorfa de campo.
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donde i = 1,2, 3. Para satisfacer (I.I)) se deben cumplir las siguientes cuatro condiciones con
respectoaay 3

Oéi5+ﬂOéi =0
B =1

1.15

w2 (1.15)

;05 + a0 = 0 (17'é ])
donde ¢ = 1,2, 3. Nombrando 5 = ayy podemos reescribir en solo dos condiciones, que resultan ser

ai =1 y a0 4 a0y, =0 (U#v), (1.16)

donde 1 = v = 0,1, 2, 3. Por dltimo, introduciendo la notacién de anticonmutador para ope-
radores ({A,B}=AB+BA) y la delta de Kronecker 4,,, que es igual a cero para ;1 # v, e igual a 1
cuando p = v. Asi, podemos acomodar estas condiciones en una sola ecuacion de la forma

{a, a,} = 20,,. (1.17)

Usualmente (I.16)) son las condiciones con las que se define al dlgebra de Clifford, sin embargo,
por comodidad se trabaja con (1.17). Para satisfacer ésta tltima condicién se requiere que las s
sean matrices. Un primer intento que también satisfacen estas condiciones son las matrices de Pauli.
No obstante, solo son tres matrices y no es posible escribir una cuarta que sea independiente. De
aqui que se deban pasar a matrices de 4x4 y son las que se conocen como matrices de Dirac, y se
suelen denotar como y*.

Regresando a (I.13), el tratamiento hecho se dejé explicito en términos de momento, sin embar-
g0, y como suele hacerse en diversos textos como primer deduccién de la Ecuacién de Dirac [[15]],
tal como en el caso de la ecuacion de Klein-Gordon, es con cuantizacion canonica. Asi, de
sustituyendo Energia y momento por sus respectivos operadores y sabiendo ahora las condiciones
a cumplir para satisfacer (I.T]) tenemos

HVY =id,¥ = (a'p; + fm)¥ = (—ia'0; + fm)V. (1.18)

Escribiendo 0; = 0y, pasando de un solo lado y multiplicando por la izquierda por [ se obtiene

(i7°0) — i7" 0;)¥ — mW = (iv"0, — m)¥ = (i — m)¥ = 0. (1.19)

Donde i = 0,1,2,3 y hemos reescrito 7° = —3 = —a® ~' = Ba’ y y*B, = B. A (1.19) se
le conoce como la ecuacién de Dirac y W es el espinor de Dirac, denotado simplemente como ).
Definiendo v = 14 se tiene que la cantidad 1) es un escalar de Lorentz y ¢y} es un vector de
Lorentz. Asi, una densidad lagrangiana correcta para la ecuacién de Dirac estd dada por

LDjirac = £p = Y(in"9, — m)i. (1.20)

Un aspecto importante que servird para ver las soluciones de la ecuacién de Dirac, es que esta
implica la ecuacion de Klein-Gordon, de la siguiente manera
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0 = (_i’VMau - m) (i'yyau - m)¢
= (790,08, +m*)y

= @ {v*,~"} 0,0, + m2> 0
= (@+m’)y.

Por lo tanto las soluciones pueden ser escritas como combinacidn lineal de ondas planas.

1.2.2. Espinores de Weyl

En base a la deduccién presentada no es el del todo claro que el espinor de Dirac sea reducible.
Se puede considerar al espinor de Dirac como composicién de dos espinores de dos entradas, el
hecho de que la base del espinor de Dirac sea justamente par, recae en la construccion del grupo
Pin y Spin junto al dlgebra de Clifford; donde se debe considerar los casos dimension par e impar.
Por tanto, los espinores bidimensionales son la base de todos los espinores pares, y se les llama
espinores de Weyl ([[14]]). Un argumento formal mds apegado a los fisicos es dado en base a la teoria
de grupos y representaciones, bajo este planteamiento los espinores de Weyl son los primeros en
formularse y a partir de ellos poder construir el espinor de Dirac ([4]]). Con los espinores de Weyl
podemos escribir el espinor de Dirac como

_ (YL
U = (W) . (1.21)

Los elementos v, y ¥i son llamados espinores de Weyl Zurdos (Left-handed) y Diestros
(Right-handed) respectivamente. En términos de 1y, y ¥g, y con la representacién de quiralidad
de las matrices gamma (véase el apéndice A), la ecuacién de Dirac estd dada como

. -m i Yr
Vo, —m) = . =0 1.22
R AT i
Los espinores 11, y 1 estdn combinados por el término de masa de la ecuacién de Dirac, sin
embargo, si hacemos m = 0, la ecuacion para ¢y, y ¥ se desacopla como

i, =0

1.23
idYr = 0. (1.2

Estas se conocen como las ecuaciones de Weyl, son especialmente importantes en el tratamien-
tos de neutrinos y en la teoria de interaccion débil ([[13]]). En este caso, al tener ausencia de masa,
los estados Diestros y Zurdos, son eigenestados del operador de helicidad, definido como

N
N
N

72_].
A

b= (1.24)

Mo

|
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Este operador proyecta el espin en la direccién del momento, ademds, satisface hU = +V. La
proyeccion del espin en la direcciéon de movimiento se llama helicidad, por lo que v, y i tienen
estados opuestos de helicidad en el caso no masivo.

Definiendo la matriz 7° = i7%y'+243. A esta matriz se le suele llamar la matriz de quiralidad.
Como 7° es una matriz hermitiana, puede ser diagonalizada mediante una transformacion unitaria.
De hecho, en la representacion quiral, 7° resulta ser diagonal, dada en la forma diag(1,1, —1, —1)
(véase el apéndice A). Siempre es posible separar un campo espinorial @) en sus componentes
Diestra y Zurda ([[15]], [3]): ¥ = ©1, + ¥R, con

1+7

YR = ¢ Pry

(1.25)
1—
YL =

Donde Py y P, son las matrices de proyeccion de quiralidad.

1.2.3. Campo No Masivo

Si bien en el modelo estandar los neutrinos se definen como no masivos [1]], ante la confirma-
cion de la oscilacion de neutrinos, estos deben ser masivos [21]]. Posteriormente consideraremos
neutrinos no masivos por simplicidad, por lo que se presentan algunas caracteristicas de la quirali-
dad de los fermiones no masivos. De las ecuaciones de Weyl (1.23)), vemos que los campos quirales
Wr Yy ¥, estan desacoplados, los campos quirales son independientes y es posible que, uno de los
dos campos sea suficiente para la descripcion de un fermién no masivo. Considerando ¢ (x, p), una
solucion a la ecuaciéon no masiva de Dirac

i (x, p) = 0. (1.26)

Y(z,p) también es eigen funcion del operador de cuadri momento P* = id, (P*y(z,p) =
p“1(x,p)), con energia p° = E = |p|. En este caso, la ecuacién no masiva de Dirac puede ser
escrita como

("°1p] =7 - p) ¥(x,p) = 0. (1.27)

Multiplicando por la izquierda por v°7° y utilizando el resultado X% = /%v%~% (k = 1,2, 3), se
obtiene

X-p 5

7 =L, p) = ¥ib(a.p). (1.28)

donde ¥ = diag(c’, 0'), y las o son las matrices de Pauli. Del lado izquierdo hemos obtenido
el operador de helicidad, con P* — p*. Podemos notar de , que la quiralidad coincide con
la helicidad para las eigen funciones del cuadri momento que son soluciones de la ecuacién no
masiva de Dirac. En particular, las eigen funciones de matriz quiralidad son eigen funciones del
operador helicidad con el mismo eigen valor
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(1.29)

P bz, p) = —z(z, ).

Por tanto, un campo quiral diestro no masivo ¥p(x, p) con cuadri momento definido, tiene
helicidad positiva, mientras que un campo quiral zurdo no masivo 1z (x, p) con cuadri momento
definido, tiene helicidad negativa. En el caso masivo, se sigue utilizando la helicidad, con la distin-
cién que los eigen estados de helicidad ya no son los mismos que los eigen estados de quiralidad.

1.2.4. Solucion de la Ecuacion de Dirac

Como se menciond en el campo escalar complejo, la ecuaciéon de Dirac hace més clara la
aparicion de anti particulas, por ende, a continuacioén se presenta una deduccién mds detallada
para poder cuantizar el campo de Dirac. Dado que el campo de Dirac ¢ obedece la ecuacién de
Klein-Gordon, por solucidn lleva ondas planas, sea

Ys(z) = ae”"u(p), (1.30)

con p® = E = ++/p% + m?2, u(p) un espinor de cuatro componentes y a un coeficiente cons-
tante?] Sustituyendo en la ecuacién de Dirac (1.19) obtenemos

"0, (ae"""u(p)) — m (ae="*u(p)) = +*pu (ae" P u(p)) — m (ae""*u(p)) = 0. (1.31)
Factorizando el término ae~?* y elimindndolo, obtenemos

(p —m) u(p) =0. (1.32)

A (1.32)) se le conoce como ecuacién de Dirac en el espacio de momentos. Para encontrar el
valor especifico del espinor u(p) usamos la representacion de Dirac de las matrices gamma (véase
el apéndice A). Desarrollando v#p,, tenemos

1 0 0 o\ (E —-G-p
(0 —1)E_(—oi 0)pi(a-p —E)' (1.33)

Asf, la expresién (1.32) se escribe explicitamente como

E-m —6-p
( o Eg_fn> u(p) = 0 (134)

Proponiendo u(p) = (ua), donde u, y u; son espinores de dos componentes (espinores de
b

Weyl). Sustituyendo obtenemos las ecuaciones

6Como en los casos de campo escalar real y complejo, se le asociard con un operador de creacién o aniquilacién.
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(E—m)ug, — (6 -p)up =0

1.35
(G- p)ug — (E + m)u, = 0. (1.35)
Despejando se tienen
o-p
Ug = Up
E—m (1.36)
g-p
up = Ug.
" E+m

De las expresiones anteriores, la primera puede divergir cuando £/ — m. Desarrollando el
término & - p tenemos

— 0 1 0 —2 1 0 o P3 pl—ipg

. o . 1 0 .
Para obtener solo expresiones que no diverjan consideramos u, = ( 0)YUa= , asi

I — = ! ps
= \0 "TE+m \p+ip
0 1 D1 — P2
o = —> = .
! (1) o E+m( —P3

Estas expresiones no divergen cuando ¥ — m, ademds, cuando p — 0 =— wu, — 0.
Ambas soluciones son para £ > 0, por lo que para £ < 0 también existen dos soluciones, al
considerar ahora como solucidn la raiz negativa de la energia, £ = —+/p? + m?2. En este caso,
bajo un procedimiento andlogo

Up = 1 :>u:# b3
0 “ E—m \p1t+ip

(0 1 p1— ip2
Ub—(l) iua—m( —pg .

Al ser energia negativa, no diverge dado que &/ — —m, y de igual forma, cuando p —
0 = u, — 0. Por lo tanto, hemos encontrado cuatro soluciones independientes a la ecuacién
de Dirac en el espacio de momentos, dos para energia positivas y dos para energias negativas.
Para £/ > 0

(1.38)

(1.39)

1 0
0 1
uWp) = | C o u®) = | i (1.40)
E+m E+m
p1tip2 —p3

E+m E+m
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Para £ < 0
p3 p1—1ip2
, Prtip, ) \ oy 1
u )(—p) — Eim — ol )(p) , — )(—p) — Eam — o )(p) (1.41)
0 1

(1.42)

Estos espinores en el espacio de momento al tener ¥ — —FE y p — —p, y procediendo
como en (1.31]), se obtiene que satisfacen

(V' +m)v(p) = (p +m)o(p) = 0. (1.43)
Las soluciones con £ > 0 describen particulas
Y(z) = ae" P12 (p), (1.44)
mientras que las soluciones con £ < 0 describen anti particulas

Y(x) = beP B (p). (1.45)

Las cuatro ecuaciones anteriores satisfacen la ecuacién de Dirac, por lo que la solucién mas
general es una combinacion lineal de ellas, dada como

3p 1 -
ase —ip-x s( )+bsT ip-x s(p>
V2 - | (1.46)

(27
S
. dp 1
D=3 [ o8 L (aterrap) + b ).
—J (27)* \/2E,

donde s es el espin, v el conjugado dado como v = 1/T7°. Estos son los operadores del campo
de Dirac. Podemos notar que como en el caso del campo escalar complejo, hemos obtenido dos
tipos de operadores distintos, esto asociado a particula y anti particula. En esta caso afj creard
fermiones y b5’ anti fermiones.

En base a (I.46) y como se ha hecho con los campos escalares (salvo que ahora no son con-
mutadores), mediante las reglas de anti conmutacién de operadores de creacién y aniquilacion,
junto con los campos, se procede a cuantizarlo. El anti conmutador de los operadores de creacién
y aniquilacion estd dado por

{ar, st} = {0, b 2m)20® (p — q)o", (1.47)

p’q pr7q
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el resto de combinaciones posibles resultan nulas. Las relaciones de anti conmutacion a tiempos
iguales para 1) y ¥ son

(1.48)

el momento conjugado asociado a ¢(x) es 7(z) = &ia) = i1f(x). En base a esto el Hamilto-
niano puede ser escrito como

H= /d?’x [W(x)w(x) — ED} = /d3xw(:v) (—y-V+m)y = /dgacwT [y - V +m°] ¥,

(1.49)

donde ¥ = (y',~+%,+?). El Hamiltoniano obtenido coincide con el escrito en (1.18)). En base al

procedimiento seguido en los campos escalares, mediante el uso de y (1.48) el Hamiltoniano
se puede reescribir en términos de operadores de creacion y aniquilacion de la siguiente forma

:H::/

donde como en los casos escalares, resulta un término que nos proporciona un infinito, a partir
en este caso, de un anti conmutador. Por tanto, se ha escrito el Hamiltoniano ordenado normal-
mente, lo que permite establecer al vacio como el estado de menor energia. Los estados de una
partl’cul (Ip, s) = \/2E,a3!|0)) estan definidos de tal manera que su producto interno sea inva-
riante de Lorentz, teniendo asi

d3p S S S S
@)y > B, (aifay +55103) (1.50)

(p,rlq,s) = 2Ep(27r)3(5(3) (p—q)d". (1.51)

1.2.5. Normalizacion y Suma de Espin

En esta seccidn se presentan algunos resultados que suelen emplearse en el cdlculo de diagramas
mediante el uso de diagramas de Feynman, estrictamente cuando se tienen estados externos. Si
bien en el presente escrito se trabajan con diagramas que no tienen estados externos (diagramas
de vacio), y cuando se presenten estados externos se calculan directamente de la serie de Dyson;
son resultados importantes que denotan la diferencia entre los espinores u(p) y v(p). Calculando el
producto interno entre espinores, donde tomamos 7 en la base Weyl, tenemos

s (p)us (p) = ul(p)y us (p) = (\/\/};::g )T (2 é) (ﬁﬁ:g )

) (T ) (£) 2o

"Particulas con momento bien definido y una etiqueta extra, en este caso el espin.

(1.52)
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donde &, es la componente s asociado a us(p), en la sub seccién anterior se han denotado
COMO U, p O Vqyp. Con un procedimiento andlogo se puede obtener vs(p)vy(p) = 2mdsy. Esta
es la normalizacién (convencional) para el producto interno espinorial para espinores masivos de
Dirac. Dada la clara ortogonalidad entre u,(p) y 0s(p), el producto interno resulta nulo, es decir
Us(p)us (p) = us(p)vy (p) = 0. Por otra parte, la convencién de normalizacion para espinores de
Dirac no masivos estd dada por

. f . ,
ul(p)uy (n) = ( Vs j) ( \/—Vg;’g) = 2E¢l¢y = 2E6,,. (1.53)

Con un procedimiento similar se tiene v} (p)vy(p) = 2Ed,y. Por dltimo se tiene el producto
exterior espinorial, dado como

QI

Vp-ax/pv)
VP o\p-Oo

Qi

- \/P‘Us) t o= gt (\/P'U\/P'
US 'U,s = _ s -0 s c0) = _
; (p)us(p) ZS: (\/ﬁfs (f VP §N/P ) VD o\
— moproy _  u _
= (p-ﬁ m)_7p+m—p+m.
De forma similar para vs(p)vs(p), por lo que para la suma sobre la polarizacién de estados
(espin) de un fermion las siguientes relaciones

! (1.54)

1.3. Propagadores

Hemos visto las ecuaciones de los campos asociados a particulas con espin 0 y 1/2, asi como
sus soluciones y algunas caracteristicas importantes, sin embargo, falta un objeto de gran impor-
tancia. La teoria cudntica de campos permite la creacion (y aniquilacién) espontdnea de particulas,
estas pueden crearse en un lugar, “propagarse” a otro y ser aniquiladas. Es de ahi el nombre, el
propagador nos habla de la probabilidad de que una particula (anti particula) creada (aniquilada) en
un punto pueda ser aniquilada (creada) en otro punto. Esto se expresa como el valor esperado en el
vacio de los operadores de las particulas en cuestion. De esta manera se define el propagador més
sencillo, sin embargo, seria ideal poder distinguir que proceso ocurre primero, pero dada la indis-
tinguibilidad, debemos considerar ambos casos de acuerdo a la coordenada temporal; esto otorgara
el propagador de Feynman. Iniciemos dando un repaso general de las funciones de Green y un
resultado de estas, que ayudara a asociar los propagadores de la teoria cudntica en cuestion
con sus funciones de Green.

Funciones G(r) que generalmente satisfacen ecuaciones de la forma
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0,G(r) = 8(r), (1.55)

donde €2, es algin operador diferencial lineal, se dice que son funciones de Green del ope-
rador €),.. Las funciones de Green juegan un papel muy importante en la solucion de ecuaciones
diferenciales de la forma

Qb(r) = s(r), (1.56)

donde s(r) es conocida como una funcién fuente. La solucién a (1.56) se puede escribir como

() = ulr) + / G(r — r")s(r)d*r", (1.57)

donde u(r) es una solucién de 2, u(r) = 0. Este tipo de ecuaciones se presentan en muchos
ambitos de la fisica, siendo el Electromagnetismo un primer acercamiento formal, ya que (L.55) es
similar a la ley de Gauss en electrostética.

Para un campo escalar real se define el propagador como

dp 1 P
Alx —y)=(0 0) = [ ————e PED, 1.58
(= 9) = O o0 = [ e (1.58)
El propagador es invariante de Lorentz y describe la probabilidad de crear una particula en y y
ser aniquilada en z, se anula para (z —y)? < 0. El propagador de Feynman involucra ordenamiento

temporal con el propagador, pues nos interesan cosas causales y se define como

Ap(z —y) = (0]T{¢(x), ¢(y) }|0) , (1.59)
donde T'{¢(x1)p(x2)} es el operador de ordenamiento temporal y esta dado por
~Jp(z1)p(xe) = Az —x9) si 2l > af
T{¢(x1), d(x2)} = {¢($;)¢<$f) _ A(x; B xi) Gl x?} (1.60)

Para mds campos actuando bajo este operador, se deben considerar todos los arreglos posibles
de acuerdo al orden de las coordenadas temporales. Podemos escribir ambos casos posibles en
(1.59) con el uso de la funcién Heaviside, asi tenemos

dp 1 N N
Ap(z—y) = / (27?2;32_Ep (O - y")e @D 19y — xo)e”"(“y)] . (1.61)

Utilizando la forma integral de la funcién Heaviside, dada como O(t) = [ dpo € " Jonde

—o0 2mi po—ie’

se ha hecho un abuso de notacién al escribir en la integral py, ya que buscamos una integral en
términos del cuadrimomento. Con esto reescribimos la expresion anterior como

d*p e~ (T=0)+ipo(2°—y°)  Lip(@—7)—ipo(x®—y°)
Ap(x — = —i : + : :
a y) / (2m)*2E, ( po — i€ po — i€
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Sustituyendo py = p — E, y cambiando el signo en la segunda integral, dado que |p| = =£p,
obtenemos

d4p (Y 0_,0 1
A _ _ ip(T=y)—ipo(e®—y") [~ )
r(z=y) Z/(2@46 ps— EZ +ic

Por udltimo reescribimos en términos del cuadri momento, obteniendo asi

A —y)=1 . 1.62
F("E y) Z/ (27T)4p2 . m2 + Z-g ( )

Para verificar que (1.62)) sea la funcion de green de la ecuacion de Klein-Gordon, deberd satisfa-
cer algo de la forma de (1.55). Aplicando el operador de Klein-Gordon al propagador de Feynman
se tiene

4 Z 2y Ay (2 2y
(8Hau+m2)AF<x_y) _ Z/<dp (a 8u+m )ezp-(:pfy) :Z/(dp ( pT+m >elp‘($*y).

2m)4 p? —m? +ie 2m)t p*—m?

Se cancelan los términos de la segunda fraccién y podemos considerar sin problema que ¢ —
0, asf solo queda la integral con las constantes y la exponencial, estos términos restantes son una
delta de Dirac en forma integral, por lo tanto tenemos

d'p

@) P — gtz —y). (1.63)

@+ mare -y =i [ o E

Por lo tanto, el propagador de Feynman (I.62)) es la funcién de Green en el espacio de confi-

guracion de la ecuacién de Klein-Gordon (1.2). El procedimiento aqui realizado se puede seguir

para distintos campos, por lo que, con un procedimiento andlogo, se puede obtener el propagador

de Feynman (funcion de Green) para el campo de Dirac. Escribiendo los valores esperados de las
campos de Dirac se tiene

(Ol () ()]0} = / o 32E S e = / (;1 3 22 S
(0196 (y)ha()]0) = / (gﬂ)?) 2—;}) Z 03 (p)s (p)e P =) = — (i + m)/ (;73;3 2_;106—1’11-(1/—06)_

(1.64)

Se pueden juntar las expresiones anteriores en una sola, como se hizo para Klein-Gordon, con
uso de la funcién Heaviside. Siguiendo este procedimiento se emplea el teorema de Cauchy, lo
que proporcionard un factor de 1/(p? — m? + ic). Aplicamos en ambas las respectivas derivadas
(@ = 4*9), 1o que bajaré un término de la forma - Reescribiendo 1} en términos del operador
de orden temporal y tras haber aplicado @, se tiene
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7 _ d4p Z(}ﬁ + m) —ip-(z—y) __ <O|"¢(37)1;(y>|0> Si xO > yO
ot = [ gt e = Lo e
(1.65)
Ast, es el propagador de Dirac en el espacio de configuracién. Como se mencioné con el
caso de Klein-Gordon, se suele utilizar en su mayoria la representacion en el espacio de momento;
para ello basta tomar la expansion en Fourier de las expresiones. Con esto, podemos escribir los
propagadores en el espacio de momento como

Klein — Gordon : ;
p? —m? +ie

i(p +m)

p2 —m? +ig’

(1.66)
Dirac :

Cabe mencionar, como se puede apreciar en (I.65]), el propagador para fermiones muestra que
no conmutan entre si, al contrario que los escalares. Esto se debe tener en consideraciéon al momento
de hacer las contracciones en la expansion en serie del Hamiltoniano o Lagrangiano en cuestion.

Con esto se concluye un breve repaso a escalares y fermiones con espin 0y 1/2 respectivamente,
las ecuaciones que rigen su dindmica y su cuantizacion. Este dltimo repaso a los propagadores y
su relacion con las funciones de Green se empleard en los siguientes capitulos, antes veremos la
relacion del generador funcional (integral de camino) con los valores de expectacion de los campos,
lo que permitird en el capitulo 3, facilitar la obtencién de la ecuacién de Dyson-Schwinger. Esta
ecuacion solo se empleard en la deduccién de la accidon efectiva, sin embargo, en su respectiva
deduccion nos familiarizard con los generadores funcionales y la derivada funcional, haciendo més
ameno el tratamiento posterior en la accion efectiva irreducible a 2 particulas y los diagramas de
vacio conectados a calcular.
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Capitulo 2

Integral de Camino

Hay diversas formas de trabajar en teoria de campo, como la ya vista cuantizacién candnica;
otra es por medio de la integral de camino, método introducido por Feynman [11]. Este método
en cuanto a formulacién resulta mds intuitivo, ademds que se puede formular tanto para teoria de
campo como para mecdnica cudntica. Para ambos casos se tiene una deduccion similar, no obstante,
se hard con detalle para mecéanica cudntica no relativista.

2.1. Deduccion

Recordando la evolucién temporal de un estado en el esquema de Schrodinger, depende del
operador de evolucion temporal, una exponencial que involucra al Hamiltoniano (si es indepen-
diente del tiempo) e Y(*2=1)_ Con este operador tenemos la evolucién de un estado al tiempo ¢
hacia otro estado al tiempo t,, considerando ¢, > ¢;. Dada la interpretacion estadistica de la meca-
nica cudntica, no solemos detenernos a conocer la configuracién del estado en tiempos intermedios,
simplemente del punto A al punto B cual es la probabilidad. Sin embargo, la integral de camino se
enfocard en eso, si bien no podemos saber el lugar preciso en el que se encuentra o el camino que
ha seguido, si podemos conocer la trayectoria mas probable, y buscaremos calcular dicho camino
mediante intervalos pequenos.

Abhora bien, considerando nuestro estado inicial, llamémoslo |¢;) al tiempo ¢, y el estado final
|g2) al tiempo o, en el esquema de Heisenberg al calcular el braket entre estos dos estados se
obtiene la misma expresion que la evolucion temporal en el esquema de Schrodinger. Tomando
to = t; + At, y haciendo At — 0, reescribimos la evolucion temporal de estos estados como

R ~2
(@2lq1(t2)) = (galexp (—iHAt> |q1) =~ exp [—iAtV (q1)] (g2| — iﬁtf—m\qﬁ : (2.1)

Donde se ha expandido la primer exponencial en serie de Taylor y se ha tomado a orden lineal,
pues At — 0, por lo que se desprecian términos de orden mayor. Posteriormente se consider6 el
Hamiltoniano cldsico, energia cinética y un potencial, con ambos términos con eigenestados de sus
respectivas dependencias, es decir:  [p;) = p; [pi) y V(q) |¢:) = V(q:) |¢;). Por tltimo, el término
concerniente al potencial se vuelve a escribir como exponencial, bajo el mismo argumento de que
At — 0. El braket restante con el operador de momento define el propagador de particula libre.

17
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Se evalia insertando dos relaciones de completez de momento. Nombrando a este braket como I se
tiene

~2

1= [ o [ a el tesn () 1 Wleah = [ Seon | 3as = ap— (=00

2 2m
(2.2)

yt =k — 5=, con ello se procede

hAL

Haciendo un cambio de variable p = k, v = go — q1, a = 5>

a completar el cuadrado, obteniendo

< dk L, 1 2 me=i5\ 2 im(g2 — q1)?
I = o ikw —dak® _ — g _ \de 177 23

/oo o ° Viarae's ‘ ( 2m At ) e:rp [ 24t 7 2
donde At = ty — t; — 0. Con esto, la amplitud de probabilidad del estado ¢; al estado ¢

queda dado por

TN 2 Y
(qata|lqity) = (ngAt ) exp [2 (% - Atv(ﬂh))} . (2.4)

Nombrando ¢, = 1 reescribimos como

—1

m

z % —Z % t1+At
_ [(me'3 g (Mo _ (me . .
(qota|qity) = ( 5 A7 ) exp [zAt ( 5 qi V(q1)>] ( 5 A7 > exp {z /t1 dtL(q, ql)} )

(2.5)

Increiblemente hemos obtenido una expresion en la que se involucra explicitamente la densi-

dad Lagrangiana cldsica (energia cinética menos el potencial). Esto ha sido para un solo intervalo

de tiempo, sin embargo, si decidimos tomar un tiempo inicial ¢; y un tiempo final ¢;, dividiendo

en intervalos del estilo (3, ¢;), por superposicién podemos construir la amplitud (gstf|g;t;) para
tiempos finitos a partir de los infinitesimales. Es decir

(qrtslqits) = / : '/dCh o dgn—1 (Qftflan—1tn—1) (Gr—1tn—1|qn—otn—2) - - - (qota|q1t1) (q1t1]|qit) .

(2.6)
Tomando el limite n — oo, tal que At = @ — 0, ademds nombrando |qoto) = |git;) y
(qntn| = (qsty| se tiene

n—1 n—1
(artylgiti) = lim / / T dam [T (psatpsrlants) - (2.7)
m=1 p=0

Hay n intervalos con At = @ y (n—1) integraciones intermedias. Insertando el propagador

libre en los n casos escribimos

. n n—1 n—1
i nme ‘2 | ? (e (gpy1 — qp)° (ty —t;)
trlgiti) = 1 — dgm a— "o v
<Qf flq > nglgo |:2’/T<tf — tl):| / /71_[1 ¢ }_[O o |:Z ( 2 (tf - ti) n (q
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Insertando 1 = f en el término de diferencia de posicion en la exponencial, y reescribiendo

dp+1— ‘110

= obtenemos

con ¢, =

nme~'2
d
|:27T (t; — 1) ] / /H qmeLp

La expresion (2.10)) define la Integral de Camino

(qrtslqits) /D exp[ / dtL(q, q} /'D (2.10)

Se ha reescrito la dltima parte de la integral de la densidad Lagrangiana como la accién. En el
limite n — oo, esta expresion da la amplitud de probabilidad exacta en mecénica cudntica para
una particula no relativista de masa m, a propagarse de un punto ¢; al tiempo ¢;, hacia un punto
¢y al tiempo ¢, mientras se mueve en un potencial V' (¢). En el caso clédsico, i — 0 (escribiendo
sin unidades naturales, una A queda dividiendo a la accién), la integral de camino sufre de fuertes
oscilaciones, por tanto solo se cumple para pequefias variaciones, y se tiene

(qrtrlgit;) = lim (2.9)

n—o0

Z A5 - Vi)

ty
(4t flaits) — 5/ dtL(q, ) = 0. @.11)
t;

Resulta satisfacer el principio de Hamilton, que la variacion de la accidn sea nula y por tanto,
poder obtener las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange [5)]. Ademads, dada la construcciéon
aqui presentada, es claro que satisface el principio de superposicion, por lo que podemos separarla
en los intervalos de tiempo deseados. Obtenida la expresion de integral de camino veamos algunas
propiedades que seran utiles posteriormente.

La deduccion presentada ha sido en base a un Hamiltoniano clésico, sin embargo, es usual con-
siderar términos de fuentes o interaccion. Para ello consideremos en general la siguiente expresion

(q7t7|Qt;)Q(tr)e D2V g;t,) . 2.12)
Por superposicion, el término de corrientes se agrega directamente a la exponencial final de
la integral de camino, es decir, se suma el término al de la accién. Por otra parte, los operadores
Q(t;)Q(tx) al ser considerados como en la deduccion, eigen estados de los estados de posicion;
al momento de agregar las relaciones de completez, estos afectardn a los estados con su respectiva
etiqueta, por tanto se deberd considerar los distintos casos posibles: t; < t;, 0 t; < t;. Un problema
similar se tuvo en la seccion 1.3 al calcular el propagador, por tanto, al igual que en esa seccidn, de-
bemos involucrar al operador de ordenamiento temporal. Este operador, como hemos mencionado,
considera los posibles ordenamientos de acuerdo a la coordenada temporal. Asi, (2.12) se reescribe
en el caso en que ¢, < t; como ([2.13). Para considerar ambos casos en una sola expresién, tal como
se hizo en (L.61)), se utiliza la funcién Heaviside.

(qst7| T {Q(t))Q(ty)} €7D0V git) = / D(q)q(t;)q(ty)e’S+ O] (2.13)

Una expresion de la forma (2.13)) se conoce como generador funcional. De igual forma, para
otros operadores que sean eigen funciones de los estados de posicidon 0 momento, se obtendrd una
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expresion similar a (2.13) ([6]). El mismo uso de ordenamiento temporal en teoria de campo, deja
ver que el valor esperado en el vacio o estado base, de este operador, resulta (y algunas veces se
define directamente como tal) en las funciones de Green de la teoria en cuestion. La manera en que
se justifica que el valor esperado de (2.13)) sea del vacio hacia el vacio es con el teorema de Abers
y Lee ([8]]), asi, se relacionarén las funciones de Green con el generador funcional.

OIT{p(x1)p(w2) - - - ¢(2) }|0) = G2, T2, -, ). (2.14)

Para la ecuacion de Dyson-Schwinger se trabajara por completo por medio de funcionales, por
tanto mayores detalles se dardn en el siguiente capitulo. De momento basta hacer notar la relaciéon
entre funcionales y funciones de Green.

2.2. Teorema de Abersy Lee

Hemos mencionado este teorema para justificar la expectacion del valor esperado del operador
de ordenamiento temporal, del vacio hacia el vacio (2.14), este resulta un inusual limite que permite
reescribir . Se busca evolucionar el estado base del Hamiltoniano libre (H,) |0) a lo que ahora
llamaremos estado base del Hamiltoniano de Interaccién (H;), antes escrito como (gsts| y |g;t:),
ahora denotados por (©2| y |Q)[[] Es decir, queremos calcular (©2|¢(x)¢(y)|€2). Empecemos con |0),
y como se ha mencionado, lo haremos evolucionar con el Hamiltoniano completo (H = Hy + Hj).

e M0y = e |n) (n0), (2.15)

donde E,, son los eigen valores de H. Se debe suponer que |2) tiene un traslape con |0), es
decir, (£2]0) # 0. Bajo esta suposicion, la serie anterior contiene a |2) y se puede escribir

e T 10) = eT Q) (Q)0) + Y e T [n) (n0), (2.16)
n#0

donde E, = (QH|Q2). Como E,, > Ej para todo n # 0, podemos omitir el resto de términos
de la serie (n # 0) mandando T a oo con una ligera parte imaginaria agregada: T — oo(1 — i¢).
Asi, el factor exponencial e~ desaparece lentamente para n = 0, y tenemos

)= lim (e7PT(Q[0)) e T 0). (2.17)

T—so00(1—ie)

Como ahora T es muy grande, no hay problema en hacerle un pequefio cambio por una cons-
tante

!Cabe mencionar que en la deduccién presentada en integral de camino, no hay problema alguno en tener
(gitslgiti), el punto de inicio igual al final, ademds aqui |€2) significa el estado base que puede no necesariamente
ser el vacio.
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Q) = lim (e—iEo(T-l-to) (Q|O>)71 e~ iH(T+to) |

T—so0(1—1i€)

= lim (e—iEo(to—(—T)) (Q|O>)_1 ¢~ iH(to=(=T)) g=iHo(~T—t0) | )

T—s00(1—ie)

= lim (e B0 Ql0)) T Uto, —T) [0)

T—so00(1—ie)

En la segunda linea se ocupé Hy |0) = 0. Esta expresion afirma que podemos obtener |Q2) al

evolucionar |0) de un tiempo —7 a un tiempo t, con el operador U. Andlogamente se encuentra la
expresion para ()|

Q= lim  (0|U(T, k) (e %) (0])) " (2.18)

T—o00(1—ie€)

Juntando estos resultados y suponiendo z° > y° > t,, entonces

(Qé(@)s()|Q) = dm (e T 0]0)) (0| U(T, to)

T—so00(1—ie€)
x (UG, 10)]" dr()U (", 10) [U(6°, )] 610)U (", 10)
<U(to. ~) 0) (5= (0)0))

= lim (| (0]Q) |2e—iE0(2T)) -1

T—so00(1—ie€)
x (0|U(T, )1 (z)U (2°,y") b1 (y)U (y°, —T)|0)
Insertando un 1 de la forma

1= (Q)Q) = (| (0]Q) |2 FoCT) ™ (0|U(T, to)U (to, —T)|0)

Manteniendo la suposicién de que 2° > y°, entonces tenemos

_ oy NOIU(T 2% (0)U (@, y7) 60 (y)U (v, =T)10)
(Qlo(z)p(y)|Q2) = T—)lclo(l—ie) (O|U(T, =T)[0)

(2.19)

Notemos que los campos en ambos lados estdn acomodados de forma temporal, esto debido
a la suposicion antes hecha (z° > 3°). De considerar el caso contrario (y° > z) la expresién

sigue siendo correcta, por tanto, para considerar ambos casos se utiliza nuevamente el operador de
ordenamiento temporal, asi reescribimos

QT {$()d(y)} Q) =  1fm <O|T{¢I($)¢1(y)€fﬁp [—if_TT dtHI(t)} } 10)
y Tl (o7 {eap [~ [T dLH (1)) } [0)

Esta expresion se cumple de igual forma para n campos. Con este resultado ahora solo debemos
calcular términos del estilo (0|7 {¢(z1) . .. ¢(z,)} |0).

(2.20)
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2.3. Teorema de Wick y Diagramas de Feynman

Como se menciond en (2.14), la operacién (0|7 {¢(z1) ... ¢(x,)} |0) estd relacionada con las
funciones de Green de la teoria. Es justo de este resultado que se desarrolla el teorema de Wickﬂ
Dicho teorema establece lo siguiente

T{p(x1)p(xa)...0(xn)} = N{p(x1)d(22) ... ¢(z,) + Toda posible contracciéon},  (2.21)

donde N {¢(z1)...¢(z,)} es el ordenamiento normal, ya utilizado en (1.7); y donde la con-
traccion se define como

Lo fot (@), 07 (y)] si 2® >y
¢($)¢(y) = {[qzﬁ(y),qﬁ‘(x)] si yo > xo} ) (2.22)

para campos escalares, y resulta ser el propagador de Feynman (I.62)). Ademds de escribir
a cada campo en frecuencia positiva y negativa, es decir ¢(z) = ¢ (x) + ¢ (z). Por tanto la
1

contraccion se tiene como ¢(z)p(y) = Ap(z — y).

A partir del teorema de Wick, tras los términos de interaccion en serie de potencia, se encuentra
que términos del estilo de (2.14)) equivalen precisamente a las funciones de Green. Tomemos un
ejemplo sencillo més alla del trivial (solo dos campos), el ordenamiento temporal con cuatro cam-
pos, dado por el siguiente braket (0|7 {¢(z1)p(x2)p(x3)d(x4)} |0). Aplicando el teorema de Wick,
obtenemos ordenamientos normales de los términos y las contracciones posibles, sin embargo, al
tomar el valor esperado con el vacio, al tener orden temporal se colocaran operadores de aniquila-
cidén del lado derecho, aniquilando asi dichos estados. Por lo tanto, los tinicos términos que aportan
son los que estdn completamente contraidos, con lo que, solo los términos con una cantidad par de
campos aportan.

1 f 1

OIT {&(1)é(2)0(2)0(x:)} [0) = ola1)é(r2)o(r)o )+

1 f 1 1 f 1

O(21)(4)$(22) D) £ D(1)(w3) B2 B(4)-

En el dltimo término se ha colocado £ para incluir el caso en que los campos no conmuten,
como resultard si se trabaja con fermiones. El propagador de Feynman en el espacio de posiciones
estd dado en ([.62), sin embargo, es mds comiin utilizar la forma en el espacio de momentos. Para
ello basta tomar la expansion de Fourier de la expresion y asi, obtener

(2.23)

l

Dp(zx —y) = (2.24)

p? —m? +ie
Este propagador representa la probabilidad de crear una particula en x y ser aniquilada en y, o
de igual forma, la creacion de una anti particula en y y ser aniquilada en mE] Calcular cantidades

2Solo tomaremos el resultado del teorema, sin embargo se recomienda consultar [3]], donde se hace una demostra-
cién formal del teorema y su relacion con los diagramas de Feynman. En este mismo texto se justifica el teorema de
Abers y Lee desde el punto de vista diagramatico.

3Esta concepcién indistinta del propagador para particula de antiparticula fue introducida por Feynman [13].
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que involucren términos de interaccién y posteriormente amplitudes de probabilidad llega a ser
un desafio, por lo que gracias al ingenio de Feynman, esto se redujo bastante al introducir sus
diagramas ([3]], [7]). De esta forma (2.23) puede verse como

T1 T9 1 T3 X1 Ty
o—o *——o *——o AF(ZL'l —ZL'Q)AF($3 —1‘4):|:AF(ZL‘1 —$3)A($2 —[I)4)

T3 $4:|:$2 I4+$3 X2
—o —o —o —l—AF(aZl — 5174)AF(373 — 332)

(2.25)
al ser solo propagacion libre (sin términos de interaccidn) se ven como lineas que unen las
posiciones hacia las que se propagalﬂ El uso de los diagramas de Feynman facilita el cdlculo de
amplitudes u otros procesos, por lo que para cada tipo de particula (escalar, fermidn, etc.) se tiene
una representacion, y cada parte de un diagrama posible aporte un término a la amplitud. En (2.26)
se muestra un diagrama a nivel arbol del proceso de dispersién e~ e™ — p~ ™, comiinmente los
diagramas a nivel arbol representan la mayor aportacién a la amplitud, mientras que los diagramas
de vacio se consideran como correcciones (dada su poca aportacion, reiterando, en la mayoria de
los casosﬂ asi como los diagramas que contienen loops [3].

La propuesta de Feynman de los diagramas fue un tanto informal [22], siendo Wick y Dyson
quienes posteriormente demostraron formalmente que este tratamiento en efecto, era correcto [4].
La asignacion de “valores” a cada parte del diagrama se le conoce como Reglas de Feynman, y
los valores dependen de la teoria en cuestion (QED, QCD, etc.)[2]. Nos basta tener nocién que
en teoria de campo se puede trabajar de manera esquemdtica, dado que para la deduccion de la
ecuacion de Dyson-Schwinger y las relaciones particulas irreducibles, se hard uso de diagramas.
Los diagramas a emplear no serdn necesariamente los usuales en QED, pero representan algin tipo
de proceso; al hacer uso de diagramas nos facilita el entender y poder desarrollar con facilidad la
deduccion de alguna proceso/ecuacion.

(2.26)

Como convencion si las flechas apuntan en la direccion temporal se trata de particulas, mientras
que para antiparticulas la direccion es la opuesta. Al igual que con la posicion, no se debe consi-
derar como tal la direccion del flujo temporal en una direccion del diagrama, este sirve solo para
considerar un proceso posible.

Cabe mencionar que si bien los diagramas facilitan obtener amplitudes, estos siguen siendo par-
te de una serie infinita de términos (serie de Dyson ).Los diagramas que se emplearan seran

4Se debe aclarar que la posicién como tal no influye, solo es referencia a la posicién de propagacién, no se deben
considerar como coordenadas.
SUn diagrama de vacio es aquel que no tiene estados externos.
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de funcionales (2.13)), donde se engloban todos los procesos posibles, pero siguen una analogfa en
cuanto asignar valor a cada parte del mismo.

¢
Uuit,t)=T {exp l—z/ dt"HI(t")] } : (2.27)
t/

La ecuacion presenta la serie de Dysorﬂ donde H; es la parte de interaccion del Hamil-
toniano total. En la deduccién formal de esta ecuacion se requiere separar al Hamiltoniano en libre
e interaccion, y considerar en el de interacciéon como pequeiio para proceder a hacer una expansion
en serie, mediante un cambio de limites de integracidn se obtiene la expansién de una exponencial.
Por la expansion en serie que se puede hacer de la exponencial, cada término de mayor potencia
tiene mas “componentes”, lo que permite relacionarlo con diagramas de Feynman més complejos,
aunque de igual forma, como se avanza en tal serie, se incluye un factor ¢" /n! (g la constante de
acoplamiento, que tan “fuerte” es la interaccién), razén por la que como se menciond anteriormen-
te, su aportacion va siendo menor.

Teniendo la relacién clara entre funciones de Green, generadores funcionales y valores de ex-
pectacion del vacio, se facilita la comprension de la deduccion presentada en el siguiente capitulo
de la ecuacion de Dyson-Schwinger. Una breve descripcion de los diagrama de Feynman, que si
bien, a continuacién se empleardn los diagramas conocidos como blobs, es util para cuando se
calculen los diagramas de vacio conectados.

6Se omite la deduccién de la ecuacién, una deduccién detallada se presenta en el capitulo 4 de Peskin [3]], mismo
donde se presenta la deduccion de el teorema de Wick.



Capitulo 3

Ecuacion Dyson-Schwinger

Se puede resolver una teoria cudntica de campos al determinar las funciones de Green de la
teoria, dado que las funciones de Green describen la propagacién e interaccion de los campos
presentes en la teoria. Diferentes funciones de Green de la misma teoria estdn conectadas por ciertas
ecuaciones de movimiento, la Ecuacion de Dyson-Schwinger. Al ser derivada de la invariancia
traslacional de la integral de camino, es completamente no perturbativa y describe la fisica de
sistemas en todas las escalas [[16]].

Al describir la propagacion e interaccidn, se les suele llamar las ecuaciones de Euler-Lagrange
de teoria cudntica de campo. Ademads, proporcionan una familia infinita de ecuaciones diferenciales
[10]. En este capitulo se dard una introduccion a esta ecuacion, se realizard una deduccién diagra-
matica para tener mayor nocion de lo que representa. Se introduce la relacién entre el generador
de diagramas conectados y la accidn efectiva por medio de los vértices Irreducibles a una Particu-
la. Concluimos con una derivacién formal de la deduccién de ecuacion de Dyson-Schwinger para
mostrar un contraste de la informacién que se oculta en todo el desarrollo hecho anteriormente.

3.1. Introduccion Esquematica

El uso de diagramas por parte de Feynman facilita la nocién de interaccion en las teorias cudn-
ticas, por tal motivo, se realizard la deduccién de la ecuacién de Dyson-Schwinger a partir de dia-
gramas. La regla principal serd la de interactuar o no interactuar, similar a la empleada en la matriz
de dispersion S'; cuando se le resta la identidad se asegura considerar eventos con interaccion, no
obstante, aqui dejaremos interaccién y propagacion libre (interactuar o no interactuar). Iniciamos
presentando al propagador libre o funcién de Green y su inverso

1 2 © 1 1 .

o =Gy y o~ =(Gy (3.1)
ambos términos son similares, ya que Ggg) = Ggol) y (Go')1 = (Gyt)yy. El primer término es
equivalente al propagador de Feynman mostrado al final del primer capitulo. Ademas satisfacen la
relacion

(Ga M1 GY) = 615 = GG ) ra 3.2)

En seguida tenemos la representacion de los vértices

25
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2 2 3

123 = 1 % ) J1234 = >-<

3 1 4 (3.3)

Los vértices describen las posibles interacciones permitidas a tomar lugar. El valor numérico del
vértice y la amplitud para el proceso es especificado por g (la constante de acoplamiento o carga),
esto da la fuerza del proceso. Sin perdida de generalidad, el tratamiento aqui hecho abarcara solo
casos para vértices con tres lineas, aunque en la teoria a emplear (modelo electrodébil) se tengan
casos de vértices con 4 lineas, como el caso del vértice del gluén, del Higgs, etc. [9], [3]. Ahora,
considerando una amplitud A, oy especificada por N-estados externos, la llamamos una amplitud
de N-estados, esta amplitud puede describir

1. Amplitud de probabilidad de transicion para colisién de 2 particulas en 2 estados (1 y 2), a
terminar en una configuracién descrita por los estados 3,4, ..., V.

2. El decaimiento de particulas en el estado 1 a particulas en los estados 2, 3, ..., N.

Estas amplitudes de probabilidad de condicién general, se representan por el diagrama de N-
estados

(3.4)

El diagrama anterior especifica cualquier amplitud que se siga de la regla de interactuar o no. La
amplitud de probabilidad para un proceso dado, es construido como representacion de los diferentes
diagramas posibles a construir con distinta topologia, es decir, todos los diagramas topolégicamente
diferentes que permitan los propagadores y vértices.

3.1.1. Relaciones de Dinamica

Consideraremos por separado los casos en que puede ocurrir el proceso en cuestion, mediante
los diagramas. Primero, una particula que no tiene permitido interactuar, su tnica opcion es propa-
garse libremente al estado final. El estado final al que llegue puede ser cualquiera, cada uno con su
respectiva amplitud. El respectivo diagrama y ecuaciones se tienen como
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1 N
o
2

F =GO Ay N+ Gﬁ%Am...(N—l)
(N —1)

(3.5)
Para una amplitud de 4 estados con particulas idénticas y sin interaccion, se tiene un resultado
similar al mostrado en (2.25)), con la diferencia de como se representa su diagrama de amplitud.

2 3

() —efel 2 olel) + el
1 4
(3.6)
nuevamente + se mantiene positivo para bosones y negativo para fermiones. Considerando
ahora solo el caso en que la particula interactia, la amplitud del N-ésimo estado para una teoria con
vértices de 3y 4 h’nea{] estd dado como

(3.7)
= 160 g1s Az v + 1G gizsadssi n.

Por lo tanto, la ecuacién general para una particula, es considerar ambos casos, interactuar o
no interactuar. Asf, la expresion general es la suma de los diagramas de (3.5) y (3.7). En base a
los diagramas anteriores, deduzcamos un diagrama que sera tutil mas adelante. Para la amplitud de
2 estados, en una teoria de vértices de 3 lineas se tiene solo propagacion libre a un estado mas el
diagrama de interaccién con un estado externo, esto se expresa como

: 3 H'< (3.8)

El primer diagrama del lado derecho implica el propagador por, la amplitud resultante de la
suma de todos los diagramas de vacio. El segundo diagrama del lado derecho corresponde a la
interaccion, este se puede escribir nuevamente con la opcién de interactuar o no.

'En cuestiones del factor de combinacidn, se tiene la convencién: ”Un vértice de N-lineas lleva un factor explicito
1
de =y
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(- '—Q 3 * (3.9)

Los primeros 2 diagramas del lado derecho corresponden a no interactuar (propagarse libre-
mente al vértice o al estado externo). El tercer diagrama implica interactuar, exponiendo un 2°
vértice con 3 lineas. Con esto podemos reescribir el ’tadpole” o “renacuajo” como

: 2 '—'< =3 '—Qﬁ (3.10)

Hemos contraido en (3.8)) la propagacion del lado derecho; de los 2 términos de (3.8), el primero
se anula pues ya no habria propagacion. En base a este razonamiento, se tiene andlogo para (3.9)),
que su 2° diagrama se anula, asf llegamos a escribir (3.10).

N =

3.2. Diagramas a Ecuaciones Diferenciales
Tras una breve introduccién al uso de notacién diagramética, podemos pasar a trabajar con el
funcional para deducir la ecuacién de Dyson-Schwinger. Al funcional generador Z[J], que es el

conjunto completo de todas las amplitudes posibles en una teoria dada, le asociaremos el siguiente
diagrama

Z[J] = Z %A12...NJ1J2 ey = (3.11)
N=0" "

En base a lo presentado en la seccién anterior, esto se puede escribir como

X )
— 1 1
29 &)

donde — = J son las corrientes o fuentes. Por medio de la derivada funcional (véase
apéndice B) podemos obtener la amplitud en presencia de la fuente

(3.12)

8z |
T 00y 8y Y
Formalmente como se muestra en el apéndice B, debe haber un factor de 7, sin embargo, por el

resto de la deduccion se omitird. Para teorias sin interaccion en presencia de la fuente, la propaga-
cién de un estado “libre” a uno con fuente se representa como

Ay N[J] (3.13)

1 2 )
5 -G (3.14)

Tras realizar una derivada funcional respecto a .J; en (3.12)), se puede ver como
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02\ J d 1 1
6}1 I A [1 + AU+ ARty + o+ A w1 Tw
1 1
= A+ MAQJQ +oeee mAﬂ...NJQJE e Jy

(@)
Hemos obtenido el tadpole del funcional Z[J], por lo que, realizar la derivada funcional expone,

tras remover la fuente respecto a la que se deriva, el estado correspondiente.Es decir, derivamos
respecto a J; y esto exhibid el estado 1. Diagramdaticamente se tiene

2
1 1 1 2 1 3
_ < 1
.— .+ . B +3 @ 3t (3.15)
X

Considerando una teoria de vértices con 3 lineas, el segundo diagrama del lado derecho se
puede escribir como (3.8), solo basta agregar una fuente

- ®
(o - the—e( }® (3.16)

Estos diagramas representan la propagacién libre hacia la fuente, multiplicando a la suma de
los diagramas de vacio, por parte del primero, y el segundo representa los diagramas de vértice
expuesto. Bajo esta analogfa, para cada diagrama de (3.15]) se obtiene

N |—

&
&

® - —® ® (3.17)

(3.18)

(3.19)

En los diagramas del lado derecho se tienen dos factores, el factorial proveniente de la derivada
funcional; el factor en los primeros diagramas del lado derecho es un término de simetria, pensando
que de las N tienen probabilidad de propagarse libremente y por tanto se consideran los N casos.
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En el segundo término el factor de 1/2 es también factor de simetria. Todos los diagramas se pueden
escribir en dos tipos de diagramas, interaccion libre y con vértices, asf (3.15) se reescribe como

=1 29
_2 <+-—< +%°—<+"' )+

)

%Y %Y

® %Y

(3.20)

La parte en paréntesis de propagacion libre (la segunda linea de la expresion anterior) resulta
ser el desarrollo diagramatico de el funcional generador Z[.J], con eso podemos reescribir

—(Z)-—a(2)+} ._.<<++%+... )]

(3.21)

Para la otra parte de la expresion es menos intuitivo, pero se ha factorizando la primer parte del

diagrama, la que concierne al propagador libre y el vértice. Nuevamente en esta expresion se ha
obtenido el desarrollo diagramatico de Z[.J], por lo que se tiene

: 2 H'< * °—® (3.22)

En (3.22) se presenta la ecuacion diagramatica fundamental para la amplitud de un estado en
presencia de fuentes, para una teoria de tres vértices. Ahora buscaremos la expresion analitica
para el primer diagrama del lado derecho de (3.22). Para ello, realizamos la segunda derivada del
generador funcional

327 J ) 1 1
] _ 0 Ay + AgsJs + - Assz a3 + — Agaza oSz s + - - -

0J30Jy 0 2 3! (3.23)
§2Z[J)] '

1 1
5Ty Aoz + AgszJs + §Az334J3J4 + gAzggangszJs + -

Diferenciar el funcional expone la correspondiente etiqueta de estado de las amplitudes, y si
contraemos el vértice, es decir, los estados expuestos los ”’juntamos” en un vértice, se tiene

52Z1J]

1 1 1 1 1
BY ((%)91235135]2 = §G§2)9123A23 + §G§?9123A233J3 + §G501)9123§A23321J3J4 +
1 1
+ §G§01)9123§A23345J3J4J5 + e

Para construirlo, veamos (3.23)) de forma diagramatica, dado como
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3
3
@ E ® ® (3.24)

Comparando esto con el desarrollo en la parte con vértice de (3.21)), agregando a mano los
términos necesario, es decir, multiplicar un medio, un propagador libre por la izquierda y un término

de vértice de 3 lineas ( G(1 9123>

1 :1 o @ ®
2°—'< 2 <o—<—|—+2 .—.<+

(3.25)
esta expresion se escribe como
1 AP 1 1
§G§?9123 5J35[Ji 2G§2)9123 <A23 + AgszJz + 51423321 + o ) . (3.26)
Por lo tanto, podemos escribir algebraicamente a (3.22)) como
60Z[J] 1 AR)
AL 1604, 22 L GO 1z (3.27)

5J, oIy

Asi hemos derivado diagramaticamente bajo la regla de interactuar o no, la ecuacién analitica
fundamental, la ecuacién de Dyson-Schwinger (3.28) para una teorfa de vértices de 3 lineas

0ZIJ) o (1 0P :
(Sjl _GH 59123m+<]1 Z[J] (328)

Veamos el ejemplo de la ecuacién para encontrar la amplitud de 2 estados en una teoria de
vértices de 3 lineas. Por un lado sabemos
oZ[J] 6
616 Jy 0y

Mientras que por Dyson-Schwinger sabemos que

A12J2 All’

5 6zl 6 0 (1 5
_ Z
5T, o o iy s+ ) 21,

donde tras derivar se debe tomar J = 0. Asi obtenemos

1 53
Ay = Gq | = gjos ———— 1 | Z[J]. 2
110 = G <291235J35J25J1, + 011 ) [J] (3.29)

Desde (3.28)), y un tanto mds claro con el ejemplo, podemos ver el porque se dice que se obtiene
una familia infinita de ecuaciones diferenciales. Para cada amplitud se obtiene una ecuacién dife-
rencial, el grado de la ecuaciéon aumenta conforme aumenta la cantidad de estados a considerar en
la amplitud. Ademads, las ecuaciones estan acopladas, lo que dificulta atin mds su solucidn analitica.
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A pesar de esta dificultad, hay un caso que permite solucidn analitica sencilla, cuando se tiene
una teoria sin interaccidn. Al tener este caso, la constante de acoplamiento es nula (g3 = 0),
asi, lo que tenemos que resolver es una sencilla ecuacién diferencial de primer orden. Aplicando
separacion de variables se tiene

6Z[J] 1 0 6Z[J] 1 (0) 1
(5—(]1 = EGH JjZ[J] - m = §5JIG11 Ji = In Z[J] = §J1G11Jj.
Haciendo la sustitucion formal para teoria del campo: .J,, — i.J,,, tenemos para una teoria sin
interaccion

i
Zo|J] = exp (§J1G§? Jr (3.30)

N—

3.3. Generador de Diagramas Conectados

En la seccion anterior se ha hecho la deduccion de la ecuacion de Dyson-Schwinger, sin em-
bargo, el funcional que se ha considerado (Z[.J]) es uno general que abarca todo proceso posible.
En muchos casos los diagramas desconectados no describen fenémenos fisicof’| En esta seccién
buscaremos reducir la ecuacién a procesos en los que sus diagramas solo sean conectados.

Apoyédndonos del tadpole de una amplitud, se tiene

: . (3.31)

El primer diagrama del lado derecho es la suma de todos los tadpole conectados (diagramas de
amplitud de 1-estado). Bajo la premisa de ser diagramas conectados, la linea de particula externa no
tiene mas opcién que terminar en un estado externo, para ello, debe pasar por un vértice, creando
asi, diagramas conectados. Cualquiera de estos diagramas puede estar acompafiado de diagramas
de vacio, que es precisamente el blob del lado derecho que lo acompaiia. Por ahora (3.31)) nos serd
suficiente para poder obtener Dyson-Schwinger en términos de diagramas conectados. Retomando
(3.16), topolégicamente se pueden dividir en dos clases

: + =1 +2). (3.32)

1. Todos los diagramas donde se puede seguir al menos un conjunto de lineas del estado externo
a la fuente: “Hay un camino (de ahi que se le denote con ”C”) del estado externo a la fuente”.

2. Suma de todos los diagramas donde no hay camino del estado inicial a la fuente, estos estan
desconectados.

%En el desarrollo formal del teorema de Abers y Lee, el factor que queda dividiendo en (2.20) se encarga de anular
los diagramas desconectados [3].
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En base a esto se puede inferir lo siguiente, en el primer diagrama del lado derecho se pueden
separar los diagramas desconectados. Mientras que para el segundo diagrama, ocupamos (3.31)
para juntar el blob intermedio con el dltimo blob, el que va a dar a la fuente. Asi, reescribimos la
ecuacidn anterior como

: + (3.33)

En base a los argumentos presentados para poder reescribir (3.16), podemos reescribir -
(3.19).

R

o @l ao{ +

0%

(3.34)

El primer diagrama del lado derecho contiene todos los diagramas con caminos del estado ex-
terno hacia ambas fuentes. El segundo diagrama contiene los diagramas sin caminos del estado
externo hacia las fuente. Los ultimos diagramas aportan igual y son indiferentes; estos son diagra-
mas con caminos hacia una sola fuente. Al igual que para el tadpole, en los diagramas de camino
podemos separar los diagramas de vacio, mientras que en el dltimo (habiendo sumado los dos
originales) se utiliza (3.3T), asf obtenemos

X . (3.35)

Para se tiene

»3

Para el resto de diagramas se procede de manera andloga. Asi, la amplitud de 1 estado en
presencia de una fuente lleva como ecuacion
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R Y
(2) = AW [( )+ )—e +% +% O+
’ X
00
: o (@ O—e+
00
X 0%
X 039
&) R &)
vog —{ee ++%+% Q-+
) 0% ®
_ ®) 3
~——(2)-(2) ++%+$ .
' ® ®
>

(3.37)

X

_|_
S

Introduciendo el generador de diagramas conectados en presencia de la fuente

W)= @)+ +3 Fm s Q%G”'“N‘M T G

En base a este nuevo generador obtenemos una relacion similar a , salvo que ahora lo que
antes eran consideradas amplitudes, resultan ser los funcionales Z[J] y W[J -

——(2)- —W)z) = H =25 (3.39)

Esta ecuacion diferencial se puede resolver facilmente, teniendo como solucién

Z[J] = "V —= W[J]=1nZ|[J]. (3.40)

La deduccién presentada del funcional de diagramas conectados se basé en el hecho de tener
posibles diagramas desconectados en el funcional completo (Z[J]), y por tanto, poder separarlos
del resto de diagramas. Esta deduccion parece engorrosa cuando se consulta la deduccién en textos
avanzados, sin embargo, deja més claro la parte de diagramas desconectados. Como contraste se
tiene a Rivers, quien en su segundo capitulo procede a introducir el funcional de (como el le llama)
Funciones de Green conectadas: “Diferenciando la serie de Z[J] respecto a j(«). Esto da pie a un
campo A externo en «, permitiendo una expansion de funciones de Green. Si seguimos esta linea,
cada funcién de Green puede ser separada en dos partes, la parte conectada a « y el resto. El resto,
por si mismo desconectado, solamente puede ser Z[J]” [[10].
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Por construccién, W|.J] es el generador de las amplitudes conectadas o funciones de Green. Al
igual que Z|J] satisface

SNWIJ]
Gy = ———|/=0- 341
12N 6J1(5J2---JN|J_O (3.41)
Para la primera derivada del generador de amplitudes conectadas se tiene
SWJ] =1
5J1 = Gi + Ngl mth...leJg s JN, (342)

de manera diagramdtica se puede representar como

= (@) e —{u)—e+j (3.43)

La ecuacién (3.42)) no tiene referencia al contenido de la teorfa en cuestion, solo expresa la
estructura polinomial del generador, en términos de la fuente. Para introducir la teoria usaremos la
ecuacién de Dyson-Schwinger para Z|[.J] y la relacién entre Z[.J] y W[J] (3.40). Insertando
esta ultima en la ecuacion de Dyson-Schwinger se tiene

w|,i

0Z[J] 1 0*Z[J]
= GV (4 -7
57, G 91235J36J2+J1 [J]
56W[‘]] 526W[‘]]
— G(Q) _ J W|[J]
5T i (9123 ST dy I

Realizando las correspondientes derivadas, factorizando y eliminando la exponencial se obtiene

SW[J]

44
57, (3.44)

e {Jﬁ L (52W[J] W] (SW[J])} |

0J40J5 d0Js  0Jy

Hemos obtenido la ecuacion diferencial funcional fundamental para el generador de amplitudes
conectadas (3.44). Su representacion diagramatica estd dada por

: ®+ '—< 3 . (3.45)

Lo que hasta ahora se ha tomado como amplitudes, se definieron en términos de los diagramas,
por lo que para teoria cudntica de campo se tienen como los valores esperados de productos de
campos cudnticos. Por ejemplo, la amplitud conectada de 2-estados es la funcién de Green de 2
puntos.
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3.4. Veértices Irreducibles a una Particula

Se ha explorado el funcional a partir de las amplitudes de los procesos posibles, ahora, para
poder encargarse de la totalidad de diagramas conectados se debe explotar su topologia por clasi-
ficacion. Para el funcional de diagramas conectados hemos hecho uso de los diagramas que tienen
un camino que conecta el estado exterior hacia la fuente. Ahora, nos fijaremos en los diagramas
Irreducibles a una Particula (1PI)]

Todos los diagramas pueden ser clasificados Unicamente por esta propiedad topoldgica:
1. Pueden ser cortados en dos, cortando cero (1PI), uno, dos etc., lineas internas.

Bajo esta propiedad, los diagramas de 1PI son aquellos que no se pueden dividir en sub dia-
gramas al cortar una linea interna. Esto conducird a la aparicién de vértices irreducibles a una
particula. Considerando la funciéon de Green de 1-estado conectado en presencia de la fuente, es
decir, la derivada del generador de funciones de Green conectadas

W]
Y1 = 57,

Ademads de ser funcidn del estado expuesto por diferenciacion, el campo es también un funcio-
nal de la fuente. De manera diagramadtica, “El Campo’ﬂ estd dado como

o1 =pild] = , (3.47)

que es justo (3.45), de esta misma expresién se puede ver que el estado expuesto al derivar
WJ], del campo, arroja un propagador libre, que en su posterior propagacién tiene dos opciones

- El Campo. (3.46)

1. Propagarse directamente a la fuente (1°” diagrama de [3.45)).
2. Interactda, sus diagramas se dividen topologicamente como

a) El estado expuesto donde es arrojado un propagador, puede entrar en la estructura de
diagramas conectados, que tienen la propiedad de no poder ser cortados en 2 al cortar
una sola linea interna de propagacion, excepto el propagador arrojado.

Por definicion, dichos diagramas no deben terminar en la fuente; asi, estos diagramas

son subconjunto del conjunto de diagramas de .

A los diagramas obtenidos se les llama: ”Diagramas Irreducibles a una Particula”. Los
- ) e
diagramas 1PI se representan como

3Si bien las siglas serfan I1P, se opta por mantener durante el resto del texto las siglas en inglés 1PI.
“También llamado campo promedio, medio o cldsico. Interpretando la teoria diagramética como una teoria de
campo, la amplitud de 1-estado es el valor promedio de el campo cudntico (en presencia de la fuente).
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b) El propagador arrojado entra en la parte diagramatica irreducible de una particula y
emerge en una parte diagramadtica, tal que el diagrama total se puede cortar en 2 al
cortar una linea interna, en exactamente 1 o0 2, o 3, ... lugares. Todas esta lineas emergen
en una funcion de green de 1-estado conectado en presencia de la fuente, el campo.

Las funciones de Green de 1-estado conectado (tadpole), se representa en términos de
los vértices irreducibles de una particula con tadpoles unidos:

=o—® +'—’++%

donde se han introducido las funciones vértice 1PL, I'1 5 v

2
ISPV

N (3.48)

De acuerdo a la construccion topoldgica, los vértices 1PI no dependen de la fuente J. Con ayuda
de estos vértices, el campo (1) se puede escribir como

1
—Tasap304 +

Y1 = Ggg) (JQ + Ty + Doz + o

1
3,F2345903S04<P5 +-- ) . (3.49)

Juntando los vértices 1PI en un generador, la accién efectiva se tiene como

=1
=Dl o (3.50)
N

Asi, los vértices 1PI se obtienen mediante

0T ]
r = _ 3.51
12..N (5(,016(,02 . 5(’0]\[ |<p—07 ( )
con lo cual se reescribe el campo como
or
o1 =G (J2+ L ]>. (3.52)
dp2

Introducimos la notacién diagramatica para la accion efectiva. El generador de vértices 1PI

@ 7 I‘;‘[fl] (3.53)

Aplicando la funcién de Green inversa ((Gg 1)11G§g) = (512) en (3.49), podemos reescribir
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1
(Go oz = 1 + T + F12802§F123<P2803 + e
(3.54)

1
0=J1+T1+ (—Gyh)i2pe + 2F123%02903 +-
Absorbiendo el propagador libre inverso en la definicién del vértice irreducible de 2 estados:
(I — Gal)lg — I'19, se puede reescribir

0=J + 0 = g+ 55)

El contenido de (3.46) y (3.55)), es que, salvo una constante, la accion efectiva es la transformada
de LegendreE], del generador de funciones de Green conectadas.

Tlg] = W[J] — Jo. (3.56)

ST
En ausencia de fuentes J = 0 —» 1 — 0: ”La accién efectiva es estacionaria con respecto

al campo”. Esto establece que los pombleg valores del campo se pueden buscar entre los que hacen
que la accidn efectiva sea cero.

Con esto concluimos la deduccion esquematica de la ecuacién de Dyson-Schwinger, que co-
mo se pudo notar, abarcé pequefios temas mds alla del funcional completo, como los diagramas
completamente conectados, vértices 1PI y sus respectivos diagramas; esto con el hecho de que al
presentar la derivacion formal, sean mds accesible estos temas. No obstante, la siguiente deduccion
solo abarca hasta la relacion entre el funcional completo y el de diagramas conectados.

3.5. Deduccion Formal

El aspecto primordial para la derivacién de las ecuaciones de Dyson-Schwinger es el hecho de
que la integral funcional de una derivada total es cero [17], por lo que

)
/ Dlel- =0, (3.57)

Considerando una teoria escalar, en base a lo anterior podemos escribir

0= [ Dlg)Lisorine _ / Dl ( ol i J) iSlelHiis:
/ Oy, 9] ¢
58 6
— g D ZS[¢]+ZJL¢L — | — Z
(AR J’f)/ (5o [ =) 240

Para transformar expresiones formuladas en términos de Z a las correspondientes formuladas
en términos de W, podemos usar la identidad

(3.58)

SEscribiendo explicitamente ¢ = 6%&” y %FE]

= —Jj, podemos ver que son las ecuaciones de Hamilton.
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R L (W SN WL, gL
Zi7 s P = 77 (5@;}@-) f[JHZ[J]a(uj)) 5(iT,) f“”a(ué%’”)

que se cumple para una funcion arbitraria f de las fuentes, y puede asi, ser reescrita como una
ecuacion de operador

1.6 0w N §
Zo(iJ;)" 8y 0(idy)

con este resultados podemos reescribir (3.58), con lo que obtenemos

5S [ oW 6
(575;{ {6(@]) * m} + Jk) =0 (3.61)
oW

Expresando J como —g—g, reconociendo 3Gy COMO el campo clasico se tiene

(3.60)

6r'fg] 65 {QH—' 52w 5]
oon oo |© 0GD)3(iT;) 005
El estilo de esta derivacion estd basada en la presentada por Lichtenegger [16]. A pesar de ser
formal, emplea resultados presentados previamente en su respectiva derivacion diagramatica (breve
comparada a la aqui presentada) para poder reescribir la expresion.

En otros casos como con Alkofer [19] y Huber [[18], se presentan deducciones en las que parten
de conocer la relacion entre el funcional completo (Z[J]) con el generador de funciones de green
conectadas (W[J]), asi como tener la transformada de Legendre respecto a la accion efectiva de esta
tltima, equivalente a las funciones de green irreducible de una particula (I'[®]). Claro estas tltimas
referencias ya son articulos y lo que interesa en dichos casos es el obtener informacién nueva, mas
que el trasfondo de su deduccion; incluso Alkofer muestra una forma de calcular la ecuacion de
Dyson-Schwinger mediante calculo computacional.

El desarrollo detallado para llegar a la accion efectiva y los vértices 1PI es necesario para el
siguiente capitulo y el resto del trabajo. Se prosigue a ver el método de accion efectiva irreducible
a 1 y 2 particulas, lo que finalmente nos otorgard el método a emplear para obtener los resultados
deseados.

(3.62)
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Capitulo 4

Accion Efectiva Irreducible

De manera general a la accién se le define como la integral de la Lagrangiana. Cldsicamente,
a partir del principio de Hamilton se pueden obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange y con estas
encontrar las ecuaciones de movimiento del sistema en cuestion. Dadas condiciones de frontera,
esto nos propicia una sola trayectoria posible. Puesto que en cudntica hablamos de probabilidad, se
consideran todos los caminos (integral de camino) y ante el tratamiento cldsico, no necesariamente
se satisface el principio de Hamilton.

Con accidn efectiva nos referimos a una accion reescrita que, en caso de campos cudnticos
al hacer una variacion esta sea nula. Es sabido que con la accién cldsica en campos no resulta
ser nula dicha variacién, entonces, esta nueva accioén (con los términos agregados) se le llama
accion efectiva [20]. La derivacidn aqui tratada se basa en la presentada por Rammer [6]. Para una
deduccion formal se recomienda consultar el articulo de Cornwall, Jackiw y Tomboulis [23]].

Lo presentado hasta el momento considera implicitamente sistemas con temperatura cero, dado
que se aplicardn estas ideas al caso particular de neutrinos solares (capitulo 6), es claro que debemos
considerar un sistema con temperatura, o dicho de otra forma, fuera de equilibrio. Emplearemos la
representacion Irreducible a 2 particulas (2P1ﬂ> para ello es necesario trabajar con integral funcio-
nal. En secciones pasadas ya hemos utilizado la derivada funcional, la integracion funcional puede
verse como su contra parte. Para detalles formales de este tratamiento se recomienda consultar el
apéndice C.

Iniciamos obteniendo una relaciéon de la accion con la ecuaciéon de Dyson-Schwinger, para
poder obtener la ecuacion diagramdtica de esqueleto que satisfacen los vértices 1PI. Posteriormente
veremos a los generadores como integrales funcionales para obtener las expresiones 1PI e 2PI de
la accidn efectiva. El caso 2PI serd el adecuado para trabajar sistemas fuera del equilibrio.

4.1. Accion Efectiva y Diagramas Esqueleto

Introducimos la accidn, definida en términos del inverso del propagador libre y los vértices de
la teoria, dado como

Al igual que con Irreducible a 1 Particula (1PI), se mantendrén las siglas en inglés.

41
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1 1
Sl = —§¢1 (G51>12 P2 + Z ﬁ912...N¢1¢2 o ON. (4.1)
— NI

Empleando la ecuacion de Dyson-Schwinger (3.28), que expresa la dindmica de la teorfa en
cuestion, pude ser escrita de la forma (podemos verlo de la derivacién formal)

05 [337] _
( S22 ) 2l =0, (4.2)

por definicidn se tiene

hs (4.3)

|¢ i 0J

05 [355] _ 98l¢)
01 01
La accion es diferenciada y la derivada de la fuente se sustituye por el campo. Dada la relacién

entre el generador completo y el de diagramas conectados (Z y W respectivamente), usando (3.59)
podemos escribir para N fuentes

il B W] 6 SWIJ] 6

Por como se ha escrito la accién (suma de polinomios), en base a la ecuacién anterior podemos
escribir

55 [ ]

ML 71J) = Z[J]—2L 21 (4.5)
50, 2 =2l
Asi, la ecuacion de Dyson-Schwinger, de la forma (4.2)) se puede escribir como
65 [V 4 2
[6J JJ} + Jl =0. (46)
01

Empleando la forma explicita de la accion para una teoria arbitraria, se tiene

55 [+ 2] SW 6§ 1 SW 6 SW 6
i O YA R e (O Vo (R - oy ) e )
Son (G (5J2 * 5J2)+¥ (N =N (6J2 * (5J2) <5JN * 5JN>

4.7)
A partir de esta expresion se puede recuperar (3.44) para una teoria de 3 vértices, por lo que
esta perspectiva de la accion resulta mds general y sencilla de manejar, en cuanto a teorias con
mas vértices. Con ayuda de este ultimo resultado, volveremos a la transformada de Legendre entre
el funcional W[J] y la accién efectiva I'[p]. Buscamos reemplazar las derivadas de fuentes por
derivadas de campos, para asi, obtener las ecuaciones que satisface la acciéon efectiva. Ademas,
al establecer el campo como nulo ¢ = 0, se obtienen la ecuaciéon diagramadtica de esqueleto que
satisfacen los vértices 1PI.
Por medio de la siguiente igualdad, resultado de emplear la regla de la cadena y la relacién

(3.406)



4.1. ACCION EFECTIVA Y DIAGRAMAS ESQUELETO 43

5 Spy & BWLJ] S

= = = 4.8
(5J1 5J1 (5@2 (5J15J2 (5g027 ( )
con lo que reescribimos (4.7)) como
55 [5% + & SW 6 1 SW 6
R o WAV e (DR et 7 7 - T ...
5 (G, (9”2 T S hody 5902/) + %: (N — 1)172w (SOQ STy 5¢2,)
n PW 6

N 5JN5JN/ (SQON/ .

(4.9)

Insertando (4.6) en (3.46) y (3.55)), obtenemos la relacion entre la accién y la accion efectiva

oT[e] S [p+W'J]F]

= , (4.10)
5@1 5@1
el lado derecho es la abreviacién de (4.9)). Para una teoria de 3 vértices se tiene
ol'[¢] _ 1 1 PWI[J]
— (! - Z oy ———— 4.11
S (G iz + 5 J123P2P3 + 59123 AT (4.11)

diagramdticamente se tiene

@)= oo (W) +} +%

El porque se ha llamado a I'[p] 1a accidn efectiva recae aqui: de omitir las fluctuaciones térmicas
y cudnticas, nos deja solo los primeros dos términos de la figura anterior, la accion efectiva se
reduce a la accion. Esto corresponde a omitir el término W (En el caso de una teoria con 4 vértices
resultan mds términos de este tipo.). Es decir, la ecuaciéon de movimiento exacta para el campo
(3.55), se puede obtener de la ecuacién que determina el campo clésico

65[9]
J1 + =0, (4.13)
01
al sustituir los vértices 1PI en la accién S. Notando que en ausencia de fuentes, J = 0, el campo
hace estacionaria a la accion efectiva. La teoria cldsica estd dada por el campo especificado al hacer

a la accion estacionaria

6S[¢]
(S(pl

la ecuacion de movimiento clasica. El hecho de que estas simplificaciones permiten retornar a
la teoria clasica es una gran ventaja de manejar generadores funcionales:

=0, 4.14)
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Nos otorga ecuaciones que contienen solo propagadores y vértices completos, es decir, las
ecuaciones derivadas corresponden a las ecuaciones de los diagramas esqueleto.

Para la segunda derivada de la accidn efectiva, podemos notar que un tadpole es el campo, y la
derivada respecto a ¢ lo remueve, por lo que la derivada reduce el nimero de tadpoles presentes
(en cada término) en uno. Con esto tenemos diagramaticamente a la segunda derivada de la accion
efectiva (en teoria de 3 vértices) como

DR

Tomando mads derivadas, obtenemos las ecuaciones que cumplen las derivadas de mayor orden
de la accion efectiva, y haciendo el campo cero, ¢ = 0, obtenemos los diagramas esqueleto para
los vértices 1PI.

(4.15)

4.2. Generadores Como Integrales Funcionales

Los generadores capturan situaciones fuera del equilibrio y correcciones cudnticas, expresan-
do toda la teoria en términos de ecuaciones diferenciales. Las funciones de Green se obtienen al
diferenciar el generador funcional, por tanto, se obtienen las ecuaciones de movimiento para todas
las funciones de Green. Al introducir la expresion integral funcional para el generador funcional,
se obtienen representaciones integrales explicitas para las funciones de Green, es decir, soluciones
explicitas de las ecuaciones diferenciales.

Ahora buscaremos hacer notar explicitamente que la integral de camino (2.13)) es una integral
funcional, y por tanto, su argumento es un generador. Para el caso de un generador funcional con
interacciones operamos un propagador inverso en la ecuacion de Dyson-Schwinger (3.28)), con lo
que se obtiene la siguiente ecuacion diferencial

-1 l(SZ[J]_ 1 1 N-1 gN-1
(G055, ~ %:(N—l)!gm"'N i STesaon D) AL @416

por el momento se ha considerado una teoria con un niimero arbitrario de vértices, ademads, se
ha hecho el debido cambio para teoria de campo en el factor 6/6.J — 0/id.J. Introduciendo la
representacion integral funcional de Fourier del generador funcional como

Z\J) = / Do Z[ple'”. (4.17)

Usamos a ¢ como variable de integracion para no confundirla con ¢, empleado anteriormente
para denotar el campo promedio. Empleando la transformada de Fourier funcional, la ecuacién de
Dyson-Schwinger esta dada por

0Z[¢]

1
- iTm = (‘(Gol)m% + ; mgw...z\f@ T ¢N> Z[¢]. (4.18)
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Nos referimos a ¢ también como campo. Empleando la accién dada en (4.1), podemos reescribir

(4.16) como

529 _ 6S[¢]
01 0
con lo que tenemos la representacion de integral de camino del generador funcional (salvo un
factor de normalizacion independiente)

Z[¢] — Z[¢] = €51, (4.19)

Z[J] = / Dpe'SPIHioT (4.20)

En la formulacion de integral de camino (primera seccion del capitulo 2), la ecuacion de Dyson-
Schwinger (4.16) se puede establecer en términos del teorema de integracién: la integral de una
derivada se anula (seccién 3.5), con lo que

0 1S[pl+ipd __
/D¢6¢e =0. 4.21)

En el tratamiento de estados fuera del equilibrio, la accién es especificada solo en términos
de propagadores (libres y sus inversos) y de vértices, capturando toda la informacién de la teoria
de acuerdo a (4.16), expresada como (4.20). Mientras que las amplitudes de la teoria se obtienen
al diferenciar el funcional generador con respecto a la fuente, y aparece ahora en términos de
integrales funcionales

AmN=/D¢m@~me% 422)

Para el generador de funciones conectadas de Green, por su relacion con el generador completo,
se tiene

cWII — -1 /ngeiS[qﬁ]ewﬁJ’ (4.23)

donde N denota el factor de normalizacion que garantiza que WW[.J] se anula para una fuente nula,
WJ = 0]. De la transformada de Legendre entre W y I' , y la representacion de integral fun-
cional del generador funcional (4.20), una representacién integral funcional de la accién efectiva,
el generador de los vértices 1PI, se obtiene

erllel — /D¢€§(S[¢]+(¢—¢)J)’ (4.24)

donde el factor de normalizacion ha sido absorbido en la definicién de la integral funcional. Bus-
camos mostrar que el generador de funciones conectadas de Green se puede expresar en términos
de la accidn efectiva y una integral funcional restringida (IFR)H La reinterpretacion topoldgica pa-
ra escribir el tadpole de W, presenta solo diagramas de 4rbol en su expansion, es decir, tadpoles
atados a vértices 1PIL.

’Integral funcional interpretada en términos de su expansién perturbativa o de manera equivalente, sus diagramas
de Feynman correspondientes, y solo se conservan los diagramas de cierta clase de topologia.
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Esto significa que el generador W[.J] en si mismo, estd dado por los vértices irreducibles atados
a tadpoles, lo que sugiere que el generador W [J], puede ser especificado en términos de la accién
efectiva, I'[¢]; omitiremos dicha demostracién y emplearemos directamente el resultado, dado por

iW[J] = Do exp (il'[p] +ipJ), (4.25)
DAC
donde DAC indica que: Diagramas de Arbol Conectados deben mantenerse de entre todos los
diagramas generados por expansion perturbativa de la integral funcional. Diagraméticamente se
tiene

(4.26)

La suma de todos los diagramas de vacio conectados en presencia de la fuente estd contenida al
mantener solo diagramas de 4rbol, si al mismo tiempo los vértices se intercambian por lo vértices
1PI. La accidn efectiva I'[¢,], tomando para un campo arbitrario ¢,, también se puede expresar en
términos de una integral funcional restringida, mediante

[[¢.] = / D¢ 'S0l (4.27)
DVC1PI

donde DV C'1P1 indica que en la expansién perturbativa, solo los Diagramas de Vacio Conectados
en vértices Irreducibles a una Particula, deben mantenerse de los diagramas conectados generados
por la expansion perturbativa de la integral de camino.

Dada la relacién entre Iy W, se tiene que I'[0] = W]J] para el valor de la fuente con el que
el campo 6W[J]/d.J; se anula. El hecho de que esto se anule, es equivalente a que 6Z[J]/d.J; se
anule, por lo que podemos establecer

0= Suma de los Diagramas de Vacio Conectados en vértices 1PI (DVCIPI) (4.28)

4.3. Expansion en Loop de la Accion Efectiva Irreducible a 1
Particula

Se busca obtener una expresion util para la accién efectiva en términos de los DVCIPI. Con-
siderando una teoria especificada por la accién S[¢] y su correspondiente expresion de integral de
camino para el funcional generador

Z|f] = / D¢ SWITiTe, (4.29)

donde f representa la fuente de una particula. La integral de camino es invariante ante un
desplazamiento arbitrario del campo ¢ —> ¢ + ¢, donde el funcional generador resulta
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Z|f] = /ch e!Slotdaltif(otdo) = ¢iSlooltifdo 7, f], (4.30)

con Zi[f] = [D¢ Slotel=Sal+ifé con esto el generador de funciones conectadas de
Green se vuelve

Wf] = —iln(Z[f]) = S¢o] + féo + Wilf], (4.31)

donde iW[f] = In ([ D¢ exp[i(S[¢ + ¢do] — Slgo]) + if$]). Para hacer ¢ funcién arbitraria,
un funcional de f, elegimos ¢ el campo promedio que afecta la transformada de Legendre de la
accién efectiva, I'[¢], es decir

OW1f]
of
donde la barra especifica el campo promedio (¢ = ). Esto implicitamente da f como funcional
de ¢, f = f[¢], con lo que tenemos

35[¢] Wi\ 66
(545 ) 57 -

Puesto que el término fuera del paréntesis, son las funciones de Green completas, se tiene

$o=¢ =

(4.32)

(4.33)

5S[d) oW,
(5—&4-][—'—5—&—0. (4.34)

La accién efectiva de acuerdo a (4.3T)) y (4.34) puede expresarse como

Llg] = WIf] = of = S[o] + Wi[f] = S[¢] + W[4]. (4.35)

Utilizando (4.34) y el equivalente de 11, podemos eliminar la dependencia explicita en f, y
obtener la expresion para 1; como funcional del campo promedio, ¢, especificado por

iWi[o m/m) exp{ (S[6+ ¢] — S[@]) — i (%[gﬂ + %‘;) } . (4.36)

El objetivo ahora es calcular W;[¢], para mostrar que pueda ser expresado en términos de
DVCIPI, para esto introducimos el funcional generador

65
5= [26 {usip+al-si) - 162 +is6) @37
para la teoria gobernada por la accion S [gz_b, @) = S[p, p| — S[¢p] — ¢55[¢] Es decir, la accién para la

teoria original expandida alrededor del campo promedio, pero mantemendo solo términos de 2° o
mayor orden.

Las funciones de Green en esta teoria estin dadas por la relacion entre el el generador de
funciones conectadas y el generador completo, similar a como se ha venido tratando, zW[&, J] =

In Z[¢; J]. Comparando (4.36) y (4.37), se tiene que
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WA[6] = W(gs T)|,__aw., (4.38)
con esta eleccién, J = —6W,/6¢, el campo promedio (¢ = SWp; J |/0J) se anula para la teoria
gobernada por la accién S por el valor de la fuente J. Por @ es equivalente decir que W;[¢]
es idéntico a la accién efectiva para la teorfa gobernada por S[¢, ¢] para un campo promedio nulo,
['[¢; ¢ = 0].

Puesto que en general I'[¢ = 0] estd dado por los DV C1PI, o de manera equivalente para el
generador de funciones de Green conectadas mediante (Wfllswysss=0), consiste de la suma
de todos los DV C1PI. El funcional W asi, en términos diagramaticos, solo consiste de la suma
de todos los DV C1PI para la teorfa gobernada por S[@, 4.

Para establecer la validez de , diferenciamos con respecto al campo promedio ¢

5;? (5an1 _ /ch <5S¢+¢} 52[;5] _¢5i;¢(5[¢]+wl[¢]))
X exp {z (S[cb +¢] - S[o] - ¢5§g[5¢] -4 06 ) }

el primer término del lado derecho dentro del paréntesis se puede reescribir como

[ 2o e ey i (s16+ - 516 - 5 - T2 ) ) -

d¢
o Lo [ (si0 01— 519 - o5 T) )

+ [ Do (W ¥ %) exp {z (S[eb + - 818 - ¢5‘§5’] - ¢55V21) } |

el primer término al ser derivada total se anula, con lo que

Wy 1 w8 : | o S[d e
5—¢—) = Z Do {5—¢—5 —¢m (S[¢] +W1[¢])}9XP{Z (5[¢+¢] —S[¢] - ¢ 5@—5 —¢ 5¢_> )}
(S]] + Wale . 8S[6] oW,

= o= (TR ) [ (S[¢+¢]‘S[¢]_¢ o )

El primer factor %(5’ (0] + Wi[¢]) = 55;5[ ¢] de acuerdo a (4.8) la funcion de Green inversa, y
por lo tanto distinto de cero, asi, tenemos

. o am L (0S[0] W\
[ oo veso{i (st a1 - 51— 0™ - 072 ) L 0 439

con lo que se muestra que
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W1[@] = suma de todos los DVCIPI para la teorfa definida por la accion S[¢, ¢]. (4.40)

Dividiendo la accién S[¢, @] en su parte cuadrdtica y de interaccion: S[p;¢] = So[¢; ¢ +
Sint[; @], tenemos

~ _ 52S[h _

(661 = 50k = 30D 3o
5 g =S LSl
Smtkbv ¢] - foet N' qb_l . (é_]\[ gbl ¢N

En la expresion de integral de camino para el generador Z ll el factor de normalizacion
[ D¢ expz®P o=/ 1Det¢, se ha mantenido implicito, pero exponiéndolo en la expresion para
la accién efectiva (#.36)), podemos escribir

n N 1 cN—1T T . iS. (b
T(¢] = S[g] — 5Tr [In(iD7[@])] —iln (eimel@@ly 0, (4.41)
donde el dltimos término debe interpretarse como
<ei§mt[¢3;¢]>DVC1PI _ / Do ei%[$;¢]ez‘§m[a€;¢}_ (4.42)
DVC1PI

Hemos desplegado explicitamente la contribucién a un loop, el segundo término de (#.41)), y
en consecuencia tenemos la normalizacioén: (1), p; = 1. El primer término por otra parte, es
sin loop’s o conocida como aproximacion a nivel drbol; especifica el limite cldsico determinado
por lo estacionario de la accion, y el segundo término da las contribuciones de las fluctuaciones
Gaussianas. El dltimo término, la contribucién de mayores loop’s, dan las correcciones cudnticas
debido a las interacciones, correcciones radiativas.

La anterior evaluacién funcional de la accidn efectiva genera la expansion de loop irreducible
a 1 particula (1PI) en términos de los diagramas esqueleto, y asi, se ha hecho una suma parcial
infinita de los diagramas simples de la teoria de perturbacion.

4.4. Accion Efectiva Irreducible a 2 Particulas

Se tomard la accion en irreducibilidad donde solo aparezcan vértices Irreducibles a 2 Particulas
(2P1). Introducimos una fuente de dos particulas /15, ademds de la fuente ya manejada de una
particula ./;, asi como un generador de funciones de Green, donde las funciones de Green conec-
tadas de la teoria estén contraidas a ambos tipos de fuentes. Definido de acuerdo a las expansion
diagramatica en términos de las dos fuentes, viene dado por

B-@ren@rgr I NE WO
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++ t W[J, K]

La notacién diagramética para el generador hace explicito el hecho de que depende de ambas
fuentes, una y dos particulas, como se ha hecho notar en la dltima igualdad. La notacién diagrama-
tica para la fuente de dos particulas es

1
Ky =

El generador consiste de los mismos términos de fuente de una particula, y por lo tanto genera
las amplitudes conectadas (o funciones de Green) de la teoria de acuerdo a

oN W[J K]
0Jy---dJN
ademds, el generador contiene términos de fuente de dos particulas y términos mixtos. La pre-

sencia de la fuente de dos particulas, al diferenciar el generador, puede llevar a la aparicion de
diagramas desconectados, por ejemplo

Gia.n = | 7=0,K=0, (4.44)

2| e o—oiz +
(4.45)

Tomando la derivada con respecto a la fuente de una particula: p; = 6W[J, K|/.J;, podemos
hacer un procedimiento andlogo al de la seccion 3.4 (Vértices Irreducibles a una Particula), ex-
plotando caracteristicas topoldgicas de los diagramas para construir la expansion diagramdtica en
términos de vértices Irreducibles a 2 Particulas (2PI).

Dichos argumentos son:

1. El estado de una particula expuesto puede propagarse directamente a una fuente irreducible
a una o dos particulas. En el caso de dos particulas, su otro estado puede terminar en cual-
quier cosa conectada; estas dos clases de diagramas son como se muestran en los primeros

diagramas de (4.46).

2. El estado expuesto puede entrar en un diagrama irreducible a dos particulas. Tercer diagrama
de (4.46)), o en un diagrama reducible a dos particulas.

3. Un vértice irreducible a dos particulas, por definicién es un diagrama de vértice que no se
puede dividir en dos cortando solo dos lineas, de lo contrario es reducible a dos particulas.
En el caso de entrar en un diagrama reducible a dos particulas, el estado expuesto puede
entrar en un vértice reducible a dos particulas que emerge por una linea en cualquier cosa
conectada, representado por el cuarto diagrama de (4.46); que contiene la auto energfa en la
representacion esquelética donde es irreducible a dos particulas.
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4. Puede entrar en un vértice irreducible a dos particulas que emerge por dos lineas en cualquier
cosa conectada, lo que se puede hacer de las dos maneras mostradas en el quinto y sexto
diagrama de (4.46); o tres o cuatro, etc. lineas.

Analiticamente (#.46)) estd dado como

1
o1 = G (Jo + Kozps + Dy + Sag0s + [o34)Gag + §F234903804+
4.47)

1
+§F2345<P3904905 + F23(45)¢3G51%) + Tog34)(56)G3aGsg + -+ ).

Operando un propagador inverso como se hizo en (3.49) para obtener (3.55), se obtiene

1
0= (Ji + Kiop2 + T1 + (=Gg ' + )12 + Ty23)Gas + §F123902<,03+
(4.48)

1
+§F1234§02<)03904 + F12(34)§02Gg4 + F1(23)(45)G23G45 4 ... )’

que diagramdticamente estd dado como

I 1
_ . 5T[6,G]
ot @ T Ton (4.49)

La ultima igualdad define la derivada de campo de la accion efectiva Irreducible a 2 Particulas.
Juntando las funciones de vértice 2PI con la accion efectiva 2PI
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o0

1

Llp, G = Z ﬁrlz...NSﬁ%@ o on + Ty p1Gas + Tiesyus)p1GazGas + -+ - (4.50)
~ V!

que ademads del campo, es funcional de los propagadores completos. En la accién 2PI, encon-
tramos 2 tipos diferente de vértices, los vértices adjuntos al campo
r. o 9Tl G
12.N = Sor - Opn

que son 2PI, y para las cuales se tiene la notacidén diagramadtica

| 6=0,G=0: (4.51)

9
1.
INTIW :.:'
N (4.52)

Ademas se tienen los vértices adjuntos con propagadores, tal es el caso de

6 o6 & O
01 0Ga3 004 0G5

para los cuales se tiene introduce la siguiente notacion diagramatica

['1(23)4(56) = L', G|g=0,G=0, (4.53)

4

399
[y (23)456) = §:0: 3

1 (4.54)

En términos de la accién efectiva Irreducible a 2 particulas, podemos representar (4.49), tras
haber redefinido I'1» = (-G '+ )12, con lo que se tiene

0=@+ote—(W) +

Por construccion diagramatica, se tiene la analogia con el caso Irreducible a una Particula

ol[p,G] _
) — % = —J1 — K12g02. (455)

OWJ, K] IWIJ, K]
(5(]1 ’ 5K12

Estas dos relaciones dan implicitamente las fuentes como funciones del campo y las funciones
de Green completas

1
Gi=p1= = §(G12 + ©12). (4.56)

J = J[p,d] K = K[p,G]. (4.57)

Puesto que las fuentes son independientes, también lo son ¢ y G entre si. Tenemos entonces
dos generadores relacionados por la doble transformada de Legendre, es decir, con respecto a dos
fuentes
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1 1
Ly, G = <W[J, K| —¢J— 590K80 - §GK> | =T, K], K=K[,K] (4.58)

y obtenemos la segunda relacion para la accién efectiva Irreducible a 2 Particulas y las fuentes

e, Gl 1
= — K5, 4.59
5Cra 5 K12 (4.59)
Para K = 0 se tiene la transformada de Legendre y la accién efectiva usuales, es decir, I'[¢] =
[, G)] para el valor de las funciones de Green para las cuales %ﬁ“’)] = (. Por construccién

['[p, G| es el generador, en el campo variable ¢, de los vértices 2PI con lineas representando las
funciones de Green completas, GG, y I'[¢ = 0, G| resulta asi, la suma de todos los Diagramas de
Vacio Conectados Irreducibles a dos Particulas (DVCZPI)E]

Usando #.58) y (#.59) se pude obtener

r r
ro,Ggl="Tr (G%) —iln/Dng ¢ exp {Z (S[gb] + ¢JO — ¢5 ([S(ZG]> }+i ln/ng ¢ exp(iSo[d)),
(4.60)
donde J© es el valor de la fuente para el cual 6W[J, K]/5.J se anula, es decir, el tadpole se

anula. Por construccién I'[p, G] es el generador con respecto al campo ¢, de funciones de vértice
2PL

4.5. Expansion en Loop de la Accion Efectiva Irreducible a Dos
Particulas
Buscamos la expresion de la accion efectiva en términos de los Diagramas de Vacio Irreducibles

a 2 Particulas (DV2PI). Mediante la representacion de integral de camino de los generadores, el
funcional con una y dos fuentes es

Z|f, K] = /D¢> exp {iS[ng] +idf + %¢K¢} = WIHK] (4.61)

Las derivadas del funcional generador proporcional al campo promedio (§W/5f; = ¢;), y las
funciones de Green de 2 estados, de acuerdo a

ow 1 ,- -
5K 1o =5 (¢1¢2 + ZG12) ) (4.62)

donde iG12 = 1o — P19 y abreviamos ¢1 s = [ D ¢1¢2 exp {iS[¢] + igf + L¢K ¢} para
la amplitud A;,. La accién efectiva irreducible a 2 particulas, la doble transformada de Legendre
del funcional generador de las funciones de Green conectadas I'[¢, G| = W|f, K] — f¢ — %(;BK o —
%GK , que satisface

3Recordar que se preservan las siglas en inglés para Irreducible a 2 Particulas (2 Particle Irreducible).
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or - or  —i
—=—f-K — =—K. 4.63
53 f—K¢ y 5G9 (4.63)
La doble transformada de Legendre se puede hacer de forma secuencial, para ello primero
definimos para una K fija

L] = (WIS, K] = 0f) lawgs_; (4.64)
entonces definimos GG de acuerdo a
oTK[g] 1,
% =5 (90 +iG) , (4.65)
y ala accién efectiva de acuerdo a
_ S
L6, G) = I¥[6] - 36K — SGK. (4.66)

El hecho de que las definiciones de las funciones de Green y la accidn efectiva sean idénticas,
se sigue de la identidad

TG (WLKS, VLKL g3r) _ oW K]
WK
S5F

|5W§J},K] —5 (4.67)

oK 5f 0K 5K 0K 3 oK

Considerando K fijo, ' [¢] es la acci6n efectiva para la teorfa gobernada por la accién S [¢] =
Slo| + %gbK ¢; entonces, consideramos el generador funcional

ZK[f] _ /D¢ oS gl +iof (4.68)

El generador de las funciones de Green conectadas, para un K fijo y la accién efectiva son
respectivamente

WHRf] = —iln ZX[f] y IX[g] = WH[f] — o f. (4.69)

Usando el método de evaluacion funcional de la accién efectiva se puede obtener

g = $%[g] + Wi (9], (4.70)
donde
- - - 5SK[p SWE[o
WG] = —itn [ Do exp {i (5510441 - 55101 - 628 - s EEN L
Introduciendo el funcional I'y de acuerdo a I'[¢, G] = S[¢] + %Tr In G’l_—l— %T rD7 @G +
[y)p, G) — %T r1, con el inverso del propagador D definido como D1 = %%?. Usando (4.66) y

(4.70) se tiene
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Iy, G| = —%Tr(w—l[cﬁ] + K)G — %Tr InG™ + W] + %Tm. (4.72)

Por dltimo queremos mostrar que ['; es la suma de todos los diagramas de vacio irreducible a 2
particulas, en una teoria con vértices determinados por la accién

[ee] N 7
Sint[; @] = ié—smcb b, (4.73)

y las lineas de propagador por las funciones de Green GG. Primero se elimina la fuente de dos
particulas K

6G G

empleando (4.66), (4.70) y (4.71)), 1a accién efectiva I'[¢, G] puede reescribirse como una inte-
gral funcional

o5 = [ Do exp i (571061 - 5710 -2 —¢5W£[“5])} Y

x /(8" 19]-30K6-5GK) = (i(S¥[6]-30K6—5GK) ZK 4]

K =2i =G ' =D '¢] + 2 (4.74)

(4.75)

Introduciendo el generador Z%[¢, J] = [ D¢ exp {i(SK[gb + ¢ — SK[¢p] — ¢5S 6] 4 qu)}

mediante el método de evaluacién funcional se obtiene 6Z[¢, J]/5.J] J=—swi 55 = 0. El valor
promedio de ¢ se anula en la teoria gobernada por la accién

K7 K n K 5SK
S¥16,01 = 5¥Ip + ) - 516] - o=, (4.76)

cuando la fuente toma el valor J = —§W[ /§¢. Usando (4.63), (4.66) y (4.70) se obtiene

55¥[5)  OWE[]
T 750 "

asi, la expresion en integral funcional para la accidn efectiva irreducible a 2 particulas es

=0, 4.77)

TGl — g—§¢K¢+§GK/D¢ ei(SK[¢+q3]+f¢)7 (4.78)
usando li para eliminar la fuente f = — 2iss oL 5 - ¢, se obtiene
- 5F
I[6,G) — 0T, G] = —iln / D¢ S0l (4.79)
oG
donde
0T, G] . o[, G]

S[¢, G5 0] = S[p+ ¢] — ¢ +i¢

5 o0 (4.80)
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Diferenciando (4.79) con respecto a GG se tiene

o= OTlo.Gl ., 9T[6. G () 52T, G

— — 4.81
3GoG 5Gog saoc ' 99) (4.81)
donde (- - - ) denota el promedio con respecto a la accién S[¢p, G; ¢]. La accién en (4.76) con el
término —dW /§¢, agregado a la accién en (4.80), difiere por una constante —S[¢], con lo que se
puede concluir que el valor promedio es cero para la acciéon S[¢, G; ¢], es decir, (¢) = 0, con lo
que podemos simplificar

G = —i{¢9), (4.82)

es decir, G es la funcién de Green completa para la teoria gobernada por la accion S[¢, G; ¢).
Finalmente reescribimos como

Gl =D'o]+ K - X[p,G] = Gy' = %9, G, (4.83)
donde
Y[, G] = 21% (4.84)

Puesto que D~![¢] + K es el inverso de la funcion de Green libre, y G~ es el inverso de las
funciones de Green completas gobernada por la accién en (4.80), con lo que se puede concluir
que X es la auto energia, y es por tanto, la ecuacion de Dyson. Dado que la auto energia
) es la suma de los DV C'1PI, podemos concluir finalmente que I'; estd dado por la suma de los
DVC2PI.

Con esto se muestra que la accion efectiva se puede escribir de la forma

I, G] = S[¢] + %Tr NG+ %TTD_l[gb]G + g0, G] — %Trl, (4.85)

donde T';[¢, G] como se vi6, es la suma de los DV C2PI en la teorfa con la accién ¢G~1¢/2 +
Sintl@ : @). T2[p, G] se determina por la usual expansién Feynman-Dyson-Wick, y solo los dia-
gramas de vacio se mantienen, que al abrir una linea proporcionan diagramas de auto energia
[23], como veremos mds adelante, esta serd la forma de verificar los resultados de los diagramas de
vacio.

Se ha abarcado en general la ecuacién que describe fermiones, asi como el método a emplear
para determinar la accidn efectiva mediante los diagramas de vacio, solo resta establecer la teoria
donde se trabajaran los neutrinos, que serd el caso del modelo electrodébil.



Capitulo 5

Teorias de Norma

Las teorias modernas usadas hoy en dia en el modelo estdndar de la fisica de particulas, para
la descripcion de la interaccion de particulas, son todas teorias de norma. El término norma (tra-
ducido del inglés gauge) se relaciona con una caracteristica particular de estas teorfas, simetria de
norma (gauge symmetry) [24]. En cuanto a simetria tenemos una nocién mds clara, efectuar alguna
operacion (transformacion) al sistema y que este sea indistinguible a como era originalmente, nos
referimos a que las leyes fisicas sean invariantes. Dichas transformaciones usualmente se conocen
como invariancia de las leyes. Se tienen dos tipos de invariancias, global y local. La primera impli-
ca aplicar la transformacién a todos los puntos espacio-temporales de manera simultdnea. Mientras
que en la local, diferentes transformaciones se efectiian en distintos puntos espacio-temporales [13].

5.1. Teoria de Yang-Mills

Para introducir las teorfas de Yang-Mills, primero consideremos la Electrodindmica Cudntica
(que no es una de ellas). Considerando su lagrangiano libre (lagrangiano de Dirac) Lp = (i@ —
m)i, este es invariante bajo la transformacién de fase ¢(z) — exp(—igA)i(x), con A € R.
Esta simetria global de U(1) se generaliza a una local haciendo A — A(z), es decir, tenemos
una transformacion de fase independiente para cada punto; a esto se le llama invariancia de norma
Abelianaﬂ No obstante £ no es invariante ante esta simetria, para ello se deben agregar mds
términos al lagrangiano. La derivada se reemplaza por una derivada covariante D, definida por

D, = (0, +iqgA,), (5.1)
donde A, es un campo vectorial 1lamado “Campo de Norma”. El campo vectorial debe tener la
transformacion

A, — A, +0,AN = D) — exp(—igA)D,. (5.2)

Con lo que el lagrangiano £ = ¢ (iv*D, — m)iy es invariante de norma. Considerando los
términos invariantes de A, se agrega el término F), = 0,4, — 0,A,. La densidad lagrangiana

'Una teorfa se dice es abeliana cuando sus generadores conmutan, en el caso de teoria de norma, implica que
las transformaciones de norma pueden efectuarse en cualquier orden. Por el contrario, en una teorfa no abeliana no
conmutan.

57
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resultante (5.3]) describe un campo vectorial no masivo, no se le puede dar masa a A, dado que el
término de masa A, A" no es invariante ante A, — A, + 9, A [25].

L= —}lFWFW + () — m)ap. (5.3)

Las teorias de Yang-Mills son una generalizacion de la Electrodindmica Cudntica, con multiples
particulas no masivas de espin 1 que pueden interactuar entre si. Los lagrangianos para teorias de
Yang-Mills estdn constrefiidos por una generalizacién llamada “invariancia de norma no abeliana”
[4]. Ahora bien, considerando a ¢ invariante bajo la simetria global SU(2), entonces ¢ — U,
con U una matriz especial unitaria de 2 x 2. En general U siempre puede ser escrita como

U = expli(a111 + aome + as73)] = exp(ia’t,), (5.4)

donde 7, son las matrices de Pauli. De manera infinitesimal se tiene ¢ — ¢ + 1a*7,¢. Como
en el caso de QED con U(1), ahora se promueve la simetria global SU(2) a una simetria local,
ascendiendo o a funciones reales del espacio-tiempo «*(x). Para hacer los términos cinéticos
invariantes bajo la simetria local, se asciende la derivada ordinaria a una covariante

Dy = (9, — igA®7,)o. (5.5)

La debida transformacién de los campos de norma estd dada por
1
Al(r) — Al(x) + gaua“(x) — [ (z)ae(z), (5.6)

donde ¢ es la constante de acoplamiento y f* las constantes de estructura del grupo SU(2).
El tnico término cinético invariante de norma para A, estd dado por

1 1
L=—7 (0uA) = 0,4, +gf " ALA)) = —2(F}L)°. (5.7)

a

Sabemos que los generadores del grupo (7%) no conmutan, por lo que se tiene una simetria de
norma No Abeliana. Las constantes de estructura en cada simetria son distintos, pues como veremos
mds adelante en el modelo electrodébil al considerar el grupo SU(2) x U(1), las constantes de
acoplamiento se distinguen, en general denotadas por g y ¢’ respectivamente [13]]. A pesar de ello,
el lagrangiano que se suele presentar como el de Yang-Mills es @, pero considerando la ], de
[3]], asi, el lagrangiano de Yang-Mills es

Lyas = — 3 (Fo)? + 0 — m). (5.8)

En su articulo, Yang & Mills realizaron la invariancia para el isospin (SU(2)), definiendo la
’isotopic gauge” como una eleccion arbitraria de elegir la orientacion de los ejes de espin isotdpico
en todos los puntos del espacio-tiempo (una fase), justo como en el caso electromagnético. Aunque
entonces se decia que los bosones de norma debian ser no masivos (al igual que el foton siendo el
bosén de norma en U (1)) [26].

En la mayoria de textos introductorios a teorfa de campo, se suele optar por la norma de Feyn-
man (§ = 1), esto con el fin de facilitar los cdlculos. Este término aparece por ejemplo en el
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propagador del fotén (5.9) (calculo aqui omitido), donde con la anterior eleccion, se reducen los
términos.

) i ) Jhk
DI = e (- - 055 ). 59)

En la deduccion formal del anterior propagador, es necesario introducir un multiplicador de
Lagrange en el lagrangiano, de la forma ﬁ(auAu)Q- Para el célculo del propagador de bosones
de norma en una teoria no abeliana, mediante integral de camino, se requiere agregar un término;
dicho término es de la forma é@“Du. Faddeev y Popov optaron por representar el determinante
como una integral funcional sobre un nuevo conjunto de campos anti conmutativos

det (gaw» = /DcheXp {z’/d‘lxc(—@“DM)c] : (5.10)

Donde c y ¢ son escalares de Lorentz que anti conmutan, llamados “fantasmas” (ghosts) y
“anti fantasmas” de Faddeev-Popov, y hay un par para cada campo de norma. Las excitaciones
cudnticas de estos campos tienen una relacion errénea entre espin y estadistica, por lo que no
pueden ser particulas fisica [3]]. Los ghosts son necesarios para tener la respuesta correcta en teoria
de perturbacién, al menos en normas covariantes, a pesar de ser objetos no fisicos. Surgiendo como
un artefacto de insistir en una norma en la que el propagador de los bosones de norma sea
covariante de Lorentz [4].

(A (x)AL(y)) (gw —(1-9) k‘,;];) 5. (5.11)

- k2 + ie

El lagrangiano para los ghosts estd dado por

Lohost = ¢ (—070% — g f*°AD) ¢, (5.12)

5.2. Rompimiento Espontaneo de la Simetria

Hemos visto que la invariancia de norma local en QED requiere que el campo de norma A, (z)
sea no masivo. Este campo de norma determina el campo electromagnético, cuyo cuanto, el foton,
es justamente no masivo. Para implementar la invariancia de norma en las interacciones débiles de-
bemos encontrar un método de generar bosones de norma masivos, sin embargo, cualquier término
de masa rompe la simetria. El inico método conocido de lograrlo de manera renormalizableﬂ es el
Rompimiento Espontdneo de la Simetria (RES).

La inspiracion de este método se basa en el comportamiento colectivo de algunos sistemas de
muchos cuerpos. Considerando un material ferromagnético con campo magnético externo cero.
Mediante el modelo de interaccion espin-espin de vecinos cercanos de Heisenberg, cuyo Hamilto-
niano es

2Se han absorbido las divergencias en una redefinicién de las magnitudes fisicas o mediante la adicién de contra
términos al Lagrangiano [27].
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1
H=—§JZUZ»-JJ~. (5.13)
2y}

‘H es invariante bajo rotaciones, por lo que el operador unitario U(R) que describe la rotacién
R, conmuta con H = [H,U(R)] = 0. Sin embargo los eigen estados no siempre son invariantes
rotacionalmente. Ademds, debajo de la temperatura de Curie (7¢), el estado base del sistema tiene
una magnetizacion distinta de cero M, que no es invariante bajo rotacion. Entonces el estado base
|M) y el estado |M') se relacionan mediante M; = R;;M; (son degenerados, tienen la misma
energia).

Del estado base subiendo la temperatura por encime de la de Curie ()M se desvanece), volvien-
do a disminuir por debajo de T en general el estado base tendrd una magnetizacion M’ # M.
Asi, la simetria reside en la degeneracion del estado base; cualquier estado base no es simétrico,
puesto que los puntos de magnetizacion estdn en una direccidn definida. Esta direccién es elegida
“espontdneamente” por el sistema conforme se enfria [23]].

5.2.1. Rompimiento Espontaneo de Simetrias Discretas

El andlogo del estado base de un sistema de muchos cuerpos en fisica de particulas es el vacio.
Se debe considerar el Hamiltoniano de la teoria invariante bajo la simetria, pero que el vacio este
caracterizado por algiin campo que no sea invariante bajo la transformacién de simetria. El vacio
es invariante rotacionalmente, entonces la simetria interna que nos interesa, debe estar rota por un
campo escalar que tiene un valor distinto de cero en el vacio. Este campo escalar es llamado Campo
de Higgs; se postula su existencia para romper espontaneamente la simetria interna [235]].

El Lagrangiano mas simple para tal campo escalar estd dado por

1 1 A
L= 5(8@)2 - §u2¢>2 - Wﬁ? (5.14)

El operador de campo ¢(z) tiene un valor de expectacién en el vacio distinto de cero, y al ser
el vacio invariante ante rotaciones, tal valor no depende de las coordenadas, es decir

(016() |0) = pel(z) = ¢ # 0, (5.15)

donde ¢. se determina al minimizar el potencial efectivo, que en este caso estd dado por los
tltimos dos términos de (5.14)). La tnica simetria en este modelo es que es invariante bajo la
transformacion discreta ¢(z) — ¢'(x) = —¢(x). V tendrd un minimo absoluto si A > 0. Cuando
©? es positivo, V' solo tiene un minimo en ¢ = 0, y u es la masa del campo. V' tiene un minimo
con ¢ distinto de cero dado por yi> < 0 = ¢, = £(—6x2/)\)"/?; sin importar el signo a tomar,
se rompe la simetrfa.

Definiendo un nuevo campo con un valor de expectacion en el vacio (VEV) nulo:
=0 — . = (0] ¢10) = 0. Con este valor de ¢, el lagrangiano se reescribe como

17 - T NS 1
L=35 (0,0)° + Mﬂ — (<b4 + 4¢3¢c) - Zu%i (5.16)

El término ¢ muestra que la simetria estd rota “espontdneamente”, como se esperaba [4]].



5.2. ROMPIMIENTO ESPONTANEO DE LA SIMETRIA 61

5.2.2. Rompimiento Espontaneo de Simetrias Globales Continuas

La teoria de campo escalar complejo es el caso mds sencillo, es invariante bajo las transforma-
cién de norma global U(1) : ¢(x) — ¢/(z) = e 7A@ ¢(x) y ¢p(2)* — ¢'(z)* = 2@ p(2)*0,
con ¢, A € R. Restringiendo a teorias renormalizables, el lagrangiano es de la forma

A
L= (0u0)(0"¢") — 20" — 7 (6¢")" (5.17)

Pidiendo que A > 0, vemos los casos posibles para 2. De ser u? > 0 el potencial absoluto en
¢ = 0, en cambio, cuando p* < 0 el potencial tiene un minimo ¢, # 0; que satisface |¢.|> = 2u?/\.
Sin embargo, en este caso se tiene un circulo de minimos degenerados, pues esta condicién no fija
la fase de ¢.., debido a la invariancia de norma.

Cualquier eleccion particular de ¢, rompe la simetria espontdneamente, puesto que bajo la
transformacién de norma, el estado base |¢.) se transforma en un diferente estado base |~ ¢,.).

Definiendo un nuevo campo con un VEV nulo; sea ¢ la fase de ¢., entonces ¢. = \%ve”, con

v = (—4p2 /N2, similar a ¢ [4].

Expresando ¢ en términos de dos campos reales ¢; y ¢o, mediante ¢ = \/Li(gzbl + igy)e®
Dado que (0] ¢ |0) = ¢, solo ¢, tiene un VEV# 0: (0] ¢; [0) = vdiy (i = 1,2). ¢1 y ¢, miden
desviaciones del punto asimétrico P en las direcciones radial y tangencial del circulo de minimos
degenerados que pasa por P. Con esta nuevas variables el lagrangiano se expresa como

£ = 3 [@b+ @ -6 - 5 [0+ @] = 2 [+ 6] - 15
(5.18)

La simetria se rompe espontdneamente, el campo ¢; tiene una masa cuadrada de —242, esto
debido a que el potencial tiene un minimo en P, en el plano $5 = 0. La nueva caracteristica es que
el campo ¢, es no masivo. Dado que $» mide desviaciones en la direccién en la que el potencial es
plano, debido a la simetria de norma.

Dichos modos no masivos, que surgen de la degeneracion del estado base después del rompi-
miento espontdneo de la simetria, son llamados "Bosones de Goldstone”. Tales bosones son una
consecuencia general del rompimiento espontdneo de la simetria global continua. Adema4s, las ma-
sas de los nuevos campos a definir en el proceso (los que satisfacen VEV=0), son los eigenvalores
de la matriz de masa (u?);; = 8§i¢jV|¢:U (23]

5.2.3. Mecanismo de Higgs

El rompimiento espontdneo en simetrias globales continuas genera bosones de Goldstone, sin
embargo, si hay un bosén de norma asociado con la simetria rota, este causa que el bosoén de
Goldstone desaparezca y el bosén de norma se vuelve masivo mediante un procedimiento conocido
como mecanismo de Higgs [4].

Considerando el caso de QED escalar, se tiene el lagrangiano dado por

* * )\ * 1 v
L= (Dup)(D'e") = pop" = L (p") = T Eu ", (5.19)
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donde Do = (9, +iqA,)¢y F., = 0,4, — 9,A,. Cuando p* > 0 la invariancia de U(1) no
estd rota y el lagrangiano describe particulas escalares de masa p y carga ¢, interactuando con un
campo electromagnético no masivo.

En el caso p? < 0 la simetria se rompe espontdneamente y ¢ adquiere como VEV (0| $() |0) =
\/%vei‘s (0 arbitrario). En términos de los campos ¢; (i = 1, 2), la derivada covariante se vuelve

i
Dyp = E 0,81 +i(0uP2 + quAL) + iqAL(P1 +iB2)] . (5.20)

El antiguo bosén de Goldstone ¢, estd atado al campo de norma no masivo A,,. A parte de los
términos de interaccion, ¢ y A, entran en el lagrangiano solo con la combinaciéon A), = A, +
qivau@. Es decir, debido al RES el campo de norma estd combinado con un modo de Goldstone
(¢2). Esto sugiere que el campo A, tiene masa distinta de cero. De eliminar A, en favor de A’ se
encuentra el término de masa para el campo Aj, como m(A’) = qu.

Mediante la transformacién de norma particular A(z) = qivgég(x), A’, puede obtenerse de A,,.
Por tanto, toda la dependencia de L sobre (, puede ser absorbida en una transformacién de norma

diferente. Tomando ¢ = \/%(v + @1 + ip2)e®, bajo la transformacion de norma p — ' =

e"ithy = \/Li(v + @4 +ipy)e’. Entonces eligiendo gA = tan~[@,/(v + $1)], se puede hacer que
@5 = 0. A esta eleccion se le llama "Norma Unitaria”.
En esta norma se denota ¢ por H, entonces p(x) — ¢'(x) = \/%[v + H(x)], lo que otorga

. . ; el . ’ . ’
como derivada covariante a Dy, — (Dup) = 5 (0.H +iquAj, +igALH ), donde ahora A},
es el campo A, con la transformacién de norma. Dada la invariancia de norma de la densidad
lagrangiana, con esta norma y reescritura de campos se tiene

L= %(@LH)(@“H) + %quLAI“(’U + H)* — %;ﬂ(v + H)? — 1—)%)\('0 +H)'—F, F'"™. (5.21)
El modo de Goldstone ha sido completamente “comido” por el bosén de norma transformado
A’,, que tiene masa qv. Queda un campo escalar H, el campo de Higgs, que es real y con masa
(—2p2)"/2. Antes se tenia un bosén de norma no masivo con dos modos y un campo complejo
¢ compuesto de 2 campos reales. Ahora se tiene un campo vectorial masivo A con 3 modos
y un campo escalar real H [25]]. Con esto se concluye una breve introduccién del rompimiento
espontaneo de la simetria, solo resta ver en concreto el modelo electrodébil, que serd donde se
empleard la accion efectiva.

5.3. Modelo Electrodébil

El modelo estdndar describe las interacciones fuertes, electromagnéticas y débiles de particulas
elementales en el tratamiento de teoria de campo. Es una teoria de norma basada en el grupo de
simetria local SU(3)¢ x SU(2), x U (1) El grupo de norma tnicamente determina las interac-
ciones y el nimero de bosones de norma vectoriales que corresponden a los generadores del grupo.
En el modelo estdndar las interacciones electrodébiles se pueden estudiar de manera separada a las

3Los subindices denotan Color, quiralidad Zurda (Left-handed) e hipercarga débil respectivamente.
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interacciones fuertes, debido a que la simetria bajo el grupo de color SU(3)s no estd rota y no
hay combinacién con el resto de sectores. Mientras que las interacciones electromagnéticas y dé-
biles deben ser tratadas juntas dado que puede haber una combinacién entre los bosones de norma
neutrales de SU(2), y U(1)y [1I.

La unificacion electrodébil se basa en el rompimiento de simetria de SU(2), x U(1)y —
U(1)gy. La simetria de alta anergia U(1)y es distinta de la de baja energia U(1)g), asociada
con el electromagnetismo. Esta simetria estd rota debido a un valor de expectacién del vacio de un
doblete complejo de H con hipercarga 1/2, llamado doblete de Higgs [4].

Se puede agrupar a las particulas que sienten la interaccion débil en estados de un multiplete
con propiedades similares a las del espin. Dado que la interaccién débil solo actia en particulas
izquierdas, estas se encuentran en una representacion diferente a las particulas derechasﬂ

B, = (’; l) , (5.22)
L

donde [ = e, uu, 7, mientras que la parte Derecha transforma como singulete, es decir

lr y VIR (5.23)

Expresiones similares se tienen para los quarks, que a pesar de formar parte del modelo elec-
trodébil, no serdn tomados en cuenta con el fin de facilitar los posteriores cdlculos. Se define el
operador de isospin débil

7= (1,737 = (¢}, 0%, 0%), (5.24)

donde o* son las matrices de Pauli. Las particulas en el doblete de la forma de son eigen
estados de del operador 73. Para poder tener invariancia de norma local, se deben introducir tres
campos vectoriales bosénicos de norma W (a = 1,2, 3) asociados con los tres generadores 7¢ del
grupo SU(2), y un campo vectorial bosénico de norma B,, asociado con el generador Y del grupo
U(1)y. La derivada covariante se da por
. .y
Dy =8+ SWir" + 2.B,Y. (5.25)
Esta derivada covariante contiene dos constantes de acoplamiento independientes: g asociada
con el grupo SU(2), y ¢’ asociada con el grupo U(1)y. El lagrangiano del modelo electrodébil
es aquel renormalizable e invariante bajo la simetria local de grupo SU(2), x U(1)y, escrito en
términos de los campos fermidnicos, los campos bosénicos de norma y un doblete de Higgs

Lz 7 1 a auv 1 v 1
£=)  (BuilEy + Igillg) — Wi, W = 2B, B + (D) (D) — i*plo — 2 A(¢l0)’.
!

(5.26)
Las derivadas covariantes corresponden a las mostradas en (5.25)), salvo el término con lepto-
nes derechos, en cuyo caso se tiene D,lp = (9, — igB,)lr. Ademds W¢, = 9,W2 — O,W3 —

pv

“El hecho de que los leptones se presenten en espinores de Majorana y solo con la parte Left se derivé fenome-
nolégicamente de procesos débiles. Ademads, para antifermiones es al revés,los dobletes se componen de particulas
derechas, mientras que los singuletes de izquierdas [28]].
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9" *WiWs, B, = 0,B, — 0,B,.y ¢'(x) = (G, J5(v + H — iG”)). Al lagrangiano presentado

anteriormente se pueden agregar términos de Yukawzﬂ asi como ghost (Faddeev-Popov) que de
igual forma sean invariantes de SU(2) x U(1), estos dados como

= Gy (Bl + et Eip) =0,m;0"n " —g f " (0uni)n Wi—Enan® ((0) T T o + o' T'T* ()
!

(5.27)

donde (p)T = \%(O, v), T" = S6° y T' = £1. Se definen los campos W3 como

1
Wt =—
V2

Se suele escribir el campo electromagnético A,, como una combinacion lineal de Wlf’ y By, a
través de una rotacién por medio del dngulo 0y, mientras que su ortogonal se asocia a Z,,

(W, 7iw?). (5.28)

A, = B, cos by — Wj’ sin Oy , Z,, = B, sin Oy + Wj’ cos By . (5.29)

Invirtiendo las relaciones anteriores, se suele reescribir el lagrangiano. Las expresiones inversas
estan dadas por

1

1_ - 2 _ -
W, = 7 (Wr+w,) . WE= 7 WS —-w,) (5.30)
B, = A, cos by — Z,sin Oy , Wi’ = A, sinby + Z, cos Oy . (5.31)

Mientras que para los ghost, sus relaciones inversas son

1 )
2 + - 3 + _
— + , = — — 5.32
1 \/5(77 n) 1 \/5(77 n) (5.32)
1 _ v Z 4 v Z
n =mn" cos Oy — n” sin Oy , n* =n7sin by + n” cos Oy . (5.33)

Con estas expresiones se puede reescribir el lagrangiano del modelo estdndar (5.26] para
obtener explicitamente los términos que involucran Higgs, se tiene para la parte escalar

2

. 90 .
Lpse = |0'GT +ieA'GT + g 0s0w) e + Wty + H 0G| +
2 cos Oy 2
+ Y g yrong + L8"(H +iGY%) — __" ZM(v + H +iG) 2 +
V2 V2 V2 2v/2 cos Oy

! 2H2——>\UH GYG™ + = (G02+H2)1 2

2
+ 02 2
5 5 [GG +3 (G +H)}

STérminos de interaccién entre campos escalares y espinores.
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Low(H) = SLAH (GW+ G W) + S H (W 0,67 = Wi9,6%) +

* %g(a“H ) (WoGT=WiGT) + ‘924C§§s(29iW) HZ, (GTW; + G W,) +

B ﬁHZM (WrG-+w,G") + gZQ (2v0H + H?) (I/V;WM_ + sec” ZMZM) +
- Safe bir] g de]-

+ mzu (G0, H — H3,G).

Para el término de Yukawa se puede obtener

(—gmu) T— 7 gmu - gy
Ly = ~———2 (pGT Pgl + 1G~ Pryy) — myll — [HI — ——I1G "1 5.34
Y Z 2y ( ! R L z) l 2y e (5.34)
Ly(H) = -2 7. (5.35)
2mW

Por ultimo, la parte de Faddeev-Popov se reescribe como

EFP(H) _ ngH *Z Z 5 WH,r]*:I: :t (536)
v
Los términos de masa estan dados por
2 Ly, o _ L 2,2 2 2 _ Ly o

My = 1970 my = sec Ow g v~, my = —2p° = 5)\1) . (5.37)

Mientras que las constantes de acoplamiento se relacionan mediante

gsinf, = e = g cos by . (5.38)

El motivo de fijarnos en los términos con Higgs sera que al emplear el método de accién efec-
tiva, el factor de corrimiento en la accién S[¢ + ¢], serd justo el VEV del campo de Higgs, es decir
6= (H).

Con esto se concluye una breve introduccion al modelo electrodébil, en el siguiente capitulo se
escribird la accion efectiva de este modelo, los nuevos términos resultantes, asi como sus reglas y
diagramas de Feynman.
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Capitulo 6

Accion Efectiva 2PI en el Gas Denso de
Neutrinos

Retomando los resultados presentados en el capitulo 4, nos interesa calcular los vértices de
la accién reescrita en términos del campo de fondo H. Estos vértices junto con los propagadores
completos, permitirdn evaluar los diagramas de vacio a 2 loops que describen la parte de la accién
efectiva necesaria para calcular la ecuacion de Dyson que relaciona el propagador completo con la
auto energia a 1 loop.

Dicha ecuacion integro-diferencial aplicada a la descripcion de la dindmica de neutrinos con-
tendrd en principio, informacién sobre aspectos no perturbativos presentes en ambientes extremos,
tales como la neutrinosfera, formada durante la explosién de una supernova de colapso de nicleo.
En lo restante del texto, todos los diagramas presentados y escritos en las ecuaciones correspon-
dientes serdn propagadores completos (no libres como ha venido siendo), a menos que se diga
explicitamente.

Se ha establecido todo lo necesario para proceder a calcular la accion efectiva. Si bien se busca
aplicar en el gas denso de neutrinos, el tratamiento no serd tan especifico, dadas las simplificacio-
nes a realizar, tales como neutrinos no masivos y no considerar quarks. Iniciamos calculando los
nuevos términos de interaccion al aplicar un corrimiento a la accién, con el campo de fondo H. De
los lagrangianos desarrollados al final del capitulo anterior (Escalar, Yukawa y Faddeev-Popov),
hacemos la sustitucién H — H + H.

Puesto que H = (H > es un escalar, algunos de los nuevos términos podran ya no ser de
interaccion, pues pasardn a ser términos de solo dos campos. Mientras que otros términos serdn
similares a los originales. Por tanto, los Gnicos nuevos términos de interaccion con su respectivo
diagrama y regla de Feynman son

'Estamos suponiendo que el rompimiento de la simetria electrodébil ya se ha dado por lo que no se debe confundir
este valor de expectacién con el del modelo estdndar responsable de las masas de las particulas. En otras palabras
estamos trabajando ya en la fase rota del modelo electrodébil.
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w3,
]

% sec? HWHHZMZ“ —

2 win2 _
g-sin” Oy +11/F
HZ,GEWTF —

2 cos Oy

GHAGEWT —

HW-W+t —

+
W,
g _
9
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:F
W)
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. ig? 20 H
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. _ig2 sin? Oy 17
2 cos Oy
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(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)
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AR i
“AFHY .< —§%ﬁ
H H 6.7)

El resto de términos son idénticos a los de la teoria original, o como se menciond, no presentan
nuevas interacciones. Cabe distinguir que la notacién empleada para el término H, es la misma
empleada para denotar términos de fuentes en capitulos anteriores. Por tanto, cuando se trate de F
siempre ird etiquetado.

6.1. Calculo de los diagramas de vacio que contienen neutrinos

Ahora se calculard el término nombrado I';, que como se vio en[4.84] es equivalente a la suma
de los diagramas de vacio 2PI. Al interesarnos el gas denso de neutrinos, solo nos fijaremos en los
diagramas que contengan por lo menos un propagador de los mismos, por lo que le llamaremos
I'y. Como se verd, la ecuacion de movimiento para el propagador exacto del neutrino involucra
propagadores exactos de otras particulas, por lo que se obtendria un sistema de ecuaciones integro
diferenciales acopladas.

Los diagramas 2PI que incluyen neutrinos se presentan a continuacién, donde | = (e, i, 7)
Todos los diagramas 2PI del modelo electrodébil (sin incluir quarks) se presentan en el Apéndice E

v ]7l 1z
I
o Py Pt 68)

Calcularemos la amplitud de estos diagramas, que al no tener estados externos, son valores de
expectacion del vacio al vacio sin campos extra, solo los términos de interaccion. Empleando la
serie de Dyson a segundo orden (se tienen dos vértices) se tiene para el primer tipo de diagrama
una interaccion conforme al primer término de

(O] T{expl—iH} |0) = (0]T{—~ / dy / d'sHy(2) Hi(y)} |0)

= S8 oy [y [ ateln ()6 @ P ) (o) +
T

Empleando el teorema de Wick, se hacen las contracciones posibles obteniendo los propaga-
dores, posteriormente se exhiben los indices de espinor y reescribimos. En este caso se obtienen
términos que se reescriben como trazas.
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14

= g m’ fd4yfd4x{T7’ w(y — ) PrA(x — y) Pr]+

\
\

T ATrAL(y = 2)PrA(y — 2) P} Da(r — y)

(6.9)

De (I.65)) vemos que para fermiones no podemos conmutar la dependencia de los propagadores,

por tanto, escribimos los propagadores en espacio de momento (transformada de Fourier), solo
entonces ambos términos de trazas seran iguales y podemos factorizarlo

Ui
— o L[ o [ et | ST (k) Prii(q) Pr] Da(p) x
\\4_,/”/ 4 4 o=t (q+p—Fk) o —iy-(k—q—p)
P x [dby [ d'ze e 6.10)

Las integrales respecto a x y y otorgan deltas de Dirac. Una delta se utiliza para integrar sobre
una variable de momento, y la otra, al ser un diagrama de vacio, contiene la suma de momento
igual a cero.

1
= ot 5 (%)4(27045 N0)Tr[A,, (k) PrA(q) PL)Dalg — k).
e
Pa 6.11)

Para los diagramas restantes, que involucran bosones Z,, y W/f los términos de interaccion
correspondientes se obtienen de los primeros términos de (5.26), siendo estos

g _ g /_ -7
L= ——— KPLyZ Ly =— FPLIW T + W IyMP . 6.12
1= S cosly (o PrviZ,) y 1= (A" PLIW S + W Iy PLuy) (6.12)

Procediendo de igual forma que el diagrama 2PI con neutrino y un modo de Goldstone G, se
proceden a calcular el resto de diagramas, para el involucrado con el bosén Z se tiene

2
. —9
O T{expl-inl} ) = 755 [ dy [ dTriBuly = 2y Pl = PIDY o~ )

En este caso se presenta un factor 2 por simetria, ya que son las formas posibles a contraer los
términos. Nuevamente, pasando a espacio de momento y utilizando las deltas de Dirac se obtiene
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2
" = tog | G [ G (2m) 0 (0)Tr[ Ay (9" PLls, (k)Y PL) DY (q — k).k
Pz

(6.13)

Por ultimo el diagrama que involucra un bosén W, esta dado por

OITtexpl=iHmd} 00 = gZQ / 'y / d* 2 {Tr[A,(y — 2)7" Prii(e — y)y"Pu) +
+ TrlAy(z =y Pz — y)v" P Dy (x — y).

Al pasar a espacio de momento y empleando las deltas se obtiene

G s [ e (2m) 0D (0)Tr[ A, (k)" PL A9 Pr) Dif (g — k).

2m)4

—~

w (6.14)

6.2. Derivada funcional de los diagramas de vacio

De la ecuacién (@.84), vemos que al realizar la derivada funcional a I'; (suma de diagramas de
vacio 2PI), se obtiene una relacién con la auto energia (término de segundo orden en un desarro-
llo perturbativo de la autoenergia). Realizando una derivada funcional respecto al propagador del
neutrino en ((6.11)) se obtiene

5 ¢*m? d*E d*q e . ,
5A3§7(/€) 2m[2/:/ / (27’1’)4 / (271')4 (Zﬂ—) 5( )(O)TT[AW(]C )PRAl(Q)PL]DG(q —k )

Se ha renombrado el momento del neutrino en el diagrama original, para considerar un caso ge-
neral. Ahora se exhiben los indices espinoriales con lo que obtendremos deltas tanto de Kronecker
como de Dirac, empleando esta tltima para quitar la integral sobre el momento &’
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2m2 d4k'/ d4q 0 a / C A Ci a / /
= R 00 AP A P~ ) Dola — )

2m, J (2m)* ) (2m)* SAY (k)
2,2 41. 4
gy d’k dq 4¢(4) ao $pb 1.\ pbe A cd da ot
= S [ G | G SO — K PEA (@) P Dt — k)
20,2 4 41/
_ gy d'q d'k SR Y, (4) 1
= 5 [ s (G 3t 1)) 690) P () PuDeta ~ #)
2,2 4
_ gy d'q (4) _
= om / 2 (0)PrAi(q) PLDe(q — k). (6.15)

De manera andloga se obtiene para el diagrama con Z
__ 9 / &g 5D (0)y" P A, (q)y* PLDY (q — k) (6.16)
- 4COS2 QW (271')4 YV LrLAp\q)Y iy g . .

Mientras que para el diagrama con W se tiene

2

d4
-Z / —(275 10O PLA)y" LD} (g — k). (6.17)

6.3. Comparacion con el calculo explicito de la auto energia

Para verificar estos dltimos resultados (6.15][6.16] [6.17)) calculamos explicitamente el diagrama
de la auto energia a 1 loop del neutrino, para esto “abrimos” el propagador del neutrino en los
diagramas (6.8), de forma que los estados externos sean los neutrinos y los otros términos queden
justo como el loop. Para el primer diagrama se tiene

+
///G“\\
k, [/ p \ k/
¥ 1% x (] y 1%i Z,
I~ (6.18)

Dado que ahora tenemos estados externos, se deben agregar dichos campos (los neutrinos) a la
amplitud, por lo que se debe calcular

0| T{v(2)(2") exp[—iH ] }|0) . (6.19)

El Hamiltoniano de interaccion se mantiene igual, asi como el procedimiento hecho en los
diagramas 2PI. Por lo que para el diagrama en (6.18) se tiene

d4l€ - g2m2 d4q
— Y Jik(2 %) l B
8t [m%vf Gy TRA@PLDalg — )| Au (k). (620)
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Como podemos ver, el término entre corchetes resulta muy similar al obtenido en (6.15)), donde
se calcul6 la autoenergia mediante la derivada funcional del correspondiente diagrama 2PI. La
diferencia es que mediante derivada obtenemos una §*)(0) adicional. Los propagadores de neutrino
en este ultimo resultado equivalen a los estados externos, por lo que es un resultado adecuado.

El diagrama con boson Z,, estd dado como

W

vy T y oy 2

o (6.21)

cuya amplitud corresponde a

-/ e, i [ L / L P (g PLDY (g = B)] A (k). (622
(2m)* Y dcos?b, | (2m)i' T ETM L=z e '
Nuevamente el término entre corchetes corresponde al obtenido en su respectiva autoenergia
calculada mediante derivada funcional (6.16)), salvo nuevamente el término 5 (0). Por dltimo, el
diagrama con bosén W, dado por

W+
k Koo
< oy z Y 1% Z
= (6.23)
La amplitud de este altimo diagrama es
Ak g d*q 5 y
-/ e A b {5 / G PP 0= 1| Auh) (624

6.4. Ejemplo de un diagrama de vacio con campo de fondo

Por dltimo se hace un procedimiento similar para un diagrama 2PI que incluya el nuevo tér-
mino H. Considerando el diagrama ZZ H H, cuyo término de interaccién se presenta en (6.2)). El
diagrama 2PI con este término corresponde a

P H (6.25)
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La amplitud correspondiente a este diagrama es

4172 4 4
" 16cos? Oy / om)i | @yt 2RV O ODZ (R)D7 () Da(k —1). (6.26)

Haciendo derivada funcional respecto un propagador de bosén Z en el diagrama se tiene

47172 4
—¢*H d4l ,
=2 4.0 | ——N(0)DY()Dy(k —1). 6.27
40 gugp/(%r)z; (0)DZ (1) Dr( ) (6.27)

"~ 8co

Por altimo el diagrama de autoenergia

(6.28)

d*k —g*H? d*l
= [ —— D%k v 0o DY () Dy (1 — k)| D (k). 6.29
[ o) | 725 [ aomam D2 ODa - 0| DF 0. (629)

Nuevamente el término entre corchetes difiere del obtenido mediante derivada funcional, por el
término (¥ (0).

6.5. Comentarios

Nétese que el resultado de la autoenergia a partir de la derivada funcional de I'; segtin (4.84),
se tiene un factor de 2:. La discrepancia de la teoria a los resultados obtenidos anteriormente en-
tendemos se deben a que el desarrollo en la teoria se ha hecho para una teoria con un solo "tipo”
de campo, es decir, bosones o fermiones, mientras que se ha trabajado con el modelo electrodébil,
donde se tienen ambos.

Incluso Cornwall [23] en el desarrollo de la teoria, realiza el tratamiento para bosones, y al final
de dicho tratamiento, menciona que para fermiones es un proceso similar, pero en ningin momento
se habla de un tratamiento simultdneo. Ante esta discrepancia definimos

2[¢, G16W(0) = 027;%, (6.30)

donde C' es un término constante a determinar, ademds agregamos el término de la delta a la
sigma, que si bien es proveniente de la conservacién de momento (en diagramas de vacio la suma
de momento es nula) esta es proporcional al "volumen” del espacio-tiempo [2], el cual no es finito,
provocando divergencias. Por lo que al realizar la derivada funcional, se tendria que hacer por
unidad de volumen de espacio-tiempo.
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En la literatura se reconoce que la accién efectiva es una cantidad extensiva (en el sentido
termodindmico) [3]. Siendo la autoenergia una cantidad intensiva, es natural definir la relacién
entre ella y la accion efectiva como en la ultima ecuacion.

6.6. Accion Efectiva para el gas denso de neutrinos

Del desarrollo y resultados del presente capitulo obtenemos la accién irreducible a 2 particulas
para el gas denso de neutrinos, dada por

, g*m? [ d*k d*q el
F2 - Z / (271')4 / (271')4 (27T) 5( )(O)Tr[AVL(k>PRAl(Q)PL]DG(q - k)

2m?
l=e,u,T w

92 d4k d4q 4¢(4) L ) p 631)
1 cos? Oy / (2m)2 / i (20 O A (@7 Peda (k) PLIDY (g — k) ©

'S d*k dq 4 (s ) p .
+E/ (27_‘.)4 / (271')4 (27T) 5( )<O)T7’[Ayl(/€)’}/ PLAl(Q)’Y PL]DV[/<(]—]<3)
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Capitulo 7

Conclusiones

Se ha dado un tratamiento introductorio a la teoria de campos cudnticos, haciendo énfasis en
lo necesario para el propio desarrollo del presente texto. Se expusieron las ecuaciones de Klein-
Gordon y de Dirac, para obtener posteriormente los propagadores libres correspondientes. Se dio
una introduccion a la integral de camino, a manera de poder relacionarla con funcionales, funciones
de Green y los propagadores antes mencionados.

A pesar de no haber empleado directamente la ecuacién de Dyson-Schwinger, se le dio un
lugar especial en el texto, pues en base a la deduccion de la misma, se introdujeron relaciones
tanto algebraicas como esquemadticas que se emplearon por el resto del trabajo; como fue el caso
de la accion efectiva. Posteriormente se vio la expansion de la accién efectiva por medio de los
diagramas irreducibles, llegando a segundo orden.

Mediante la expansion diagramadtica de los diagramas irreducibles a 2 particulas, se calcula-
ron los diagramas permitidos en el modelo electrodébil que involucraran neutrinos, con el fin de
obtener el diagrama de vacio a 2 loops de la accidn efectiva que involucra campos de neutrinos.
Posteriormente se calcul6 la autoenergia a modo de verificacion del método empleado, obteniendo
discrepancias por alguna constante. Esto debido a que la teoria en la bibliografia se plantea para
un solo tipo de particula (fermién o bosén), mientras que el modelo aqui empleado (electrodébil)
considera ambos.

Me gustaria agregar algunos comentarios adicionales pertinentes al trabajo presentado en esta
tesis. Ante el resultado principal (diagrama de vacio a 2 loops para neutrinos), mediante diferen-
ciacion funcional es posible calcular la auto energia del neutrino (X”) a 1 loop, con los propaga-
dores completos de las particulas involucradas. De hecho, podemos emplear la ecuacién de Dyson
(G~ = Gy — ¥¥) para obtener una ecuacién integro diferencial auto consistente para el propaga-
dor (inverso) completo del neutrino G 1.

Estas ecuaciones son auto consistentes dado que > depende de los propagadores completos de
los neutrinos y de las particulas con las que interactia. Formalmente es necesario incluir la ecuaciéon
de Dyson para los propagadores de las otras particulas que pueden interactuar con el neutrino.
Esto convierte a las ecuaciones en un sistema de ecuaciones integro diferenciales acopladas. Dada
la complejidad, estas ecuaciones deben ser aproximadas mediante todo tipo de aproximaciones
analiticas o numéricas.

Por ejemplo en [29]] ademas de ir a 3 loops en los diagramas de vacio (por ende la auto energia
a 2 loops), utilizan el formalismo de Camino de Tiempo Cerrado (CTC o CTP por sus siglas en
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inglés) para incluir efectos de temperatura finita. Los autores suponen un limite de baja energia
en el que los bosones de norma no son dindmicos y sus propagadores son reemplazados por in-
teracciones de contacto efectivas. También aproximan los propagadores completos de los leptones
cargados mediantes sus propagadores libres, esto desacopla las ecuaciones de la funcién de Green
del neutrino de las ecuaciones del resto de particulas. A pesar de todas esta simplificaciones, los
autores logran demostrar que la ecuacion de Dyson resultante para la funcién de Green exacta del
neutrino contiene las ecuaciones que describen las transformaciones de sabor colectivo debido a los
términos de auto-acoplamiento del neutrino (las interacciones neutrino-neutrino). Estos fendmenos
se presentan a detalle en [33]], con su descripcion basada en las ecuaciones de Sigl y Raffelt [31],
empleando el formalismo de matriz de densidad. Asi, incluso con considerables simplificaciones,
el formalismo 2PI contiene las descripciones tedricas previas de dichos fendmenos.

Cabe mencionar que dado que el modelo electrodébil es una teoria cudntica de norma, es sabido
que este tipo de teorias son renormalizables. Esto es una buena caracteristica del modelo, pero
por otro lado implica que trabajar a nivel de loop’s, las expresiones matemdticas necesitan ser
regularizadas apropiadamente. En el formalismo 2PI los métodos para calcular contra términos
para la renormalizacién de las ecuaciones, se dan por ejemplo en [32]. Sin embargo, el cdlculo de
este tipo de contra términos esté fuera del alcance de esta tesis.

Finalmente me gustaria concluir que el trabajo desarrollado en esta tesis representa una base
s6lida que apoyaré futuros proyectos de investigacion, en particular aquellos centrados en el estudio
de la fenomenologia de neutrinos desde primeros principios.



Apéndice A
Matrices Gamma

En la ecuacion de Dirac se obtienen objetos que deben satisfacer la regla de anti conmutacion
{¥",4"} = 2g*, estas son conocidas como las matrices gamma. Con estas matrices se trabajan
las soluciones a la ecuacion y tienen diversas representaciones. Principalmente hay cuatro bases: la
de Dirac, de Quiralidad, de Weyl y la de Majorana. Cada base tiene ventajas en resolver algunos
casos especificos, por lo que se considera apto presentar las antes mencionada de manera explicita.
También se presenta la matriz v° = i7%y'v2~3 en cada representacion. Presentada en la seccién
1.2.2 como la matriz de quiralidad.

Base de Dirac

2
I

1 0 ; 0 : 01
' (O _1)#:(_01 ”O)xf’:(l 0) (A1)

0 -1 ; 0 o 1 0
0 __ i __ 5

Base de Weyl

o (01N , (0 o\ 5 (-10
7_(10’7_—02'0’7_ 0 1 (A3
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Base de Majorana

0 0 o2 1 iocd 0 2 0 —o? 3 —ict 0 5 a? 0
7:(02 O)’VZ(O 2’03>’7:(02 0)77:(0 —i01>’7:(0 02>
(A4)
Donde se ha empleado i = 1,2, 3 y o son las matrices de Pauli para espin 1/2, dadas por

o = ((1) [1)) o = (S ‘Oi), o3 = (é _01). (A5)



Apéndice B
Derivada Funcional

Sea W(f) un funcional (que por dominio lleva funciones y como contra dominio R o C). Sea
7(x) una funcidn arbitraria de x y \ infinitesimal. La derivada funcional (o variacional) de W(f) se
define a través de

W) = W) [ OW(S)
,\lino )\ :/ 5F () n(z)dz. (B.1)

Puesto que 7(z) es arbitraria, tomando 7(z) = §(z — y) tal que la variacion de f(z) se localice
en el punto y. Asi se obtiene la expresion para la derivada variacional

WIf +20(x —y)] = W(f) _ W(f)

1i = B.2
o A 6f(y)’ (B.2)
donde z es la variable de integracién en el funcional. Tomemos el sigiuente ejemplo
oW,
WH = [dekaf@y S — (o) ®3)
y

Para generalizar lo anterior, si K, (xy, zs,...,2,) es un funcional totalmente simétrico en sus
argumentos, entonces se tiene

Wi = [ [ o) )
W) B4

=K, (21, ..., Tp).

0f (x1)---0f(xn)

Aunque menos evidente a primera vista, el siguiente resultado es muy util para trabajar con
funcionales.

: 0 exp {z’/dtJ(t)q(t)} = lim i [eifdtJ(t)q(t)eiAq(tl) _ eifdtJ(t)q(t)]

~ateveny {i [ ot}
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La derivada funcional respecto a .J(t1) implica bajar un factor ¢(¢;). Repitiendo n — veces el
proceso anterior al funcional W (.J), y haciendo la fuente J = 0 después de realizar las derivadas,
se obtiene

i(SJ(tf;I-/I-/-(;'](S)J(tn) =0 = /D(q)q(tl) cq(ty) e, (B.6)

En el capitulo 2 se trata la ecuacién del lado derecho (2.14), teniendo que equivale al valor
esperado en el vacio del ordenamiento temporal de los operadores §(t1) - - - G(t,,), y esto es justo las
funciones de Green de la teoria, por lo tanto

"W (J)
i0J(ty) - -0 J (tn)
a partir de la derivada variacional hacia un funcional, se pueden obtener las funciones de Green
de la teorfa.

l7=0 = (0|7 {4(t1) - -- 4(t) } 10) , (B.7)



Apéndice C
Integracion Funcional

Se puede ver como la contra parte a la derivada funcional. En una analogia a la construccion
de la integral ”comun/normal” para una funcién ¢(x, t) de variables continuas, éstas deben ser dis-
cretizadas (divididas en un pequefio conjunto de volimenes de tamafio delta A que cubran la parte
relevante a tratar del espacio-tiempo). El valor de la funcién ¢ es especificado en cada pequeio vo-
lumen, o de manera equivalente, la malla/celda correspondiente de N sitios, @y, M =1,2,..., N.

La integral funcional de un funcional F'[¢], de una funcidn real ¢, se define como el limite

o N

/DgpF[go] = lim 11 derFer, . on). (C.1)

N—0
—° M=1

Describe una suma sobre todas las configuraciones del campo. Resulta ser invariante ante un

cambio de coordenadas por una constante, es decir, tomando ¢y, — pur + @g\(}), no hay cambio,

por lo que

[ PeFiel= [ DeFlo+ il (€2)

La transformada de Fourier (TF) resulta una herramienta muy util para la integracion funcional.
Recordando que la TF de funciones es equivalente a la representacion integral de la funcion delta
de Dirac en términos de la funcién exponencial. La delta funcional para cualquier funcional F

FLIO] = / DI F[JO5[JM — Jo), (C.3)

se construye como un producto de funciones delta sobre todas las mallas, y se construye como
el limite de un producto de funciones delta, cada una de las cuales, puede ser representada en
términos de su expresion integral usual.

9 N N o N )
(KW) H 0 <J](\}) - Jj(v21)> - / H d‘PMelAwM(JJS)_JE))' C4)

M=1 0 M=1

Para la integracion sobre el espacio y contorno de tiempo, introducimos la notacién
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N
od = /d:cdtgp(m,t)J(x,t) = Nh’m Z Aprrdar. (C.5)
—00
M=1

Con lo que obtenemos la siguiente representacion de integracion funcional de la delta funcional

s [J(l) . J(2)} _ /Dgpeicp(ﬂﬂ—ﬂ”)’ (C.6)
N

el factor de normalizacién lim N ha sido incorporado a la definicion de integral fun-
n—aoo

cional. Con la representacion del funcional delta en (C.6), tenemos para la transformada de Fourier
funcional (TFF) y su respectiva relacion inversa

Fly] = / DJe"! F[J] y F[J] = / Dpe’? Fg]. (C.7)

La TFF resulta ser el producto de Transformadas de Fourier ordinarias sobre cada malla. La
TFF cambia, ahora funcionales, ecuaciones diferenciales en ecuaciones algebraicas.
Recordando las integrales gaussianas unidimensionales dadas por

I(a) = / dee” 2 = \/% , / dye 2% Ebr \/ %e% (C.8)

La integral funcional es tratada como el limite de una integral multi-dimensional, y considera-
mos la integral gaussiana N-dimensional

I(A;b) = / dy - - - dx e C@eran), (C.9)
N N 1
especificado por la forma cuadritica C'(z) = % Z Ty Ay £ Z byzy = ExTA:); +
M,M'=1 M

bz, donde =" denota el renglén 27 = (x4, ...,xy) y = la correspondiente columna. Suponemos
que la matriz A es real, simétrica, AT = A, y positiva, tal que puede ser diagonalizada por una
matriz ortogonal S; S~! = STy D = ST AS tiene solo entradas positivas en la diagonal d,;. El
Jacobiano |detS|, para la transformacién x = Sy es asi uno, y la integral se vuelve de la forma de
(C.8)), solo que N-veces

N N
> L 2r 1
1(4;0) = ] / dyse2dyyyy £ yn (ST = [ /ﬁewwm
M=1Y"%°

M=1
Y
= y/det(2r D )exp [Z —(STb)?w] :
o 2d s

Usando (STAS)™! = D! para expresar A~! = SD—1S57, que en términos de elementos de

matriz (A1) yp = Z SMMlm(ST)MﬂW’ y usando que detA = detD se tiene
M, !
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I(A;b) = {det (%)} T esran, (C.10)

La integral funcional gaussiana es lo percibido en el limite de (C.IJ), con lo que se tiene

i 1
/Dwezw‘@ = T (C.11)

Usando la identidad In (detA) = T'r [In (A)] se reescribe

/Dg@eéwALp _ e—%TTln(A). (C12)

Con un proceso andlogo se puede obtener

/Dweé“’A‘”W — o 3Trin(A) ,—4JA7LT (C.13)

Para un tratamiento de integral funcional sobre una funcién compleja, se debe considerar in-
tegracion sobre la parte real e imaginaria de N tuplas con entradas complejas, con lo que se tiene
para la integral gaussiana multiple

-1
/dszze%ZTAZ = (det <£)) , (C.14)
2T

donde T denota el transpuesto conjugado. Para el caso de funcién compleja la integral funcional
se vuelve

N,N’
/D;z)*(x,t)m(x,t)FW(x,t),w(xt = A H Ay dibar P[0T, ..., ),
—00
X M,M'=1
(C.15)
y para la integral gaussiana
i -1 1
DY* (0, ) Dip(x, t)e 2V A ¥ = C.16
J R ) (C.16)

donde A es una matriz hermitiana y definida positiva.
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Apéndice D
Variables de Grassmann

Bosones y Fermiones se distinguen principalmente por su respectiva estadistica, esta implica
que los primeros conmutan y los segundos anti conmutan. Cuando se trabaja bajo la integral de
camino, y querer especificar con que tipo de particula se estd trabajando se debe considerar es-
tos resultados. Para bosones es intuitivo y obvio tener objetos que conmuten, y es de hecho la
formulacién presentada en el capitulo 2. Mientras que para los fermiones, de esta propiedad de
anticonmutacion resultan los ndimeros o variables de Grassmann.

En teoria del campo nos interesan dlgebras de Grassmann que consisten de un nimero par de
generadores

{nomnﬁ} = 07 (Dl)

donde o, f = 1,2, ..., 2n. Todos los productos posibles, el conjunto {1, 7a, 7a7g; -, Na---Tv }»
constituyen una base para el dlgebra de Grassmann, que ademds es un espacio vectorial sobre
los nimeros complejos de 22" dimensiones. Dado que estamos considerando un nimero par de
generadores, estos pueden ser agrupados en pares, llamados conjugados, y renombrarlos como 17,
y 0, es decir, ahora o = 1,2, ..., n. La conjugacion estd dotada con las propiedades: (cn*)* = ¢*n,

Y (Ma--m5)” = 05y

Cada una de las variables satisface el dlgebra de Grassmann o dlgebra exterior, por lo que debido
a la regla de anticonmutacion se tiene que n? = 0, en consecuencia el polinomio de mayor grado a
construir es lineal

f(n)=co+cm, (D.2)
donde las constantes ¢y y ¢; son nimeros complejos arbitrarios. De manera andloga se tiene
paraunparnyn*

f(n,m*) = co+ i+ can® + e’ (D.3)

De igual forma se tiene

e =14+ (D.4)

El operador de diferenciasion actda sobre la variable seguida a este, por lo que en ocasiones se
requiere anti conmutar y otorgard un signo menos
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a * __2 * __*
o 1) = =g, (") = =", (D.3)

Por ejemplo, para la expresion las derivadas respecto a las distintas variables estdn dadas
por

0
a_nf (n,n*) =c1 +esn”

(D.6)
o f(n.n") = ¢z — esn,
mientras que por segunda derivada se tiene
0 0 0 0
- N =g = —— * D.7

por lo que la diferenciacion respecto a dos variables de Grassmann anti conmuta.
En cuanto a integracion, considerando el monomio (D.2)), su integracién con respecto a una
variable de Grassmann se define como la operacion lineal

/ dnf(n) = c1, (D.8)

o de otra manera

/dn co =20
(D.9)

/dn n=1.

Por lo que integracidn respecto a una variable de Grassmann es equivalente a su diferenciacién.
Para un funcional general de dos variables conjugadas de Grassmann (D.3) tenemos

- /dndn*f(m n') = /dn*dnf(n, n') = cs. (D.10)
Para la integral Gaussiana bdsica para campos de Grassmann se tiene
/dn*dnem*A” = Det(iA), (D.11)

después de transformar a su forma diagonal se puede escribir

M M M

M

(D.12)

donde en la primera igualdad se ha expandido la exponencial en su forma de serie se ha utilizado

el hecho de que (n*n)? = 0, mientras que para la segunda utilizamos la definicién de integracién
respecto a variables de Grassmann.
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Apéndice E
Diagramas 2PI del Modelo Electrodébil

Vértices Irreducibles a 2 Particulas de la teorfa electrodébil, los aqui enlistados coinciden con
la teoria donde se agrega el campo de fondo H. Los nuevos diagramas de tal adicion se enlistan en
el capitulo 6.

- ~ - - ~
s N 4 \\ s N 4 \\ s N 4 N
/ 4 / N7 / ’
\ \ \
/ / /
/ \ \ / \ \ / \ \
H ¢ H > GO ¢ H > GO ¢ GO
\ \ \
\ / \ ! \ !
\ '\ / \ "\ / \ "\ /
\ 4 N 4 \ 4
N P N z N . N z N P N /
~ - S o PRd - _ ~ o _ - - P ~ . -
PN - = PN - = PN -7 T =0
7z N - \\ 7z N - \\ 7z N s N
7 \ ’ ’ \ 4 ’ \ 4
’ N ’ N ’ \
/ \ \ / \ \ / \
/ / / \
\ \ I \ \ / \ \
Gt ¢ H G A ¢ GO GrA ¢ G-
N ! N / A I
\ \ / \ \ / \ \ /
\ / \ 4 \ /
, N , , N , , N /
N P ~ - N . ~ - \ P N .
N ~___- ~ _ S~_-- S _ - S~ o -

e % T e
W+ W —> Q ) Q ) Q ; Q
1 1 1
\\ €+ /’ \\ ,LL+ /’ \\ 7-+ /’ \\ 6+ /’
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K T ¢
/// N
Il \
) ) ) ) ) @ - - ————— - +
1 1 \ _ — \ \
\\ /~L+ L \\ T+ ! AN (& // \ !

\\ [’L /// ‘\ 7—_ /// N H //
\\G_O/ \\G_O/ \Cffr/ \C?fr/ \G’;/ =
H H e uf T ﬁe
o - +,.’,,,4,,,+, ‘ , , , ‘
. S
GO G~ Y Y Y Z
Vi Ur e B T Ve
Z zZ Z Z Z W
Vi Ur G~ G- H

| \\\
| \
Q | \
1Y A
I li
| /
L
| \\\
| K
D |
S 1
o
L
| \\\
| \
Q | \
1Y A
I li
| /
| 7
TN
| \
Q \
+“ |
| /

W+ W+ 0l Z Z W=
GO H G+ G+ H Y
i PR e IR RN SRR
17774777 \ 3 . \ ; . \ 9 . \ ) . \ )
wW- Z | W= W= W=
A
Ww-

Ademas de los diagramas aqui enlistados, se deben considerar aquellos en los que la flecha se
invierte y las particulas se sustituyen por antiparticulas.



92 APENDICE E. DIAGRAMAS 2PI DEL MODELO ELECTRODEBIL

Nuevos vértices Irreducibles a 2 Particulas en el modelo electrodébil tras agregar el campo de
fondo H

W= W= Z Z
® & B & o ®
N , , , , N , , ,
\\ W+ /’I \\ W+ /’I \\ Z //I \\ Z //I

H H H H
W= W= W= W=
®\/®/®®\/®/®
v v Z Z
G~ G~ G° GY
.- PR - =~ =
Q - ® SRR TR ® T ®
G Y S VAR N VY S
\\ G+ ’I \\ G+ ’I \\ GO ’I \\ GO ’I
H " " "
H H
@ TN ® T @
S v )
\\ H ’I \\ H ’I
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