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Resumen: 

La fotónica estudia el transporte de luz en materiales cuya función dieléctrica 𝜀(𝑟) cambia de 
manera espacialmente ordenada. En arreglos periódicos la función es análoga a la distribución de 
partículas en un cristal. Como resultado, las propiedades de transporte de luz son análogas a las del 
transporte de electrones en el cristal: existen brechas de energía, energías permitidas y regiones de 
localización del campo. 

En este trabajo se estudian los arreglos en una dimensión, donde la función dieléctrica se puede 
expresar como 𝜀(𝑟) = 𝜀(𝑧). Estos arreglos unidimensionales han encontrado una gran diversidad 
de aplicaciones en ramas como la medicina, la ingeniería, la ciencia básica, entre otras. Las 
aplicaciones aprovechan las regiones de alta reflexión (brechas fotónicas) o las de alta transmisión 
dentro de la brecha. En el primer caso con arreglos tipo Bragg y en el segundo con arreglos tipo 
microcavidad. Ambos son arreglos simétricos, pues el arreglo de Bragg tiene simetría de traslación 
y el arreglo tipo microcavidad simetría de espejo. Las propiedades que se derivan de esas simetrías 
han sido estudiadas de forma analítica y numérica, con el uso de técnicas como FDTD  o el algoritmo 
de la matriz de transferencia. 

Entre las propiedades que se estudian están: las regiones de alta reflexión, las regiones de alta 
transmisión, las regiones de localización de campo y regiones de altas densidades de estados. Todas 
ellas en dependencia con la función dieléctrica 𝜀(𝑧). 

Modificar las propiedades de simetría y las condiciones de incidencia y transmisión da lugar a 
localización crítica, direcciones permitidas y prohibidas no recíprocas, estados de alta transmisión 
no armónicamente distribuidos, entre otras. Estas respuestas no se pueden lograr con condiciones 
simétricas. 

La herramienta que se ocupa, en este trabajo, para el estudio de esas propiedades es el método de 
la matriz de transferencia, tanto de forma analítica como numérica. Algunas de las respuestas 
encontradas comprueban experimentalmente fabricando arreglos con silicio poroso.  

a) Se deducen las condiciones relevantes para garantizar la conservación de las propiedades 
fotónicas, relajando las condiciones de simetría. 

b) Se estudian las asimetrías que compensan el efecto de reducción en la transmisión de luz en 
microcavidades debido a la diferencia de índices de refracción entre los medios de incidencia y 
transmisión, que al mismo tiempo mejoran la respuesta. 

c) Se calculan las densidades de estados y la intensidad del campo eléctrico en relación a la función 
dieléctrica en arreglos en secuencia de Fibonacci conjugado, para localizar numéricamente las 
regiones de relevancia, asociándolas a los espectros de reflexión. 

d) Se calculan las condiciones de camino óptico que garantizan que las regiones de altas 
densidades de estados en los bordes de las pseudobrechas de arreglos de Fibonacci conjugados 
se sintonicen con el pico de emisión de puntos cuánticos de CdSe/ZnS. 

e) Se muestran los resultados del estudio del proceso de formación de silicio poroso: 
I. Se determina el tamaño de poro por medio del análisis de imagen de micrografías SEM. 

II. Se determinan las temperaturas importantes durante el proceso de pasivación. 
III. Se aplica la aproximación de medio efectivo para obtener los índices de refracción para 

al menos dos porosidades distintas. 
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IV. Se determinan los corrimientos en los espectros de reflectancia inducidos por la 
oxidación del silicio poroso y la introducción de puntos cuánticos de CdSe/ZnS en los 
poros, y el resto de caracterizaciones necesarias para formar estructuras fotónicas con 
silicio poroso. 

f) Se muestran los espectros de reflectancia de estructuras de silicio poroso que reproducen 
experimentalmente las conclusiones acerca de las asimetrías. 

g) Se muestran los resultados de fabricar arreglos de silicio poroso en secuencia de Fibonacci 
conjugado que favorecen el acoplamiento fuerte entre los fotones de estados localizados y los 
excitones de los puntos cuánticos. 

h) Como resultado de ese acoplamiento se observan y estudian los picos resultantes del 
acoplamiento fuerte (separación de Rabi) entre los fotones propios de la simetría de largo 
alcance y los excitones. El fenómeno de acoplamiento se estudia usando como referencia el 
espectro de emisión de los puntos cuánticos en solución coloidal, que depende de sus 
dimensiones espaciales, el material del que están formados y la dispersión de tamaños.  

Publicaciones: 

a) Artículo: A. D. Ruíz Pérez, M. B. de la Mora, J. L. Benítez, R. Castañeda-Guzmán, J. A. Reyes-
Esqueda, y M. Villagrán-Muniz, «In situ study of porous silicon thin films thermal oxidation 
by pulsed laser photoacoustics», Semicond. Sci. Technol., vol. 33, n.o 8, p. 085001, ago. 2018, 
doi: 10.1088/1361-6641/aacbe4  

b) Artículo: A. D. Ruiz-Pérez y J.-A. Reyes-Esqueda, «Generalization of microcavities: Effects of 
asymmetry in the field localization and transmittance for supported microcavities», 
Photonics and Nanostructures - Fundamentals and Applications, vol. 45, p. 100915, jul. 2021, 
doi: 10.1016/j.photonics.2021.100915. 

c) Tesis de licenciatura del Alumno Iván Montaño Jaramillo dirigida por el autor de esta tesis 
durante el periodo de doctorado, titulada: Estudio de los efectos de un cátodo vibrante 
durante la síntesis de películas simples de silicio poroso. 2021 

Presentaciones en congresos: 

d) MRS 2019: Photonic Joined Structures- Microcavity enhancement. 
e) LambLibs CSI XLI 2019: Porous silicon porosity determination by photoacoustic spectroscopy.  
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Introducción  
La Fotónica estudia la generación, la detección y el control del transporte de fotones en los 
materiales. Tiene un gran número de aplicaciones en las telecomunicaciones, la medicina, la 
generación de energía eléctrica, el estudio de principios fundamentales, nuevas fuentes de luz y en 
muchas otras áreas de la ciencia. Las aplicaciones aprovechan los efectos resultantes del control 
espacial de la función dieléctrica 𝜀(𝑟). 

Un arreglo fotónico permite controlar 𝜀(𝑟) a partir de la unión de materiales con diferentes 
funciones dieléctricas 𝜀௫(𝑟). Si un arreglo fotónico es tal que su función dieléctrica cambia 
únicamente en una dirección, que se etiqueta con la coordenada 𝑧, se describe como 𝜀(𝑟) = 𝜀(𝑧) y 
se dice que el arreglo es unidimensional. Este trabajo se centra en los arreglos unidimensionales. 

Con frecuencia los arreglos fotónicos son uniones que cumplen con condiciones de simetría de corto 
o largo alcance, análogas a las presentes en las distribuciones de átomos (centros dispersivos) que 
forman los cristales sólidos. Y de forma similar a los cristales, esas condiciones garantizan la 
formación de brechas, o intervalos espectrales en los cuales una onda con energía y dirección dentro 
de la brecha no puede propagarse a través del medio.  

Introducir un defecto en la simetría de corto alcance forma estados permitidos en las brechas, 
caracterizados por una alta transmisión y frecuentemente asociados a la longitud de onda resonante 
o longitud de onda del doble del tamaño del defecto (en el espacio fase). Por esa razón, esos estados 
se han asociado a las simetrías del arreglo y se suelen estudiar en circunstancias ideales, en las que 
el medio de incidencia es el mismo que el medio de transmisión. De no cumplirse esta última 
condición en arreglos con simetría de espejo, como las microcavidades, hay una reducción de la 
transmitancia, una reducción del máximo de intensidad de campo eléctrico en el defecto, una 
reducción de la densidad de estados la longitud de onda resonante, etc.  

En este trabajo se revisan las condiciones, en longitudes de onda particulares, que conservan las 
propiedades de estados permitidos y brechas, aun cuando no existe simetría alguna. Además, se 
muestra como una asimetría permite, no solo compensar el efecto que resulta de condiciones de 
incidencia y transmisión distintas, sino que mejora la respuesta. Las condiciones predichas se 
comprueban experimentalmente formando los arreglos óptimos con silicio poroso.  

Por otro lado, las simetrías de corto alcance interesan a la fotónica, entre otras razones, por su 
interacción con las fuentes de luz [1, 2]. En particular con fuentes de luz dentro de la estructura 
fotónica, que en comparación con aquellas que están acopladas externamente, reducen las fugas 
de luz. 

El estudio de las fuentes de luz está directamente asociado con el transporte de la luz [3], la 
intensidad máxima del campo en función de la posición  y las densidades de estados, ya que la 
densidad de estados es inversamente proporcional a la  velocidad de propagación [4]. Dado que en 
los arreglos simétricos las altas densidades de estado se localizan en los estados permitidos en las 
brechas, es frecuente que se estudie la emisión en esos estados [5].  

En ese sentido, lo que hace atractivo a los arreglos no simétricos en secuencia de Fibonacci, son 
propiedades como: el incremento de las densidades con un reducido número de capas, una mejor 
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respuesta en los bordes de las brechas comparado con las microcavidades, un comportamiento 
espectral no armónico tipo fractal [6], una localización de campo extendida, entre otras. Esas 
propiedades se preservan en los arreglos en secuencia de Fibonacci conjugada, agregando estados 
de transmisión perfecta [7]. 

En este trabajo se estudian las regiones de localización del campo de arreglos de Fibonacci 
conjugado y su acoplamiento con la emisión de puntos cuánticos de CdSe/ZnS en solución coloidad, 
es decir, los polaritones fotón-excitón resultantes del acoplamiento entre los estados de alta 
densidad de estados del arreglo fabricado en silicio poroso en secuencia de Fibonacci conjugado y 
los excitones de puntos cuánticos dentro de la estructura. 

Como resultado del acoplamiento se observa la separación del pico simple, característico de los 
puntos cuánticos en solución coloidal, en un espectro de dos picos o separación de Rabi, propia de 
un acoplamiento fuerte. 

Para fabricar el arreglo en silicio poroso e introducir los puntos cuánticos en sus poros, se estudian 
las condiciones de fabricación, las temperaturas umbrales en el proceso de oxidación, los 
corrimientos espectrales de las brechas derivados de la oxidación y a la introducción de los puntos 
cuánticos, las características de los poros como el tamaño longitudinal y transversal de poro, etc. 
Una caracterización cuidadosa permite obtener arreglos con un error de ±7 nm en la región de alta 
densidad de estados, en este caso el borde de la pseudo-brecha, lo que es muy importante debido 
a que el ancho del pico de emisión de los puntos cuánticos es de 30 nm. 

Una ventaja importante del silicio poroso, además del alto contraste, el bajo costo de fabricación en 
comparación con otras técnicas y la capacidad para formar arreglos con alta precisión, es que 
permite la fabricación de estructuras activas con técnicas muy baratas, basta con sumergir las 
estructuras o depositar por goteo para obtenerlas. 

Como resultado de este trabajo se presentan dos artículos como primer autor y la introducción a un 
tercer trabajo que no pudo ser terminado debido al acceso limitado al laboratorio durante el 
periodo de la pandemia de covid, con los temas: 

a) Caracterización in situ del proceso de oxidación del silicio poroso. 
b) Generalización de micro cavidades soportadas usando asimetrías. 
c) Estudio de la emisión de puntos cuánticos en estructuras de silicio poroso de Fibonacci 

conjugado. 

Además, se dirigió la tesis del alumno de licenciatura Ivan Montaño Jaramillo: Estudio de los efectos 
de un cátodo vibrante durante la síntesis de películas simples de silicio poroso, que se defenderá 
entre Abril y Mayo del 2021. 

Y se participó en 2 congresos internacionales presentando trabajos: 

- MRS 2019: Photonic Joined Structures-Microcavity enhancement  
- LambLibs CSI XLI 2019 Porous silicon porosity determination by photoacoustic 

spectroscopy. 

La tesis se estructura en los siguientes capítulos: 
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I. Matriz de transferencia. En este capítulo se hace la deducción de la matriz de 
transferencia. Se exploran distintos enfoques que se encuentran frecuentemente en la 
bibliografía y desde el punto de vista del autor pueden causar confusión, dado que no 
sólo los coeficientes son distintos, sino también las condiciones que limitan el uso de 
cada una de las técnicas. El análisis no es exhaustivo, ya que existen muchos métodos 
más, como el usado para plasmones, que forma la matriz con los coeficientes de Fresnel. 

II. Análisis de estructuras fotónicas: En este capítulo se estudian las propiedades de los 
arreglos fotónicos a partir del formalismo de la matriz de transferencia. Se describen las 
diferencias entre las distintas simetrías, cristalina conmensurable y no conmensurable, 
cuasi cristalina, semi-simétrica, no simétrica y aleatoria. 

III. Puntos cuánticos: En este capítulo se hace una introducción a los puntos cuánticos y su 
proceso de emisión, así como la influencia de las densidades de estados en los procesos 
de emisión. 

IV. Polaritones (Separación de Rabi). En este capítulo se estudia el fenómeno de 
acoplamiento fuerte, sus caracteristicas más importantes y su origen, así como las 
condiciones que lo favorecen. 

V. Síntesis y caracterización de silicio poroso. En este capítulo se estudia el proceso de 
síntesis de silicio poroso y las caracterizaciones necesarias para poder emplearlo como 
matriz en una secuencia fotónica que contenga nano partículas. 

VI. Resultados. En este capítulo se mencionan los resultados del estudio de fotónica 
obtenidos durante el periodo de doctorado, aunque se omite lo relativo al proceso de 
oxidación (primer artículo publicado), dado que a pesar de ser un estudio necesario para 
comprender como evitar la degradación de los puntos cuánticos en la estructura, no es 
un proceso que se pueda entender con los fundamentos teóricos descritos en los 
capítulos anteriores, en su caso habría sido necesario una sección relativa a las 
propiedades de espectros ATR (interpretación y origen), así como de fotoacústica y 
procesos de oxidación de la superficie rica en hidrogeno del silicio poroso recién 
sintetizado. Es consecuencia, se presentan los resultados relativos a: 
a. Solución al problema de soporte: Se estudian las razones por las cuales una 

estructura no simétrica puede alcanzar una mejor respuesta comparada con una 
estructura simétrica cuando las condiciones de frontera favorecen a la asimétrica. 

b.  Luminiscencia en arreglos de Fibonacci conjugados. Se muestra una aplicación de 
la interacción de las regiones de alta densidad de estados, en una estructura 
fotónica cuasi cristalina, con la luminiscencia de puntos cuánticos, es decir, como el 
acoplamiento fuerte genera una separación del espectro de emisión, separación de 
Rabi. Esta separación es interesante por varias razones 

i.  Porque se muestra el acoplamiento fuerte a pesar de que no existe una 
definición de factor de calidad de la cavidad. 

ii. Porque el acoplamiento no es con fotones resonantes como en la 
microcavidad, donde la resonancia está asociada a la solución de una caja 
de potencial finita, sino con los fotones propios de una simetría de largo 
alcance 

iii. Porque los niveles de largo alcance no son equidistantes (son no 
conmensurables), lo que puede ser atractivo pues no es eficiente en 
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procesos no lineales, que pueden resultar en la reducción de la eficacia por 
la no saturación de un sistema con niveles energéticamente equidistantes 
como la caja de potencial. 

iv. Las regiones de acoplamiento se observan en una estructura 
completamente continua y sin regiones de muy bajo índice de refracción. 
Debe recordarse que una condición que favorece el acoplamiento fuerte es 
una región donde el campo máximo cambia rápidamente favoreciendo el 
momento dipolar del excitón, eso se puede lograr introduciendo una 
tercera región con un índice de refracción muy bajo.  El autor considera que 
el origen de esta propiedad es la localización crítica del campo presente en 
algunas estructuras no cristalinas, como las estructuras en secuencia de 
Fibonacci, aunque aún no lo ha mostrado. 

c. Concusiones. En éste último apartado se destacan los resultados finales alcanzados 
durante el proyecto y se plantean algunos temas de estudio a futuro relativos a los 
efectos de acoplamiento fuerte entre las regiones de alta densidad de estados de 
arreglos fotónicos y otros sistemas. 
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Capítulo I. 
Matriz de Transferencia 

Resumen:  
 
Existen varias formas de resolver la ecuación de onda asociada al transporte de luz en medios 
dieléctricos: la solución analítica, la solución por diferencias finitas, los métodos de matriz de 
transferencia, etc. En este capítulo se hace un repaso de la teoría general de la matriz de 
transferencia para resolver las ecuaciones de Maxwell. Si bien esta revisión no es exhaustiva, tiene 
la intención de mostrar algunas de las técnicas que se ocuparon para el estudio de las brechas 
fotónicas, y dar un respaldo teórico a los supuestos empleados durante el estudio de las 
propiedades del silicio poroso, los espectros de reflectancia y las densidades de estados.  
 
Es conveniente hacer la revisión, dado que no todas las formas de deducir la matriz de transferencia 
permiten trabajar de manera directa con índices de refracción complejos, y algunas son más fáciles 
de tratar en problemas específicos: al estudiar las brechas fotónicas (o bandas prohibidas), los 
espectros de transmitancia y reflectancia, la densidad de estados, etc. 
 
En el presente capítulo se reproducen diversas formas de expresar la matriz de transferencia, con 
la intención de interpretar correctamente las fórmulas que relacionan sus componentes con las 
propiedades de los arreglos fotónicos. Los métodos revisados son:  

 Método de la solución de la ecuación de onda a partir de la suma de dos soluciones 
particulares. En este método se resuelven las ecuaciones de Maxwell usando el método de 
separación de variables, donde la constante de separación corresponde a la ley de Snell. La 
matriz de transferencia deducida no puede ocuparse si los índices son complejos. Las 
soluciones son ecuaciones de Riccati. 

 Método iterativo: Este método resuelve el problema de forma iterativa, partiendo de una 
solución particular o de la variable de separación descrita en el primer método. El método 
iterativo se compara con la aproximación WKB para mostrar que todo medio inhomogéneo 
es equivalente a un medio estratificado. Esto es una posible solución al problema de usar 
un sustrato estratificado como modelo para las aproximaciones por elipsometría. 

 Método de reflexiones múltiples. En este método se construye la matriz de transferencia a 
partir de expresar las ecuaciones de Fresnel de forma matricial. El formalismo no necesita 
ninguna modificación al estudiar índices de refracción complejo.  

 Método de ondas viajeras. En este método se asume que la solución a las ecuaciones de 
onda es la superposición de dos ondas planas, una viajando a la izquierda y otra a la derecha.  
 

Para cada técnica se muestra cómo obtener los coeficientes de transmitancia y reflectancia. Esto 
con la intención de mostrar las formas más comunes que se pueden encontrar en la literatura, en la 
que no siempre se explica cuál de ellas se ha empleado. Por último, la elección del método que se 
aplica en cada uno de los análisis empleados en este trabajo se ha hecho a partir de la facilidad 
operativa. 
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Dado que se puede considerar útil conocer el desarrollo de las propiedades de cada modelo, en el 
presente trabajo se desarrollan de forma explícita y en general.  
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I.I Fundamentos del método de la matriz de transferencia. 

Durante este proyecto, se estudiaron los efectos de arreglos fotónicos en el espectro visible. Dado 
que la longitud de onda del campo que se estudia es del orden de 10ଷ veces la rugosidad de las 
interfases, se asumen que son planas [1], esa es una condición necesaria para la validez de los 
modelos.  
 
La descripción más extendida en la literatura es la solución directa de las ecuaciones de Maxwell. La 
deducción siguiente se basa en el texto clásico de Born [2], que parte de las ecuaciones del campo 
electromagnético sin fuentes de corriente magnética: 

 ∇ ⋅ 𝐷ሬሬ⃗ = 𝜌 
 

∇ ⋅ Bሬሬ⃗ = 0 
 

∇ × Eሬሬ⃗ = −
1

c

∂Bሬሬ⃗

∂t
 

 

∇ × Hሬሬ⃗ =
4𝜋

𝑐
𝚥 +

𝜕𝐷ሬሬ⃗

𝜕𝑡
 

(1) 
 

(2) 
 

(3) 

 

(4) 

  

∇ ⋅ 𝚥 +
𝜕𝜌

𝜕𝑡
= 0 

 

(5) 

A partir de las relaciones constitutivas, que dependen únicamente de la posición y la frecuencia 
angular: 𝐷(𝑟, 𝜔) = 𝜀(𝑟, 𝜔)𝐸(𝑟, 𝜔),  𝐻(𝑟, 𝜔) = 𝜇ିଵ(𝑟, 𝜔)𝐵 y 𝑗(𝑟, 𝜔) = 𝜎(𝑟, 𝜔)𝐸(𝑟, 𝜔), y en 
ausencia de cargas libres y corrientes, se obtienen las relaciones: 
 

 
∇ × ൬

1

𝜇
∇ × 𝐸ሬ⃗ ൰ + ∇ ×

∂Hሬሬ⃗

∂t
= 0 

∇ × ൬
1

𝜇
∇ × 𝐸ሬ⃗ ൰ +

𝜀

𝑐ଶ
𝐸ሬ⃗ ̈ = 0 

(6) 

 

(7) 

Usando que ∇ × 𝑢𝑽 = 𝑢∇ × 𝑽 + (∇𝑢) × 𝑽  y   ∇ × ∇ ×= ∇(∇ ⋅) − ∇ଶ  
 

 ∇ଶ𝐸ሬ⃗ −
𝜀𝜇

𝑐ଶ
𝐸ሬ⃗ ̈ + (∇ log 𝜇) × ൫∇ × 𝐸ሬ⃗ ൯ − ∇൫Eሬሬ⃗ ⋅  ∇(log 𝜀)൯ = 0 (8) 

donde se usó ∇ ⋅ 𝐷ሬሬ⃗ = 𝜀∇ ⋅ 𝐸ሬ⃗ + 𝐸ሬ⃗ ⋅ ∇𝜀 = 0. 
 
Por otro lado, si la solución es una función armónica, entonces se cumplen las siguientes relaciones: 

 ∇ × 𝐸ሬ⃗ (𝑟) = 𝑖𝜔𝐵ሬ⃗ (𝑟) 
 

∇ × 𝐻ሬሬ⃗ (𝑟) = −𝑖𝜔𝐷ሬሬ⃗ (𝑟) + 𝑗(𝑟) 

(9) 

(10) 
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Esas relaciones generales son válidas para el caso particular de un arreglo fotónico unidimensional, 
en el cual los materiales son isotrópicos excepto en una dirección o, en otras palabras, son arreglos 
donde la función dieléctrica únicamente depende de una variable espacial. 
 

ε(r⃗) = ε(z),      𝜇(𝑟) = 𝜇(𝑧).                                               (11)  
 
A partir de aquí se asumirá que la solución es una onda plana.  
 
Se define el plano de polarización como el plano formado por el vector del campo eléctrico y el 
vector de propagación. Por lo tanto, en el vacío el plano de polarización de un haz linealmente 
polarizado es constante. 
 
Cuando un haz de luz linealmente polarizado incide en la interfase plana de dos medios dieléctricos 
con distinto índice de refracción, se dice que la polarización es transversal eléctrica (TE o tipo s) si el 
plano de polarización y el plano de incidencia, formado por la normal a la interfase y el vector de 
propagación, son perpendiculares. En caso de que el plano de polarización sea paralelo al plano de 
incidencia, se tratará de polarización transversal magnética (TM o tipo p). Las polarizaciones TE y 
TM son independientes. Según esto y de las ecuaciones (9) y (10) 
 

 
𝐻ሬሬ⃗ = ඨ

𝜀

𝜇
𝑠 ∧ 𝐸ሬ⃗     𝑦      𝐸ሬ⃗ = ට

𝜇

𝜀
𝑠 ∧ 𝐻ሬሬ⃗     

 
(12) 

 
donde 𝑠 es la dirección de propagación. Esto implica que todas las propiedades deducidas para las 
ondas transversal-eléctricas son directamente aplicables a las ondas transversal-magnéticas 
cambiando 𝐸ሬ⃗  por 𝐻ሬሬ⃗  y 𝜇 por 𝜀. 
 
En el sistema de referencia formado por la normal a la superficie, 𝑒̂௭ = 𝑛ො, el vector en el plano de 
incidencia perpendicular a la normal de la interfase 𝑒̂௬ y el vector transversal 𝑒̂௫: una onda TE tendrá 
componentes nulas 𝐸௭ y 𝐸௬.  Entonces, la componente 𝑥  del campo eléctrico es descrita por una 
ecuación de segundo orden: 
 

 
∇ଶ𝐸ሬ⃗ −

𝜀(𝑧)𝜇(𝑧)

𝑐ଶ
𝐸ሬ⃗ ̈ + ∇ ln 𝜇(𝑧) ∧ ൫∇ ∧ 𝐸ሬ⃗ ൯ + ∇൫𝐸ሬ⃗ ⋅ ∇ ln 𝜀(𝑧)൯ = 0 

(13) 

es: 
 𝜕௫

ଶ𝐸௫ + 𝜕௬
ଶ𝐸௫ + 𝜕௭

ଶ𝐸௫ −
𝜀𝜇

𝑐ଶ
𝐸௫̈ + 𝜕௬ log(𝜇) 𝜕௬𝐸௫ − 𝜕௭ log(𝜇) 𝜕௭𝐸௫

+ 𝜕௫(𝐸௫𝜕௫ log 𝜀) = 0 
 

(14) 

 ∴ 𝜕௬
ଶ𝐸௫ + 𝜕௭

ଶ𝐸௫ − 𝑛଴
ଶ𝑘଴

ଶ𝐸௫̈ = 𝜕௭ log(𝜇) 𝜕௭𝐸௫ (15) 
 
donde 𝑛଴ = 𝜀𝜇. Y se ocupó que 𝜕௫𝜀 = 0 y la ley de Gauss eléctrica para mostrar que 𝜕௫𝐸௫ = 0. 
La ecuación (15) es separable.  
 
Si la constante de separación es 𝑘଴𝛼, la solución para la componente en dirección 𝑒̂௫ es una onda: 
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 𝐸௫ = 𝑈(𝑧)𝑒௜௞బఈ௬𝑒௜ఠ௧ (16) 
 
Por otro lado, de las ecuaciones de Maxwell que relacionan los rotacionales de los campos con las 
derivadas temporales de los mismos, en un medio sin fuentes, asumiendo una dependencia 
armónica con el tiempo y con las condiciones para ondas TE: 
 

 
𝜕௬𝐸௫ +

{𝑖𝜔𝜇(𝑧)}

𝑐
𝐻௭ = 0                             𝜕௫𝐻௬ − 𝜕௬𝐻௫ = 0 

𝜕௭𝐸௫ −
{𝑖𝜔𝜇(𝑧)}

𝑐
𝐻௬ = 0                             𝜕௭𝐻௫ − 𝜕௫𝐻௭ = 0 

{𝑖𝜔𝜇(𝑧)}

𝑐
𝐻௫ = 0                                           𝜕௬𝐻௭ − 𝜕௭𝐻௬ +

{𝑖𝜀(𝑧)𝜔}

𝑐
𝐸௫ = 0 

 
 

(17) 

 
De la ecuación para 𝐸௫ (16), las relaciones anteriores y proponiendo dos funciones 𝑊(𝑧) y 𝑉(𝑧) 
tales que:  
  

 𝐻௭ = 𝑊(𝑧)𝑒{௜(௞బఈ௬ିఠ௧)} 
 

𝐻௬ = 𝑉(𝑧)𝑒{௜(௞బఈ௬ିఠ௧)} 

(18) 
 
(19) 

  
Se obtienen las siguientes relaciones para las amplitudes en 𝑧. 
 

 𝑈ᇱ(𝑧) = 𝑖𝑘଴𝜇(𝑧)𝑉(𝑧) 
 

𝑉′(𝑧) = 𝑖𝑘଴(𝛼𝑊(𝑧) + 𝜀(𝑧)𝑈(𝑧)) 
 

𝛼𝑈(𝑧) + 𝜇(𝑧)𝑊(𝑧) = 0 

(20) 
 

(21) 
 
(22) 

 
donde 𝑈ᇱ denota derivada respecto a z. Por lo tanto sustituyendo (22) en (21) 
 

 
𝑉ᇱ(𝑧) = 𝑖𝑘଴ ቆ𝜀(𝑧) −

𝛼ଶ

𝜇(𝑧)
ቇ 𝑈(𝑧) 

(23) 

 
Si 𝛼 = 0, la incidencia es normal, la componente en dirección 𝑒̂௭ del campo magnético (22) es nula 
y la ecuación diferencial acoplada tiene como única diferencia los factores de permitividad y 
permeabilidad.  
 
De las ecuaciones (21) y (23), se obtiene una ecuación de onda acoplada de segundo orden para las 
amplitudes: 
 

 𝑑ଶ𝑈

𝑑𝑧
−

𝑑(log 𝜇(𝑧))

𝑑𝑧

𝑑𝑈

𝑑𝑧
+ 𝑘଴

ଶ(𝑛ଶ − 𝛼ଶ)𝑈 = 0 

 

(24) 
 
 
 

 



10 
 

𝑑ଶ𝑉

𝑑𝑧ଶ
−

𝑑 ൤log ൬𝜀(𝑧) −
𝛼ଶ

𝜇(𝑧)
൰൨

𝑑𝑧

𝑑𝑉

𝑑𝑧
+ 𝑘଴

ଶ(𝑛ଶ − 𝛼ଶ)𝑉 = 0 

(25) 

 
Nuevamente las ecuaciones para ondas TM tendrán la misma forma, haciendo las sustituciones 𝜇 
por 𝜀 y 𝐸௜  por 𝐻௜.  
 
La función 𝑈(𝑧) tiene en general una solución compleja (𝑈(𝑧) = |𝑈(𝑧)|𝑒௜థ(௭)), donde las 
superficies de amplitud constante |𝐸௫| no son las superficies de fase constante 𝜙(𝑧) + 𝑘଴𝛼𝑦 =

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒. En ese caso un desplazamiento sobre la superficie de fase constante cumple: 
 

 𝜙ᇱ(𝑧)𝑑𝑧 + 𝑘଴𝛼𝑑𝑦 = 0 (26) 
 
En una onda plana 𝜙(𝑧) = 𝑘଴𝑛𝑧 cos𝜃, donde 𝜃 es el ángulo entre la normal a la superficie de fase 
constante con el vector 𝑒̂௭. Sustituyendo la fase en la ecuación anterior y tomando en cuenta que. 
 

 
tan 𝜃 = −

𝑑𝑧

𝑑𝑦
 ⟹ 𝛼 = 𝑛 sinθ 

(27) 

 
Recuperando la ley de Snell, para 𝛼  contante. Esto es importante, ya que el análisis siguiente solo 
será aproximadamente valido si la parte imaginaria del índice de refracción puede ser despreciada. 
En ese caso, la solución para una ecuación de segundo orden se construye sumando dos funciones 
linealmente independientes que cumplen: 

 𝑈ଵ,ଶ
ᇱ = 𝑖𝑘଴𝜇𝑉ଵ,ଶ 

𝑉ଵ,ଶ
ᇱ = 𝑖𝑘଴ ቆ𝜀 −

𝛼ଶ

𝜇
ቇ 𝑈ଵ,ଶ 

(28) 
 
(29) 

De las ecuaciones (28) y (29): 
 𝑑

𝑑𝑧
(𝑈ଵ𝑉ଶ − 𝑈ଶ𝑉ଵ) = 0 

(30) 

Por lo tanto, la matriz cuyos elementos son las soluciones de las funciones tiene determinante 
constante: 

 
ฬ
𝑈ଵ 𝑉ଵ

𝑈ଶ 𝑉ଶ
ฬ = 𝐷଴ = 𝑐𝑡𝑒 = ฬ

𝑈ଵ 𝑈ଵ
ᇱ

𝑈ଶ 𝑈ଶ
ᇱ ฬ ൬

−𝑖

𝑘𝜇
൰  (31) 

 
Note que el determinante puede extraer factores constantes de una columna, lo que nos permite 
establecer 𝐷଴ = 1, esta propiedad es muy empleada en la literatura como una restricción del 
sistema de soluciones. Usando la relación (31) las soluciones forman un sistema de ecuaciones 
invariante, que cumple: 

 𝑊𝑟𝑜𝑛𝑠𝑘𝑖𝑎𝑛𝑜 = 𝐷଴ (32) 
 

 
(𝑈ଵ𝑈ଶ

ᇱ − 𝑈ଵ
ᇱ𝑈ଶ)

−𝑖

𝑘𝜇
= 𝐷଴𝜇 ⟹

(𝑈ଵ𝑈ଶ
ᇱ − 𝑈ଵ

ᇱ𝑈ଶ)
−𝑖
𝑘

𝑈ଵ
ଶ =

𝜇

𝑈ଵ
ଶ 

𝑑

𝑑𝑧

𝑈ଶ

𝑈ଵ
 
−𝑖

𝑘
=

𝜇𝐷଴

𝑈ଵ
ଶ  

 
 
 
(33) 
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Por lo tanto, las soluciones cumplen con la relación 𝑈ଶ = 𝑖𝑘𝐷଴
ᇱ 𝑈ଵ∫ ቀ

ఓ

௎భ
మቁ 𝑑𝑧  [3]. En particular para 

dos parejas de soluciones: 
 𝑈ଵ = 𝑓(𝑧), 𝑈ଶ = 𝐹(𝑧)

𝑉ଵ = 𝑔(𝑧), 𝑉ଶ = 𝐺(𝑧)
  

 

 

(34) 

 𝑓(0) = 𝐺(0) = 0  𝑦  𝐹(0) = 𝑔(0) = 1 (35) 
   

Por lo que, si las condiciones iniciales para el problema son 𝑈(0) = 𝑈଴, 𝑉(0) = 𝑉଴, entonces las 
soluciones se obtienen al multiplicar las condiciones iniciales por una matriz unimodular. 
 

 
൬

𝑈(𝑧)

𝑉(𝑧)
൰ = ൬

𝐹(𝑧) 𝑓(𝑧)

𝐺(𝑧) 𝑔(𝑧)
൰ ൬

𝑈଴

𝑉଴
൰ (36) 

 
O de forma equivalente: 
 

 
൬

𝑈଴

𝑉଴
൰ = ൬

𝑔(𝑧) −𝑓(𝑧)

−𝐺(𝑧) 𝐹(𝑧)
൰ ቀ

𝑈
𝑉

ቁ (37) 

donde se usó (31). Tomando en cuenta que el determinante es constate: 
 

 
ฬ

𝑔(𝑧) −𝑓(𝑧)

−𝐺(𝑧) 𝐹(𝑧)
ฬ = |𝑀| = 1 = 𝐷଴ (38) 

 
La matriz 𝑀 relaciona las componentes de los campos en un plano 𝑧 = 0 con un plano 𝑧 constante. 
Para ondas TE, M relaciona a 𝐸௫ y 𝐻௬ , mientras que para ondas TM, M relaciona las componentes 
𝐻௫ y 𝐻௬. Esta posibilidad de relacionar ondas TM o TE con una matriz de transferencia resulta de la 
proporcionalidad de las componentes 𝑒̂௭ con a las componentes 𝑒̂௫. 
 
Las soluciones generales para las ecuaciones U y V son soluciones de Riccati. Para mostrarlo basta 
con derivar la razón entre las funciones: 
 

 𝑑𝑅

𝑑𝑧
=

𝑑

𝑑𝑧
൬

𝑈

𝑉
൰ =

𝑈ᇱ

𝑉
−

𝑈

𝑉ଶ
𝑉ᇱ =

𝑈ᇱ

𝑉
−

𝑅ଶ𝑉ᇱ

𝑈
= 𝑖𝑘 ቈቆ𝜀 −

𝛼ଶ

𝜇
ቇ 𝑅ଶ − 𝜇቉ 

 
(39) 

 
donde se usaron las relaciones (20) y (23). Por otro lado. 
 

 𝑉ᇱ

𝑉
= −𝑖𝑘 ቆ𝜀 −

𝛼ଶ

𝜇
ቇ

𝑈

𝑉
= 𝑖𝑘 ቆ𝜀 −

𝛼ଶ

𝜇
ቇ 𝑅 

 

 

(40) 

 
𝑉(𝑧) = 𝑉଴𝑒

ି௜௞ ∫ ൬ఌି
ఈమ

ఓ
൰ோ(௭)ௗ௭

೥

೥బ   
 

𝑈(𝑧) = 𝑅(𝑧)𝑉(𝑧) 

(41) 
 
(42) 

 



12 
 

Para conocer el comportamiento de una onda monocromática en un medio estratificado basta con 
conocer los elementos de la matriz M, donde M es la matriz característica.  
 
I.II Soluciones a la ecuación del campo eléctrico 
 
I.II.i Método iterativo:  
Para resolver el campo eléctrico de la ecuación (24), se factoriza la permeabilidad 𝜇, llegando a la 
expresión: 

 𝑑

𝑑𝑧
ቆ

𝑈ᇱ

𝜇
ቇ − 𝑘ଶ ቆ𝜀 −

𝛼ଶ

𝜇
ቇ 𝑈 = 0 

(43) 

 
Que se resuelve analíticamente al asumir como solución una función de la forma 

 
𝑈௜ = ෍ 𝑘ଶ௡𝑈௜௡

ஶ

௡ୀ଴

 
 

(44) 

para i=1,2.  
 
La solución debe cumplir con la condición de determinante constante y en particular evaluado 
en 𝑧 = 0. Entonces si 𝑈ଵ(0) = 1,  𝑈ଵ

ᇱ(0) = 0, 𝑈ଶ(0) = 0, 𝑈ଶ
ᇱ (0) = −𝑖𝑘𝜇, en el tiempo 0: 

 
 𝑑

𝑑𝑧
൬

𝑈௜,଴

𝜇
൰ = 0 

 
𝑑

𝑑𝑧
൬

𝑈௜,௡

𝜇
൰ = − ቆε −

αଶ

𝜇
ቇ 𝑈௜,௡ିଵ 

(45) 
 
 
(46) 
 
 

 

Por lo tanto: 
 𝑈ଵ,଴ = 1 

 

𝑈ଵ,ଵ = − න 𝜇 ቈන ቆ𝜀 −
𝛼ଶ

𝜇
ቇ 𝑑𝑧

௭

଴

቉ 𝑑𝑧
௭

଴

 

 

𝑈ଵ,௡ = − න 𝜇 ቈන ቆ𝜀 −
𝛼ଶ

𝜇
ቇ 𝑑𝑧

௭

଴

቉ 𝑈ଵ,௡ିଵ𝑑𝑧
௭

଴

 

 

(47) 
 
(48) 
 

 
(49) 
 

 
𝑈ଶ,଴ = −𝑖𝑘 න 𝜇𝑑𝑧

௭

଴

 

 

𝑈ଶ,௡ = න 𝜇 ቈන ቆ𝜀 −
𝛼ଶ

𝜇
ቇ 𝑈ଶ,௡ି௭𝑑𝑧

௭

଴

቉ 𝑑𝑧
௭

଴

 

 

(50) 
 
 
(51) 

 
La ecuación 𝑈ଶ es una función imaginaria, siempre que, tanto la permeabilidad como la permitividad 
sean reales o, en otras palabras, se trata de un medio no absorbente. En ese caso se define: 
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𝑖𝑈ଶ = ෍ 𝑘ଶ௡𝑈௜ଶ

ஶ

௡ୀ଴

 
 

(52) 

 
Ya que el determinante de la matriz de transferencia es constante: 
 

 

𝑀 =

⎝

⎜
⎛

−
𝑈ଶ

ᇱ

𝑘𝜇
−𝑖𝑈ଶ

−
𝑖𝑈ଵ

ᇱ

𝑘𝜇
𝑈ଵ

⎠

⎟
⎞

 

 
 

(53) 

 
Si los elementos de la diagonal son reales y los elementos fuera de la diagonal son puramente 
imaginarios se trata de la matriz característica de un medio no absorbente.   
 
Considerando los primeros dos términos de las series, en  un medio donde la longitud de onda es 

mayor al camino óptico, y recordando que 𝜀 −
ఈమ

ఓ
= 𝑛ଶcosଶ 𝜃௜, la matriz resultante es: 

 
 

𝑀 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡1 − 𝑘ଶ න ቆ𝜇𝜀 cosଶ 𝜃௜ න 𝜇𝑑𝑧

௭

଴

ቇ 𝑑𝑧
௭

଴

𝑖𝑘 න 𝜇𝑑𝑧
௭

଴

𝑖𝑘 න 𝜇𝜀 cosଶ 𝜃௜ 𝑑𝑧
௭

଴

1 − 𝑘ଶ න ቆ𝜇 න 𝜇𝜀 cosଶ 𝜃௜ 𝑑𝑧
௭

଴

ቇ 𝑑𝑧
௭

଴ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 
(54) 

 
Note que la matriz 𝑀, despreciando los términos de orden superior, tiene determinante igual a uno.  
De la matriz anterior, como se mostrará más adelante, se pueden calcular los coeficientes de 
transmitancia y reflectancia (55) y (56). Para mayor detalle se puede consultar el artículo clásico en 
el que se basa este desarrollo [3]. 
 

 

𝑟 =
𝑅

𝐼଴
=

ට
𝜀଴
𝜇଴

cosθ଴ ൬𝑀ଵଵ + ට
εଵ
μଵ

cos θଵ𝑀ଵଶ൰ − ൬𝑀ଶଵ + ට
εଵ
μଵ

cosθଵ𝑀ଶଶ൰

ට
ε଴
μ଴

cos θ଴ ൬𝑀ଵଵ + ට
εଵ
μଵ

cosθଵ𝑀ଵଶ൰ + ൬𝑀ଶଵ + ට
𝜀ଵ
𝜇ଵ

cos 𝜃ଵ 𝑀ଶଶ൰

  

 

 
(55) 

 

𝑡 =
𝑇

𝐼଴
=

2ට
𝜀଴
𝜇଴

𝑐𝑜𝑠𝜃଴

ට
𝜀଴
𝜇଴

𝑐𝑜𝑠𝜃଴ ൬𝑀ଵଵ + ට
𝜀ଵ
𝜇ଵ

cos 𝜃ଵ 𝑀ଵଶ൰ + ൬𝑀ଶଵ + ට
𝜀ଵ
𝜇ଵ

cos 𝜃ଵ 𝑀ଶଶ൰

  

 
 

 
(56) 

I.II.ii Aproximación WKB:  
 
 
El método WKB es una aproximación válida para una variación de la constante de permeabilidad 
lenta.  
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Resolviendo la ecuación (43) para ondas 𝑇𝐸 [4, 5] empleando el cambio de variable  𝑈 = 𝐾(𝜉)𝑈ഥ,  

𝜉 = 𝑘ሬ⃗ ∫ ඥ𝜀𝜇 − 𝛼ଶ𝑑𝑧
௭   y  

𝐾 =
ఓ

ඥఌఓିఈమ
: 

 
 

𝑈 = 𝑈଴
√𝜇

ඥ𝜀𝜇 − 𝛼ଶర
𝑒±௜௞ ∫ ඥఌఓିఈమ೥

ௗ௭  
 

(57) 

 
donde k es el número de onda. En el caso de ondas planas propagándose en medios homogéneos 
con superficies planas, el argumento de la integral es simplemente el desplazamiento en la dirección 
𝑒̂௭; ∫ ඥ𝜀𝜇 − 𝛼ଶ௭

𝑑𝑧 = (𝑛ଶcosଶ 𝜃௜) ∫ 𝑑𝑧
௭ .  

 
Note que las soluciones linealmente independientes seno y coseno tienen solución exacta cuando 
la función dentro de la raíz es constante o sus derivadas son despreciables. En caso contrario es una 
aproximación cuyo ajuste dependerá de su variación. 
 
Usando en la expresión (53) con las soluciones seno y coseno y poniendo cuidado a las condiciones 
iniciales, es decir si: 

 
𝐾଴ =

𝜇(0)

ඥ𝜀(0)𝜇(0) − 𝛼ଶ(0)
 

(58) 

Entonces: 
 

𝑀 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ඨ

ඥ𝜀𝜇 − 𝛼ଶ𝐾଴

𝜇
cos (𝜉) 𝑖ඨ

𝐾଴𝜇

ඥ𝜀𝜇 − 𝛼ଶ
sin (𝜉)

𝑖ඨ
ඥ𝜀𝜇 − 𝛼ଶ

𝜇𝐾଴

sin(𝜉) ඨ
𝜇

ඥ𝜀𝜇 − 𝛼ଶ𝐾଴

cos (𝜉)

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 
 
(59) 

 
Para el caso de propagación de una onda plana en un medio continuo 𝛼 = 𝑛 sin 𝜃, entonces, las 
ecuaciones para las ecuaciones 𝑈 y 𝑉 (24) son: 
 

 𝑑ଶ𝑈

𝑑𝑧ଶ
+ (𝑘଴

ଶ𝑛ଶ cosଶ 𝜃)𝑈 =
𝑑ଶ𝑉

𝑑𝑧ଶ
+ (𝑘଴

ଶ𝑛ଶ cosଶ 𝜃)𝑉 = 0 
(60) 

   
Ocupando la relación entre las primeras derivadas y las funciones originales para 𝑈 y 𝑉, se tienen 
las siguientes soluciones: 
 

 𝑈(𝑧) = 𝐴 cos(𝑘଴𝑛 cos 𝜃) + 𝐵 sin(𝑘଴𝑛 cos 𝜃)  
 

(61) 

 
𝑉(𝑧) = 𝑖ඨ

𝜀

𝜇
cos 𝜃 (−𝐵 cos(𝑘଴𝑛 cos 𝜃) + 𝐴 sin(𝑘଴𝑛 cos 𝜃)) 

 

(62) 

Por lo tanto las funciones independientes 𝑈ଵ,ଶ y 𝑉ଵ,ଶ forman la matriz 
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𝑀(𝑧) = ቌ

cos(𝑘଴𝑛𝑧𝑐𝑜𝑠θ) −
𝑖

𝑝
sin(𝑘଴𝑛𝑧𝑐𝑜𝑠θ)

−𝑖𝑝 sin(𝑘଴𝑛𝑧𝑐𝑜𝑠θ) cos(𝑘଴𝑛𝑧𝑐𝑜𝑠θ)

ቍ 
 
(63) 

 
donde 𝑝 dependerá de si es una onda TE o TM 

 𝑇𝐸        𝑝 = ඥε/μ cos θ 
 

𝑇𝑀      𝑝 = ඥμ/ε cos θ 

(64) 
 
(65) 

 
Los valores propios de la matriz M son: 𝜆± = cos(𝑘଴𝑛𝑧 𝑐𝑜𝑠 𝜃) ± sin(𝑘଴𝑛𝑧 cos 𝜃) 

Y los vectores propios son:𝑣± =
ଵ

ටଵା
భ

೛మ

 ቀ±
௜

௣
, 1ቁ  

 
En el caso de un arreglo en capas homogéneas 𝑀 = ∏ 𝑀௜௜ , donde 𝑀௜ es la matriz característica del 
i-ésimo sustrato. Cada matriz está descrita por los elementos: 
 

 𝑚(௜)ଵଵ = 𝑚(௜)ଶଶ = cos 𝛽(௜)  
 

𝑚ଵଶ = −
𝑖

𝑝(௜)
sin 𝛽(௜)         

 
 𝑚(௜)ଶଵ = −𝑖𝑝(௜) sin 𝛽(௜)  

(66) 
 
(67) 
 
 
(68) 

 
donde para ondas TE: 

  
𝛽௜ = 𝑘଴𝑛௜𝑧௜ cos 𝜃௜   

 𝑝௜ = ඨ
𝜀௜

𝜇௜
cos 𝜃௜ 

 
(69) 
 
(70) 

 
O para ondas TM  

 
𝑝௜ = ඨ

𝜇௜

𝜀௜
cos 𝜃௜ 

(71) 

 
Sin embargo, la definición de  𝑝௜  de las ecuaciones (69), (70) y (71), es válida cuando 𝛼 = 𝑛 sin (𝜃), 
en otro caso para ondas TE: 

 
𝑝௜ =

ඥ𝜀௜𝜇௜ − 𝛼ଶ

𝜇௜
  

(72) 

y 
 𝛽௜ = 𝑘ඥ𝜀௜𝜇௜ − 𝛼ଶ (73) 

 
A segundo orden la matriz de una región homogénea es: 
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𝑀௜ =

⎝

⎜
⎛𝐼 −

𝛽௜
ଶ

2

𝑖𝛽௜

𝑝௜

𝑖𝛽௜𝑝௜ 𝐼 −
𝛽௜

ଶ

2 ⎠

⎟
⎞

 

 
(74) 

 
Una sucesión de capas tendrá a segundo orden la matriz asociada: 
 

 

𝑀 =

⎝

⎜
⎜
⎛

𝐼 − ෍
𝛽௡

ଶ

2

ஶ

௡ୀଵ

− ෍ 𝛽௠𝑝௠ ൭ ෍
𝛽௠

𝑝௠

௡ିଵ

௠ୀଵ

൱

ஶ

௡ୀଶ

𝑖 ෍
𝛽௡

𝑝௡

ஶ

௡ୀଵ

𝑖 ෍ 𝛽௡𝑝௡

ஶ

௡ୀଵ

𝐼 − ෍
𝛽௡

ଶ

2

ஶ

௡ୀଵ

− ෍
𝛽௠

𝑝௠

൭ ෍ 𝛽௠𝑝௠

௡ିଵ

௠ୀଵ

൱

ஶ

௡ୀଶ ⎠

⎟
⎟
⎞

 

 
 
(75) 

 
En ese caso las sumas pueden ser cambiadas por integrales: 
 

 
෍

𝛽௡

2
→

𝑘ଶ

2
න (𝜀𝜇 − 𝛼ଶ)𝑑𝑧

௭

= 0

ஶ

௡ୀଵ

 

 

෍ 𝛽௠𝑝௠ ൭ ෍
𝛽௠

𝑝௠

௡ିଵ

௠ୀଵ

൱

ஶ

௡ୀଶ

→ 𝑘ଶ න (𝜀(𝑧ᇱ) −
𝛼ଶ

𝜇(𝑧ᇱ)

௭

) න 𝜇(𝑧ᇱᇱ)𝑑𝑧ᇱᇱ
௭ᇲ

𝑑𝑧′ 

 

෍
𝛽௠

𝑝௠
൭ ෍ 𝛽௠𝑝௠

௡ିଵ

௠ୀଵ

൱

ஶ

௡ୀଶ

→ 𝑘ଶ න 𝜇(𝑧ᇱ) න ቆ𝜀(𝑧ᇱᇱ) −
𝛼ଶ

𝜇(𝑧ᇱᇱ)
ቇ 𝑑𝑧ᇱᇱ𝑑𝑧ᇱ

௭ᇲ௭

 

 

෍
𝛽௡

𝑝௡

ஶ

୬ୀଵ

→ 𝑘 න 𝜇𝑑𝑧ᇱ
௭

                              ෍ 𝛽௡𝑝௡ → න ቆ𝜀(𝑧ᇱᇱ) −
𝛼ଶ

𝜇(𝑧ᇱᇱ)
ቇ 𝑑𝑧ᇱᇱ

௭ஶ

௡ୀଵ

 

 

(76) 
 
 
 
(77) 
 
 
 
(78) 
 
 
(79) 

 
Lo anterior implica que un medio inhomogéneo se comporta de forma análoga a un medio 
estratificado, ecuación (54), y las conclusiones de uno u otro sistema son equivalentes. La 
estratificación es una de las hipótesis del modelo de elipsometría, además de eso, hay reportes de 
una estratificación de la porosidad observable por micrografías de microscopía electrónica de 
barrido (SEM por sus siglas en inglés) en capas de silicio poroso [6, 7].  Otra propiedad importante 
para el modelo de elipsometría es la biaxialidad, para mayores referencias con respecto a la 
biaxialidad propia de los arreglos inhomogéneos, consultar [3] 
 
I.III Método de múltiples reflexiones  
 
Este método construye la matriz de transferencia a partir de los coeficientes de Fresnel y al cambio 
de fase de las ondas al viajar por el medio. Éste método es de más fácil acceso en libros de 
multicapas y fuentes fiables de internet, por ejemplo, el texto de Pochi [8].  
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A partir del diagrama de la incidencia de un rayo de luz en la interfase de dos medios con índices de 
refracción 𝑛஺ y 𝑛஻, Figura I-1, se observa que el campo se escribe como: 
 

 𝐸 = 𝐸஺
(ଵ)

exp ቂ𝑖 ቀ𝐾஺
(ଵ)

⋅ 𝑥 − 𝜔𝑡ቁቃ + 𝐸஺
(ଶ)

exp ቂ𝑖 ቀ𝐾஺
(ଶ)

⋅ 𝑥 − 𝜔𝑡ቁቃ (80) 

De  las condiciones de frontera para ondas TE, que cumplen con la ley de Snell, ୱ୧୬ ఏಲ

ୱ୧୬ ఏಳ
=

௡ಳ

௡ಲ
 . 

 
 𝐸஺

(ଵ)
+ 𝐸஺

(ଶ)
= 𝐸஻

(ଶ)
+ 𝐸஻

(ଵ) (81) 

 𝑛஺ cos 𝜃஺ ቀ𝐸஺
(ଵ)

− 𝐸஺
(ଶ)

ቁ = 𝑛஻ cos 𝜃஻ ቀ𝐸஻
(ଵ)

− 𝐸஻
(ଶ)

ቁ (82) 

 
Al reescribir las condiciones de frontera en las partes par e impar del campo: 
 

 𝐸ା = 𝐸(ଵ) + 𝐸(ଶ),          𝐸ି = (𝐸(ଵ) − 𝐸(ଶ))/𝑖 (83) 

 
Se deduce que la matriz de transferencia que relaciona el campo entre dos medios separados por 
una interfase plana, será el producto de dos matrices [8], las llamadas matriz de interfase o dinámica 
“𝐷”, ecuación (84), y la matriz de propagación “𝑃”, ecuación (85). 
 

 
𝐷்ா = ൬

1 −1
n୧cos 𝜃௜ −𝑛௜ cos 𝜃௜

൰ , 𝐷்ெ = ൬
cos 𝜃௜ cos 𝜃௜

𝑛௜ −𝑛௜
൰, (84) 

 
 

 
  𝑃்ா,்ெ = ൬𝑒௜௡೔௞బ ୡ୭ୱ ఏ೔ 0

0 𝑒ି௜௡೔௞బ ୡ୭ୱ ఏ೔
൰ (85) 

   
 
A diferencia de las matrices vistas hasta ahora, no hace falta hacer ningún cambio a sus 
componentes para que sigan siendo válidas cuando los índices de refracción son complejos. 
Entonces, las matrices de interfase 𝑇ଵଶ y 𝑇ଶଵ serán el producto de las matrices dinámicas de cada 
interfase 𝑇ଵଶ = 𝐷ଵ

ିଵ𝐷ଶ [9], por lo tanto: 
 

   

Figura I-1 Diagrama de incidencia de una onda plana en la frontera de dos dieléctricos. Las condiciones 
de frontera dependerán de las funciones dieléctricas de los medios y de la polarización. 

 

 

E୆
(ଶ)

, 𝑘஻
(ଶ) 

E୅
(ଶ)

, 𝑘஺
(ଶ) E୅

(ଵ)
, 𝑘஺

(ଵ) 

E୆
(ଵ)

, 𝑘஻
(ଵ) 

θ୅ 

θ୆ 
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𝑇ଵଶ = 𝑇஺஻ = ൭

1 0

0
𝑛஺ cos 𝜃஺

𝑛஻ cos 𝜃஻

൱ 
(86) 

 
𝑇ଶଵ = 𝑇ଶଵ

ିଵ = 𝑇஻஺ = ൭

1 0

0
𝑛஻ 𝑐𝑜𝑠 𝜃஻

𝑛஺ 𝑐𝑜𝑠 𝜃஺

൱ 

 

(87) 

Los coeficientes de reflectancia y transmitancia de la interfase se calculan como la razón entre la 
amplitud del rayo incidente y el reflejado (o transmitido según corresponda): 
 

 
ቀ

𝐸௧

0
ቁ = ൬

𝐴ଵଵ 𝐴ଵଶ

𝐴ଶଵ 𝐴ଶଶ
൰ ൬

𝐸௜

𝐸௥
൰ = 𝐷ଵ

ିଵ𝐷ଶ𝑃ଶ ൬
𝐸௜

𝐸௥
൰ (88) 

 
 

 
𝑡 =

𝐸௧

𝐸௜
=

𝐴ଵଵ𝐴ଶଶ − 𝐴ଵଶ𝐴ଶଵ

𝐴ଶଶ
  

 

𝑟 =
𝐸௥

𝐸௜
= −

𝐴ଶଵ

𝐴ଶଶ
 

(89) 
 
 

(90) 

 
Otra ventaja de esta notación es la facilidad con la que se calcula la intensidad relativa del campo 
eléctrico. En un punto arbitrario 𝑠, para una estructura de ancho ℎ (𝑠 ≤ ℎ), la relación entre los 
campos incidente, reflejado y transmitido está dada por: 
 

 
൬

𝐴ଵଵ(𝑠, ℎ) 𝐴ଵଶ(𝑠, ℎ)
𝐴ଶଵ(𝑠, ℎ) 𝐴ଶଶ(𝑠, ℎ)

൰ ൬
𝐸(𝑠)ௗ௘௥௘௖௛௔

𝐸(𝑠)௜௭௤௨௜௘௥ௗ௔
൰ = ቀ

𝐸௧

0
ቁ = ൬

𝐴ଵଵ 𝐴ଵଶ

𝐴ଶଵ 𝐴ଶଶ
൰ ൬

𝐸௜

𝐸௥
൰ 

(91) 

 
donde los términos (𝑠, ℎ) son los coeficientes calculados desde el punto 𝑠 hasta el final de la 
estructura, o punto ℎ, y los campos 𝐸(𝑠) son los campos en el punto 𝑠 que viajan a la izquierda o la 
derecha. Considerando que la onda incidente viaja de izquierda a derecha, entonces la intensidad 
de campo eléctrico es: 
 

 |𝐸ሬ⃗ |ଶ = ห𝐸(𝑠)௜௭௤௨௜௘௥ௗ௔ห
ଶ

+ |𝐸(𝑠)ௗ௘௥௘௖௛௔|ଶ (92) 
 

 
ห𝐸ሬ⃗ ห

ଶ
=

𝐴ଵଵ
ଶ (𝑠, ℎ) + 𝐴ଶଵ

ଶ (𝑠, ℎ)

𝐴ଵଵ
ଶ

|𝐸௜|ଶ 
(93) 

 
El campo eléctrico dentro del dieléctrico depende directamente de las condiciones de frontera. 
 
I.IV Método de ondas planas 
 
En el siguiente método los coeficientes de la matriz de transferencia se deducen de considerar el 
cambio de amplitud de ondas propagándose en un medio formado por múltiples capas, donde la 
enésima interfase está una posición denotada como 𝑧௡. Asumiendo que el campo es la suma de 
ondas planas viajando en el medio 𝑧௡ y 𝑧௡ାଵ, entonces, se puede describir el campo eléctrico como: 
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 𝜓௡ = 𝛼௡𝑒௜௞೙೥௭ + 𝛽௡𝑒ି௜௞೙೥௭ (94) 
 
En la interfase, tanto la función como su derivada son continuas. Por lo tanto, en 𝑧 = 𝑧௡ se cumple 

que ψ୬ିଵ|௭೙
= 𝜓௡|௭೙

 y  ௗట೙షభ

ௗ௭
|௭೙

=
ௗట೙

ௗ௭
|௭೙

. Esas condiciones implican que: 

 
 𝛼௡ିଵ𝑒௜௞(೙షభ)೥௭೙ + 𝛽௡ିଵ𝑒ି௜௞(೙షభ)೥௭೙ = 𝛼௡𝑒௜௞೙೥௭೙ + 𝛽௡𝑒ି௜௞೙೥௭೙  

 
𝑘(௡ିଵ)௭൫𝛼௡ିଵ𝑒௜௞(೙షభ)೥௭೙ + 𝛽௡ିଵ𝑒ି௜௞(೙షభ)೥௭೙൯ = 𝑘௡൫𝛼௡𝑒௜௞೙೥௭೙ + 𝛽௡𝑒ି௜௞೙೥௭೙൯ 

 

(95) 

 
La matriz de transferencia en ese caso será [10]: 
 

 

ቀ
𝛼௡

𝛽௡
ቁ =

⎝

⎜
⎛

1

2
൬1 +

𝑘௡ିଵ

𝑘௡
൰ 𝑒௜(௞೙షభି௞೙)௭೙

1

2
൬1 −

𝑘௡ିଵ

𝑘௡
൰ 𝑒௜(௞೙షభା௞೙)௭೙

1

2
൬1 −

𝑘௡ିଵ

𝑘௡
൰ 𝑒௜(௞೙షభା௞೙)௭೙

1

2
൬1 +

𝑘௡ିଵ

𝑘௡
൰ 𝑒ି௜(௞೙షభି௞೙)௭೙

⎠

⎟
⎞

ቀ
𝛼௡ିଵ

𝛽௡ିଵ
ቁ 

 
 
(96) 

 
 
Esta matriz cumple que: 

 
det 𝐴௡ =

𝑘(௡ିଵ)௭

𝑘௡௭
 

(97) 

 
El determinante de una estructura será el determinante del producto de los determinantes de las 
matrices que componen el medio, por lo tanto, si va de un medio “𝑎” a un medio “𝑏”: 
 

 det 𝐴 =
𝑞௔

𝑞௕
 (98) 

 
I.V Reflexión y transmisión de ondas planas . 
 
Como se ha mostrado, existen muchos más métodos de matriz de transferencia, que operan de 
forma diferente y si bien son equivalentes no se pueden mezclar entre ellos. En general se elige el 
que más convenga para resolver el problema que se enfrente. Por ahora no se expondrán más 
métodos, en cambio, se calcularán los coeficientes de reflexión y transmisión conociendo los 
elementos de la matriz de transferencia. 
 
Considerando la solución del campo electromagnético, en el sistema de referencia del plano de 
incidencia, para una onda plana tipo TE, que incide en un medio estratificado de ancho 𝑧௜, con una 
dirección de propagación 𝑠పෝ = (0, sin 𝜃௜ , 𝑐𝑜𝑠𝜃௜). En esas condiciones, el campo eléctrico transversal 

es 𝐸ሬ⃗ ௧ = (𝐸௫ , 0,0) y el campo magnético asociado es 𝐻ሬሬ⃗ = ට
ఌ

ఓ
𝑠̂ ∧ 𝐸ሬ⃗ .  Entonces, dado que las 

componentes tangenciales de los campos son continuas [11]: 
 

 𝐸௜௡௖௜ௗ௘௡௧௘ + 𝐸௥௘௙௟௘௝௔ௗ௢ = 𝐸௧௥௔௡௦௠௜௧௜ௗ௢ 
 

(99) 
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𝑈଴ = 𝑅 + 𝐼଴ 
 

 𝑈(𝑧௜) = 𝑇 

(100) 
 

(101) 

 
Usando la relación entre los campos magnético y eléctrico de una onda plana (12): 
 

 𝐻௜௡௖௜ௗ௘௡௧௘ + 𝐻௥௘௙௟௘௝௔ௗ௢ = 𝐻௧௥௔௡௦௠௜௧௜ௗ௢ 
 

𝑉଴ = ඨ
𝜀଴

𝜇଴
cos 𝜃଴  (𝑅 − 𝐼଴) 

𝑉(𝑧௜) = ඨ
𝜀௭೔

𝜇௭೔

cos 𝜃௭೔
𝑇 

(102) 
 
 
(103) 
 
 
(104) 

 
donde 𝐼଴ es la amplitud del rayo incidente, R es la amplitud del rayo reflejado y T la amplitud del 
rayo transmitido. Usando la relación de matriz de transferencia (37), que se usa en el resto de la 
sección a menos de que mencione lo contrario, en el punto 𝑧௜: 
 

 

൮ 

𝑅 + 𝐼଴

ඨ
𝜀଴

𝜇଴
𝑐𝑜𝑠𝜃଴(𝐼଴ − 𝑅)

൲ = ൬
𝑀ଵଵ 𝑀ଵଶ

 𝑀ଶଵ 𝑀ଶଶ
൰ ൮

𝑇

ඨ
𝜀௭೔

𝜇௭೔

𝑐𝑜𝑠𝜃௭೔
(𝑇)൲   

 

(105) 

En ese caso la reflectancia, la transmitancia y la intensidad del campo eléctrico son: 
 

 

𝑟 =
𝑅

𝐼଴
=

ට
𝜀଴
𝜇଴

cosθ଴ ൬𝑀ଵଵ + ට
εଵ
μଵ

cos θଵ𝑀ଵଶ൰ − ൬𝑀ଶଵ + ට
εଵ
μଵ

cosθଵ𝑀ଶଶ൰

ට
ε଴
μ଴

cos θ଴ ൬𝑀ଵଵ + ට
εଵ
μଵ

cosθଵ𝑀ଵଶ൰ + ൬𝑀ଶଵ + ට
𝜀ଵ
𝜇ଵ

cos 𝜃ଵ 𝑀ଶଶ൰

  

 

 
(106) 

 

𝑡 =
𝑇

𝐼଴
=

2ට
𝜀଴
𝜇଴

𝑐𝑜𝑠𝜃଴

ට
𝜀଴
𝜇଴

𝑐𝑜𝑠𝜃଴ ൬𝑀ଵଵ + ට
𝜀ଵ
𝜇ଵ

cos 𝜃ଵ 𝑀ଵଶ൰ + ൬𝑀ଶଵ + ට
𝜀ଵ
𝜇ଵ

cos 𝜃ଵ 𝑀ଶଶ൰

  

 
 

 
(107) 

 ห𝐸ሬ⃗ ห
ଶ

= ቀ(𝑀ଵଵ(𝑠, ℎ) + 𝑀ଶଵ(𝑠, ℎ)𝑛ଷ cos 𝜃ଷ)ଶ +
(ெమభ(௦,௛)ାெమమ(௦,௛)௡య ୡ୭ୱ ఏయ)మ

௡మ ୡ୭ୱ ఏమ
ቁ ∗    

൬
2𝑛଴ cos 𝜃଴ E୧

𝑛଴ cos 𝜃଴ (𝑀ଵଵ + 𝑀ଶଵ𝑛ଷ𝑐𝑜𝑠𝜃ଷ) + (𝑀ଶଵ + 𝑀ଶଶ𝑛ଷ𝑐𝑜𝑠𝜃ଷ)
൰

ଶ

  

(108) 

  
 

 
 
 
(109) 
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𝑟 =
ට

𝜀଴
𝜇଴

𝑈ଶ
ᇱ + 𝑘𝜇௭೔ට

𝜀௭೔

𝜇௭೔

𝑈ଵ − 𝑖 ൬𝑈ଵ
ᇱ − 𝑘𝜇௭೔ට

𝜀଴𝜀௭೔

𝜇଴𝜇௭೔

𝑈ଶ൰

ට
𝜀଴
𝜇଴

𝑈ଶ − 𝑘𝜇௭೔ට
𝜀௭೔

𝜇௭೔

𝑈ଵ + 𝑖 ൬𝑈ଵ
ᇱ + 𝑘𝜇௭೔ට

𝜀଴𝜀௭೔

𝜇଴𝜇௭೔

𝑈ଶ൰

 

 
En general, los coeficientes están en función de las “admitancias” de la enésima región 𝜀௭೙

 (que es 
constante entre interfases), del medio de incidencia (𝜀଴), del medio de transmisión (𝜀ଵ), y los 
elementos de la matriz característica. Por lo tanto, los coeficientes de transmisión y reflexión de 
flujo de campo eléctrico, descritos por el vector de Pointing son: 
 

 
ℛ = |𝑟|ଶ,       𝒯 = ඨ

𝜇଴𝜀ଵ

𝜇ଵ𝜀଴

cos 𝜃ଵ

cos 𝜃଴

|𝑡|ଶ 
(110) 

Para ondas TM: 
 

ℛ = |𝑟|ଶ,       𝒯 = ඨ
𝜇ଵ𝜀଴

𝜇଴𝜀ଵ

cos 𝜃ଵ

cos 𝜃଴

|𝑡|ଶ 
(111) 

 
Usando la relación entre el campo transmitido y reflejado: 
 

 ℛ + 𝒯 = |𝑟|ଶ +
𝑝ଵ

𝑝଴

|𝑡|ଶ = 1 (112) 

donde: 
 𝑝௜ = 𝑛௜ cos 𝜃௜ (113) 

 
 
 
Por ejemplo, usando (107), el coeficiente de flujo de campo es: 
 

𝑡 =
்

ூబ
=

ସට
ഄబഄభ
ഋబഋభ

ୡ୭ୱ ఏబ ୡ୭ୱ ఏభ

ฬට
ഄబ
ഋబ

ୡ୭ୱ ఏబ൬ெభభାට
ഄభ
ഋభ

ୡ୭ୱ ఏభெభమ൰ା൬ெమభାට
ഄభ
ഋభ

ୡ୭ୱ ఏభெమమ൰ฬ
మ                                     (114)  

 
Para un medio con variación homogénea de la permitividad eléctrica, a partir de la ecuación  (55) y 
sus cambios de variable (59) y con la ecuación (106), el coeficiente de reflectancia es: 
 

 

𝑟 =

൮ቌට
𝜀଴

𝜇଴
cos 𝜃଴ ඨ

𝐾଴

𝐾௭బ

− ට
𝜀ଵ
𝜇ଵ

cos 𝜃ଵ ඨ
𝐾௭బ

𝐾଴
ቍ cos 𝜉 + 𝑖 ቆට

𝜀଴𝜀ଵ

𝜇଴𝜇ଵ
ඥ𝐾଴𝐾௭బ

−
1

ඥ𝐾଴𝐾௭బ

ቇ sin 𝜉൲

ቌට
𝜀଴

𝜇଴
ඨ

𝐾଴

𝐾௓బ

cos 𝜃଴ + ට
𝜀ଵ
𝜇ଵ

ඨ
𝐾௭బ

𝐾଴
cos 𝜃ଶቍ cos 𝜉 + 𝑖 ቆට

𝜀଴𝜀ଵ

𝜇଴𝜇ଵ
ඥ𝐾଴𝐾௭బ

+
𝐼

ඥ𝐾଴𝐾௭బ

ቇ sin 𝜉 

   

 
 
(115) 

 
las cantidades 𝐾଴ y 𝐾௭బ

 dependen de las propiedades del medio homogéneo en las interfases o 
puntos 𝑧 = 0 y 𝑧 = 𝑧଴, respectivamente. 
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Capítulo II. 
 
Análisis de estructuras fotónicas usando la matriz de transferencia 
 

Resumen 
 
Una vez desarrollada la herramienta básica para el análisis de los arreglos multicapas, en esta 
sección se estudian las propiedades de los arreglos y las relaciones entre los coeficientes que 
conforman la matriz de transferencia. 
 
Entre las propiedades de mayor interés para este trabajo están: las brechas fotónicas, las densidades 
de estados, las propiedades de los defectos tipo “micro cavidad”, las regiones de localización de 
campo y alta transmitancia. 
 
Esas propiedades se calculan a partir de los coeficientes de la matriz de transferencia de capas 
simples y la propiedad de determinante constante. Por esa razón primero se calculan son los 
coeficientes de reflexión y transmisión para una película simple, seguido de los mismos coeficientes 
para un arreglo completamente ordenado, o cristal fotónico tipo Bragg, como se le conoce en la 
literatura. 
 
A partir de ahí se deducen la función de dispersión, las longitudes de onda de los bordes de las 
brechas fotónicas, las propiedades de las brechas en función de la conmensurabilidad de las capas 
que conforman el arreglo, las diferencias entre las brechas y estados permitidos para ondas TE y 
TM, la relación de reciprocidad, las fases de los coeficientes de reflexión y transmisión, las 
densidades de estados, se generaliza el concepto de microcavidad eliminando la condición de 
simetría y otras propiedades interesantes para el estudio de la fotónica.  
  
Se estudian también propiedades de arreglos no cristalinos, los arreglos de Fibonacci. Los arreglos 
de Fibonacci son arreglos multicapas con una simetría de largo alcance o cuasi cristalina, que se 
logra a partir de una regla de superposición simple. Se calculan sus propiedades: densidades de 
estados y espectros de reflectancia. Ambas propiedades son esenciales para modificar y entender 
el fenómeno de separación de Rabi en arreglos de Fibonacci con simetría conjugada. 
 
Debe destacarse el antecedente de los trabajos de M. Maksimovic [1], donde estudia la separación 
del modo localizado simple de una microcavidad en un modo múltiple, y de Mher G [2] que trata de 
explicar el comportamiento de los cuasi cristales en una dimensión a partir de los efectos de 
separación de modos en microcavidades. 
 
Por último, se revisa brevemente el efecto Purcell, que origina el cambio de tiempo de vida media 
en la luminiscencia en regiones con diferente densidad de estados, que forma parte de las 
evidencias más confiables de la inmersión de partículas luminiscentes en un arreglo fotónico. 
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II.I Solución de una película simple. 
 
Los coeficientes de reflectancia y la transmitancia de una capa homogénea se calculan a partir de 
los coeficientes de Fresnel en el sistema de referencia del plano de incidencia. 
 
Suponiendo que no hay fuentes, es decir, la carga libre es nula y no hay corrientes inducidas por el 
campo eléctrico, entonces las componentes tangenciales del campo eléctrico y magnético son 
continuas. En ese caso, para las ondas transversal eléctricas:  
 

 𝐸௫
௜ = 𝐸௫

௥ + 𝐸௫
௧   

 
𝐸௬

௜ = 𝐸௬
௥ = 𝐸௬

௧ = 0 
 

𝐻௫
௜ = 𝐻௫

௥ = 𝐻௫
௧ = 0 

 
 𝑛௜ cos 𝜃௜ 𝐸௫

௜ = 𝑛௜ cos 𝜃௥ 𝐸௫
௥ + 𝑛௧ cos 𝜃௧ 𝐸௫

௧  

(1) 
 

(2) 
 

(3) 
 
 
(4) 

 
donde los índices 𝑟, 𝑡, 𝑖 son la amplitud de la onda reflejada, transmitida e incidente 
respectivamente. Tomando en cuenta que 𝑐𝑜𝑠𝜃௥ = −𝑐𝑜𝑠𝜃௜: 
 

 
𝐸௫

௥ =
𝑛௜ cos 𝜃௜ − 𝑛௧ cos 𝜃௧

𝑛௜ cos 𝜃௜ + 𝑛௧ cos 𝜃௧
𝐸௫

௜  

 

 

(5) 

 
𝐸௫

௧ =
2𝑛௜𝑐𝑜𝑠𝜃௜

𝑛௜ cos 𝜃௜ + 𝑛௧ cos 𝜃௧
𝐸௫

௜  
(6) 

 
(5) y (6) son los coeficientes de Fresnel. Entonces, los coeficientes de reflexión y de transmisión para 
una interfase con índices de refracción 𝑛ଵ  y 𝑛ଶ son: 
 

 𝑟௜௝ =
𝑝௜ − 𝑝௝

𝑝௜ + 𝑝௝
 

 

(7) 
 

 
𝑡௜௝ =

2𝑝௜

𝑝௜ + 𝑝௝
 (8) 

 
Donde 𝑝௫ = 𝑛௫ cos 𝜃௫. 
 
Considerando una onda TE, que viaja de un medio 1 a través de un medio 2 hasta un medio 3, de la 
matriz característica del medio homogéneo, ecuación (61) capítulo 1, se tiene: 
 

 𝑚ଵଵ = 𝑚ଶଶ = 𝑐𝑜𝑠𝛽   
 

           𝑚ଵଶ = −
𝑖

𝑝ଶ
sin 𝛽       

 

(9) 
 

(10) 
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        𝑚ଶଵ = −𝑖𝑝ଶ sin 𝛽  (11) 
 
donde: 

 𝛽 = 𝑘଴𝑛ଶℎ cos 𝜃ଶ (12) 
 
Sustituyendo en la ecuación para la transmitancia, ecuación (105) capítulo 1: 
 

 
𝑡 =

2𝑝ଵ

ቀcos 𝛽 −
𝑖

𝑝ଶ
sin 𝛽 𝑝ଷቁ + (−𝑖𝑝ଶ sin 𝛽 + cos 𝛽 𝑝ଷ)

=
2𝑝ଵ

𝑓(𝑝௜)
 

 

(13) 

 
Sumando valores nulos para reducir la expresión y escribiendo sólo las iniciales de las funciones 
trigonométricas para hacer más compacta la notación (cos 𝛽 = 𝑐 𝑦 sin 𝛽 = 𝑠): 
 
𝑓(𝑝௜) ∗ 𝑝ଶ = 𝑐(𝑝ଵ𝑝ଶ + 𝑝ଷ𝑝ଶ) − 𝑖𝑠(𝑝ଷ𝑝ଵ − 𝑝ଶ

ଶ) + 𝑖𝑠(𝑝ଵ𝑝ଶ + 𝑝ଷ𝑝ଶ − 𝑝ଷ𝑝ଵ − 𝑝ଶ
ଶ) − 𝑖𝑠(𝑝ଵ𝑝ଶ +

𝑝ଷ𝑝ଶ − 𝑝ଷ𝑝ଵ − 𝑝ଶ
ଶ) + 𝑐(𝑝ଵ𝑝ଶ + 𝑝ଷ𝑝ଶ + 𝑝ଷ𝑝ଵ + 𝑝ଶ

ଶ) − 𝑐(𝑝ଵ𝑝ଶ + 𝑝ଷ𝑝ଶ +  𝑝ଷ𝑝ଵ + 𝑝ଶ
ଶ)  

 
    𝑓(𝑝௜) ∗ 𝑝ଶ = 𝑒ି௜ఉ(𝑝ଵ + 𝑝ଶ)(𝑝ଷ + 𝑝ଶ) + 𝑒௜ఉ(𝑝ଵ − 𝑝ଶ)(𝑝ଶ − 𝑝ଷ)            

− 𝑓(𝑝௜) ∗ 𝑝ଶ      
(14) 

 
Sustituyendo (14) en (13) y en esta expresión los coeficientes de transmisión (8) y reflexión (7), se 
obtiene para la transmitancia: 

 
𝑡 =

𝑡ଵଶ𝑡ଶଷ𝑒௜ఉ

1 + 𝑟ଵଶ𝑟ଶଷ𝑒ଶ௜ఉ
 

 

(15) 

 
De forma similar, se puede deducir la relación para la reflectancia. 

 
𝑟 =

𝑟ଵଶ + 𝑟ଶଷ𝑒ଶ௜ఉ

1 + 𝑟ଵଶ𝑟ଶଷ𝑒ଶ௜ఉ
 

 

(16) 

 
(15) y (16)son las ecuaciones de Airy, usualmente obtenidas a partir de suponer que una onda plana 
es reflejada múltiples veces en una interfase y la onda final es la superposición de ondas donde el 
camino óptico total en el medio central es 2𝛽 [3].  
 
En cuanto a la reflectancia, es el cuadrado de la norma de un número complejo, es decir la norma 
de (16): 
 

 
ℛ = |𝑟|ଶ =

𝑟ଵଶ
ଶ + 𝑟ଶଷ

ଶ + 2𝑟ଵଶ𝑟ଶଷ cos(2𝛽)

1 + 𝑟ଵଶ
ଶ 𝑟ଶଷ

ଶ + 2𝑟ଵଶ𝑟ଶଷ cos(2𝛽)
 

 

(17) 

 
𝒯 =

tଵଶ
ଶ 𝑡ଶଷ

ଶ

1 + 𝑟ଵଶ
ଶ 𝑟ଶଷ

ଶ + 2𝑟ଵଶ𝑟ଶଷ cos(2𝛽)

𝑛ଷ cos 𝜃ଷ 

𝑛ଵ cos 𝜃ଵ
   

 

(18) 

 
La reflectancia entonces tiene máximos y mínimos que pueden ser localizados con la derivada de 
(17), que está modulada por  sin(2𝛽). Las películas con camino óptico 𝑚 ∗ 𝜋, donde m es un número 
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entero, tendrán un máximo o mínimo de reflectancia. Entonces ℎ =
௠ఒబ௡మ

ସ ௖௢ మ
, o en incidencia normal 

ℎ =
௡೔ఒబ

ସ
, es la condición de máxima o mínima reflectancia frecuentemente ocupada en los arreglos 

fotónicos.  
 
Cuando 𝑚 es impar cos 2𝛽 = −1 y cuando 𝑚 es par cos 2𝛽 = 1, por lo que la reflectancia será: 
 

 
ℛ௠ ௜௠௣௔௥ = ൬

𝑟ଵଶ − 𝑟ଶଷ

1 − 𝑟ଵଶ𝑟ଶଷ
൰

ଶ

;      𝑅௠ ௣௔௥ = ൬
𝑟ଵଶ + 𝑟ଶଷ

1 + 𝑟ଵଶ𝑟ଶଷ
൰

ଶ

 
(19) 

 
En incidencia normal: 
 

 
ℛ௠ ௜௠௣௔௥ = ቆ

𝑛ଵ𝑛ଷ − 𝑛ଶ
ଶ

𝑛ଵ𝑛ଷ + 𝑛ଶ
ଶቇ

ଶ

;          ℛ௠ ௣௔௥ = ൬
𝑛ଵ − 𝑛ଷ

𝑛ଵ + 𝑛ଷ
൰

ଶ

  
(20) 

 
Para el caso impar, sí 𝑛ଶ = ඥ𝑛ଵ𝑛ଷ entonces ℛ = 0; para el caso par, la reflectancia (y por lo tanto 
la transmitancia por conservación de la energía) no depende explícitamente del índice de refracción 

del medio 2 si ℎ =
௠ఒబ

ଶ ୡ୭ୱ ఏమ
, aunque el espesor está en función del ángulo transmitido al medio 2. 

 
Asimismo, note una característica importante de la reflexión, mientras mayor sea el contraste de 
los índices de refracción 𝑛ଶ 𝑦 𝑛ଷ, mayor será la reflectancia máxima de la capa simple. La segunda 
derivada para incidencia normal implica que habrá un máximo de reflectancia cuando 
 

 𝑑ଶℛ

𝑑𝐻ଶ
< 0 ⟹ (−1)௠(𝑟ଵଶ𝑟ଵଷ)(1 + 𝑟ଶଷ

ଶ 𝑟ଵଶ
ଶ − 𝑟ଵଶ

ଶ − 𝑟ଶଷ
ଶ ) < 0 ⟹  𝑛ଶ > 𝑛ଷ 

 

(21) 

 
La última relación es resultado de la expresión explicita para 𝑟ଵଶ ∗ 𝑟ଵଷ. 
 
II.II Solución de arreglos multicapas periódicos.  
 
Cuando se estudian las ondas asociadas a los electrones en materiales cristalinos, se suele usar un 
potencial periódico, en función de las coordenadas espaciales [4]. Para el caso de un arreglo de 
capas de materiales dieléctricos, donde la constante dieléctrica depende únicamente de la variable 
z, que varía periódicamente, Figura II-1, la matriz de transferencia es el producto de las matrices 
características de bicapas que se repiten N veces. 
 

   

Figura II-1 Arreglo periódico de dos materiales dieléctricos con distinto índice de refracción 𝑛௜  (i=1…∞)  

n1      n2 

 𝑒̂௭ 
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La matriz de transferencia M para ondas TE de un arreglo de dos capas, es el producto de las 
matrices 𝑀௔ y 𝑀௕. Cada matriz está descrita por los elementos: 
 

 
𝑚(௔,௕)ଵଵ = 𝑚(௔,௕)ଶଶ = cos 𝛽(௔,௕)            𝑚ଵଶ = −

𝑖

𝑝(௔,௕)
sin 𝛽(௔,௕)         

 𝑚(௔,௕)ଶଵ = −𝑖𝑝(௔,௕) sin 𝛽(௔,௕)  

 
(22) 

donde para ondas TE: 
 

𝛽௔,௕ = 𝑘଴𝑛௔,௕𝑧௔,௕ cos 𝜃௔,௕                      𝑝௔,௕ = ඨ
𝜀௔,௕

𝜇௔,௕
cos 𝜃௔,௕ 

(23) 

O para ondas TM  
 

𝑝௔,௕ = ඨ
𝜇௔,௕

𝜀௔,௕
cos 𝜃௔,௕ 

(24) 

donde el coeficiente 𝑝௔,௕ de las ecuaciones (24) y (23), es válido para el caso particular de ondas 
planas. Si el medio es estratificado periódicamente, como el mostrado en la Figura II-1, la función 
dieléctrica tiene una simetría de traslación: 
 

 𝜀(𝑧 + ℎ𝑚) = 𝜀(𝑧)            𝜇(𝑧 + ℎ𝑚) = 𝜇(𝑧) (25) 
 
donde m es un número entero menor o igual al número total de capas N, y tiene la misma forma 
que el potencial periódico de un cristal. Por esa razón los denominan cristales fotónicos y tienen 
propiedades análogas [5]. 
 
Si cada bicapa tiene matriz característica 𝑀଴, entonces la matriz de todo el arreglo será 𝑀 = 𝑀଴

ே, 
los elementos de la matriz de transferencia para la bicapa son: 
 

 𝑀ଵଵ = 𝑚௔ଵଵ ∗ 𝑚௕ଵଵ + 𝑚௔ଵଶ ∗ 𝑚௕ଶଵ = cos 𝛽௔𝑐𝑜𝑠𝛽௕ −
𝑝௕

𝑝௔
sin 𝛽௔ sin 𝛽௕ 

 

𝑀ଶଶ = 𝑚௔ଶ ∗ 𝑚௕ଶଶ + 𝑚௔ଶଵ𝑚௕ଵଶ = cos 𝛽௔ cos 𝛽௕ −
𝑝௔

𝑝௕
sin 𝛽௔ sin 𝛽௕ 

 

𝑀ଵଶ = 𝑚௔ଵଵ ∗ 𝑚௕ଵଶ + 𝑚௔ଵଶ ∗ 𝑚௕ଶ = −
𝑖 cos 𝛽௔ sin 𝛽௕

𝑝௕
−

𝑖 cos 𝛽௕ sin 𝛽௔

𝑝௔
 

 
𝑀ଶଵ = 𝑚௔ଶଵ ∗ 𝑚௕ଵଵ + 𝑚௔ଶଶ ∗ 𝑚௕ଶଵ

= −𝑖𝑝௔ cos 𝛽௕ sin 𝛽௔ − 𝑖𝑝௕ cos 𝛽௔ sin 𝛽௕ 
 

(26) 
 
 
(27) 
 
 
(28) 
 
 
(29) 

Como la matriz de transferencia resulta de elevar una matriz unitaria a la N-ésima potencia, los 
elementos que resultan están caracterizados por los polinomios de Tchébychev [6]: 
 

 
𝑀௡ = ൤

𝑀ଵଵ𝑆௡ିଵ(𝑥) − 𝑆௡ିଶ(𝑥) 𝑀ଵଶ𝑆௡ିଵ(𝑥)

𝑀ଶଵ𝑆௡ିଵ(𝑥) 𝑀ଶଶ𝑆௡ିଵ(𝑥) − 𝑆௡ିଶ(𝑥)
൨ (30) 
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donde: 

𝑥 =
𝑀ଵଵ + 𝑀ଶଶ

2
 

 
𝑥 = cos 𝛽௔ cos 𝛽௕ −

1

2
൬

𝑝௔

𝑝௕
+

𝑝௕

𝑝௔
൰ sin 𝛽௔ sin 𝛽௕ 

(31) 

y  
 

𝑆ே =
sin[(𝑁 + 1) cosିଵ 𝑥]

√1 − 𝑥ଶ
 

 

(32) 

Si el camino óptico de las bicapas es igual, es decir 𝛽௔ = 𝛽௕, y a incidencia normal, 𝛽 = 𝑘𝑛ℎ, 𝑥 es 
una función de senos y cosenos al cuadrado, por lo que tiene soluciones puramente imaginarias. 
 

 
𝑥 = cosଶ 𝛽 −

1

2
൬

𝑛௔

𝑛௕
+

𝑛௕

𝑛௔
൰ sinଶ 𝛽 

(33) 
 
 

Eso implica que el sin 𝑥, es una función hiperbólica en función del número de capas, por lo tanto, la 
reflectancia crece exponencialmente en relación con el número de capas. En particular, cuando se 
cumple la condición de camino óptico de un cuarto de longitud de onda 𝛽 =

గ

ଶ
 la matriz 

característica es diagonal: 
 

𝑀ଶே =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡൬−

𝑛ଷ

𝑛ଶ
൰

ே

0

0 ൬−
𝑛ଶ

𝑛ଷ
൰

ே

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

(34) 

 
y la reflectancia es: 
 

 

𝑅ଶே = ൮

1 −
𝑛଴
𝑛௭೔

ቀ
𝑛ଶ
𝑛ଷ

ቁ
ଶே

1 +
𝑛଴
𝑛௭భ

ቀ
𝑛ଶ
𝑛ଷ

ቁ
ଶே൲

ଶ

 

 
(35) 

 
 
II.III Función de dispersión.  
 
La matriz de transferencia para una capa simple homogénea es: 
 

 

𝑇௡೔,௭ =

⎝

⎜
⎛

cos൫𝑘௭,௡𝑧൯ 𝑖
sin൫𝑘௭,௡𝑧൯𝑘଴

𝑘௭,௡

−𝑖
𝑘௭,௡ sin൫𝑘௭,௡𝑧൯

𝑘଴
cos൫𝑘௭,௡𝑧൯

⎠

⎟
⎞

 

 
 

(36) 

 
donde 𝑘௭,௡ = 𝑘଴𝑛 cos 𝜙௡ y  𝜙௡ es el ángulo de propagación respecto a la normal de la interfase. 
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El determinante de la matriz es constante, para (36) es igual a 1, recordando que para ondas TM 
hace falta multiplicar por el inverso de la función dieléctrica [7].  
 
Para un arreglo fotónico, se define el estado propio o vector propio de un material de ancho 𝐿, como 
aquel que puede propagarse de  −∞ → ∞. Es decir, usando la relación entre campos incidentes, 
reflejados y transmitidos, la onda propia relacionará el campo reflejado y el transmitido sin tomar 
en cuenta la parte incidente: 
 

 
𝑇 ൬

1
− n୧cos 𝜙௜

൰ = 𝐴 ൬
1

𝑛௧ cos 𝜙௧
൰ (37) 

 
Con 𝐴 una constante distinta de 0. En incidencia normal esta relación se escribe como: 
 

 𝑇ଵଵ − 𝑇ଵଶ𝑛௜ cos 𝜙௜ = 𝐴;  𝑇ଶଵ − 𝑇ଶଶ𝑛௜ cos 𝜙௜ = 𝐴 𝑛௧ cos 𝜙௧ (38) 
   
 𝑇ଵଵ𝑛௧ cos 𝜙௧ − 𝑇ଵଶ𝑛௜𝑛௧ cos 𝜙௜ cos 𝜙௧ − 𝑇ଶଵ + 𝑇ଶଶ𝑛௜ cos 𝜙௜ = 0 (39) 
   

De forma implícita, la ecuación (39) depende del vector de onda, a partir del cual se escriben los 
elementos de la matriz de transferencia y en general, tiene una solución imaginaria. 

Recordando que 𝑘௭ = 𝑛௭𝑘଴ cos 𝜙, con 𝑘௭
ଶ =

௡మఠమ

௖మ − ห𝑘∥ห
ଶ

, cuando 𝑘௭ es imaginario, existen 

soluciones reales para la frecuencia siempre que ห𝑘∥ห > ℑ(𝑘௭), entonces la señal es atenuada en la 
dirección 𝑧. Una solución en general es una solución amortiguada, esto explica por qué cerca de las 
regiones de resonancia puede haber estados de alta transmitancia y baja reflectancia, como el caso 
de la amplitud de un oscilador amortiguado cerca de la frecuencia de resonancia. 
 
II.IV Brechas fotónicas.  
 
De forma similar a las soluciones para la ecuación de onda de los electrones en un cristal, la solución 
para la ecuación de onda del campo electromagnético en un arreglo periódico, cumple con las 
condiciones de periodicidad, o condiciones de Floquet-Bloch [8]. Eso es, el campo eléctromagnético 
después de un periodo del arreglo, debe ser el campo inicial multiplicado por un cambio de fase. 
Por lo tanto  

 𝑇൫𝑑൯𝜙(0) = 𝑒௜ ௞೥
ሬሬሬሬ⃗ ⋅ௗ⃗𝜙(0) = 𝑒௜௤ௗ𝜙(0) (40) 

 
Esa es la relación de valores propios. 
 
Tomando en cuenta eso y que el determinante de 𝑇 es igual a 1, la ecuación que relaciona los 
vectores de onda con las energías de estados permitidos es: 
 

 𝑇ଵଵ𝑇ଶଶ𝜆ିଵ − (𝑇ଵଵ + 𝑇ଶଶ) − 𝑇ଵଶ𝑇ଶଵ𝜆ିଵ + 𝜆 = 0 
 

(41) 

 𝜆ଶ − (𝑇ଵଵ + 𝑇ଶଶ)𝜆 + 1 = 0 
 

(42) 
 

(43) 
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𝜆± =
(𝑇ଵଵ + 𝑇ଶଶ) ± ඥ(𝑇ଵଵ + 𝑇ଶଶ)ଶ − 4

2
= 𝑒௜௤ௗ𝜙(0) 

  
λା + λି = 2 cos(𝑞𝑑) = 𝑇ଵଵ + 𝑇ଶଶ 

 
(44) 

 
Si 𝜆 es un valor propio, entonces 1/𝜆 también lo es.  
 
La norma del valor propio es 1 en el caso de estar en la región permitida, en caso contrario un valor 
propio tendrá norma menor a 1 y el otro tendrá norma mayor a 1, entonces sólo uno de los valores 
propios tendrá sentido físico, pues el campo para el valor propio con norma menor a 1 es atenuado 
y para el otro es incrementado infinitamente.  
 
La constante de decaimiento del campo en la estructura, será definida por la forma del valor propio 
𝜆 = 𝑒௜௤ௗ𝑒ିఊ , explícitamente la constante es:  
 

 
𝛾 =

ln|𝜆|

𝑑
 

(45) 

 
Tomando en cuenta que en la región prohibida la solución debe ser un complejo, la parte real debe 
ser 𝑛𝜋 y la parte imaginaria que describe la atenuación del campo, es: 
 

 
𝐼𝑚(𝜆) = acosh ൬

𝑇ଵଵ + 𝑇ଶଶ

2
൰ (46) 

 
O usando la ecuación (42) 

 
𝐼𝑚(𝜆) = ln ൭

(𝑇ଵଵ + 𝑇ଶଶ) ± ඥ(𝑇ଵଵ + 𝑇ଶଶ)ଶ − 4

2
൱ 

(47) 

 
 
Por otro lado, la ecuación (44) impone condiciones para la frecuencia. Dado que la función coseno 
tiene valores limitados entre 1 y -1, existen soluciones permitidas y prohibidas. Esas regiones son 
diferentes para arreglos simétricos y no simétricos.   
 
La matriz de transferencia en incidencia normal es: 
 

 
 𝑇௡೔,௭ = ቌ

cos(𝑘଴𝑛௜𝑧)
𝑖 sin(𝑘଴𝑛௜𝑧)

𝑛௜

𝑖 𝑛௜ sin(𝑘଴𝑛௜𝑧) cos(𝑘଴𝑛௜𝑧)

ቍ 
(48) 

 
El periodo del arreglo fotónico es formado por dos capas; si los materiales de cada capa tienen 
índices y vectores de onda 𝑘ଵ = 𝑛ଵ𝑘଴ y 𝑘ଶ = 𝑛ଶ𝑘଴, la matriz de la bicapa es: 
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𝑇௡,௔ =

⎝

⎜
⎛ cos(𝑘ଵ𝑧) cos(𝑘ଶ𝑧) +

𝑛ଶ

𝑛ଵ

sin(𝑘ଵ𝑧) sin(𝑘ଶ𝑧) 𝑖 ቆ
sin(𝑘ଵ𝑧) cos(𝑘ଶ𝑧)

𝑛ଵ

+
sin(𝑘ଶ𝑧) cos(𝑘ଵ𝑧)

𝑛ଶ

ቇ

𝑖[𝑛ଵ sin(𝑘ଵ𝑧) cos(𝑘ଶ𝑧) + 𝑛ଶ sin(𝑘ଵ𝑧) cos(𝑘ଶ𝑧)] cos(𝑘ଵ𝑧) cos(𝑘ଶ𝑧) + sin(𝑘ଵ𝑧) sin(𝑘ଶ𝑧)
𝑛ଵ

𝑛ଶ ⎠

⎟
⎞ 

(49) 

 
Cuando un arreglo es simétrico las capas tienen el mismo camino óptico 𝑘ଵ𝑧ଵ = 𝑘ଶ𝑧ଶ =

௔బఠ

௖
, con c 

la velocidad de la luz en el vacío. La relación que se deriva de la condición de vector propio es la 
misma que la ecuación (31): 
 

 2 cos(𝑞𝑑) = 2 cosଶ(𝑎𝜔) − sinଶ(𝑎𝜔) ൬
𝑛ଶ

𝑛ଵ
+

𝑛ଵ

𝑛ଶ
൰ (50) 

 
Que está siempre bien definida para 𝑞𝑑 = 0, es decir 𝜔 = 0. El coeficiente que multiplica a la 
función seno es mayor o igual a 2, pues los índices son diferentes y mayores a 1. Es decir, suponiendo 
sin pérdida de generalidad que 𝑛ଶ > 𝑛ଵ > 1 
 

 
2𝛽 =

𝑛ଶ
ଶ + 𝑛ଵ

ଶ

𝑛ଵ𝑛ଶ
≥

2𝑛ଵ
ଶ

𝑛ଵ
ଶ  

 

(51) 

 
En el caso de la igualdad de índices de refracción la función está siempre bien definida y no hay 
brecha, en otro caso el centro de la brecha sucede cuando la función seno es máximo y la función 
coseno es mínimo, es decir en 𝜔௠ =

గ

ଶ௔
 y los bordes de la brecha están en la condición límite para 

valores negativos: 
 −1 = cosଶ(𝑎𝜔) − 𝛽 sinଶ(𝑎𝜔)  (52) 
 

sin(𝑎𝜔) = ±ඨ
2

1 + 𝛽
 

 

(53) 

La condición es una función periódica, con el mismo periodo que la función cosଶ 𝜃, es decir tiene un 
periodo de గ

௔
, como muestra la Figura II-2.  

 

 

 

 

Figura II-2 Regiones prohibidas de un arreglo periódico de materiales formado por capas de camino óptico idéntico, 
el eje de las frecuencias está normalizado en relación con a. 
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Por lo que la razón del ancho de brecha entre centro de brecha (𝜔௠), que es una cantidad invariante 
ante escalamientos, es de la forma. 

 
 

Δ𝜔

𝜔௠
=

4𝑎

𝜋
sinିଵ ቌඨ

2

1 + 𝛽
ቍ − 2 

 

(54) 

 
Otra forma de aproximar el ancho de brecha es suponer que la condición límite de la ecuación (52) 

sucede en el ángulo 𝜔଴ ± Δ𝜔, y dado que eso sucede en el ángulo normalizado 𝛿 =
గ

ଶ
ቀ

ఠ

ఠబ
ቁ, el 

coseno puede aproximarse a 0. A primer orden: 
 

୼ఠ

ఠబ
≈

ଶ

గ
sinିଵ ට

ଶ௡భ௡మ

௡భ
మା௡మ

మ ≈
ଶ

గ
sinିଵ ቀ

௡మି௡భ

௡మା௡భ
ቁ                                                 (55) 

 
Por otro lado, para arreglos con índices de refracción similares, pero aproximando el ancho de 
brecha por medio de perturbaciones, esta aproximación está disponible en la literatura [5], la 
relación es: 
 

 
Δ𝜔

𝜔௠
≈

Δ𝜀

𝜀
ቌ

sin ቀ
𝜋𝑑
𝑎

ቁ

𝜋
ቍ  

 

(56) 

 
El caso de capas con caminos ópticos distintos tiene un comportamiento diferente, si bien el punto 
𝜔 = 0 sigue siendo un valor valido para la relación, las bandas se dividen en un número finito de 

brechas. Considerando que los caminos ópticos ahora son 𝑘ଵ𝑧ଵ =
௔బఠ

௖
 y 𝑘ଶ𝑧ଶ =

௕బఠ

௖
, y suponiendo 

que 𝑎 y 𝑏 son conmensurables, entonces la función sigue siendo periódica y aparecen bandas 
prohibidas para los valores positivos, es decir, ya no hay puntos de contacto entre las bandas. La 
posición del centro de la banda prohibida principal está en la frecuencia:  

 

 

 

Figura II-3 Bandas de un arreglo no simétrico, las brechas dependen de la constante 𝛽 = 2.5, (necesariamente 
mayor a 2) y las relaciones de camino óptico, los números a y b.  En este caso a=4 y b=11. 
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 𝜔(𝑛௔𝑎 + 𝑛௕𝑏)

𝑐
= (2𝑛 − 1)𝜋 

(57) 

 
La Figura II-3 muestra la condición de estados permitidos para constantes 𝑎 = 4, 𝑏 = 11, 𝛽 = 2.5. 
La cantidad de bandas en cada periodo depende de la razón entre las constantes a, b y 𝛽. Este efecto 
puede ser empleado para modificar el ancho de las brechas [9] 
 
En la literatura es frecuente que se destaque la diferencia entre los anchos de bandas prohibidas, 
para ondas tipo TE y TM. Esta diferencia se explica cualitativamente en función del cambio de la 
constante 𝛽 de la ecuación(51). En las ecuaciones (58) y (59) se muestra la constante 𝛽 para ambas 
condiciones, los subíndices 𝑎 y 𝑏 están hacen referencia a las propiedades de la capa A y B de una 
capa doble AB, respectivamente. Por ejemplo, 𝜃௔ es el ángulo director de propagación de la onda 
en la capa A: 
 

 
𝛽்ா =

1

2
൬𝑥்ா +

1

𝑥்ா
൰,    𝑥்ா =

𝑛௔ cos 𝜃௔

𝑛௕ cos 𝜃௕
= ඨ

𝑛௔
ଶ − 𝑛௜ sin 𝜃௜

𝑛௕
ଶ − 𝑛௜ sin 𝜃௜

 

 

 

(58) 

 
𝛽்ெ =

1

2
൬𝑥்ா +

1

𝑥்ா
൰,    𝑥்ெ =

𝑛௕ 𝑐𝑜𝑠 𝜃௔

𝑛௔ 𝑐𝑜𝑠 𝜃௕
= ቆ

𝑛௕
ଶ

𝑛௔
ଶቇ 𝑥்ா  

 

(59) 

 
La Figura II-4 ilustra el comportamiento de las constantes 𝛽୘୉ y 𝛽்ெ, en función del camino óptico. 
Se puede de forma equivalente describir el comportamiento en función de la frecuencia, pero en 
esta representación se observa que el ancho de banda depende de la dirección de incidencia.  
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Para una onda TE la constante es siempre mayor a 1 y siempre creciente por encima de la constante 
para la onda TM. Eso implica que un espejo siempre tiene ancho de banda de alta reflectancia 
(región prohibida) más ancho para ondas TE en relación con ondas TM. 
 
Por otro lado, para las ondas TM existen condiciones para las cuales la función 𝑥்ெ < 1 y, por ser 
continua, la igualdad a 1 es cumplida en al menos un punto, por lo que, de la inecuación (60), cumple 
la igualdad en ese ángulo y el espejo tendrá al menos un punto (ángulo de incidencia) de transmisión 
permitida, Figura II-5. 

 

 

 

Figura II-4 Comportamiento de la constante 𝛽 para capas con índices de refracción 𝑛௔ = 2.33,  𝑛௕ = 1.66, 
𝑛௜ = 1, que son los índices de refracción del silicio poroso estudiado en este trabajo para una longitud 
de onda de 500 𝑛𝑚.  Nótese que la constante para ondas TE siempre es mayor a 1 y siempre es mayor 
a la de las ondas tipo TM. 

 

 

 

 

 

Figura II-5 Comportamiento de la constante 𝛽 para capas con índices de refracción 𝑛௔ = 2.33 , 𝑛௕ = 1.66, 
𝑛௜ = 2.1, que tiene un estado permitido en la brecha prohibida, para el ángulo descrito en la condición 
de igualdad de la ecuación (60). Y que puede ser logrado con silicio poroso. 

 

   



35 
 

 
sinଶ 𝜃௜ ≥

𝑛௕
ଶ𝑛௔

ଶ

𝑛ଵ
ଶ(𝑛௔

ଶ + 𝑛௕
ଶ)

 
 

(60) 

 

 
𝑛ଵ

ଶ >
𝑛௔

ଶ𝑛௕
ଶ

𝑛௔
ଶ + 𝑛௕

ଶ 
(61) 

 
II.V Relaciones de reciprocidad. 
 
El principio de reversibilidad para ondas tipo 𝑝 y tipo 𝑠 es resultado de las condiciones de frontera 
de la interfase [10]. 

 𝑟௔௕ = −𝑟௕௔ 
 

𝑡ଶଵ

𝑛ଶ cos θଶ
=

𝑡ଵଶ

𝑛ଵ cos(𝜃ଵ)
 

(62) 
 

(63) 
 

donde el orden de las letras indica la dirección de incidencia y transmisión, 𝑟௔௕ es la reflectancia de 
una onda propagándose desde el medio 𝑎 al medio 𝑏. 
 
En el capítulo anterior se mostró que la matriz de transferencia relaciona el campo transmitido y 
reflejado con el incidente. Si una onda viaja de izquierda a derecha desde un medio 𝑎 a través de un 
sustrato descrito por la matriz de transferencia A, hasta un medio 𝑏, entonces, usando la descripción 
de ondas viajeras, cuarto método del capítulo uno:  
 

 𝑒௜௞ೌ೥௭ + 𝑟 𝑒ି௜௞ೌ೥௭ ← 𝐴 → 𝑡 𝑒௜௞್೥௭ (64) 
 

 
ቀ

𝑡௔௕

0
ቁ = 𝐴 ൬

1
𝑟௔௕

൰ (65) 

 
De forma equivalente, para una onda que viaja de derecha a izquierda el sistema está descrito por: 
 

 
ቀ

𝑟௕௔

1
ቁ = 𝐴 ൬

0
𝑡௕௔

൰ (66) 

 
De donde: 
 

 
𝑡௕௔ =

1

𝐴ଶଶ
 

𝑟௕௔ =
𝐴ଵଶ

𝐴ଶଶ
 

(67) 
 

(68) 

Entonces: 
 

 𝑟௔௕ = −𝑟௕௔ 
 

det 𝐴 ∗ 𝑡௕௔ = 𝑡௔௕ 

(69) 
 

(70) 
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Usando la ecuación (63) del capítulo I: 

 𝑘௭௔𝑡௔௕ = 𝑘௭௕𝑡௕௔ (71) 

recuperando la relación de reversibilidad obtenida a partir de las condiciones de continuidad de 
campo eléctrico: 

 𝑡௕௔

𝑛௕ cos 𝜃௕
=

𝑡௔௕

𝑛௔ cos 𝜃௔
 (72) 

 
II.VI Fase de la reflectancia. 
 
El cambio de fase es muy importante en el comportamiento de los arreglos fotónicos, pues permite 
conocer cuándo se pueden alcanzar estados resonantes [9]. Como en el caso de la reflexión total 
interna, el cambio de fase de una onda en la región de la brecha no es constante[6]. Para calcular el 
cambio de fase en la brecha, considere la forma del valor y vector propios en esta región. 
Suponiendo una estructura infinita, el vector propio y el campo incidente están relacionados por 
[11]  
 

 
൬

1 + 𝑟
𝑛ଵ(1 − 𝑟)

൰ ∝ 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑜 = ቀ
𝑎
𝑖𝑏

ቁ (73) 

 
donde las constantes en los componentes del vector propio deben ser reales en la región prohibida.  
De esta relación la reflectancia: 

 
𝑟 =

𝑖𝑛ଵ𝑎 − 𝑏

𝑖𝑛ଵ𝑎 + 𝑏
 

(74) 

 ⟹ |𝑟| = 1 

arg 𝑟 = 𝜋 − 2 arctan ቀ
𝑎𝑛ଵ

𝑏
ቁ 

 
(75) 

 
En general el argumento de la reflectancia depende de la frecuencia y será 0 en la frecuencia de 
resonancia si la capa más externa es la de menor índice de refracción o π en el caso de que sea la 
de mayor índice de refracción [12]. Esto es importante para entender los procesos de interferencia 
en las películas delgadas y a su vez el modelo de interferencia que explica la alta transmisión en 
arreglos asimétricos. 
 
Para la reflectancia fuera de la brecha, considerando el primer método expuesto en el capítulo I y la 
ecuación (64), que relaciona las ondas según su dirección de propagación para ondas planas tipo 𝑠, 
el campo eléctrico (primer componente) y el campo magnético (segunda componente) están 
relacionados de la forma siguiente [13]: 
 

 
൬

𝑡𝑒௜௞೥್௭ಽ

𝑖𝑘௭௕𝑡𝑒௜௞೥್௭ಽ
൰ = ൬

𝐴ଵଵ 𝐴ଵଶ

𝐴ଶଵ 𝐴ଶଶ
൰ ቆ

𝑒௜௞೥ೌ௭బ + 𝑟𝑒ି௜௞೥ೌ௭బ

𝑖𝑘௭௔൫𝑒௜௞೥ೌ௭బ − 𝑟𝑒ି௜௞೥ೌ௭బ൯
ቇ 

(76) 

 
donde el sustrato o medio termina en 𝑧௅.  
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Despejando r y t de (76), se obtiene la expresión para la reflectancia y la transmitancia 
respectivamente: 
 

 
𝑟 = 𝑒ଶ௜௞೥ೌ௭బ

𝑘௭௔𝑘௭௕𝐴ଵଶ + 𝐴ଶଵ + 𝑖(𝑘௭௔𝐴ଶଶ − 𝑘௭௕𝐴ଵଵ)

𝑘௭௔𝑘௭௕𝐴ଵଶ − 𝐴ଶଵ + 𝑖(𝑘௭௕𝐴ଵଵ + 𝑘௭௔𝐴ଶଶ)
 

𝑡 = 𝑒௜(௞೥ೌ௭బି௞೥್௭ಽ)
2𝑖𝑘௭௔

𝑘௭௔𝑘௭௕𝐴ଵଶ − 𝐴ଶଵ + 𝑖(𝑘௭௕𝐴ଵଵ + 𝑘௭௔𝐴ଶଶ)
 

 

 (77) 
 

(78) 

 
𝑅 = |𝑟|ଶ =

(𝑘௭௔𝑘௭௕𝐴ଵଶ + 𝐴ଶଵ)ଶ + (𝑘௭௔𝐴ଶଶ − 𝑘௭௕𝐴ଵଵ)ଶ

(𝑘௭௔𝑘௭௕𝐴ଵଶ − 𝐴ଶଵ)ଶ + (𝑘௭௕𝐴ଵଵ + 𝑘௭௔𝐴ଶଶ)ଶ
 

 (79) 

 
Note que en caso de transmitancia nula, el resultado es congruente con que la reflectancia tiene 
norma 1. 
 

 
𝑟 = −𝑒ଶ௜௞೥ೌ௭బ

𝐴ଵଵ + 𝑖𝑘௭௔𝐴ଵଶ

𝐴ଵଵ − 𝑖𝑘௭௔𝐴ଵଶ
 

 

arg 𝑟 = 2 arctan ൬
𝑘௭௔𝐴ଵଶ

𝐴ଵଵ
൰ + 2𝑖𝑘௭௔𝑧଴ 

 

(80) 

 
(81) 

 
II.VII Arreglos infinitos tipo Bragg. 
 
Con el formalismo desarrollado hasta ahora, podemos explorar los estados permitidos en la brecha 
fotónica. En particular, cuando un arreglo de capas se compone de una sucesión infinita de bicapas, 
como la expuesta durante el análisis de las brechas, conocido como espejos tipo Bragg, todos los 
resultados asociados a las bicapas expuesto anteriormente son válidos. Es frecuente que se busquen 
diseños que muestren transmitancia perfecta o al menos alta transmitancia. En ese caso la matriz 
total debe ser la identidad.  
 
Eso es posible cuando el argumento de los elementos de la matriz de transferencia es 𝑚𝜋. Es decir, 
si el número de cambios de fase es par, la estructura será simplemente la identidad multiplicada por 
el cambio de fase y si el número es impar será menos la identidad,  𝐴 = ±𝐼. 
 
En el caso de que las capas tengan un camino óptico a incidencia normal de గ

ସ
 o de cumplir la 

condición ఒ

ସ
, la matriz formada por N capas con índices de refracción 𝑛௛ (índice alto) y 𝑛௟ (índice 

bajo) será: 
  

⎝

⎜
⎛

൬−
𝑛௛

𝑛௟
൰

ே

0

0 ൬−
𝑛௟

𝑛௛
൰

ே

⎠

⎟
⎞

= 𝐴 

 
 

(82) 

 
Por lo que la reflectancia crece exponencialmente con el número de bicapas: 
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𝑅 = ተ

𝑛௕
𝑛௔

ቀ
𝑛௛
𝑛௟

ቁ
ଶே

− 1

𝑛௕
𝑛௔

 ቀ
𝑛௛
𝑛௟

ቁ
ଶே

+ 1
ተ

ଶ

 

 
(83) 

 
En general, como muestra Born (1970) [6], para toda matriz unimodular, la enésima potencia 𝐴ே 
tendrá elementos: 

 
𝐴ே = ൬

𝐴ଵଵ𝑆ே − 𝑆ேିଵ 𝐴ଵଶ𝑆ே

𝐴ଶଵ𝑆ே 𝐴ଶଶ𝑆ே − 𝑆ேିଵ
൰ (84) 

 
donde: 
 

 
𝑆ே =

sin(𝑁𝜙)

sin 𝜙
 

(85) 

 
 

cos 𝜙 =
1

2
𝑡𝑟𝑎𝑧𝑎(𝐴) =

1

2
(𝐴ଵଵ + 𝐴ଶଶ) (86) 

 
Que requiere para su demostración la relación de unicidad y las identidades de recurrencia: 
 

 Aଵଵ𝐴ଶଶ − 𝐴ଵଶ𝐴ଶଵ = 1 
2 𝑆ே cos 𝜙 − 𝑆ேିଵ = 𝑆ேାଵ 

 
(87) 

 

Usando la relación  𝜎ே =
ௌಿషభ

ௌಿ
, la reflectancia es: 

 
 

𝑟 = −𝑒ଶ௜௞೥ೌ௭బ
𝑞ଵ𝑞ଶ𝐴ଵଶ + 𝐴ଶଵ + 𝑖𝑞ଵ(𝐴ଶଶ − 𝜎ே) − 𝑖𝑞ଶ(𝐴ଵଵ − 𝜎ே)

𝑞ଵ𝑞ଶ𝐴ଵଶ − 𝑚ଶଵ + 𝑖𝑞ଵ(𝐴ଶଶ − 𝜎ே) + 𝑖𝑞ଶ(𝐴ଵଵ − 𝜎ே)
 

(88) 

 
Qué es análogo a una bicapa si 𝜎ே → 0 o al sustrato si 𝜎ே → ∞. Esos casos suceden en las raíces del 
sin (𝑁𝜙) o sin൫(𝑁 − 1)𝜙൯, es decir el espejo tendrá oscilaciones conforme cambie la longitud de 
onda o el ángulo de incidencia, pasará de estados altamente reflectivos a estados transparentes. 
  
II.VIII Regiones de alta transmitancia.  
 
Reiterando, las regiones de alta transmitancia corresponden a situaciones donde la matriz de 
transferencia es la unidad o el cambio de fase de la señal en el medio equivale a 𝜋 o 2𝜋. Los 
siguientes ejemplos no exploran exhaustivamente las posibilidades que deben cumplirse para que 
una sucesión de materiales tenga como matriz de transferencia a la identidad. Solamente se 
muestran algunos ejemplos que cumplen con las condiciones de: ser medios no absorbentes, tener 
interfases planas, la radiación incide en la dirección normal, el camino óptico es constante en la 
frecuencia de resonancia, el medio de incidencia y transmisión es aire, índice de refracción 
constante y alto contraste, definido como la diferencia entre los índices de refracción de las capas 
que forman el arreglo. 
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II.VIII.i El arreglo de una capa o cavidad de Fabry-Perot:  
 
Los arreglos de Fabry-Perot han sido frecuentemente empleados como filtros y sus estados 
transparentes están bien estudiados en la literatura por ejemplo [14]. 
 
Para una película sin absorción, cuando el medio de incidencia es igual al de transmisión, el camino 

óptico es 𝜙 =
ସగ

ఒ
𝑑 cos 𝜃, la reflectancia 𝑟 = |𝑟|𝑒

೔ഝೝ
మ  y 𝐹 = 4|𝑟|ଶ/(1 − |𝑟|ଶ)ଶ, entonces: 

 
 𝐼௧

𝐼଴
=

1

1 + 𝐹 sinଶ ቀ
𝜙 − 𝜙௥

2
ቁ

 
 

(89) 

𝜙௥/2 = (0, 𝜋),  0 cuando la reflexión es del medio más denso al menos denso y 𝜋 cuando es del 
menos denso al más denso. En ese caso la transmisión será perfecta, (𝐼௧/𝐼଴)=1, sin importar la 
reflectancia en la interfase, cuando el argumento de la función seno es igual a 0, 𝜋, 2𝜋, …, sin 
embargo, el mínimo dependerá de |𝑟|. 
 
Por esa razón un arreglo periódico de bicapas, o arreglo de Bragg, también será transparente en 
esas condiciones, es decir, si el camino óptico de las dobles capas equivale a un cambio de fase de 
గ

ଶ
 por capa. En ese caso la matriz de transferencia es ± 𝐼, positivo si hay un número par de periodos 

y −𝐼 en el caso de haber un número impar [15]. 
 
II.VIII.ii Microcavidad (generalización):  
 
La microcavidad es un arreglo como el mostrado en la Figura II-6, que se forma por dos espejos de 
Bragg en un orden conjugado. Se define que dos secuencias de múltiples capas, formadas por al 
menos dos materias, por ejemplo, 𝐷ଵ y 𝐷ଶ, son conjugadas si: la segunda es la permutación de la 
primera, es decir, si cada capa 𝐷ଵ del primer arreglo es sustituida por una capa 𝐷ଶ. Así, el arreglo de 
Bragg 𝑫𝟏𝐷ଶ𝑫𝟏𝐷ଶ tendrá como conjugado al arreglo 𝐷ଶ𝑫𝟏𝐷ଶ𝑫𝟏.  
 

Cuando el camino óptico de todas las capas es 𝑑 =
ఒబ

ସ௡
, las matrices de transferencia a incidencia 

normal para una onda con longitud de onda 𝜆଴ de cada bicapa son diagonales, y sus valores propios 
son recíprocos, como muestra la ecuación  (82). Por lo tanto, a primer orden, el producto es. 
 
 

 

 

Figura II-6 Arreglo en forma de microcavidad, formado por dos arreglos de Bragg conjugados. 
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Figura II-7 Arreglo semisimétrico, compuesto de dos microcavidades completas. En general las microcavidades no 
necesitan estar formadas del mismo material, sólo tener la misma frecuencia de resonancia. La textura 
de las capas azules es para resaltar que la condición no está en el índice de refracción sino en el camino 
óptico.  

 
 

 

𝐴(𝜆଴) =

⎝

⎜
⎛

൬−
𝑛௛

𝑛௟
൰

ே

0

0 ൬−
𝑛௟

𝑛௛
൰

ே

⎠

⎟
⎞

⎝

⎜
⎛

൬−
𝑛௟

𝑛௛
൰

ே

0

0 ൬−
𝑛௛

𝑛௟
൰

ே

⎠

⎟
⎞

= 𝐼 

 
 

(90) 

 
En la región de resonancia, debido a que el producto de matrices es asociativo, sin tomar en cuenta 
los efectos en la brecha fotónica, cualquier estructura de bicapas en las condiciones descritas 
forman un arreglo de alta transmitancia. Ese es el caso de los arreglos de bicapas ordenados de 
forma conjugada, es decir, cualquier arreglo con simetría de espejo: 
 

 𝐴ଵ𝐴ଶ𝐴ଷ𝐴ସ𝐴ସ
ᇱ 𝐴ଷ

ᇱ 𝐴ଶ
ᇱ 𝐴ଵ

ᇱ = 𝐼  (91) 
 
donde las matrices primadas son las correspondientes a arreglos conjugados, pues 𝐴௡𝐴௡

ᇱ = 𝐼, es 
decir, el termino conjugado es aplicado a la celda unitaria. En general, la simetría de espejo no es 
necesaria. Basta con que el producto de las matrices de transferencia de los arreglos sea la 
identidad, como en los siguientes dos ejemplos, disponibles en la literatura, aunque explicados en 
una forma mucho más complicada que en este análisis. 
 
II.VIII.iii Unión de arreglos tipo microcavidad y Fabry-Perot en secuencia (II Estructura 
semisimétrica).  
 
Uno de los resultados publicados durante este proyecto de doctorado está relacionado con 
estructuras sin simetrías aparentes. Para mostrar el efecto de una pérdida paulatina de la simetría, 
se parte de un arreglo con simetría de espejo y se modifica hasta llegar a una secuencia como la 
mostrada en la ecuación (91), que se puede modificar de forma general a un arreglo no simétrico y 
de transmitancia perfecta en 𝜆଴.  
  
El arreglo sin simetría de espejo más sencillo es el arreglo semisimétrico o localmente simétrico, 
Figura II-7, formado por dos microcavidades con la misma condición de camino óptico, una puede o 
no ser la conjugada de la otra, aunque las capas tendrán un orden conjugado local, como lo es el 
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arreglo expuesto por Kalozoumis [15], que explora esta propiedad estudiando los cambios de fase, 
los cuales requieren del análisis de fases expuesto anteriormente.  
 
Este arreglo además localizará el campo en las regiones de los defectos, a diferencia de la 
microcavidad que sólo localiza el campo en una región. La localización en más de una región es una 
condición deseable para efectos relacionados con el acoplamiento fuerte [16]. 
 
En general hay otros ángulos y longitudes de onda con transmitancia perfecta. Para encontrarlos 
hay que resolver la matriz de transferencia sin considerar la condición de 𝜆/4 usada en los ejemplos 
propuestos. Para un arreglo de bicapas de media longitud de onda, la matriz tendrá transmisión 
perfecta al cumplir que el argumento es 𝑚𝜋. En ese caso, para encontrar las regiones de alta 

transmitancia, se  usa la ley de Snell sin 𝜃௔ =
√ఌ

ඥఌೌ
sin 𝜃ଵ y el argumento de las funciones de los 

elementos de la matriz de transferencia 𝑘଴𝑛 cos 𝜃ଵ𝑑ଵ: 
 

 (𝑘଴(𝜆)𝑛𝑑ଵ) (1 − sinଶ 𝜃ଵ) = (𝑚𝜋)ଶ  (92) 

 
 

𝜃௔ = arcsin ඨ
𝜀ଵ

𝜀௔
− ൬

𝑚𝜋

𝑛(𝜆)𝑘(𝜆)𝑑ଵ
൰

ଶ

 
 (93) 

II.VIII.iv Estructura Asimétrica.  
 
El arreglo asimétrico propuesto por Zhukovsky [13] también presenta transmitancia perfecta sin 
simetría de espejos. El autor explora otra forma de entender la transmitancia perfecta que se 
revisará posteriormente, donde lo importante son las ecuaciones de transmitancia de Airy. Por 
ahora bastará con entender su diseño asimétrico, compuesto por una microcavidad y un espejo de 
Bragg. 
 

La microcavidad está compuesta por capas de camino óptico de ancho 𝑑 =
ఒబ

ସ௡
, y el espejo por capas 

de transmitancia perfecta para esa longitud de onda,  𝑑 =
ఒబ

ଶ௡
. La alta transmitancia es resultado de 

multiplicar las matrices identidad de las estructuras, la primera asociada a la microcavidad  y la 

 

 

 

Figura II-8 Arreglo asimétrico, formado por una microcavidad y un espejo de Bragg, donde el camino óptico de cada 
capa es del doble del camino de las capas. La diferencia de colores en las capas es para distinguir entre los 
distintos arreglos fotónicos. 
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segunda al filtro de Fabry-Perot resultante de encimar capas de camino óptico de 𝑑 =
ఒ

ସ௡
.  El tamaño 

del espejo de Bragg es irrelevante, únicamente la fase es afectada dependiendo del número par o 
impar de bicapas. 
 
Tanto el caso semisimétrico como el asimétrico, son la unión de estructuras de alta transmitancia 
transmitancia, similares a la serie de la ecuación (91). 
 
Las estructuras conjugadas van en lados opuestos y la secuencia de estructuras debe garantizar que, 
por la propiedad de asociatividad, el producto de las matrices sea la identidad, es decir, la identidad 
sólo puede ser colocada entre dos estructuras o una al lado de otra. 
 
Siguiendo las observaciones anteriores, se propone una nueva secuencia, no reportada hasta ahora, 
la secuencia (94), como una forma más general para obtener sistemas de transmitancia perfecta en  

la resonancia. La condición suficiente para que la transmitancia sea perfecta es que el producto 
asociado de matrices sea un producto de matrices identidad. 
 

 𝐴ଷ𝐴ଵ𝐴ଵ
ᇱ 𝐴ଶ

ᇱ 𝐴ଶ𝐴ଷ
ᇱ = 𝐼 

 
(94) 

donde 𝐴௜  puede ser cualquier arreglo simétrico, entonces 𝐴௜
ᇱ = 𝐴௜

ିଵ.  
 
Las estructuras primadas son el arreglo conjugado, pues en caso contrario, al unir dos estructuras 
habrá una secuencia habrá dos capas con el mismo índice de refracción, que al unirse formarán un 
defecto, ese defecto reducirá la transmitancia, como sucede al unir las microcavidades lateralmente  
Figura II-7.  
 
Al insertar arreglos transparentes a la mitad de un arreglo transparente, el resultado es un arreglo 
simétrico con un número impar de capas, como el estudiado en [15].  Un ejemplo de una estructura 
que cumple con las ecuaciones (94) y las condiciones de matriz diagonal, se muestra en la Figura II-
9. Este arreglo no tiene ni simetría de espejo ni semisimetría. 
 
La alta transmitancia del arreglo de Zhukovsky y de la Figura II-7, que quedó pendiente, se explica 
sin emplear el método de la matriz de transferencia, describiendo el comportamiento de los arreglos 
a través de las simetrías del campo eléctrico dentro de cada capa.  

 

 

 

Figura II-9 Arreglo sin simetría alguna. Se trata de una estructura que tiene transmisión perfecta en la 
longitud de onda de resonancia. 
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El campo eléctrico dentro de una región de índice de refracción constante cumple con condiciones 
de simetría y paridad, descrita por la ecuación tipo corriente para el campo eléctrico que se cumple 
en los arreglos fotónicos [15]. 
 

 𝐸൫2𝑧௠തതതത − (𝑧௠ାଵ + 𝑧௠)൯𝐸ᇱ(𝑧) + 𝐸(𝑧)𝐸´൫2𝑧௠തതതത − (𝑧௠ାଵ + 𝑧௠)൯ = 𝑄௠ = 𝑐𝑡𝑒 (95) 
 
donde 𝑧 ∈ (𝑧௠, 𝑧௠ାଵ). Es decir, la “corriente de campo eléctrico” en cada microcavidad o estructura 
con simetría es constante.   
 
En  𝑧௠തതതത = (𝑧௠ + 𝑧௠ାଵ), la corriente es un medio de la corriente total, y que en general es la 
condición de simetría antes mencionada. Por esa razón, primero, el campo alcanza un máximo y un 
mínimo en cada interfase; segundo, los campos en las interfases son simétricos en relación con el 
punto medio de cada capa, es decir, la intensidad del campo eléctrico para incidencia normal dentro 
de la estructura oscila o es constante, por lo que para conocer la envolvente bastará con conocer el 
campo en las interfases y el punto medio y tercero, la definición de banda de aire y banda de medio, 
clásica del campo en arreglos fotónicos, es solamente una representación pues la definición citada 
frecuentemente, por ejemplo en [8], no es correcta, a diferencia de la solución para electrones en 
estructuras cristalinas, donde las bandas están asociadas a la energía promedio del electrón [4]. 
 
Siguiendo la descripción de Kalozoumis, la corriente escalada es definida como: 

 
𝜈௠ ≡

𝑄௠

𝐸(𝑧௠)𝐸(𝑧௠ାଵ)
 

(96) 

La suma de las corrientes escaladas, intercambiando el signo, es una cantidad global que sólo 
depende del campo y su derivada en los extremos. 

 
ℒ ≡ ෍ (−1)௠ିଵ𝜈௠

ே

௠ୀଵ

=
𝐸ᇱ(𝑧଴)

𝐸(𝑧଴)
− (−1)ே

𝐸ᇱ(𝑧ே)

𝐸(𝑧ே)
 

(97) 

 
El campo eléctrico es en general complejo, por lo que en coordenadas polares: 
 

 
ℒ = 𝑖[𝜑ᇱ(𝑧଴) − (−1)ே𝜑ᇱ(𝑧ே)] + ቈ

𝐸ᇱ(𝑧଴)

𝐸଴(𝑧଴)
− (−1)ே

𝐸଴
ᇱ (𝑧ே)

𝐸(𝑧ே)
቉ 

(98) 

 
Para evaluar la ecuación global (98) considere que el campo es continuo en los extremos del arreglo 
fotónico, si T=1 entonces 𝐸(𝑧଴) = 𝐸(𝑧ே) y 𝐸ᇱ(𝑧଴) = 𝐸ᇱ(𝑧ே) = 0 y si la frecuencia de la onda 
transmitida e incidente es la misma: 
 

 ℒ = 𝑖[𝑘଴ − (−1)ே𝑘(𝑧ே)] (99) 
 
En el caso de que el medio de incidencia sea el mismo que el medio transmitido, ℒ = (0,2𝑖𝑘଴). 

Entonces cualquier arreglo fotónico que tenga  ℒ = ቀ0,2𝑖𝑘଴, 𝑖൫𝑘଴ ± 𝑘௭ಿ
൯ቁ tendrá transmisión 

perfecta. 
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II.VIII.v Alta transmitancia sin simetrías perfectas.  
 
Garantizar la transmitancia perfecta en la condición de resonancia, desde el punto de vista 
algebraico, no requiere de una condición de simetría y, como se mostrará, en general, es posible un 
estado permitido aun cuando no existe ninguna. 
 
Un caso reportado y más general de transmitancia perfecta es la secuencia de arreglos de Fibonacci 
conjugado, sin embargo, tiene simetría de largo alcance. Debe tenerse en mente que, en general, 
esos arreglos tienen transmitancia perfecta en frecuencias que no se encuentran dentro de la 
brecha fotónica.  
 
 

1. Arreglos aleatorios.  
 
Partiendo de la ecuación  (82) y la conmutatividad de matrices diagonales: todo arreglo compuesto 
por un número igual de bicapas 𝒏𝟏𝒏𝟐 y 𝒏𝟐𝒏𝟏 tendrá alta transmitancia. Este arreglo no está 
reportado en la literatura, pero dada la facilidad para mostrar su validez, se describirá rápidamente. 
Primero la demostración por inducción matemática. 
 

1) Si el número de bicapas es 1, el resultado es una microcavidad de un ciclo.  
𝐴ଵ𝐴ଵ

ᇱ = 𝑛ଵ𝑛ଶ𝑛ଶ𝑛ଵ = 𝐼 
2) Suponiendo la validez para N.  
3) Notando que en toda secuencia de bicapas siempre existe al menos una estructura con la 

secuencia: 𝑛ଵ𝑛ଶ𝑛ଶ𝑛ଵ o 𝑛ଶ𝑛ଵ𝑛ଵ𝑛ଶ. 
4) Para el caso 𝑁 + 1, al agregar la pareja de bicapas del punto anterior, dado que el producto 

de matrices es asociativo, siempre será posible eliminar al menos una pareja 𝑛ଵ𝑛ଶ𝑛ଶ𝑛ଵ o 
(𝑛ଶ𝑛ଵ𝑛ଵ𝑛ଶ), lo que reduce al sistema a un grupo de 𝑁 parejas, demostrando la afirmación. 

 
Lo anterior significa que para conseguir un arreglo de alta transmitancia en el centro de la brecha 
fotónica basta con ordenar al azar un conjunto de bicapas donde el número de bicapas 𝑛ଵ𝑛ଶ y 𝑛ଶ𝑛ଵ 
sea el mismo. 
 
Un problema interesante es cuando el número de bicapas 𝑛ଵ𝑛ଶ > 𝑛ଶ𝑛ଵ, donde en general no 
deberá haber alta transmitancia, entonces una alternativa es el formalismo de Kalozoumis, ya 
citado, pues el sobrante de capas formará un espejo de Bragg que tiene flujo de energía tendiente 
a 0, es decir, 𝐸(𝑧ே) ≈ 0, por lo tanto a partir de la condición de la ecuación (99): 
 

 
ℒ =

𝑖𝑘଴൫𝑒௜௞బ௭బ − 𝑟𝑒ି௜௞బ௭బ൯

𝑒௜௞బ௭బ + 𝑟𝑒ି௜௞బ௭బ
− (−1)ே ቆ−

𝑖𝑘(𝑧ே)𝑡𝑒ି௜௞(௭ಿ)௭ಿ

𝑡𝑒ି௜௞(௭ಿ)௭ಿ
ቇ  

(100) 

   
 

ℒ ≈ −𝑘଴ ቆ
sin(𝑘଴𝑧଴)

cos(𝑘଴𝑧଴)
ቇ  

(101) 
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ℒ ≈ 0 en las raíces de la función seno, esto si antes del espejo de Bragg hay un cambio de fase de 0 
o 𝑛𝑘଴, que corresponden a las raíces de 0 y 𝑛𝜋 respectivamente. 
 
La desventaja de este formalismo es que la intensidad del campo dentro de un arreglo depende de 
toda la estructura, capítulo I. Es decir, es imposible calcular Q en general sin conocer la estructura 
completa antes de cualquier cálculo, por lo cual hasta este punto es imposible aplicar el método a 
partes del arreglo, caso distinto a la propuesta hecha en esta sección. El arreglo aleatorio es de los 
temas que se exploraron durante el doctorado y forma parte de los resultados, que corresponden 
al capítulo VI. 
 
En los arreglos cuasi cristalinos o arreglos de Fibonacci, las propiedades de transmisión e intensidad 
del campo han sido ampliamente estudiados. Dado que no sólo tienen simetrías de largo alcance o 
espectros tipo fractal, sino que tienen una alta densidad en los bordes de las pseudobrechas que en 
general son más fáciles de reproducir experimentalmente, se convierten en un arreglo atractivo 
para dispositivos fotónicos. 
 

2. Arreglos de Fibonacci  
 

Un arreglo determinista tiene bien definidas las componentes espectrales, pero esas componentes 
no son conmensurables [17, 18], es decir no existe una relación racional entre los picos de la 
transformada de Fourier, como las soluciones armónicas que caracterizan a un arreglo cristalino. Sin 
embargo, la amplitud de la señal tiene un patrón aparentemente periódico. Una función 
determinista se muestra en la Figura II- 10. 
 
El arreglo de Fibonacci es un caso particular de arreglo determinista, que se forma de una sucesión 
de capas en una secuencia análoga a los números de la serie de Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21. Una 
propiedad importante de estos números es la razón entre elementos sucesivos, que tiende a un 

número irracional llamado número dorado lim
௡→ஶ

ி೙

ி೙షభ
=

√ହିଵ

ଶ
= 0.618033 … El número dorado está 

asociado a las características fractales del arreglo, o a los factores de escalabilidad interna y externa 
[19]. 

 

 

 

Figura II- 10 Superposición determinista de funciones armónicas 𝑓(𝑥) = sin(𝑥) + sin ቀ
௫

గ
ቁ. Es 

aparentemente periódica, sin embargo, no existe un vector tal que, al hacer una traslación 
un número entero de veces, se repita la fase. 
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En el caso del arreglo fotónico la n-ésima generación de la secuencia de Fibonacci se forma de la 
superposición de las dos generaciones anteriores 𝑆௡ = [𝑆௡ିଵ𝑆௡ିଶ], a las secuencias de capas 
iniciales se les llama generación 0 y generación 1, y en particular esas estructuras que pueden ser 
las capas simples A y B. Así, las primeras sucesiones de Fibonacci son: 
 

S0 A 

S1 B 

S2 BA 

S3 BAB 

S4 BABBA 

S5 BABBABAB 

S6 BABBABABBABBA 

S7 BABBABABBABBABABBABAB 

 

  

 

  

Figura II- 11 Derivada de las transformadas de Fourier de distintos arreglos de multicapas de función dieléctrica 
constante, a) Arreglo aleatorio, el espectro es una aproximación a ruido aleatorio, la aparente 
regularidad de la función es debida a la convolución propia de toda señal finita. b) Arreglo de Bragg, el 
espectro es el de una señal periódica o un conjunto de frecuencias armónicas. c) Microcavidad, el 
espectro muestra una ligera perturbación al arreglo de Bragg. d) El más interesante de los espectros 
el arreglo de Fibonacci, que muestra la existencia de picos bien definidos asociado a los estados 
localizados y a las simetrías de largo alcance.  

 

 

c) 

a) b) 

d) 
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Ya que no existe periodicidad en el arreglo o simetrías de traslación de corto alcance, no existen 
estados tipo Bloch, aunque si existen ondas que pueden transmitirse o localizarse, éstas son propias 
de las simetrías de largo alcance. Es interesante e ilustrativo comparar el comportamiento de la 
transformada de Fourier de los arreglos periódicos o espejos de Bragg y las microcavidades, que 
tienen espectros distribuidos armónicamente, Figura II- 11.  
 
Una de las propiedades que sobresale de los arreglos cuasi cristalinos es que sus simetrías de largo 
alcance (representadas con picos en la transformada de Fourier) aparecen en generaciones 
pequeñas [19], en comparación con los picos de los arreglos cristalinos, que idealmente alcanzan su 
definición cuando la señal tiende a infinito. 
 
En la Figura II- 11 se muestran los espectros de la derivada de la transformada de Fourier de 
muestras aleatoria y cristalinas a), b) y c), y la de Fibonacci d). El cálculo se hizo tomando en cuenta 
capas de 100 𝑛𝑚 y la razón entre los índices de las capas es 3:2. Para interpretar la gráfica del 
espectro, es importante considerar que se trata del resultado de múltiples reflexiones, que en 
realidad deben representarse por deltas de Fourier multiplicadas por la reflectancia. Mientras más 
grande sea el espesor de las capas, mayor será la concentración de estados permitidos, en otras 
palabras, menor será la distancia entre los picos. Esa es la razón por la que se eligió un espesor 
pequeño. Por último, la distancia de muestreo está asociada al número de onda máximo y a su vez 
a la resolución, pues el número de puntos de los que se compone la función 𝜀(𝑧) determina la 
resolución en la transformada. 
 
Dado que el arreglo es finito, para interpretar correctamente el espectro, es importante considerar 
el efecto de una ventana rectangular, la respuesta final será la convolución con la función 𝑠𝑖𝑛𝑐(𝑘) 
[20]. Por esa razón puede aparecer una aparente periodicidad en todos los espectros. Además, dado 
que las regiones de índice constante son comunes a todos los arreglos, el pico de la menor 
frecuencia está presente en todas ellas.  Sin embargo, se pueden comparar las respuestas.  
 
La Figura II- 11 a) muestra el espectro de Fourier de un arreglo aleatorio, como se mencionó, la 
aparente regularidad del arreglo de ese espectro sigue el perfil de la función 𝑠𝑖𝑛𝑐ଶ(𝑘). Eso se debe 
a que la transformada de Fourier de una distribución aleatoria es ruido blanco. 
 
La Figura II- 11 b) y la Figura II- 11 c) muestran los espectros de arreglos cristalinos, idénticos a los 
de un cristal unidimensional, es decir, bandas o picos angostos distribuidos armónicamente. De 
nuevo, el efecto de la modulación por la ventana cuadrada se hace presente. Para que no exista ese 
efecto se debe considerar un arreglo infinito. Los picos están asociados a estados de alta transmisión 
que además en el caso particular de los arreglos estudiados están asociados a campos localizados. 
 
La Figura II- 11 d), muestra el espectro de un arreglo de Fibonacci, donde se notan al menos dos 
características importantes: primero, la existencia de una simetría de largo alcance, es decir, que 
están presente picos bien definidos. Dichos picos, están asociados a estados localizados que no se 
distribuyen armónicamente a lo largo del espacio de Fourier, más bien siguen una secuencia fractal; 
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y segundo, que la dispersión de los picos es mucho más angosta que los picos en los arreglos 
simétricos. 
 
En cuanto a los estados de alta trasmisión del campo, en los arreglos de Fibonacci, no comparten 
ninguna de las propiedades antes vistas en relación a un estado de alta transmitancia en la 
frecuencia de resonancia. Sin embargo, a pesar de que los arreglos de Fibonacci no permiten una 
solución de onda envolvente, que no tiene estados de transmisión perfecta, ni estados de campo 
extendido, ni estados de localización exponencial, propios de bandas continuas, ni puntos singulares 
de transmisión permitida, si cuentan con estados de alta transmitancia, pero a diferencia de los 
arreglos cristalinos, estos estados no forman una banda continua, más bien son estados aislados, es 
decir, justo como los arreglos fractales (arreglos tipo Cantor por ejemplo), forman bandas de 
estados aislados o bandas “continuo singulares” (singular continuos band [7]).   
 
Estos estados de alta transmitancia tienen grandes fluctuaciones de campo y son denominadas 
estados de localización crítica. La Figura II- 12 representa un estado de localización crítica para un 
arreglo de Fibonacci [7]. 
 
Con más detalle, como consecuencia de la falta de conmensurabilidad del arreglo, el espectro no 
cumple con la condición de periodicidad de un arreglo cristalino 𝑇(𝜔) = 𝑇(𝜔 + 𝑚𝜔) =

𝑇 ቀ𝜔 +
௠௖଼గ௡

ఒబ
ቁ, donde   𝑚 es un numero entero y 𝑑 =

ఒబ

ସ௡
 es la condición de camino óptico. Los 

arreglos de Fibonacci sin embargo cumplen con una condición de periodicidad (autosimilaridad) 
interna y una externa [21], la interna con un factor de 5.11 y la externa con una generación 6. 
 

 𝑇ே ቀ𝜔଴ +
𝜔

𝑆
ቁ ≈ 𝑇ே(𝜔଴ + 𝜔) (102) 

 𝑇ெ ቀ𝜔଴ +
𝜔

𝑆
ቁ ≈ 𝑇ே(𝜔଴ + 𝜔) (103) 

 

 

 

Figura II- 12 Intensidad de la solución de la ecuación de onda en una estructura fotónica de Fibonacci, 
compuesta de 2584 capas, de un cuarto de longitud de onda y sin considerar la absorción. 
Figura de Sergey V. [7] 
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donde 𝑆 es el factor de escala interno, 𝑁 y 𝑀 son las generaciones de Fibonacci que cumplen con la 
condición de 𝑁 = 6𝑚 + 𝑀, la autosimilaridad se muestra en la Figura II- 13. 
 
 
Los estados de localización crítica a bajas generaciones, la autosimilaridad y los estados aislados, 
han llamado la atención por sus posibles aplicaciones ópticas. Como consecuencia se han hecho 
estudios tratando de encontrar arreglos basados en la secuencia de Fibonacci que tengan 
comportamientos comunes con los arreglos cristalinos, por ejemplo, considerando la generación de 
estados de alta transmitancia en el centro de las brechas propios de la simetría de espejo. Como se 
discutió en la sección anterior, una forma de generar un estado de alta transmisión o transmisión 
casi perfecta en una distribución autosimilar, es ocupar la simetría de espejo en el arreglo de 
Fibonacci [23]. En esos estados, de forma similar a los arreglos cristalinos, hay un cambio en la 
magnitud del coeficiente de reflexión y un incremento en la densidad de estados, o lo que es 
equivalente, una reducción en la velocidad de propagación.  
 
En general los cambios de reflectancia (picos en la transmitancia) corresponden a regiones de alta 
densidad de estados. Por esa razón se han estudiado los efectos de los ejes de las Pseudobrechas 
de arreglos de Fibonacci[24, 25], Dal Negro, por ejemplo, reporta el batimiento de pulsos de perfil 
Gaussiano de luz láser al reflejarse normalmente en un arreglo de Fibonacci en el borde de la 
pseudobrecha. En ese caso, las variaciones de la reflectancia están asociadas a un retardo 
diferenciado para cada longitud de onda. El experimento muestra un gran ajuste entre los espectros 
calculados teóricamente y los observados, Figura II- 14. 
  
El método para obtener la respuesta esperada es considerar que el espectro de Fourier de la luz 
reflejada será el producto del perfil del pulso con la transformada de Fourier de la reflectancia. Para 
interpretar físicamente la observación debe recordarse que, en los ejes de las pseudobrechas de los 
arreglos de Fibonacci, la densidad de estados aumenta y que, de cumplirse, como en los arreglos 
cristalinos, que la densidad de estados está asociada al inverso de la velocidad de grupo, cada 
longitud de onda tendrá un retardo diferente.  
 
 
 
 

 

 

 

Figura II- 13 Autosimilaridad aparente de estructuras de Fibonacci generación 10, recordando que mientras mayor sea 
la generación mayor será la autosimilaridad aparente. Las figuras a)-c) muestran la parte central del 
espectro a diferentes escalas con factores de 5.11 [22]. 
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3. Arreglos de Fibonacci conjugado  

 
El tema que origino este estudio fueron los efectos inducidos en los bordes de las pseudobrechas 
de los arreglos de Fibonacci conjugados, por esa razón una introducción a las propiedades de dichos 
arreglos es obligatoria. 
 
Los arreglos de Fibonacci en secuencia conjugada son formados de la unión de dos arreglos de 
Fibonacci, donde uno es el conjugado del otro, es decir son idénticos excepto en que las capas B de 
uno de ellos son sustituidas por capas A y viceversa. El conjugando de las primeras series de 
Fibonacci, mostradas en la sección anterior son: 
 

S0 B 

S1 A 

S2 AB 

S3 ABA 

S4 ABAAB 

S5 ABAABABA 

S6 ABAABABAABAAB 

S7 ABAABABAABAABABAABABA 

 
 

 

 

 

Figura II- 14 Batimiento de la intensidad de la luz al reflejarse en los ejes de la pseudobrecha de un 
arreglo de Fibonacci de generación 12 [24] 
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En ese sentido las primeras secuencias de Fibonacci conjugado son: 
 

S0 A|B 

S1 B|A 

S2 BA|AB 

S3 BAB|ABA 

S4 BABBA|ABAAB 

S5 BABBABAB|ABAABABA 

S6 BABBABABBABBA|ABAABABAABAAB 

S7 BABBABABBABBABABBABAB|ABAABABAABAABABAABABA 

 
Como se ha mencionado, estos arreglos tienen estados de transmisión perfecta. Entender la razón 
por la cual se forman esos estados transparentes ha propiciado que aparezcan múltiples 
explicaciones, como la sugerencia de simetrías locales o la existencia de semisimetrías, como las 
estudiadas en la sección anterior.  
 
Note que la generación 5 cumple la condición de arreglos aleatorios, explicando a su vez la alta 
transmisión en las pseudobrechas para los arreglos de generación 2 + 3𝑁, para cualquier número 
entero N. 
 
Por otra parte, la explicación de simetría local propone que, al eliminar la última bicapa de los 
arreglos conjugados, queda una sucesión con simetría de espejo. Basta con mostrarlo para las 
generaciones 3, 4, 6 y 7, para el resto de generaciones deberá cumplirse gracias a la autosimilaridad 
externa para los arreglos de Fibonacci, que se conserva en los arreglos de Fibonacci conjugado.  
 

3 BABABA 

4 BABBAABAAB 

6 BABBABABBABBAABAABABAABAAB 

7 BABBABABBABBABABBABABABAABABAABAABABAABABA 

 
Eso implicaría que para todo arreglo de Fibonacci que cumple con la simetría local, hay al menos un 
estado de alta transmitancia atenuado por la brecha, además de los estados no atenuados para el 
resto de generaciones.  
 
En realidad, para Fibonacci conjugado, existen estados transparentes fuera de las pseudobrechas. 
Partiendo de las ecuaciones (67) y (69) del capítulo I, en condiciones de incidencia normal a la 
superficie: 
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𝑇 =

4

ห𝑀௝ห
ଶ

+ 2 
 

(104) 

donde ห𝑀௝ห
ଶ

 es la suma de los cuadrados de los cuatro elementos de la matriz de transferencia.  
 
La ecuación corresponde a los espejos de Bragg, si el camino óptico de las capas es constante e igual 
a un medio de la longitud de onda, en ese caso la transmitancia será perfecta.  
 
La constante de movimiento es: 
 

 𝐼 = 𝑥௝ାଵ
ଶ + 𝑥௝

ଶ + 𝑥௝ିଵ
ଶ − 2𝑥௝ାଵ𝑥௝𝑥௝ିଵ − 1  (105) 

 

donde 𝑥௝ =
ଵ

ଶ
𝑡𝑟𝑎𝑧𝑎(𝑀௝), de forma explícita. 

 
𝐼 =

1

4
sinଶ 𝛿஺ sinଶ 𝛿஻ ൬

𝑛஺ cos 𝜃஺

𝑛஻ cos 𝜃஻
−

𝑛஻ cos 𝜃஻

𝑛஺ cos 𝜃஺
൰ 

(106) 

es nula en la condición de transmisión perfecta y máxima cuando el camino es de un cuarto de la 
longitud de onda. Con lo anterior y debido a que la matriz de transferencia es unimodal, la matriz 
de transferencia de cualquier arreglo de Fibonacci conjugado será el producto de matrices 𝑇஺ y 
T୅|୆ି୆ି୆|୅: 
 

 
𝑇஺(஻) = ൬

cos(𝑘଴𝑛஺𝑑஺ 𝑐𝑜𝑠 𝜃஺) −sin(𝑘଴𝑛஺𝑑஺ 𝑐𝑜𝑠 𝜃஺)

sin(𝑘଴𝑛஺𝑑஺ 𝑐𝑜𝑠 𝜃஺) cos(𝑘଴𝑛஺𝑑஺ 𝑐𝑜𝑠 𝜃஺)
൰ 

 

(107) 

 
T୅|୆ି୆ି୆|୅ = ൬

cos 𝛿஻ −𝑢 sin 𝛿஻

𝑢ିଵ sin 𝛿஻ 𝑐𝑜𝑠𝛿஻
൰ (108) 

 
donde 𝑢 = n୅ cos 𝜃஺ /𝑛஻ cos 𝜃஻ y 𝛿஻ = 𝑘଴𝑛஻𝑑஻ 𝑐𝑜𝑠 𝜃஻. 
 
Suponiendo la unimodalidad, la transmitancia depende de la traza y la antitraza:  

 
𝑇 =

4

(𝑀ଵଵ − 𝑀ଶଶ)ଶ + (𝑀ଶଶ + 𝑀ଵଵ)ଶ
 (109) 
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 De tal forma que la transmisión perfecta sucederá cuando la traza del producto de las matrices sea 
±2, es decir la matriz de transferencia es la identidad o la matriz de la secuencia de Fibonacci es la 
inversa de la conjugada. La  Figura II-15 muestra que esta condición no sucede necesariamente en 
el centro de la brecha del espejo de Bragg que se formaría usando las capas de un cuarto de camino 
óptico.  
 
En general, la estructura cumple la condición de que la matriz sea la identidad para condiciones 
fuera de la condición de resonancia, mostrando que la transmitancia perfecta no está condicionada 
a una simetría de espejo [26]. Además de que los picos de alta transmitancia entre los arreglos de 
espejo y conjugado no coinciden, a pesar de que la estructura fractal y la constante de 
autosimilaridad siguen preservándose en ambos. 
 
En el caso particular de generaciones 2 + 3𝑁, se observa que la estructura de Fibonacci tiene un 
total de capas 𝑁 = 𝑁௜ିଵ + 𝑁௜, por lo que los números, par o impar, de capas son cíclicos. Si la 
generación 0 es A y la generación 1 es B, entonces toda generación 3𝑁 y 3𝑁 + 1 tendrán un número 
impar de capas y las generaciones 2+3N tendrán un número par de capas.  Dado que la unión entre 
una estructura y su estructura conjugada forma parejas completas, la unión cumplirá con las 
condiciones de un arreglo aleatorio para tener alta transmitancia, es decir se formará de bicapas 
AA, BB, AB y BA, con un número idéntico de capas AB y BA. 
 
La secuencia Fibonacci conjugado para una generación impar cumplirá con tener un número de 
bicapas AB o BA extra, dependiendo de si la generación de Fibonacci, que es impar, termina en una 
capa A o B respectivamente. Es decir, todos los arreglos de Fibonacci con generación 3𝑁 tendrán 

  

  

 

Figura II-15 Estructuras de Fibonacci conjugadas con transmisión perfecta, en un medio de aire-aire. Para las generaciones 
𝐺ହ y 𝐺଼ al menos una frecuencia de transmisión perfecta sucederá en el centro de la psedudobrecha, líneas roja 
verde respectivamente. Y para la generación 𝐺଺, línea azul, la transmisión será imperfecta en el centro de 
resonancia. 
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una capa 𝐺଴ (generación 0) de sobra, las de generación 1 + 3𝑁 tendrán una capa 𝐺ଵ de sobra y las 
estructuras que tengan generación 2 + 3𝑁 no tendrán ninguna capa suelta de sobra. 
 
El siguiente ejemplo, para las generaciones 4= (3*1+1), 5= (3*1+2), 6= (3*2) y 8= (3*2+2) se resaltan 
las bicapas para hacer más rápido el análisis visual. 
 

S4 ABAAB 

S5 ABAABABA 

S6 ABAABABAABAAB 

S8 ABAABABAABAABABAABABAABAABABAABAAB 

 
Por lo tanto, todos los arreglos conjugados que tengan una generación 2 + 3𝑁 tendrán 
transmitancia perfecta en la región de resonancia, pues se cumple la condición de transmisión 
perfecta para elementos en la brecha de arreglos aleatorios . Para verificarlo bastará con observar 
su validez en dos casos arbitrarios, generación 5 y 8 por ejemplo, y debido a la autosimilaridad 
externa del conjunto la conclusión es cierta, aunque también es verificada con las condiciones de 
arreglo aleatorio, descritas en la sección anterior. 
 
Ahora bien, para encontrar los estados de transmitancia perfecta fuera de la resonancia deberá 
cumplirse la condición de que la matriz de transferencia sea la unidad, así tendrán que calcularse 
explícitamente la matriz de transferencia para las primeras 6 generaciones, posteriormente bastará 
con utilizar las propiedades de autosimilaridad, tal como se expone en el ya referido trabajo de Rocío 
Nava [26]. 
 
II.IX Atenuación del campo eléctrico en una estructura periódica.  
 
Para calcular la atenuación del campo dentro de las estructuras periódicas, basta con ocupar la 
ecuación vista en el capítulo I, para la constante de decaimiento de una estructura en la región 
prohibida: 
 

 
𝑖𝑚 𝜆 = ln ൭

(𝑇ଵଵ + 𝑇ଶଶ) ± ඥ(𝑇ଵଵ + 𝑇ଶଶ)ଶ − 4

2
൱ 

(110) 

La traza de un espejo de Bragg es simplemente 𝑡𝑟𝐴 = (𝑇)𝑆ே(𝑞𝑑) − 2𝑆ேିଵ(𝑞𝑑) , donde 𝑇 es la traza  
de la matriz de la bicapa y 𝑞𝑑 es el camino en el espacio fase, ecuación (50). De esa forma la 
constante de decaimiento para la bicapa. 
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 𝑖𝑚 𝜆

= ln

⎝

⎜
⎜
⎛2 cosଶ(𝑎𝜔) − sinଶ(𝑎𝜔) ቀ

𝑛ଶ

𝑛ଵ
+

𝑛ଵ

𝑛ଶ
ቁ ± ඨቆ2 cosଶ(𝑎𝜔) − sinଶ(𝑎𝜔) ቀ

𝑛ଶ

𝑛ଵ
+

𝑛ଵ

𝑛ଶ
ቁቇ

ଶ

− 4

2

⎠

⎟
⎟
⎞

 

 
 

(111) 

 
La constante de decaimiento en la región prohibida alcanza un máximo en la condición de 
resonancia. Y las funciones 𝑆ே tienden exponencialmente a 0, del mismo modo que lo hace la 
transmitancia. 
 

 
𝑆ே

ଶ = ቈ
sinh(𝑁 𝐼𝑚 𝜆)

sinh(𝐼𝑚 𝜆)
቉

ଶ

∝ 𝑇 
(112) 

 
II.X Efectos del número de capas.  

 
Cuando el índice de refracción de las capas es complejo: 𝑛௔ = 𝑛௥௔ + 𝑖𝑘௔ y 𝑛௕ = 𝑛௥௕ + 𝑖𝑘௕ , la 
condición de transmisión, la reflectancia y la traza del sistema son complejos, ecuaciones (85), (86) 
y (87). En ese caso, tanto la reflectancia como la transmitancia alcanzan un máximo, por lo que 
llegará un punto en el cual, al agregar bicapas a un espejo de Bragg, no hay un incremento en la 
magnitud. Para estimar el número de bicapas en que sucederá esto, basta con observar cuando la 
forma compleja deja de influir en la función 𝜎௡ 
 

 𝜎௡ = cos 𝜙 − sin 𝜙 cot 𝑁𝜙 (113) 

Si 𝜙 = 𝜙௥ + 𝑖𝜙௜, entonces [27] 
 

 
cot 𝑁𝜙 =

cos 𝑁𝜙௥ cosh 𝑁𝜙௜ − 𝑖 sin 𝑁𝜙௥ sinh 𝑁𝜙

sin 𝑁𝜙௥ cosh 𝑁𝜙௜ + 𝑖 cos 𝑁𝜙௥ sinh 𝑁𝜙
 

 

cot 𝑁𝜙 =
cos 𝑁𝜙௥ ൫1 + 𝑒ିଶேథ೔൯ − 𝑖 sin 𝑁𝜙௥ ൫1 − 𝑒ିଶேథ೔൯

sin 𝑁𝜙௥ (1 + 𝑒ିଶேథ೔) + 𝑖 cos 𝑁𝜙௥ (1 − 𝑒ିଶேథ೔)
 

 

cot 𝑁𝜙 = −𝑖 + 𝒪൫𝑒ିଶேథ೔൯ 

(114) 

 

 

(115) 
 

 

(116) 

Por lo que la influencia de la absorción en la función 𝜎௡ decae exponencialmente con el número de 
capas, lo mismo sucederá con la reflectancia. 
 

 𝜎௡ = 𝑒ି௜థ + 𝒪൫𝑒ଶேథ೔൯  (117) 

Eso implica que la influencia de la parte imaginaria del índice de refracción en la reflectancia de los 
espejos de Bragg se reduce exponencialmente, que no implica que el material no absorba, sino que, 
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superado ese número de capas, los estados de transmisión perfecta (o alta transmitancia, en 
dependencia con las condiciones de frontera) ya no conservarán esa propiedad. La reflectancia 
máxima [12], menor a 1, a la que tenderá la reflectancia al incrementar el número de capas en la 
longitud de onda de resonancia es: 
 

 
𝑅(𝜆଴) = 1 −

2𝜙𝑛ଵ(𝑘௔ + 𝑘௕)

𝑛௥௔
ଶ − 𝑛௥௕

ଶ + 𝒪൫𝑘௔
ଶ, 𝑘௔𝑘௕ , 𝑘௕

ଶ൯ 
(118) 

 
II.XI Densidad de estados. 
 
Los cambios en la vida media de la emisión de fuentes luminiscentes y el acoplamiento fuerte de los 
polaritones de partículas luminiscentes con los modos asociados a un arreglo fotónico dependen 
directamente de las probabilidades de transición, en otras palabras, dependen de las densidades de 
estados [16]. En general los fenómenos derivados de la interacción luz-materia están relacionados 
con la densidad de estados, por ejemplo ver la referencia [28] y sus referencias.  
 
El estudio de la densidad de estados es un tema interesante, ya que frecuentemente está ligado al 
origen de los efectos observables inducidos por arreglos fotónicos. Para estudiar la densidad de 
estados en una estructura, se la puede considerar como una inhomogeneidad en el espacio, ver S. 
V. Shukovsky [29] y sus referencias. 
 
Un sistema espacialmente finito (un resonador cerrado o de paredes infinitas) tiene eigenvalores o 
niveles de energía permitidos discretos. Al incrementar la energía, la diferencia de energías entre 
estados sucesivos disminuye continuamente, hasta formar una distribución densa de estados. Así, 
la densidad de estados puede interpretarse como el número de estados discretos permitidos por 
unidad de energía (recordando que los arreglos de Fibonacci tienen bandas singulares que cumplen 
con esta condición). En una inhomogeneidad finita en un espacio infinito la densidad de estados 
pasa a ser una función continua 𝜌( 𝜔). 
 
El cambio de la densidad de estados, respecto al vacío Δ𝒩(𝐸), es proporcional a la derivada del 
cambio de fase acumulado por el paquete de ondas durante la transmisión por la inhomogeneidad, 
es decir:  

 
Δ𝒩(𝐸) =

1

𝜋
൬

𝑑𝜑

𝑑𝐸
൰ 

(119) 

En el caso unidimensional, el cambio de la densidad de estados está descrito por la derivada de la 
fase de la transmisión:  
 

 
Δ𝒩(𝜔) =

1

𝜋

𝑑(𝜑 − 𝜑଴)

𝑑𝜔
 

(120) 

La densidad de estados debe cumplir restricciones de Barnett y Loudon [30], es decir, la integral de 
la densidad de estados entre frecuencias alta transmisión (condición de resonancia 𝜆/2) es 
constante. Por otro lado, si se remueve la inhomogeneidad Δ𝒩(𝜔) = 0, lo anterior implica que la 
integral en todas las frecuencias del espectro, del cambio de densidad de estados, siempre es nulo 
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න Δ𝒩(𝜔)𝑑𝜔
ஶ

଴

= 0 
(121) 

En ausencia de cualquier inhomogeneidad, la ecuación para 𝜌(𝜔) deberá ser la densidad en el vacío, 
es decir, 1/𝑐. Dado que la densidad de estados es inversamente proporcional a la velocidad de grupo 
[13]  𝜌(𝜔) = 𝜕𝑘ሬ⃗ /𝜕𝜔, donde 𝑘ሬ⃗  es el vector de cambio de fase, si el tamaño del arreglo fotónico es 
D, entonces el cambio de fase de la onda viajando en el vacío esa distancia será 𝜔𝐷/𝑐, por lo que si 
se define: 

 

 
𝜌(𝜔) =

𝑑𝜙

𝑑𝜔

1

𝐷
  

(122) 

se cumple con las condiciones impuestas, de esa forma la densidad de estados será calculada en 
función de la parte imaginaria y real del coeficiente de transmisión 𝑇(𝜔) pues                                                       
𝜙 = tan(ℐ(𝑇)/ℛ(𝑇)): 
 

 

 𝜌(𝜔) =

𝑑ℐ൫𝑇(𝜔)൯
𝑑𝜔

ℛ൫𝑇(𝜔)൯ − ℐ൫𝑇(𝜔)൯
𝑑ℛ൫𝑇(𝜔)൯

𝑑𝜔
𝐷|𝑇(𝜔)|ଶ

  

(123) 

 
La validez de la ecuación (123) se limita a arreglos unidimensionales en los que se puede despreciar 
la absorción. Además, se sigue cumpliendo con la condición observada en la literatura, la 
transmitancia |𝑇(𝜔)|ଶ ∝ 𝜌(𝜔), es decir que comparten picos [31], sin embargo, los picos de la 
transmitancia tienen un valor máximo de 1 y los de la densidad de estados están limitados 
únicamente por la ecuación (121), es decir, mientras más anchas sean las regiones prohibidas, 
mayor será la densidad de estados acumulada en una región espectral. 
 
Además, mientras mayor sea la transmitancia alrededor de la frecuencia de resonancia y más 
angosta sea la región permitida, mayor será el valor de la densidad de estados. Cualitativamente 
mientras más les cueste entrar a las ondas con energía en los bordes de las bandas en la estructura, 
mayor será la densidad de estados y la amplitud de campo resonante en la región de alta 
transmisión. Eastham muestra que el perfil del campo depende de la forma de atenuación del 
campo dentro de los espejos de Bragg, más que de la posición de la resonancia [11] . 
 
Para elegir la estructura que usaremos en las pruebas experimentales, se hará el ajuste de la región 
disponible con mayor densidad de estados que sea posible reproducir. Para ilustrarlo se muestran 
las densidades de estado de las estructuras de Fibonacci conjugado junto con la reflectancia en 
función de la longitud de onda, Figura II-16. 
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II.XII Factor de Purcell.  
 
La emisión espontanea de luz depende tanto de las propiedades intrínsecas de los átomos, 
moléculas, partículas, nanocristales, etc., como de las condiciones del medio en que estén 
localizados físicamente, es decir, del entorno fisicoquímico.  
 
En una cavidad óptica, la probabilidad de emisión y el tiempo de vida media a una frecuencia 
determinada, es proporcional a la densidad de estados, obedeciendo la predicción de Purcell [32]. 
La emisión espontanea de un fotón tiene una energía definida por el cambio de energía de las 
funciones de onda de los electrones en los estados inicial y final. Conocer dicha solución no implica 
describir por completo la probabilidad de transición, pues no hay nada en ella que obligue al sistema 
a cambiar espontáneamente. El origen de la emisión requiere del estudio de la electrodinámica 
cuántica, en 1930 Weisskopf y Wigner describieron exitosamente ese fenómeno, ellos demostraron 
que la tasa de emisión espontánea en el vacío es: 

 
Γ଴ =

𝜔଴
ଷ𝜇ଵଶ

ଶ

3𝜋𝜀଴ℏ𝑐ଷ
 

(124) 

donde ℏ𝜔଴ es la diferencia de energía entre el estado inicial y final y 𝜇ଵଶ es el elemento de la matriz 
dipolar entre esos estados. 
 
Esa tasa es el inverso al tiempo de vida media, sin embargo, repetir los cálculos de Weisskopf-Wigner 
para emisores que no están en el vacío resulta en una tasa distinta [33]. 
 

 
Γ௚ =

2𝜋𝜇ଵଶ
ଶ 𝐸଴

ଶ

ℏଶ
𝜌(𝜔଴) 

(125) 

 

 

 

Figura II-16 Reflectancias y densidades de estados presentes en las regiones de alta transmitancia, para 
materiales sin absorción.  La intensidad del campo localizado tiene que ver con la caída de 
reflectancia, mientras mayores sean las regiones prohibidas y exista una alta transmitancia 
mayor será la densidad de estados [11]. a) generación 6, b) Generación 7.  La línea roja indica 
la posición del máximo de densidad de estados en el borde de la brecha. 
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donde 𝐸଴ es el campo eléctrico generado por un sólo fotón en la posición del emisor y 𝜌(𝜔଴) es el 
número de modos electromagnéticos, por unidad de frecuencia y por unidad de volumen, 
disponibles para que haya emisión (tomando en cuenta la orientación de la transición dipolar 
relativa a los modos de polarización). Es decir, la emisión es proporcional al campo eléctrico que 
produce el mismo emisor en su propia localización.  
 
En 1946 Purcell propuso que la emisión de un átomo es modificada en una cavidad. La razón entre 
las tasas de emisión en la cavidad y el vacío es el factor de Purcell. Si la frecuencia de resonancia de 
una microcavidad es la frecuencia de máxima emisión (frecuencia de energía de transición) del 
emisor, localizado en la región de máxima amplitud de campo, con polarización paralela al plano 
transversal de la cavidad y si el ancho de banda de emisión es menor al ancho de banda de estados 
permitidos de la microcavidad, el factor de Purcell es: 
 

 
𝐹௣ =

Γ௚

Γ଴
=

3𝑄𝜆ଷ

4𝜋ଶ𝑉଴
 

(126) 

 donde 𝜆 es la longitud de onda asociada con la transición, Q es el factor de calidad de la cavidad y 
𝑉଴ es su volumen. Esto implica que, para incrementar la tasa de emisión, es necesario confinar el 
campo en estructuras lo más pequeñas posibles que retengan la luz por un largo periodo 
(recordando que la densidad de estados es proporcional a la velocidad de grupo solamente en 
arreglos con simetría de corto alcance o estados permitidos tipo Bloch [29]). 
 
Una alternativa son los arreglos fotónicos, que en nuestro caso tienen dimensiones por encima del 

límite de difracción, aproximadamente 0.1 ቀ
ఒబ

௡
ቁ

ଷ
 [33], donde 𝜆଴ es la longitud de onda del vacío y 𝑛 

el índice de refracción del defecto de la microcavidad (tomando en cuenta a los emisores). 
 
Este factor es la reducción del tiempo en la vida media y siempre es mayor a 1.  Debe tomarse en 
cuenta que, además de los cambios inducidos por la densidad de estados, hay otros cambios a tomar 
en cuenta, como son: procesos de extinción asociados tanto a cambios producidos por la interacción 
de estados excitados con la superficie, el atrapamiento de cargas ( Γ௘௫

௘௠ ), cambios en la tasa de 
decaimiento en presencia de la estructura, pero sin tomar en cuenta la interacción con ésta, es decir 
la distribución de los emisores y la presencia dieléctrica, pero ignorando procesos de acoplamientos 
dipolares (Γ଴

ᇱ) y procesos no radiativos presentes en la ausencia de la cavidad (Γ௡௥
௘௠), entre otros, en 

ese caso Γ௧௢௧ = Γ଴
ᇱ + Γ௡௥

௘௠ + Γ௘௫
௘௠. 

 
Cuando la eficiencia de radiación es pequeña en comparación con los efectos propios del emisor 
para disipar energía, la eficacia máxima puede aumentarse o reducirse: 

 
𝑄௘ =

Γ଴

Γ଴ + Γ௡௥
௘௠ (127) 

Cuando las partículas tienen eficiencias cercanas al 100%, como es el caso de los puntos cuánticos, 
la eficiencia sólo puede aumentarse. 
 
En microcavidades los tiempos de vida media han sido aumentados por factores pequeños, donde 
el factor de Purcell es del orden de 1.4 [33] o en factores un poco mayores tratándose de estructuras 
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porosas [34]. En un cristal fotónico en dos dimensiones también hay muchos ejemplos con un factor 
de Purcell hasta de 8 [35]. 
 
Sin embargo, debe tenerse cuidado al analizar los datos experimentales, si lo único comparado es 
la intensidad y la distribución espectral de la luz emitida, el incremento resultante no 
necesariamente se deberá al factor de Purcell, pues el campo de la señal que excita está localizado 
en la región espacial donde están los emisores (puntos cuánticos), originando un incremento en la 
absorción y por lo tanto un incremento en la emisión. 
 
Es posible sobrellevar este problema midiendo la respuesta en un sistema saturado, en ese caso los 
cambios en la luminiscencia serán independientes de la intensidad de la señal incidente [34]. Sin 
embargo, existe el riesgo de que los puntos cuánticos sean dañados o lo que es más probable en 
nuestro caso, que la estructura de PSi se degrade. 
 
Otra alternativa es medir el espectro de emisión, efecto relacionado con cambios en la densidad de 
estados, la desintonización (detuning) de la señal original del emisor, donde el máximo de emisión 
cambia dentro de la región con estados permitidos en las estructuras. Sin embargo, este efecto 
también está relacionado con la distribución de los emisores, por esa razón la forma más confiable 
de observar un efecto debido al factor de Purcell es la caracterización de los tiempos de relajación 
del sistema. 
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Capítulo III. 
Puntos cuánticos 

Resumen 
 
La tecnología de los puntos cuánticos los ha colocado en un lugar preferente como emisores de luz, 
debido a la alta eficiencia de emisión y a la capacidad para modificar el espectro de emisión a partir 
del control del tamaño del cristal. Esas características los convierten en un medio altamente 
atractivo para activar estructuras de silicio poroso, siempre que el tamaño de poro sea lo 
suficientemente grande para contenerlos [1]. En este capítulo se hace una introducción al modelo 
de emisión de los puntos cuánticos. 

La revisión parte de la descripción de la radiación de cuerpo negro como un proceso de emisión 
térmica asociado naturalmente a las densidades de estados, seguido por los coeficientes de Einstein, 
para visualizar cómo se describe el proceso de emisión espontánea a partir de la condición de 
emisión térmica. Por último, se revisa el proceso de emisión de puntos cuánticos esféricos, a partir 
de sus estados ligados, relacionando la dimensión del punto cuántico con las transiciones permitidas 
y las características de emisión.  
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III.I Emisión de cuerpo negro.  
 
Se define un cuerpo negro como un objeto que absorbe toda la radiación que incide en su superficie. 
Directamente de la definición se deduce que, en equilibrio térmico, un cuerpo negro no solo debe 
absorber, si no que emite la radiación de forma perfecta, eso quiere decir que emite la misma 
cantidad de energía que absorbe. La distribución espectral de la emisión depende únicamente de la 
temperatura, y la intensidad emitida por intervalo de frecuencias 𝑑𝜈 es: 
 

 
𝑖ఔ =

8𝜋 ℎ 𝜈ଷ

𝑐଴
ଷ ൬𝑒

௛ఔ
௞் − 1൰

 
(1) 

 
donde 𝑘 es la constante de Boltzmann, ℎ es la constante de Planck, 𝑇 es la temperatura y 𝑐଴ es la 
velocidad de la luz en el vacío [2] .  
 
La ecuación (1) sigue siendo válida si el índice de refracción del medio cambia poco con respecto al 
vacío, 𝑛 ≈ 1. En caso contrario, dado que la longitud de onda se ve modificada por el índice de 
refracción 𝜆 = 𝜆଴/𝑛, la emisión por longitud de onda pasa a ser: 
 

 
𝑒ఒ𝑑𝜆 =

8𝜋ℎ𝑐ଶ

𝜆ହ ൬𝑒
௛௖

௞ఒ் − 1൰

𝑑𝜆 =
8𝜋𝑛ଶℎ𝑐଴

ଶ𝜈ଷ

𝑐଴
ସ ൬𝑒

௛ఔ
௞் − 1൰

𝑑𝜈 
(2) 

donde 𝑐 es la velocidad de la luz en el medio. 
 
La ecuación 2 se puede explicar intuitivamente si se considera que la densidad de energía de 
radiación está en función de la intensidad, es decir, en un volumen en equilibrio térmico 𝑑𝐸 =

𝑢௩(Ω)𝑑𝐴𝑐𝑑𝑡𝑑Ω𝑑𝜈, donde 𝑢ఔ(Ω) es la densidad de energía por unidad de ángulo solido 𝑑Ω, 𝑑𝐴𝑐𝑑𝑡 
es el volumen de un cilindro con sección transversal 𝑑𝐴 que atraviesa un rayo de luz y 𝑑𝐸 =

𝐼ఔ(Ω)𝑑𝐴𝑑𝑡𝑑Ω𝑑𝜈. Por lo que 𝑢ఔ(Ω) = 𝐼ఔ(Ω)/𝑐 [3]. 
 
Cuando Planck dedujo esta ecuación empleó como modelo de transición a la densidad de estados. 
Esta función generalmente se asocia a los modos permitidos en un volumen rectangular con 
frontera de reflectancia 1. La solución para los modos dentro de la caja cumple la condición para el 

vector de onda:  𝑘ሬ⃗ =
௡గ

௅ೣ
𝚤̂ +

௠గ

௅೤
𝚥̂ +

௟గ

௅೥
𝑘෠, esto implica que, para una onda plana, la función de 

dispersión es 𝜔ଶ = 𝑐ଶ(𝑘௫
ଶ + 𝑘௬

ଶ + 𝑘௭
ଶ).  

 
En el espacio k, los modos permitidos se representan como un punto con coordenadas enteras y la 
magnitud del vector de onda es proporcional a la magnitud del vector de posición en ese espacio. 
Así el número de vectores de onda, con la misma polarización lineal, en una región 𝑟 a 𝑟 + 𝑑𝑟 es 
equivalente a dos octavos del volumen del espacio k asociado 

𝑑𝑁(𝑘) = 𝜋𝑟ଶ𝑑𝑟 
Dado que 𝑘 =

గ௥

௅
=

ଶగఔ

௖
 entonces 
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𝑑𝑁(𝑘) =

𝐿ଷ

𝜋ଶ
𝑘ଶ𝑑𝑘 =

𝑉

𝜋ଶ
𝑘ଶ𝑑𝑘 =

8𝜋𝜈ଶ𝑉

𝑐ଷ
𝑑𝜈 

(3) 

 
La densidad de estados, modos, etc., para diferentes grados de libertad, en función de una variable 
cualquiera, se calcula por el producto de la función 𝐷(𝑘), definida a modo,  con el diferencial del 
vector de onda respecto a la variable requerida. 
 

 

 
𝐷ଷ(𝑘) =

𝑘ଶ

2𝜋ଶ
,             𝐷ଶ(𝑘) =

𝑘

2𝜋
,                𝐷ଵ(𝑘) =

1

𝜋
 

(4) 

 

 

𝐷(𝜔) = 𝐷(𝑘)
𝑑𝑘

𝑑𝜔
, 𝐷(𝐸) = 𝐷(𝑘)

𝑑𝑘

𝑑𝐸
, 𝐷(𝑝) = 𝐷(𝑘)

𝑑𝑘

𝑑𝑝
, 𝐷(𝜆) = 𝐷(𝑘)

𝑑𝑘

𝑑𝜆
 (5) 

En equilibrio térmico la energía por unidad de volumen será el número de estados multiplicado por 
la energía de esos estados, y su diferencial será la densidad de estados por energía promedio:  
 

 
𝑑𝑢 = 𝑑𝑁(𝜈)𝐸ത =

8𝜋𝜈ଶ

𝑐ଷ
𝐸ത𝑑𝜈. 

(6) 

 

De la distribución de Boltzman se deduce que 𝐸ത =
௛ఔ

௘೓ഌ/ೖ೅ିଵ
  [4], es decir, la emisión de un fotón está 

asociada a la densidad de estados disponibles y a la probabilidad de que haya una partícula con la 
energía de ese fotón en el cuerpo negro. 
 
III.II Coeficientes de Einstein.  
 
Cuando un conjunto de átomos o moléculas están en presencia de un campo de radiación, que 
puede excitar sus estados base, el decaimiento espontaneo se describe a partir de las probabilidades 
de emisión y absorción macroscópicas, o los tres coeficientes de Einstein, que no describen el 
comportamiento de un solo átomo, sino del conjunto. 
 
El primer coeficiente, o coeficiente de emisión espontánea entre dos niveles de energía 𝐸ଶ y 𝐸ଵ: 
𝐴ଶଵ, está asociado al proceso de emisión en una dirección arbitraria, o al tiempo de vida media del 
proceso de emisión: 

 τ = ln(2) /𝐴ଶଵ (7) 

El coeficiente de emisión, 𝑗ఔ, se obtiene de multiplicar el coeficiente 𝐴ଶଵ por la densidad de 
partículas en el nivel superior 𝑛ଶ, por la energía emitida y dividir entre todos los ángulos disponibles 
de emisión, entonces, sin tomar en cuenta el perfil: 
 

 
𝑗ఔ =

𝑛ଶ𝐴ଶଵ

4𝜋
ℎ𝜈ଶଵ 

(8) 
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El segundo coeficiente, coeficiente 𝐵ଵଶ, está asociado con la absorción. En general, la absorción 
depende de la intensidad o número de fotones que pueden excitar al átomo, y la población en los 
niveles de energía. Por lo que:  

 𝑛̇ଶ = −𝑛̇ଵ = 𝑛ଵ𝐼(𝜈, Ω)𝐵ଵଶ (9) 

 
donde 𝑛̇ଶ es el cambio de población en el segundo nivel, y suponiendo que solo hay intercambio de 
electrones entre el nivel 1 y 2, será el inverso del cambio en el nivel 1. 
 
El tercer coeficiente, 𝐵ଶଵ, es un coeficiente que balancea las ecuaciones o coeficiente de emisión 
estimulada. 𝐵ଶଵ está asociado a la emisión de un fotón estimulada por la presencia de un fotón. El 
cambio de partículas en el estado superior será proporcional a la intensidad y al coeficiente 𝐵ଶଵ. 
 

 𝑛̇ଵ = −𝑛̇ଶ = 𝑛ଶ𝐵ଶଵ𝐼(𝜈, Ω) (10) 

 
En equilibrio térmico el número de fotones emitidos y absorbidos debe ser el mismo, por lo tanto: 
 

 𝑛ଶ𝐴ଶଵ = (𝑛ଵ𝐵ଵଶ − 𝑛ଶ𝐵ଶଵ)𝐼(𝜈) (11) 

Dado que la ocupación de niveles energéticos disponibles en el cuerpo negro sigue la distribución 
de Boltzman: 
 

 𝑛ଵ

𝑛ଶ
=

𝑔ଵ

𝑔ଶ
 𝑒௛ఔ/௞் (12) 

 
donde 𝑔ଵ y 𝑔ଶ se refieren a los pesos estadísticos de los niveles, la radiación, o el campo de emisión, 
está dada por la ecuación de Planck. 

 
𝐼(𝜈) =

𝑑𝑁(𝜈)ℎ𝜈

𝑒௛ఔ/௞் − 1
 

(13) 

Por lo tanto: 
 

𝐼(𝜈) =
𝐴ଶଵ

ቀ
𝑛ଵ
𝑛ଶ

−
𝐵ଶଵ
𝐵ଵଶ

ቁ 𝐵ଵଶ

=
𝑑𝑁(𝜈)ℎ𝜈

𝑒௛ఔ/௞் − 1
 

(14) 

La igualdad se cumple si: 
 𝑔ଵ𝐵ଵଶ = 𝑔ଶ𝐵ଶଵ 

𝐴ଶଵ = ℎ𝜈𝑑𝑁(𝜈)𝐵ଶଵ 

 
(15) 

Es decir que conocer uno de los coeficientes basta para conocer al resto. La emisión está modelada 
no sólo por la ocupación de estados, sino además, por la cantidad de estados disponibles para emitir, 
si 𝑑𝑁(𝜈) = 0, como suceden en las brechas fotónicas, 𝐴ଶଵ = 0. Note que para estructuras 
soportadas no existe una brecha fotónica perfecta, como se discutió en la sección de efectos de 
número de capas del capítulo II. 
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III.III Ensanchamiento de las líneas de emisión. 
 
Cuando un conjunto grande de átomos o moléculas decae espontáneamente, emite en un ancho de 
banda o línea de perfil 𝜙(𝜈). Esa línea es modificada por diversos fenómenos térmicos. Los más 
comunes no están relacionados a la densidad de estados. 
 
La función del perfil de emisión cumple con la restricción de: 
 
 

 
න 𝜙( 𝜈)𝑑𝜈

ஶ

ିஶ

= 𝜙(𝜈଴)Δ𝜈 = 1 
(16) 

 
Lo que implica que mientras mayor sea el ancho de altura media de emisión Δ𝜈, menor será la altura 
de la intensidad máxima 𝜙(𝜈଴): 
 
Simultáneamente la emisión cumple con el principio de incertidumbre de Heisenberg para el tiempo 
de vida media 𝜏, y la energía Δ𝐸:  

 Δ𝜏Δ𝐸 ≥ ℏ. (17) 

Muchos fenómenos pueden afectar la emisión más allá de la densidad de estados. Por ejemplo, el 
acoplamiento débil, la temperatura de los emisores, la población de átomos en diferentes estados 
de excitación, etc. En el caso de la influencia de los estados de ocupación térmicos, el perfil 
originalmente gaussiano, seguirá una distribución Lonrentziana con ancho Δ𝜈 ≈ (2𝜋𝜏)ିଵ [5],: 
 

 
𝜙(𝜈) =

2

𝜋Δν
൬

1

1 + 4(𝜈 − 𝜈଴)ଶ/Δ𝜈ଶ
൰  

(18) 

 
Este ancho es el límite posible, o ensanchamiento natural, para una sola medición o para mediciones 
independientes, y no puede ser superado por la emisión espontanea, es decir, al reducir el ancho 
de la emisión, necesariamente se tiene que incrementar la vida media por encima del valor definido 
por (49).  
 
La segunda razón más frecuente de ensanchamiento térmico del perfil, es generada por el efecto 
Doppler, resultado del movimiento térmico de los emisores. 
 
Si se supone que la velocidad de los emisores respecto al detector es 𝑣௥, el corrimiento de frecuencia 
en el límite no relativista es |Δ𝜈| = −

௩ೝ

௖
𝜈଴, note que se usa el valor absoluto y la norma de la 

velocidad, pues son los corrimientos máximos. Si los emisores siguen una distribución de 
velocidades Maxwelliana el perfil será gaussiano: 
 

 
𝜙(𝜈) = ඨ

4 ln 2

𝜋

1

Δ𝜈
𝑒ିସ ୪୬ ଶ(ఔିఔబ)మ/୼^ఔమ

  
 

(19) 
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El ensanchamiento térmico será: 
 

Δ𝜈 = ඨ
8 ln 2 𝑘𝑇௞

𝑚
ቀ

𝜈଴

𝑐
ቁ 

 

(20) 

donde 𝑇௞ es la temperatura cinética [5]. Estos son los dos límites impuestos por la emisión térmica 
a temperatura constante, de donde se deduce que las primeras condiciones para reducir el ancho 
de emisión son: reducir la velocidad promedio de los emisores, cambiando el medio en que están 
inmersos o modificando la función de densidad de estados. Además, establece una relación mínima 
entre la dispersión de la emisión y el tiempo de vida media. 
 
III.IV Pozo de Potencial finito. 
 
Más adelante se mostrará que un punto cuántico puede ser considerado como un pozo de potencial 
finito, siempre que se esté resolviendo la ecuación de onda de la envolvente de los electrones, por 
esa razón se hace un resumen de las características básicas del potencial rectangular finito.  
 
En una dimensión un pozo de potencial finito está definido por la función: 
 

 
𝑉(𝑥) = ൜

𝑉,     |𝑥| > 𝑎
0,      |𝑥| < 𝑎

 (21) 

Que tiene soluciones 𝑢ா: 
 

 𝑥 < −𝑎,          𝑢ா
ᇱᇱ = −𝜅ଶ𝑢ா ,                                    𝑢ா = 𝐴𝑒఑௫ 

 

(22) 

 |𝑥| < 𝑎,         𝑢ா
ᇱᇱ = −𝑘ଶ𝑢ா ,            𝑢ா = 𝐶 cos 𝑘𝑥 + 𝐷 sin 𝑘𝑥 (23) 

  

𝑥 > 𝑎,             𝑢ா
ᇱᇱ = 𝜅ଶ𝑢ா ,                                    𝑢ா = 𝐵𝑒ି఑௫ 

 

(24) 

donde 
 

 
𝜅ଶ =

2𝑚

ℏଶ
(𝑉଴ − 𝐸),    𝑘ଶ =

2𝑀𝐸

ℏଶ
,   𝐿ଶ =

2𝑚𝑉଴

ℏଶ
= 𝜅ଶ + 𝑘ଶ 

(25) 

 
Separando las soluciones en su parte par e impar se obtienen las condiciones para la energía de los 
estados propios: 
 

 

 𝜅𝑎 = 𝑘𝑎 tan(𝑘𝑎)                                         − 𝜅𝑎 = 𝑘𝑎 cot (𝑘𝑎) 
 

𝑛𝜋 < 𝑘𝑎 < ൬𝑛 +
1

2
൰ 𝜋                               ൬𝑛 +

1

2
൰ 𝜋 < 𝑘𝑎 < (𝑛 + 1)𝜋 

(26) 
 

(27) 



69 
 

Los valores propios del sistema para las soluciones pares e impares se encuentran resolviendo el 
sistema de ecuaciones gráficamente, buscando las intersecciones entre las curvas: 
 

 
൬

𝐿𝑎

𝑘𝑎
൰

ଶ

− 1 = tanଶ 𝑘𝑎 

 

൬
𝐿𝑎

𝑘𝑎
൰

ଶ

− 1 = cotଶ 𝑘𝑎 

 
(28) 

 
(29) 

 
Por lo que siempre existe al menos una solución ligada al sistema de un pozo finito, Figura III- 1. 
 

 

 

 

Figura III- 1 Graficas de las ecuaciones (28) y (29), donde se muestra que siempre existe al menos una 
intersección entre las curvas, o que en un pozo finito siempre hay al menos un estado ligado. 

 

 

Las dos soluciones para las constantes de las ecuaciones (22), (23) y (24) son: 
 

 𝐴 = 0      𝐶 = 𝐷        𝑘 tan 𝑘𝑎 = 𝜅𝑎 
 

𝐵 = 0      𝐶 = −𝐷    𝑘 cot 𝑘𝑎 = −𝜅𝑎 

 

(30) 
 

(31) 
y  

 
𝜅ଶ + 𝑘ଶ =

2𝑚𝑉𝑎ଶ

ℏଶ
 

 (32) 

 
Dado que las constantes son siempre positivas, las soluciones deben estar en el primer cuadrante, 
por lo que (31) no tendrá solución para valores 𝑉𝑎ଶ muy pequeños. Por otro lado (30) para valores 

de 𝑉𝑎ଶ < 𝜋ଶℏଶ/8𝑚 solo tendrá una solución. Para valores గమℏమ

଼௠
< 𝑉𝑎ଶ <

గమℏమ

ଶ௠
 habrá una solución 

par y una impar. 
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III.V Heteroestructuras dieléctricas.  
 
Para entender el confinamiento de los puntos cuánticos se sigue un proceso paulatino, comenzando 
por la descripción de una “heteroestructura”, o unión de dos materiales idealmente cristalinos.  
 
Los electrones menos ligados (externos) al material dieléctrico se suelen describir como 
parcialmente libres. La aproximación de electrón libre es mejor cuanto más lejos posible se 
encuentre el electrón de los centros de carga positivos, que es el estado en el que la función de 
densidad tiene la misma periodicidad que el cristal (solución de Bloch), con sus máximos de 
probabilidad entre los centros de carga. 
 
Para ese estado, el momento y la energía se escriben en función de la longitud de onda de De 

Broglie, 𝜆஽ =
௛

௣
, donde ℎ es la constante de Planck y 𝑝 su momento. En otras palabras, los electrones 

casi libres tienen un comportamiento aproximado al de una partícula libre. En ese caso la solución 
a la ecuación de onda es una onda plana con vector de propagación 𝑘ሬ⃗  y masa 𝑚. 
 

 𝑝 = ℏ൫𝑘௫ 𝚤̂ + 𝑘௬𝚥̂ + 𝑘௭𝑘෠൯ = ℏ𝑘ሬ⃗  (33) 

 
𝑇 =

ℏଶห𝑘ሬ⃗ ห
ଶ

2𝑚
 

 

(34) 

La ecuación (34) es la relación cuadrática o parabólica entre la energía y la magnitud del vector de 
onda de una partícula libre. 
 
Sin entrar en detalles, los dieléctricos en general están estructurados en redes cristalinas, que 
pueden ser descritas como combinaciones lineales de los vectores de sus bases primitivas, que no 
son únicas. Los núcleos de los átomos que constituyen los materiales se encuentran distribuidos 
periódicamente y el potencial que sienten los electrones más externos es la superposición de 
potenciales esféricos apantallados por las cargas de los electrones más internos. Esos electrones 
forman las distribuciones de carga de enlace, muchas veces covalente, que mantienen a toda la 
estructura unida. 
 
El potencial es aproximadamente constante siempre que la probabilidad de encontrar al electrón 
corresponda a regiones lejanas a los centros de carga, de esa forma la ecuación de onda para 
electrones externos será la de partícula libre. Sin embargo, hace falta modificar la ecuación para 
considerar que se encuentra en un medio y no en el vacío, el parámetro de ajuste empírico se llama 
masa efectiva 𝑚∗, con lo que la energía pasa a ser: 
 

 
𝐸 =

ℏଶ𝑘ଶ

2𝑚∗
 

(35) 

La masa efectiva es un parámetro anisotrópico, ya que depende de la dirección de propagación o 
en otras palabras del tipo de red. Además, es inversamente proporcional a la energía con que el 
electrón es atraído a la red. 
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La función de dispersión de masa efectiva es válida para un electrón externo, que puede estar o no 
ligado al átomo, es decir, estados de asociación electrón-núcleo (estado base y estados excitados), 
propios de cada arreglo cristallino. 
 
En un arreglo cristalino que cumple con las condiciones de Bloch, las soluciones al potencial se 
agrupan alrededor de energías permitidas, las bandas, que están (en general) separadas por brechas 
de energías prohibidas o “band gaps” en inglés. Las dos bandas de menor energía para los electrones 
externos son la banda de conducción, llamada así por que los electrones suelen fluir si se les aplica 
un campo eléctrico, y la banda de valencia. 
  
Cuando se genera un excitón, un electrón cambia su estado desde la banda de valencia a la banda 
de conducción, dejando un hueco. Debido a que el hueco tendrá un efecto similar al de una carga 
positiva, la función de dispersión 𝐸(𝑘) se suele describir de forma similar a la energía del electrón 
en la banda de valencia, pero invertida, es decir, la función de dispersión es la de una partícula libre 
modificada por una masa efectiva pero con el signo opuesto, una parábola invertida. La Figura III- 2 
muestra el diagrama de esas energías ocupando las masas efectivas para GaAs de 0.067𝑚଴ y 
0.6𝑚଴ [6].   
 
Este modelo depende de la validez de la aproximación de masa efectiva, que es aplicable para 
materiales con dimensiones mucho mayores a las dimensiones de la función de onda de la partícula 
asociada. 
 
Cuando dos materiales con estas condiciones se unen, forman una unión heterogénea 
(heterojunction). Suponiendo la validez de la aproximación para cada dieléctrico de la unión, se 
formarán dos regiones contiguas con diferentes masas efectivas y por lo tanto con distintas 
energías. La discontinuidad se puede considerar como un salto en los potenciales que se supusieron 
constantes o como un potencial escalón, Figura III- 3. 
 

 

 

 

Figura III- 2 Diagrama de la energía vs el vector de onda de un electrón y un hueco en las bandas de 
conducción y valencia en la aproximación de partícula libre para GaAs [6] 
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El orden de las uniones puede dar lugar a diversas formas de potencial, entre ellas el pozo de 
potencial descrito en la sección anterior. El arreglo de pozo se forma cuando dos dieléctricos rodean 
a un tercero con una energía de brecha, o una energía de la banda de conducción, o energía de 
banda de valencia menor. Al reducir las dimensiones del pozo de potencial, se irán reduciendo los 
estados disponibles para un electrón en él, hasta el punto de aproximarse a un estado aislado. Ese 
estado está íntimamente ligado al fenómeno de localización cuántica. 
 

Cuando una carga pasa de la banda de valencia a la banda de conducción, resultado de la excitación 
de un átomo del dieléctrico central, los electrones o los huecos se acumularán en la región de menor 
energía, que es el pozo de potencial, y poblarán sus estados ligados. 
 
Como se mencionó, la validez de la aproximación de partícula libre está restringida por el tamaño 
del cristal, sólo es válida cuando el vector de onda del estado ligado no se encuentra en las regiones 
de la frontera de la zona de Brillouin.  
 

 

 

 

Figura III- 3 Unión de dos dieléctricos con diferentes bandas y brechas.  

 

 

 

Figura III- 4 Bandas prohibidas en un cristal, aproximación de partícula libre. 
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En un arreglo 3D, la zona de Brillouin se define a partir de la base primitiva (𝑎⃗ଵ, 𝑎⃗ଶ, 𝑎⃗ଷ). Esta base 
está formada por las traslaciones que dejan invariante al potencial 𝑉(𝑟) = 𝑉(𝑟 + 𝑠), donde 𝑠 es una 
combinación lineal de los vectores de la base primitiva.  
 
La condición de Bloch establece que, para una solución al propagarse un número entero de veces, 
un vector de la base primitiva sólo tendrá un cambio de fase 𝜑(𝑟 + 𝑠) = 𝑒௜ఏ𝜑(𝑟). De ese modo, si 
una solución tiene un vector de onda 𝑘ሬ⃗ , debe cumplir con la condición de interferencia 𝑘ሬ⃗ ⋅ 𝑎⃗௜ = 𝑛𝜋, 
si 𝑛 = 2 el vector forma parte de la base recíproca. Se puede escribir a 𝑘ሬ⃗  en función de los vectores 
de la base primitiva [7]: 

 
𝑏௜ =

2𝜋𝑎⃗௝ × 𝑎⃗௞

𝑎⃗ଵ ⋅ (𝑎⃗ଶ × 𝑎⃗ଷ)
 

(36) 

para 𝑖 ≠ 𝑗 ≠ 𝑘. 
 
Toda combinación lineal de los vectores de la base reciproca 𝐺, cumple la condición de interferencia 
𝐺 ⋅ ∑𝑎⃗௜ = 2𝜋, además se cumplir con la relación de Von Laue:  
 

 
𝑘ሬ⃗ ⋅ 𝐺 =

1

2
|𝐺| 

 

 

(37) 

Los vectores de menor magnitud que cumplen con la condición anterior serán las regiones más 
pequeñas donde habrá interferencia, o zonas de Brillouin. Sus fronteras estarán en las regiones 
donde la aproximación de partícula libre dejará de cumplirse, por lo que en la estructura de la 
función 𝐸(𝑘ሬ⃗ ) aparecerán bandas prohibidas, Figura III- 4. A la solución de la región perturbada se le 
conoce como región de partículas casi libres (nearly free electron model). 
 
El número de electrones en una sub-banda está asociado con la integral de la densidad de estados 
(estados disponibles por unidad de volumen por diferencial de energía) y la probabilidad de que un 
electrón tenga una energía 𝐸. Dado que los electrones son fermiones la cantidad partículas con una 
energía 𝐸 en las sub-bandas es: 
 

 
𝑓ி஽(𝐸) =

1

𝑒
ாିாಷ

௞் + 1 

 
(38) 

 
donde 𝐸ி es la mayor energía ocupada por los electrones en cada sub-banda suponiendo que todas 
las de menor energía en la sub-banda están ocupadas, o cuasi-energía de Fermi. 
 
III.VI Masa efectiva en heteroestructuras. 
 
La solución del pozo de potencial finito debe modificarse para ajustarla al problema de dos medios 
con masa efectiva diferente, asociadas a cada dieléctrico, y sus respectivas bandas.  
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En la solución de la partícula libre (del mismo modo que en la solución de partícula casi libre), la 
masa es la constante que relacional la variación de energía con respecto al momento: 
 

 
𝐸 =

𝑝ଶ

2𝑚
→ 𝑚ିଵ =

𝜕ଶ𝐸

𝜕𝑝
 

(39) 

Note que, en el caso de un dieléctrico, la dirección de aceleración no es necesariamente en la 
dirección de la aplicación de la fuerza externa, por ese motivo la masa efectiva no es una constante 
sino más bien de un tensor.  
 
En la región de validez de la ecuación (39), considerando un medio con masa 𝑚ଵ

∗ y espesor 𝐿, 
rodeado por dos medios con masa efectiva 𝑚ଶ

∗ , las ecuaciones de cada sistema se verán 
modificadas: 

  
−

ℏଶ

2𝑚ଶ
∗

𝜕ଶ

𝜕𝑧ଶ
𝜓(𝑧) + 𝑉𝜓(𝑧) = 𝐸𝜓(𝑧),                      𝑧 ≤ −

𝐿

2
   𝑜   

𝐿

2
≤ 𝑧 

(40) 

 
−

ℏଶ

2𝑚ଵ
∗

𝜕ଶ

𝜕𝑧ଶ
 𝜓(𝑧) = 𝐸𝜓(𝑧) ,                         −

𝐿

2
≤ 𝑧 ≤

𝐿

2
 

(41) 

 
Las soluciones son las revisadas en la sección de pozo finito, las constantes de decaimiento 
exponencial y frecuencia de la función periódica son: 
 

 
𝑘 =

ඥ2𝑚ଵ
∗𝐸

ℏ
                                      𝜅 =

ඥ2𝑚ଶ
∗ (𝑉 − 𝐸)

ℏ
 

(42) 

Por lo que las soluciones para la energía son: 
 

 𝑘

𝑚ଵ
∗ tan ൬

𝑘𝐿

2
൰ =

𝜅

𝑚ଶ
∗                                           solución par 

𝑘

𝑚ଵ
∗ cot ൬

𝑘𝐿

2
൰ = −

𝜅

𝑚ଶ
∗                                           solución impar 

(43) 

 

(44) 

Una propiedad frecuentemente citada de los puntos cuánticos es la dependencia inversa entre la 
energía y el ancho del pozo, es decir cuando el ancho del pozo se reduce, la energía del estado base 
aumenta (corrimiento al azul), Figura III- 5 
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III.VII Puntos cuánticos esféricos. 
 
Los puntos cuánticos de CdSe/ZnS tienen una forma esferoide [8, 9]. Eso implica que el sistema 
puede ser aproximado a un problema esférico.  A diferencia de los pozos de potencial finito, los 
puntos cuánticos están confinados en las tres dimensiones. La reducción de las dimensiones del 
punto cuántico no sólo afecta a la energía del estado base de la solución de la envolvente, además 
reduce las formas de disipación térmica de energía debido a la reducción de los átomos disponibles 
para interactuar con los electrones excitados.  Ambas son condiciones necesarias para incrementar 
la eficiencia de la luminiscencia. Sin embargo, se sigue cumpliendo que los estados permitidos para 
las soluciones de la ecuación de onda dejan de ser continuos (bandas), pasando a ser discretos o 
separados en subniveles. 
 
En el caso de un pozo con simetría esférica, el escalón de potencial entre las bandas es función 
únicamente del radio. Dado que el potencial de esfera dura es separable, la ecuación de onda radial 
y angular se resuelven independientemente: 
 

 
−

ℏଶ

2𝑚∗ ቆ
2

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+

𝜕ଶ

𝜕𝑟ଶቇ 𝜓(𝑟) + 𝑉(𝑟)𝜓(𝑟) = 𝐸௥𝜓(𝑟) 

 

(45) 

 
 

−
ℏଶ

2𝑚∗
ቌ

1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
 ൭sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
𝜓(𝜃, 𝜙)൱ +

1

sinଶ 𝜃

𝜕ଶ

𝜕𝜙ଶ
 𝜓(𝜃, 𝜙)ቍ = 𝐸𝜓(𝜃, 𝜙) 

(46) 

 
La ecuación (46) tiene como solución a los armónicos esféricos 

 

 

 

Figura III- 5 Estados base para un electrón en función del ancho del pozo de GaAs rodeado de barreras de 
Ga1-xAlxAs. Calculado con masas efectivas distintas para los círculos abiertos y constantes 
idénticas para los círculos cerrados, para concentraciones x de (0.1, 0.2, 0.3, 0.4). Imagen de 
Paul H [6] 
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 𝜓(𝜃, 𝜙) = 𝑁௟௠𝑃௟

௠(cos 𝜃)Φ(𝜙) (47) 

 
donde  

 Φ(𝜙) = √2𝜋𝑒௠థ (48) 

y 
 

𝑃௟
௠(cos 𝜃) = (1 − cosଶ 𝜃)

ଵ
ଶ

|௠| 𝑑|𝑚|

𝑑(cos 𝜃)௠
𝑃௟(cos 𝜃)  

(49) 

donde 𝑃௟  es un polinomio de Legendre de orden 𝑙 [10]. La solución angular tiene una degeneración 
de 2𝑚 + 1 en  𝑙, y  forma una base ortogonal. 
 
En cuanto a la parte radial, tomando en cuenta la aportación a la energía potencial del momento 
angular, el potencial pasa a ser: 

 
𝑉(𝑟) +

𝑙(𝑙 + 1)ℏଶ

2𝑚∗𝑟ଶ
 

(50) 

donde 𝑉(𝑟) es un pozo de potencial finito: 
 

 
𝑉(𝑟) = ൜

0                𝑠𝑖 𝑟 > 𝑎
−𝑉଴         𝑠𝑖 𝑟 < 𝑎

 (51) 

 
Si 𝜓(𝑟) = 𝜒(𝑟)/𝑟, la ecuación que describe el sistema es: 
 

 
−

ℏଶ

2𝑚∗

𝑑ଶ𝜒

𝑑𝑟ଶ
− 𝑉଴𝜒 = 𝐸𝜒                                       𝑟 < 𝑎 

−
ℏଶ

2𝑚∗

𝑑ଶ𝜒

𝑑𝑟ଶ
= 𝐸𝜒                                                      𝑟 > 𝑎 

 

(52) 

 
Las ecuaciones (52) tienen soluciones similares a las de un pozo finito de potencial, pero con algunas 
diferencias: la solución va de 0 a ∞ y la solución está acotada en 0. 
 

 𝜒(𝑟) = 𝐴 sin 𝛼𝑟 + 𝐵 cos 𝛼𝑟                         𝑟 < 𝑎 

 

𝜒(𝑟) = 𝐶𝑒ିఉ௥                                                 𝑟 > 𝑎 

(53) 
 

(54) 

donde 𝛼 = ට
ଶ௠∗(௏బି|ா|)

ℏమ    y  𝛽 = ට
ଶ௠∗|ா|

ℏమ .  

 
Para qué 𝜓(𝑟) sea finito en el cero, el coeficiente de la solución par debe ser nulo, es decir 𝐵 = 0. 
Por lo tanto la solución del estado base sólo tendrá estados ligados si 𝑉଴𝑎 > 𝜋ଶℏଶ/8𝑚, imponiendo 
un límite de tamaño para la solución envolvente de los electrones del punto cuántico. Si el punto 
cuántico tiene un radio menor, dejará de ser luminiscente.  
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Se ha observado que el espectro característico de los puntos cuánticos de CdSe/ZnS corresponde a 
un espectro de brecha directa con pocos estados intermedios. El ancho espectral está relacionado 
con el corrimiento producido por las diferentes tasas de recombinación de cada estado intermedio, 
Figura III- 6. La tasa de recombinación 𝑈 de un dieléctrico dopado está descrito por la relación de 
emisión de Shocley-Read-Hall [11], que sólo se menciona para justificar que el ancho espectral está 
asociado al número de estados intrabanda distintos. 
 

 
𝑈 =

𝑣௧௛𝜎𝑛்൫𝑛𝑝 − 𝑛௜
ଶ൯

𝑛 + 𝑝 + 2𝑛௜ cosh ቀ
𝐸் − 𝐸௜

𝑘𝑇
ቁ

 
(55) 

 
donde con 𝑛் es el número de dopantes por unidad de volumen, 𝑣௧௛ es la velocidad térmica de los 
electrones y los huecos, que se suponen como iguales, 𝜎 es la sección eficaz de la recombinación, 
también supuesta igual para electrones y huecos, 𝐸௧ la energía de los dopantes, 𝐸௜  la energía del 
centro de la brecha, 𝑘𝑇 la constante de Boltzman por la temperatura, 𝑛௜ el número intrínseco de 
portadores de carga en la banda de conducción y 𝑛௛ el número de huecos en la banda de valencia. 

El número de electrones y huecos en un estado será 𝑛 = 𝑛௜𝑒
ಶಷషಶ೔

ೖ೅  y 𝑝 = 𝑛௛𝑒
ಶಷషಶ೔

ೖ೅ , donde 𝐸ி es la 
energía de Fermi de la banda que se está analizando. 
 
Como resultado de la geometría de los cristales que conforman el punto cuántico, el espectro de 
emisión que muestra generalmente es un pico muy intenso alrededor de una frecuencia asociada al 
tamaño de partícula. Para el caso de los puntos cuánticos de CdSe/ZnS el espectro es el mostrado 
en la Figura III- 7. Este espectro fue medido en el laboratorio de óptica de superficies del IF para una 
suspensión coloidal de puntos cuánticos en tolueno. 
 
La interacción de los polaritones del punto cuántico con los modos de la cavidad, o los efectos en la 
emisión inducidos por el cambio en la densidad de estados, están asociados con cambios en el 
número de máximos, separación de Rabi y en cambios en el tiempo de vida media (𝜏 ≈ 30 𝑛𝑠), por 

 

 

 

Figura III- 6 Estructura de bandas de emisión de puntos cuánticos de CdSe, Muestra una brecha directa 
con estados intermedios que dependerán del proceso de síntesis que pueden resultar en el 
ensanchamiento y corrimiento espectral, figura de A. Singh [9]. 
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ejemplo Ling Li [12], logra un cambio con un factor de 2 a 3 entre puntos cuánticos sobre un soporte 
de vidrio y puntos cuánticos dentro de un metamaterial formado por un dieléctrico y películas 
metálicas, aunque éste no es un sistema dieléctrico como el que se propone, tiene como ventaja 
una función de dispersión hiperbólica. El autor destaca que, mientras más pequeña sea la región de 
confinamiento (tamaño de la celda unitaria) mayor es el efecto Purcell. 
 
En cuanto al ancho de emisión, David Goldber [13] muestra que una microcavidad no simétrica 
puede reducir el ancho de 32 nm a altura media, a 10 nm a altura media, resultando en un modo 
simple. En la microcavidad es muy importante el efecto de la absorción de los puntos cuánticos, 
pues eso reduce el factor de calidad y aunque el autor no lo señala también es importante la 
diferencia de índices de refracción entre el aire y el sustrato. El cambio de vida media detectado de 
en este sistema tiene un factor de 1.2. 
 
Solo para ilustrar, la Figura III- 8 muestra el fenómeno de reducción.  Se debe tomar en cuenta que 
en ambos casos la emisión es comparada con la emisión de puntos cuánticos en un sustrato o una 
película delgada de puntos cuánticos formada por goteo, y que no se observa un acoplamiento 
fuerte. 
 

 

 

 

Figura III- 7 Espectro experimental de emisión medido para puntos cuánticos de CdSe/ZnS comerciales, 
con un máximo de emisión en 630 nm. 

 

 

 

 

 

Figura III- 8 Reducción del ancho de emisión de puntos cuánticos en una microcavidad. Imagen de D. 
Goldberg [13] 
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Capítulo IV. 
Polaritones (separación de Rabi) 

Resumen 
 
En este capítulo se exponen los fundamentos del fenómeno de acoplamiento entre los modos de 
una cavidad y un excitón, lo que resulta en una cuasi partícula llamada “polaritón” y cuya 
característica principal es la aparición de picos de alta eficiencia, o la separación de picos de emisión 
simples en un número fijo de picos, que depende de cuantos osciladores se acoplen [1]. A ese 
fenómeno se le denomina separación de Rabi y es la característica principal del acoplamiento fuerte.  

Para entender el origen de la separación se parte del acoplamiento de dos osciladores clásicos, 
seguido del acoplamiento de osciladores en mecánica cuántica, el comportamiento de la 
polarización de un sistema de dos niveles y por último el acoplamiento de modos normales de una 
cavidad óptica y un excitón. 
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IV.I Osciladores acoplados.  
 

El acoplamiento fuerte que se presenta entre cuasi partículas, en algunas condiciones, puede ser 
aproximado al acoplamiento entre dos osciladores cuánticos. Ese es el caso de los fotones en el 
espacio libre o los fotones confinados en un medio homogéneo y los excitones con una energía 
cercana a un mínimo de potencial (excitación de mínima energía). En general, las partículas que se 
acoplan no son necesariamente de la misma naturaleza, pueden ser plasmones, fonones, fotones, 
excitones, etc.  

Dos condiciones que favorecen el acoplamiento son: el incremento en el número de osciladores 
disponibles y el incremento en el tiempo de interacción. Para el caso de los fotones esas condiciones  
implican un incremento en la intensidad y una reducción en la velocidad de grupo, lo que es posible 
en las regiones de altas densidades de estados [2]. Las regiones de alta densidad de estados  en 
microcavidades ópticas, formadas por dos espejos de Bragg en simetría conjugada, corresponden a 
la longitud de onda de resonancia de Fabry-Perot [3], la que se generaliza para incidencia oblicua 
cómo:  

 
𝜋 = 𝑛 ቆට𝑘௭

ଶ + 𝑘∥
ଶቇ 𝐿 

(1) 

donde 𝐿 es el tamaño del defecto y kሬ⃗ = 𝑘௭ + 𝑘∥ es el vector de onda en el medio.  

Si el medio es isotrópico, el índice de refracción no depende de la polarización de la luz y la 
frecuencia de resonancia también es independiente de ella. Sin embargo, dado que para la 
polarización TM, para sistemas soportados, existe un ángulo de propagación permitida, o región 
donde no hay brecha, ver capítulo 2, el efecto que se describe a continuación cambiará su eficiencia.  
Es decir, el comportamiento dependerá del tipo de polarización. 

Los fotones resonantes en una cavidad tienen una energía que depende de su frecuencia: 

 𝐸௖௔௩ = ℏ𝜔௖௔௩ (2) 

donde ℏ es la constante de Planck dividida por dos pi y 𝜔௖௔௩ es la frecuencia angular de los fotones. 
Esa energía es análoga a la energía de un excitón: 

 𝐸௘௫ = ℏ𝜔௘௫ (3) 

A energías cercanas a la energía del estado base ambos sistemas pueden ser aproximados por un 
modelo de oscilador armónico. Sin embargo, no lo son y se debe tener cuidado en las condiciones 
de interés. Por ejemplo, los osciladores armónicos, a diferencia de los excitones, tienen modos 
normales de vibración energéticamente equidistantes y por esa razón nunca se saturan.  

El caso clásico más sencillo de un sistema acoplado, no caótico, es el formado por dos osciladores 
de constantes 𝑘ଵ y 𝑘ଶ que se acoplan por un resorte central de constante 𝑘௖. En ese caso los 
potenciales son: 

 
𝑈ଵ =

1

2
𝑘ଵ𝑥ଵ

ଶ −
1

2
𝑘௖(𝑥ଶ − 𝑥ଵ)ଶ 

(4) 
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𝑈ଶ =

1

2
𝑘ଶ𝑥ଶ

ଶ +
1

2
𝑘௖(𝑥ଶ − 𝑥ଵ)ଶ 

(5) 

Este sistema de ecuaciones acopladas se resuelve con un cambio de variable: 𝑦ଵ = 𝑥ଵ + 𝑥ଶ y 𝑦ଶ =

𝑥ଵ − 𝑥ଶ.  

Si las constantes de restitución y las masas son iguales, la solución de la ecuación de movimiento es 
la superposición de dos oscilaciones independientes con frecuencias [4]: 

 𝜔ଵ
ଶ = 𝑘/𝑚 (6) 

 𝜔ଶ
ଶ = (𝑘 + 2𝑘௖)/𝑚 (7) 

En el caso cuántico, el acoplamiento de dos partículas de masas iguales es descrita por la ecuación 
de Schrödinger [5]: 

 
−

ℏଶ

2𝑚
൫𝜕௫భ௫భ

ଶ + 𝜕௫మ௫మ
ଶ ൯ +

1

2
𝑚𝜔ଵ

ଶ𝑥ଵ
ଶ +

1

2
𝑚𝜔ଶ

ଶ𝑥ଶ
ଶ − 𝑚𝜔ଵଶ

ଶ 𝑥ଵ𝑥ଶ 
(8) 

donde 𝜔ଵ y 𝜔ଶ son las frecuencias de los osciladores, 𝑚 es su masa y 𝜔ଵଶ es la frecuencia asociada 
a la constante de acoplamiento. Para desacoplar el sistema de ecuaciones, se hace un cambio de 
variable descrito por el operador de cambio de variable 𝐴. El resultado son dos modos normales de 
oscilación. 

 ቀ
𝑥ଵ

𝑥ଶ
ቁ = 𝐴 ቀ

𝑦ଵ

𝑦ଶ
ቁ (9) 

Los momentos asociados se transforman con 𝐴்: 

 𝑝௬
்𝐴𝐴்𝑝௬ = 𝑝௫

்𝑝௫  (10) 

Lo que impone una condición para el caso desacoplado:  

 𝐴𝐴் = 1 (11) 

 𝐴ିଵ = 𝐴் (12) 

Entonces el hamiltoniano del sistema en la variable 𝑦 es: 

 
𝐻෡ =

1

2𝑚
𝑝̂௬

்𝐴𝐴்𝑝̂௬ +
𝑚

2
𝑦்𝐴𝜔ଶ𝐴்𝑦 

(13) 

Que estará desacoplado si: 

 
𝐴 ቆ

𝜔ଵ
ଶ −𝜔ଵଶ

ଶ

−𝜔ଵଶ
ଶ 𝜔ଶ

ଶ ቇ 𝐴ିଵ 
(14) 

es diagonal. 
 
Los valores propios en esas condiciones, son las energías de los estados permitidos de los 
osciladores acoplados divididas por ℏ: 

 
Ωଵ =

1

2
ቆ𝜔ଵ

ଶ + 𝜔ଶ
ଶ − ට(𝜔ଵ

ଶ − 𝜔ଶ
ଶ)ଶ + 4𝜔ଵଶ

ସ ቇ 
(15) 
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Ωଶ =

1

2
ቆ𝜔ଵ

ଶ + 𝜔ଶ
ଶ + ට(𝜔ଵ

ଶ − 𝜔ଶ
ଶ)ଶ + 4𝜔ଵଶ

ସ ቇ 
(16) 

Es decir, cuando se acoplan dos osciladores con la misma frecuencia de resonancia el sistema 
equivalente es formado por dos osciladores con distintas frecuencias base, donde la diferencia de 
energías de esos osciladores depende del acoplamiento.  

IV.II Excitón en un campo armónico.  

Cuando un átomo absorbe un fotón, pasando de su estado base a un estado excitado, se forma un 
par hueco-electrón o excitón. Ese excitón en presencia de un campo constante, o un campo 
armónico con longitud de onda mucho mayor a las dimensiones del excitón, adquiere una 
polarización descrita por la fuerza del excitón, la que es importante para la descripción de 
osciladores acoplados. En la siguiente sección se estudia la susceptibilidad de un excitón en 
presencia de un campo armónico con longitud de onda mucho mayor a la dimensión característica 
del excitón, basado casi completamente en el libro de W. Boyd [6]. 

Suponiendo que los excitones del sistema están formados por partículas que pueden estar 
únicamente en dos estados distintos |𝑏 > y |𝑒 >, estado base y estado excitado respectivamente, 
la matriz de densidad, 𝜌௠௡, que lo describe será una matriz de dos por dos y, suponiendo que se 
trata de un sistema sin estados coherentes: 

 𝜌௠௡ = 0           ∀ 𝑚 ≠ 𝑛 (17) 

 La ecuación (17) no es cierta en general, por ejemplo para el caso discutido anteriormente cuando 
se habló de las cuasi-energías de Fermi.  

La evolución temporal de la matriz de densidad a partir del hamiltoniano se puede aproximar por 
un método perturbativo en función del parámetro 𝜆, así: 

 𝜌௠௡ = 𝜌௠௡
(଴)

+ 𝜆𝜌௠௡
(ଵ)

+ 𝜆ଶ𝜌௠௡
(ଶ)

+ 𝜆ଷ𝜌௠௡
(ଷ)

+ ⋯ (18) 

 𝐻෡ = 𝐻෡଴ − 𝜆𝜇̂𝐸෠(𝑟, 𝑡) (19) 

donde 𝐻෡଴ es el hamiltoniano de un sistema de solución conocida, por ejemplo un átomo sin 
perturbar, y la perturbación es proporcional al momento dipolar, que es un operador con diagonal 
nula: 

 
𝜇̂ = ൬

0  𝜇ଶଵ
∗

𝜇ଶଵ 0
൰ (20) 

donde 𝜇௜௝ = 𝜇௝௜
∗ = −𝑒 < 𝑖|𝑟̂|𝑗 >, con 𝑒 la carga del electrón. En el caso del ejemplo de un átomo 

excitado por una onda plana linealmente polarizada, el momento dipolar se puede resolver 
fácilmente en coordenadas esféricas recordando que los armónicos esféricos son ortonormales y 
que 𝑧 = 𝑟 cos 𝜃. 

El hamiltoniano de la ecuación (44) no toma en cuenta cambios en la distribución de estados 
generados por: decaimiento, emisión estimulada, colisiones, absorción de fotones, etc. Esos 
términos se pueden tomar en cuenta modificando la ecuación de evolución temporal de la matriz 
de densidad por: 
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𝜌̇௠௡ = −

𝑖

ℏ
ൣ𝐻෡, 𝜌ො൧

௠௡
− 𝛾௠௡ ቀ𝜌௠௡ − 𝜌௠௡

(௘௤)
ቁ (21) 

donde 𝛾௠௡ =
ଵ

ଶ
(Γୣ ୠ + Γ௕௘) + Γ௖௢௟ es la tasa de transición espontanea entre el estado base y el 

estado excitado más la transición por colisiones, y 𝜌௠௡
(௘௤) es la matriz de densidad del sistema en 

equilibrio térmico. Note que si no hay campo eléctrico: 

 𝜌௠௡ = ቀ𝜌௠௡
(଴)

− 𝜌௠௡
(௘௤)

ቁ 𝑒ି(ఊ೘೙)௧ (22) 

Es decir, el sistema tiende al equilibrio con una razón temporal dependiente de su tiempo de 
relajación. Para resolver la ecuación (21) se toma en cuenta que la matriz de densidad se escribe a 
partir del estado base y excitado: 

 ൣ𝐻෡଴, 𝜌ො൧
௠௡

= ෍ 𝐻෡଴௠௜𝜌ො௜௡ − 𝜌ො௠௜𝐻෡଴௜௡

௜

 (23) 

 ෍(𝐸௠𝛿௡௜𝜌௜௠ − 𝜌௠௜𝛿௜௡𝐸௡)

௜

= 𝜔௠௡𝜌௠௡ (24) 

donde 𝜔௠௡ =
ா೘ିா೙

ℏ
, por lo tanto: 

 
𝜌̇௡௠ = −𝑖𝜔௡௠𝜌௡௠ −

𝑖

ℏ
ൣ−𝜇̂𝐸෠, 𝜌൧

௡௠
− 𝛾௡௠ ቀ𝜌௡௠ − 𝜌௡௠

(௘௤)
ቁ (25) 

Para el sistema de dos niveles la ocupación total se conserva (𝜌̇௕௕ + 𝜌̇௔௔ = 0). Al sustituir las 
expresiones para las componentes de la  ecuación (25) : 

 
𝜌̇௕௘ = −𝑖𝜔௕௘𝜌௕௘ +

𝑖

ℏ
(𝜇௕௕𝐸𝜌௕௕ − 𝜇௘௘𝐸𝜌௘௘) − 𝛾௕௘ ቀ𝜌௕௘ − 𝜌௕௘

(௘௤)
ቁ (26) 

 
𝜌̇௕௕ =

𝑖

ℏ
ൣ𝜇̂𝐸෠, 𝜌൧

௕௕
=

𝑖

ℏ
(𝜇௕௘𝐸𝜌௘௕ − 𝜇௘௕𝐸𝜌௘௕) − 𝛾௕௕ ቀ𝜌௕௕ − 𝜌௕௕

(௘௤)
ቁ = −𝜌̇௘௘ (27) 

donde las expresiones en rojo son nulas.  

Usando (18) y (44) se resuelve el sistema iterativamente:  

 𝜌̇௡௠
(଴)

= −𝑖𝜔௡௠𝜌௡௠
(଴)

− 𝛾௡௠ ቀ𝜌௡௠
(଴)

− 𝜌௡௠
(଴)(௘௤)

ቁ (28) 

 
𝜌̇௡௠

(ଵ)
= −(𝑖𝜔௡௠ + 𝛾௡௠)𝜌௡௠

(ଵ)
−

𝑖

ℏ
ൣ−𝜇̂𝐸෠, 𝜌(଴)൧

௡௠
 (29) 

 
𝜌̇௡௠

(ଶ)
= −(𝑖𝜔௡௠ + 𝛾௡௠)𝜌௡௠

(ଶ)
−

𝑖

ℏ
ൣ−𝜇̂𝐸෠, 𝜌(଴)൧

௡௠
 (30) 

La matriz de densidad a primer orden con un cambio de variable 𝜌௡௠
(ଵ) ᇱ

= 𝜌௡௠
(ଵ)

𝑒(௜ఠ೙೘ାఊ೙೘)௧ es: 

 
𝜌̇௡௠

(ଵ) ᇱ
= −

𝑖

ℏ
ൣ−𝜇̂𝐸෠, 𝜌(଴)൧

௡௠
𝑒(௜ఠ೙೘ାఊ೙೘)௧ (31) 

Por lo tanto: 
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𝜌௡௠

(ଵ)
= 𝑒ି(௜ఠ೙೘ାఊ೙೘)௧ ൬

−𝑖

ℏ
൰ න ൣ−𝜇̂𝐸෠(𝑡ᇱ), 𝜌(଴)൧

௡௠
𝑒(௜ఠ೙೘ାఊ೙೘)௧ᇲ 𝑑𝑡ᇱ

௧

ିஶ

 
(32) 

La aproximación se puede continuar de forma similar para ordenes mayores. 

Suponiendo que el campo eléctrico es una suma de ondas planas que tiene longitudes de onda 
mucho mayores a las dimensiones del átomo: 

 𝐸෠(𝑡) = 1 ෍ 𝐸൫𝜔௣൯𝑒ିఠ೛௧

௣

= 𝐸(𝑡) (33) 

El conmutador del momento dipolar y la matriz de densidad de orden 0, es diagonal: 

 ൣ−𝜇̂𝐸෠(𝑡ᇱ), 𝜌(଴)൧
௡௠

= − ቀ𝜌௠௠
(଴)

− 𝜌௡௡
(଴)

ቁ 𝜇௡௠𝐸(𝑡) (34) 

Sustituyendo en (32) 

𝜌௡௠
(ଵ)

= 𝑒ି(௜ఠ೙೘ାఊ೙೘)௧ ቌ
𝑖 ቀ𝜌௠௠

(଴)
− 𝜌௡௡

(଴)
ቁ 𝜇௡௠

ℏ
ቍ ෍ 𝐸(𝜔௣) න 𝑒൫௜ఠ೙೘ି௜ఠ೛ାఊ೙೘൯௧ᇲ 𝑑𝑡ᇱ

௧

ିஶ௣

 

 
𝜌௡௠

(ଵ)
= ቌ

ቀ𝜌௠௠
(଴)

− 𝜌௡௡
(଴)

ቁ 𝜇௡௠

ℏ
ቍ ෍

𝐸൫𝜔௣൯𝑒ି௜ఠ೛௧

𝜔௡௠ − 𝜔௣ − 𝑖𝛾௡௠
௣

 
(35) 

Por lo tanto el momento dipolar inducido, que se calcula a partir de la traza 𝑡𝑟(𝜇̂𝜌ො), y definiendo        

< 𝜇෤ >= ∑ < 𝜇̂൫𝜔௣൯ > 𝑒ି൫௜ఠ೛௧൯
௣  , es: 

 
< 𝜇൫𝜔௣൯

(ଵ)
>= ෍ ቌ

ቀ𝜌௠௠
(଴)

− 𝜌௡௡
(଴)

ቁ 𝜇௡௠

ℏ
ቍ

𝐸൫𝜔௣൯

𝜔௡௠ − 𝜔௣ − 𝑖𝛾௡௠
𝜇௠௡

௡௠

 
(36) 

 La susceptibilidad 𝜒(ଵ) definida a partir de la polarización 𝑷൫𝝎𝒑൯ = 𝑁 < 𝜇൫𝜔௣൯
(ଵ)

>=

𝜀଴𝜒(ଵ)൫𝜔௣൯𝐸൫𝜔௣൯, donde 𝑁 es el número átomos o moléculas disponibles para formar excitones y 
𝜀଴ la susceptibilidad del vacío, es:  

 
𝜒(ଵ)൫𝜔௣൯ =

𝑁

𝜀଴
෍ ቌ

ቀ𝜌௠௠
(଴)

− 𝜌௡௡
(଴)

ቁ

ℏ
ቍ

𝜇௡௠𝜇௠௡

𝜔௡௠ − 𝜔௣ − 𝑖𝛾௡௠
௡௠

 
(37) 

𝜒(ଵ) depende de la ocupación de los estados base y excitado, de la absorción y del factor de 
amortiguamiento. Dado que 𝜔௠௡ = 𝜔௡௠ y 𝛾௠௡ = 𝛾௡௠: 

 
𝜒(ଵ)൫𝜔௣൯ =

𝑁

ℏ𝜀଴
෍ 𝜌௠௠ ቆ

𝜇௡௠𝜇௠௡

𝜔௡௠ − 𝜔௣ − 𝑖𝛾௡௠
−

𝜇௡௠𝜇௠௡

𝜔௡௠ + 𝜔௣ + 𝑖𝛾௡௠
ቇ

௡௠

 
(38) 

El primer término es el término resonante y el segundo es el termino anti resonante. El termino 
resonante es máximo cuando 𝜔௣ = 𝜔௡௠, es decir, cuando la energía del fotón y el excitón son 
iguales. En esa condición la susceptibilidad se puede aproximar a la parte resonante. Por otro lado, 
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los índices van de los estados base a excitado y no necesariamente tienen la misma degeneración. 
Por ejemplo, para un átomo que transfiere un electrón desde el estado 𝑠 al 𝑝 solo habrá un estado 
base por tres estados excitados. Considerando que 𝜇௡௠ = 𝜇௠௡

∗ : 

 
𝜒(ଵ)൫𝜔௣൯ =

𝑁

ℏ𝜀଴
෍

𝜌௡௡

3
ቆ

|𝜇௕௡|ଶ

𝜔௡௕ − 𝜔௣ − 𝑖𝛾௡௕
ቇ

௡

 
(39) 

De esa forma se define la susceptibilidad a partir de la constante de fuerza del excitón para 
transiciones del estado base al excitado: 

 
𝑓௘௕ =

2𝑔௕𝑚𝜔௘௕|𝜇௘௕|ଶ

𝑔௘ℏ𝑒ଶ
 

(40) 

donde 𝜇௘௕ es el momento dipolar del excitón, 𝑔௘ es la degeneración del estado excitado y 𝑔௕ es la 
degeneración del estado base. 

 
𝜒(ଵ)൫𝜔௣൯ ≈ ෍ 𝑓௡௕𝜌௡௡ ቆ

𝑁𝑒ଶ/𝜀଴𝑚

𝜔௡௕ − 𝜔௣ − 2𝑖𝜔௡௕𝛾௡௕
ቇ

௡

 
(41) 

El comportamiento de la polarización del sistema está asociado a la fuerza del excitón, que en el 
caso de que no se forme en un átomo dependerá de la masa efectiva y la relación entre las 
degeneraciones del estado base y del estado excitado. 

IV.III Átomo de dos niveles. 

El átomo de dos niveles es descrito por una matriz de densidad de dos por dos, pero ahora el 
parámetro de amortiguamiento está asociado al tiempo de vida media de los excitones. 

 𝛾௘௕ = 1/𝑇ଶ (42) 

 Γ௘௕ = 1/𝑇ଵ (43) 

donde Γ௘௕ es el tiempo de decaimiento del nivel excitado al nivel base y 𝛾௘௕ es el tiempo de desfase 
del excitón.  

 2𝑑𝑛ଵ

𝜆ଵ
−

2𝑑𝑛ଶ

𝜆ଶ
= 1 

(44) 

 

Así, las ecuaciones que describen la evolución, para un hamiltoniano 𝐻෡ = 𝐻෡଴ + 𝑉෠, de los elementos 
de la matriz de densidad son: 

 
𝜌̇௘௕

(଴)
= − ൬ 𝑖𝜔௘௕ −

1

𝑇ଶ
൰ 𝜌௘௕ +

𝑖

ℏ
𝑉௘௕(𝜌௘௘ − 𝜌௕௕) 

(45) 

 
𝜌̇௘௘ = −

𝜌௘௘

𝑇ଵ
−

𝑖

ℏ
(𝑉௘௕𝜌௕௘ − 𝜌௘௕𝑉௕௘) (46) 

 
𝜌̇௕௕ =

𝜌௘௘

𝑇ଵ
+

𝑖

ℏ
(𝑉௕௘𝜌௘௕ − 𝜌௕௘𝑉௕௘) (47) 
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donde 𝑉௘௕ =< 𝑒|𝑉|𝑏 >. Note que la relación 𝜌௕௔ = 𝜌௔௕
∗  reduce el conjunto de cuatro ecuaciones a 

tres. Además, nuevamente la ocupación total se conserva y la diferencia de ocupación cumple la 
ecuación: 

 𝑑

𝑑𝑡
(𝜌௘௘ − 𝜌௕௕) = −

(𝜌௘௘ − 𝜌௕௕) − (𝜌௘௘ − 𝜌௕௕)(௘௤)

𝑇ଵ
−

2𝑖

ℏ
(𝑉௘௕𝜌௕௘ − 𝜌௘௕𝑉௕௘) 

(48) 

Cuando el campo eléctrico es 0 las soluciones al sistema oscilan a una frecuencia 𝜔௘௕ y se relajan 
en un tiempo proporcional a los tiempos 𝑇ଵ y 𝑇ଶ. El potencial eléctrico en este caso es: 

 𝑉௔௕ = 𝜇௔௕൫𝐸𝑒ି௜ఠ௧ + 𝐸∗𝑒௜ఠ௧൯ (49) 

A partir de ahora se hará la llamada aproximación rotacional, donde se asume que: 𝑉௔௕ =

𝜇௔௕𝐸𝑒ି௜ఠ௧. Así la ecuación para la diferencia de ocupación es: 

 
𝓌̇ = −

𝓌 − 𝓌(௘௤)

𝑇ଵ
−

2𝑖

ℏ
(𝜇௘௕𝐸𝜎௕௘ − 𝜎௕௘

∗ 𝜇௕௘𝐸) 
(50) 

 
𝜎̇௘௕ == − ൬ 𝑖(𝜔 − 𝜔௘௕) −

1

𝑇ଶ
൰ 𝜎௘௕ +

𝑖

ℏ
𝜇௘௕𝐸𝓌 

(51) 

donde 𝜎௘௕ = 𝜌௘௕𝑒௜ఠ௧ y 𝓌 = 𝜌௘௘ − 𝜌௕௕. Éstas ecuaciones tienen una solución estacionaria: 

 
𝓌 =

𝓌(௘௤)[1 + (𝜔 − 𝜔௘௕)ଶ𝑇ଶ
ଶ]

1 + (𝜔 − 𝜔௘௕)ଶ𝑇ଶ
ଶ + (4ℏିଶ)|𝜇௘௕|ଶ𝑇ଵ𝑇ଶ 

 
(52) 

 
𝜌௘௕ =

𝜇௘௕𝐸𝑒ି௜ఠ௧𝓌

ℏ(𝜔 − 𝜔௕௔ + 𝑖𝑇ଶ
ିଵ)

 
(53) 

El estado estacionario tiene un ancho de pico de absorción a altura media que depende de la parte 
imaginaria del índice de refracción: 

 𝛼 = 2𝜔𝑐ିଵℐ(𝑛) = 2𝜔𝑐ିଵℐ(1 + 𝜒)ଵ/ଶ (54) 

donde 𝜒 es la susceptibilidad, que está en función de la polarizabilidad: 

 𝑃 = 𝜀଴𝜒𝐸 = 𝑁 𝑡𝑟(𝜌ො𝜇̂) = 𝑁(𝜇௕௘𝜌௘௕ + 𝜇௘௕𝜌௕௘) (55) 

donde 𝜀଴ es la susceptibilidad del vació y 𝑁 es el número de átomos por unidad de volumen. Al 
sustituir (53) en (55): 

 
𝜒 =

2𝑁|𝜇௘௕|ଶ𝓌

𝜀଴ℏ(𝜔 − 𝜔௘௕ + 𝑖𝑇ଶ
ିଵ)

 
(56) 

 
𝜒 =

2𝑁|𝜇௘௕|ଶ𝓌(௘௤)(𝜔 − 𝜔௘௕ − 𝑖𝑇ଶ
ିଵ)𝑇ଶ

ଶ

𝜀଴ℏ(1 + (𝜔 − 𝜔௘௕)ଶ𝑇ଶ
ଶ + (4ℏିଶ)|𝜇௘௕|ଶ|𝐸|ଶ𝑇ଵ𝑇ଶ)

 
(57) 

Definiendo: 

 
𝛼଴(0) = −

𝜔௘௕

𝑐
ቈ
2𝑁𝓌(௘௤)|𝜇௘௕|ଶ𝑇ଶ

𝜀଴ℏ
቉ 

(58) 
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 Ω = 2|𝜇௘௕||𝐸|/ℏ,     Δ = 𝜔 − 𝜔௘௕ (59) 

donde Ω se conoce como la frecuencia en resonancia de Rabi. Entonces: 

 
𝜒 =

𝛼଴(0)𝑐

𝜔௘௕

(𝑖 − Δ𝑇ଶ)

1 + Ωଶ𝑇ଵ𝑇ଶ

1

1 + Δଶ𝑇ଶ
ଶ/(1 + Ωଶ𝑇ଵ𝑇ଶ)

 
(60) 

Por lo tanto, la absorción tiene un perfil Lorentziano con un ancho a altura media proporcional a la 
frecuencia de Rabi. 

 
Δ𝜔ிௐுெ =

2

𝑇ଶ

(1 + Ωଶ𝑇ଵ𝑇ଶ)
ଵ
ଶ 

(61) 

La solución a la ecuación de Schrödinger para el sistema de dos niveles, en la aproximación 
adiabática, que no toma en cuenta el amortiguamiento, se puede resolver al aproximar el estado 
propio del sistema por una combinación lineal de dos estados del sistema sin perturbar: 

 𝜓(𝑟, 𝑡) = 𝐶௕(𝑡)𝑢௕(𝑟)𝑒ି௜ఠ್௧ + 𝐶௘(𝑡)𝑢௘(𝑟)𝑒ି௜ఠ೐௧ (62) 

Por lo tanto, en la aproximación rotacional: 

 
𝐶̇௕ =

−1

𝑖ℏ
𝐶௘𝜇௕௘𝐸∗𝑒ି௜୼௧ 

(63) 

  
𝐶̇௘ =

−1

𝑖ℏ
𝐶௕𝜇௘௕𝐸𝑒ି௜୼௧  

(64) 

Al sustituir la función prueba 𝐶௕ = 𝐾𝑒ି௜ఒ  en la ecuación (63): 

 
𝐶௘ = −

ℏ𝜆𝐾

𝜇௕௘𝐸∗
𝑒ି௜(ఒି୼)௧ 

(65) 

Que sustituida en la ecuación (64) da una condición para 𝜆: 

 𝜆(𝜆 + Δ) = |𝜇௘௕|ଶ|𝐸|ଶ/ℏ (66) 

 
𝜆±= −

1

2
Δ ±

1

2
(|Ω|ଶ + Δଶ)

ଵ
ଶ 

(67) 

Sustituyendo la solución para los coeficientes: 

 
𝐶௕(𝑡) = 𝑒

௜୼௧
ଶ ቆ𝐴ା𝑒ି

௜ஐᇲ

ଶ
௧ + 𝐴ି𝑒

௜ஐᇲ

ଶ
௧
ቇ 

 

(68) 

 
𝐶௘(𝑡) = 𝑒

௜୼௧
ଶ ቆ𝐴ା

Δ − Ωᇱ

Ω∗
𝑒ି

௜ஐᇲ

ଶ
௧ + 𝐴ି

Δ + Ωᇱ

Ω∗
𝑒

௜ஐᇲ

ଶ
௧
ቇ 

(69) 

donde Ωᇱ = (|Ω|ଶ + Δଶ)
భ

మ. Las constantes de la solución están asociadas a las condiciones iniciales, 
si la ocupación inicial es completamente en el estado excitado 𝐶௘(0) = 1 y 𝐶௕(0) = 0, entonces: 

 𝐴ା = −𝐴ି;          −(Δ − Ωᇱ)𝐴ି + (Δ + Ωᇱ)𝐴ି = Ω∗ (70) 
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𝐴ି =

Ω∗

2Ωᇱ
;        𝐴ା = −

Ω∗

2Ωᇱ
 

(71) 

 
𝐶௕(𝑡) = 𝑖𝑒

௜୼௧
ଶ sin ቆ

𝛺ᇱ𝑡

2
ቇ 

(72) 

 
𝐶௘(𝑡) = 𝑒ି

௜୼௧
ଶ ቆ𝑖Δ sin ቆ

Ωᇱ

2
𝑡ቇ +  Ωᇱcos ቆ

Ωᇱ

2
𝑡ቇቇ 

(73) 

Ésta solución en presencia de un campo electromagnético de frecuencia 𝜔 genera una polarización 
que depende de la frecuencia de Rabi: 

 < 𝜇̂෨ >= 𝐶௕
∗𝐶௘𝜇௕௘𝑒௜ఠ೐್௧ + 𝐶௘

∗𝐶௕𝜇௘௕𝑒ି௜ఠ್೐௧ (74) 

donde (74) asume que el estado base y el estado excitado no generan momento dipolar. 
Sustituyendo las soluciones (72) y (73):  

 
𝐶௕

∗𝐶௘ = 𝑒ି௜(୼ିఠ೐್)௧ ቆ−
Ω∗

2Ωᇱ
𝑒

௜ஐᇲ

ଶ
௧ +

Ω∗

2Ωᇱ
𝑒ି

௜ஐᇲ

ଶ
௧
ቇ ቆ−

Δ − Ωᇱ

2Ωᇱ
𝑒ି

௜ஐᇲ

ଶ
௧ +

Δ + Ωᇱ

2Ωᇱ
𝑒

௜ஐᇲ

ଶ
௧
ቇ 

(75) 

 
𝐶௕

∗𝐶௘ = ቆ
Ω∗Δ

2Ωᇱଶ 𝑒ି௜ఠ௧ −
Ω∗(Δ − Ωᇱ)

4Ωᇱଶ 𝑒ି௜(னାஐᇲ)௧ −
Ω∗(Δ + Ωᇱ)

4Ωᇱଶ 𝑒ି௜൫னିஐᇲ൯௧ቇ 
(76) 

Es decir, el momento dipolar de un sistema que parte de un estado excitado tiene una componente 
que oscila a la frecuencia del campo y otras dos que oscilan alrededor de la frecuencia del sistema 
forzado a frecuencias 𝜔 ± Ωᇱ. Lo mismo sucede si el sistema parte del estado base, es decir cuando 
𝐶௕(0) = 1 y 𝐶௘(0) = 0: 

 
< 𝜇෤ >=

(Δଶ − Ωᇱଶ)𝜇௕௘

2ΩᇱΩ∗ ቆ
Ωᇱ + Δ

2Ωᇱ
𝑒ି௜൫ఠିஐᇲ൯௧ +

Ωᇱ − Δ

2Ωᇱ
𝑒ି௜ఠ௧ቇ ൫𝑒ି௜ஐᇲ௧ − 1൯ + 𝑐. 𝑐. 

(77) 

IV.IV Acoplamiento fotón-excitón.  

El acoplamiento de un fotón con un excitón en un sistema formado por muchos átomos requiere de 
la solución de la ecuación de onda para las moléculas o para el sólido que forma el sistema, lo que 
involucra muchas variables acopladas.  

En el capítulo III se describe al punto cuántico como una partícula casi libre (donde la masa efectiva 
dependerá del cristal que forma al punto cuántico) confinada en un potencial esférico finito, que 
tiene al menos un nivel de energía ligado. En cuanto al fotón, la solución aproximada es la de una 
cavidad rectangular. 

Para estudiar cómo se relacionan el excitón y el fotón, se puede partir del sistema formado por un 
átomo dentro de una cavidad. En ese caso el campo se puede escribir a partir de los potenciales 
escalar y vectorial en una norma apropiada: 

 𝐸ሬ⃗ (𝑥⃗, 𝑡) = −∇𝜙(𝑥⃗) + 𝜕௧𝐴 (78) 

donde los potenciales cumplen: 
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 ∇ ⋅ 𝐴 = 0;      𝜕௧𝜙 = 0 (79) 

El potencial vectorial es solución de la ecuación de onda y los modos del potencial dependen de las 
condiciones de frontera. 

 𝐴(𝑥⃗, 𝑡) = ෍൫𝛼௡𝑢ሬ⃗ ௡(𝑥⃗)𝑒ି௜ఠ೙௧ + 𝛼௡
ᇱ 𝑢ሬ⃗ ௡

∗ (𝑥⃗)𝑒௜ఠ೙௧൯

௡

 (80) 

 1

𝑐ଶ

𝜕ଶ𝑢ሬ⃗ ௡(𝑥⃗)

𝜕𝑡ଶ
− 𝑒∇ଶ𝑢ሬ⃗ ௡(𝑥⃗) = 0 

(81) 

Entonces el campo eléctrico es: 

𝐸ሬ⃗ (𝑥⃗, 𝑡) = ෍ ඨ
ℏ𝜔௡

2𝜀଴
൫𝛼௡𝑢ሬ⃗ ௡(𝑥⃗)𝑒ି௜ఠ೙௧ + 𝛼௡

ᇱ 𝑢ሬ⃗ ௡
∗ (𝑥⃗)𝑒௜ఠ೙௧൯

௡

 

El factor 𝛼௡ es la proporción que representa cada modo en la solución del campo eléctrico. Si se 
considera un único fotón interactuando con un sistema cuántico que puede absorber o emitir al 
fotón, el factor puede ser sustituido por los operadores de ascenso y descenso ൫𝑎ො௡,  𝑎ො௡

ற൯ del sistema. 
Es decir, los operadores de ascenso y descenso respecto al nivel de energía del sistema o creación y 
aniquilación de fotones. 

Los operadores cumplen con las condiciones de conmutatividad usuales: 

 ൣ𝑎ො௡, 𝑎ො௠
ற ൧ = 𝛿௠௡ (82) 

 [𝑎ො௡, 𝑎ො௠] = ൣ𝑎ො௡
ற , 𝑎ො௠

ற ൧ = 0 (83) 

En ese caso el campo eléctrico será escrito como: 

 
𝐸ሬ⃗ (𝑥⃗, 𝑡) = ෍ ඨ

ℏ𝜔௡

2𝜀଴
൫𝑎ො௡𝑢ሬ⃗ ௡(𝑥⃗)𝑒ି௜ఠ೙௧ + 𝑎ො௡

ற𝑢ሬ⃗ ௡
∗ (𝑥⃗)𝑒௜ఠ೙௧൯

௡

 
(84) 

La energía de cada modo cuando 𝑢ሬ⃗ ௡ es una onda plana: 

𝐸𝑛𝑒𝑟𝑔í𝑎 =
𝑐n

8𝜋
ห𝐸ሬ⃗ ௡ห

ଶ
 

donde n es el índice de refracción del medio.  

Tomando la expresión para la energía considerando únicamente un sistema de dos niveles y las 
relaciones de conmutación el hamiltoniano del sistema se puede aproximar al de un oscilador. Sin 
embargo, los operadores de ascenso y descenso ya no se forman del operador posición y momento 
sino del de campo eléctrico y de campo magnético respectivamente: 

 𝐸ሬ⃗ ௡(𝑥⃗, 𝑡)~𝑢௡(𝑥⃗, 𝑡)൫𝑎ො௡ + 𝑎ො௡
ற൯ (85) 

 𝐵ሬ⃗ ௡(𝑥⃗, 𝑡)~𝑢௡(𝑥, 𝑡)൫𝑎ො௡ − 𝑎ො௡
ற൯ (86) 

Por lo que el hamiltoniano para cada modo normal de la cavidad tendrá la forma: 
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𝐻෡௡~𝑢௡(𝑥)ℏ𝜔 ൬𝑎ො௡

ற𝑎ො௡ +
1

2
൰ 

(87) 

En ese sentido, la base del hamiltoniano será |𝑙 >, donde el número 𝑙 indica el número de fotones 
presentes en el sistema. 

En cuanto a la energía de una partícula en un campo electromagnético escrita a partir del momento 
canónico es: 

 
𝐸 =

1

2𝑚
൫𝑃 − 𝑒𝐴൯

ଶ
+ 𝑒𝜙 

(88) 

donde 𝑒 es la carga de la partícula.  

Dado que el átomo se forma de un núcleo cargado positivamente y un electrón cargado 
negativamente, el excitón estará conformado por una carga positiva y una negativa, en ese sentido 
se debe considerar tanto la energía del protón como la del electrón. 

Recordado que, en una aproximación adiabática, el sistema se puede resolver para el electrón de 
forma independiente al protón [7], y dado que la longitud de onda de los modos normales es mucho 
mayor al diámetro atómico, se puede escribir el hamiltoniano del sistema en función de las 
coordenadas del centro de masa 𝑅ሬ⃗  y las coordenadas de distancia entre electrón y núcleo 𝓇⃗. 

 
𝑅ሬ⃗ =

𝑚௣𝑟௣ + 𝑚௘𝑟௘

𝑚௣ + 𝑚௘
 

(89) 

 𝓇⃗ = 𝑟௘ − 𝑟௣ (90) 

En esas coordenadas el momento del electrón será ቀ𝑃ሬ⃗௘ + 𝐴൫𝑅ሬ⃗ , 𝑡൯ቁ
ଶ

 . Es decir, el potencial 

magnético estará en función del centro de masas, por lo tanto, el hamiltoniano será: 

 
𝐻෡ = −

ℏ

2𝑀
∇ሬሬ⃗ ሬୖሬ⃗

ଶ −
ℏ

2𝑚௘
∇ሬሬ⃗ 𝓇⃗

ଶ +
𝑒ଶ

4𝜋𝜀|𝓇⃗|
−

𝑖ℏ𝑒

2𝑚௘
𝐴൫𝑅ሬ⃗ , 𝑡൯ ⋅ ∇ሬሬ⃗ 𝓇⃗ +

𝑒ଶ

2𝑚௘
ห𝐴൫𝑅ሬ⃗ , 𝑡൯ห

ଶ
 

(91) 

donde el momento del centro de masas −
ℏ

ଶெ
∇ሬሬ⃗ ሬୖሬ⃗

ଶ ≈ 0, debido a que la masa del núcleo es tres 

órdenes de magnitud mayor a la masa del electrón.  Haciendo el cambio de norma 

 𝜒 = −𝓇⃗ ⋅ 𝐴(𝑅ሬ⃗ , 𝑡) (92) 

 𝐴ᇱ = 𝐴 + ∇𝜒 = 0 (93) 

 
𝜙ᇱ = 𝜙 −

𝜕𝜒

𝜕𝑡
= −𝓇⃗ ⋅

𝜕𝐴

𝜕𝑡
= −𝓇⃗ ⋅ 𝐸ሬ⃗ ൫𝑅ሬ⃗ , 𝑡൯ = −

𝜇

𝑒
⋅ 𝐸ሬ⃗ ൫𝑅ሬ⃗ , 𝑡൯ 

(94) 

donde 𝜇 es el momento dipolar.  

Entonces el hamiltoniano total del sistema será: 

 
𝐻෡ = −

ℏ

2𝑚௘
∇ሬሬ⃗ 𝓇⃗

ଶ +
𝑒ଶ

4𝜋𝜀|𝓇⃗|
− 𝜇 ⋅ 𝐸ሬ⃗ ൫𝑅ሬ⃗ , 𝑡൯ + 𝐻෡௡ 

(95) 
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Este hamiltoniano es el hamiltoniano propio de un átomo más el hamiltoniano del campo de los 
modos normales de la microcavidad, por lo que se puede proponer como base para escribir la 
solución al producto tensorial de las bases de los sistemas antes de la interacción. 

 |𝑛𝑙𝑚 > |𝑛ᇱ >  (96) 

En ese sentido el hamiltoniano será: 

𝐻෡ = ෍ ℏ𝜔௡|𝑛𝑙𝑚 >< 𝑛𝑙𝑚|

௡,௠,௟

+ ෍ ℏ𝜔௡ᇲ ൬𝑎ො௡
ற𝑎ො௡ +

1

2
൰

௡ᇲ

− 𝜇 ⋅ 𝐸ሬ⃗ ൫𝑅ሬ⃗ , 𝑡൯ 

Para un sistema de dos niveles: 

 ෍ ℏ𝜔௡|𝑛𝑙𝑚 >< 𝑛𝑙𝑚|

௡,௠,௟

= ℏ𝜔௔|𝑎𝑙𝑚 >< 𝑎𝑙𝑚| + ℏ𝜔௕|𝑏𝑙𝑚 >< 𝑏𝑙𝑚| 

= ℏ𝜔ଵ𝜎ଵଵ + ℏ𝜔ଶ𝜎ଶଶ 

(97) 

donde se cambió el índice 𝑎 por 1, y 𝑏 por 2, para facilitar la notación. Por otro lado, dado que el 
momento dipolar se debe al desplazamiento de un electrón al estado excitado y el emparejamiento 
con el correspondiente hueco, los elementos de matriz de la diagonal del momento inducido: 

 𝜇௜௝ =< 𝑖|𝜇|𝑗 > (98) 

 donde |𝑖 >= |𝑛𝑙𝑚 >, son nulos debido a que un estado genérico del sistema tiene una paridad 
definida, por lo tanto: 

 𝜇ଵଵ = 𝜇ଶଶ = 0;  𝜇ଵଶ = 𝜇ଶଵ (99) 

De donde se observa que el hamiltoniano será: 

 
𝐻෡ = ℏ𝜔ଵ𝜎ଵଵ + ℏ𝜔ଶ𝜎ଶଶ + ℏ𝜔଴ ൬𝑎ො௡

ற𝑎ො௡ +
1

2
൰ + 𝑖ඨ

ℏ𝜔௡ᇲ

2𝜀଴

𝜇ଵଶ ⋅ 𝑢௡ᇲ(𝑥⃗)(𝜎ଵଶ + 𝜎ଶଵ)(𝑎ොற − 𝑎ො) 
(100) 

En la aproximación de variaciones lentas, 𝑎ො𝜎ି ≈ 0 y 𝑎ොற𝜎ା ≈ 0, el hamiltoniano es 
aproximadamente el llamado hamiltoniano de Jaynes-Cummings: 

 𝐻෡ ≈ ℏ𝜔௢𝑎ற𝑎 + ℏ𝜔௘௫௖௜௧ó௡𝜎ା𝜎ି + ℏ𝑔൫𝑎ොற𝜎ି + 𝜎ା𝑎ො൯ (101) 

donde ටℏఠ೙ᇲ

ଶఌబ
𝜇ଵଶ ⋅ 𝑢௡ᇲ(𝑥⃗) = 𝑔 y 𝜎± son operadores de creación aniquilación de fotones en la cavidad.  

Para un sistema de dos niveles no  se consideran todos los vectores propios del átomo, sino 
solamente a las de estado excitado y base |𝑒 > y |𝑏 > respectivamente. Por lo que la base será 
{|𝑒 >, |𝑏 >}⨂|𝛽 >, donde 𝛽 es el número de fotones en la cavidad.  

Es importante notar que la base no forma eigenvectores de hamiltoniano, por lo que se calculan los 
vectores propios y sus energías, dados por: 

 𝐻෡ห𝛽, ±>= 𝐸ఉ,±ห𝛽, ±> (102) 

donde  
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𝐸ఉ±

= ℏ𝜔𝛽 ±
ℏ

2
ඥ4𝑔ଶ𝛽 − Δଶ 

(103) 

 
|𝛽, ±>= ቊ

cos 𝜃ఉ ห𝛽 − 1, 𝑒 > + sin 𝜃ఉห𝛽, 𝑔 >

− sin 𝜃ఉ ห𝛽 − 1 , 𝑒 > + cos 𝜃ఉห𝛽, 𝑔 > 
ቋ 

(104) 

donde Δ = 𝐸௖௔௩ − (𝐸௘ − 𝐸௕). Es decir, delta es la diferencia de energía entre el fotón de la cavidad 
y la diferencia entre la energía del estado excitado y el estado base. 

Note que: 

 Los estados propios del sistema se van separando conforme Δ decrece. 
 Mientras mayor sea la movilidad del excitón (𝑔 crece) mayor será la separación.  
 Cuando se cumple que Δ = 0 y 𝛽 = 1, la diferencia de energías de los vectores propios es 

ℏ𝑔 si un fotón se asocia a un solo excitón. Tomar en cuenta que algunos procesos no lineales 
pueden excitar un oscilador a niveles superiores al primer estado excitado. 

 Agregar otro oscilador al sistema resultará en un número mayor de vectores propios. 
 La separación está presente aun cuando la energía no está sintonizada. 
 Los vectores propios son estados híbridos entre el estado base y el estado excitado. 
 Cuando un estado excitado, resonante, dentro de la cavidad se acopla a un fotón, el estado 

hibrido oscilará reversiblemente entre dos estados, el excitado y el estado base, 
incrementando el tiempo de emisión: 

|0, 𝑒 >=
1

√2
(|1, +> −|1, −>) 

|0, 𝑒 >=
1

√2
(𝑒

ି௜
ℏ

ாశ௧
|1, +> −𝑒

ି௜
ℏ

ாష௧|1, −>) 

|0, 𝑒 >=
1

√2
(𝑒ି௜(௚ାఠ)௧|1, +> −𝑒ି௜(௚ିఠ)௧|1, −>) 

|0, 𝑒 >=
𝑒ି௜ఠ௧

√2
(cos 𝑔𝑡 |0, 𝑒 > −𝑖 sin 𝑔𝑡 |1, 𝑔 >) 

Lo anterior es una solución aproximada para átomos en cavidades. Cuando el excitón es generado 
en una estructura más compleja el resultado es similar pero no idéntico. En ese sistema las 
frecuencias de la cavidad y el excitón se deben sustituir por un número complejo de la forma [8]: 

𝐸௖௔௩ − 𝑖𝛾௖௔௩(𝑘∥) 

 𝐸௘௫ − 𝑖𝛾௘௫(𝑘∥) (105) 

donde 𝛾 es el ancho de dispersión del espectro de emisión en el caso del excitón y del modo 
localizado en el caso de la cavidad.  

 
𝛾௘௫ =

𝜋

𝑛

𝑞ଶ

4𝜋𝜀଴

ℏ

𝑚௘௫𝑐
𝑓௘௫ 

(106) 

 𝛾௖௔௩ = 𝐸௖௔௩/𝑄 (107) 
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donde 𝑞 es la carga del electrón, 𝜀଴ es la permeabilidad del vacío, 𝑚௘௫ es la masa efectiva del 
excitón, 𝑐 es la velocidad de la luz en el vacío, 𝑓௘௫ es la fuerza de acoplamiento del excitón y 𝑄 es 
factor de calidad de la microcavidad. 

En ese caso el acoplamiento de los osciladores estará descrito por el hamiltoniano: 

 
𝐻Ψ௣,௞ = ൬

𝐸௖௔௩ − 𝑖𝛾௖௔௩ Ω/2
Ω/2  𝐸௘௫ − 𝑖𝛾௘௫

൰ Ψ௣,௞  (108) 

 

En una microcavidad formada por arreglos de Bragg de reflectancias 𝑅ଵ y 𝑅ଶ, el factor de calidad 
determina la región espacial donde se podrá llevar a cabo la interacción entre los modos normales 
y el excitón. El volumen de la cavidad que describe el efecto Purcell es en este caso el volumen del 
defecto más la distancia de penetración del campo [9], entonces: 

 
𝑄 =

𝜋(𝑅ଵ𝑅ଶ)ଵ/ସ

1 − (𝑅ଵ𝑅ଶ)ଵ/ଶ
 

(109) 

Si el factor de calidad 𝑄 es alto y la fuerza de excitón también es alta la energía de separación de 
Rabi, definida como Ωଶ(k∥) − Ωଵ(𝑘∥), es [10]: 

 
Ω୰ୟୠ = ඨ൤𝛼 ൬

𝜆଴

2𝑛
൰ ℱ𝛾௘௫𝛾௖௔௩𝜋൨ − [(𝛾௘௫ − 𝛾௖௔௩)ଶ/4] 

(110) 

Donde ቀఒబ

ଶ௡
ቁ es el camino óptico del defecto de la microcavidad, ℱ es la estrechez de la cavidad, 𝛼 

es el coeficiente de absorción de la zona activa y las dispersiones son funciones de la componente 
paralela del campo. Note que en un arreglo bidimensional ésta componente no está restringida. 

 Entonces el acoplamiento fuerte es evidente cuando la energía, que separa los modos del oscilador 
acoplado, es mayor a los anchos combinados del excitón y la cavidad. Es decir, el primer término de 
la ecuación (110) es mayor que el segundo.  

El acoplamiento está asociado a la fuerza del excitón que depende a su vez de la masa efectiva. La 
masa se puede aproximar partiendo de la ocupación de fotones y excitones acoplados en función 
de la separación energética entre el excitón y el modo resonante del sistema:  

 Δ𝐸(𝑘∥) = 𝐸௖௔௩(𝑘∥) − 𝐸௘௫௧(𝑘∥) (111) 

 
𝑟ଵ =

1

2
ቆ1 +

Δ𝐸(𝑘∥)

ඥΔ𝐸(𝑘∥)ଶ + Ωଶ
ቇ 

(112) 

 
𝑟ଶ =

1

2
ቆ1 −

Δ𝐸(𝑘∥)

ඥΔ𝐸(𝑘∥)ଶ + Ωଶ
ቇ 

(113) 

𝑟ଵ y 𝑟ଶ son los cuadrados de los  coeficientes de Hopfield que describen el inverso de las masas 
efectivas del polaritón en las dos ramas. El inverso de las masas efectivas en las ramas superior e 
inferior serán el promedio ponderado de los inversos de las masas efectivas del excitón y el modo 
resonante de la cavidad.  
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 1

𝑚௜௡௙௘௥௜௢௥
=

𝑟ଵ

𝑚௘௫௖௜௧ó௡
+

𝑟ଶ

𝑚௖௔௩
 

(114) 

 1

𝑚௦௨௣௘௥௜௢௥
=

𝑟ଶ

𝑚௘௫௖௜௧ó௡
+

𝑟ଵ

𝑚௖௔௩
 

(115) 

Dado que la masa efectiva del excitón es en general mucho mayor a la masa efectiva de la cavidad, 
la masa del polaritón tiende a ser la masa efectiva de la microcavidad. Lo que en emisores no 
confinados incrementaría la distancia de difusión de los excitones, aumentando a su vez el tiempo 
de decaimiento. Además, si 𝑘∥ >> 0, una rama tenderá a comportarse como un fotón y la otra 
como un excitón. 

 
𝑚௖௔௩ =

𝜋ℏ𝑁𝑛

𝐿𝑐
 

(116) 

donde 𝑚௖௔௩ es la masa efectiva de la cavidad, 𝑁 es el número principal de los modos de la cavidad, 
𝑛 es el índice de refracción de la región del defecto, 𝑐 es la velocidad de la luz y 𝐿 es la distancia 
efectiva de la cavidad. Tomando en cuenta la penetración. 

De forma análoga la proporción de fotones y excitones acoplados nos permite saber que tan 
eficiente es el acoplamiento. En el mejor de los casos la transferencia de energía entre fotón y 
excitón será optima cuando las proporciones sean 1/2.  

Los coeficientes de proporción 𝑟௙
ଶ y 𝑟௘

ଶ, son los coeficientes de los autovectores del sistema: 

 
൤
𝐸௖௔௩  𝑉௘௫

𝑉௘௫ 𝐸௘௫
൨ ቀ

𝑟௙

𝑟௘
ቁ = 𝐸 ቀ

𝑟௙

𝑟௘
ቁ (117) 

Donde 𝑉௘௫ es el potencial de interacción que es un medio de la energía de separación modos 
normales del acoplamiento, 𝑉௘௫ = Ω௥௔௕/2. 
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Capítulo V. 
Silicio Poroso 

 

Resumen.  
 
El silicio poroso es un sistema muy atractivo para la estructuración de arreglos fotónicos, ver [1] y sus 
referencias, debido a la facilidad que existe para controlar el índice de refracción. A pesar de eso, los arreglos 
activos de silicio poroso son escasos. La razón es que la condición de confinamiento cuántico, en el silicio 
poroso, solo es posible para muy altas porosidades, o lo que es equivalente, para estructuras poco resistentes 
mecánicamente. Esa dificultad puede ser sorteada introduciendo partículas luminiscentes lo suficientemente 
pequeñas en los poros. En este capítulo se expone el proceso de síntesis de silicio poroso para la fabricación 
de arreglos fotónicos, desde el proceso de formación hasta las caracterizaciones necesarias. 
 
En la actualidad se acepta la explicación de la generación de poros en un cristal de silicio mediante una 
disolución parcial por anodización, donde se lleva a cabo una reducción del silicio por el ácido 
hidrofluorhídrico HF y la liberación de hidrógeno. Esa explicación permite de manera indirecta explicar por 
qué el crecimiento es en la dirección cristalográfica y preferentemente en la punta de los defectos. 
 
Una vez fabricada la muestra de silicio poroso es necesario hacer un conjunto de caracterizaciones previas 
antes de poder formar arreglos multicapas. Esas caracterizaciones incluyen: la medición de la velocidad de 
ataque con micrografías SEM, la determinación del tamaño de poro y el índice de refracción efectivo 
resultante luego de hacer un tratamiento térmico a las muestras.  
 
Se concluye con las curvas obtenidas para los índices de refracción como último paso para el diseño de las 
estructuras. Debe resaltarse que la calidad de la aproximación de índices de refracción se determina del 
ajuste experimental entre las curvas de reflectancia experimentales y las calculadas por el método de la 
matriz de transferencia o la ecuación de Airy. 
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V Silicio poroso 
 
Las estructuras dieléctricas que se estudian en este trabajo fueron fabricadas en el laboratorio de ICAT de la 
UNAM campus CU y en los laboratorios del IER, también de la UNAM, pero campus Morelos.  
 
El silicio poroso se sintetiza por medio de una semi-disolución electroquímica en un proceso de anodizado. 
Puede ser descrito como una estructura con poros distribuidos superficialmente al azar, que se propagan 
preferentemente en la dirección cristalográfica. El resultado es un material al que se puede controlar el índice 
de refracción a partir de las condiciones de anodizado con una gran superficie libre. En el caso de un arreglo 
fotónico activo, donde la partícula luminiscente no es un cristal propio de la estructura, la respuesta fotónica 
del arreglo puede ser estudiada de forma independiente a las partículas emisoras de luz. 
 
En este capítulo se explicará el proceso de formación de silicio poroso y, los tratamiento y caracterizaciones 
necesarios antes de generar un arreglo fotónico. El capítulo concluye con la propuesta de condiciones para 
formar estructuras cuasi cristalinas unidimensionales, que favorezcan el acoplamiento fuerte entre los 
polaritones de puntos cuánticos de CeCd/ZnS y los modos del cuasi cristal.  
 
Todas las gráficas del presente capítulo, fueron generadas y analizadas en R®, Matlab® e ImageJ® 
 
V.I Generalidades  
 
El Silicio Poroso (PSi) fue desarrollado por la pareja de investigadores Uhlir a mediados de 1950 en los 
laboratorios Bell, mientras investigaban un método de micro maquinado de obleas cristalinas de silicio por 
medio de ataque electrolítico. Como resultado obtuvieron una disolución parcial, donde la superficie disuelta 
era altamente irregular e inhomogenea.  
 
Ellos observaron que durante la disolución de la oblea por anodizado, se formaban pequeños poros que se 
propagaban preferentemente en la dirección cristalográfica [2], Figura V-1. Y mostraron que el control de la 
densidad de corriente permite a su vez el control de la porosidad, que a su vez permite, de forma indirecta, 
controlar otras propiedades importantes, como el índice de refracción efectivo y la superficie disponible. El 
control de ambas ha permitido desarrollar una gran variedad de aplicaciones, tanto médicas, como 
tecnológicas. 
 
Se suele describir al PSi como una estructura en forma de esponja, donde regiones solidas de silicio cristalino 
(generalmente dopado con Boro o Azufre) forman un esqueleto con huecos llenos de un material distinto 
(gas, nano-partículas o líquidos), formada a partir de un proceso de anodizado. Aunque existen equipos 
comerciales para la fabricación de silicio poroso, en los laboratorios de investigación este proceso se lleva a 
cabo en una celda de teflón, ya que es un material altamente resistente al electrolito, formado por una 
mezcla de ácido fluorhídrico y etanol. El resto de los componentes que estén en contacto con el electrolito 
también deben ser resistentes a la corrosión, en el caso de una celda horizontal como la que se explicará 
posteriormente, el electrodo debe ser de oro o platino.  Es altamente recomendable que el resto de las 
herramientas, como pinzas o vazos de precipitado, necesarios para almacenar el electrolito, sean de plásticos 
resistentes al 𝐻𝐹. 
 
Explicar el proceso de disolución no es un trabajo terminado, sin embargo, en la actualidad, la propuesta más 
aceptada es la descrita por O. Bisi [3]. Su trabajo puede ser consultado directamente para mayores detalles. 
Bisi explica la disolución como resultado de la disociación de átomos de 𝑆𝑖 del cristal y su sustitución por 
iones 𝐻 provenientes del electrolito en un proceso de reducción.  



 

99 
 

 
El balance químico de esa propuesta requiere la presencia de dos átomos de hidrógeno por cada átomo de 
silicio, el balance propuesto es:  
 

 𝑆𝑖 + 6𝐹ି + 2𝐻ା → 𝑆𝑖𝐹଺
ଶି + 𝐻ଶ 

 
(1) 

Posteriormente un átomo de silicio de la red es intercambiado por un átomo de hidrógeno, ecuación (2), 
siempre que haya presencia de electrones disponibles para la reacción. Por esa razón es necesaria una fuente 
de cargas dentro del cristal, que se puede lograr dopando una oblea cristalina de silicio. 
 

 𝑆𝑖 + 6𝐻𝐹 → 𝐻ଶ𝑆𝑖𝐹଺ + 𝐻ଶ + 2𝐻ା + 2𝑒ି (2) 
 
El dopaje no afecta el balance de la ecuación (1), sin embargo, las condiciones del anodizado dependen del 
tipo de dopante. En las obleas con dopaje tipo N es necesario iluminar la muestra al mismo tiempo que se 
aplica la corriente para liberar la carga del sustrato y generar la disolución. En cambio, en un semiconductor 
tipo P, la presencia de huecos asegurará el flujo de electrones.  
 
La cantidad de electrones disponibles para la reacción dependerá de la densidad de corriente. Si la cantidad 
de electrones es suficientemente grande, el resultado de la reacción será una disolución total o electropulido, 
en el caso contrario, por debajo del umbral de electropulido, se formarán poros. 
 
Una vez terminada la reacción, átomos de hidrógeno quedan ligados a la superficie del cristal de silicio, 
resultando en una capa de hidrógeno altamente reactiva y fácilmente removible. Pero, en el caso de 
electropulido, esa capa de hidrógeno también es removida. La diferencia entre una semireacción y el 
electropulido es la cantidad de electrones disponibles: en la formación de poros se requieren únicamente 
dos electrones y en el electropulido son necesarios 4. La reacción en el régimen de semi disolución es la 
ecuación (2): 
 
El producto final de la reacción es la molécula 𝐻ଶ𝑆𝑖𝐹଺ o alguna de sus formas ionizadas. Eso significa que, 
durante el proceso de formación de poros, dos de los cuatro electrones del 𝑆𝑖 participan en la transferencia 
de carga interfacial, mientras que los otros dos participarán en la liberación de hidrógeno. Este modelo de 
ataque de Lehman y Gosele se ilustra en la Figura V- 2. 
 

 

 

 

Figura V-1 Estructura de silicio poroso, sintetizado en una oblea semiconductora de baja resistividad (~0.001 
𝑚Ω) de silicio tipo P (dopada con Boro). La densidad de corriente fue 23mA/cm2. En la imagen 
se verifica que los poros se forman preferentemente en la dirección cristalográfica <001>. 
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Lehman estipula un esquema de oxidación de superficie, con captura de huecos y una subsecuente inyección 
de electrones. En la Figura V- 2 se ilustran los enlaces de hidruro del 𝑆𝑖 que pasivan la superficie, a menos 
que un hueco esté disponible. 
 
Esta hipótesis es respaldada por la observación experimental de que el gas de hidrógeno continúa 
formándose de la matriz porosa aun cuando se ha suspendido la corriente por un tiempo considerable. 
Además, de la confirmación de la presencia de enlaces Si-H durante la formación de PSi, que se verificó 
experimentalmente durante el análisis de la oxidación del material y publicado en 2018 [4].  
 
Según lo anterior la formación de los poros requiere de la acumulación de carga, por lo tanto: 
 

1. El sustrato debe aportar los huecos, disponibles en la superficie. 
2. Las paredes de los poros son pasivas y las puntas activas.  
3. El ataque electroquímico es auto-limitante. Además, existe una disolución pasiva de óxido de 

silicio formado por la interacción con agua, lo que resulta en un ensanchamiento del poro en 
las regiones más externas [5]. Este gradiente en la porosidad debe tomarse en cuenta 
durante las aproximaciones de medio efectivo, si el proceso de síntesis no garantiza 
homogeneidad en la dirección de formación de los poros. 

4. La generación de poros solamente ocurre cuando todos los huecos disponibles en la 
superficie reaccionan inmediatamente. 

5. La densidad de corriente debe ser menor al umbral de electropulido. 
 
En resumen, la cinética de la formación de poros es la siguiente: inicialmente la superficie atacada resulta en 
una región irregular de alta resistividad, que tendrá un espesor mayor o menor (del orden de  𝜇m a nm) 
dependiendo de a) el tipo de dopante y b) la densidad de éste. Luego comienza el proceso de disolución 
regular para muestras de baja resistividad o aleatorio en caso contrario. Las columnas (o los poros) 
resultantes tendrán en general una distribución aleatoria, pero se generan con secciones transversales del 
orden de decenas de 𝑛𝑚ଶ, en cuyo caso el material será luminiscente debido al confinamiento cuántico [6].  
 
Como se dijo anteriormente, la superficie de los poros resultantes es altamente reactiva debido a la presencia 
de hidrogeno [7]. Esa superficie rica en hidrógeno debe ser removida si se quiere estudiar la respuesta de un 
material sin modificarlo. Es decir, es necesario hacer un proceso de pasivación previo a la introducción de 
cualquier material en los poros. La Figura V- 3 muestra el espectro ATR de las muestras recocidas durante 5 
minutos  a distintas temperaturas, eso con la intención de estudiar el proceso de pasivación por tratamiento 
térmico en una atmosfera no controlada.  
 
Del análisis de la imagen se concluye que al incrementar la temperatura se promueve el proceso de 
sustitución de las moléculas de hidrógeno por oxígeno en la superficie. El resultado es un cristal de óxido de 
silicio químicamente neutro para muchas reacciones. 
 
Sin embargo, debido a la disolución pasiva del óxido de silicio en presencia de 𝐻𝐹, se puede incrementar la 
porosidad de una película ya fabricada al sumergirla nuevamente en ácido, resultando en la reducción de la 
sección transversal de las columnas de Si, esto se ha hecho para modificar el espectro de emisión de muestras 
luminiscentes. 
 
Las propiedades finales del PSi dependen de una gran cantidad de factores: La temperatura, la humedad, la 
densidad de corriente, la resistividad del sustrato (densidad de dopante), la concentración de ácido, los 
componentes del electrólito, el proceso de secado, entre otros. O. Bisi presenta una tabla similar a la Tabla 
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IV-1, donde se resumen algunas de las relaciones entre las características de los poros y las condiciones de 
síntesis: 
 

Parámetro que se incrementa Porosidad Velocidad de ataque Corriente crítica 

Concentración de HF Se reduce Se reduce Incrementa 

Densidad de corriente Incrementa Incrementa – 

Tiempo de ataque (anodizado) Incrementa Se reduce ligeramente – 

Temperatura – – Incrementa 

Oblea tipo p Se reduce Incrementa Incrementa 
Oblea tipo n Incrementa Incrementa – 

 
               Tabla IV-1:    Relaciones entre los parámetros de fabricación y las características de los poros según O. Bisi, et al. 
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Figura V- 2 Formación de enlaces en la disolución electroquímica de Si en HF, Lehmann and Gosele. O. Bisi, et. al. [3].  
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Para interpretar la Tabla IV-1, hace falta definir a que se refiere cada uno de los elementos que la componen.  
 
La primera columna describe los parámetros de síntesis: 

  El electrolito: es una mezcla homogénea de ácido hidrofluorhídrico (𝐻𝐹): etanol: glicerol, en una 
relación volumétrica determinada por las propiedades finales que se desean obtener en el PSi. Por 
ejemplo, durante este trabajo se ocupó un electrólito en proporciones 7:3:1. 

 Densidad de corriente: Durante el anodizado se debe aplicar una corriente constante para generar 
poros más o menos homogéneos [3]. Da densidad de corriente es la razón entre la corriente y el área 
efectiva de ataque. Hay al menos dos técnicas de aplicación de corriente, la primera con corriente 
constante y la segunda con corriente en función del tiempo. Así, se hace referencia al tiempo de 
ataque como el tiempo durante el cual la corriente es constante. 

 Tiempo de ataque (anodizado), es el tiempo durante el que se suministra corriente a la celda de 
ataque. Si se aplica una corriente distinta de 0 durante todo el proceso de síntesis, el tiempo de 
ataque es proporcional al espesor de la región porosa. Es importante recalcar la acumulación de 
hidrógeno en la región de disolución, ya que reduce la población disponible de moléculas de ácido y 
afecta a la velocidad de ataque. 

 Temperatura, es la temperatura en el laboratorio durante la síntesis. 
 Tipo de oblea, se refiere al tipo de dopante del semicoductor y a su concentración. 

 
Los parámetros anteriores modifican distintos atributos de la película de Psi: 
 

 Porosidad: Es el factor de vacío o la razón entre el volumen total de los poros 𝑉𝑝 y el volumen de la 
región porosa o volumen aparente 𝑉𝑎. Para medir la porosidad experimentalmente se suele usar la 
técnica gravimétrica [8, 9]. Esa técnica consiste  obtener la razón entre las masas de la oblea de silicio 
en distintas condiciones, la masa de la oblea antes del ataque 𝑚ଵ, después de la anodización 𝑚ଶ y 
luego de retirar la estructura porosa del sustrato 𝑚ଷ. Para medir 𝑚ଷ se pueden disolver las columnas 
de PSi con una solución al 3% de KOH. Entonces la porosidad será: 

  

𝑃(%) =
𝑚ଵ − 𝑚ଶ

𝑚ଵ − 𝑚ଷ
 

 
(3) 

 
En el caso de conocer la densidad promedio de la estructura porosa (densidad de bulto) de una capa 
simple ρ y la superficie de ataque S, se puede estimar la profundidad del ataque a partir del peso 
medido por gravimetría: 

   

 

 

 

Figura V- 3 Espectros de absorción de IR para estudiar el proceso de oxidación de PSi durante un tratamiento térmico 
en una atmosfera de aire. Cada línea corresponde a un tratamiento de 5 minutos a diferentes temperaturas, 
se observa la disminución de hidrogeno en las superficies pasivadas al ser comparadas con una muestra 
sin tratamiento térmico (línea roja),  que tiene un mayor número de iones en la superficie [4]. 
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𝑑 =
𝑚ଵ − 𝑚ଷ

𝜌𝑆
 (4) 

 
Se suele clasificar a la porosidad en porosidades parciales. La porosidad puede ser total, abierta o 
cerrada, dependiendo de si partículas de interes pueden o no, introducirse en los poros. La porosidad 
es abierta cuando el volumen del gas tomado en cuenta es únicamente el de los poros con radios 
mayores al tamaño característico de las partículas, la porosidad es cerrada en el caso contrario y la 
suma de ambas porosidades parciales será la porosidad total. 
 
La densidad es la relación de masas que componen el arreglo y el volumen que ocupan. Según Sailor 
[2] se habla de la relación entre la cantidad de gas (aire) y sustrato, reportándose de tres formas 
distintas: 
 
1. Densidad verdadera, densidad del sustrato relativa al volumen degradado. 
2. Densidad de bulto, densidad total tomando en cuenta todas las estructuras. En el caso de un 

ataque con corriente variable las columnas del sustrato, los poros útiles y los huecos inaccesibles. 
3. Densidad aparente, densidad entre el sustrato y los poros inviables. 

 
Asumiendo que el volumen ocupado por los átomos de hidrógeno en la superficie es despreciable, 
entonces la densidad verdadera es la reportada en la literatura: 2,33g/ml. 
 

 Velocidad de ataque, será la razón entre el espesor de la región porosa y el tiempo de ataque. 
 Corriente crítica, es la corriente mínima para electropulido. El electropulido suele usarse en dos 

casos, primero, antes del ataque para asegurar que el tamaño transversal de los poros sea 
aproximadamente constante y segundo, para desprender del sustrato regiones porosas (muestras 
autosoportadas). 

 
Con lo anterior se puede interpretar la Tabla IV-1:  
 
A mayor concentración de ácido, manteniendo constante el resto de las variables: la corriente, el tiempo de 
anodizado, la temperatura y la humedad; se reducen la porosidad de la muestra y la velocidad de ataque, y 
se incrementa la corriente umbral para electro pulido. 
  
Para efectos fotónicos es importante la conservación del camino óptico, un gradiente de porosidad en 
función de la profundidad de ataque a corriente constante es indeseable. Sin embargo, se ha observado que 
dicho gradiente se puede originar por la disolución de óxido de silicio [5] y por el cambio de concentración 
de ácido en el electrólito debido a la evaporación. Según la literatura (antes citada), la evaporación es más 
importante que la liberación de Hidrógeno en las zonas de disolución. La evaporación se ve promovida por el 
incremento de temperatura ambiental, disminuyendo la velocidad de ataque, aunque no hay una 
determinación experimental del efecto. 
 
Durante el proyecto se estudió la interacción de los modos de las estructuras de silicio poroso con partículas 
luminiscentes que se introdujeron en ellas, por tanto, el tamaño de los poros es determinante. A pesar de 
que no hay una relación entre la porosidad y el tamaño de los poros, pues el volumen desocupado dependerá 
de la concentración de poros y de la sección transversal de éstos, el tamaño de los poros está normalmente 
distribuido en las muestras, lo que se puede verificar a partir del análisis estadístico de los poros en imágenes 
de SEM. 
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En general los nanoporos se clasifican según su tamaño, Tabla IV-2. Cuando el diámetro transversal promedio 
de los poros es menor a 2 nm se clasifican como microporos, mesoporos cuando está entre 2 nm y 50 nm, y 
macroporos si miden más de 50 nm.  
 
El tamaño de poro establece una condición límite para introducir partículas en la estructura del Psi. Para 
determinar su promedio se analizan micrografías tanto AFM como SEM, similares a la mostrada en la Figura 
V- 4, con un software especializado. 
 

Tipo de poro Tamaño 

Macroporo diámetro> 50 nm 

Mesoporo 2 nm < diámetro< 50 nm 

Microporo diámetro< 2 nm 
          

    Tabla IV-2:      Clasificación de poros según su tamaño. 
 
Los poros de Psi, en estructuras fotónicas, son generalmente menores a los 100 𝑛𝑚. Sin embargo, en las 
obleas tipo n se pueden encontrar estructuras con poros de gran tamaño y columnas muy delgadas, de tal 
suerte que se puede considerar que quedan cristales de silicio cristalino rodeados de óxido de silicio, 
favoreciendo el confinamiento cuántico y por tanto son naturalmente luminiscentes. 
 
Para hacer la determinación de tamaño se hizo la secuencia de pasos ilustrada en la Figura V- 5, inicialmente 
en R® y posteriormente en imageJ®: 
 
a) Obtener micrografías SEM con resolución suficiente para determinar el tamaño de poro (diámetro del 

poro del orden de la escala) 
b) Como se observa en la Figura V- 4, la imagen está formada por una escala de grises muy irregular (existen 

muchos puntos blancos y negros o ruido de sal y pimienta como suele denominarse), esto hace difícil un 
análisis automático de color, por lo que se suavizo la textura empleando un algoritmo de autocorrelación 
en 2D, necesario para el paso siguiente. 

c) Para mejorar la selección del umbral de tono se ocupó un algoritmo de clasificación no supervisado 
conocido en la literatura como Fuzzy K-means [10], el número de centroides fue determinado 

   

Figura V- 4 Micrografía SEM de PSi, vista superior. En este caso se trata de mesoporos  
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arbitrariamente a 10, con 100 repeticiones, aunque se sugiere usar el número que mejor ajuste el 
resultado a la porosidad medida. 

d) De la imagen blanco y negro resultante se obtuvo la distribución de centros y tamaños con ImageJ®. Se 
eligieron los grupos analizados según un criterio de mínima área y circularidad, se obtuvo el histograma 
de pixeles para observar la normalidad de la distribución y se asoció la media a la superficie transversal 
del poro. 

e) Asumiendo que la sección transversal es aproximadamente circular, se calculó el diámetro promedio, 
que resultó ser del orden de 14 nm para la muestra de menor tamaño de poro. 

 
El análisis hecho también se implementó en Matlab para el conteo de nano partículas, modificando el 
suavizado por un proceso de media móvil + un ajuste de histograma, ello resultó en una mejor selección de 
zonas obscuras. 

 
V Determinación del índice de refracción.  
 
La luz al viajar por un medio heterogéneo es dispersada debido a las diferencias de densidad. Si la longitud 
de onda es lo suficientemente grande (longitudes mayores al radio medio de los poros), la luz se propagará 
como si no existiera la heterogeneidad, es decir, se refractará como si existiese un índice de refracción 
efectivo. Por esta razón es frecuente que la longitud de onda de resonancia de los arreglos fotónicos 
corresponda al espectro infrarrojo. En el espectro visible. El PSi se comporta como un medio homogéneo 
siempre que la capa sea delgada [11, 12]. 
 
Esto permite que una sucesión de regiones de densidad constante y dimensiones pequeñas (del orden de la 
longitud de onda), con interfases aproximadamente planas formen un arreglo fotónico. Para lograr que un 
diseño pueda ser reproducido experimentalmente es determinante conocer el índice de refracción con la 
mayor certeza posible, tomando en cuenta que la formación del Psi es un proceso aleatorio y por lo tanto 
mientras mayor sea la longitud de onda de la luz, mejor será el ajuste.  

 

 
 

 
 

 

Figura V- 5 Procesamiento de imágenes para la determinación del tamaño de poros en R. a) imagen original, b) 
imagen con textura suavizada, c) Imagen con agrupación de colores por K-medias, d) imagen 
resultante en blanco y negro. 
 

 

a b

c d
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Existen diferentes técnicas para hacer dicha caracterización, que  en general no coinciden en el resultado, 
Figura V- 6, y por esa razón se suele elegir la que mejor reproduzca los resultados experimentales [13].  
 
La Figura V- 6, muestra la dependencia del índice de refracción con la longitud de onda usando dos métodos 
de aproximación diferentes, elipsometría (líneas discontinuas) y una aproximación de medio efectivo usando 
el modelo de Bruggeman. El color de cada línea está en relación con distintas corrientes de síntesis.  
 
Las tres corrientes efectivas que se emplearon fueron: 1 mA, 2 mA y 20 mA. Las muestras fueron fabricadas 
en una celda de teflón de área circular con diámetro de 1.12 mm. 
 
El método de Bruggeman emplea la porosidad como parámetro de aproximación. La cual suele medirse por 
gravimetría. En este caso se empleó la media aritmética de la porosidad calculada por elipsometría para hacer 
la comparación.  No se ocupó gravimetría para la determinación de la porosidad por la gran desviación de los 
datos obtenidos en las condiciones del laboratorio. Hay que resaltar dos inconvenientes del método, primero 
que el error en relación a la porosidad es del orden de 𝛿𝑝ଶ y segundo que no toma en cuenta pequeñas 
variaciones en la densidad. En otras palabras, no es capaz de seguir el cambio de índice de refracción por la 

 

 

 

Figura V- 6 Índices de refracción calculados con distintas técnicas, una aproximación experimental por 
elipsometría y el modelo teórico de Bruggeman descrito en [13]. 

 

   

Figura V- 7 Ajuste de las funciones Ψ y Δ de elipsometría para capas simples de silicio poroso con un espesor 
de 250 nm. 
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oxidación. Éste es un gran inconveniente, ya que el corrimiento de los espectros por oxidación es un 
parámetro que se ajusta experimentalmente, pero que sería bueno poder conocer analíticamente. 
 
Para calcular el índice de refracción por elipsometría se usó un elipsómetro Woolan del laboratorio de termo 
ciencias del IER UNAM. El modelo seguido para hacer el ajuste es el descrito por Zeus M [14], donde se 
modela a la estructura de silicio como una película con un gradiente de porosidad en la dirección normal, 
considerando que el máximo de porosidad está en la superficie y el mínimo en la interfase silicio- silicio 
poroso, lo que es compatible con una estructura no homogénea en la dirección normal y con la disolución 
pasiva. 
 
Los criterios para determinar la calidad del ajuste son la minimización de la desviación cuadrática entre las 
respuestas de la polarización medida y modelada. La Figura V- 7 muestra el ajuste logrado en el laboratorio 
para las funciones Ψ(ω) y Δ, además de la correspondencia del tamaño simulado y el medido por micrografía 
SEM. 
 
Dado que este modelo no considera la capa de Oxido de silicio en la superficie de los poros, mientras mayor 
sea la oxidación mayores ajustes se deben hacer a los índices de refracción. 
 
Para verificar el resultado, con el índice de refracción complejo, se calculó la reflectancia de una capa simple 
usando la ecuación de Airy [15], ecuación (5), y se comparó con la reflectancia medida experimentalmente: 
 

 
La ecuación (5) corresponde a la reflectancia de una película con índice de refracción 𝑛ଶ, asumiendo que se 
cumplen las condiciones de reciprocidad, y que está embebida entre dos regiones con índices de refracción 
𝑛ଵ 𝑦 𝑛ଷ  respectivamente. Los subíndices hacen referencia a la región o la interfase estudiada, y las 
reflectancias 𝑅௜௝  se calculan según las ecuaciones de Fresnel.  
 
En la Figura V- 8, se comparan las reflectancias medida y calculada, usando como variables tanto los índices 
de refracción como la profundidad de la región porosa, medida a partir de micrografías SEM. El cálculo fue 
hecho considerando la parte imaginaria del índice de refracción para mejorar el ajuste. En caso contrario no 
existe correspondencia entre los máximos y los mínimos de ambas curvas. La correspondencia fue la última 
verificación empleada para determinar cuando el índice de refracción ajustado se consideraba aceptable. 
 
La correspondencia entre las posiciones de mínimos y máximos está asociada a una correspondencia en 
camino óptico. La diferencia entre reflectancias máximas y mínimas puede deberse a 2 razones, la primera 
un error en el contraste (como se ve en la Figura V- 6 diferentes modelos resultan en diferentes contrastes) 
o a un error en la determinación del índice de refracción del sustrato (ver capítulo II). Por otro lado, La falta 
de correspondencia en los extremos de la curva (altas y bajas frecuencias) se debe a que el índice de 
refracción no puede ser aproximado como constante para longitudes de onda mayores a la región disponible 
en elipsometría, además el ajuste se hace peor conforme la película de silicio poroso crece, por el incremento 
en la dispersión debida a las irregularidades de las interfases, la superficie y las columnas de silicio. Esto es 
muy importante para arreglos fotónicos ya que al incrementar el número de capas también empeora la 
correspondencia. 
 
 

 
𝑅 =

𝑅ଵଶ + 𝑅ଶଷ𝑒ଶ௜௞మௗ

1 + 𝑅ଵଶ𝑅ଶଵ𝑒ଶ௜௞మௗ
 

(5) 
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Figura V- 9 Dispositivo para la síntesis de PSi. La corriente es controlada por una fuente que a su vez es controlada 
por una computadora. El voltaje y la corriente son monitoreados por medio de voltímetros, la magnitud 
del voltaje sirve como control de calidad de la síntesis. La oblea de silicio se expone al ácido por la 
ranura inferior de la celda con forma circular y de perfil cónico, para reducir las inhomogeneidades 
no deseadas en el perímetro de la región de síntesis. La corriente fluye por el electrolito hasta el 
sustrato, que está conectado a la fuente, por medio de un ánodo de platino y un cátodo de cobre. 

 
 

 

Para regiones fuera del rango de sensibilidad del elipsómetro, en particular la región infrarroja cercana, la 
reflectancia experimental no puede ser reproducida, por esa razón además de la oxidación, se consideró el 
método teórico. 
 
El método de medio efectivo de Bruggeman establece el índice de refracción en función de la porosidad [13], 
las ecuaciones (6) y (8) muestran la parte real (𝑛௉௦௜) y compleja (𝑘௉௦௜) del índice de refracción. Note que, si 
la parte compleja del índice de refracción del aire es 0, entonces la parte compleja del índice de refracción es 
una simple aproximación lineal. La solución para el método de medio efectivo es: 
 

 𝑎𝑛௉௦௜
ସ + 𝑏𝑛௉௦௜

ଶ + 𝑐 = 0 (6) 
 
donde 

 𝑎 = 2  

 

 

+ 

Figura V- 8 Reflectancia de una capa simple de silicio poroso, comparada con la reflectancia calculada con la 
ecuación de Airy ocupando los índices de refracción ajustados experimentalmente por elipsometría.   
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𝑏 = 𝑃𝑛ௌ௜

ଶ − 2𝑃𝑛௔
ଶ − 2(𝑃 − 1)𝑛ௌ௜

ଶ + (𝑃 − 1)𝑛௔௜௥௘
ଶ  

 
𝑐 = 𝑛ௌ௜

ଶ 𝑛௔௜௥௘
ଶ  

 

(7) 

Este modelo tiene 4 raíces,  el índice de refracción que se usó como aproximación fue la raíz que cumple con 
las condiciones límite del silicio poroso: lim

௉→ଵ
𝑛௉௦௜ → 1, y cuando lim

௉→଴
𝑛௉௦௜ → 𝑛ௌ௜ . 

 
 

𝑘௉௦௜
ଶ

𝑘ௌ௜
ଶ −

𝑘௔௜௥௘
ଶ

𝑘ௌ௜
ଶ = (1 − 𝑃) ቎ቆ1 −

𝑘௔௜௥௘
ଶ

𝑘ௌ௜
ଶ ቇ ቆ

𝑘௉௦௜
ଶ

𝑘௦௜
ଶ ቇ

ଵ
ଷ

቏ 
 

(8) 

 
 
V.III Síntesis de silicio poroso 
 
Otras ventajas del silicio poroso, además de las mencionadas hasta ahora son el bajo costo de fabricación, 
estar fabricadas con un material biodegradable [16] y la facilidad para controlar las propiedades finales con 
una baja incertidumbre (una vez bien caracterizado el sistema). Sin embargo, no se puede quitar el dedo del 
renglón, la rugosidad tiene un papel importante al reducir la capacidad de transmitir luz a lo largo del 
material. 
 
El anodizado de las muestras se hizo en una celda de teflón alimentada por una fuente de corriente Keithley 
2450. El esquema del arreglo de celda de ataque horizontal se muestra en la Figura V- 9, y está constituido 
por una malla de platino (o un hilo de platino si se desea hacer un gradiente de porosidad superficial) como 
cátodo, una lámina de cobre o ánodo (el material se elige para favorecer el flujo de electrones), una fuente, 
dos multímetros para monitorear la corriente y el voltaje durante la disolución, y la celda de teflón. Además 
de sensores de temperatura y humedad, debido a que las variables ambientales son incontrolables en 
nuestro laboratorio y si la humedad es muy grande las estructuras colapsan. 
 
Los multímetros tienen como objetivo ser indicadores de error durante la síntesis. En caso de derrame u 
oxidación excesiva de los circuitos, el voltaje se incrementará abruptamente sobre los voltajes registrados 
históricamente para el sistema. En nuestro caso, para densidades de corriente altas, del orden de 30 ௠஺

௖௠మ, y 

un sustrato con resistividad de 1~5
௠ஐ

௖௠మ, el potencial no supera los 1.4 volts de magnitud. En caso de ser 
mayor se ha asociado un error experimental, como los mencionados. 
 
El primer paso para fabricar estructuras de Psi es hacer una caracterización de la regularidad de las interfases. 
Las muestras estudiadas fueron fabricadas en el IER de la UNAM y para garantizar la repetibilidad se hicieron 
en grupos etiquetados por fecha (todas las muestras de cada lote se fabricaron en la misma fecha, reduciendo 
la variabilidad entre ellas resultante de las condiciones ambientales).  
 
Los arreglos fotónicos unidimensionales más simples se fabrican con dos materiales de distinto índice de 
refracción. En el caso del Psi eso significa emplear dos densidades de corrientes distintas, o lo que es 
equivalente, usar dos corrientes diferentes manteniendo el área de ataque constante. En este caso fueron 
dos corrientes netas de 40 mA y 1.5mA.  
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La caracterización del proceso de síntesis comienza con la medición de la velocidad de ataque asociada a 
cada corriente, es decir la relación entre el tiempo total en que se suministró corriente y el espesor final de 
las películas, que se midió empleando micrografías. 
 
Para hacer un estimado del tiempo necesario para fabricar las capas con un camino óptico de 𝜆/4, se partió 
de los registros disponibles en el IER de fabricación de psi en años anteriores. 
 

 
𝑡 =

𝑝𝑟𝑜𝑓. 𝑒𝑠𝑝𝑒𝑟𝑎𝑑𝑎

𝑣𝑒𝑙. 𝑟𝑒𝑔𝑖𝑠𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎
 (9) 

 
Se fabricaron muestras con un tiempo de ataque estimado, tal que, el espesor fuese de 300 nm a 400 nm. 
Una vez fabricadas, se midió el espesor y se compararon el espesor promedio con el espesor esperado. Con 
esa razón de espesores se calculó el factor de corrección.  
 
La rugosidad de las interfases se estudió con muestras fabricadas con al menos dos regiones de diferente 
porosidad. El análisis de micrografías SEM consistió en obtener, a ojo, una banda que contenía por completo 
las regiones de cambio de porosidad. Actualmente con análisis de imagen en Matlab podemos obtener la 
línea de interfase y hacer un ajuste lineal, de esta forma calcular la desviación estándar de la rugosidad en 
las interfases. Sin embargo, los datos que presento aquí no tienen relación con este nuevo análisis y se 
encuentran reportados en la tesis del estudiante Iván Motaño Jaramillo bajo la asesoría del autor de este 
trabajo. 
 
Para garantizar la repetibilidad es importante dar mantenimiento con regularidad a todos los dispositivos 
involucrados en la síntesis. 
 

 Cambiar los cables y conexiones regularmente reduce la posibilidad de alta resistencia en el sistema. 
En la experiencia en el laboratorio, se ha observado que, al incrementar la resistencia en el circuito, 
se incrementa también la velocidad de ataque. En particular se pueden generar errores de hasta 50 
nm en la profundidad de ataque por oxidación de los cables, esto implica un corrimiento de las 
brechas en el espectro mayor a dos veces el error de profundidad. Si se quiere predecir la posición 
de las brechas, un corrimiento de 100 nm en los espectros es muy importante.  
 

 La malla de platino (cátodo) debe ser lo más plana posible, evitando irregularidades en las interfases 
y todos los hilos que las componen deben estar completamente sujetos, no puede haber hilos 
sueltos. Durante la caracterización de interfases notamos que es tan importante la forma de la malla 
como el método empleado para la remoción de burbujas. 
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 El sustrato tiene una cara pulida, el ataque se hace en esa cara. En la cara rugosa se deposita una 

película de aluminio para mejorar la conducción de electrones desde el cátodo al sustrato. Se puede 
hacer síntesis en algunos sustratos sin necesidad de emplear el aluminio, pero dependerá del tipo de 
semiconductor y de la calidad de interfases requerida. Para el presente trabajo se usó aluminio del 
99% de pureza para hacer el depósito en la cara rugosa, al que una vez depositado, se somete a un 
tratamiento térmico a 350°C por 30 minutos en una atmósfera de nitrógeno, para mejorar el 
acoplamiento entre aluminio y semiconductor. 
 
El depósito de aluminio se hizo por evaporación en una campana de vacío, en un alto vacío 
(10ିହ𝑡𝑜𝑟𝑟) para evitar la formación de alúmina y otros contaminantes.  
 
El depósito debe hacerse con rapidez, ya que si se hace lentamente la película final de aluminio 
tendrá contaminantes que incrementarán la resistencia del sistema y no podrá hacerse una buena 
sinterización con el sustrato. Se debe dejar enfriar el depósito con el vacío para evitar la 
contaminación mientras la película está a una temperatura elevada. 
 

 Verificar la integridad de los empaques de teflón para reducir el riesgo de escurrimientos que pueden 
dañar el equipo y resultar en lesiones posiblemente mortales. Es altamente recomendable hacer una 
revisión del riesgo de trabajo con ácido fluorhídrico. En caso de escurrimiento el ácido disolverá la 
película de aluminio, liberando energía en forma de calor y dañará la placa de cobre. 
 

 La Figura V-10, muestra un esquema transversal de la celda de ataque, donde se observan los 
empaques necesarios. Para garantizar la homogeneidad en la superficie de PSi, no se debe aplicar 
demasiada presión en la celda de ataque, un exceso de presión se observará como estrías en la 
superficie del PSi. Cuanto más pequeña sea la zona de ataque mayor será la influencia de una alta 
presión. Lamentablemente esto último se tendrá que resolver con la experiencia de quien esté 
fabricando el material. 

 

 

 

 

Figura V-10 Celda de ataque electroquímico. Con componentes resistentes al ácido para evitar fugas y 
contaminación. Hay al menos dos configuraciones de síntesis disponibles en los laboratorios de la 
UNAM. El primero es para sintetizar una muestra con porosidad superficial constante, en ese caso el 
cátodo debe ser una malla. El segundo es una muestra con un gradiente superficial de porosidad, en 
ese caso se usa un hilo de platino (línea roja), el gradiente de porosidad dependerá de la corriente 
efectiva y la distancia d. 

 

 

d 
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  Cuidar la composición volumétrica del electrólito, para garantizar el tamaño de poro (transversal y 
longitudinal), la homogeneidad de las interfases y la velocidad de ataque en el orden de décimas de 
nanómetro. El electrolito ocupado fue en una relación volumétrica 7:3:1 como se mencionó 
anteriormente. 

 
Durante la síntesis, el cambio de corriente equivale a un cambio en la porosidad y los tiempos efectivos 
permiten controlar el espesor de la región semidiluida. Es importante resaltar la función de los componentes 
del electrolito, así, si alguno falta o cambia en proporción volumétrica se podrá intuir cual será el efecto en 
la película resultante. En el trabajo presentado en la tesis de Iván Jaramillo se exploran también los efectos 
de una malla dañada o de un proceso de remoción de hidrógeno menos invasivo. 
 

a) El etanol permite que el ácido escurra dentro de los poros. Ya que el silicio cristalino es hidrofóbico 
[17] y el 𝐻𝐹  se encuentra en una disolución acuosa al 48%, la presencia de agua provoca una 
resistencia al escurrimiento del ácido necesario para la disolución dentro de los poros, por lo que 
reducir la proporción de etanol en el electrolito cambia la velocidad de ataque. Este efecto es 
determinante en capas o arreglos con profundidades mayores a 1 µm.  

b) La glicerina permite sintetizar interfases más planas, regulando la velocidad con que el electrolito se 
intercambia dentro de los poros, reduciendo la rugosidad presente en síntesis con electrolitos 
formados sólo por etanol y ácido. Una estrategia para reducir la rugosidad en las interfases de 
distinta porosidad en la dirección de disolución, es hacer el anodizado introduciendo intervalos 
donde no se aplicará ninguna corriente, eso permite que el ácido escurra dentro del poro y facilita el 
flujo de salida del hidrógeno. En el presente trabajo se usaron intervalos de 4 segundos con corriente 
activa y 1 segundo sin corriente. 

 
En cuanto a la sección transversal, se usó una zona circular, su diámetro se midió analizando las fotografías 
tomadas con un microscopio de una muestra con un espesor mayor a 1𝜇m a la que se removió el PSi 
diluyéndolo con una mezcla de KOH al 3%. Con ayuda de ImageJ® se contó el número de pixeles del diámetro 
en muchas direcciones (aleatorias) y se asignó al diámetro la media del resultado. La escala se fotografió 
simultáneamente usando un vidrio graduado sobre la muestra. La medición se repitió varias veces por 
distintas personas para reducir el impacto de una caracterización subjetiva del diámetro. Como es de esperar, 
el tamaño medio no depende de las condiciones de fabricación, solamente de la celda y el empaque ocupado. 
Las curvas de índices de refracción finales que se ocuparon para la síntesis de los arreglos fotónicos se 
muestran en la  Figura V-11. 

 

 

 

Figura V-11 Índices de refracción. Observe el crecimiento de la dispersión al reducir la longitud de onda, además, 
de ser la misma región donde el material se vuelve absorbente (índice de refracción imaginario crece) 
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Una vez caracterizada las capas de porosidades extremas, cada capa simple puede ser caracterizada por las 
posiciones de los máximos y mínimos de reflectancia donde se cumplen las condiciones de interferencia, 
Figura V-12, una alternativa equivalente es considerando el número de mínimos en un rango espectral. 
 

 2𝑑𝑛ଵ

𝜆ଵ
−

2𝑑𝑛ଶ

𝜆ଶ
= 1 

(10) 

 
Se hace mención de este método pues permite hacer una clasificación rápida, junto con el modelo 
de Bruggeman si no se cuenta con un equipo óptico que permita hacer un mejor ajuste. 
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Capítulo VI. 
Resultados 

Resumen.  
 
En el presente capítulo se exponen los resultados finales de la investigación: 
 

a) En el capítulo II se planteó el estudio de arreglos aleatorios tipo microcavidad, lo que ya es 
un problema original, pero se discutió en esa sección por estar en el contexto apropiado. Se 
partió de la demostración de cómo un arreglo aleatorio puede tener un comportamiento 
propio de las microcavidades. Esto llama la atención, porque hasta ahora, la localización del 
campo en arreglos aleatorios no está asociada a una alta transmitancia, sin embargo, 
empleando el modelo de la matriz de transferencia se mostró que un arreglo aleatorio 
puede tener un estado de alta transmisión en medio de la brecha fotónica, de forma 
completamente análoga a los arreglos de Bragg o cuasi cristalino en simetría de espejo. Al 
mismo tiempo, el análisis de arreglos aleatorios ofrece una solución al problema de la 
reducción de la localización del campo o la reducción de la transmitancia, cuando el arreglo 
tipo microcavidad se encuentra acoplado a un sustrato, es decir, el índice de refracción del 
medio de transmisión y de incidencia, son diferentes. Este efecto se demuestra 
experimentalmente en microcavidades formadas con Silicio poroso. 
 

b) El objetivo inicial del estudio fue observar cómo se modifica la luminiscencia de puntos 
cuánticos en los bordes de las brechas de arreglos de Fibonacci conjugados. Los arreglos de 
Fibonacci han llamado la atención por las ventajas que ofrecen con respecto a los arreglos 
simétricos[1–3]:  

a. El espectro no tiene una periodicidad regular como la simetría cristalina, en su lugar 
presentan una estructura tipo fractal. 

b. Los estados permitidos son estados aislados y no bandas continuas.  
c. Los cálculos numéricos muestran una menor reducción en la intensidad máxima del 

campo eléctrico comparado con las microcavidades (solo cuando se considera la 
absorción de los materiales) 

d. La localización no es exponencial, sino que presentan una localización extendida 
que sigue una regla de potencias (localización crítica). 

e. Los arreglos de Fibonacci conjugados muestran transmisión perfecta a pesar de 
estar formados por un número finito de capas.  

  
Todas estas propiedades se encuentran descritas en el capítulo II. Debido a que la rugosidad 
de las capas sintetizadas con el método de ataque electroquímico impone una limitación al 
uso de las regiones de transmisión perfecta, se explora la respuesta en el borde de las 
pseudobrechas. En ese capítulo se muestra la capacidad de repetibilidad de fabricación de 
arreglos fotónicos de silicio poroso de Fibonacci conjugado, el método para establecer las 
características del diseño y la respuesta final de los puntos cuánticos en función de la 
dirección de incidencia: la separación del espectro unimodular, característico de una 
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suspensión coloidal, en un espectro bimodular propio de un acoplamiento fuerte, que se 
conoce como separación de Rabi [4].  
 
La separación de Rabi llama la atención debido a que los puntos cuánticos en 
microcavidades de silicio poroso generalmente muestran una reducción del ancho de 
emisión y una reducción del tiempo de emisión, lo que es característico de un acoplamiento 
débil. Esto se debe a que los puntos únicamente son afectados por las regiones de alta 
densidad de estados y alta intensidad de campo, es decir, se mejora la tasa de excitación y 
de emisión de los puntos cuánticos. Sin embargo, debido a que la distribución de campo en 
arreglos de Fibonacci es extendida, y por lo tanto tiene varias regiones de mínimos locales 
de la función de intensidad máxima del campo, además de una alta densidad de estados, se 
logra un acoplamiento fuerte. El acoplamiento fuerte puede dar lugar a respuesta de 
emisión laser en las condiciones apropiadas [5]. Lamentablemente el escaso acceso al 
laboratorio debido a la presente pandemia no nos permitió explorar a fondo las 
características de emisión. 
  
Para determinar la condición de camino óptico que se impuso a los arreglos de Fibonacci 
conjugado, fue necesario hacer la caracterización de los mismos luego de haber introducido 
los puntos cuánticos, con la intensión de compensar el corrimiento y asegurar que el 
máximo de emisión de los puntos cuánticos en una suspensión coloidal empatara con los 
bordes de la pseudobrecha fotónica. 

 
Durante el análisis de espectros es frecuente que se empleen métodos de suavizado. Dada la 
importancia de este tipo de algoritmos se ha agregado el anexo A), donde se explican las 
características de una de las técnicas de suavizado empleadas y se muestra una propuesta para la 
propagación del error resultante del proceso de suavizado. Si solo se mide un espectro, es decir no 
se puede calcular una desviación estándar de la señal, tener una forma de estimar el error usando 
una técnica de suavizado ofrece una ventaja en técnicas donde se asume que el error es cero, como 
la correlación de señales donde no se suele reportar error, pues la correlación del ruido aleatorio es 
0. Sin embargo, no se suele verificar que el ruido extraído es ruido blanco y normal, implicando que 
el ruido sustraído pueda resultar en errores en la medición. 
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VI Microcavidades asimétricas  
 
Las tecnologías de control de fuentes de luz son cada vez más importantes, en diversos trabajos la 
emisión es modificada mediante el uso de dispositivos fotónicos [6], entre ellos las estructuras 
multicapas (cristales fotónicos unidimensionales) [7, 8]. Las aplicaciones  se incluyen en diversas 
ramas de estudio: aplicaciones optoelectrónicas, aplicaciones médicas, cavidades láser, etc. [9]. La 
principal herramienta que se explota en las aplicaciones es la respuesta de luz a una función 
dieléctrica que varía periódicamente o cuasi periódicamente [10–13]. La periodicidad de las capas 
influye en la emisión de luz en al menos de tres formas distintas[14]: 
 

i) Incrementan la intensidad de excitación reduciendo los umbrales de respuesta. El 
efecto es explicado a partir de la localización del campo en la región de excitación, lo 
que incrementa la probabilidad de que el sistema sea excitado [15]. 
 

ii) Incrementan la tasa de emisión de radiación y la eficiencia cuántica, la cual está en 
función de la densidad de estados. El método para conocer la densidad de estados se 
expuso en el capítulo II. 

 
iii) Modifican el patrón de radiación a partir de las direcciones permitidas de emisión. Esto  

limitando la región espectral y la dirección en que puede ser emitido un fotón mediante 
el control de las regiones prohibidas en función de la dirección de propagación, como 
muestra en la Figura VI- 1, del trabajo de Kevin M. Chen [16]. 

En el caso de los arreglos simétricos, las propiedades más importantes son la direccionalidad y el 
factor de calidad 𝑄 [17], definido como la razón entre la frecuencia de resonancia 𝜈଴ y el ancho de 
altura media 𝛿𝜈 (𝑄 = 𝜈଴/𝛿𝜈).  

 

 

 

Figura VI- 1 Dependencia de la región de resonancia de una microcavidad en función del ángulo de 
propagación, limitando las direcciones posibles de emisión. Además, se observa que la región 
no tiene transmisión perfecta, reduciendo tanto el factor de calidad como la localización del 
campo. Figura de Kevin M. Cheng [16]. 
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Tomando en cuenta que el factor de calidad está íntimamente ligado a la densidad de estados (ver 
capítulo II), un análisis de densidad de estados es una alternativa complementaria al factor de 
calidad. Sin embargo, debe tenerse cuidado en que las ecuaciones expuestas en el capítulo II para 
el cálculo de las densidades de estados solamente son válidas para índices de refracción reales.  El 
estudio de las densidades de estados puede ser muy fructífero, más aun cuando no se trata de un 
estado en la brecha , como la brecha misma [18] o los bordes de las brechas[19].  

La diversidad de materiales dieléctricos y metálicos en los que se han implementado dispositivos de 
control de emisión y sensores es muy vasta. El silicio poroso es uno de ellos, con una gran diversidad 
de aplicaciones, sólo por mencionar dos de ellas, se ha usado para incrementar la eficiencia de 
materiales luminiscentes y reducir el umbral de respuesta no lineal [20, 21].  

Sin embargo, es frecuente que estos sistemas se encuentren soportados en la oblea de silicio donde 
se formaron, lo que tiene como resultado una reducción en los efectos de localización del campo, 
como se observa en la reflectancia de la Figura VI- 2. En esa figura, el mínimo de reflectancia para 
ondas transversal eléctricas (TE) es mucho mayor que 0 y el máximo de la brecha fotónica es menor 
a 1. Por lo que se reduce tanto la localización del campo como el factor de calidad, características 
determinantes de este tipo de dispositivos.  

 

 
 

 

 

Figura VI- 2 Espectro de reflectancia de microcavidades a incidencia normal con diferentes espesores de 
defectos, para longitudes de onda de resonancia de 1400 nm. y 1500 nm. en una condición de 
camino óptico de 𝑑 = 𝜆/4𝑛. Observe que está muy lejos de ser nula aún en la resonancia. 
Imagen de Kevin M. Cheng [16]. 
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El efecto de esa reducción del factor de calidad se muestra de forma explícita en la Figura VI- 3, 
donde se ilustra el cálculo de la intensidad del campo eléctrico, a) en una microcavidad auto 
soportada (𝑛௜ = 𝑛௧ = 𝑛௔௜௥௘), y b) en una microcavidad en el soporte de silicio (𝑛௜ = 𝑛௔௜௥௘ ≠ 𝑛௧ =

𝑛௦௜௟௜௖௜௢). La reducción de la intensidad del campo en la longitud de onda de máxima localización para 
una microcavidad fabricada con silicio poroso es, en este caso, al menos en una escala de diez, 
cuando el índice de refracción de la región de transmisión es distinto del índice de refracción del 
medio incidente.  

Las condiciones del cálculo de la Figura VI- 3 fueron: una microcavidad de 28 capas, tomando en 
cuenta índices de refracción efectivos, medidos para silicio poroso sin considerar absorción y 
asumiendo interfases completamente planas y paralelas al frente de onda.  

  

 

 

 

 

Figura VI- 3 Reducción del campo eléctrico debida a la diferencia entre los índices de refracción entre el medio 
de incidencia y el de transmisión, para un medio perfectamente plano, con índice de refracción real, 
simulado con el método de la matriz de transferencia de ondas planas, 𝜆 = 500𝑛𝑚 a) Aire-aire, 
b) Aire-silicio. 

 

 

b) 

a) 
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VI.I.i Microcavidad asimétrica óptima. 
 
Cuando un rayo de luz viaja entre dos medios separados por una interfase plana que no lo extingue, 
la energía total de los rayos reflejado y transmitido es igual a la energía del rayo incidente. Sin 
embargo, aun suponiendo que el coeficiente de transmitancia es 1, como sería el caso de una 
microcavidad ideal, el rayo incidente y transmitido no serán el mismo, dado que en cada región hay 
una admitancia distinta. 

En el modelo clásico, al estudiar el cambio inducido en el vector de Pointig que además está asociado 
al flujo de energía, se muestra que no hay transmisión perfecta a incidencia normal, si el índice de 
refracción del medio de incidencia y el índice de refracción del medio de transmisión son distintos. 
Esto es, cuando un rayo que viaja de  un medio de índice de refracción ඥ𝜇଴𝜀଴ = 𝑛଴ a un medio de 
índice de refracción √𝜇ଵ𝜀ଵ = 𝑛ଵ la relación de reciprocidad expuesta en el capítulo II está definida 
como: 

 
 𝒯 = ඨ

𝜇଴𝜀ଵ

𝜇ଵ𝜀଴

𝑐𝑜𝑠𝜃ଵ

𝑐𝑜𝑠𝜃଴

|𝑡|ଶ 
(1) 

Esta reducción de la transmitancia, en la región de la brecha fotónica, puede ser resuelta ocupando 
un espejo de Bragg con el número de capas que depende del contraste.  

Retomando el análisis descrito en el capítulo II la matriz de transferencia asociada a una bicapa de 
índices de refracción 𝑛ଵ𝑛ଶ (𝑇௡భ௡మ

) es inversa a la matriz de una bicapa 𝑛ଶ𝑛ଵ (𝑇௡మ௡భ
). En la descripción 

de la solución de las ecuaciones de Maxwell (primera sección capítulo I) la matriz es: 

 𝑇௡భ,௡మ

=

⎝

⎜
⎛ 𝑐𝑜𝑠(𝑘ଵ𝑧) 𝑐𝑜𝑠(𝑘ଶ𝑧) +

𝑛ଶ

𝑛ଵ

𝑠𝑖𝑛(𝑘ଵ𝑧) 𝑠𝑖𝑛(𝑘ଶ𝑧) 𝑖 ቆ
𝑠𝑖𝑛(𝑘ଵ𝑧) 𝑐𝑜𝑠(𝑘ଶ𝑧)

𝑛ଵ

+
𝑠𝑖𝑛(𝑘ଶ𝑧) 𝑐𝑜𝑠(𝑘ଵ𝑧)

𝑛ଶ

ቇ

𝑖[𝑛ଵ 𝑠𝑖𝑛(𝑘ଵ𝑧) 𝑐𝑜𝑠(𝑘ଶ𝑧) + 𝑛ଶ 𝑠𝑖𝑛(𝑘ଵ𝑧) 𝑐𝑜𝑠(𝑘ଶ𝑧)] 𝑐𝑜𝑠(𝑘ଵ𝑧) 𝑐𝑜𝑠(𝑘ଶ𝑧) + 𝑠𝑖𝑛(𝑘ଵ𝑧) 𝑠𝑖𝑛(𝑘ଶ𝑧)
𝑛ଵ

𝑛ଶ ⎠

⎟
⎞

 

(2) 

 

donde 𝑘௜ es el cambio de fase en el medio, dependiente del ángulo de propagación en cada capa 
𝑘௜ = 𝑘଴𝑛௜cos(𝜃௜). 

En una microcavidad, cuando la onda incidente tiene una longitud de onda resonante, el defecto 
mide 𝜆/2, la transmitancia es máxima o perfecta en el caso de una microcavidad infinita sin 
absorción, o lo que es equivalente, tendrá una reflectancia nula o 0. En una región espectral lo 
suficientemente estrecha, la matriz de transferencia de una bicapa es aproximadamente diagonal, 
por lo que, para un número limitado de capas, la validez de la microcavidad aleatoria descrita en el 
capítulo 2 continúa siendo cierta.  

Para mostrar que un espejo de Bragg resuelve el problema de la reducción del factor de calidad de 
una microcavidad, a incidencia normal, se parte de la matriz de transferencia del espejo en la 
longitud de onda de resonancia en función del número de bicapas 𝑁. 
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𝑇௡భ,௡మ
=

⎝

⎜
⎛

൬−
𝑛ଵ

𝑛ଶ
൰

ே

0

0 ൬−
𝑛ଶ

𝑛ଵ
൰

ே

⎠

⎟
⎞

= 𝑇௡మ,௡భ
ିଵ  

(3) 

 

Asumiendo una microcavidad autosoportada o que cumple con la condición 𝑛௜ = 𝑛௧, entonces la 

matriz de transferencia optima será simética,  𝑇௠௜௖௥௢௖௔௩௜ௗ௔ௗ = ൫𝑇௡భ௡మ
൯

ே
൫𝑇௡మ௡భ

൯
ே

= 1 

Al agregar una bicapa antes o después de la microcavidad la matriz de transferencia será modificada 
y por lo tanto la transmitancia. En el caso de agregar una bicapa a la izquierda, la matriz será 

൫𝑇௡భ௡మ
൯

ேାଵ
൫𝑇௡మ௡భ

൯
ே

= 𝑇௡భ௡మ
, o ൫𝑇௡భ௡మ

൯
ே

൫𝑇௡మ௡భ
൯

ேାଵ
= 𝑇௡భ௡మ

 si la bicapa se agrega a la derecha. En 
este caso, estamos considerando que los índices de refracción que forman el espejo de Bragg son 
los mismos que los de las capas que forman la microcavidad, lo que no es una condición necesaria. 
En ese caso el espejo de Bragg tendrá el papel de una asimetría.  

Para encontrar la condición de asimetría, o el número de bicapas que formarán la asimetría que 
compensa el efecto del soporte, se analiza el coeficiente de reflectancia expresado en la ecuación 
(4) y se resuelve para minimizarlo, o lo que es equivalente, la transmitancia será máxima o perfecta 
si no hay extinción.  

 

 

 

 

 

Figura VI- 4 Condiciones de asimetría para microcavidades (a la derecha), donde L se refiere a índice de 
refracción bajo (Low) y H se refriere al índice de refracción alto (High). Note que, si la 
asimetría no es la correcta, es decir, la bicapa se coloca en el lado equivocado, la 
transmitancia tiende exponencialmente a 0. 
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𝑟 =
ට

𝜀௜
𝜇௜

cosθ௜ ൬Mଵଵ + ට
ε௧
μ௧

cos θ௧Mଵଶ൰ − ൬Mଶଵ + ට
ε௧
μ௧

cosθ௧Mଶଶ൰

ට
ε௜
μ௜

cos θ௜ ൬Mଵଵ + ට
ε௧
μ௧

cosθ௧Mଵଶ൰ + ൬𝑀ଶଵ + ට
𝜀௧
𝜇௧

𝑐𝑜𝑠 𝜃௧ 𝑀ଶଶ൰

 

 

(4) 

 

Por lo que: 

𝑅 = ተ

𝑛௧
𝑛௜

ቀ
𝑛௔
𝑛௕

ቁ
ଶே

− 1

𝑛௧
𝑛௜

 ቀ
𝑛௕
𝑛௔

ቁ
ଶே

+ 1
ተ

ଶ

. 

 

De esta expresión se deduce que la reflectancia es 0, cuando: 

a) 𝑛௜ < 𝑛௧ y 𝑛ଵ < 𝑛ଶ, o 𝑛௧ < 𝑛௜ y 𝑛ଶ < 𝑛ଵ. 
b)  La razón entre los índices de refracción de las capas de la asimetría, los índices de refracción 

de los medios de incidencia y transmisión y el número de bicapas cumple con la condición 
(5).  

 
൬

𝑛ଵ

𝑛ଶ
൰

௠

≈
𝑛௧

𝑛௜
 (5) 

La Figura VI- 4 muestra el comportamiento de las asimetrías.  Cuando los índices de refracción de 
los medios de incidencia y transmisión son idénticos el número de bicapas agregadas debe ser 0, 

ቀ
௡భ

௡మ
ቁ

଴
= 1. 

El efecto de la asimetría depende de la relación entre los índices de la primera y segunda capas (cuál 
de ellos es mayor), por lo que puede reducir aún más la transmitancia o incrementarla. En la Figura 
VI- 5,  se observa la diferencia entre agregar una asimetría entre la interfase aire-Psi y entre la 
interfase Psi-Si cuando el índice de refracción de la primera capa es mayor al índice de refracción de 
la segunda. En el primer caso la asimetría está antes de la microcavidad y aumenta la transmitancia, 
en el segundo la asimetría está al final de la microcavidad y reduce la transmitancia. La lateralidad 
de la asimetría se puede deducir de la relación entre los índices de las capas y los medios de 
incidencia y transmisión, si 𝑛௜ < 𝑛௧ y 𝑛ଵ > 𝑛ଶ, habrá un incremento de transmisión si la asimetría 
se coloca antes de la microcavidad (interfase Aire-Psi) y una reducción exponencial si la bicapa se 
coloca después de la microcavidad.  

Para mejorar la resistencia mecánica en el silicio poroso lo usual es que 𝑛ଵ < 𝑛ଶ, por lo que para 
incrementar la transmitancia se deben colocar la asimetría después de la microcavidad (interfase 
Psi-Si), de forma contraria a lo mostrado en la Figura VI- 5. 

Considere que, si se incrementa el número de bicapas por encima de la condición óptima, la 
transmitancia se verá reducida de forma exponencial como cualquier espejo de Bragg.  

En la Figura VI- 5 b) se observa el cambio en la transmitancia modelado para microcavidades 
formadas por espejos de Bragg de 4 periodos, con una asimetría que se va aproximando a la 
condición optima descrita por la ecuación (5). Note que las distribuciones de capas de bajo índice y 
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alto índice están invertidas en los dos casos (a y b), para la imagen a) las bicapas son Alto-Bajo (High-
Low) y para las microcavidades de la imagen b) son Bajo-Alto. Esa diferencia sirve para mostrar que 
la asimetría depende tanto de la bicapa inicial como de la relación entre los índices.  

 

 
 
 

 

 

 

Figura VI- 5 Efecto de la asimetría en la transmitancia total, a) comparación del efecto de asimetría antes de la 
microcavidad o después de ella (interfase Psi-Si), b) Incremento de la transmitancia al agregar una asimetría 
que se aproxima a la condición óptima: a la izquierda, transmitancia de una microcavidad soportada, al centro, 
microcavidad con una asimetría no óptima y a la derecha, transmitancia con asimetría que cumple con la 
condición (5). 

 

 

Para los cálculos se ocuparon índices de refracción constantes, disponibles en silicio poroso, a una 
longitud de onda de 500 𝑛𝑚.  El uso de un índice de refracción constante tiene un objetivo estético, 
pues la función de dispersión del silicio poroso está lejos de ser constante [22]. Sin embargo, la 
constancia del índice permite ver el comportamiento general de la microcavidad, sin los efectos 
introducidos por la variación del camino óptico debido al cambio en el índice de refracción. 

En la Figura VI- 6 a), b) y c), se muestran las reflectancias de arreglos i) ABBA, ii) ABBABABA, iii) 
ABABBABA y iv) ABABBABABABA. La línea continua representa el caso simétrico y la línea 
discontinua el caso con una asimetría óptima que es de 2 bicapas.  En la figura a) los espectros 
corresponden al cálculo hecho con la técnica de la matriz de transferencia usando los índices de 
refracción complejos calculados en el capítulo V, en las figuras b) y c) los espectros son los medidos 
experimentalmente para el caso simétrico y asimétrico.  

 

a) 

b) 



 
125 

 

 

 
 

 

Figura VI- 6 a) Línea continua, reflectancia de una microcavidad simple ABBA, simulada con el método de la 
matriz de transferencia, para un arreglo multicapa de silicio poroso. Línea discontinua, 
reflectancia simulada para una microcavidad asimétrica de silicio poroso. 

b) Curvas experimentales de las estructuras simuladas en a) 
c) Curvas experimentales para arreglos ABABBABA y ABABBABABABA 

  

 

Se podría argumentar que un arreglo tan corto como el arreglo ABBA no es suficiente para medir la 
localización del campo, lo que se corrobora con el parecido que tiene el espectro de reflectancia de 
dicho arreglo con el de una capa simple. Sin embargo, se hizo para enfatizar que, a pesar de ser un 
arreglo muy corto, la microcavidad asimétrica ya muestra la definición de un estado de alta 
transmitancia y la definición de una brecha. Esto se explica por qué la brecha crece 
exponencialmente y la asimetría fuera del estado permitido sigue siendo un espejo de Bragg. Por 
otro lado, la estructura ABABBABA muestra una definición de brecha y estado con menor factor de 
calidad 𝑄 que la muestra ABBABABA, a pesar de que tienen el mismo número de capas. 

Además, para el espectro del arreglo ABABBABABABA, se observa experimentalmente que se tiene 
un estado de reflectancia muy cercano a 0 en la brecha fotónica. Esto es importante, porque en el 
caso de arreglos soportados no es posible alcanzar el estado de reflectancia nula sin importar el 
número de capas. Esto se debe no solo a la diferencia de índices de refracción de los medios de 
incidencia y transmisión, también a la influencia de la rugosidad de las interfases y a la absorción. 
Esta última juega un papel fundamental en el diseño de microcavidades, pues mientras mayor sea 
la absorción, más rápida será la reducción del campo máximo o a menor número de bicapas la 
microcavidad se parecerá a un espejo de Bragg. La estructura sintetizada para medir la reflectancia 
del caso c) se muestra en la Figura VI- 7. 

.  
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Figura VI- 7 Estructura asimétrica óptima fabricada en silicio poroso 
  

 

La falta de ajuste experimental en el caso de la figura a) se debe a una mala aproximación del índice 
de refracción. Una de las fuentes de error es la rugosidad en las interfases, pues debido a ella la 
parte imaginaria medida por elipsometría (método usado en este trabajo) no describe 
correctamente sustratos gruesos. El estudio de la rugosidad fue hecho por el Alumno Iván Montaño 
Jaramillo en su tesis de licenciatura.  

La fabricación de microcavidades en materiales reales tiene otras características importantes:  

 Reducción de la transmitancia y la densidad de estados debido al efecto de los índices de 
refracción del medio de incidencia y el índice del medio de propagación 

 Si el material es absorbente el campo puede atenuarse por completo antes de llegar al 
defecto. 

 Debido a lo anterior la densidad de estados en la región del defecto puede no crecer en 
absoluto. 

 Cuando el número de capas crece, la microcavidad será equivalente a un espejo de Bragg.  

En la Figura VI- 8 a) y b) se observa cómo cambia el campo eléctrico dentro de la microcavidad, 
tomando en cuenta la absorción del material,  al incrementar el número de capas. En a) se comparan 
los casos simétrico y asimétrico, observándose que, en general, la intensidad del campo alcanzado 
en el caso asimétrico es al menos un orden de magnitud mayor. En la figura b) se observa que el 
campo eléctrico en una microcavidad, cuando el número de capas que conforman el espejo de Bragg 
inicial es lo suficientemente grande como para atenuar el campo eléctrico mucho antes de llegar a 
la región de resonancia, únicamente preserva la caída exponencial propia del espejo de Bragg. El 
defecto en color azul está resaltado para dar mayor claridad a la estructura, no debe confundirse 
ese color con la intensidad del campo, que en el defecto es aproximadamente 0. En c) se muestra el 
cambio en el espectro de reflectancia de una microcavidad al aumentar el número de capas. El 



 
127 

 

resultado es el mismo que en la figura b), al incrementar el número de capas que componen la 
microcavidad se comporta como un espejo de Bragg. 

 La Figura VI- 8 es un escenario optimista, pues las condiciones experimentales no pueden 
reproducir ese resultado cuando la longitud de onda tiende al ultravioleta, ya que el índice complejo, 
que se calculó por elipsometría para películas delgadas (250 𝑛𝑚), está subestimado. Lo que implica 
que se tenderá al espectro de un espejo de Bragg en una generación menor a la calculada en la 
figura. 

VI.II Estudio de la luminiscencia en arreglos de Fibonacci conjugado.  

En general, para mostrar que los cambios en la luminiscencia son inducidos por la localización del 
campo en la región de emisión y no por el campo en la región de excitación, se ocupan dos criterios, 
primero la reducción del ancho a la altura media del pico principal y segundo la razón entre la 
intensidad de emisión en la frecuencia de resonancia y la intensidad emitida en el resto del espectro.  

Como se mostró en el capítulo II, en los arreglos de Fibonacci hay un incremento en la densidad de 
estados en las regiones de transmitancia perfecta [23] y en el borde de las pseudobrechas, que es 
explicado por la reducción de modos permitidos. Primero que nada, porque ya no existe 
periodicidad, por lo tanto, no es necesariamente cierto que los armónicos estarán presentes como 
estados permitidos, y en segundo lugar, porque la falta de regularidad en la distribución de las capas 
aumenta las regiones de alta reflectancia [11]. En la Figura II-11 del capítulo II, se muestra la función 
de densidad de estados para los arreglos de Fibonacci conjugado.  

 

 

 

Figura VI- 8 a) comparación del campo eléctrico entre un arreglo simétrico y un asimétrico optimizado, b) reducción 
del campo eléctrico en una microcavidad cuando hay absorción, c) mismo efecto observado desde el punto 
de vista de la reflectancia, donde la microcavidad se comporta como un espejo de Bragg después de 
muchas capas. La columna azul en el centro de la figura b es para resaltar el defecto de la microcavidad, 
pero en ese punto el campo eléctrico ya es aproximadamente 0. 

 

   

c) 
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La razón por la cual no se exploraron los efectos en la luminiscencia en la zona de transmitancia 
perfecta, a pesar de que la densidad de estados es mucho mayor que en la región de los bordes de 
las pseudobrechas, es la reducción de la localización del campo en esa región debido a la absorción, 
la dispersión y la presencia del sustrato. En la región de transmitancia perfecta el comportamiento 
es muy similar al expuesto para el caso de las microcavidades, sin embargo, dada la naturaleza cuasi 
cristalina del arreglo, no basta con la corrección asimétrica para mejorar la respuesta.  

Hablar de regiones con alta densidad de estados es equivalente a hablar de regiones donde el campo 
se localiza, dado que se buscó una estructura donde el máximo de emisión de los puntos cuánticos 
estuviese sintonizado con la región de alta densidad, fue necesario determinar el camino óptico de 
las capas, en otras palabras, el tamaño de las capas (conociendo el índice de refracción). Para 
determinar el tamaño de las capas, se calculó la intensidad del campo eléctrico dentro de la 
estructura de Fibonacci conjugado en función de la longitud de onda de la luz incidente, con las 
siguientes condiciones: 

 Índice de refracción complejo, determinado en el capítulo V. 
 Interfases planas. 
 Presencia del sustrato.  

Dadas las propiedades de escalabilidad de los arreglos fotónicos [24], bastó con hacer el cálculo de 
la intensidad del campo eléctrico para un camino óptico dado. La Figura VI- 9 muestra la intensidad 
del campo calculada con el método de matriz de transferencia de múltiples reflexiones (capítulo II), 
en escala de color, en función de la profundidad (eje 𝑥) y la longitud de onda (eje 𝑦), para un arreglo 
de Fibonacci conjugado de generación 8. Se eligió la generación ocho de manera práctica, pues 
incrementar la generación, dadas las condiciones de rugosidad y absorción, implica modificar la 
respuesta esperada o que tanto se ajustan los espectros de reflectancia medidos y calculados. En 
otras palabras, el criterio de elección en este trabajo fueron las condiciones experimentales más 
que las condiciones teóricas. 
 
Una vez detectadas las regiones espectrales donde el campo alcanza su máxima amplitud, o 
presenta una localización mayor, se comparan con el espectro de reflectancia que corresponden a 
las regiones de transmitancia perfecta y los bordes de las pseudobrechas, pero debido a la absorción 
el efecto es más importante en los bordes.  
 
A pesar de la absorción, la intensidad máxima del campo en los bordes de las pseudobrechas 
aumenta al aumentar el número de capas, lo que no sucede en las microcavidades de materiales 
donde no se desprecia la absorción. En éstas últimas la intensidad máxima del campo se reduce 
conforme la microcavidad tiende a un espejo de Bragg. 
 
En la Figura VI- 10 se muestra la reflectancia de un arreglo de Fibonacci conjugado generación 8, 
señalando las regiones de localización de campo. La estructura analizada está sintonizada para tener 
un borde de pseudobrecha a 365 𝑛𝑚, dado que en ese momento ya se había terminado el estudio 
de búsqueda de condiciones de síntesis. 
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Figura VI- 9 Intensidad de campo eléctrico de estructuras de Fibonacci conjugado generación ocho, 
considerando un índice de refracción complejo. La absorción reduce la densidad de estados para 
estados permitidos dentro de las pseudobrechas, pasando a ser los ejes de las pseudobrechas 
las regiones con mayor localización de campo. 

 

 

Para formar los arreglos fotónicos de silicio poroso, se ocupó la metodología descrita en la tesis de 
Deniss W [25], tanto para el índice de refracción como para mejorar el ajuste entre espectros 
esperados y observados. 
 
El resultado de la síntesis se ilustra en la Figura VI- 11.  En la imagen a) se observan los espectros de 
reflectancia de dos muestras de Fibonacci conjugado, después del tratamiento térmico, ajustando 
el borde de la pseudobrecha a una emisión en 630 𝑛𝑚. El tratamiento térmico fue necesario para 
pasivar la superficie y evitar que los iones de hidrógeno residuales del anodizado degraden los 
puntos cuánticos. En el momento de la redacción de este trabajo, el autor no conoce ningún método 
que permita predecir correctamente como se modificará la estructura luego del tratamiento. Sin 
embargo,  se ha estudiado la tasa de crecimiento de la película de óxido en la pasivación del silicio 
en función del tiempo de recocido [26]. En general, los espectros pueden sufrir cambios 
impredecibles en cada paso, lo que no implica que no se puedan estimar empíricamente, puesto 
que, si se repite el recocido, manteniendo los parámetros para estructuras diferentes, el corrimiento 
es muy parecido. La Figura VI- 11 b) ilustra cómo se modifican los espectros después de introducir 
los puntos cuánticos en los poros de la estructura. 
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Figura VI- 10 Espectro de reflectancia de una muestra de Fibonacci conjugado generación ocho, donde se 
señalan las regiones de localización del campo. 

 

 

 
 

 

 

 

Figura VI- 11 Espectros de reflectancia normalizados de estructuras de silicio poroso, con el borde de las 
brechas alrededor de 630 nm. a) muestras pasivadas con un tratamiento térmico, b) 
muestras con puntos cuánticos dentro de la estructura. 

 

 

 

a) 

b) 
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Para introducir los puntos cuánticos en las estructuras fotónicas se limpió, con sumo cuidado, la 
película de aluminio depositado en la cara rugosa de la oblea de silicio, disolviéndola con HF y 
posteriormente enjuagando el sustrato con etanol. Hay que tener especial cuidado en no mojar la 
región atacada de silicio poroso, pues si el ácido entra en contacto con la región porosa el óxido de 
silicio será disuelto pasivamente, cambiado las condiciones de camino óptico a regiones que no son 
viables para hacer el estudio. La limpieza es importante porque la solución coloidal está formada de 
puntos cuánticos disueltos en Tolueno, el cual disuelve parcialmente al aluminio. En pruebas 
realizadas para encontrar las condiciones de introducción de los puntos cuánticos se observó que el 
aluminio disuelto en el Tolueno degrada los puntos cuánticos. 
 
Una vez limpia la muestra se deja reposar 24 horas para asegurar que no haya restos de HF, tras de 
lo cual es sumergida durante 24 hrs en la solución coloidal a una concentración de 0.5 mg por ml. 
 
El corrimiento medido experimentalmente después de introducir los puntos cuánticos en los poros 
fue de 2 a 3 𝑛𝑚 y debido a que, en experiencias anteriores, se han observado corrimientos del 
doble, un corrimiento tan pequeño fue tomado como un indicio de que, si bien ocurrió una 
infiltración, no fue óptima. 
 
Por otro lado, la infiltración en la muestra A modificó mucho más el espectro que la infiltración en 
la muestra B, lo que puede ser un indicio de una mejor infiltración de los puntos cuánticos en la 
muestra A. Aunque no se contó con ningún parámetro para conocer la distribución de los puntos 
dentro de la estructura. 
 
A pesar de que no se está buscando ningún tipo de efecto de cavidad o laseo, es destacable el 
cambio mínimo que sufrió el ancho de banda de la emisión, pues el cambio en el ancho de banda es 
una característica siempre presente en los sistemas láser [27]. La Figura VI- 12 a) ilustra el 
acoplamiento de la muestra A con la emisión de los puntos cuánticos contrastado con la emisión de 
los puntos cuánticos en la solución coloidal. La Figura VI- 12 b) muestra la comparación de la 
respuesta de los puntos cuánticos dentro de las muestras A y B, observando una mayor modulación 
de la respuesta por la muestra A, que además es la que presentaba una mayor modificación en el 
espectro de reflectancia luego de la infiltración. Note que las imágenes son comparativas, pues el 
orden de magnitud de la emisión de los puntos cuánticos es al menos 2 órdenes de magnitud mayor 
en la solución coloidal, debido a la diferencia en la cantidad de emisores. 

Para hacer el análisis exploratorio se deconvolucionaron las señales de los puntos cuánticos dentro 
de las estructuras, resultando en picos que, si bien son similares a los picos de emisión en la 
suspensión coloidal, no son los mismos. En la muestra estudiada el pico principal corresponde al 
mínimo de reflectancia en la región de la pseudobrecha. La  Figura VI- 13 ilustra el proceso de 
deconvolución usando un ajuste de mínimos locales de Nelder-Mead programado en Matlab® sin 
optimización, con un error de ajuste máximo del 1%. 

La formación de los picos es un indicativo de acoplamiento fuerte entre los modos normales de largo 
alcance de la estructura de Fiobonacci y los puntos cuánticos. Además, muestra el característico 
comportamiento repulsivo entre los picos, como se muestra en la Figura VI- 14. 
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Figura VI- 13 Deconvolución de la emisión de los puntos cuánticos dentro de la estructura con mejor 
infiltración. 

 

   

 

 

 

 
 

 

Figura VI- 12 Espectro de emisión de los puntos cuánticos dentro de la estructura, a) comparación de la 
emisión de puntos dentro de la estructura y puntos coloidales, b) comparación entre la emisión 
de puntos cuánticos dentro de las muestras A y B. 

 

   

a) 

b) 
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Figura VI- 14 Comportamiento repulsivo de los picos de Rabi formados por el acoplamiento fuerte entre los 
excitones de los puntos cuánticos y los estados de largo alcance propios de los cuasi cristales. 

 

   

Dado que en la pseudo brecha no necesariamente se puede hablar de un factor de calidad para 
determinar la condición de separación, ver capítulo IV, se propone explorar el pico de alta densidad 
de estados en su lugar. Pues ese pico tiene un desplazamiento similar a la frecuencia de resonancia 
de una microcavidad, Figura VI- 15, en la cual el camino óptico cambia como 𝑘଴𝑛௜cos(𝜃௜) = 𝜆଴/4.  

 

 
 

 

 

Figura VI- 15 Desplazamiento teórico, para materiales sin absorción, del borde de la brecha de un arreglo de 
Fibonacci conjugado generación 8 (línea azul) y la longitud de onda del modo resonante en una 
microcavidad (9). 
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En la Figura VI- 15 solo se grafican las regiones donde el ángulo de incidencia es menor al ángulo de 
reflexión total interna, que se reduce al incrementar el contraste de índices de refracción. Esa puede 
ser una desventaja practica del silicio poroso, ya que existe un alto contraste entre las capas y las 
teorías de la matriz transferencia descritas en el capítulo I dejan de ser aplicables. 

Dada la similitud del comportamiento del borde y la frecuencia de resonancia de una microcavidad, 
se puede hacer una estimación de la frecuencia de Rabi, ver capítulo IV, a partir de valores 
reportados en la literatura: el tiempo de vida media de emisión de puntos cuánticos de CdSe/ZnS 
que emiten alrededor de 650 𝑛𝑚 es de 12.79 𝑛𝑠 [28] (que se reduce en función del tamaño) y la 
masa efectiva del electrón en un cristal de CdSe [29] (0.13 veces la masa del electrón en el vacío, es 
decir: 𝑚௘௙௘ = 0.13 ∗ 9.1 ∗ 10ିଷଵ𝑘𝑔).  

Recordado lo revisado en el capítulo IV, el amortiguamiento de la polarizabilidad de un material es 
proporcional a: los tiempos medios de la emisión estimulada, la emisión espontánea y la absorción. 
En el caso de que no haya absorción ni emisión estimulada se puede aproximar el amortiguamiento 
al tiempo de vida media 𝜏 [30], es decir: 

 
𝜏 =

3𝜋𝜀଴ℏ𝑐ଷ

𝜔௡௔
ଷ |𝜇௘௕|ଶ

 
(6) 

 

No se debe cometer el error de considerar al tamaño del excitón como el tamaño del punto cuántico, 
es decir: < 𝜇 >≠ −𝑒 𝑑௤, donde 𝑑௤ es el radio del punto cuántico (~ 9 𝑛𝑚) y 𝑒 es la carga del 
electrón. Si sustituimos ese valor directamente obtenemos un tiempo de vida media de 𝜏 = 1.077 ∗

10ିଵ 𝑠, que es muy inferior a los tiempo de vida media reportados.   

Despejando el momento dipolar |𝜇| = |𝑒 < 𝑧̂ >| de (6) 

 
|𝑒 < 𝑧̂ >| = ඨ

3𝜋𝜀଴ℏ𝑐ଷ

𝜔௡௔
ଷ 𝜏

 
(7) 

donde < 𝑧̂ > es el tamaño esperado del excitón, 𝜀௢ es la permitividad del vacío,  𝜔௡௔ es la frecuencia 
angular del máximo de emisión. Por lo tanto, suponiendo que el tiempo de vida de los puntos 
cuánticos con un radio de 630 𝑛𝑚 es del orden del tiempo de vida media de puntos cuánticos de 
650 𝑛𝑚, obtenemos que: 

 
|< 𝑧̂ >| = ඨ

3𝜋𝜀଴ℏ𝑐ଷ

𝜔௡௔
ଷ 𝜏𝑒ଶ

=  1.6460 ∗ 10ିଵ଴𝑚 
(8) 

Entonces para un campo de magnitud ห𝐸ሬ⃗ ห, la frecuencia de Rabi para un excitón acoplado a un fotón, 
que en este caso corresponde a un fotón con una longitud de onda resonante en una cavidad, o un 
fotón con una longitud de onda asociada a un máximo de la función de densidad de estados de un 
arreglo fotónico, con una longitud de onda mucho mayor al tamaño del excitón es: 

 
Ω =

2|𝜇௘௕|

ℏ
ห𝐸ሬ⃗ ห =  4.9947 ∗ 10ହ ห𝐸ሬ⃗ ห 𝑠ିଵ 

(9) 
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donde la magnitud del campo eléctrico en la expresión es únicamente el valor numérico de la 
magnitud de campo, es decir, se ignoran las magnitudes. Recordando que la intensidad es: 

 
𝐼 =

𝜖଴𝑐𝐸ଶ

2
 

(10) 

Entonces la separación de Rabi en función de 𝐼 es: 

 
Ω =

√2|𝜇௘௕|

ℏඥ𝜀଴𝑐
√𝐼 =  6.8550 ∗ 10଺√𝐼 

(11) 

Notando que experimentalmente la separación observada en incidencia normal fue de 28 𝑛𝑚, la 
frecuencia de Rabi para este desfase es: 

 
Ωோ = ඨΩᇱଶ𝐼 +

(𝜔 − 𝜔௖௔௩)ଶ

4
 

(12) 

 Ωோ
ଶ

Ωᇱଶ −
(𝜔 − 𝜔௖௔௩)ଶ

4Ωᇱଶ = 𝐼 
(13) 

donde 𝜔 es la frecuencia del máximo de emisión, 𝜔௖௔௩ es la frecuencia del fotón asociado al máximo 

local de la densidad de estados (modos normales en el caso de una cavidad) y Ωᇱ =
ଶ|ఓ೐್|

ℏమఌబ௖
  tiene  

unidades que no son inversas al tiempo. 

De la ecuación (13), si la intensidad es 0, entonces la separación de Rabi es dos veces la diferencia 
entre la frecuencia de un fotón asociado al máximo local de la densidad de estados y la frecuencia 
de un fotón con la energía del excitón.  

Los órdenes de magnitud de los términos presentes en la ecuación (13) para el desfase del orden de  

7 𝑛𝑚 que se logró experimentalmente son:  
(ఠିఠ೎ೌೡ)మ

ସஐᇲమ ~10ଵଶ y  ஐೃ
మ

ஐᇲమ  ~10ଵଷ. Dado que la separación 

de Rabi observada no es el doble del desajuste entre las frecuencias del borde de la pseudobrechas 
y el excitón de los puntos cuánticos, Figura VI- 12, puede ser explicada a partir de la ecuación (13) 
por la influencia de la intensidad del campo eléctrico. Que dadas las condiciones descritas debería 
ser del orden de: 

 𝐼 ~ 1.08 ∗ 10଼ (14) 

Dado que para pulsos con una distribución de intensidad Gaussiana temporal y espacialmente 

 
𝐸ത = ∫ ∫ 𝐼଴𝑒

ି
௧మ

୼௧మ𝑒
ି

௥మ

ோమ𝑑𝑟𝑑𝑡 
(15) 

donde Δ𝑡 es el ancho del pulso, 𝑅 es el radio medio, 𝐸ത  es la energía promedio e 𝐼଴ es la intensidad. 
Para un pulso de Δ𝑡 ≈ 26 𝑝𝑠, a una frecuencia de 𝑓 = 10 ℎ𝑧, con una energía promedio del orden 
de 𝐸ത ≈ 10.2 𝜇𝐽, incidiendo con un perfil gaussiano con un radio medio de 𝑅 ≈ 1.5 𝑚𝑚, 
propagándose en el vacío [31]: 
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𝐼 =

2𝐸ത

𝑓 ∗ Δ𝑡 ∗ 𝑅ଶ√𝜋ହ
~ 5.825 ∗ 10ଵ଴  

(16) 

Es decir, la intensidad del pulso es suficiente para explicar la separación observada, sin embargo, 
una gran cantidad de energía se está disipando en el sistema, a pesar de eso la intensidad del campo 
en el arreglo de Fibonacci conjugado es lo suficientemente extendida para lograr el acoplamiento.  

El estudio de la separación de Rabi quedó incompleto, faltando terminar el análisis de verificar que 
la separación pueda ser descrita en función de la polarización, ya que la reflectancia y, por ende, 
tanto la densidad de estados, como la localización del campo, dependen de la polarización de la 
onda incidente.  
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Capítulo VII. 
Conclusiones 

 

El proceso de pasivación del silicio poroso es muy importante para la introducción de puntos 
cuánticos en sus poros, pues inmediatamente después de la fabricación la superficie queda cubierta 
por una capa rica en Hidrógeno que es altamente reactiva. Las energías de activación en función de 
la temperatura pueden ser correctamente identificadas por medio de la caracterización fotoacústica 
al correlacionarla con los espectros ATR de muestras parcialmente oxidadas. La correlación permite 
hacer una mejor planeación del proceso de oxidación, que idealmente debería ser una subida rápida 
hasta la temperatura de 620 grados. Sin embargo, al ser tan alta la temperatura, la capa de óxido 
formada es difícilmente repetible, resultando en un corrimiento espectral a su vez poco repetible. 
Por esa razón, para un análisis practico se puede incrementar el tiempo de oxidación, aunque ese 
proceso de oxidación resulta en la extinción de los puntos cuánticos en periodos del orden de 
semanas. 

La alta transmitancia en el centro de las brechas de las microcavidades no es exclusivo de este tipo 
de arreglos. Se ha reportado en arreglos semisimétricos, asimétricos, de Fibonacci en simetría de 
espejos y algunos conjugados. Todos esos arreglos son un caso particular de un arreglo 
completamente aleatorio de capas, que cumple con la condición de tener un numero de bicapas AB 
y BA iguales, además de un número de bicapas AA o BB cualquiera. Si la relación del número de 
bicapas no se cumple se pueden tener otros efectos interesantes, como el de microcavidades 
acopladas descritos en la literatura. Además, en algunos casos los arreglos aleatorios, como en los 
arreglos de Fibonacci, presentan una localización extendida del campo electromagnético, 
favoreciendo algunos efectos como el acoplamiento fuerte. 

Cuando una microcavidad se coloca sobre un sustrato de soporte muchas de sus características se 
ven afectadas, no solamente se reduce la intensidad del campo y la intensidad del campo localizado, 
además hay una reducción de la densidad de estados y por ende una reducción del factor de calidad. 
El efecto del sustrato en las propiedades de la microcavidad puede ser compensado con un espejo 
de Bragg, colocado antes o después de la microcavidad, dependiendo del orden de las capas, es 
decir, si las primeras dos capas, del primer espejo de Bragg, que conforman la microcavidad cumplen 
con que, el índice de refracción de la primera capa es menor al índice de refracción de la segunda 
capa, el espejo se deberá colocar entre la microcavidad y el sustrato, y si por el contrario, el índice 
de la primera capa es mayor al de la segunda capa el espejo se debe colar antes de la microcavidad. 

Los índices de refracción y el número de bicapas del espejo de Bragg que compensa la admitancia 
del medio de transmisión, deben cumplir con la condición (𝑛஺/𝑛஻)ே ≈ 𝑛௧/𝑛௜ para favorecer tanto 
la transmitancia en la frecuencia de resonancia como la formación de la brecha alrededor de la 
frecuencia resonante. Donde 𝑁 es el número de bicapas, que una vez superado el espejo de Bragg 
comienza a reducir la transmitancia de la microcavidad.  Si los índices de refracción del espejo de 
Bragg son los mismos índices que los espejos que conforman la microcavidad se puede considerar 
como una asimetría.  
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La localización extendida del campo en los bordes de las pseudobrechas de los arreglos de Fibonacci 
también está presente en los arreglos de Fibonacci conjugado. Una ventaja de los segundos frente 
a los primeros es que el máximo de localización de campo es mayor, esto probablemente se deba a 
la simetría de espejo en sus primeras capas. La alta intensidad del campo, asociada a la densidad de 
estados o la reducción de la velocidad de grupo respecto al vacío, favorece el acoplamiento fuerte 
entre partículas luminiscentes y las regiones de alta densidad de estados. 

Al introducir puntos cuánticos en una estructura, no activa de silicio poroso, su espectro de emisión 
pasa de ser un pico simple, para puntos cuánticos en una solución coloidal, a una emisión de dos 
picos principales. Esa es la característica propia de la separación de Rabi. Sin embargo, el 
acoplamiento no ocurre en una región de índice de refracción muy bajo, como suele suceder en 
otros arreglos fotónicos debido a que se debe garantizar que los emisores están en un mínimo del 
campo, sino que sucede a lo largo de la estructura debido a la localización extendida del campo.  

La separación de Rabi observada cumple con ser repulsiva para ángulos de incidencia menores a los 
10°, que está por debajo de ángulo crítico de las capas de alto contraste formadas en el silicio 
poroso. La separación de los picos a los 10° es del orden de los 30 𝑛𝑚, similar a los 30 𝑛𝑚 del ancho 
del pico en la solución coloidal y están localizados en regiones espectrales que no corresponden a 
la emisión de los puntos cuánticos.  

Trabajo a futuro. 

Comprobar que existe un acoplamiento fuerte para los puntos cuánticos en la estructura de 
Fibonacci conjugado genera nuevas preguntas que se pueden explorar: 

- ¿Es posible observar acoplamiento fuerte en arreglos aleatorios con localización extendida 
del campo electromagnético? 

- Debido a que la respuesta del arreglo depende de la polarización ¿Cuál es el efecto de la 
polarización en el sistema? 

- ¿Se pueden acoplar plasmones al sistema en lugar de excitones? 
- ¿Se puede logar acoplamiento fuerte si la estructura de silicio poroso está formada por 

capas de silicio poroso luminiscente? ¿Ese acoplamiento es lo sufrientemente eficiente 
como para favorecer una emisión tipo laser ya observada en sistema similares? 
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Anexo A 

Técnica de suavizado Gaussiano 

Cuando se analiza una señal, el ruido puede influir u obstaculizar el análisis, en particular cuando se 
buscan los picos principales en la curva a partir de deconvolución o máximos locales, pues el ruido 
puede formar picos aparentes y resultar en una mala determinación del máximo. Podría parecer 
que emplear un algoritmo de suavizado es una buena alternativa al problema, sin embargo, el 
algoritmo de suavizado modifica la señal, por poner algunos ejemplos, de los más comunes y fáciles 
de implementar en Matlab® (La documentación del software servirá como introducción): 

 La decimación, consiste en eliminar puntos de la señal, este algoritmo afecta mucho la 
calidad de la información, eliminando no tan solo la mitad de las frecuencias disponibles, 
sino que incrementa el error en la variable dependiente. Aunque puede reducir la 
desviación estándar de la respuesta. 

 Filtro de Fourier, consiste en obtener la transformada de Fourier y antes de implementar la 
transformada inversa se elimina parte de las frecuencias que se consideran ruido, la 
determinación de la banda permitida puede hacerse intuitivamente o a partir de algún 
parámetro que trata de ser más objetivo. 

 Filtro de media móvil, este filtro es muy empleado en los manuales de economía cuando se 
trata de hacer algún reporte proforma, consiste en sustituir el punto medido por el punto 
promedio de los datos que lo anteceden o lo suceden. El inconveniente principal es un 
corrimiento proporcional al número de datos empleado para el suavizado.  

El efecto del corrimiento no es exclusivo de los procesos de suavizado, lo mismo sucede con la 
derivada numérica definida a partir de la relación intuitiva  

 
𝑓ᇱ(𝑥௜) =

𝑓(𝑥௜ିଵ) − 𝑓(𝑥௜)

Δ𝑥
 (1) 

Este desplazamiento se reduce si en lugar de aplicar la definición anterior se calcula la derivada en 
el punto medio como se propone en los textos de métodos numéricos [1], deducida de la serie de 
Taylor de la función 

 
𝑓ᇱ(𝑥௜) =

𝑓(𝑥௜ିଵ) − 𝑓(𝑥௫ାଵ)

2Δ𝑥
 (2) 

La diferencia entre las ecuaciones (1) y (2) además de los puntos ocupados y el formalismo detrás 
de cada una, radica en la posición de los puntos empleados respecto a 𝑥௜, en el primer caso los 
puntos están a la izquierda de 𝑥௜ y en el segundo están alrededor.  

Lo que sugiere que: para reducir los desplazamientos en los procesos numéricos, es conveniente 
ocupar un número simétrico de datos en lugar de hacerlo solo a la izquierda o la derecha. 

Podríamos pensar que un algoritmo de suavizado numérico, que no involucre ninguna 
transformación de los datos (como el algoritmo de filtro por FFT), se escribe, de forma general a 
partir de una función de densidad o función de peso, es decir, la variable dependiente se aproxima 
el punto 𝑥௝ con la relación: 
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 𝑦൫𝑥௝൯ = ෍ 𝑦௜𝜌(𝑖)

௜

/ ෍ 𝜌(𝑖)

௜

 (3) 

donde 𝑦௜  es el dato obtenido durante la medición, 𝜌(𝑖) es la variable función de peso para el iésimo 
dato, 𝑥௝ es la j’esima variable independiente. En los ejemplos anteriores: 

 Decimación  

𝜌௜ = ൜
1 𝑠𝑖 𝑖 = 𝑗       𝑒          𝑖 𝑝𝑎𝑟
0 𝑠í 𝑖 ≠ 𝑗       𝑒      𝑖 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟

 

 Media móvil. 

𝜌௜ =
1

𝑛
 𝑠𝑖 𝑗 ≥ 𝑖 > 𝑗 − 𝑛 

Entonces para reducir el corrimiento en la media móvil se puede modificar la función de peso por 
una función simétrica, ecuación (4). Sin embargo, no se puede evitar por completo el crecimiento 
del error en la variable independiente, al aplicar el método de suavizado simétrico como el anterior, 

se pude incrementar la incertidumbre en el pico por lo menos ఋ௫

ଶ
. 

 
𝜌௜ =

1

𝑛 − 1
 𝑠𝑖 𝑗 + 𝑛 > 𝑖 > 𝑗 − 𝑛 

(4) 

El teorema de ajuste de Rosenfeld y Kad enunciado en 1982 establece que la elección de la función 
de densidad optima debe resultar en el ajuste perfectamente entre la señal suavizada y la señal 
detectada. Eso implica que el tamaño del alcance de la función de densidad debe ser del orden de 
los cambios que se quieren detectar, si se aplica un filtro con alcance medio 𝑛, dos picos separados 
por una distancia menor a ese alcance se detectarán como un solo pico [2]. 

Frecuentemente encontramos trabajos donde se define el ancho del alcance a priori, se conoce 
previamente, se calcula en función de la información de muchas señales, es decir, una vez que se 
midieron muchas señales (o se segmentó una señal con mucha información) se aproxima el alcance 
con la desviación estándar de cada punto, o se detecta el promedio de la distancia de los picos 
importantes y se emplea un filtro con la mitad de esa distancia [3]. 

Por otro lado una vez aplicado el algoritmo, si no se obtiene un resultado satisfactorio se puede 
aplicar nuevamente el algoritmo de suavizado, generando la señal suavizada por segunda vez 𝑦ଶ, 
sin embargo, debe tenerse en cuenta que una segunda aplicación aumenta el alcance.  Para verlo 
basta con pensar en el algoritmo de media móvil a un vecino, una vez que se aplica por segunda vez 
el algoritmo la aproximación será: 

𝑦ଶ(𝑥௜) =
1

2
൫𝑦(𝑥௜) + 𝑦(𝑥௜ିଵ)൯ 

𝑦ଶ(𝑥௜) =
1

4
(𝑦௜ + 𝑦௜ିଵ + 𝑦௜ିଵ + 𝑦௜ିଶ) 

Note que en la media móvil un alcance igual al total de datos, equivale al promedio de la señal. Esto 
es importante porque al aplicar un algoritmo de suavizado a una señal ya suavizada se va atenuando 
al mismo tiempo el área bajo la curva de los picos. 
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Suavizado Gaussiano 

Una función de densidad muy común para el suavizado de señales es la gaussiana, propia de un 
suavizado gaussiano. El elemento más importante para este algoritmo es la constante de dispersión, 
que en general cambia en cada punto de la señal. 

Al aplicar un algoritmo de suavizado como el Gaussiano se asume que los datos experimentales  𝑦௜  
dependientes de una variable explicativa 𝑥௜, pueden considerarse como la respuesta “𝑓(𝑥௜)” más 
una aportación de ruido aleatorio “𝑢௜”, ecuación (5). El ruido puede tener diferentes estructuras, en 
particular si asumimos que es  blanco y normalmente distribuido, se puede aproximar la función de 
densidad del ruido como una gaussiana centrada en el “0”,  𝑢~𝑁(0, 𝜎௨) (distribución normal con 
media 0 y desviación 𝜎௨).  

 𝑦௜ = 𝑓(𝑥௜) + 𝑢௜ 
 

(5) 

Donde 𝑓(𝑥௜) es la función real, 𝑦௜  es la magnitud medida y 𝑢௜ es el ruido. 

Asumiendo que no conocemos la forma funcional de 𝑓(𝑥) podemos decir que 𝑓(𝑥௜) se trata de la 
función aproximada o suavizada. En el caso del algoritmo de suavizado gaussiano, se estima que la 
función suave o aproximada está dada por la relación: 

 
𝑓(𝑥௜) =

∑ 𝑦௜𝜌௜௜

∑𝜌௜
 (6) 

donde 𝜌௜ seguirá una distribución simétrica 𝜌௜~𝑁(𝑥௜ , 𝜎௜).  

Note que el factor de peso es un estimador simétrico, que se puede aplicar para cualquier x, no 
solamente a 𝑥௜, esto implica que el algoritmo de suavizado también es un algoritmo de 
interpolación. Además, la dispersión o influencia de los vecinos, dependerá del punto a estudiar, si 
partimos de  𝜎௫ = 1 la influencia de los vecinos será aproximadamente 2 vecinos,  pues la influencia 
del tercer vecino es prácticamente nula [4]. 

En general el suavizado de espectros cuenta únicamente con una medición, sin embargo, para hacer 
una estimación del error en cada punto se puede partir de forma análoga con el análisis de muchas 
señales. En ese caso se tienen varias curvas de un mismo fenómeno y al estudiar un punto particular 
𝑥௜, se define 𝜎௨೔

 como la desviación estándar de 𝑦௜  [5], por lo tanto: 

 𝑉𝑎𝑟(𝑓(𝑥௜) − 𝑦௜) = 𝑉𝑎𝑟(𝑢௜) = 𝜎௨೔
ଶ  (7) 

De esta relación se puede establecer que 𝜎௨೔
~𝜎௫೔

, la desviación estándar en la curva es igual a la 
desviación estándar en la variable. Esta conclusión puede tener sentido matemático y en algunos 
fenómenos económicos es aparentemente correcto, pero no lo es físicamente: 

 Primero porque en general ൣ𝜎௨೔
൧ ≠ [𝜎௫] (las desviaciones tienen magnitudes diferentes). 

 Segundo por que la varianza en 𝑦௜  no es de magnitud constante. Como es el caso de los 
fallecimientos por Covid_19, donde la en la variable explicativa es constante (1 día) y la  
variación en la cantidad de decesos 𝑦௜  cambia de unos cuantos muertos los primero días a 
miles conforme avanza la enfermedad. En ese caso particular, si se sigue el modelo 
propuesto se llega a un absurdo pues si 𝜎௫ ≫ 1 entonces 𝑓(𝑥௜) → 𝑦ത. Note que  
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lim
ఙೣ೔

→ஶ
𝑓(𝑥௜) = 𝑦ത 

A pesar de eso es claro que 𝜎௫(𝜎௨), o en otras palabras, si la inestabilidad crece en la respuesta se 
deben tomar una mayor influencia de los vecinos para estimar el valor de la curva aproximada. La 

dependencia entre las sigmas no puede ser simplemente lineal ya que 𝐴 ∗ 𝑁(𝜇, 𝜎) = 𝑁 ቀ𝜇,
ఙ

஺
ቁ [4] es 

decir al multiplicar por un valor constante la distribución, la desviación estándar crece 
proporcionalmente, dificultando encontrar un criterio para el ajuste. Este pasa a ser el problema 
más importante a resolver. 

Cuando no se tiene un número suficiente de curvas o se tiene solamente una, determinar el valor 
de 𝜎௨ no es posible a partir de la desviación estándar alrededor de 𝑦௜  (𝜎௨೔

) en cada punto de la 
variable dependiente. Una alternativa la ofrece estudiar la integralidad de las curvas como en la 
generación de modelos empíricos en economía [6]. Cuando se trata de construir un modelo 
económico lo primero que se debe verificar es el orden de integralidad de las funciones, o el número 
de veces que se tiene que diferenciar para que el residuo se componga únicamente de ruido blanco. 
Para ver cómo funciona considere una dependencia lineal entre las variables, entonces. 

𝑓(𝑥௜) = 𝑚𝑥௜ + 𝑥଴ + 𝑢௜ 

𝑓(𝑥௜) − 𝑓(𝑥௜ିଵ) = 𝑚Δ௫ + 𝑢௜ + 𝑢௜ିଵ 

𝑓(𝑥௜) − 𝑓(𝑥௜ିଵ) − 𝑓(𝑥௜ିଵ) − 𝑓(𝑥௜ିଶ) = 𝑢௜ + 2𝑢௜ିଵ + 𝑢௜ିଶ 

Asumiendo que la varianza en los errores a lo largo de la serie es constante la desviación estándar 

de la primera diferencia definida arriba es ට𝜎௨೔
ଶ + 𝜎௨೔షభ

ଶ = √2𝜎௨೔
, por lo que al repetir el proceso de 

diferenciar llegamos a la conclusión de que la desviación estándar de la enésima diferencia es 
√2௡𝜎௨೔

.  En otras palabras, si calculamos la desviación estándar de la enésima diferencia 
obtendremos la desviación estándar del ruido de la señal, siempre que este ruido tenga una 
distribución constante. 

Si la desviación estándar de 𝑦௜  no es constante y no se conoce el nivel de integralidad, se debe 
calcular las diferencias que preservan el ruido hasta obtener ruido blanco.  Lo que no sucederá en 
una distribución heterosedástica, en ese caso se puede definir hasta que factor de la serie de Taylor 
se pude aproximar la función, pues cada diferenciación va eliminando la influencia de cada uno de 
los elementos de la serie. Teniendo en cuenta que mientras más diferenciaciones se hagan peor 
será la aproximación de 𝜎௨೔

.  

Asumir que 𝜎௨೔
 cambia lentamente, es decir, que la distribución de ruido de la señal permanece 

aproximadamente constante en vecinos cercanos, permite aproximar la desviación a partir de la 
distribución local del ruido. Una vez obtenida la segunda diferencia el análisis de la desviación 
estándar se puede hacer a partir de una gráfica de probabilidad normal [7], donde se compara el 
ruido de los datos experimentales, que se asume distribuido normalmente, con los que se 
obtendrían de forma equivalente en una distribución 𝑁(0,1). En una gráfica normal es fácil mostrar 
que la pendiente de la recta que representa una gaussiana es la relación entre su varianza la varianza 
de 𝑁(01, ), si la pendiente es 2 implica que la varianza de la variable asumida dependiente 
(coordenada y) es el doble de la independiente (𝑁(0,1)), y si la pendiente es 1/2 , la desviación de 
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la dependiente es la mitad de la independiente. En caso muy particular de tener muchos puntos 
donde se cumpla la condición de lenta variación, el análisis de la normal puede hacerse a partir de 
la función de densidad asociada al histograma del ruido, eliminando el problema de las escalas. 

En una distribución heterosedástica no se pueden tomar conjuntos arbitrarios de datos, mientras 
más puntos se tomen, menos se cumple que la desviación es constante. Asumir que el ruido es 
homosedástico en pocos puntos, implica conocer cuántos son pocos puntos, tomando en cuenta  
que la prueba de normalizad de Anderson_Darling necesita como mínimo 5 puntos, para calcular la 
desviación del punto 𝑥௜, la alternativa mínima es emplear 5 puntos de las segundas diferencias 
𝑑𝑑(𝑦௜), en otras palabras para calcular la desviación se ocuparan 7 puntos de la señal original: 
𝑦௜ିଷ,  𝑦௜ିଶ, 𝑦௜ିଵ,  𝑦௜ ,  𝑦௜ାଵ, 𝑦௜ାଶ,  𝑦௜ାଷ.  

Una ventaja de calcular 𝜎௨೔
 de esa forma, es que se puede aplicar a los puntos la prueba de 

Anderson-Darling para comprobar que ese conjunto en la segunda diferencia tenía una distribución 
aproximadamente normal, como respaldo del análisis. Hay factores que afectan la normalidad de 
los errores, como son las estacionalidades de los puntos (fines de semana), donde ocupar un poco 
más de 7 datos afecta seriamente la prueba de normalidad, resultando en curvas que no son 
normales en ningún punto u otros fenómenos asociados al cambio en el error. 

Ya que todo lo anterior es válido para el ln (𝑦௜) y que la primera diferencia en los logaritmos es una 
cantidad adimensional, para el suavizado de señales se recomienda ocupar 𝜎௫ = 𝑒ఙ(ୢୢ ୪୬(௫೔)) que 
en el caso de espectros medidos en el laboratorio estuvieron en general entre valores en (0.9,1.5). 

Para verificar que efectivamente lo que se ha quitado a la señal es únicamente ruido, se puede 
seguir las técnicas de modelos empíricos de econometría, analizando el ruido eliminado a partir de 
su auto correlación. En caso de que la correlación tenga valores por encima de 2 se puede decir que 
el ruido no solo no es aleatorio, sino que tiene estructura o que tiene información que no es ruido.  

Una vez que se tiene las curvas suavizadas a veces es necesario calcular la derivada sin 
desplazamiento (a diferencia de la derivada exponencial que al ser un suavizado no simétrico tiende 
a desplazar la respuesta). 

 
𝑓ᇱ(𝑥) =

(∑𝜌௜)(∑𝜌௜𝑥௜𝑦௜) − ∑𝜌௜𝑥௜∑𝜌௜𝑦௜

(∑𝜌௜)ଶ
 (8) 

Una vez que se tiene la curva suavizada y su derivada se pueden hacer otro tipo de análisis, como 
correlación o integrales, la primera muy útil en análisis de fotoacústica, como el expuesto en esta 
tesis. 

El error de la correlación no suele reportarse, dado que no es fácil encontrar como se propaga el 
ruido en correlación. Por un lado, la correlación entre dos señales de ruido es 0, por lo tanto, se 
puede asumir equivocadamente que la correlación no propaga el ruido y que el único ruido que 
existe es la desviación estándar de las correlaciones. 

Tanto la correlación como las integrales tienen un error asociado a la forma de las curvas suaves y, 
por lo tanto, pueden ser estimados a partir del algoritmo de suavizado. La correlación depende del 
valor esperado de la respuesta, una alternativa para estimar el error en este valor esperado, es 
ocupar la banda de confianza, definida como: 



146 
 

 
𝛿𝑓(𝑥௜) = ඨ

∑ ൣ൫∑ 𝑦௝𝜌௜൫𝑥௝൯௝ ൯ − 𝑦௡൧௡ 𝜌௜(𝑥௡)

∑  𝜌௜(𝑥௡)௡
 (9) 

Una forma de interpretar este resultado es, que el error en un punto en la curva es el promedio 
ponderado de los errores a lo largo de toda la curva.  

Dado que la esperanza de una función se puede definir como: 

 
𝐸൫𝑓(𝑥)൯ =

∫ 𝑓(𝑥)𝜌(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔

∫ 𝜌(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔

 (10) 

Notamos que el error en el valor esperado de la curva experimental está dado por el valor esperado 
de 𝛿𝑓(𝑥) que no es 0, pues es el intervalo de confianza. O, en otras palabras, el error en la esperanza 
de una función es el área entre las líneas que definen la banda de confianza. 

Con esto en mente al calcular la covarianza de dos curvas: 

 𝐶𝑜𝑣(𝑔, 𝑓) =< (𝑔−< 𝑔 >)(𝑓−< 𝑓 >) > (11) 

El error de la curva suave estaría asociado al error en la esperanza de la curva suave definida como 
la integral (suma) de 𝛿𝑓(𝑥௜), por lo tanto el error en la covarianza será: 

 𝛿𝐶𝑜𝑣(𝑓, 𝑔) = ෍[(𝑔(𝑥௡)−< 𝑔 >)𝛿𝑓(𝑥௡) + (𝑓(𝑥௡)−< 𝑓 >)𝛿𝑔(𝑥௡)]

௡

 (12) 

Con esta estimación del error se deduce directamente el error en la correlación, definida como: 

𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑓, 𝑔) =
𝑐𝑜𝑣(𝑓, 𝑔)

ඥ𝑐𝑜𝑣(𝑓, 𝑓) ∗ 𝑐𝑜𝑣(𝑔, 𝑔)
 

 

𝛿𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑓, 𝑔)

|𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑓, 𝑔)|
=

𝛿𝑐𝑜𝑣(𝑓, 𝑔)

|𝑐𝑜𝑣(𝑓, 𝑔)|
+

𝛿ඥ𝑐𝑜𝑣(𝑓, 𝑓) ∗ 𝑐𝑜𝑣(𝑔, 𝑔)

หඥ𝑐𝑜𝑣(𝑓, 𝑓) ∗ 𝑐𝑜𝑣(𝑔, 𝑔)ห
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Abstract
Passivation is of remarkable importance for porous silicon (PSi) applications to guarantee the
chemical stability of its high surface area through time. Thermal oxidation is one of the most
common methods to passivate the surface of PSi. In order to better understand the oxidation
process, here we performed an in situ study by using pulsed laser photoacoustics. During the
thermal oxidation, the photoacoustical signal was measured each 1 °C from 70 °C to 900 °C. The
measurements were analyzed by standard correlation, and the significant signal changes were
related to the presence of different surface species. We have found temperatures, where the
photoacoustical signal changes drastically, that can be related to the absorption and desorption of
chemical species in the surface. Species identification where made through Fourier-transform
infrared spectroscopy-attenuated total reflection analysis of the PSi samples, at temperatures
around where these notorious modifications on the surface were observed.

Keywords: porous silicon, thermal oxidation, pulsed laser photoacoustic, semiconductor
nanomaterial

(Some figures may appear in colour only in the online journal)

Abbreviations

FTIR-ATR Fourier-transform infrared spectroscopy-atte-
nuated total reflection (ATR)

PSi Porous silicon

PA Photoacoustics

PLPA Pulsed laser photoacoustics

1. Introduction

Porous silicon (PSi) is a material that consists in silicon
nanocrystals surrounded by air with the appearance of a
sponge [1]. Due to its optical properties, high surface area and
the possibility to fabricate multilayer structures, PSi has been
used in a wide range of optical, sensing, optoelectronic and
electrochemical applications [1–4]. In several of these appli-
cations, its low chemical stability in time is a problem to
overcome [2, 3, 5]. Among the different fabrication methods
to produce PSi, electrochemical etching presents various
advantages such as simplicity and effectiveness. After the
anodization, mainly Si–H groups are present in the surface.
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