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Resumen

Estudiamos los efectos de la constante cosmológica Λ > 0 en un gas ideal no-
degenerado en equilibrio hidrostático, en el contexto de la Relatividad General.
Especı́ficamente, examinamos las modificaciones que introduce Λ en la dinámica y
termodinámica en un sistema fı́sico idealizado estático y esféricamente simétrico,
analizando el gas no-relativista de Maxwell-Boltzmann, y el gas relativista de Maxwell-
Jüttner.

Para esto, resolvimos las ecuaciones de Einstein considerando cada gas como fuente
de campo gravitacional, sumado a Λ. Observamos que la constante cosmológica
modifica las ecuaciones de equilibrio, lo cual sugiere que también estas modificaciones
sucederı́an en un sistema en equilibrio hidrostático en presencia de energı́a oscura en
un contexto cosmológico, ya que esta exhibe un comportamiento dinámico análogo a
Λ.

De los dos gases analizados, nos enfocamos en el gas no-relativista de Maxwell-
Boltzmann, por presentar ecuaciones más accesibles. Obtuvimos las soluciones
numéricas de las funciones densidad de masa-energı́a en reposo ρ del sistema; su masa
M ; y la dispersión de velocidad σ, la que se vincula de manera directa con la temper-
atura que pudiera tener el gas no colisional (por ejemplo, podrı́a ser aplicable a un gas
de estrellas de un sistema galáctico).

Encontramos que la presencia de la constante Λ funciona como un reservorio
térmico ubicado en la región espacial asintótica del sistema. Si se tiene una Λ no nula,
tanto la densidad de masa-energı́a en reposo como la dispersión de velocidad comienzan
a oscilar a partir de un radio mı́nimo alrededor de un valor asintótico, lo que equivale
a afirmar que en radios lo suficientemente grandes, sus valores se estabilizan. Esto
contrasta con el caso de Λ nula, donde el comportamiento de las variables dinámicas
son puramente decrecientes a medida que nos alejamos del centro del sistema esférico,
y se recupera en el lı́mite asintótico el espacio-tiempo de Minkowski.

Mientras más grande el valor de la constante cosmológica, el radio mı́nimo se acerca
al centro, lo que indica que a mayor Λ, su influencia es más relevante en radios más
cortos. La función de masa del sistema siempre es creciente, teniendo una tasa mayor
de crecimiento mientras más constante cosmológica, la cual puede relacionarse con el
aumento de energı́a oscura.

El efecto de la densidad central del sistema ρc en las soluciones, indica que a mayor
densidad central, más se “aplaza” en el espacio la presencia de la constante cosmológica
Λ, indicando que ambas densidades de energı́a predominan en diferentes regiones del
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sistema. Cercano al centro del gas ideal de estrellas, se observa una clara superioridad
de ρc, indicando que en esas regiones, la intervención de la constante cosmológica en
la dinámica es despreciable. Al alejarnos del centro, la influencia de Λ se hace notoria,
teniendo una zona de transición. Valores mayores de la densidad ρc, implican que el
radio mı́nimo donde comienza las oscilaciones de las variables dinámicas, se aleje del
centro del sistema, teniendo una preponderancia en regiones más apartadas.

Para analizar la estabilidad del gas ideal de Maxwell-Boltzmann, analizamos las
zonas de inestabilidad geodésicas dadas por el potencial efectivo del sistema, al suponer
órbitas circulares en el plano ecuatorial. Por medio de este enfoque, observamos que
el radio de inestabilidad mı́nimo, que podemos interpretar como un radio de corte, es
sensible al valor de Λ y a la dispersión de velocidad del sistema; sin embargo, el valor
que tome ρc no influye en su posición.

A medida que Λ aumenta, el radio de inestabilidad se acerca al centro del sistema
esférico. Esto es coherente con la idea de que la constante cosmológica gana predominio
frente a otras densidades de energı́a presentes, y hace tender ρc y σc a valores asintóticos
desde radios más cortos. Asimismo, si la dispersión de velocidades es mayor, el radio
mı́nimo se aleja del centro.

También estudiamos la estabilidad del gas ideal por medio del calor especı́fico,
hallando que esta cantidad termodinámica, en presencia de una constante cosmológica
no nula, también muestra un comportamiento oscilatorio a partir de un valor mı́nimo
de masa del sistema (que es equivalente a tener un radio mı́nimo). El Ce se alterna
de positivo a negativo, siendo el negativo una zona de inestabilidad. Si bien la masa
aumenta, encontramos que la temperatura oscila alrededor de un valor asintótico. Esto
acuerda con la idea de que la constante cosmológica cumple la función de ser un
reservorio de térmico en la región asintótica del sistema galáctico.

La inestabilidad producida por el calor especı́fico negativo, es análoga a la
inestabilidad de Antonov, que se produce al analizar un gas encerrado en un recipiente
en el marco de Relatividad. Esto nos da un punto de comparación en cuanto a la
predicción de radios de cortes y lo que se espera observar en un sistema fı́sico de escalas
cósmicas, para tener un grado de coherencia con los estudios teóricos, y que de esta
manera sea relevante y acorde con lo que se espera hallar en la Naturaleza.
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2 Teorı́a cinética relativista 11
2.1 Ecuación de Boltzmann relativista . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.2 Función de distribución de Maxwell-Jüttner . . . . . . . . . . . . . . 14
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5 El Gas de Maxwell-Jüttner en equilibrio hidrostático 36
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5.2 Variables termodinámicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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Capı́tulo 1

Tensor de energı́a-momento de
un fluido perfecto

1.1 Descripción relativista de un fluido “polvo”
Un sistema se puede considerar como un continuo cuando el número de elementos que
lo constituye es tan grande, que sus propiedades principales pueden ser descritas a través
de cantidades promedios, por ejemplo la densidad de energı́a, presión y temperatura.
Un fluido se define como un continuo. En este sentido, el comportamiento individual
de cada partı́cula deja de ser importante, y se estudia al sistema como una colección de
partı́culas que conforman un elemento lo suficientemente pequeño, al que se le asigna
en cada punto un valor promedio [1].

Para la descripción de un fluido, consideramos un campo de cuadri-velocidades
asociadas a cada elemento de volumen de partı́culas, sin considerar la dinámica que
las gobierna. Además, se asume que cada porción es aproximadamente homogénea.
Ası́, las cantidades promedio que lo describen son las mismas en cualquier parte del
elemento, y varı́an suavemente de punto a punto.

El fluido más simple que podemos modelar es el “polvo”. Este, es un conjunto
de partı́culas que se encuentran en reposo en un sistema de referencia de Lorentz [2].
Dichas partı́culas tienen una masa m, y en un sistema de referencia momentáneamente
comóvil (SRMC), equivale a la energı́a (aquı́ tomaremos c = 1). Ası́, la densidad de
energı́a es dada por ρ = mn, donde n es la densidad de número de partı́culas por unidad
de volumen. En un sistema de referencia no comóvil (SRNC), la densidad de número
de partı́culas es igual a n/(1− v2)1/2, y la energı́a de cada partı́cula en movimiento es
igual a m/(1− v2)1/2. En este caso, la densidad de energı́a ρnc es

ρnc =
mn

1− v2
.

En el SRMC la única componente de la cuadri-velocidad diferente de cero es
uαcom = (1,~0), mientras que el cuadri-vector de flujo de número Nα, definido como
el número de partı́culas que cruzan un área por unidad de tiempo Nα = nuα, toma la
forma Nα

com = (n,~0).
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Si tenemos un SRNC, en el que la 4-velocidad es uα = γ(1, ~v), el flujo de partı́culas
toma la formaNα = γ(n, n~v), donde γ es el factor de Lorentz y ~v es la velocidad de las
partı́culas. Las distintas expresiones de Nα en los dos marcos de referencia, SRMC y
SRNC, se relacionan medianteNα = ΛαβN

β , donde Λαβ es la matriz de transformación
de Lorentz.

El vector Nα satisface la conservación del número de partı́culas

Nα
,α = 0, (1.1)

que implica la ecuación de continuidad

∂

∂t
(γn) +

∂

∂xi
(γnvi) = 0. (1.2)

En el lı́mite no relativista, n ≈ ρnc/m y γ ≈ 1, se recupera la ecuación de continuidad
de la densidad de energı́a:

∂ρ

∂t
+∇.(ρ~v) = 0. (1.3)

Por otra parte, definimos el tensor de energı́a-momento Tαβ como el flujo de cuadri-
momento pα que cruza una superficie constante xβ [1]. Para un fluido modelado como
polvo, las componentes de Tαβ en un SRMC son las siguientes:

Tαβcom = ρuαuβ , (1.4)

por lo que
T 00
com = ρ = mn, y T 0i = T i0 = T ij = 0. (1.5)

Las últimas expresiones indican que las partı́culas de polvo en este sistema se
encuentran en reposo, a causa de que el 3-vector de momento es nulo. Como
consecuencia, se tiene que tanto las componentes de densidad de energı́a, como de flujo
de momento en la dirección i, se anulan. Tampoco existe flujo de energı́a (T 0i = 0).

En las ecuaciones (1.4), tenemos que uα es un cuadri-vector, lo que da su validez
en cualquier sistema de referencia, y satisface la ecuación de conservación:

Tαβ,β = 0, (1.6)

la cual incluye la ecuación (1.1). Por otra parte, de la ecuación (1.5) vemos que Tαβ es
simétrico, y está dado por la ecuación tensorial:

Tαβ = nmuαuβ = ρuαuβ . (1.7)

1.2 Fluido perfecto
El Relatividad, un fluido perfecto se define como aquel que no tiene viscosidad ni
conducción de calor en su SRMC, lo que implica que T 0i

com = T i0com = 0 [2]. Lo
primero, significa que no existe conducción de calor en ninguna dirección; lo segundo,
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que la densidad de momento en la dirección i es igual a cero, ya que las partı́culas
están en reposo. Por otra parte, tenemos que la viscosidad -que entendemos como una
fuerza paralela a las interfases que existen entre los elementos de volumen del fluido-
es cero. La ausencia de viscosidad indica que las únicas fuerzas presentes deben ser
perpendiculares a las interfases, esto implica que T ij = 0 al menos que i = j. Dichas
fuerzas las identificamos con la presiónP , de manera que el tensor de energı́a-momento
para un fluido perfecto está dado, en su SRMC, por:

Tαβcom = diag(ρ, P, P, P ), (1.8)

donde ρ es la densidad de energı́a medida en el marco de reposo. La ecuación (1.8) se
puede reescribir como

Tαβcom = ρuαuβ + Phαβ , (1.9)

donde hαβ = uαuβ + ηαβ es el tensor de proyección, con ηαβ el tensor métrico.
La forma de (1.8) es covariante, válida en todo sistema de referencia, y cumple con
(1.6). La expresión (1.9) corresponde al tensor de energı́a-momento de un flujo que se
encuentra en equilibrio térmico, y cumple con la primera ley de la termodinámica.

Si bien la definición de Tαβ es general, en el caso particular de SRMC tenemos que
T 00 densidad de energı́a;
T 0i flujo de energı́a. Aunque en este sistema no hay movimiento de las

partı́culas, puede haber flujo de energı́a a causa de la conducción de calor;
T i0 densidad de momento i. Nuevamente, si bien no hay movimiento, a la

energı́a en movimiento se le puede asociar un momento;
T ij flujo de momento i.

Las componentes espaciales T ij representan a las fuerzas entre dos elementos de flu-
idos, y sólo consideramos fuerzas perpendiculares a las interfaces –sin viscosidad–.
Como consecuencia, T ij es una matriz diagonal. La condición de viscosidad nula, es
independiente del marco de referencia, por esto T ij = Pδij , ya que la única matiz
diagonal en todos los sistemas de referencia es la identidad [2].

Otra caracterı́stica que se desprende de la forma de T ij –que representa la presión en
las distintas direcciones–, es su caracter isotrópico. Aquı́, la presión P es la fuerza que
un elemento de fluido ejerce en su entorno, y tenemos que no hay dirección predilecta.

1.2.1 Leyes de conservación
La primera ley de la Termodinámica establece la conservación de la energı́a de un
sistema. Esta, expresa que la variación de la energı́a interna, debe ser igual a la suma
de las cantidades de calor y trabajo que el sistema intercambia con sus alrededores, de
manera que ∆Q = ∆U + ∆W . Si el trabajo que intercambia el sistema es de la forma
∆W = P∆V , entonces la primera ley se escribe como ∆Q = ∆U + P∆V , donde V
es el 3-volumen de un elemento de fluido.

Si consideramos que un elemento de volumen intercambia energı́a con sus
alrededores mediante conducción de calor y trabajo por medio de incrementos
infinitesimales, la energı́a que gana (o pierde) ese elemento está dada por:

dQ = dU ± dV, (1.10)
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donde U = µV = µN/n, y es la energı́a interna del sistema.
Además, suponemos que el número de partı́culas de este elemento de volumen no

varı́a, es decir:
dV = −N

n2
dn. (1.11)

Con esto en mente, podemos reescribir (1.10) de la siguiente manera

dQ =
N

n
dµ−N(µ+ P )

dn

n2
. (1.12)

Si definimos q ≡ Q/N , la ecuación (1.12) toma la forma

ndq = dµ− µ+ P

n
dn. (1.13)

Por otra parte, sabemos que el estado de un fluido puede quedar determinado
únicamente por µ y n, por lo que definimos A y B como funciones que sólo dependen
de µ y n, de manera que:

dµ− µ+ P

n
dn ≡ AdB, (1.14)

donde identificamos estas funciones como A/n = T y B = S, donde T se refiere a
la temperatura del sistema y S a la entropı́a especı́fica. Por lo que reescribimos (1.13)
como

nTdS = dµ− (µ+ P )dn

n
. (1.15)

En esta ecuación dS es una uno-forma, de modo que si S = S(xα), sus componentes
están dadas como dS = S,αdx

α, por lo que escribimos (1.10) como

nTS,α = µ,α − (µ+ P )
n,α
n
, (1.16)

con S,α ≡ ∂S/∂xα. Por otro lado, si el tensor (1.9) cumple con la ley de conservación
(1.6), tenemos que:

Tαβ,β = [(µ+ P )uαuβ + Pηαβ ],β = 0. (1.17)

De modo que el primer término de (1.17) lo reescribimos como

[(µ+ P )uαuβ ],β = nuβ
(µ+ P

n
uα
)
,β
. (1.18)

Si sustituimos esta última en (1.17) y recordando que ηαβ es constante, se sigue que

nuβ
(µ+ P

n
uα
)
,β

+ P,βη
αβ = 0, (1.19)

de manera que, si contraemos con uα tenemos que:

nuβuα
(µ+ P

n
uα
)
,β

+ P,βη
αβuα = 0, (1.20)
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y recordando que uα,βuα = 0 y que uαuα = −1, se sigue que

− uβ
[
µ,β −

(µ+ P )

n
n,β
]

= 0. (1.21)

Por definición uβµ,β = (∂µ/∂xβ)(dxβ/dτ) = dµ/dτ , por lo que tenemos que

dµ

dτ
− (µ+ P )

n

dn

dτ
= 0. (1.22)

De manera que, comparando con (1.16), llegamos a que

dS

sτ
= 0, (1.23)

lo que significa que la conservación de partı́culas en el fluido perfecto implica que se
conserve la entropı́a especı́fica.

Si ahora identificamos el vector Jα = Tαβ,β , la ley de conservación se expresa
como:

Jα = Tαβ,β = 0, (1.24)

de modo que podemos descomponer este vector en su componente paralela y perpen-
dicular a la 4-velocidad, por lo que:

si uαJα = 0 → µ̇+ (µ+ P )uα,α = 0,
si hαβJβ = 0 → ∇̄P + (µ+ P )uα,βu

β = 0.
Por otra parte, tenemos que

uαT
αβ
,β = u0T

00
,0 + uiT

ij
,j = 0, (1.25)

donde uα = γ(1, vi), por lo que de (1.8), ( 1.24) y (1.25) se sigue

γµ,0 + γviP,i = 0, (1.26)

pero en el lı́mite newtoniano, donde γ ≈ 1, podemos reescribir (1.26) como

∂µ

∂t
+ v̄∇̄P = 0, (1.27)

donde el primer término se refiere a la derivada temporal de la densidad de energı́a en
reposo y el segundo es la potencia, de manera que (1.27) es la ecuación de balance de
energı́a.

1.2.2 Lı́mite newtoniano
Para analizar el caso newtoniano, comenzamos manipulando la componente perpendic-
ular de la corriente que involucra las velocidades, de la siguiente manera:

uα,βu
β =

∂uα

dxβ
dxβ

dτ
=
duα

dτ
, (1.28)
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pero en el lı́mite newtoniano duα/dτ ≈ duα/dt, y la cuadri-velocidad uα = γ(1, v̄),
toma la forma uα ≈ (1, v̄), de manera que

du0

dτ
≈ du0

dt
= 0 mientras que

dui

dτ
≈ dui

dt
. (1.29)

Además, del primer término de la corriente perpendicular, tenemos que

∇̄α = hαβP,β , pero h00
comu

0u0 + η00 = 0, hij = δij ,

por lo que
∇̄iP = δijP,j . (1.30)

En el lı́mite newtoniano P << ρ y ρ ≈ µ. Con esto en mente, y de las expresiones
(1.29) y (1.30), obtenemos que la ecuación proyección perpendicular de la corriente
queda como

∇P + ρ
dv̄

dt
= 0, (1.31)

donde el primer término es el gradiente de fuerzas, mientras que el segundo es el pro-
ducto de la densidad de masa-energı́a de las partı́culas multiplicadas por la aceleración,
por lo que (1.31) es la ecuación de fuerzas de un fluido. Las ecuaciones (1.27) y (1.31)
son consistentes con un fluido newtoniano que se encuentran en equilibrio térmico.

Ası́, hemos encontrado las propiedades del tensor Tαβ de un fluido perfecto, que
consideraremos como la fuente del campo gravitacional. La generalización de las
ecuaciones newtonianas, son las ecuaciones de campo de Einstein, que analizaremos
en los capı́tulos subsiguientes.



Capı́tulo 2

Teorı́a cinética relativista

2.1 Ecuación de Boltzmann relativista
En este capı́tulo, presentaremos los conceptos básicos la teorı́a cinética relativista
(TCR), y las ecuaciones de estado que describen a un gas ideal relativista no-
degenerado. Esta teorı́a está construida de manera similar que la teorı́a cinética clásica,
con una ecuación de Boltzmann que determina la evolución temporal de la función de
distribución. La descripción macroscópica del sistema la podemos obetener a través de
sus momentos, y es conocida como distribución de Maxwell-Jüttner.

Al igual que en el caso clásico, cuando la función de distribución tiende al equilibrio,
se obtiene el teorema H. Partiendo de la ecuación de Maxwell-Jüttner, derivamos la
ecuación de estado y las cantidades termodinámicas más relevantes del sistema. Sin
embargo, en el caso de TCR, es necesario obtener estas expresiones en términos de
escalares invariantes.

En la teorı́a cinética relativista, un gas cuyas partı́culas poseen masam en reposo, se
caracteriza a través de sus coordenadas de espacio-tiempo (xα) y de momento (pα), de
manera que su función de distribución queda definida en término de dichas coordenadas
como

f(xα, pα)d3xd3p. (2.1)

La ecuación (2.1) se refiere al número de partı́culas que se encuentran en un elemento
de volumen d3x alrededor de x y posee un momento en un rango d3p alrededor de p, a
un tiempo dado [3]. Para hallar la ecuación de transporte, de la cual es solución (2.1),
escribimos el 4-flujo de partı́culas Nα en función de (2.1) como

Nα(x) = c

∫
d3p

p0
pαf(x, p). (2.2)

Cada una de estas partı́culas describe una lı́nea universo en el espacio-tiempo de
Minkowski, de manera que si consideramos una porción ∆4x de este espacio, encerrada
por los elementos de superficie ∆3σ y ∆3σ′, y por la superficie de un tubo que contiene
estas trayectorias (Fig. 2.1), entonces podemos escribir el número de lı́neas universo

11
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xα

t

Lı́neas universo
de partı́culas

∆3σ′

∆3σ

Fig. 2.1: Lı́neas universo de partı́culas que cruzan a través de las superficies ∆3σ y
∆3σ′, encerradas en una porción del espacio-tiempo de Minkowski.

que cruzan segmentos ∆3σ y ∆3σ′ con momento en el rango ∆3p como

∆N(x, p) =

∫
∆3σ′

∫
∆3p

d3σαN
α(x)−

∫
∆3σ

∫
∆3p

d3σαN
α(x) = 0, (2.3)

donde d3σα es un 4-vector tipo tiempo cuyas componentes son (d3x0, 0, 0, 0) [4].

Cuando no existen colisiones entre partı́culas, las lı́neas universo no cruzan la
superficie del tubo, de manera que a partir de (2.3), podemos ver que el flujo total de
lı́neas universo que atraviesan la superficie ∆3σ del elemento ∆4x, está dado por

∆N(x, p) =

∫
∆3σ

∫
∆3p

d3σαN
α(x) = 0. (2.4)

Si sustituimos (2.2) en (2.4), y utilizando el teorema de Gauss, obtenemos que∫
∆4x

∫
∆3p

d4x
d3p

p0
pα
∂f(x, p)

∂xα
= 0. (2.5)

Como los intervalos ∆4x y ∆3p son arbitrarios, se tiene que

pα
∂f(x, p)

∂xα
= 0, (2.6)

que en su forma vectorial se escribe como( ∂
∂t

+ ū.∇
)
f(x, p) = 0, (2.7)
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donde la 3-velocidad es ū = cp̄/p0. La expresión (2.7) se conoce como la ecuación
Boltzmann relativista para un gas sin colisiones entre sus partı́culas, y esta rige la
evolución en el tiempo de la función de distribución (2.1).

Si consideramos que las partı́culas del gas sı́ colisionan, y en ausencia de fuerzas
externas, la ecuación de Boltzmann relativista (2.7) toma la forma

pα
∂f(x, p)

∂xα
= C(x, p) o bien

( ∂
∂t

+ ū.∇
)
f(x, p) = C(x, p), (2.8)

dondeC(x, p) es una función invariante que corresponde al término colisional [4]. Para
hallar esta función debemos tener en cuenta que:

• i) Entre las partı́culas, sólo se tienen colisiones binarias, lo cual es adecuado para
el gas diluido.

• ii) Es válida la hipótesis de caos molecular, la cual implica que la distribución de
velocidades de una partı́cula y de otra son estadı́sticamente independientes, de
manera que la probabilidad de que ocurra una colisión está dada por el producto
de las funciones de distribución de cada una de ellas [3].

• iii) La función de distribución varı́a suavemente en el espacio-tiempo, esto indica
que su cambio es despreciable al variar el espacio en los tiempos caracterı́sticos
de interacción.

Hechas estas aclaraciones, podemos afirmar que el número de partı́culas en los rangos
∆4x y ∆3p cambia debido a las colisiones con un promedio de

∆4x
∆3p

p0
C(x, p). (2.9)

Gracias al supuesto de colisiones binarias, podemos afirmar que los momentos antes y
después de la colisión están dados por pa1 , pa2 y pa1′ y pa2′ respectivamente. Gracias
al supuesto de estadı́sticas independientes, se tiene que el término colisional es
proporcional al producto de las funciones de distribución de cada una -f(x, p1) ×
f(x, p2)-, siendo W (p1, p2|p1′ , p2′)/p

0
1p

0
2p

0
1′p

0
2′ el factor de proporcionalidad. El

término W (p1, p2|p1′ , p2′) es la razón de transición, que depende sólo del 4-momento
antes y después de la colisión y es un escalar de Lorentz. De la tercera hipótesis,
tenemos que las coordenadas del espacio-tiempo antes y depués de la colisión no
cambian significativamente. De esto deducimos que el cambio del número de partı́culas
promedio (2.9), en un intervalo (p̄, p̄+ ∆p̄), lo encontramos de integrar C(x, p) sobre
todos los valores p̄ involucrados

1

2
∆4x

∆3p

p0

∫
d3p2

p0
2

d3p1′

p0
1′

d3p2′

p0
2′

f(x, p1′)f(x, p2′)W (p1′ , p2′ |p1, p2)−

1

2
∆4x

∆3p

p0

∫
d3p2

p0
2

d3p1′

p0
1′

d3p2′

p0
2′

f(x, p1)f(x, p2)W (p1, p2|p1′ , p2′),

(2.10)

donde el factor 1/2 viene de la indistinguibilidad entre (p1′ , p2′) y (p1, p2).
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De las ecuaciones (2.9) y (2.10), llegamos a que el término colisional viene dado
por

C(x, p) =
1

2

∫
d3p2

p0
2

d3p1′

p0
1′

d3p2′

p0
2′

[
f(x, p1′)f(x, p2′)×

W (p1′ , p2′ |p1, p2)− f(x, p1)f(x, p2)W (p1, p2|p1′ , p2′)
]
.

(2.11)

Si igualamos (2.8) y (2.11), hallamos que( ∂
∂t

+ ū.∇
)
f(x, p) =

1

2

∫
d3p2

p0
2

d3p1′

p0
1′

d3p2′

p0
2′

[
f(x, p1′)f(x, p2′)×

w(p1′ , p2′ |p1, p2) − f(x, p1) f(x, p2) w(p1, p2|p1′ , p2′)
]
,

(2.12)

con una razón de transición

w(p1, p2|p1′ , p2′) =
c W (p1, p2|p1′ , p2′)

p0
1p

0
2p

0
1′p

0
2′

. (2.13)

La cantidadw(p1, p2|p1′ , p2′)∆
3p1′∆

3p2′ , se refiere a la probabilidad de transición por
unidad de volumen y tiempo, de que dos partı́culas con momentos p1 y p2 sean lanzadas
con momentos en los intervalos (p1′ , p1′+∆p1′) y (p2′ , p2′+∆p2′). La forma explı́cita
de w(p1, p2|p1′ , p2′) se halla en la literatura de referencia [4].

La ecuación (2.12) es la ecuación de Boltzmann relativista para un gas con
colisiones. Si se hace la distinción entre los momentos previos y posteriores a la
colisión, (2.12) describe procesos que son irreversibles en el tiempo, lo que indica que
la producción de entropı́a en cualquier punto del espacio-tiempo nunca es negativa,
resultado que analizaremos luego.

2.2 Función de distribución de Maxwell-Jüttner
A continuación, nos ocuparemos de hallar la forma explı́cita de la función de ditribución
Boltzmann relativista (2.12). Para esto utilizaremos el teorema H, lo que nos llevará de
forma natural a dicha función.

En principio, consideremos una mezcla de gases diluida de N componentes, en la
que las partı́culas colisionan de manera elástica e inelástica, de modo que las funciones
de distribución satisfacen

pαk
∂fk
∂xα

(x, pk) =

N∑
l=1

Ckl(x, pk), (2.14)

donde el término colisional toma la forma

Ckl =
1

2

n∑
k′,l′=1

∫
d3pl
p0
l

d3pk′

p0
k′

d3pl′

p0
l′

(fk′fl′Wk′l′|kl − fkflWkl|k′l′), (2.15)

con k, l = 1, 2, ..., N , y donde fk′ ≡ f(x, pk′), fl′ ≡ f(x, pl′), fl ≡ f(x, pl) y
fk ≡ f(x, pk) [4] [5].
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A nivel microscópico, en el marco de teorı́a cinética, se cumplen las conservaciones
del número de partı́culas y de energı́a-momento. Por esto, los términos colisionales en
(2.15) cumplen que

Υ[Ψ] =

N∑
k,l=1

∫
d3pk
p0
k

Ψk(x, pk)Ckl(x, pk) = 0, (2.16)

donde Ψk es una combinación lineal de una constante y un 4-vector pαk , de manera que

Ψk(x, pk) = Ak(x) +Bα(x)pαk , (2.17)

con Bα(x) una función arbitraria, mientras que Ak(x) se debe conservar aditivamente
de manera que

Ak(x) +Al(x) = Ak′(x) +Al′(x). (2.18)

Después de sustituir (2.15) en (2.16), reescribimos Υ[Ψ] como se sugiere en [4],

Υ[Ψ] =
1

4

∑
k′,l′,k,l

∫
d3pk′

p0
k′

d3pl′

p0
l′

d3pk
p0
k

d3pl
p0
l

(Ψk + Ψl −Ψk′ −Ψl′)fk′fl′Wk′l′|kl.

(2.19)
Por otro lado el flujo de entropı́a se define como

Sα(x) = −kc
∫
d3p

p0
pαf(x, p)[log h3f(x, p)− 1], (2.20)

donde h es la constante de Planck y k la de Boltzmann. La producción de entropı́a local
se define como

σ(x) :=
∂Sα(x)

∂xα
, (2.21)

y usando (2.20) se sigue que la producción de entropı́a para una mezcla es

σ(x) = −kcd
3p

p0
[log h3f(x, p)]pα

∂f(x, p)

∂xα
. (2.22)

Si sustituimos la expresión (2.1) en (2.22) obtenemos que

σ(x) = −kc
∑
k,l

∫
d3pk
p0
k

(log h3fk)Ckl, (2.23)

donde los subı́ndices k, l toman valores desde 1 a N . Por medio de la ecuación (2.16),
podemos reescribir la producción de entropı́a (2.23) como

σ(x) = −kcΥ[(log h3f)], (2.24)

de modo que utilizando (2.19) llegamos a

σ = −1

4
kc

∑
k′,l′,k,l

∫
d3pk′

p0
k′

d3pl′

p0
l′

d3pk
p0
k

d3pl
p0
l

(
log

fkfl
fk′fl′

)
fk′fl′Wk′l′|kl. (2.25)
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Tomaremos en cuenta que la razón de transición satisface la propiedad de
normalización bilateral dada por∑

k′,l′

∫
d3pk′

p0
k′

d3pl′

p0
l′
Wkl|k′l′ =

∑
k′,l′

∫
d3pk′

p0
k′

d3pl′

p0
l′
Wk′l′|kl. (2.26)

Si además multiplicamos (2.26) por fkfl/p0
k′p

0
l′ , y luego integramos sobre pk y pl,

sumamos sobre k y l, y por último intercambiamos los pares k, l con k′, l′, en el lado
izquierdo de la ecuación, obtenemos que [4]∑

k′,l′,k,l

∫
d3pk′

p0
k′

d3pl′

p0
l′

d3pk
p0
k

d3pl
p0
l

(fkfl − fk′fl′)Wk′l′|kl = 0. (2.27)

Sumando este resultado, previo a multiplicar por 1/4kc del lado derecho en (2.25),
llegamos a

σ =
1

4
kc

∑
k′,l′,k,l

∫
d3pk′

p0
k′

d3pl′

p0
l′

d3pk
p0
k

d3pl
p0
l

( fkfl
fk′fl′

− log
fkfl
fk′fl′

− 1
)
fk′fl′Wk′l′|kl.

(2.28)
Debido a que la función x − log x − 1 es positiva para x positiva y se hace cero si o
sólo si x = 1, entonces la producción de entropı́a nunca es negativa

σ(x) ≥ 0. (2.29)

Este resultado corresponde a la formulación local del teorema H relativista [4], el cual
representa la segunda ley de la termodinámica, y enuncia que la entropı́a en un sistema
termodinámico no decrece [6]. En este contexto, un estado en equilibrio local se define
como aquel que está caracterizado por

σ(x) = 0. (2.30)

Lo anterior sólo se cumple si la función satisface

f(x, p1)f(x, p2) = f(x, p1′)f(x, p2′), (2.31)

donde los momentos de las partı́culas 1 y 2 antes y después de la colisión, cumplen con
la ley de conservación de energı́a y momento

pα1 + pα2 = pα1′ + pα2′ . (2.32)

La función de distribución que satisface (2.31) corresponde a la función de distribución
en equilibrio local f (0)(x, p). Si multiplicamos esta por h3, y tomamos el logaritmo a
ambos lados de la igualdad, llegamos a que

log h3f (0)(x, p1) + log h3f (0)(x, p2) = log h3f (0)(x, p1′) + log h3f (0)(x, p2′),
(2.33)

de modo que Ψ(pa) = log h3f (0) es un invariante dentro de la suma, ya que cumple
con la relación

Ψ1 + Ψ1 = Ψ1′ + Ψ2′ (2.34)
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donde Ψ1,Ψ1,Ψ1′ ,Ψ2′ representan las funciones de distribución de las partı́culas 1 y
2 antes y después de la colisión respectivamente. Además, sabemos que Ψ(pα) sólo es
un invariante sumacional si está dado por

Ψ(pα) = A+Bαp
α, (2.35)

donde A es un escalar arbitrario y Bα es un cuadri-vector que no depende de pα. Por
lo que la función de distribución en equilibrio local f (0)(x, p) toma la forma

f (0)(x, p) = h−3 exp [A(x) +Bα(x)pα]. (2.36)

Esta función cumple con la ecuación de Boltzmann relativista (2.8), de manera que

pα
∂f (0)

∂xα
= C(x, p), (2.37)

incluso si el término colisional C(x, p) = 0, en tal caso los parámetros A(x) y Bα(x)
deben obedecer

pα
∂A

∂xα
+ pαpβ

∂Bβ
∂xα

= 0. (2.38)

La función de distribución f (0) cuyos parámetros satisfacen (2.38), describe el estado
de equilibrio local y a identificamos como feq . A partir del primer término de (2.38)
vemos que para toda pα tenemos que ∂A/∂xα = 0, por lo queA =constante. Mientras
que del segundo término de (2.38) tenemos que

pαpβBβ,α =
1

2

(
pαpβBβ,α + pαpβBα,β

)
= pαpβB(α,β) = 0, (2.39)

lo que nos indica que B(α,β) = 0, es decir que Bα es un vector de Killing. Al escalar
A, y al 4-vector Bα los identificamos con los siguientes valores

Bα =
uα

kT
=
βuα

mc2
, A =

µE
kT

, (2.40)

donde uα es la 4-velocidad, T es la temperatura del sistema, k es la constante de
Boltzmann y β es la “frialdad relativista”, la cual nos servirá más adelante para trabajar
con los lı́mites ultra-relativistas y no-relativistas [4]. De (2.40) se sigue que

β =
mc2

kT
. (2.41)

Además tenemos que µE es el potencial quı́mico en equilibrio, el cual identificamos a
través de la función de Gibbs por partı́cula, de modo que

µE = e− TsE +
P

n
. (2.42)

En esta ecuación e es la energı́a interna por patı́cula y sE es la entropı́a por partı́cula en
equilibrio. Además, P es la presión isotrópica y n la densidad del número de partı́culas,
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que obtendremos en las siguientes secciones. A partir de (2.42) la ecuación paraA toma
la forma

A =
1

kT

(
e− TsE +

P

n

)
=
µE
kT

, (2.43)

por lo que A la identificamos como la razón entre el potencial quı́mico en equilibrio y
kT , lo cual nos indica el orden de magnitud de la energı́a térmica del gas [2].

Por otra parte, de Bα = uα/kT se sigue que

uαT,α = Ṫ = 0, (2.44)

hβαTβ + T u̇α = 0, (2.45)

donde u̇α es la 4-aceleración, dada por u̇α = uα,βu
β , asociada a la 4-velocidad uα; y

hβα es el vector de proyección. La ecuación (2.45) es conocida como la Ley de Tolman
cuyas implicaciones fı́sicas se discurán porteriormente. Es importante mencionar que
esta ecuación viene de la condición de equilibrio en el contexto de TCR.

Si sustituimos (2.40) en (2.36), se sigue que la función de distribución en equilibrio
está dada por

feq =
1

h3
exp

(
µE
kT
− uαpα

kT

)
. (2.46)

Esta expresión fue obtenida por primera vez en 1911 por Jüttner [7, 8] y es conocida
como la distribución de Maxwell-Jüttner. Además satisface la ecuación de Boltzmann
relativista (2.8), aún cuando el término colisional es cero, de modo que también es
solución en ausencia de colisiones. A esta última solución se la conoce como ecuación
de Vlassov, y es relevante ya que los sistemas astrofı́sicos son no colisionales, y se
acerca más a la descripción de un “gas de estrellas”. Para nuestro interés, sólo nos basta
modelar un gas libre de colisiones, que será la suposición de ahora en adelante.

2.3 Cantidades termodinámicas
La descripción macroscópica de un gas la podemos obtener a través de los momentos
de la función de distribución de una partı́cula [3, 5]. El primer momento es el 4-flujo
de partı́culas

Nα = c

∫
pαf

d3p

p0
; (2.47)

el segundo, el tensor de energı́a-momento

Tαβ = c

∫
pαpβf

d3p

p0
. (2.48)

Si utilizamos la función de distribución (2.46) en estas definiciones, llegamos a que el
flujo de partı́culas para un gas no degenerado se expresa como

Nα
E = c

∫
pα

gs/h
3

exp(−a+Bαpα)

d3p

p0
, (2.49)
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donde el subı́ndice E indica el valor de Nα en el equilibrio. Pero Nα
E = nuα, por lo

que la densidad de número de partı́culas n en términos de la integral

Jnm(β, a) =

∫ ∞
0

sinhn ϑ coshm ϑ

exp(β coshϑ− a)
dϑ, (2.50)

queda como
n = 4π(mc)3 gs

h3
J21. (2.51)

Si ahora sustituimos (2.46) en la expresión del tensor de energı́a-momento (2.48),
obtenemos la densidad de energı́a interna por partı́cula y la presión en términos de
(2.50) como

ne = 4πm4c5
gs
h3
J22, (2.52)

P =
4π

3
m4c5

gs
h3
J40. (2.53)

Reescribiendo (2.50) en función de β y el potencial quı́mico µE , tenemos que

Jnm(β, µE) =

∫ ∞
0

sinhn ϑ coshm ϑ

exp(β coshϑ) exp(−µE/kT )
dϑ. (2.54)

Si además introducimos la integral In(β, µE) definida por

In(β, µE) =

∫ ∞
0

cosh(nϑ)

exp(β coshϑ) exp(−µE/kT )
dϑ, (2.55)

podemos llegar a las siguientes relaciones entre Jmn y In

J21 =
1

4
(I3 − I1), J22 =

1

8
(I4 − I0), J40 =

1

8
(I4 − 4I2 + 3I0).

Por lo que, las ecuaciones (2.51)-(2.53) las reescribimos en términos de (2.55) como
[3, 9]:

n = π(mn)3 gs
h3

(I3 − I1), (2.56)

e =
1

2
mc2

(
I4 − I0
I3 − I1

)
, (2.57)

P =
π

6
m4c5

gs
h3

(I4 − 4I2 + 3I0). (2.58)

La integral (2.55) tiende a una función de Bessel modificada de segunda especieKn(β)
en el lı́mite exp(µE/kT ) >> 1, ası́que podemos reescribirla como

In(β, µE)→ exp(µE/kT )Kn(β),

donde la función de Bessel modificada Kn(β) tiene la forma

Kn(β) =

∫ ∞
0

exp(−β coshϑ) cosh(nϑ)dϑ.
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La ecuación (2.56) queda expresada en términos de Kn(β) como

n =
4πm3c3gs

h3

K2(β)

β
exp(µE/kT ), (2.59)

y el potencial quı́mico se escribe como

µE
kT

= ln

[
nh3

4πgsm2ckTK2(β)

]
. (2.60)

Por otra parte, la masa-energı́a interna por partı́cula (2.57) y la presión (2.58) toman la
forma

e = mc2
[
K3(β)

K2(β)
− 1

β

]
, (2.61)

P = 4πm2ck2T 2 gs
h3
K2(β) exp(µE/kT ) = nkT, (2.62)

donde hemos utilizado (2.60) para obtener (2.62). Las ecuaciones (2.59)-(2.62) son
de gran importancia, pues con ellas calculamos otras cantidades termodinámicas
relevantes del sistema.

A partir de (2.42), (2.43), (2.60), (2.61) y (2.62) la entropı́a por partı́cula en
equilibrio es igual a

sE
k

= − ln

[
nh3β

4(mc)3K2(β)

]
− βK3(β)

K2(β)
. (2.63)

Además, obtenemos la entalpı́a

hE = e+
P

n
, (2.64)

que escrita en términos de (2.61) y (2.62) toma la forma

hE = mc2F (β), (2.65)

donde F (β) = K3(β)/K2(β). Por otra parte, las capacidades calorı́ficas por partı́cula
a volumen V y presión P constantes, definidas como

cv =

(
∂e

∂T

)
v

, cp =

(
∂hE
∂T

)
p

, (2.66)

las obtenemos de sustituir (2.61), (2.62) y (2.64) en (2.66), de manera que

cv = k(β2 + 5Fβ − F 2β2 − 1), cp = k(β2 + 5Fβ − F 2β2). (2.67)

2.4 Lı́mites no-relativista y ultra-relativista
Los resultados hallados hasta ahora son válidos para todo valor de la “frialdad
relativista” β = mc2/kT . Aquı́, analizaremos dos lı́mites:
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• el no-relativistas, es decir de bajas temperaturas, cuando β >> 1 ó bien cuando
mc2 >> kT ;

• y el ultra-relativista, a altas temperaturas, cuando β << 1 ó mc2 << kT .

Si sustituimos la función de Bessel modificada de segundo orden que aparece en
(2.61), por la siguiente aproximación

Kn(β) =

√
π

2β

1

exp(β)

[
1 +

4n2 − 1

bβ
+

(4n2 − 1)(4n2 − 9)

2!(8β)2
+

(4n2 − 1)(4n2 − 9)(4n2 − 25)

3!(8β)3
+ ...,

(2.68)

obtenemos que en el lı́mite no-relativista (β >> 1), la masa-energı́a por partı́cula está
dad por

e = mc2 +
3

2
kT

(
1 +

5

4

kT

mc2
+ ...

)
. (2.69)

Aquı́, el segundo término de la suma se refiere al valor no-relativista de la energı́a por
partı́cula. El primer término es la energia en reposo relativista, y la corrección a la
energı́a viene dado por el tercer término.

Además la presión está dada por

P = nkT, (2.70)

de modo que si tomamos la diferencia entre la energı́a por partı́cula (2.69) y la energı́a
en reposo, se sigue que la densidad de energı́a interna es

n(e−mc2) ≈ 3

2
nkT ≈ 3

2
P. (2.71)

Usando la misma aproximación (2.68), la entropı́a por partı́cula (2.63) queda como

sE = k

[
ln
T 3/2

n
− ln

(
h3

gs(2πmk)3/2

)
+

5

2

]
+ k

[
15

4β
+ ...

]
, (2.72)

donde los primeros términos corresponden a la ecuación clásica de Sackur-Tetrode,
mientras que los téminos restantes son correcciones relativistas. Asimismo la entalpı́a
(2.65) y las capacidades calorı́ficas (2.67), en este lı́mite, están dadas por

hE = mc2 +
5

2
kT

(
1 +

3

4β
+ ...

)
, (2.73)

cv =
3

2
k

(
1 +

5

2β
+ ...

)
, (2.74)

cp =
5

2
k

(
1 +

3

2β
+ ...

)
. (2.75)

Un gas no degenerado está caracterizado por exp(−µE/kT ) >> 1, mientras que un
gas no-relativista se caracteriza a través de término β >> 1, por lo que para un gas no
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degenerado y no-relativista tenemos que exp(µE/kT +β) >> 1. Después de sustituir
(2.60) en esta última expresión y de aproximar la función de Bessel como

K2(β) ≈
√
π/2β

exp(β)
,

obtenemos el siguiente resultado:

n

gs

(
h2

2πmkT

)3/2

<< 1,

indicando que para un gas no degenerado, la longitud de onda térmica es mucho menor
que el promedio de las distancias interparticulares, es decir

λ =
h

(2πmkT )1/2
<< 1.

Por otra parte, el lı́mite ultra-relativista de altas temperaturas en el que las masas
tienden a cero, está caracterizado por el parámetro β, de modo que β << 1. Si usamos
la siguiente expresión de la función de Bessel

KN (β) = (−1)n+1
∞∑
k=0

(β/2)n+2k

k!(n+ k)!
x

[
ln
β

2
− 1

2
Ψ(k + 1)−

1

2
Ψ(n+ k + 1)

]
+

1

2

∞∑
k=0

(−1)k
(n− k − 1)!

k!(β/2)n−2k
,

(2.76)

y aproximamos K2(β) y K3(β) como sigue

K2(β) ≈ 2

β2
, K3(β) ≈ 8

β3
,

las cantidades termodinámicas correspondientes al sistema son las siguientes:

n = 8π
gs
h3

(
kT

c

)3

exp(µE/kT ), (2.77)

µE = kT ln

[
n

8πgs

(
hc

kT

)3]
, (2.78)

e = 3kT, hE = 4kT, P =
1

3
ne = nkT, (2.79)

cv = 3k, cp = 4k. (2.80)

El los próximos capı́tulos retomaremos estos resultados, y teniendo a un gas de
Maxwell-Jüttner como fuente de campo gravitacional, profundizaremos en el contexto
de Relatividad General.



Capı́tulo 3

Fundamentos de Relatividad
General

La teorı́a de la Relatividad General (RG) fue postulada por Albert Einstein en 1915,
y describe la curvatura del espacio-tiempo según la distribución de masa. La presen-
cia de un objeto masivo distorsiona y modifica al espacio-tiempo, y este determina la
dinámica de los objetos fı́sicos. La RG se introduce como modificación a la gravedad
de Newton que, entre otras cosas, se basa en que la interacción entre dos objetos ma-
sivos es inmediata, es decir la velocidad de interacción es infinita, contradiciendo uno
de los postulados de la Relatividad Especial (RE), que indica que nada, ni siquiera las
interacciones gravitatorias, viaja más rápido que la velocidad de la luz c.

Los principios sobre los que se asienta esta teorı́a se podrı́an resumir en [2, 1]

• El espacio-tiempo es una variedad 4-dimensional, que posee una métrica.

• Principio de covarianza: las leyes de la fı́sica deben ser las mismas para todos los
observadores.

• Principio de equivalencia de Einstein: en regiones del espacio-tiempo lo
suficientemente pequeñas, las leyes de la fı́sica serán las mismas que las de
Relatividad Especial, es decir que es imposible de detectar la existencia de un
campo gravitacional por medio de experimentos locales.

Uno de los conceptos matemáticos fundamentales es el de métrica, que especifica
las caracterı́sticas geométricas del espacio-tiempo. A cada evento le asignaremos
una coordenada de este espacio-tiempo xα, donde α puede tomar valores (0, 1, 2, 3),
representando el tiempo y la posición en el espacio en que ocurre el evento.

La relación entre dos eventos cercanos separados por un infinitesimal dxα se define
a través de su intervalo, y se expresa como

ds2 =

3∑
α,β=0

gαβdx
αdxβ ≡ gαβdxαdxβ . (3.1)

23
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Aquı́, la métrica es representada por gαβ e indica los elementos de una matriz 4 × 4.
La convención de signo utilizada es (−,+,+,+). Para cada métrica gαβ existen
coeficientes gαβ tal que gαµgβµ = δαβ .

Uno de los teoremas fundamentales que se obtiene a partir de la RE, y que puede
ser generalizado a RG, es el que indica que el intervalo entre dos eventos será el
mismo para cada observador inercial. Esto significa que el intervalo es una cantidad
invariante, independiente del movimiento relativo o las coordenadas que esté utilizando
el observador.

En el caso de RE, la métrica utilizada es la de Minkowski, que describe el espacio-
tiempo plano

ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 ≡ ηαβdxαdxβ (3.2)

Del signo que tome el intervalo, se puede clasificar la relación entre dos eventos de la
siguiente manera:

si ds2 > 0 intervalo espacial;
si ds2 < 0 intervalo temporal; y
si ds2 = 0 intervalo nulo.

Si dos eventos son separados por un intervalo espacial no se podrı́a ir de uno a otro,
ya que para alcanzarlo se deberı́a viajar más rápido que la velocidad de la luz. Si dos
eventos son separados por un intervalo temporal, uno puede alcanzar a otro por medio
de una lı́nea mundo tipo tiempo. Estos intervalos caracterizan los eventos fı́sicos, y se
puede ir de uno a otro viajando a una velocidad menor que c. Por último, si el intervalo
que separa dos eventos es nulo, se puede viajar de uno a otro por medio de un rayo de
luz, es decir a una velocidad c.

3.1 Tensor de curvatura y ecuaciones de Einstein
Gracias a la métrica podemos definir diferentes cantidades invariantes como el producto
escalar entre dos vectores. Si se tiene dos vectores ~x y ~y, definimos el producto escalar
de la siguiente forma:

~x . ~y = gαβx
αyβ . (3.3)

La magnitud de un vector también es un invariante, definida como:

~x2 := ~x . ~x = gαβx
αxβ . (3.4)

Este escalar no tiene que ser necesariamente positivo. Al igual que con los intervalos,
dependiendo del signo de su magnitud, es como se clasifica los vectores: si ~x2 < 0, ~x
es un vector tipo tiempo; si ~x2 = 0, se trata de un vector nulo; y si es positivo, ~x se le
llama tipo espacio.

Por otra parte tenemos las geodésicas, definidas como las trayectorias que siguen
las partı́culas en caı́da libre en un espacio-tiempo curvo. Localmente estas son lı́neas
rectas, pero globalmente no se mantienen paralelas. Una forma de parametrizar estas
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trayectorias, es por medio del tiempo propio dτ2 = −ds2, que es el tiempo que mide
el observador en su marco inercial. La ecuación de una geodésica es la siguiente:

d2xα

dτ2
+ Γαµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0, (3.5)

donde hemos introducido los sı́mbolos de Christoffel definidos como:

Γαµν :=
gαβ

2

[
∂gβµ
∂xν

+
∂gβν
∂xµ

− ∂gµν
∂xβ

]
. (3.6)

Un vector relevante en esto es la cuadrivelocidad, cuya definición es:

~u := d~x/dτ. (3.7)

Pedimos que la magnitud de la cuadrivelocidad sea igual a ~u . ~u = −1. Este vector es
tipo tiempo y es tangente a la lı́nea mundo (geodésica) de una partı́cula.

Con esta cantidad en mente, podemos reescribir la ecuación geodésica de manera
equivalente

duα

dτ
+ Γαµνu

µuν = 0, (3.8)

El tensor de Riemann se define como

Rαβµν := ∂µΓαβν − ∂νΓαβµ + ΓασµΓσβν − ΓασνΓσβµ. (3.9)

Este tensor tiene 256 componentes (al definirlo en 4 dimensiones), aunque por la gran
cantidad de simetrı́as sólo 20 de ellas son independientes. Si se trata del espacio plano
el tensor de Riemann se anula.

A partir de este tensor podemos definir el tensor de Ricci, al contraer dos de sus
ı́ndices,

Rµν :=
∑
λ

Rλµλν = Rλµλν . (3.10)

El tensor de Ricci es simétrico en los dos ı́ndices, esto indica que sólo tiene 10
componentes independientes.

La derivada covariante de un vector se define como

vα,β ≡ ∇βvα :=
∂vα

∂xβ
+ vµΓαβµ, (3.11)

e indica cómo cambian las componentes de un vector en el espacio, tomando en cuenta
las variaciones de la bases. Si se tratara del espacio plano cartesiano, los sı́mbolos de
Christoffel se hacen cero y la derivada covariante es la derivada parcial usual.

La derivada de un covector es de la forma

vα,β =
∂vα
∂xβ

− Γµαβvµ. (3.12)
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También se puede extender la derivada covariante a tensores de más órdenes. Aquı́, por
cada ı́ndice libre del tensor, se debe agregar un término que contenga un Christoffel con
el signo correcto. Los más usuales son:

Tµν,α = ∂αT
µν + ΓµαβT

βν + ΓναβT
µβ ,

Tµν,α = ∂αTµν − ΓβαµTβν − ΓβανTµβ .
(3.13)

De aquı́ podemos ver que la derivada covariante de la métrica es cero

gµν,α = 0, gµν,α = 0. (3.14)

Las ecuaciones de Einstein relacionan la geometrı́a del espacio-tiempo con la
distribución de la masa-energı́a. La expresión que indica esta relación se escribe como

Gµν =
κ

c2
Tµν , (3.15)

donde Gµν es el tensor de Einstein, Tµν es el tensor de masa-energı́a y κ ≡ 8πG/c2.
La parte derecha de (3.15) se escribe como

Gµν := Rµν −
1

2
gµνR, (3.16)

donde R := gµνRµν es la traza del tensor de Ricci, o escalar de curvatura. La forma
de Tµν depende del sistema que se esté analizando, e indica cuál es la distribución de
masa-energı́a en ese ET. En nuestro caso, será el tensor de un fluido ideal.

3.2 Corrimiento al rojo gravitacional y Principio de
equivalencia

El Principio de Equivalencia de Einstein, conocido como principio de equivalencia
débil, postula que cualquier experimento que se realiza en un campo gravitacional
uniforme, brinda los mismos resultados si se realizara en un marco sin influencia
gravitatoria alguna, pero que está uniformemente acelerado respecto a un marco
inercial. Esto es considerando una región de espacio-tiempo suficientemente pequeña
[10, 1].

Este principio, se vincula de manera directa con el corrimiento al rojo gravitacional,
uno de los primeros experimentos pensados de Einstein. Para su desarrollo, seguimos
el procedimiento propuesto en [2], abonado de comentarios tomados de [1] y [11].

Supongamos que tenemos una partı́cula de masam que se encuentra inicialmente en
reposo en la parte superior de una torre de altura h, la cual yace sobre la superficie de la
Tierra. La partı́cula se deja caer en caı́da libre, por lo que experimenta una aceleración
g, de modo que llega a la Tierra con una velocidad v = (2gh)1/2. La energı́a de esta,
medida por un detector en la Tierra, está dada por

E = mc2 +
1

2
mv2 = mc2 +mgh+ ϑ(v4).
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Imaginemos que se cuenta con un mecanismo tal que, sin violar la conservación de la
energı́a, la energı́a de la partı́cula es transformada en un fotón que regresa a la parte
superior de la torre, con una E′ = mc2. En la cima de la torre, se vuelve a tener una
partı́cula de masa m′c2 = E′, es decir m′ = m, sino se irı́a en contra de las leyes de la
termodinámica. Ası́, llegamos que la relación entre las energı́as de los fotones debe ser

E′

E
=
h̄ν′

h̄ν
=

mc2

mc2 +mgh+ ϑ(v4)
= 1− gh+ ϑ(v4).

de donde se sigue que

ν′ = ν(1− gh+ ϑ(v4)),
ν′

ν
= 1 + z = 1− gh+ ϑ(v4),

donde los términos son

gh =

[
− GMT

r

]r2
r1

con r1 = rT , r2 = rT + h,

g = −GMT

rT
, h = r2 − r1.

En esta ecuación vemos que ν′ < ν, es decir que se tiene un corrimiento al rojo: el
fotón perderá energı́a al ir contra el potencial terrestre.

El corrimiento al rojo que produce el potencial gravitatorio de la Tierra, fue medido
por primera vez en 1960 [12, 13], y ha sido puesto a prueba una y otra vez en diversos
contextos [14]. Allı́ [12], hallaron la pérdida de energı́a en un fotón ν′ − ν, al escalar
una altura de h = 22.5m con una precisión del 1%.

A partir de la idealización del experimento de corrimiento al rojo gravitacional,
y después de proponer el principio de equivalencia, Einstein desarrolló la Relatividad
General, con la que es posible estudiar los efectos de una aceleración provocada por
un campo gravitacional no uniforme, en el cual las lı́neas universo de las partı́culas –
a diferencia del espacio plano de Minkowski–, no cumplen el axioma euclideano del
paralelismo.

Cuando se elimina este axioma de la geometrı́a euclidiana, obtenemos un espacio
curvo que es localmente plano. Aquı́ se hace necesario plantear la RG en espacios de
Riemann, los cuales son curvos y localmente planos.

3.3 Lı́mite newtoniano de las ecuaciones de Einstein
El lı́mite newtoniano de las ecuaciones de Einstein que mostramos en (3.15), puede ser
hallado en las siguientes suposiciones:

• existe un sistema en el cual la densidad de energı́a en reposo es la fuente de campo
gravitacional y todas las otras componentes del tensor de energı́a-momento son
despreciables;

• los campos varı́an lentamente, por lo que las derivadas con respecto a t son
despreciables en comparación con las derivadas espaciales;
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• la métrica gµν se desvı́a poco de la métrica del espacio-tiempo de Minkowski, de
manera que
gµν = ηµν + fµν , con ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) y |fµν | << ηµν .

Los términos cuadráticos en fµν y de orden superior son despreciables. Ası́, las
ecuaciones de campos de Einstein (3.15) resultan lineales, y al contraerlas con gµν
llegamos a

−R =
κ

c2
Tµµ =

κ

c2
T. (3.17)

Ası́, las ecuaciones de Einstein se escriben como:

Rµν = 8π(Tµν −
1

2
gµνT ), (3.18)

de la que sólo nos interesa la componente

R00 = 8π
(
T00 −

1

2
η00T

)
= 8π

(
ρc2 − 1

2
ρc2
)

= 8π
ρ

2
c2. (3.19)

Para calcular R00, a partir de la métrica supuesta más arriba, retomamos la definición
del tensor de curvatura e ignoramos los términos cuadráticos en los sı́mbolos de
Christoffel. De manera que:

R00 =
1

2
ηµνf00,µν = −1

2
ηijf00,ij =

1

2
f00, (3.20)

que en su forma simplificada queda

f00 = −8πρc2. (3.21)

Esta ecuación es similar a la ecuación de Poisson, que satisface el potencial newtoniano.
Si consideramos una partı́cula de prueba, podemos obtener la ecuación geodésica

d2xα

dτ2
= −Γαβγ

dxβ

dτ

dxγ

dτ
. (3.22)

Para partı́culas de movimiento lento, el tiempo propio coincide aproximadamente con
el tiempo coordenado t = x0/c, y la cuadrivelocidad en (3.22) puede ser reemplazada
por u0 = 1, ui = 0, de manera que

d2xα

dτ2
= −Γα00c

2 =
1

2
ηαβg00,βc

2 =
1

2
ηαβf00,βc

2. (3.23)

Si comparamos este resultado con la ecuación de movimiento de una partı́cula bajo un
potencial gravitacional Φ:

d2r

dt2
= −∇Φ, (3.24)

vemos que el potencial gravitacional newtoniano Φ está relacionado con la métrica a
través de la siguiente expresión

Φ = −c2 f00

2
entonces g00 = −(1 +

2Φ

c2
), (3.25)
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y recordando la ecuación de Poisson para el potencial newtoniano, ∇Φ = 4πGρ,
ası́ como las ecuaciones (3.21) y (3.24), recuperamos el valor de la constante que
aparece en las ecuaciones expresadas en el sistema internacional: 8πG/c4 = 2.07 ×
10−48g−1cm−1s2, donde G es la constante gravitacional de Newton y vale G =
6.67× 10−8g−1cm3s−2.



Capı́tulo 4

Equilibrio hidrostático en
simetrı́a esférica

4.1 Simetrı́a esférica
Aquı́ haremos foco en sistemas esféricamente simétricos, los cuales son de gran interés
en Astrofı́sica ya que muchos objetos celestes presentan una simetrı́a similar. Para esto,
trabajaremos con coordenadas que permitan una expresión sencilla. En un espacio
plano –como el de Minkowski–, el elemento de lı́nea en coordenadas esféricas, se
escribe como

ds2 = −c2dt2 + dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2). (4.1)

Cada superficie con r y t constante, es una superficie esférica de dos dimensiones, una
2-esfera. El elemento de lı́nea de una curva que se encuentra dentro de dicha esfera es
igual a

dl2 = r2(dθ2 + sin2 θdφ2) ≡ r2dΩ2. (4.2)

De manera que cualquier superficie bidimensional representada por medio del elemento
de lı́nea (4.2), con r2 independiente de θ y φ, posee una geometrı́a de 2-esfera. El
asumir que el espacio-tiempo es esféricamente simétrico, implica que cualquier punto
en el espacio-tiempo es una 2-esfera con elemento de lı́nea

dl2 = f(r, t)(dθ2 + sin2 θdφ2). (4.3)

con f(r, t) una función de las coordenadas r y t. La coordenada radial r se define como
f(r, t) ≡ r2, la cual se conoce como coordenada de curvatura o coordenada de área, y
representa el radio de curvatura y del área de las esferas.

Ahora consideramos dos esferas en un espacio 3-dimensional a un tiempo constante,
con coordenadas θ y φ, de radio r y r + dr respectivamente. Bajo estos supuestos,
se puede encontrar una lı́nea con θ y φ constantes, que resulta ser ortogonal a ambas
superficies. Cada lı́nea tiene por definición una tangente ēr, de manera que ēr.ēθ =

30
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ēr.ēφ = 0, es decir que grθ = grφ = 0. Ası́, la métrica toma la forma

ds2 = gttc
2dt2 + 2gtrcdrdt+ 2gtθcdθdt+ 2gtφcdφdt+ grrdr

2 + r2dΩ2. (4.4)

Si tomamos dos esferas en un espacio-tiempo nuevamente a t constante, podemos
definir una lı́nea con r, θ y φ constantes que sea ortogonal a ellas. De modo que ēt es
ortogonal a ēθ y ēφ, es decir que gtθ = gtφ = 0, por lo que la métrica se escribe como:

ds2 = −gttc2dt2 + 2gtrcdrdt+ grrdr
2 + r2dΩ2. (4.5)

Además, siempre es posible hacer una transformación de coordenadas t = t(t̄, r̄),
r = r(t̄, r̄), tal que podemos reescribir (4.5) como

ds2 = −A2c2dt2 +B2dr2 + Y 2dΩ2, con dΩ ≡ dθ2 + sin2 θdφ2. (4.6)

dondeA,B y Y son funciones de x0 = ct y r (se omiten las barras en las coordenadas).
A continuación, estudiaremos la solución de Schwarzschild, la cual es la única

solución a las ecuaciones de Einstein en el vacı́o con simetrı́a esférica [2, 1]. De
igual manera analizaremos las soluciones estática de fluido perfecto sujeto a equilibrio
hidrostático.

4.1.1 Soluciones esféricas y estáticas
Un espacio-tiempo con simetrı́a esférica es estático si admite un vector de Killing ξα
temporal, es decir gαβξαξβ < 0. Si consideramos coordenadas comóviles para la
métrica esférica general (4.6), sin perder generalidad , tenemos que ξ = δα0 . La
condición para que este vector sea un vector de Killing es que ξ(α,β) = 0, la cual
implica que A,0 = B,0 = Y,0 = 0, por lo que estas funciones deben depender sólo
de la coordenada r. En particular, podemos escoger la coordenada radial de modo que
esta denote el radio de las 2-esferas parametrizadas por (θ, φ). Entonces, la métrica
correspondiene con una simetrı́a esférica y estática está dada por

ds2 = −A2(r)c2dt2 +B2(r)dr2 + Y 2dΩ2. (4.7)

En un espacio-tiempo cuyas fuentes corresponden a un campo débil, cuya evolución es
lenta (cuasi-newtoniano) la relación gtt y el potencial newtoniano ΦN es

gtt = −
(

1 +
2ΦN
c2

)
, (4.8)

donde 2ΦN/c
2 << 1 y Φ es independiente de x0 = ct. Por lo que para un espacio-

tiempo esférico y estático general, expresamos gtt = −A2 en (4.7) como

A(r) = exp

(
Φ(r)

c2

)
, (4.9)

de modo que recuperamos el caso cuasi-newtoniano (Φ ≈ ΦN ) si la función mértica Φ
satisface 2Φ/c << 1 [2, 15].
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4.1.2 Ecuaciones de campo
Consideramos ahora como fuente de 3.15 del capı́tulo anterior (3), a un tensor de
energı́a-momento de un fluido perfecto

Tαβ = (µ+ P )uαuβ + gαβ , (4.10)

donde uα = exp(−Φ/c2), µ la consideraremos como la densidad de masa-energı́a y
P la presión. Las ecuaciones de Einstein Gαβ = κTαβ , con κ = 8πG/c2, toman una
forma más sencilla si redefinimos grr = B2 como

B2 =

[
1− κM(r)

r

]−1

, (4.11)

a partir de lo cual obtenemos las ecuaciones Gtt = κµ y Grr = κP

M ′ =
µ

c2
r2, (4.12)

Φ′ =
κ

2

[M + (P/c2)r3]

r[r − κM ]
. (4.13)

Por otra parte, la ecuación de balance Tαβ,β = 0 queda dada por

P ′ = −(µ+ P )
Φ′

c2
. (4.14)

Mientras que la ecuación Gθθ = Gφφ = κP se satisface si se cumple (4.10)-(4.14), por
lo que ya no es necesaria.

En el caso particular de (4.12) y (4.13) con µ = P = 0 (vacı́o) tenemos que

M ′ = 0⇒M = M0, (4.15)

Φ′ =
κ

2

M0

r[r − κM0]
, (4.16)

es precisamente la solución de Schwarzschild, lo cual nos lleva a considerar a la función
M(r)c2 como la masa-energı́a acumulada en un radio r a través de

M(r)

c2
=

∫ r

0

µr̄2dr̄, (4.17)

de manera que para una masa puntual en r = 0, (4.17) corresponde a la distribución
singular µ = µδ(r), por lo que obtenemos que M = M(0) = M0. En este caso,
toda la masa contenida en una esfera de radio r > 0 es igual a M0, sin embargo, para
una distribución no singular µ = µ(r), esta integral lleva a M = M(r) la cual está
contenida en una esfera de radio r, bajo la condición de regularidad M(0) = 0. Si
tenemos una esfera de fluido de radio r = rb, con µ = P = 0 para r > rb, entonces
tenemos que M(r) está dada por (4.17) para 0 < r < rb, mientras que para r > rb
tenemos M = M0 = M(rb). Esto es consistente con la unicidad de la solución de
Schwarzschild, ya que para r > rb tenemos que Tαβ = 0, por lo que la métrica para
este rango de r es de nuevo (4.18) con M0 = M(rb) [2].
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4.2 Solución de Schwarzschild
La única solución a las ecuaciones de Einstein con simetrı́a esférica en el vacı́o (Tαβ =
0), es la solución de Schwarzschild dada por

ds2 = −
(

1− rS
r

)
c2dt2 +

(
1− rS

r

)−1

dr2 + r2dΩ2, (4.18)

siendo rS una constante con unidades de longitud [2, 1]. Esta fue la primer solución
exacta a las ecuaciones de Einstein, obtenidas por Karl Schwarzschild en 1917. El
potencial newtoniano asociado al campo débil de (4.18) es

ΦN
c2
≈ rS

r
. (4.19)

Si comparamos (4.19) con el potencial newtoniano asociado a una masa puntual M0,
dado por ΦN = −GM0/r, podemos identificar rS con la longitud

rS =
2GM0

c2
, (4.20)

donde G y c son constantes fundamentales. Dicha longitud se conoce como el “radio
de Schwarzschild” asociado a la masa puntual M0. Dado que para una masa puntual
tenemos Tαβ = 0, la solución de Schwarzschild corresponde a dicha configuración
[11, 16].

4.2.1 Equilibrio hidrostático
Combinando (4.13) con (4.14), y considerando (4.12) obtenemos el sistema de
ecuaciones

M ′ =
µ

c2
r2, (4.21)

P ′ = −κ/2(µ+ P )[M + Pr3/c2]

r[r − κM ]
, (4.22)

el cual es el sistema de ecuaciones de equilibrio hidrostático. La ecuación (4.22) es
conocida como “ecuación de Tolman-Oppenheimer-Volkoff” (TOV) [2, 3, 17].

En el lı́mite newtoniano de las ecuaciones (4.21) y (4.22) tenemos

P << µ ≈ ρc2, M ≈ ρr3, 4πPr3 << Mc2,
2GM

c2
<< r. (4.23)

De modo que las ecuaciones del equilibrio hidrostático toman las siguientes formas

M ′ = ρr2, (4.24)

P ′ = −GρM
r2

. (4.25)

Dichas ecuaciones caracterizan el equilibrio termodinámico para fuentes newtonianas
con simetrı́a esférica.
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El sistema (4.21)-(4.22) consta de dos ecuaciones para tres incógnitas: µ, P y M ,
de manera que para que pueda ser integrado necesitamos una expresión que relacione µ
y P , ya que son funciones que determinan las caracterı́sticas fı́sicas de la fuente. Esta
expresión es la ecuación de estado. En particular, para un fluido termodinámico, la
ecuación de estado tiene la forma

µ = µ(n, T ), P = P (n, T ), (4.26)

donde n y T son la densidad de número de partı́culas y la temperatura. En este trabajo,
pretendemos aplicar las ecuaciones TOV al gas de Boltzmann y de Jüttner, para el cual
es posible expresar µ yP de manera similar a (4.26). Para ilustrar cómo se puede usar el
sistema (4.21)-(4.22), consideramos primero el caso idealizado de la solución interior
de Schwarzschild que ahora presentamos.

4.2.2 Solución “interior” de Schwarzschild
El caso más sencillo, es el que se fija alguna de las tres funciones M , µ o P de manera
arbitraria, como por ejemplo

µ = µ0 = constante. (4.27)

La solución exacta del sistema (4.21)-(4.22) bajo la condición (4.27) es conocida como
“solución interior de Schwarzschild” [2].

La condición (4.27) en (4.21) implica inmediatamente que

M =
κ

6
µ0r

3 (4.28)

donde hemos supuesto que M(0) = 0. Mientras que (4.22) toma la forma

P ′ = − (κr/6)(µ0 + P )(µ0 + 3P )

1− (κµ0/3)r2
. (4.29)

Si ahora integramos (4.29) obtenemos

µ0 + 3P

µ0 + P
=
µ0 + 3Pc
µ0 + Pc

[
1− (κ/3)µ0r

2

]1/2

, (4.30)

donde Pc = P (0) se refiere al valor central de P , notación que se utilizará de ahora en
más.

Por otra parte, de (4.14) con µ constante obtenemos que P y Φ están relacionados
como

P + µ0 = C exp(−Φ/c2), (4.31)
donde C es una constante arbitraria. Las ecuaciones (4.28), (4.29) y (4.31) determinan
completamente la solución de equilibrio hidrostático para una configuración esférica de
fluido perfecto con densidad de masa-energı́a constante µ0.

Si tenemos una esfera de radio r = rb con µ = µ0, el campo externo para r > rb
está dado por la mértica de Schwarzschild, con

M0 = M(rb) =
κ

6
µ0r

3
b . (4.32)
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En r = rb se deben cumplir la continuidad de las soluciones que describen al sistema
en el interior y en el exterior, tanto de la métrica en la dirección tangente a la interfase,
como de su curvatura extrı́nseca. Para Schwarzschild, los coeficientes métricos gθθ y
gφφ son iguales, por lo que, en estas condiciones, la continuidad están dada por [18]

• Continuidad de g00

exp

(
2Φ(rb)

c2

)
= 1− 2GM0

c2rb
= 1− κ

3
µ0r

2
b . (4.33)

• Continuidad de P (r)

P (rb) = 0 (4.34)

Usando (4.27), (4.32), (4.29) y (4.31), y las condiciones (4.33) y (4.34), entonces, Φ y
P en el intervalo 0 ≤ r ≤ rb toman la forma

exp

(
Φ

c2

)
=

3

2

√
1− 2GM0

c2rb
− 1

2

√
1− 2GM0r2

c2r3
b

, (4.35)

P = µ0

√
1− 2GM0r2/(c2r3

b )−
√

1− 2GM0/(c2rb)

3
√

1− 2GM0/(c2rb)−
√

1− 2GM0r2/(c2r3
b )
, (4.36)

de manera que para r = 0 obtenemos la siguiente relación entre Pc y rb

Pc = µ0
1−

√
1− 2GM0/(c2rb)

3
√

1− 2GM0/(c2rb)− 1
(4.37)

de donde se ve que una esfera de densidad constante y radio rb finito puede tener una
presión central Pc finita, solamente si rb y M0 satisfacen la condición

2GM0

c2rb
<

8

9
, (4.38)

la cual es conocida como el “lı́mite de Chandrasekhar” [18]. Esta es una restricción
sobre los radios y masas que puede tener un objeto esférico de densidad constante en
equilibrio hidrostático, caracterı́stica de las configuraciones relativistas. Mientras que
en el caso newtoniano, la solución a las ecuaciones de equilibrio (4.12) y (4.14) es el
caso equivalente en el cual ρ = ρ0, con ρ0 constante, por lo que se sigue que la expresión
correspondiente para P (r) que satisface P (rb) = 0 es

P =
2πGρ2

3
(r2
b − r2), (4.39)

de modo que para una masa M0 = M(rb) = (4/3)πρ0r
3
b la presión central Pc =

Gρ0M0/(2rb) no presenta restricción alguna sobre M0 y rb > 0 [2, 15, 11].



Capı́tulo 5

El Gas de Maxwell-Jüttner en
equilibrio hidrostático

5.1 El Gas de Maxwell-Jüttner en Relatividad General
Anteriormente –en el capı́tulo 2–, obtuvimos la ecuación de estado y las cantidades
termodinámicas más importantes en el espacio-tiempo plano de Minkowski, utilizando
Relatividad Especial. Por otra parte, la Teorı́a Cinética Relativista considera las
partı́culas del gas como partı́culas libres, y sus ecuaciones de movimiento son

dxαA =

dλ
= pαA,

dpαA
dλ

= 0, (5.1)

y la ecuación de Boltzmann esta dada por

pα
∂f

∂xα
= C(x, p), (5.2)

donde C(x, p) es el término de colisiones. La función de distribución en equilibrio
f = f (eq) que satisface (5.2) para el gas de Jüttner es [3, 4, 19]

f (eq)(x, p) =
gs
h3

exp(α+ βµp
µ), (5.3)

α =
µE
kT

, βµ =
uµ
kT

=
βuµ
mc2

, (5.4)

donde β = mc2/(kT ), de manera que

α,µ = 0, β(µ,ν) = 0. (5.5)

En Relatividad General, el gas de Jüttner es un sistema autogravitante, esto significa
que se considera una fuente de campo gravitacional, y se caracteriza por una métrica
que satisface las ecuaciones de Einstein con un tensor de energı́a-momento con µ y P
dadas por 2.61 y 2.62, vistas anteriormente.

36
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El objetivo ahora, es ampliar los resultados considerando un espacio-tiempo curvo.
Para esto, nos valdremos del principio de equivalencia y de las ecuaciones en su forma
tensorial halladas para Minkowski, ya que localmente siguen siendo válidas. Bajo estas
consideraciones, las partı́culas de gas pueden ser tomadas como partı́culas libres, y sus
trayectorias entre colisión y colisión responden a las lı́neas universo determinadas por
las geodésicas, que serán continuas a trozos. Las ecuaciones de movimiento (5.1) y las
de Boltzmann (5.2) en un espacio-tiempo curvo, pueden ser generalizadas a

dxαA =

dλ
= pαA,

dpαA
dλ

= −Γαβγ p
β
A p

γ
A, (5.6)

pα
∂f

∂xα
− Γαβγ p

β
A p

γ
A

∂f

∂pα
= C(x, p), (5.7)

Los supuestos referidos al gas de Jüttner (capı́tulo 2) en el espacio-tiempo curvo, siguen
siendo válidos. Ası́, la función de distribución de equilibrio (5.3) y (5.4) son las que
caracterizan al gas. Por otro lado, la primer ecuación de (5.5) es igual, e indica que α es
una constante para cualquier observador. La segunda ecuación de (5.5) toma la forma

β(µ,ν) = 0, (5.8)

lo que indica que βµ es un vector de Killing. Este vector es temporal y paralelo a uµ,
lo que indica que se trata de un espacio-tiempo que al ser de simetrı́a esférica debe
ser estático. Esto nos muestra que el gas de Jüttner es una fuente de curvatura de un
espacio-tiempo estático con simetrı́a esférica.

5.2 Variables termodinámicas
En el capı́tulo 2, mostramos que la ecuación de estado del gas de Jüttner está dada por
la densidad de masa-energı́a µ y la presión P en términos de las variables T y n. Si
usamos la variable β = mc2/kT concida como “frialdad relativista”, y la densidad de
masa en reposo ρ = mn, las ecuaciones de estado pueden ser reescritas como

µ = ρc2
[
K3(β)

K2(β)
− 1

β

]
, (5.9)

P =
ρc2

β
. (5.10)

Aquı́, lasKs son las funciones de Bessel modificadas de segundo orden, las mismas que
aparecieron en el capı́tulo 2. Ası́, podemos llegar a la densidad de número de partı́culas

n =
4πgs(mc)

3K2(β)

h3β
exp(µE/kT ), (5.11)

donde gs es el parámetro de spin y µE es el potencial quı́mico en equilibrio. La
condición de equilibrio de la distribución de Maxwell-Jüttner precisa que µE/kT sea
constante. Si usamos ρ = mn, la ecuación (5.11) puede ser reescrita como

ρ = ρc
βc
β

K2(β)

K2(βc)
. (5.12)
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Por otra parte, si trabajamos sobre la ecuación (5.8) obtenemos que

uαT,α = Ṫ = 0, (5.13)

hβαT,β + T u̇α = 0, (5.14)

donde u̇α = uα,βu
β es la cuadri-aceleración asociada a la cuadri-velocidad uα.

Hemos visto (Capı́tulo 4) que para un espacio-tiempo esférico y estático tenemos
que

ds2 = − exp

(
2Φ(r)

c2

)
c2dt2 +

[
1− κM(r)

r

]−1

dr2 + r2dΩ2, (5.15)

y la cuadri-velocidad comóvil es

uα = exp

(
− Φ

c2

)
δα0 . (5.16)

Con estos dos resultados en mente, obtenemos que la ecuación (5.13) implica que
T = T (r), lo cual es consistente con el carácter estático de (5.15). La ecuación
(5.14) indica que el estado de equilibrio de un gas ideal en la formulación relativista,
no está asociado con la ausencias de gradientes de temperatura, somo sı́ sucede en
termodinámica clásica, en la que el gas no-degenerado en equilibrio es isotérmico. En
el marco de RG, cuando es gas de Jüttner es autogravitante, se requiere un gradiente
de temperatura T proporcional a la 4-aceleración, necesario para mantener al gas en un
sistema de referencia estático. Esto fue estudiado por primera vez por Tolman en 1930,
por lo que la ecuación (5.14) se conoce como “ley de Tolman” [20, 21].

En el caso de la métrica (5.15), y la velocidad (5.16), con la aceleración expresada
como u̇α = (Φ′/c2)δrα, podemos expresar la ley de Tolman como

β′

β
= −T

′

T
=

Φ′

c2
, (5.17)

de donde obtenemos que la relación entre β y Φ es

β = βc exp

(
Φ− Φc
c2

)
, (5.18)

y el subı́ndice c indica la evaluación de Φ en r = 0.

Con las ecuaciones (5.17) y (5.18), podemos encontrar una relación con el
corrimient´o al rojo de la forma

T

Tc
exp

(
Φc − Φ

c2

)
=

1

1 + z
, (5.19)

donde vemos que la temperatura de equilibrio es inversamente proporcional al
corrimiento al rojo entre observadores estáticos (el emisor está ubicado en la lı́nea de
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universo central r = 0). Como ya se mostró en 2, la entropı́a por partı́cula del gas de
Jüttner es

S

k
= ln

[
4πgs(mc)

3K2(β)

nh3β

]
+ β

K3(β)

K2(β)
. (5.20)

Si sustituı́mos (5.11) en (5.20), podemos notar que el primer término de la suma del
lado derecho es constante e igual a µE/kT . Ası́, podemos escribir (5.20) como

S − Sc
k

= β
K3(β)

K2(β)
− βc

K3(βc)

K2(βc)
. (5.21)

Otra variable termodinámica importante es la entalpı́a, la cual se escribe como

h =
µ+ P

n
= mc2

K3(β)

K2(β)
, (5.22)

y las capacidades calorı́ficas por partı́cula cV y cP , a volumen y presión constantes son

cV =

(
∂µ

∂T

)
V

= k

[
β2 + 5βF (β)− β2F 2(β)− 1

]
, (5.23)

cP =

(
∂h

∂T

)
P

= k

[
β2 + 5βF (β)− β2F 2(β)

]
, (5.24)

donde F (β) ≡ K3(β)/K2(β). A diferencia del gas ideal clásico (gas de Maxwell-
Boltzmann), el coeficiente cP /cV no es constante [3, 4, 19, 9].

5.3 Lı́mites asintóticos
En el capı́tulo 2, el valor del parámetro β = mc2/kT determina si el gas de Jüttner
se encuentra en un régimen ultra-relativista β << 1, o no-relativista β >> 1.
Las funciones de Bessel modificadas que aparecen en las expresiones (5.9)-(5.12)
se reducen a funciones elementales en estos lı́mites asintóticos. A continuación,
analizaremos los lı́mites de las cantidades termodinámicas más relevantes

• Masa-energı́a por partı́cula
µ

ρc2
=
K3(β)

K2(β)
− 1

β
. (5.25)

• Cociente entre presión y densidad de masa-energı́a
P

µ
=

K2(β)

βK3(β)−K2(β)
. (5.26)

• Entropı́a por partı́cula (menos la fugacidad α = µE/(kT ) = constante)
S

k
− α = β

K3(β)

K2(β)
. (5.27)

• Cociente de capacidades calorı́ficas cP /cV
cP
cV

=
β2 + 5βF (β)− β2F 2(β)

β2 + 5βF (β)− β2F 2(β)− 1
, F (β) ≡ K3(β)

K2(β)
. (5.28)
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5.3.1 Lı́mite ultra-relativista
En la aproximación β << 1 y βc << 1, las expresiones de las cantidades (5.25)-(5.28)
alrededor de β = 0 son las siguientes

µ

ρc2
≈ 3

β
+O(β), (5.29)

P

µ
≈ 1

3
− 1

18
β +O(β2), (5.30)

S

k
− α ≈ 4 +

β2

2
+O(β4), (5.31)

cP
cV
≈ 4

3
+
β2

18
+

[
γ +

12

27
+ ln

β

2

]
β4

12
+O(β6). (5.32)

Por último, en este lı́mite la expresión correspondiente a la densidad de masa en reposo
(densidad de número de partı́culas) está dada por

n

nc
=

ρ

ρc
≈
(
βc
β

)3

+O(β). (5.33)

Además, las cantidades termodinámicas (5.25)-(5.28) toman la forma aproximada
a las ecuaciones correspondientes de un gas de fotones –radiación–, donde P = µ/3,
n ∝ β−3 ∝ T 3 y µ >> ρc2.

5.3.2 Lı́mite no-relativista
En la aproximación β >> 1 y βc >> 1, las expresiones asintóticas de las cantidades
(5.25)-(5.28) son las siguientes

µ

ρc2
≈ 1 +

3

2β
+O(β−2), (5.34)

P

µ
≈ 1

β
− 3

2β2
+O(β−3), (5.35)

S

k
− α ≈ 5

2
+ β +O(β−1), (5.36)

cP
cV
≈ 5

3

[
1− 1

β
+

5

2β2

]
+O(β−3). (5.37)

Por otra parte la expresión de la masa en reposo (5.11) es

n

nc
=

ρ

ρc
≈
(
βc
β

)3/2

exp(βc − β) +O(β−5/2). (5.38)

Las cantidades (5.34)-(5.38) toman las formas correspondientes a la configuración
no relativistas, en la cual la masa-energı́a está dada en su mayor parte por la masa en
reposo, de manera que P/µ ≈ 1/β << 1, n ∝ T 3/2 y µ ≈ ρc2.
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5.3.3 Lı́mite newtoniano: esfera isotérmica
Cuando β → ∞ (equivalente a una configuración newtoniana), donde κM0/r << r,
la condición que especifica dicha configuración pasa a ser 2M/βc << r.

Para obtener el lı́mite newtoniano tomamos en cuenta la aproximación de campo
débil en la que hacemos Φ/c2 << 1 para todo r, y si expandimos (5.17) y (5.18),
entonces tenemos(

βc
β

)3/2

≈ 1− 3

2

Φ− Φc
c2

≈ 1, βc − β ≈ −βc
Φ− Φc
c2

. (5.39)

Con esto en mente, si sustituimos (5.39) en las ecuaciones caracterı́sticas de Newton
4.24 y 4.25, y tomando en cuenta que (5.17) implica que

1

β

dβ

dr
=
d

r

(
Φ

c2

)
, (5.40)

las ecuaciones resultantes toman la forma caracterı́stica del gas de Maxwell-Boltzmann
newtoniano, también conocido como “esfera isotérmica”

dM

dr
= e−Ψr2, (5.41)

dΨ

dr
=
M

r2
, (5.42)

en la cual hemos definido Ψ como

Ψ ≡ βc(Φ− Φc)

c2
=

Φ− Φc
σ2

, (5.43)

donde σ2 = kT/m = c2/βc es la dispersión cuadrática de las velocidades asociadas
a la esfera isotérmica. En el contexto newtoniano, únicamente la densidad de masa
en reposo ρ/ρc = e−Ψ contribuye a la masa M contenida en un radio r, mientras
que el potencial newtoniano Φ es del orden de magnitud de velocidades de dispersión
newtonianas σ2

c/c
2 ∼ 1/βc << 1.

Si bien la esfera isotérmica nos permite acercarnos a la dinámica del sistema,
entendemos que se trata de un modelo limitado y no realista. En este sentido, la Teorı́a
cinética ofrece modelos más adecuados para una descripción más cercana a lo que
esperarı́amos de la Naturaleza. Por ejemplo, los modelos de King proponen una esfera
isotérmica válida solamente para un rango de velocidades acotadas por un valor lı́mite,
tal que para valores mayores, la función de distribución se anula; o podemos encontrar
también modelos de polı́tropos estelares. Se pueden encontrar modelos de gases de
galaxias más realistas y complejos, que no abordaremos aquı́, pero pueden consultar en
[22].

5.4 Regı́menes de transición relativistas
En esta sección mostraremos las gráficas de las distintas cantidades termodinámicas
correspondientes al gas de Jüttner en los lı́mites ultra-relativistas (UR) y no-relativista
(NR).
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A continuación, condensaremos las expresiones más importantes junto a sus lı́mites
UR y NR.

• Masa-energı́a por partı́cula

µ

ρc2
=
K3(β)

K2(β)
− 1

β
, (5.44)

≈ 3

β
, UR (5.45)

≈ 1 +
3

2β
. NR (5.46)

• Cociente entre presión y densidad de masa-energı́a

P

µ
=

K2(β)

βK3(β)−K2(β)
, (5.47)

≈ 1

3
− 1

18
β, UR (5.48)

≈ 1

β
− 3

2β2
. NR (5.49)

• Entropı́a por partı́cula menos la fugacidad

S

k
− α = β

K3(β)

K2(β)
, (5.50)

≈ 4 +
β2

2
, UR (5.51)

≈ 5

2
+ β. NR (5.52)

• Cociente de capacidades calorı́ficas cP /cV

cP
cV

=
β2 + 5βF (β)− β2F 2(β)

β2 + 5βF (β)− β2F 2(β)− 1
, F (β) ≡ K3(β)

K2(β)
, (5.53)

≈ 4

3
+
β2

18
+

[
γ +

12

27
+ ln

β

2

]
β4

12
, UR (5.54)

≈ 5

3

[
1− 1

β
+

5

2β2

]
. NR (5.55)
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Fig. 5.1: Cociente P/µ. Se muestra graficada las expresiones (5.26), y los lı́mites
ultra-relativista (5.30) y no-relativista (5.35). Nótese que P/µ → 1/3 en el caso UR,
mientras que P/µ→ 1/β <<< 1 en el caso NR. Los casos lı́mite no coinciden con la
solución general (5.26) en el intervalo de transición 1 < β < 10.
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Fig. 5.2: Cociente Cp/Cv. Las funciones graficadas corresponden a la expresión
(5.28), y los lı́mites ultra-relativista (5.32) y no-relativista (5.37). Nótese que Cp/Cv,
en los regı́menes UR y NR, tiende a los valores constantes 4/3 y 5/3 respectivamente.
En el intervalo de transición las soluciones de los lı́mites asintóticos no coinciden con
la general.
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Fig. 5.3: Entropı́a S/k−α. Se muestra graficada la expresión (5.27), y los lı́mites ultra-
relativista (5.31) y no-relativista (5.36). En el lı́mite ultra-relativista, cuando β → 0,
tenemos que S/k → 4 + α, mientras que en lı́mite no-relativista, cuando β → ∞,
entonces S/k → β. En el intervalo 1 < β < 10 los lı́mites asintóticos no coinciden
con la solición general.
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Fig. 5.4: Masa-energı́a por partı́cula. Las expresiones graficadas corresponden a la
expresión (5.25), y los lı́mites ultra-relativista (5.29) y no-relativista (5.34). En la figura
podemos ver que en el lı́mite UR (β < 1), se tiene que la masa-energı́a interna por
partı́cula es mucho mayor que la energı́a en reposo; y el lı́mite NR (β > 10) la totalidad
de la masa-energı́a es la masa en reposo. En el intervalo 1 < β < 10 los lı́mites
asintóticos no coinciden con la solición general.
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5.5 Nociones de Termodinámica irreversible y Ley de
Tolman

A continuación mostraremos los principales resultados de la Termodinámica irre-
versible, que describen de manera más fiel lo que es un fluido real, es decir un fluido
disipativo. La bibliografı́a principal de esta sección se remite a [23] y [19], y se puede
consultar las fuentes ahı́ mencionadas, en caso de un estudio superior.

La cuadricorriente será similar a la presentada en el capı́tulo 2
La consideración principal que incluiremos aquı́, será la redifinición de

pef = p+ Π (p→ pef, p̄→ p), (5.56)

Tαβ = ρuαuβ + (p+ Π)hαβ + qαuβ + qβuα + παβ , (5.57)

donde

qαu
α = 0, παβ = π<αβ> =⇒ παβu

β = π[αβ] = παα = 0. (5.58)

En un marco comóvil, tenemos que qα ≡ (0, q̄) y παβ ≡ πijδiαδ
j
β . Ası́, q̄ representa un

flujo de energı́a relativo al marco de la partı́cula, y πij es la tensión anisotrópica.
Aquı́ también deben coservarse el número de partı́culas y la energı́a-momento:

nα,α = 0, Tαβ,β = 0. (5.59)

La conservación de lo anterior, al incluir los términos disipativos, quedan de la forma

ρ̇+ 3H(ρ+ p+ Π) +∇αqα + 2u̇αq
α + σαβπ

αβ = 0;

(ρ+ p+ Π)u̇α +∇α(p+ Π) +∇βπαβ + u̇βπαβ

+h β
α q̇β + (4Hhαβ + σαβ + ωαβ)qβ = 0.

(5.60)

Al tratarse de un caso real, no ideal, tenemos que la entropı́a crece (no se conserva),
según indica la segunda ley de la termodinámica. Esto lo podemos escribir como

Sα,α ≥ 0, (5.61)

donde la entropı́a incluye el término disipativo

Sα = Snuα +
Rα

T
, (5.62)

y S y T se relacionan a través de la ecuación de Gibbs:

TdS = d

(
ρ

n

)
+ pd

(
1

n

)
. (5.63)

La función Rα tiene información de la disipación del sistema, y no depende de
derivadas, sino que tiene la forma Rα = Rα(nβ , T νµ), y en el equilibrio se anula
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Rαeq = 0. Trabajaremos con la teorı́a de Eckart, ya que propone la forma más simple,
siendo Rα = qα, ası́

Sα = Snuα +
qα

T
. (5.64)

Las ecuaciones 5.60, junto con 5.63 y las leyes de conservación, nos llevan a que

TSα,α = −
[
3HΠ + (∇α lnT + u̇α)qα + σαβπ

αβ

]
, (5.65)

que en el equilibrio se obtiene exactamente Sα,α = 0, ya que H = 0, u̇α = −∇α lnT ,
σαβ = 0 y ṅ = ρ̇ = ṗ = Ṫ = 0.

Partiendo de 5.65, si se quiere satisfacer la ecuación 5.61, se deben imponer
ciertas condiciones sobre los flujos termodinámicos Π, qα y παβ y las “fuerzas” H ,
u̇α +∇α lnT , y σαβ de la siguiente manera

Π = −3ζH, (5.66)

qα = −λ(∇αT + T u̇α), (5.67)

παβ = −2ησαβ . (5.68)

Estas son las ecuaciones constitutivas en la teorı́a de Eckart, la cual describe la
termodinámica irreversible de procesos relativistas, y representan la generalización de
la leyes de Newton:

Π = −3ζ ~∇.~v,

~q = −λ~∇T,
παβ = 2ησαβ .

En analogı́a con las leyes newtonianas, podemos hacer una identificación de los
coeficientes termodinámicos: la viscosidad volumétrica con ζ(ρ, n); λ(ρ, n) con la
conductividad térmica; y η(ρ, n) serı́a la tensión de corte.

Especial relevancia tiene para nosotros la ecuación 5.67, ya que a partir de esta
obtenemos la Ley de Tolman, la cual indica que existe una aceleración a causa de
la inercia de la energı́a calórica, es decir que habrá un flujo de calor a causa de
la materia acelerada, aunque no haya gradiente de temperatura, como mencionamos
anteriormente.

Por medio de las ecuaciones constitutivas 5.66, 5.67 y 5.68, obtenemos que la
producción de entropı́a se puede expresar como

Sα,α =
Π2

ζT
+
qαq

α

λT 2
+
παβπ

αβ

2ηT
, (5.69)

y queda garantizado por la segunda ley que ζ ≥ 0, λ ≥ 0 y η ≥ 0.



Capı́tulo 6

Efectos dinámicos de la
constante cosmológica

La constante cosmológica Λ es una energı́a asociada al vacı́o, que modifica las
propiedades del espacio-tiempo y de la materia [24]. Desde hace más de cien años
se intenta explicar la naturaleza de Λ, tanto desde un punto de vista teórico como
observacional.

Fue en la década de los ‘90 cuando se empieza a tener observaciones más complejas
del Universo –a través de las mediciones de supernovas–, y se incluye a Λ como tópico
relevante, necesario y urgente en el campo de la Astrofı́sica, para dar más robustez a los
modelos, y tratar de explicar qué es lo que se ve en el Cosmos y cómo fue esa evolución.
Aún hoy, esa discusión continúa.

Si bien se han propuesto diversas teorı́as, que incluso comienzan o desenvocan en
universos completamente distintos, el modelo más aceptado para descibir el Universo
actual es el Modelo Cosmológico Estándar (ΛCDM). Los supuestos fundamentales en
los que se basa pueden enunciarse de manera sencilla. Por un lado contamos con el
principio cosmológico, que postula que a grandes escalas el Universo es homogéneo e
isotrópico. Esta suposición es razonable cuando se considera un volumen de grandes
dimensiones –en una escala de varios megaparsecs (Mpc)–, donde se tiene que la
distribución de radiación y materia es uniforme, y que no hay diferencia en los universos
que registran los distintos observadores.

El otro supuesto indica que la interacción que domina a gran escala es la
gravitacional, y se describe a través de la Relatividad General. Al asumir esto, se
desprecia cualquier otra interacción fundamental. Como consecuencia, tenemos que
la expansión del Universo u otros fenómenos observables en el Cosmos, deben ser
explicados de manera exclusiva por RG.

Las observaciones presentes justifican en gran medida que el modelo ΛCDM
sea el que predomine en Astrofı́sica. En este capı́tulo revisaremos cuáles son los
principales resultados e interpretaciones de la constante cosmológica Λ al incluirla en
las ecuaciones de Einstein, y cuál es la dinámica que determina el que no sea nula.

47
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6.1 Ecuaciones de campo con constante cosmológica
En principio retomaremos las ecuaciones de campo de Einstein (c = G = 1),
presentadas anteriormente en el capı́tulo 3:

Rµν −
1

2
Rgµν = 8πTµν . (6.1)

Si suponemos un Universo homogéneo e isotrópico, se obtiene el Universo de
Friedmann-Robertson-Walker (FRW), cuya métrica se describe por

ds2 = −dt2 + a2(t)R2
0

[
dr2

1− kr2
+ r2dΩ2

]
. (6.2)

Aquı́, dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ2 es la 2-esfera, y k es el parámetro de curvatura que toma
los valores de +1, 0 o−1 para una curvatura positiva, plana o negativa respectivamente.

La función a(t) = R(t)/R0 es un factor de escala normalizado, y representa la
expansión o contracción de espacio en función del tiempo. R0 es la cantidad evaluada
al tiempo presente [25]. La materia de fondo es un fluido perfecto tipo polvo, descrito
por el tensor de energı́a-momento correspondiente.

Con la métrica de FRW, las ecuaciones de Einstein son

H2 ≡
(
ȧ

a

)2

=
8π

3
ρ− k

a2R2
0

, (6.3)

ä

a
= −4π

3
(ρ+ 3P ), (6.4)

donde se define el parámetro de Hubble como H ≡ ȧ/a. A continuación,
presentaremos las modificaciones que incorpora la constante Λ.

6.1.1 Introducción de la constante cosmológica Λ

El primero en postular una constante cosmológica fue Einstein [26]. En ese momento
se querı́a describir un Universo homogéneo y estático, y para contrarrestar la atracción
de la gravedad, él agregó un término constante a las ecuaciones de campo.

Einstein estaba seguro que la geometrı́a y la distribución de la materia en el Universo
eran independientes del espacio y del tiempo [27], pero la solución a sus ecuaciones no
describı́a esa certeza.

La visión que predominaba en la comunidad cientı́fica era la de un Universo estático
y finito. Por este motivo, era necesaria otra fuente o interacción, que anulara la atracción
que ejerce la gravedad. Ası́, Einstein introdujo un término constante a sus ecuaciones
de campo, que representaba una interacción repulsiva, y permitı́a describir un Universo
en equilibrio y estático [28].

Este modelo cosmológico, conocido como Universo estático de Einstein, describe
un universo en reposo, finito y esféricamente simétrico, y representa el punto de partida
de la cosmologı́a moderna.

Para analizar los efectos de la constante cosmológica, debemos retomar la métrica
y el tensor de energı́a-momento, e incluir un término constante – para no modificar la
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forma de las ecuaciones, precisamos de un término cuya derivada covariante sea nula y
que a su vez no dependa de la derivada de la métrica–. Ası́, las ecuaciones de Einstein
modificadas se expresan como

Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν = 8πTµν . (6.5)

La constante Λ representa un nuevo parámetro libre, al que conocemos como constante
cosmológica, con unidades de [L]−2. El lado izquierdo de las ecuaciones (6.5) es el
tensor más general, invariante, sin divergencia y simétrico que se puede proponer. Las
ecuaciones de Friedmann con este agregado quedan de la forma

H2 =
8π

3
ρ+

Λ

3
− k

a2R2
0

, (6.6)

y
ä

a
= −4π

3
(ρ+ 3P ) +

Λ

3
. (6.7)

Estas ecuaciones admiten una solución estática con las siguientes condiciones: la
curvatura espacial debe ser positiva, y los parámetros ρ, P y Λ no negativos [25].

La ecuación (6.7) es conocida como ecuación de aceleración, e incluso puede gen-
eralizarse para distintas clases de materia que contenga el Universo que derivan en
dinámicas y evoluciones distintas.

En el lı́mite clásico, la ecuación de Poisson modificada es

∆Φ− Λ = 4πρ, (6.8)

que difiere de la ecuación usual por el término de Λ. Aquı́ se hace más claro cuál es el
rol de la constante cosmológica, y que no aparece en la teorı́a newtoniana tradicional.
La ley de Newton se modifica por la presencia de Λ, agregando una interacción entre
las partı́culas que resulta atractiva si Λ > 0, o repulsiva si Λ < 0 [27].

6.1.2 Dinámica de la energı́a oscura
A continuación, analizaremos las consecuencias de incluir a Λ y su dinámica. Para esto,
presentamos los parámetros más utilizados en Cosmologı́a.

La constante de Hubble H0 es el parámetro que nos brinda una escala absoluta,
la edad del Universo y su tamaño. Además, nos permite cuantificar su evolución. El
valor actual que se acepta, es aproximadamente H0 = 68 km/s/Mpc. Por otra parte,
definimos los siguientes parámetros Ωs, que representan distintas densidades de energı́a
presentes en el Universo:

Ωk =
−k
R2

0H
2
0

,

Ωρ =
8π

3H2
0

ρ0,

ΩΛ =
Λ

3H2
0

,
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que corresponden a los valores de que se estiman de cada uno al dı́a de hoy [24]. Ası́,
podemos reescribir la ecuación (6.6) de la forma

1 = Ωk + Ωρ + ΩΛ. (6.9)

Las constantes (6.9) permiten que la ecuación (6.6) sea expresada a un tiempo general.
Si fijamos el factor de escala al dı́a de hoy como a(t) = 1, obtenemos que(

ȧ

a

)2

=
8π

3
ρ+

Λ

3
− k

a2R2
0

, (6.10)

donde vemos de manera explı́cita cuáles son los parámetros que condicionan a a(t),
siendo proporcional a la curvatura k y a Λ.

La densidad ρ puede representar varios tipos de materias, y se distribuyen distinto
a través del Universo. Por ejemplo, la “materia frı́a” no relativista es proporcional al
inverso del volumen del Universo:

ΩNR(a) = ΩNRa
−3;

la materia relativista –radiación–, escala a

ΩR(a) = ΩNRa
−4;

y ası́ con los diferentes “tipos” de materia, que escalan a distintas potencias de a, y que
aquı́ no profundizamos. Para un abordaje completo puede consultarse [24, 29], y las
citas ahı́ mencionadas.

La propuesta mejor aceptada en Cosmologı́a, es la de considerar que en una etapa
temprana el Universo era dominado por radiación (la energı́a relativista predominaba
por encima de la materia). Actualmente, nos encontrarı́amos en una etapa donde la
materia domina. Si sólo consideramos estas formas de energı́a, tenemos que(

ȧ

a

)2

= H2
0

(
ΩNR
a3

+
ΩR
a4

+
Ωk
a2

+ ΩΛ

)
, (6.11)

y la ecuación de aceleración escrita en función de las Ωs,

ä

a
= −H2

0

(
ΩNR

2
a−3 + ΩRa

−4 − ΩΛ

)
. (6.12)

Analizando (6.11), podemos observar de manera más clara las contribuciones de cada
densidad de energı́a en la historia del Universo. Dependiendo de la magnitud y del
signo, podemos ver que la radiación domina cuando a es pequeña; luego prevalece
la materia no relativista; luego la curvatura; y por último predomina la constante
cosmológica (para una discusión mayor, ver [30]).

El valor de Ωk nos indica si el universo es espacialmente cerrado, abierto o plano.
El cambio de signo de ȧ, indica si se trata de una expansión eterna, o si recolapsa. Si
ΩΛ predomina, el Universo se expanderı́a de manera acelerada indefinidamente.
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Descartando el modelo estático

Al intentar modelar un universo estático, Einstein agrega una constante a sus ecua-
ciones. Si no lo hubiera hecho, probablemente hubiera predicho de manera exitosa la
expansión del mismo, fenómeno que se observó 11 años después [27]. Aún ası́, la con-
stante cosmológica peduró, y hoy en dı́a es la mejor explicación a varias observaciones
astronómicas, que toman a Λ como positiva y de un valor muy pequeño (del orden de
10−50cm−2), y tiene un rol relevante sobre todo en la evolución del Universo [31].

El modelo cosmológico estático de Einstein finalmente se descarta porque no es
estable. Ante pequeñas perturbaciones al estado de equilibrio, se observan grandes
cambios que llevan a escenarios astrofı́sicos no reales [32].

Esto se observa de manera simple: si partimos de la primer ecuación de Friedmann
(6.6), la podemos reescribir de la siguiente manera

ȧ2 − 8π

3
ρa2 − Λ

3
a2 = − k

R2
0

, (6.13)

con el factor de escala a como variable radial. Si consideramos ρ0 = ρa3, donde ρ0 es
una densidad en un t0 dado, llegamos a

ȧ2 − 8π

3

ρ0

a
− Λ

3
a2 = − k

R2
0

. (6.14)

De esta última expresión, podemos asociar una energı́a cinética al primer término del
lado izquerdo; al de curvatura (lado derecho), lo podemos interpretar como la energı́a
total del sistema. Aquı́ definimos un potencial formado por dos partes: una debida
a la energı́a gravitacional atractiva (ρ0/a); otra a una energı́a cósmica repulsiva tipo
“elástica” (1/2ka2). Esta ecuación representa la conservación de la energı́a de un fluido
cósmico, y por analogı́a con el caso newtoniano, vemos que se trata de un potencial que
tiene un máximo (V ′(a0) = 0, V ′′(a0) > 0), indicando un equilibrio inestable [32]. En
la figura (6.1), se muestra de manera esquemática el comportamiento de este potencial.

6.2 Interpretación de la constante cosmológica
El Universo estático de Einstein no sólo fue descartado por ser inestable. Algunos
años después, Hubble descubrió que el Universo se expandı́a, evidencia empı́rica que
eliminaba de manera total la visión estática del Cosmos.

Luego de esto, la constante Λ hibernó largos años, y no fue repensada sino hasta
los ’60. Zel’dovich la retoma y propone como una densidad de energı́a del vacı́o en
términos de fluctuaciones cuánticas [33]. Desde ahı́ el interés fue creciendo, sobre todo
en las décadas posteriores con la presencia de los modelos de Inflación.

El modelo más simple para explicar la energı́a oscura es pensarla como una
constante cosmológica que representa la energı́a de un estado fundamental. La densidad
energética se mantiene constante en el tiempo y se define como ρΛ ≡ Λ/8πG =
6.44× 10−30ΩΛh

2gcm−3, donde h es la constante de Hubble.
Este valor proviene de la Fı́sica de Partı́culas, que nos permite estimar a Λ de manera

aproximada, por medio de diversas consideraciones [25].
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Fig. 6.1: Potencial para el modelo de Universo estático de Einstein. Aquı́, se observa
un potencial tipo newtoniano, donde aparece una inestabilidad a causa del término
proporcional a Λ. Se utilizaron unidades arbitrarias. Cualquier perturbación alrededor
del equilibrio, produce un colapso del Universo o una divergencia hacia a→∞.

Por ejemplo, si suponemos un campo escalar φ, cuyo potencial es V (φ), podemos
escribir su acción como

S =

∫
d4x
√
−g
[

1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

]
, (6.15)

con un tensor de energı́a-momento

Tµν =
1

2
∂µφ∂νφ+

1

2
(gρσ∂ρφ∂σφ)gµν − V (φ)gµν . (6.16)

Al estar interesados en un estado de mı́nima energı́a, no habrá aporte cinético (∂µφ =
0). Bajo este supuesto Tµν = −V (φ0)gµν , con φ0 minimizando el valor de V (φ). Ası́,
tenemos que T vacµν = −ρvacgµν , y ρvac = V (φ0).

Podemos imaginar que el vacı́o se comporta como un fluido perfecto donde Pvac =
−ρvac, y el tensor de energı́a-momento equivale a tener una constante cosmológica

ρvac = ρΛ ≡
Λ

8π
. (6.17)

De esto se interpreta a la constante cosmológica como una energı́a del vacı́o (en esto
último G = 1).

También puede presentarse a Λ como un término constante en la acción de Einstein
Hilbert. Aquı́, Λ simboliza una parte de la densidad lagrangiana, que puede ser pensada
como un término de masa. Cuando se extrema esa acción, se obtienen las mismas
ecuaciones de movimiento (6.5).
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Desde la mecánica cuántica, también se le puede asignar una interpretación a Λ,
asociado a la energı́a mı́nima y a las fluctuaciones del vacı́o. Si se considera un campo
cuántico libre formado por una colección de osciladores armónicos, se puede llegar a
asociar ρΛ ∼ h̄k4

max, con kmax un valor vinculado a la configuración del sistema.
Otra propuesta de gran peso actual para modelar la energı́a oscura, es el modelo

de quintaesencia. Se trata de un campo escalar que interactúa con sı́ mismo, y está
acoplado mı́nimamente a la gravedad. La evolución del campo escalar está dado por la
ecuación de Klein-Gordon. En ciertas condiciones estos modelos llevan a un universo
acelerado en tiempos tardı́os. Esta lı́nea de investigación se encuentra muy desarrol-
lada y no quisiéramos detenernos en esto, pero se puede consultar en [34, 24, 25] y sus
sugerencias.

La constante Λ podrı́a ser esta u otras propuestas. Como conclusión hasta ahora,
es que no hay una sola interpretación única y acabada; sino que podemos entender a Λ
como una constante neta conformada de la suma de cada contribución mencionada.

Distintos modelos fı́sicos han propuesto por medio de estimaciones teóricas, que el
valor sugerido de Λ va desde el orden de ρΛ ∼ 1.6 × 1036erg/cm3 (teorı́a QCD); a
valores cercanos a ρΛ ∼ 2× 10110erg/cm3 (escala de Planck en QFT) [25].

Por otra parte, los datos observacionales de distintos fenómenos y objetos (que
mostraremos a continuación), han permitido inferir distintos valores y órdenes de la
“energı́a oscura”. Estas evidencias sugieren que el orden de ρ(obs)

Λ ∼ 2×10−10erg/cm3

[25, 24].
Las discrepancias entre ambas escalas –teóricas y observacionales– es de 120

órdenes de magnitud en los casos más extremos. Esto permite que se propongan
desde los escenarios más curiosos y disparatados, hasta modelos complejos y bien
fundamentados, para dar con una explicación y estimar un valor de Λ más certero. Este
hecho se conoce como el “problema de la constante cosmológica”, y representa uno de
los desafı́os fundamentales de la Fı́sica hoy en dı́a.

6.3 Evidencia observacional de la energı́a oscura
Existen diversas observaciones que ofrecen sólidos argumentos a favor de la existencia
de una constante Λ > 0. Aquı́ mencionamos algunos de los grandes proyectos que
estudian el Universo y sus resultados principales, que justifican fuertemente la presencia
de una energı́a oscura en el Cosmos.

6.3.1 Supernova tipo Ia

Una supernova tipo Ia es una gran explosión desenlace de un sistema binario, y juega
un rol fundamental en Cosmologı́a, ya que nos permite observar de manera clara
la expansión acelerada del Universo. Este tipo de supernova se usa por sus nobles
caracterı́sticas observacionales: cuentan con un espectro homogéneo y una estabilidad
en los valores de luminosidad que hacen que sean excelentes candidatas estándares con
las cuales medimos las distancias a las que se encuentran [35, 36].
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Se cree que las supernovas tipo Ia se originan de una enana blanca y una estrella
compañera cercana. La enana blanca hace decrecer la materia de la otra estrella
acretando su materia hasta que alcanza el lı́mite de Chandrasekhar. Luego se produce
una gran explosión termonuclear, que genera llamaradas muy energéticas que escapan
hacia afuera desintegrando la estrella y lanzando chorros de materia a alta velocidad
[36].

En su mayorı́a, los registros de los flujos de luz provenientes de estos eventos duran
alrededor de 20 dı́as, a lo que sigue un periodo de decaimiento. De estos se obtienen
correlaciones entre los picos de luminosidad, la proporción a la que decaen y sus
colores. Los parámetros cosmológicos se estiman a partir de la correlación entre la
magnitud absoluta y la forma de la curva de luz. Esta curva es independiente de la
distancia, es por esto que su luz intrı́nseca es usada como candela estándar [37].

En 1998, gracias a la observación de Supernovas tipo Ia, se descubrió que el
Univeso se está expandiendo de manera acelerada [38, 39]. Λ es la explicación que
mejor describe este fenómeno y la evolución del Universo. Los principales resultados
y consideraciones los presentamos ahora.

Distancia de luminosidad

Una gran dificultad que se tiene en un Universo en expansión, es definir qué es una
distancia. Las supernovas tipo Ia, por medio de su luminosidad, nos permite estimar de
manera certera distancias cósmicas.

Para esto, consideremos un objeto estelar cuya luminosidad es Ls, ubicado en una
cordenada r respecto de un observador en r = 0. La luz que emite el objeto en t, se
recibe a t0 y su relación es a través del corrimiento (1 + z) = a0/a(t). La luminosidad
absoluta Ls de una fuente, el flujo energético F , y la distancia de luminosidad dL se
relacionan por medio de [40]

d2
L ≡

Ls
4πF

. (6.18)

Esta luminosidad tiene dependencia en la curvatura espacial y en la expansión dinámica
del Universo. Además, tenemos que

dL =
(1 + z)

H0

∫ z

0

dz′

h(z′)
, (6.19)

es decir que si medimos la distancia de luminosidad, podemos determinar la razón a la
que se expande el Universo.

El parámetro de Hubble H0, depende de la ecuación de estado y la densidad de
energı́a presente en cada época. Si nos concentramos en una geometrı́a plana y en
sólo dos formas de energı́a presentes –fluido no relativista y constante cosmológica, de
manera que se cumpla Ωm + ΩΛ = 1–, encontramos que la distancia de luminosidad
depende de la cantidad de energı́a oscura presente. Podemos ver esto de manera más
clara en la figura (6.2). Ahı́ se observa que para valores pequeños de z, dL ∝ z/H0; y
dL aumenta a medida que ΩΛ se hace más grande.
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Fig. 6.2: Distancia dL en unidades de H−1
0 en función del corrimiento z, para un

Universo plano. Sólo se considera un fluido no-relativista y una constante cosmológica.
Se grafica la distancia para varios valores de ΩΛ. Imagen obtenida de [40].

Relación Magnitud-Redshift

La expresión que relaciona la magnitud aparentem de una fuente y su magnitud absoluta
es [40]

m−M = 5 log10

(
dL
Mpc

)
+ 25; (6.20)

Se considera que las supernovas SN Ia tienen igual magnitud M independiente de su
corrimiento z, esto debido a que el proceso de formación es el mismo, cualquiera sea
su ubicación en el Universo; y por medio de las observaciones obtenemos su magnitud
aparente m y el corrimiento z que sı́ dependen de la fuente en estudio.

Como vimos en (6.19), la distancia dL depende de la geometrı́a y de la materia que
llena el Universo. Ası́, si medimos de manera razonable m−M , podemos estimar los
valores de Ωtot y de Ωm. Esto fue lo que se hizo en [38] y en [39]. Ambos proyectos
barrieron un intervalo aproximado de z = 0.16− 0.8 datando los rastros de Supernova
que llenaban el Cosmos, llegaron a las mismas conclusiones de manera independiente:
asumiendo un Universo plano (Ωm + ΩΛ = 1), el modelo que más se acercaba a las
observaciones es el de un Universo con Ωm ≈ 0.3, y un 70% de energı́a oscura presente.
En la figura (6.3) mostramos los datos observacionales de la distancia de luminosidad
dL vs z que obtuvieron en [41], y la curva que mejor corresponde es la de ΩΛ = 0.7 .

Desde entonces, se han realizado diversas observaciones más complejas y precisas
(véase por ejemplo [42, 43, 44]), que buscan reducir los errores y hallar mayor
concordancia entre los distintos modelos que nos permiten determinar los parámetros
cosmológicos en juego.
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Fig. 6.3: Distancia de luminosidad H0dL vs z de un modelo cosmológico plano (log
plot). Los puntos negros corresponden al proyecto [39]; los rojos a los datos de [41].
Se muestra tres curvas que modelan H0dL: (i) Ωm = 0, ΩΛ = 1; (ii) Ωm = 31,
ΩΛ = 0.69; (iii) Ωm = 1, ΩΛ = 0. Imagen obtenida de [41].

6.3.2 La edad del Universo
La edad del Universo (t0) es un dato controversial que se debe determinar. Si bien no es
una cantidad observable, es necesario estimar una edad lı́mite que incluya todo el resto
de los objetos que habitan el Cosmos. Asimismo, cualquier modelo cosmológico debe
proveer una edad de Universo coherente con su evolución y con el resto de fenómenos
y eventos.

Si la edad de las estrellas es ts, se debe cumplir que t0 > ts. No todo modelo de
Universo plano puede cumplir este requisito, es por esto que la presencia de la constante
cosmológica es necesaria para poder dar con una edad más adecuada.

Por ejemplo, alguno de los objetos más longevos que han sido registrados dentro de
la Vı́a Láctea son los cluster globulares (CG) t1 = 13.5± 2Gyr [45]; o los CG en M4,
con una edad de t1 = 12.7 ± 0.7Gyr [46]; o la estrella CS 31082-001 de una edad de
t1 = 14.1± 2.5Gyr [47]; o la estrella BD +17◦3248, de t1 = 13.8± 4Gyr [48].

La edad del Universo se calcula a partir de la definición de la expansión de H [29]

t0 =

∫ a0

0

1

aH(a)
da =

∫ ∞
0

1

(1 + z)H(z)
dz. (6.21)

Si tenemos cuenta la expresión 6.11, llegamos a

t0 =
1

H0

∫ ∞
0

1

(1 + z)[Ωm(1 + z)3 + Ωr(1 + z)4 + ΩΛ]1/2
dz. (6.22)
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El término de radiación lo despreciamos: a bajos z predomina Ωm y ΩΛ; a altos z,
1/Ωr(1 + z)4 << 1. Ası́, nos queda que

t0 '
1

H0

∫ ∞
0

1

(1 + z)[Ωm(1 + z)3 + ΩΛ]1/2
dz. (6.23)

En un Universo de sólo materia (con Ωm = 1 y ΩΛ = 0, Einstein-de Sitter), tenemos
que la solución es tm0 = 2

3H0
. Una estimación rápida, con H0 ≈ 68km/s/Mpc, nos

brinda que la edad aproximada es tm0 = 8− 10Gyr, que no satisface t0 > 11− 12Gyr.
Ası́, para un Universo plano sin constante cosmológica, se tiene un problema serio con
su edad. Esto se arregları́a siH0 fuera menor, requisito lejano a los valores que tenemos
al dı́a de hoy [29, 40].

La presencia de constante cosmológica cambia el valor de t0:

tΛ0 =
2

3H0

√
ΩΛ

ln

(
1 +
√

ΩΛ√
Ωm

)
, (6.24)

donde se cumple que Ωm + ΩΛ = 1. Si analizamos los valores asintóticos, tenemos
que para el lı́mite tΛ0 → tm0 , Ωm → 1; en cambio cuando tΛ0 → ∞, Ωm → 0. Si se
grafica t0 vs Ωm, como en la figura (6.4). Se observa que a medida que Ωm crece, t0
disminuye. Cuando Ωm = 0.3 y ΩΛ = 0.7 se tiene que t0 = 0.964/H0, lo cual da un
valor aproximado de t0 = 13.1Gyr, requisito que es necesario satisfacer para incluir a
las estrellas más viejas.

Ası́, la presencia de Λ resuelve el problema de la edad, además de brindar algunas
cotas sobre los parámetros cosmológicos, por ejemplo 0.3 < Ωm < 0.326 según [49].

6.3.3 Fondo de Radiación Cósmica (CMB)
El Fondo de Radiación Cósmica, o CMB por sus siglas en inglés, es la radiación
remanente del Universo en sus etapas más tempranas. Es uno de los registros
cosmológicos más precisos con los que contamos. En particular, los datos que nos
interesa son las anisotropı́as del CMB.

En 1992 estas fueron observadas por COBE, y constatadas posteriormente en 2003
por WMAP [50, 51]. Estos proyectos dataron espectros similares de las perturbaciones
primordiales provenientes del CMB, en acuerdo con la predicción que hace el modelo
de Inflación.

La forma del espectro de potencias, se interpreta como un rastro de lo que fue
la etapa de recombinación, cuando los electrones eran capturados por los núcleos
atómicos, seguido de reionización, que tuvo como escenario la expansión del Universo
gracias a la presencia de energı́a oscura. Estos rastros se observan en los picos del
espectro, y representan las perturbaciones primordiales posteriores a la Inflación en los
comienzos del Universo.

Algunos de los parámetros que se han determinado a partir de estas observa-
ciones, en colaboración con otros proyectos, son el valor de la curvatura del espacio-
tiempo, muy cercana a 0; además de obtener una presencia de energı́a oscura cercana
al ΩΛ = 0.7.
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Fig. 6.4: La edad del Universo en unidades de 1/H0 vs Ωm. En negro se tiene un
Universo plano con Ωm + ΩΛ = 1; la lı́nea cortada de azul es un modelo abierto sin
Λ; en rojo se muestra el lı́mite de t0 = 11Gyr. Cualquier modelo debe satisfacer estar
por encima de esta lı́nea, lo que sustenta fuertemente la existencia de energı́a oscura.
Imagen obtenida de [40].

En todo este desarrollo hemos supuesto que el Universo es plano (la hipótesis
más aceptada respecto a la curvatura), lo que implica que, a partir de los datos
observacionales, el Universo debe ser dominado por una energı́a oscura, con una
distribución de densidades aproximadas de ΩΛ ' 0.7 y Ωm ' 0.3.

Concluimos esta sección mostrando las regiones de convergecia de modelos de
diversos diversos proyectos de investigación –High-Z SN Search Team and Supernova
Cosmology Project– (6.5). Aquı́ se observa que la relación que se favorece es la de
ΩΛ ' 0.7 y Ωm ' 0.3. Además de observarse los ajustes que brindan los datos de las
anisotropı́as del CMB, y los datos de las SNe [29].
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Fig. 6.5: Región de confianza de las relaciones entre Ωm − ΩΛ. Se muestran datos de
los proyectos SN Ia, CMB y cluster de galaxias, y sus elipses de confianza. Imagen
obtenida de [52].



Capı́tulo 7

Equilibrio hidrostático de los
gases y la constante cosmológica

Hasta ahora hemos repasado algunos tópicos de la teorı́a de la Relatividad General que
consideramos importantes, y nos hemos enfocado en particular en un escenario estático,
esféricamente simétrico, donde la fuente de materia-energı́a ha sido un fluido perfecto
tipo polvo.

Por otra parte, hemos revisado la termodinámica y ecuación de estado de un gas
en el contexto de RG. Listamos las cantidades más relevantes, y analizamos los lı́mites
ultrarrelativistas y no relativista de cada caso.

Finalmente, en el capı́tulo anterior, presentamos uno de los grandes interrogantes de
la Astrofı́sica: la constante cosmológica Λ. De manera breve, mencionamos su historia,
sus interpretaciones, los distintos valores que se estiman por medio de los modelos
teóricos y de las observaciones, y los grandes desafı́os que trae esta densidad de energı́a
desconocida en el Universo, y que tomamos como constante.

Llegamos a un estadio donde podemos presentar de manera completa, cuál es el
interrogante que nos atrevemos a investigar. A modo de ampliar y completar los
resultados referidos a la termodinámica con los que se cuenta hasta hoy, queremos
preguntar por las cantidades que hemos mostrado anteriormente, sólo que aquı́
incluiremos en las ecuaciones de campo a la constante Λ.

En este capı́tulo mostraremos cómo se ven modificadas las principales ecuaciones
de un gas no relativista de Maxwell-Boltzmann, y algunas aproximaciones sobre un
gas relativista de Maxwell-Jüttner, para ver cuáles son las implicaciones que conlleva
incluir Λ, y cómo cambian algunas de las cantidades termodinámicas más importantes,
como los calores especı́ficos o la densidad de energı́a.

7.1 Ecuaciones de campo
En este apartado, nos detendremos en plantear las ecuaciones de campo mostradas
en el capı́tulo 4 (4.12, 4.13, 4.14), modificadas por la presencia de Λ. Además, para
simplicidad del análisis, supondremos dos escenarios hipotéticos relevantes para el
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estudio: por un lado trabajaremos con el gas de Maxwell-Boltzmann no relativista;
por otro, con el gas de Maxwell-Jüttner relativista.

En ambos casos el espacio-tiempo es estático, esféricamente simétrico, con una
constante cosmológica impregnando todo, sumado a un gas de partı́culas disueltas. El
espacio-tiempo es descrito por la métrica 5.15.

En este escenario, la fuente materia-energı́a se describe por medio de un fluido
perfecto más Λ, ambas responsables de curvar el espacio-tiempo. La forma de este
tensor es:

Tµν = (µ+ Λ)uµuν + (P − Λ)hµν . (7.1)

En el apartado siguiente mostramos las ecuaciones de campo de cada gas.

7.1.1 Gas de Maxwell-Boltzmann no relativista
El estudio de las ecuaciones mostradas a continuación, se detallan en [53]. Aquı́
retomamos los resultados más importantes para nuestros fines.

Comenzamos indicando la densidad de masa en reposo, todo en función de β
definida anteriormente,

ρ = ρc

(
βc
β

)3/2

eβc−β , (7.2)

la densidad de materia-energı́a

µ = ρc2
(

1 +
3

2β

)
, (7.3)

y la presión

P =
ρc2

β
(7.4)

Las ecuaciones de campo de Einstein, sumadas a la conservación de Tµν,µ = 0 son

M ′ =
r2

c2
(µ+ Λ), (7.5)

Φ′

c2
=
κ

2

M + (P − Λ)r3/c2

r[r − κM ]
, (7.6)

P ′ = −(µ+ P )
Φ′

c2
, (7.7)

donde κ = 8πG/c2.

7.1.2 Gas relativista de Maxwell-Jüttner
Las principales cantidades de este gas, fueron listadas en el capı́tulo 5. La densidad de
energı́a estaba dada por

µ = ρc2
[
K3(β)

K2(β)
+

1

β

]
, (7.8)
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la densidad de masa en reposo

ρ = ρc
βc
β

K2(β)

K2(βc)
, (7.9)

y la presión es similar a (7.4).

Las ecuaciones de campo en este caso quedan de la forma

M ′ =

[
ρc2
(
K3(β)

K2(β)
+

1

β

)
+ Λ

]
r2

c2
. (7.10)

Usaremos aquı́ la ley de Tolman 5.17 mostrada en el capı́tulo 5, y con esto en mente
podemos expresar la ecuación de campo como

β′ =
κ

2
β
M + (ρc

2

β − Λ)r3/c2

r[r − κM ]
. (7.11)

Además, trabajamos con la densidad de masa-energı́a, cuya ecuación es

ρ′ = −κ
2
ρβ
M + (ρc

2

β − Λ)r3/c2

r[r − κM ]

[
− K3(β)

K2(β)
+

1

β

]
, (7.12)

Este es un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas, M, ρ y β, que depende de
los parámetros libres ρ(0) = ρc, Λ y β(0) = βc. El desafı́o que se presenta aquı́ es
integrarlas numéricamente.

7.1.3 Escalas de longitud y masa
Es necesaria la interpretación fı́sica de las distintas variables que intervienen en las
ecuaciones. Para esto mostraremos un análisis del orden de magnitud de alguna de
ellas.

Todas las ecuaciones serán expresadas en variables adimensionales para su mejor
manipulación. A continuación, definimos algunas relaciones convenientes: la frialdad
crı́tica βc = mc2/kTc y una longitud caracterı́stica como

r0 =
c√

4πGρcβc
, (7.13)

que en términos de Tc, la masa m y ρc queda como

r0 =

[
kTc

4πGρcm

]1/2

. (7.14)

Analizaremos el valor que toma r0 en las distintas escalas de longitud.
i) Si se tiene un sistema tipo galáctico, es conveniente utilizar unidades en pc, kpc

o Mpc. Ası́, en Mpc la ecuación (7.13) toma la forma

r0 =
c√

4πGρcβc
=

1.27√
βc
×
(
M�pc−3

ρc

)1/2

Mpc, dondeM�pc−3 = 7.40×10−23gm.cm−3.
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Si se tiene por ejemplo ρc = 0.1M�pc−3 y βc = 106, obtenemos r0 = 4.02 × 10−3

Mpc.
ii) Si se tiene un sistema tipo estelar, podemos usar (7.13) en cm de la siguiente

manera

r0 = 1.28× 10−5 ×
(

gm . cm−3

ρc

)1/2(
Tc
K

)1/2(gm
m

)1/2

cm,

Aquı́, si trabajamos con la masa del protón mp = 1.67 × 10−24, Tc = 108K y
ρc = 1010gm.cm−3, se sigue que r0 = 9.9× 105cm ≈ 9.9km.

De manera similar, podemos expresar la masa caracterı́stica M = M0 en términos
de ρc y r3

0 como

M0 = 4πρc
c3

(4πρc)1/2(Gβc)3/2
, (7.15)

o en términos de ρc, Tc y la masa m como

M0 =
1√

4πρc

(
kTc
mG

)3/2

. (7.16)

Ası́, si fijamos r0 de manera conveniente, observamos que
i) En un sistema tipo galáctico, con ρc = 1M�pc−3 y r0 = 4.02 × 10−3Mpc =

4020pc, tenemos que
M0 = 4πρcr

3
0 = 8.2× 1010M�.

ii) En un sistema de tipo interior estelar, tenemos por ejemplo Tc = 108K y
ρc = 1010gm.cm−3, obtenemos

M0 =
1√

4πρc

(
kTc
mG

)3/2

= 1.23× 1026kg = 6.18× 10−5M�.

7.2 Gases relativistas y constante cosmológica: existen-
cia y estabilidad de órbitas circulares

En esta sección nos valdremos de partı́culas de prueba y estudiaremos la estabilidad de
las geodésicas en los escenarios de MB y MJ. Trataremos los casos de órbitas circulares,
donde podemos definir la velocidad de rotación con la que recorren las trayectorias
determinadas por el espacio-tiempo 5.15.

Una geodésica circular tipo tiempo, puede ser descrita sin pérdida de generalidad,
si suponemos al plano ecuatorial (θ = π/2); sumado a dos constantes: la energı́a
E = 2e2Φ/c2 ṫ y el momento angular L = r2ϕ̇ [54]. Aquı́, los puntos representan
la derivada respecto al tiempo propio del observador. Ası́, tenemos que el movimiento
radial viene dado por

e2Φ/c2

1− κM/r
ṙ2 + V (r) = E2, (7.17)
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con

V (r) = e2Φ/c2
(

1 +
L2

r2

)
(7.18)

como potencial efectivo.
Una órbita circular se caracteriza por tener un radio constante, esto implica que

ṙ = r̈ = 0. Ası́, encontramos las siguientes cantidades conservadas

E2 =
e2Φ/c2

1− rΦ′/c2
, L2 =

r3Φ′/c2

1− rΦ′/c2
. (7.19)

De esto se puede deducir que

Φ′ > 0, 1− rΦ′/c2 > 0. (7.20)

La estabilidad de las órbitas viene dada por el mı́nimo del potencial efectivo en el radio
constante, al que llamaremos r = r∗. Esto significa que se debe cumplir queV ′(r∗) = 0
para que sea un extremo, y V (r∗)′′ > 0 para que efectivamente sea un mı́nimo. Ası́,
obtenemos que

3Φ′ + rΦ′′ − 2rΦ′2/c2 > 0. (7.21)

La forma y comportamiento del potencial vienen dadas por la función Φ que carac-
teriza el espacio-tiempo, y esto se traduce en la dependencia de la estabilidad con esa
función. En este punto, nos concentraremos sólo en el escenario de MB, ya que permite
un planteo más accesible que el de MJ.

La condición 7.20, en su forma más general queda como

M + [P − Λ]r3/c2

r[r − κM ]
> 0, (7.22)

y la condición de estabilidad 7.21 se expresa[
M + (P − Λ)

r3

c2

](
r − 3κM + κrM ′ − κr

3

c2
(P − Λ)

)
+r(r − κM)

[
3(P − Λ)

r2

c2
+M ′ + P ′

r3

c2

]
> 0.

(7.23)

Usando

M ′ = (µ+ Λ)
r2

c2
, P ′ = −(µ+ P )Φ′/c2 (7.24)

tenemos que 7.23 queda como[
M + (P − Λ)

r3

c2

](
r − 3κM + κ

r3

c2
(1

2
µ+ 2Λ− 3

2
P
))

+
r3

c2
(r − κM)

(
3P − 2Λ + µ

)
> 0.

(7.25)
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7.2.1 Definición de variables adimensionales
Para poder resolver las ecuaciones numéricamente, es necesario expresar todo de
manera adimensional. Para esto definimos lo siguiente

x =
r

r0
, M =

M

ρcr3
0

,

1

r2
0

= 4π
Gρcβc
c2

, λ =
Λ

ρcc2
,

B =
1

β
=

kT

mc2
, X =

ρ

ρc
.

(7.26)

Además, recordemos que

κ ≡ 8πG

c2
=

2

r2
0ρcβc

. (7.27)

A continuación, desarrollaremos algunas cotas que servirán de referencia para los
parámetros utilizados.

Si consideramos las observaciones de diversas galaxias, hay acuerdo respecto a los
valores de las velocidades de dispersión centrales σc registrados [55, 56, 57]. Este
dato nos interesa ya que la frialdad relativista crı́tica con la que estamos trabajando, se
relaciona como βc = c2/σ2

c . Un intervalo aproximado en el que se estima esta velocidad
es 4 km/sec < σc < 1500 km/sec, y nos permite tener algunas cotas sobre βc:

4× 104 < βc < 109. (7.28)

La densidad de materia-energı́a a causa de Λ, la definimos como

Λ = ΩΛρcritc
2, (7.29)

donde
ρcrit = 1.88× 10−29h2gm/cm3. (7.30)

Además, tomaremos los valores más aceptados al presente, con ΩΛ ' 0.7 y h ' 0.65.
En su forma adimensional, definiremos que

λ ≡ ΩΛ
ρcrit

ρc
= 2.538× 10−7ΩΛh

2M� /pc3

ρc
, (7.31)

mientras que para la escala de longitud, podemos referirnos a los valores aportados por
[22]

r0 = 4.2303× 10−6 c

β
1/2
c km/sec

(
M� /pc3

ρc

)1/2

Mpc. (7.32)

Algunos valores aceptados para la densidad central de los halos galácticos pueden
ser [58, 59, 60]

0.001M� /pc3 < ρc < 1M� /pc3 (7.33)

que permiten estimar valores de la energı́a oscura

4× 10−6ΩΛh
2 < λ < 4× 10−3ΩΛh

2. (7.34)



66CAPÍTULO 7. EQUILIBRIO HIDROSTÁTICO DE LOS GASES Y LA CONSTANTE COSMOLÓGICA

7.2.2 Gas de Maxwell-Boltzmann
Aquı́ nos detendremos en el gas no-relativista. La densidad de energı́a y presión en MB
son

µ = ρc2
(

1 +
3

2β

)
, P =

ρc2

β
, (7.35)

y la densidad de energı́a en reposo es

ρ = ρc

(
βc
β

)3/2

eβc−β . (7.36)

Por una parte, la ecuación 7.22 queda como

M + ρr3

β − Λ r3

c2

r(r − κM)
> 0. (7.37)

Por otro lado, la ecuación de estabilidad 7.25 queda[
M +

ρ

β
r3 − Λ

c2
r3)

](
r − 3κM + κ

ρ

2
r3 − 3

4
κ
ρ

β
r3 + κ

2Λ

c2
r3

)
+(r − κM)

(
ρr3 +

9

2

ρ

β
r3 − 2

Λ

c2
r3

)
> 0.

(7.38)

En forma adimensional, la expresión 7.37 se expresa como

M+
β3/2
c

β5/2x
3 − λx3

x(x−M 2
βc

)
> 0, (7.39)

y la expresión adimensional de 7.38 es[
M+ x3

(β3/2
c

β5/2
eβc−β − λ

)](
x− 6M

βc
− x3

βc

(
β

3/2
c

β3/2
eβc−β

(
1− 3

2β

)
+ 4λ

))
+
(
x− 2M

βc

)
x3

[
β

3/2
c

β3/2
eβc−β

(
1 +

9

2β

)
− 2λ

]
> 0.

(7.40)

En función de la densidad ρ/ρc se expresa como

[
M+ x3

( ρ

ρcβ
− λ

)](
x− 6

M
βc
− 2x3

βc

(
ρ

2ρc
(1− 3

2β
) + 2λ

))
+
(
x− 2

M
βc

)
x3

[
ρ

ρc
(1 +

9

2β
)− 2λ

]
> 0.

(7.41)

En el lı́mite newtoniano, despreciamos los términos múltiplos de 1/βc, y 1/β, ya
que en estas condiciones mc2 es muy superior a cualquier energı́a térmica. Ası́, los
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resultados 7.39 y 7.41 que expresan las condiciones de estabilidad y existencia de una
órbita circular, son

M− λx3 > 0, (7.42)

M− (3λ− ρ

ρc
)x3 > 0. (7.43)

Estos lı́mites acuerdan con los presentados en [53]. Es pertinente mencionar que
las ecuaciones 7.37 y 7.38 no son totalmente similares al trabajo mencionado. Para
el análisis de las condiciones, hemos utilizado un acercamiento diferente, y si bien
acordamos en la mayorı́a de los términos, diferimos en algunos, sobre todo los referidos
a las potencias a las que quedan las masas-energı́as.

7.2.3 Temperatura asintótica del gas de MB
En la sección 7.2.1 definimos el conjunto de variables adimensionales con las que
trabajaremos. A continuación, expresaremos las ecuaciones de Maxwell-Boltzmann
7.5, 7.7 y 7.6 en función de esas variables; y manipulándolas de manera algebraica,
llegaremos a una forma sencilla de obtener analı́ticamente las temperaturas asintóticas
del gas no relativista con constante cosmológica.

Las tres ecuaciones mencionadas pueden reducirse a dos al igualar 7.7 con 7.6.
Además, para mayor simpleza en la resolución de las ecuaciones, definimos la variable
B ≡ 1/β. Ası́, en variables adimensionales, sólo nos quedan las siguientes expresiones

M′ =

[
X

(
1 +

3B

2

)
+ λ

]
x2, (7.44)

B′ = −σ
2

c2
B

[
M+ (XB − λ)x3

]
x(x− 2σ

2

c2M)
. (7.45)

Por otra parte, reescribiremos la densidad de energı́a 7.3 en función de las variables
adimensionales y la variable B

X =

(
c2

σ2
B

)3/2

exp

(
c2

σ2
− 1

B

)
= X(B,

σ2

c2
). (7.46)

El caso lı́mite que aquı́ nos interesa, es el caso donde la temperatura oscila alrededor
de un valor y tiende a una temperatura asintótica. Esto ocurre a grandes radios, y
supondremos un radio al que llamaremos r = ∞. Ası́, la temperatura podemos
considerarla constante, las derivadas correspondientes nulas y podemos escribir las
cantidades como

B ≈ B∞ =⇒ X = X∞(B∞),

B′ → 0 =⇒ X ′ → 0.
(7.47)

Con estas consideraciones, la ecuación 7.45 se reduce a

M+ (X∞B∞ − λ)x3 → 0,

M
x3
→ λ−X∞B∞,

(7.48)
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y la ecuación 7.44 se expresa como

M′ ≈
[
X∞

(
1 +

3B∞
2

)
+ λ

]
x2, (7.49)

que al integrarlo con la condición inicial deM(0) = 0, nos queda que

M =
1

3

[
X∞

(
1 +

3B∞
2

)
+ λ

]
x3. (7.50)

Ası́, hemos llegado a dos expresiones equivalentes: 7.48 y 7.50, que al igualarlas
obtenemos [

X

(
1 +

3B

2

)
+ 3XB

]
∞

= 2λ. (7.51)

Finalmente, si sustituimos la ecuación 7.46 en 7.51, obtenemos la relación entre la
constante cosmológica en su forma adimensional λ y la temperatura de la región
asintótica, que es equivalente a pensar en una temperatura del infinito T∞(

B∞c
2

σ2

)3/2

exp

(
c2

σ2
− 1

B∞

)(
1 +

9

2
B∞

)
= 2λ. (7.52)

Esta ecuación es trascendental para B∞, y podremos hallarla una vez seleccionada σ y
λ. En la siguiente sección, resolveremos la ecuación 7.52 numéricamente, para hallar
de manera gráfica a T∞.



Capı́tulo 8

Resultados

En este capı́tulo mostraremos los resultados de las soluciones numéricas de las
ecuaciones 7.5, 7.6 y 7.7. Para esto, utilizamos el software cOMaplesoft.

Sólo nos hemos enfocado en el caso de Maxwell-Boltzmann, ya que el caso de
Jüttner al contener funciones de Bessel y ser de mayor complejidad, implicaba el uso
de programas más sofisticados y de mayor tiempo, que excedı́an los objetivos de este
trabajo, al menos en esta instancia.

Para la resolución consideramos ciertas condiciones de regularidad en el centro,
al hacerMc = M′c = ρ′c = β′c = 0. Las ecuaciones dependen de tres parámetros
libres que variaremos en diferentes rangos y daremos interpretación a los cambios que
producen. Estos son:

• La densidad de masa-energı́a en reposo del centro ρc, es decir la densidad del
centro del sistema. Representa cuánto denso es el gas, y las unidades en las que
se expresa son (M�/pc3).

• El valor de la constante cosmológica Λ, expresada a través de la “densidad de
energı́a oscura” ΩΛ. Recordemos que se trata de un valor adimensional definido
como ΩΛ = Λ/ρcritc

2. Los valores más realistas que se esperan de este parámetro
son del intervalo (0.6− 0.8).

• La frialdad relativista crı́tica βc –o temperatura crı́tica adimensional–, que para
mayor simpleza ocuparemos la dispersión de velocidades σc, ya que el sentido
fı́sico de este parámetro es más inmediato. La relación entre la dispersión de
velocidad y la temperatura proviene de la Teorı́a cinética de los gases, presentada
en 2. σc se mide en km/s y dependiendo del tipo de sistema en estudio, es el valor
que toma.

69
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Ecuaciones diferenciales adimensionales
Aquı́ retomamos las ecuaciones diferenciales adimensionales con las que trabajaremos,
previamente mostradas en 7:

M′ =

[
X

(
1 +

3B

2

)
+ λ

]
x2, (8.1)

X ′ = −σ
2

c2
X

B

[
M+ (XB − λ)x3

](
1 + 3B

2

)
x(x− 2σ

2

c2M)
, (8.2)

B′ = −σ
2

c2
B

[
M+ (XB − λ)x3

]
x(x− 2σ

2

c2M)
. (8.3)

En las secciones subsiguientes, mostraremos las curvas solución a estas ecuaciones en
función de cada parámetro libre.

8.1 Dependencia en la constante cosmológica Λ

Aquı́, presentamos las gráficas de la densidad de masa-energı́a en reposo del sistema,
la masa y la dispersión de velocidades al variar los valores de la constante Λ (modelada
por ΩΛ). En todos los análisis se incluye el caso de ΩΛ = 0, es decir, sin presencia de
constante cosmológica. Además, hemos supesto valores extremos que no corresponden
con el valor que se espera de ΩΛ (se presentan valores del orden de cien). Si bien no es
de relevancia fı́sica, sirven para profundizar el estudio y hacerlo más completo.

Los parámetros que hemos fijado para este sistema son: una densidad central
ρc = 0.001 M�/pc3, y una dispersión de velocidad σc = 10km/s para todas las curvas
mostradas. Tanto la masa como la densidad están pesadas en una masa central M0 y la
densidad central ρc, ası́ que se trata de cantidades adimensionales.

En la figura 8.1 observamos que, mientras que en un escenario sin constante
consmológica la densidad ρ decae uniformemente a medida que nos alejamos del centro
del sistema, en los casos con ΩΛ no nula, la densidad deja de disminuir, y oscila
alrededor de una valor asintótico. Si se tiene valores de ΩΛ más grandes, la densidad
empieza a oscilar a radios menores; además de que toma un valor lı́mite mayor. Esto
es lo que esperarı́amos, ya que el término que involucra ΩΛ representa una densidad de
energı́a constante independiente del radio, sin embargo las otras formas de energı́as sı́
dependen de esa coordenada, decayendo como una ley de potencias. A radios grandes
predomina la presencia de Λ, y condiciona el valor lı́mite que alcanza ρ.

En 8.2 vemos cómo aumenta la masa a medida que nos alejamos del centro del
sistema. A radios pequeños las curvas convergen, indicando que a esa escala, predomina
otras formas de materia o energı́as que no involucran a Λ. A medida que nos alejamos
la masa crece a mayor tasa para las ΩΛ más grandes, como es de esperarse, ya que
tenemos una densidad de energı́a constante, que se suma a medida que se toma más y
más volumen del sistema.

En 8.3 tenemos la dispersión de velocidades a medida que nos alejamos del centro
del sistema. En el caso de ΩΛ = 0, la dispersión de velocidad decae al alejarse del
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Fig. 8.1: Curvas de densidad de masa-energı́a en reposo vs radio (pc). La curva roja
representa el caso de un escenario sin constante cosmológica, mientras que las demás
corresponden a tres valores de ΩΛ = 0.7, 10, 100.

Fig. 8.2: Curvas de Masa vs radio (pc). La curva roja representa el caso de un escenario
sin constante cosmológica, mientras que las demás corresponden a tres valores de
ΩΛ = 0.7, 10, 100.
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Fig. 8.3: Curvas de la dispersión de velocidad (km/s) vs radio (pc). La curva roja
representa el caso de un escenario sin constante cosmológica, mientras que las demás
corresponden a tres valores de ΩΛ = 0.7, 10, 100.

centro, mientras que en los casos de Λ presente, la velocidad σ oscila alrededor en
un valor asintótico. Es importante notar que la variación de las velocidades para las
distintas ΩΛ es ı́nfima. Este dato es muy interesante, ya que nos indica que la presencia
de constante cosmológica implica que todas las partı́culas de este gas puedan conservar
su dispersión de velocidad, incluso a grandes distancias desde el centro. Esto se vincula
de manera directa con la temperatura del sistema. Si imaginamos que la temperatura
depende de las velocidades cercanas a σ, tenemos un indicio de que la temperatura a
causa de la presencia de Λ, en las regiones asintóticas tiende a una constante.

8.2 Dependencia en la densidad central ρc
En esta sección, nos centramos en el comportamiento de las cantidades al variar la
densidad central de masa-energı́a ρc. Utilizaremos valores dentro de un intervalo de
densidades ρc de (10−6 − 2.5), todas medidas en unidades de M�/pc3.

Las dos primeras gráficas corresponden a la densidad de masa-energı́a vs radio, y a
la masa vs radio. En las dos últimas, presentamos dos casos de la dispersión velocidad
vs radio.

En 8.4 nos encontramos con la densidad de masa vs radio, medido en parsecs. El
escenario de fondo presenta una constante cosmológica ΩΛ = 0.7, y una dipersión
de velocidad de σc = 150km/s. Si la constante cosmológica fuera nula, la densidad
decrecerı́a de manera monótona a medida que nos alejamos del centro, pero cuando
encendemos ΩΛ esto cambia. La densidad tiende a un valor asintótico, alcanzando ese
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Fig. 8.4: Curvas de densidad de masa-energı́a en reposo vs radio (pc). Se presentan
diversos valores de densidad ρc = 10−6, 10−5, 10−4, 10−3, 0.01, 0.1, 0.5, 2.5 M�/pc3.

Fig. 8.5: Curvas de masa vs radio (pc). Se presentan diversos valores de densidad
ρc = 10−6, 10−5, 10−4, 10−3, 0.01, 0.1, 0.5, 2.5 M�/pc3.

valor a radios más cortos mientras más pequeña es la densidad central. Esto lo podemos
entender al comparar las densidades de energı́a. Mientras más grande ρc, el predominio
de la densidad de energı́a oscura ocurre a distancias mayores. En cambio, si se tiene ρc
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chica, el predominio de la densidad de energı́a ΩΛ se presenta a radios más cercanos al
centro, alcanzando el valor asintótico de la densidad del sistema.

En la figura 8.5 se presenta la masa del sistema vs el radio. Aquı́ también tenemos
un escenario de fondo con ΩΛ = 0.7 y σc = 150km/s. Las curvas muestran un
comportamiento análogo a 8.4, siendo que para densidades más pequeñas, la masa crece
a una tasa mayor. Esto se puede interpretar como que el predominio de la densidad de
energı́a oscura aportada por ΩΛ aparece más cercano al centro del sistema. A medida
que crece ρc, la relevancia de ΩΛ se “retarda”, apareciendo su aporte a radios más
lejanos.

Fig. 8.6: Curvas de dispersión de velocidad (km/s) vs radio (pc). La dispersión de
velocidad inicial es σc = 150 km/s. Se presentan diversos valores de densidad
ρc = 10−6, 10−5, 10−4, 10−3, 0.01, 0.1, 0.5, 2.5 M�/pc3.

En 8.6 y 8.7 tenemos la dispersión de velocidades vs radio, con σc = 150km/s
y σc = 500km/s respectivamente. Aquı́ la ΩΛ = 0.7. Si no se tuviera constante
cosmológica, al alejarse del centro la velocidad decrecerı́a. Al haber una ΩΛ no nula,
su presencia hace que se alcancen valores asintóticos en las dispersiones de velocidades,
más cercanas al valor inicial de σ mientras más pequeña es la densidad central ρc. La
impronta de ΩΛ prevalece desde radios cortos con densidades más chicas, es por esto
que la velocidad de dispersión es más cercana al valor inicial para ρc pequeñas.

Es importante destacar que las velocidades de dispersión asintóticas, difieren muy
poco del valor inicial σc. La constante cosmológica Λ permite que que la dispersión
oscile alrededor de un valor fijo a partir de cierto radio. Nuevamente, si interpretamos
la dispersión σ como una forma de energı́a vinculada a la energı́a térmica, podemos
entender esta dispersión de velocidades asintótica como una temperatura constante de
fondo del sistema.
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Fig. 8.7: Curvas de dispersión de velocidad (km/s) vs radio (pc). La dispersión de
velocidad inicial es σc = 500 km/s. Se presentan diversos valores de densidad
ρc = 10−6, 10−5, 10−4, 10−3, 0.01, 0.1, 0.5, 2.5 M�/pc3.

8.3 Estabilidad
Retomamos aquı́ los criterios de estabilidad mostrados en el capı́tulo 7, en particular
nos enfocaremos en Maxwell-Boltzmann y las ecuaciones 7.39.

De las expresiones 7.20, podemos concluir que

0 <
rΦ′

c2
< 1, (8.4)

que en las variables adimensionales que hemos fijado, se expresa como

0 <
M+ (XB − λ)x3

(x− 2M/βc)
< 1. (8.5)

Para mayor claridad, definimos la función

C =
M+ (XB − λ)x3

(x− 2M/βc)
, (8.6)

y esta será la expresión que analizaremos a continuación.
Es importante notar que el denominador de esta función debe ser positivo, ya que

corresponde al término grr de la métrica, y tiene sentido fı́sico sólo si x > 2M/βc.
Recordemos ahora que el criterio de estabilidad vino dado a través del potencial

efectivo, por medio de las cantidades conservadas y de considerar partı́culas de prueba
que seguirı́an órbitas circulares. Este tipo de trayectorias se dan en un mı́nimo del
potencial cuyas condiciones son

V ′(r∗) = 0 y V ′′(r∗) > 0, (8.7)
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donde r∗ es el radio donde se anula la función. Es decir que de la segunda derivada
radial del potencial, sólo nos interesa que sea positiva. Cada cambio de signo de esa
pendiente nos indica cuando tenemos una región estable o inestable. Haremos foco
en este aspecto. No resolveremos analı́ticamente la expresión de la derivada segunda,
dada por la ecuación 7.23, sino que veremos los cambios de pendiente de la derivada
primera V ′ (8.7), de manera de encontrar el radio mı́nimo donde empiezan a aparecer
inestabilidades.

Esa condición es la 8.5, y a continuación mostramos la gráfica correspondiente a
8.6. Al eje de las ordenadas lo hemos modelado a través del arctan(C), ya que al
ser una función que toma valores positivos y negativos, es más conveniente que el loga-
ritmo. Los parámetros escogidos en este caso son σc = 10 km/s y ρc = 0.001M�/pc3.

Fig. 8.8: arctan(C) vs radio (pc). La curva roja representa el caso de ΩΛ = 0, y la
azul ΩΛ = 0.6. El mı́nimo radio de inestabilidad es el primer cero de esta función,
y se observa un comportamiento oscilatorio que indica variación entre las regiones de
estabilidad e inestabilidad.

Como vemos en la gráfica 8.8, si tenemos un el gas de Maxwell-Boltzmann sin
constante cosmológica (curva roja), no se presentan zonas de inestabilidad geodésica.
En cambio, cuando encendemos ΩΛ (curva azul), se observa un comportamiento
oscilatorio alrededor del cero, y cada cambio de pendiente nos indica que el gas pasa
de ser estable a inestable, o viceversa. El radio que nos interesa es el primer cero de la
función, ya que representa el mı́nimo radio (rmin) de inestabilidad, dándonos un lı́mite
fı́sico para ese sistema. En ese cero la curva presenta pendiente negativa, ası́ que se
trata de un máximo del potencial, y no es estable.

8.3.1 Radio mı́nimo de inestabilidad
Ahora nos enfocaremos en las posiciones de los radios mı́nimos de inestabilidad, y
cómo cambian al variar los tres parámetros libres trabajados: ΩΛ, ρc y σc. Para esto,
registramos en cada caso el primer cero que presenta la curva al modificar los valores de
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ΩΛ, dejando fijos ρc y σc. Presentamos a continuación tres combinaciones pertinentes
para el análisis.

Fig. 8.9: Radio mı́nimo (pc) vs ΩΛ. Se presentan tres casos: la curva verde corresponde
a un escenario de ρc = 0.1M�/pc3 y σc = 250km/s, la azul a ρc = 00.1M�/pc3 y
σc = 250km/s y la verde a ρc = 0.1M�/pc3 y σc = 2000km/s. Los valores de ΩΛ son
fieles a los que se esperan.

Lo que observamos en este gráfico es que para los tres escenarios, a medida que au-
menta la constante cosmológica ΩΛ, el radio de inestabilidad se acerca al centro, dado
por el comportamiento decreciente de cada curva. Esto nos indica que mientras más
densidad de energı́a oscura, la región de estabilidad disminuye. Además, vemos que
mientras más alta la dispersión de velocidad, el radio mı́nimo se aleja del centro; en
cambio, al aumentar la densidad central ρc, el radio de inestabilidad se acerca al centro
del sistema.

Para ampliar el análisis, mostramos a continuación una extensión del intervalo
considerado de la contante cosmológica, tomando los valores de (0.1− 1000). Si bien
sólo una franja mı́nima corresponde a las estimaciones actuales que se esperan de ΩΛ,
el comportamiento se esclarece al barrer un rango mayor de valores, tal como lo hemos
representado. En lı́neas negras verticales mostramos la pequeña franja de valores de
ΩΛ que fueron tomados en la gráfica 8.9.

La pendiente de cada una de estas rectas es aproximadamente m = 0.5, con
algunas milésimas de diferencia producto del error numérico. Esto es consistente con
el comportamiento esperado del radio al variar ΩΛ, siguiendo una relación de potencias
de−1/2 (en la figura se observa ejes log− log). En cada caso realizamos un ajuste con
los datos que arrojaba la curva.
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Fig. 8.10: Radio mı́nimo (pc) vs ΩΛ. Se presentan tres escenarios con σc =
10, 200, 2000 km/s con una densidad central ρc = 0.5M�/pc3.

Para ejemplificar uno de los casos, escogeremos el escenario de σc = 200 km/s y
ρc = 0.5M�/pc3. Con los puntos obtenidos de manera numérica, calculamos la curva
que ajusta ese conjunto de valores, obteniendo lo siguiente:

rajuste =
4.864072× 106

√
ΩΛ

pc. (8.8)

Finalmente, dibujamos esta función para ver el nivel de acuerdo con los datos
numéricos. Este resultado, se muestra en la gráfica 8.11.

Fig. 8.11: Radio mı́nimo (pc) vs ΩΛ. En azul se muestra la curva del ajuste 8.8, y los
puntos rojos corresponden a los radios que son solución numérica.

Se observa un alto acuerdo entre los datos y la curva ajustada, lo que nos permite



8.3. ESTABILIDAD 79

afirmar que el radio depende del inverso de la raı́z de ΩΛ, en concordancia con lo afir-
mado en [61] en el contexto de entropı́a gravitacional asociada a la evolución de voids
cósmicos en el fondo de ΛCDM.

Por otro lado, estudiamos cómo varı́a la posición de los radios de inestabilidad con
la densidad de masa central del sistema ρc. Para esto, fijamos los parámetros ΩΛ y σc,
tomamo algunos valores representativos de ρc, y registramos y graficamos los ceros de
las curvas de interés.

Fig. 8.12: arctan(C) vs radio (pc). Posición de los primeros radios de inestabilidad
para las densidades ρc = 0.01, 0.1, 1, 1.75 M�/pc3, con un escenario de fondo de
ΩΛ = 0.7 y σc = 50 km/s fijos. El primer cero ocurre en log10(r0) = 6.2, es decir en
r0 = 1.58× 106pc. El eje vertical fue reescalado por un factor de c2 para lograr mayor
claridad.

En las figuras 8.12 y 8.13, podemos ver que la ubicación de los radios no se modifica
al variar la densidad ρc. Barriendo un rango que va dentro del intervalo (0.01−1.75), el
cero se mantiene en la misma posición (las pequeñas separaciones observadas dependen
del error numérico más que a un comportamento fı́sico). Las curvas se hacen menos
suaves a medida que aumenta la dispersión de velocidad σc, por eso la diferencia en las
curvas de un caso y otro. En ambos casos V ′(r0) = 0 y V ′′(r0) < 0, entonces tenemos
un máximo del potencial y no es estable.

8.3.2 Calor especı́fico
A continuación, nos enfocaremos en la relación entre la energı́a y la temperatura,
dándonos información sobre el calor especı́fico del sistema. Para esto, definimos el
calor especı́fico como

Ce =
∆E

∆T
, (8.9)

donde la energı́a E = Mc2, o E = ρc2r3.
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Fig. 8.13: arctan(C) vs radio (pc). Posición de los primeros radios de inestabilidad
para las densidades ρc = 0.01, 0.1, 1, 1.75 M�/pc3, con un escenario de fondo de
ΩΛ = 0.6 y σc = 250 km/s fijos. El primer cero ocurre en log10(r0) = 6.92, es decir
en r0 = 8.31 × 106pc. El eje vertical fue reescalado por un factor de c2 para lograr
mayor claridad.

Tenemos la solución de las funciones M , ρ y β, ası́ que las enfrentaremos en una
gráfica log− log para ver el comportamiento del calor especı́fico. Recordemos que en
estas representaciones, el calor especı́fico viene dado por la pendiente de la curva, y
en particular queremos ver los cambios de signos de ella, ya que indican regiones de
estabilidad e inestabilidad. En el eje vertical omitimos producto de c2, mientras que en
el eje horizontal reescalamos el inverso de la temperatura por un factor de c2 para que
los valores sean más accesibles, de lo contrario son muy pequeños.

Es importante mencionar el comportamiento de la tempertura en este sistema.
Como hemos observado, al alejarnos de su centro la temperatura comienza a decre-
cer (vinculada a σc), y si se tiene una constante Λ no nula, podemos interpretar que la
temperatura “se estabiliza”, oscilando alrededor de un valor terminal. En relación al
calor especı́fico, este detalle es importante, ya que nos interesa la relación entre el au-
mento de temperatura y los cambios en la energı́a (modelada por M ). Para un análisis
más claro de la pendiente del Ce, trabajaremos con el inverso de la temperatura, ya que
de esta forma obtendremos valores crecientes en función de T . Para esto, usaremos la
frialdad relativista β = mc2/kT .

En las siguientes gráficas, mostramos los calores especı́ficos en diversos escenarios
de fondo. En todos, la densidad central tiene un valor de ρc = 0.001 M�/pc3 y una
dispersión de velocidad σc = 10 km/s, pero la densidad dada por Λ varı́a tomando
cuatro valores representativos, incluyendo el caso de ΩΛ nula.

En la primera figura 8.14, mostramos la masa vs la frialdad relativista; en la figura
8.15 la función densidad ρmultiplicada por r3 vs β, y en 8.16 un acercamiento a una de
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las curvas que aparece en 8.15, para observar de manera clara el cambio de pendiente
que experimenta la curva.

Fig. 8.14: La curva roja representa el caso de un escenario sin constante cosmológica,
mientras que las demás corresponden a tres valores de ΩΛ = 0.6, 6, 100.

Fig. 8.15: . La curva roja representa el caso de un escenario sin constante cosmológica,
mientras que las demás corresponden a tres valores de ΩΛ = 0.6, 6, 100.

Lo que se observa en todas las gráficas de calor, es que el sistema tiende a una
temperatura asintótica. Al llegar a un valor crı́tico de masa-energı́a, la curva empieza
a oscilar alrededor de un valor de temperatura a medida que aumenta la masa. Esta
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Fig. 8.16: Ampliación de la curva de ΩΛ = 0.6 para observar mejor la variación de
la pendiente, lo que indica un cambio de signo del Ce. También se incluye el caso sin
constante cosmológica.

temperatura, en acuerdo a los resultados que hemos mostrado anteriormente, es un valor
lı́mite que podemos interpretar como un baño térmico propio caracterizado por una T∞,
a la que tiende el sistema al incorprar más masa y más volumen.

El punto en que la pendiente comienza a oscilar, es un valor crı́tico que se relaciona
con el radio de corte que aparece en las gráficas anteriores, y es el que nos da el lı́mite
de estabilidad. Esta caracterı́stica no se presenta si tenemos Λ = 0, ya que en ese caso,
la pendiente de la curva roja nunca cambia de signo, indicando que el calor especı́fico
siempre es positivo.

Lo que nos indica el comportamiento oscilatorio del Ce cuando la constante
cosmológica es distinta de cero, es sinónimo de inestabilidad. Nos encontramos con
zonas de pendiente positivas y negativas que se intercalan, mostrando un sistema
estable e inestable respectivamente. La pendiente negativa significa que un aumento
de temperatura se da con una disminución de energı́a, comportamiento anómalo
en sistemas fı́sicos. Este resultado se ha observado en sistemas equivalentes. A
continuación, mostraremos brevemente un caso que nos permite comparar y entender
mejor qué es lo que sucede con el gas de Maxwell-Boltzmann bajo estas condiciones.

Inestabilidad de Antonov

En aras de profundizar el análisis sobre la estabilidad del gas ideal, es pertinente realizar
una analogı́a con la inestabilidad de Antonov y la catástrofe gravotérmica. Desde este
enfoque, se estudian las esferas isotérmicas contenidas en fronteras rı́gidas, y se obtiene
un radio crı́tico donde comienza la inestabilidad.

A este resultado se llega de modelar un cluster esférico de estrellas [62]. El sistema
más sencillo para trabajar, es un cluster aislado, cuyas masa, energı́a y volumen estén
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fijos (ensamble microcanónico). La estabilidad de este sistema lo da su termodinámica
global. De manera local, se puede analizar por medio de la ecuación de estado del gas
ideal, suponiendo que el equilibrio se mantiene localmente en cada punto.

Al considerar la interacción gravitatoria en el equilibrio del gas, se obtiene que
los gradientes de densidad de masa, en la ecuación de estado global, juega un rol
determinante: el comportamiento difiere significativamente del gas ideal usual (que
ignora la gravedad), y el calor especı́fico puede tomar valores negativos, dando origen
a inestabilidades.

Las variables presión, volumen, densidad y temperatura nos permiten entender qué
sucede. En un volumen grande, las interacciones entre partı́culas a causa de la gravedad
no es tan fuerte, teniendo una esfera isotérmica estable. Si se conserva el mismo número
de partı́culas y el volumen disminuye, la energı́a gravitacional empieza a ser importante,
y deviene en una inestabilidad: es decir que la gravedad empieza a ser más importante
que la energı́a térmica generada por la presión hidrostática.

En esta condición existe un radio crı́tico donde comienza la inestabilidad de
Antonov, e indica el comienzo de la catástrofe gravotérmica. El radio depende de la
masa M y energı́a del sistema, y una vez alcanzada la inestabilidad, la catástrofe es
inminente.

Desde este enfoque, podemos encontrar algunas semejanzas con el caso que nos
interesa. En ambas situaciones, tenemos que a partir de un radio crı́tico se tiene un
desenlace inestable, condicionando las configuraciones que tengan sentido fı́sico.

En [63] podemos encontrar el desarrollo que permite obtener este radio. Allı́
se demuestra la relación que deben cumplir los parámetros que intervienen en la
estabilidad de la esfera isotérmica, por medio de la segunda variación de una entropı́a
funcional que describe el caso.

En sintonı́a con esa idea, se puede expresar las funciones M , E y la entropı́a S en
función de un radio R para cualquier configuración de equilibrio isotérmico [62, 63].
Con esas relaciones, se encuentra que la entropı́a no tiene un máximo para una energı́a
dada, si el radio es de la formaR > −0.335GM2/E. Además, la densidad crı́tica debe
satisfacer que ρc < 709ρ(R). De otra manera se tiene equilibrios metaestables.

La breve descripción anterior, fue para resaltar los aspectos más importantes de la
inestabilidad de Antonov. Inestabilidad que comienza a partir de un radio crı́tico, similar
al que hemos obtenido en el análisis de nuestro sistema. Un propósito para un trabajo
posterior, es comparar los radios de corte para sistemas de distintos tamaños y escalas
de longitud, como por ejemplo en galaxias enanas, grandes o clusters de gran magnitud.
Esos resultados son de gran interés, ya que hemos observado que en nuestro caso, el
radio mı́nimo de inestabilidad no depende de la densidad central, dato que podrı́a ser
relevante en el cálculo de las dimensiones de los sistemas fı́sicos.

8.4 Temperatura asintótica

Retomamos aquı́ la ecuación 7.52 del capı́tulo anterior, y las resolveremos numéricamente.
Posteriormente, mostraremos las gráficas obtenidas.
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Recordemos que esa ecuación depende de tres parámetros: la dispersión de
velocidad en el centro del sistema la dejaremos fija en σc = 250 km/s. A los parámetros
ΩΛ y ρc los variaremos, uno a la vez, para ver el comportamiento de la temperatura
asintótica.

La ecuación 7.52 está bien definida desde el comienzo, esto significa que las
variables consideradas fueron adimensionales, y desde la definición de cada una
se trabajó de manera algebraica para llegar a la expresión final. Las gráficas que
mostraremos a continuación, son de ejes adimensionales, y se dejaron los parámetros
explı́citos (en particular el de ρc) para mayor claridad.

8.4.1 Temperatura asintótica en función de Λ
En este caso, resolvimos 7.52 con las condiciones de σc = 250 km/s y ρc =
0.1 M�/pc3. La dependencia entre la temperatura del sistema en la región asintótica y
la constante cosmológica, es una relación de potencias correspondiente a la expresión

B∞ = Bc Ω1.4937×10−12

Λ , (8.10)

con Bc = σ2
c/c

2 (la temperatura adimensional del centro del sistema). El exponente
es muy pequeño, siendo casi cero, ası́ que el aporte de la constante es muy cercano
a la unidad. Ası́, podemos interpretar que la dependencia que tiene la temperatura
asintótica B∞ con la constante ΩΛ es despreciable. De esta manera, encontramos que
la temperatura adimensional en el infinito, difiere en muy poco a la que tiene el sistema
en su centro Bc, que a su vez se define en función de la dispersión de velocidades σc.

A continuación, mostramos la dependencia de B∞ en ΩΛ, y posteriormente la
gráfica log− log, donde observamos de manera clara la pendiente creciente.

Como hemos observado en gráficas anteriores (8.3, 8.6, 8.7), a mayor valor de la
constante cosmológica Λ, la temperatura asintótica es mayor. La pendiente positiva de
8.18 es más clara en este resultado. Al ser una gráfica logarı́tmica, podemos encontrar
la relación de potencias que vincula las dos variables. Este resultado es el mostrado en
8.10, a partir del cual concluimos que la dependencia es ı́nfima.

8.4.2 Temperatura asintótica en función de ρc
Aquı́, las condiciones de fondo fueron σc = 250 km/s y ΩΛ = 0.7. Al igual que la
dependencia con la constante cosmológica, la variación con ρc es muy poca, es por esto
que nos detendremos en expresión numérica.

Lo que sı́ queremos hacer notar, es que para densidades centrales crecientes, la
temperatura B∞ decrece, tal como lo muestran las gráficas 8.1 y 8.4 de secciones
anteriores. Habı́amos discutido que esto se debe a que a ρc más grandes, la relevancia
de la constante Λ se aleja a radios mayores y el alcance de una temperatura asintótica
se retarda a regiones más alejadas. Esto implica un alejamiento respecto al valor inicial
de la dispersión de velocidad σc, lo que hace decrecer Bc.

Por último, mostramos las dos gráficas de la temperatura en las regiones del infinito
B∞ vs la densidad central ρc. En 8.20 se observa la pendiente negativa que indica
que a mayor densidad de masa-energı́a en reposo del centro del sistema, la temperatura
decrece.
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Fig. 8.17: Temperatura asintótica adimensional vs ΩΛ. Las condiciones de fondo fueron
σc = 250 km/s, y ρc = 0.1 M�/pc3

Fig. 8.18: Temperatura asintótica adimensional vs ΩΛ, en escala logarı́tmica. Las
condiciones de fondo fueron σc = 250 km/s, y ρc = 0.1 M�/pc3
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Fig. 8.19: Temperatura asintótica adimensional vs ρc (adimensional). Las condiciones
de fondo fueron σc = 250 km/s, y ΩΛ = 0.7

Fig. 8.20: Temperatura asintótica adimensional vs ρc (adimensional), en escala
logarı́tmica. Las condiciones de fondo fueron σc = 250 km/s, y ΩΛ = 0.7



Capı́tulo 9

Conclusiones

En este trabajo nos hemos enfocado en el estudio de dos gases ideales no degenerados
en equilibrio: el gas de Maxwell-Boltzmann no relativista, y el gas de Maxwell-Jüttner
relativista, en un escenario con constante cosmológica Λ. Analizamos cómo se modifica
el comportamiento de algunas cantidades termodinámicas al variar el valor de esta
constante.

Comenzamos con las ecuaciones relativistas más generales, trabajando en un
espacio-tiempo esférico y estático, y ası́ obtuvimos las ecuaciones de equilibrio ex-
presadas de manera sencilla para el gas de Maxwell-Boltzmann, para luego resolverlas
numéricamente. Con esos datos pudimos observar algunas caracterı́sticas novedosas e
interesantes que se presenta en el gas ideal de MB con un campo dado por la constante Λ.

La pregunta de investigación guió el desarrollo y métodos utilizados. En principio,
repasamos las principales caracterı́sticas de un fluido perfecto, ya que era la primera
aproximación a los sistemas que querı́amos estudiar. Continuamos la pesquisa con
la Teorı́a cinética de los gases en su versión relativista. Pudimos entender cómo se
llega a la función de distribución y a las principales cantidades termodinámicas en un
espacio-tiempo plano. Ası́, presentamos la fomulación de la termodinámica relativista
sin curvatura.

Allı́ fue pertinente presentar algunos de los fundamentos de la Relatividad General,
los resultados y ecuaciones que eran necesarias para nuestra investigación. Siguió el
estudio de la solución a las ecuaciones de Einstein para un espacio-tiempo esférico,
estático y vacı́o, ya que era un acercamiento al sistema de nuestro interés. Con esta
base, pudimos estudiar las ecuaciones de Einstein para un espacio-tiempo también
esférico y estático, donde el gas de Maxwell-Jüttner fuera la fuente de masa-energı́a
del sistema. Aquı́ vimos nuevamente las cantidades termodinámicas más relevantes,
pero ahora incluyendo curvatura.

Posteriormente, revisamos los aspectos más relevantes de la constante cosmológica
Λ y su interpretación como densidad de energı́a oscura en el Universo. Era necesario
este paso, ya que la investigación se preguntaba de manera especı́fica qué cambios
introduce a la termodinámica de un gas de estrellas la presencia de esta constante.

Por último, regresamos a las ecuaciones de Einstein para un espacio-tiempo
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88 CAPÍTULO 9. CONCLUSIONES

esféricamente simétrico y con un tensor de masa-energı́a modelado por un gas ideal,
el detalle es que aquı́ incluimos a Λ. Pudimos obtener las ecuaciones diferenciales de
cada gas: MB y MJ. Además, presentamos un análisis de geodésicas circulares, que
nos permitió obtener criterios de estabilidad geodésica y ası́ delimitar regiones esta-
bles, sumado a los comportamientos asintóticos de algunas variables. Todo este desar-
rollo culminó en la resolución numérica de esas ecuaciones, y los resultados pudimos
mostrarlos a través de gráficas.

Nos propusimos un proyecto ambicioso: quisimos estudiar las propiedades
termodinámicas más relevantes presentes en los sistemas: calor especı́fico, entropı́a,
energı́a, etc. Los gases ideales sobre los que nos preguntábamos era por una parte el
gas ideal de Maxwell-Boltzmann, un gas no relativista; y el gas de Maxwell-Jüttner, la
extensión del gas ideal en el contexto de Relatividad General, que se ha estudiado en
cantidad, pero aún presenta muchos interrogantes.

Este último, presenta una complejidad significativa comparado al gas ideal de MB.
Las variables termodinámicas se escriben en función de las funciones de Bessel, que
si bien se conocen y son bien definidas, aportan un grado de complejidad mayor en
las ecuaciones diferenciales que se deben resolver. Esto representó una dificultad en el
camino, que para los fines de este trabajo dejamos afuera, pero en un futuro cercano
la tarea es poder resolverlas, y comparar esas soluciones con los resultados que hemos
hallado aquı́.

Más allá de este detalle, sı́ logramos aprender bastante de ambos sistemas, sobre
todo del gas ideal de Maxwell-Boltzmann y de las soluciones a sus ecuaciones difer-
enciales. De manera numérica hallamos las funciones de la masa M , la densidad de
masa-energı́a en reposo ρ y la inversa de la frialdad relativista β. Los tres parámetros
libres con los que jugamos fueron la densidad central ρc, la dispersión de velocidades
σc y la constante cosmológica Λ, expresada a través de la densidad ΩΛ (que podrı́a ser
un modelo de energı́a oscura). Asimismo, las funciones nos permitieron encontrar el
calor especı́fico Ce y definir las regiones de estabilidad del sistema.

El primer resultado importante que notamos en que la constante cosmológica Λ
cumple la función de ser un baño térmico para el gas no colisional –por ejemplo, un
gas de estrellas de una galaxia, o sistemas mayores–. Esto lo notamos en las tendencias
a un solo valor asintótico de la dispersión de velocidades σc, y de la frialdad relativista
en el análisis del calor especı́fico. Si bien el comportamiento es oscilante, podemos
imaginarnos que en el infinito, sı́ se llega a una temperatura estable T∞.

No sólo obtuvimos este valor de manera gráfica, sino que haciendo las considera-
ciones pertinentes, llegamos de manera analı́tica al valor final de esa temperatura, que a
la vez depende de la dispersión de velocidades, la constante cosmológica y la densidad
central ρc, donde nos enfocamos en la dependencia en las últimas dos. Este detalle nos
permite entender a la constante Λ como un gran reservorio térmico que en interacción
con la temperatura propia del gas de estrellas, a grandes distancias, a radios infinitos,
convergen en una temperatura asintótica que caracteriza el sistema.

El segundo hallazgo importante, son las zonas de inestabilidad geodésicas a causa
del calor especı́fico negativo. Encontramos de manera gráfica que la cantidad Ce,
al igual que todas las variables analizadas, a partir de cierto radio adquiere un
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comportamiento oscilatorio. El calor especı́fico se alterna de positivo a negativo, siendo
su valor negativo un motivo de inestabilidad. Este radio lo entendemos como un radio
de corte, que nos delimita el sistema y condiciona la combinación de los parámetros en
juego para que tenga relevancia fı́sica. La inestabilidad geodésica del calor especı́fico
negativo, es análoga a la inestabilidad de Antonov sobre la misma clase de sistemas.
Es sorprendente ver las similitudes de ambos resultados, aunque se traten de distintos
enfoques.

El punto de partida de este trabajo fueron los resultados del análisis que se
hizo en [53], donde se estudió los radios de corte de sistemas de halos de materia
oscura isotérmicos, en presencia de una constante cosmológica. La investigación
aquı́ presentada, es una extensión de ese trabajo, y profundiza ese estudio con nuevos
resultados y alcances. Complementamos el análisis de la estabilidad del sistema por
medio de la inestabilidad a causa del calor especı́fico negativo, además de obtener
evidencia sólida de que el sistema, es sus regiones asintóticas, presenta una temperatura
que puede ser considerada constante y que hemos llamado T∞. De manera gráfica y
analı́tica pudimos llegar a ese resultado.

Nuestra intención es continuar el estudio de este sistema. Aún nos queda estudiar
en profundidad la inestabilidad de Ce y compararla con la de Antonov. Además, de-
seamos resolver y estudiar el caso del gas reativista de Maxwell-Jüttner, para tener una
visión más robusta y cercana a lo que esperarı́amos de la Termodinámica de sistemas
galácticos y relativistas. Un proyecto que nos desafı́a y entusiasma.

La Termodinámica es quizás el área de la Fı́sica más rica y desafiante. Desde hace
más de cuatro siglos se estudia de manera rigurosa, y es de las disciplina que más se ha
ramificado y dialogado con otras ciencias, dando a la humanidad un entendimiento de
fenómenos diversos, que se han materializado en la mejora de la calidad de la vida. A
escalas terrestre nos ha dado infinitas respuestas y cada vez se constata más con nuevas
pruebas.

El desafı́o que nos toca ahora, al menos a los fı́sicos y fı́sicas que nos interesa el
Cosmos y el Universo, es dar con una teorı́a termodinámica sólida que nos permita
entender y describir los sistemas a grandes escalas y que sea coherente con Relatividad
General, la principal teorı́a con que hacemos fı́sica en este tipo de sistemas. Este trabajo
se dirige en esa dirección. Si bien lo sabemos limitado, es un paso necesario para el
entendimiento completo de una termodinámica que incluya tanto Relatividad General,
como la constante cosmológica Λ, que aún hoy intentamos comprender de qué se trata.
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