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Proélogo

Durante los cursos de algebra superior y algebra moderna del plan de estudios de
la carrera de matematicas, se nos presentan los conceptos de estructuras algebraicas
como monoides, grupos, anillos y conceptos de relaciones de orden en un conjunto ta-
les como orden parcial, total y buen orden. Sin embargo, los conjuntos a los que se les
da dicha estructura o relaciéon son estudiados usando sélo las propiedades derivadas de
esa estructura o relacion dada. Este trabajo es una introduccién a la teoria de anillos
ordenados reticulados donde podremos unir la estructura y la relacion de orden para
profundizar en el estudio del conjunto a través de la combinacion de ambas. Princi-
palmente se presentan algunos fundamentos e ideas sobre estos anillos empezando con
un estudio inicial de los grupos asignados con un orden y las diferentes caracteristicas
de ese orden hasta llegar al caso cuyo orden sea una reticula. Al estudiar con detalle
los grupos podremos hacer el salto a los anillos, los cuales son un concepto clave en el
algebra, se procederé a trabajar con estructuras conocidas en la teoria de anillos como
los radicales e ideales y sus versiones resultantes de trabajar con un orden. Si bien la
idea es unir la estructura y el orden, nos enfocaremos en como el orden enriquece a
la estructura y poder ver el como darle orden a un anillo sin ninguna caracteristica
particular puede llegar a ser desde conmutativo hasta Artiniano. Todos los aparta-
dos seran acompanados de ejemplos que faciliten el entendimiento y comprension de
los conceptos y cada demostracion seré lo mas detallada posible para que no queden
vacios conceptuales pero intentando no caer en un desarrollo innecesario y repetitivo
en las demostraciones. Para esto se dan por sentado conocimientos bésicos de grupos,
anillos, espacios vectoriales y k-algebras.
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Capitulo 1

Grupos y anillos ordenados

En este capitulo, introduciremos varios sistemas algebraicos ordenados y presen-
taremos algunas propiedades basicas e importantes de estos sistemas.

1.1. Reticulas

Definicion: Una relacion < en un conjunto no vacio A, se llama un orden parcial
en A si las siguientes propiedades son satisfechas.

(1) (reflexividad) a < a para toda a € A,
(2) (antisimetria) a < b, b < a implica a = b para todo a,b € A,
(3) (transitividad) a < b, b < ¢ implica a < ¢ para todo a,b,c € A.

Definiciéon: Un conjunto A con un orden parcial < se llama conjunto parcialmente
ordenado.

Uno puede escribir b > a para denotar a < by a < b (0 b > a) para decir que
a<byaz#b. Sipasaquea <bob< a,entonces decimos que a y b son comparables,
de lo contrario son incomparables.

Definiciéon: Se dice que un orden parcial < en un conjunto A es un orden total si
cualesquiera dos elementos en A son comparables. En el caso de que < sea un orden
total, se dice que A es un conjunto totalmente ordenado o una cadena.

Definicién: Supongamos que dos ordenes parciales, < y =, son definidos en el
mismo conjunto A, entonces decimos que =< es una extension de < si, para todo
a,be A, a <bimplica que a < b.

Un orden parcial < en A induce un orden parcial en cualquier subconjunto no
vacio B de A, esto es, para cualquier a,b € B, definimos a < b en B si a < b con
respecto al orden parcial original de A. El orden parcial inducido en B es denotado
por el mismo simbolo <.

Definiciéon: Sea B un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado A. Una
cota superior (cota inferior) de B en A es un elemento x € A (y € A) tal que b < x
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(b > y) para cada b € B. Nosotros denotaremos que € A (y € A) es una cota
superior (cota inferior) de B por B <z (B > y).

Definicién: Sea B un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado A. Se
dice que B es acotado en A si B tiene tanto cotas superiores como cotas inferiores en

A.

El conjunto de todas las cotas superiores (inferiores) de B es denotado por Ux(B)
(La(B)).
Si B = ¢ donde ¢ denota al conjunto vacio, entonces Uy (B) = La(B) = A.

Definiciéon: Sea B un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado A. Se
dice que un elemento u € B es el menor elemento (mayor elemento) de B si u < b
(u > b) para cada b € B.

Un subconjunto B de un conjunto parcialmente ordenado puede no tener elemento
menor (mayor), pero de existir, entonces este seria tnico debido a la antisimetria de
los 6rdenes parciales.

Definicién: Sea B un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado A. Se
dice que un elemento w € B es un elemento mdzimo (minimo) de B si para cualquier
be B,b>w(b<w)implica que b = w, es decir, no hay elementos de B estrictamente
mayores (menores) que w.

Un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado puede tener mas de un
elemento minimo (maximo).

Definicién: Sea L un conjunto parcialmente ordenado con orden parcial <. Se
dice que < es un orden reticular y que L es una reticula bajo < si para cualquier
a,b € L el conjunto Uy ({a,b}) tiene elemento menor y el conjunto Ly ({a,b}) tiene
elemento mayor. Es decir, para cualesquiera a,b € L el subconjunto {a, b} tiene una
menor cota superior y una mayor cota inferior las cuales son denotadas de la siguiente
manera

aVbyaAlb,

respectivamente.
a Vb es llamado el supremo de a y b, y a A b es llamado el infimo de a y b.

Definicién: Un subconjunto no vacio B de una reticula L es llamado una subre-
ticula de L si para cualesquiera a,b € B, aVb,aANb € B.

Definiciéon: Sea L una reticula, se dice que:

(1) L es distributiva si para cualesquiera a,b,c € L,

aV(bAc)=(aVb)A(aVc)

aN(bVec)=(aNb)V(aArc)

(2) L es completa si cada subconjunto de L tiene tanto supremo como infimo.
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En una reticula L, para cualesquiera a,b,c € L, por la definiciéon de reticula, de
cota superior y de mayor cota inferior, tenemos que

aV(bVe)=(aVb)Ve

aN(bAc)=(aNnb)Ac.

Esto es cierto para cualquier cantidad finita de elementos de L, por lo que s6lo usa-
mos a; V ... Va, y a; A ... A a, para denotar el supremo e infimo de {aq,...,a,}
respectivamente.

El siguiente es un ejemplo que ilustra algunos conceptos definidos arriba.
Ejemplo 1.1.

(1) Para un conjunto dado A, sea P4 = { B| B es un subconjunto de A}, el conjunto
potencia de A. Para dos subconjuntos B, C de A, definimos B < C'si B C (', donde
"B C ('"significa que B es un subconjunto de C. Entonces < es un orden reticular y
paratodo B, C' € P4, BAC =BNCyBVC=BUC. Mas atn, P4 es una reticula
completa y distributiva.

Es claro que C es un orden parcial por lo que sblo veremos que es reticular,
completo y distributivo.

Para todo B, C' € P4 es claro que B, C' C BUC, entonces por definiciéon B,
C < BUC.Sea D € Py tal que B,C < D, entonces B, C' C D. Es decir, si b € B,
entonces b € D y de manera similar si ¢ € C, entonces ¢ € D por lo que BUC C D,
lo que quiere decir que B U C' < D. En efecto, se tiene que BV C = BUC.

De igual manera es claro que BNC C B, C por loque BNC < B, . Sea I’ € Py
tal que F' < B, C', entonces F' C B, C'. Es decir, para todo x € F' se tiene que = € B
yx € Cporloquexe BNC, luego F C BNC y por tanto F' < BN C. En efecto,
BANC=BNCy Py con < es un orden reticular.

Dado que la intersecciéon y la uniéon siempre estan definidas y pueden extenderse
para familias arbitrarias de dos conjuntos, se tiene que el orden también es completo.
P, también es una reticula distributiva.

Si A tiene mas de un elemento, entonces P4 no es un conjunto totalmente ordenado
dado que para dos elementos diferentes a, b € A, los elementos {a} y {b} de P4 no
son comparables.

(2) Sea A un conjunto no vacio. Definamos < en A por a < b si a = b, para
todas a,b € A. Entonces < es un orden parcial en A y si A tiene mas de un elemento
entonces no es un orden reticular.

Sean a, b, ¢ € A. Es claro que a = a por lo que < es reflexivo. Sia < by b < a,
es decir, a = by b = a entonces es claro que a = b por lo que < es antisimétrico. Por
tltimo, si a < b < ¢, entonces a = b = ¢ por lo que a = c¢. Por lo tanto < también es
transitivo y asi A es un conjunto parcialmente ordenado.

Supongamos que a, b € A son elementos distintos, entonces Uy (a) = {a} y Ua(b) =
{b}, por lo que Uy(a) NUA(b) = ¢, lo que implica que no puede haber un supremo de
a 'y b, por lo que A no es un conjunto reticulado.
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Es buen momento para mencionar el Lema de Zorn, que es equivalente al Axioma
de eleccion.

Teorema 1.1. (Lema de Zorn). Sea A un conjunto no vacio parcialmente orde-
nado. Si cada subconjunto de A que sea una cadena tiene una cota superior en A
entonces A contiene un elemento mdximo.

1.1.1. Grupos reticulados y reticulas vectoriales

En esta seccién introduciremos los grupos parcialmente ordenados, los grupos
reticulados, las reticulas vectoriales y consideraremos algunas propiedades basicas de
estos sistemas algebraicos ordenados. Siempre usaremos la adiciéon para denotar la
operacion del grupo aunque ésta no siempre sea conmutativa.

Definiciones y propiedades basicas

Definiciéon: Un grupo parcialmente ordenado G es un grupo que es a la vez un
conjunto parcialmente ordenado bajo <, de manera que G satisface la siguiente ley
de monotonia: Para cualesquiera a,b,c € G,

a < b implica que (a+¢) < (b+¢)y (c+a) < (c+b), para todo c € G.
Si G es un grupo y un conjunto parcialmente ordenado bajo <, entonces podemos
asignarle a G un nuevo orden <° que se define como a <° b si y sélo si b < a.

Definicion: Al grupo con el orden anterior se le denomina grupo opuesto de G'y
se denota GP.

Definicién: Un grupo parcialmente ordenado G es un grupo reticulado (I-grupo)
si el orden parcial es una reticula, y G es un grupo totalmente ordenado (o-grupo) si
el orden parcial es un orden total.

Definicién: Sea un grupo parcialmente ordenado G.

(1) Un elemento g es llamado positivo si g > 0, donde 0 es el elemento neutro de

G.
(2) Un elemento g es llamado estrictamente positivo si g > 0.

(3) El conjunto G = {g € G : g > 0} se conoce como el cono positivo de G, y se
define —GT ={g € G: —g € G}, el cono negativo de G.

Algunas veces denotaremos a + b como ab, omitiendo el simbolo de suma.

Lema 1.1. Sea G un l-grupo
(1) Si g > 0 entonces —g < 0.

(2) Para cualesquiera a, b, ¢ € G,
i)c+(anb)=(c+a)A(c+D),
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ii) (aNb)+c=(a+c)N(b+c),

iii) c+ (aVb)=(c+a)V(c+b),

i) (aVb)+c=(a+c)V(b+c).
Demostracion.

(1) Sea 0 < g € G, como G es un grupo ordenado podemos agregar —g en ambos
lados de la desigualdad y tenemos que:

0—-g<g-—y
Lo que implica que —g < 0.
(2) Sean a,b,c € G, tenemos lo siguiente:
anNb<a,b y a,b<aVb.
Entonces
c+ (anb) < (c+a), (c+Db) y (c+a), (c+b) <c+(aVD).
Por lo que por la definiciéon de supremo e infimo, se tiene que
c+(anb) <(c+a)A(c+Db) y (c+a)V(c+b)<c+(aVD).
Por otro lado
(c+a)N(c+Db) <(c+a), (c+Db) y ct+a,c+b<(c+a)V(c+b).
Entonces
—c+ ((c+a)A(c+b) <a,b y a,b< —c+ ((c+a)V(c+Db)).
Por lo que por la definiciéon de supremo e infimo, se tiene que
—c+((c+a)A(c+b)<anb y (aVb) < —c+((c+a)V(ctd)).
Por lo tanto
(c+a)A(c+b)<c+(anbd) y c+(aVvb) <(c+a)V(c+b).

De esta manera tenemos la demostracion de i) y iii), la demostracion de ii) y iv)
son anélogas.

Como muestran los siguientes dos Teoremas, los conos positivos caracterizan a los
grupos parcialmente ordenados.

Teorema 1.2. Para un grupo parcialmente ordenado G, el cono positivo G satisface
las siguientes tres condiciones:

(1) (GT) +(GT) € (GT),
(2) g+ (GT) + (—g) € GT, para todo g € G.
(3) Gt N —-GT = {0}.
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Demostracion.

(1) Sean g, f € GT. Entonces, como G es un grupo parcialmente ordenado y
cumple la ley de monotonia, 0 < f < f + g, por lo que 0 < f + g. Por lo tanto f + g
e Gt

(2) Sea f € GT. Entonces:

0<f

g+0<g+f
g+0+(=g9)<g+[f+(-9)
0<g+f+(-9)

A~~~ /N A/~
—_ = =

B W b =
~— — ~— ~—

Ast, g+ f + (—g) € G, es decir, g + (G*) + (—g) C G

(3) Claramente 0 € GT N —G*. Supongamos que g € GT N —G™. Entonces g > 0
y —g > 0, entonces g > 0y g < 0 y por antisimetria del orden g = 0.

Teorema 1.3. Sea G un grupo y P un subconjunto de G que satisface las siguientes
3 condiciones:

(1) P+ P CP,
(2) g+ P+ (—g) C P, para todo g € G,
(3) PN —P ={0}, donde —P ={g € G:—g € P}.

Entonces < definida por a < b si b —a € P, es un orden parcial en G y G se
convierte en un grupo parcialmente ordenado con cono positivo P.

Demostracion.

Veamos primero que < es un orden parcial.
(a) Sea a € G, entonces a —a = 0 y por hipotesis 0 € P por lo que a < a y asi se
tiene que < es reflexiva.

(b) Sean a, b € G tales que a < by b < a, entonces, por definicion, a — b y
b—a € P perob—a = —(a—>b) lo que implica que a—b € PN —P y por (3) tenemos
que a = b. Asi, < es simétrica.

(c) Sean a, b, ¢ € G tales que a < by b <c.

Como a < by b < ¢ tenemos que b —a, c—b € P. Por (1), (c—b)+(b—a) €
P+ P C P, por lo que ¢ —a € P. Por definicién, a < ¢ y asi < es transitiva.

Por lo tanto, tenemos que < es un orden parcial.

Ahora veamos que < le da a (G estructura de grupo parcialmente ordenado.

Sean a, b, ¢ € G tales que a < b.

Como a < b, b—a € Py por (2),

(c4+b) = (c+a)=c+(b—a)+(—c) € P
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entonces ¢ +a < c-+b.
De igual manera

(b+c)—(a+c)=b+c—c—a=b—a€P,

porloquea+c<b+c.
Por lo tanto G es un grupo parcialmente ordenado respecto al orden <.
Claramente Gt ={g € G| g >0} = P.

Lema 1.2. Sea G un grupo parcialmente ordenado. Supongamos que g V 0 existe
para todo g € G. Entonces G es un l-grupo y para todo f, g € G

gV Ii=W(g—=f)VOo)+f

gNf=[f—[(=g+f) VO
Demostracion.

Por definicion, tenemos que (g — f) V0 > g — f,0 y como estamos trabajando en
un grupo con orden parcial tenemos que:

(9—f)v0=>g—fimplicaque (9 — f)VO+f>gy(g—f)V0 >0 luego,
((g—f)Vv0)+ f > f. Entonces ((9 — f) V0) + f es una cota superior de g y f. Sea
u € G otra cota superior de g y f, entonces se tiene que:

uw > g implica que u — f > g—fyu > fluegou— f > 0 por lo tanto u — f
es cota superior de g — f y de 0. Entonces (v — f) > (g — f) V 0 lo que implica que
u>(g—f)VO+ fporlotantogV f=1[(g—f) VO] +f.

Por definicion, tenemos que (—g+ f) V0 > —g + f,0 y como estamos trabajando
en un grupo con orden parcial tenemos que:

(—g+ ) V0> —g+ fimplicaque f —((g— f)V0) < gy (g—f) V0> 0 luego,
f—(g—f)v0) < f. Entonces f — ((g — f) VO0) es una cota inferior de g y f. Sea
u € G otra cota inferior de g y f, entonces se tiene que:

u < g implica que —u+ f > —g+ f y v > f implica —u + f > 0 por lo tanto
—u + f es cota superior de —g + f y de 0. Entonces (—u+ f) > (—g + f) V0 lo que
implica que u < f —[(—g+ f) V0] por lo tanto g A f = f —[(—g+ f) V O].

Teorema 1.4. Supongamos que G es un grupo parcialmente ordenado con cono
positivo P.

(1) G es un l-grupo si y sdlo si G ={a—"0b:a,b € P} y P es una reticula bajo el
orden parcial inducido por G.

(2) G es un o-grupo si y solo si G = PU—P.
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Demostracion.

(1) Supongamos que G es un [-grupo. Claramente G O {a —b: a,b € P}

Sea g € G y definamos a f = g A0, claramente —f € P y por definicién de infimo
g—feP.

Es claro que g = (g — f) — (—f) por lo que G = {a—b:a,b € P}. No es dificil de
ver que el supremo e infimo de elementos positivos se mantiene positivo por lo que P
es una reticula bajo el orden de G.

Ahora supongamos que G = {a — b : a,b € P} y que P es una reticula con el
orden inducido de G.

Sea g € GG, entonces g = —y con z, y € P. Tomemos z =z Vy € P. Veamos
que gV 0=z-—y.

Es claro que z — y > 0,g. Ahora supongamos que v € G cumple también que
u > 0,g. Como G es un grupo con orden, se cumple la ley de monotonia y se tiene
que:

u > 0 implica que u+y >y

y
u>g=x—yimplicaque u+y >

Luego, u + y es una cota superior de z y vy, lo que la hace mayor o igual que su
supremo, es decir, u+y > x V y = z por lo tanto u > z — y. Por lo tanto ¢V0 = z —y.

De manera que se tiene que para todo g € G existe g V 0. El Teorema queda
demostrado usando el Lema 1.2.

(2) Si G es un o-grupo tenemos que para cualesquiera dos elementos de G, estos
son comparables; particularmente con el 0. Entonces si g € GG, se cumple que g <0 o
g > 0 por lo tanto g € P o g € —P respectivamente. Asi, G = PU —P.

Reciprocamente si G = PU—Py f,g € Gsetienequeg— fe Pog—fe€ —P
en cuyo caso indicaria que g > f o g < f respectivamente, entonces G es un o-grupo.

Definicion: Un grupo parcialmente ordenado es llamado dirigido si cada elemento
es diferencia de dos elementos positivos. Un [-grupo es dirigido por el Teorema 1.4.
Sin embargo, un grupo parcialmente ordenado dirigido puede no ser un [-grupo.

Definicion: Se dice que un grupo parcialmente ordenado G es arquimediano si
para todo a, b € G*, na < b para toda n € Z* implica que a = 0, donde Z* es el
conjunto de los enteros positivos.

Usualmente usaremos la notacion (G, P) para denotar un grupo parcialmente
ordenado o [-grupo con el cono positivo P.

[lustraremos los grupos ordenados y los [-grupos con unos pocos ejemplos. P
siempre denotara al cono positivo de un grupo ordenado.

Ejemplo 1.2
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(1) Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado bajo el orden parcial <. En-
tonces < puede extenderse a un orden total en A, es decir, existe un orden total en
A el cual es una extensién de <.

Consideremos
a={<; | <, es una relaciéon de orden que extiende a <}

Digamos que a = {<,}e.
Entonces a esté ordenado parcialmente con la inclusiéon mediante:

<;C <, siy so6lo si ¢ <; y implica que z <; y
Y es claro que a # ¢ pues <€ a.
Sea C'= {<;};er una cadena en a. Veamos que UC es una cota superior de C
Sean a, b, c € A. Notemos que a <, ¢ b si y sblo si existe i € I tal que a <; b

(I) a <; a para toda i € I por lo que a <, ¢ a y entonces UC es una relacion
reflexiva.

(IT) Sia <ycby b <yc a entonces existen 4,7 € I tales que a <; by b <; a, como
C es una cadena, sin pérdida de generalidad <;C <; por lo que a <; b y por tanto
a = b. Es decir, UC es una relacién antisimétrica.

(IIT) Supongamos que a <, by b < ¢ entonces existen 7,7 € I tales que a <; b
y b <j ¢, como C' es una cadena, sin pérdida de generalidad <;C <; por lo que a <; b
y por tanto a <; ¢ lo que implica que a <,¢ c. Es decir, UC es una relacion transitiva.

Por lo tanto UC' es un orden parcial en A. Es claro que <,C UC para toda i € I,
por lo que también es una cota superior de C'y ademas extiende a < por lo que
uc € a.

Por el Lema de Zorn, existe un orden maximo de A <,, que extiende a <. Veamos
que <,,, es un orden total.

Supongamos que a, b € A son incomparables. Entonces tomemos U (b) el conjunto
de las cotas superiores de b y L(a) el conjunto de cotas inferiores de a. Aseguramos
que ningun elemento = € U(b) es menor o igual a algiun elemento y € L(a), de lo
contrario

b<pmz<,y<na

y por tanto a y b serian comparables.
Extendamos <,,, anadiendo

{(2,y)le € L(a),y € UM},
De manera que

Snzgm U{(l'7y)}|$ € L(a)vy € U(b)
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Veamos que <,, es un orden parcial y por tanto una extension de <,,,.
Sean z, y. z € A entonces:

(I) Dado que a <,,, a se obtiene la relacion z <,, x y entonces <,, es una relacion
reflexiva.

(IT) Siz <, yyy <,z pero x #y.

No puede pasar que z <, y vy = <, y pues <,, es una relacion anti simétrica.

El caso en el que x € L(a) y y € U(b) y al mismo tiempo y € L(a) y € U(b)
tampoco puede pasar pues se tendria que

r<payb<,yademisdey <,ayb<,

y por transitividad de <,, se tendria que b <,,, a lo cual es una contradiccion.

Luego, supongamos que x <,, y y que y € L(a) y z € U(b) por lo que
r<pyademisdey <, ayb<,x

De donde se obtiene b <,,, a lo que seria una contradiccion.
Luego, supongamos que x € L(a) y y € U(b) y y <,, = por lo que
r<npayb<,yademésdey <, x
De donde se obtiene b <,,, a lo cual seria una contradicciéon. Por lo tanto no puede
pasar que x <, y y y <, x pero x # y. Es decir, <,, es una relaciéon antisimétrica.
(III) Supongamos que © <, yy y <, z: .

Siz <, yyy<,zdado que <, es transitiva se tendria que z <,, z y por
tanto x <, 2.

Siz<,yyy<,ayb<, zentonces obtenemos que z <,, a y b <,, z por
lo que z € L(a) y z € U(b) por tanto x <,, z.

Siz<,ayb<,yyy <, zentonces obtenemos que z <,, a y b <, z por
lo que z € L(a) y z € U(b) por tanto x <,, z.

Siz<,ayb<,yyz<,yyy<,anosdala contradiccion que b <,, a
por lo que este caso no es posible.

Y por tanto x <,, z es decir, <,, es una relaciéon transitiva de manera que <,, es
un orden parcial en A. Es claro que <,,C <,, por lo que también es una cota superior
de C'y ademas extiende a < lo cual es una contradiccién pues <,,, era un elemento
maximo. Por tanto <, es un orden total que extiende a <.

(2) Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado. Si cada subconjunto de A que
sea una cadena tiene una cota inferior en A, entonces A contiene un elemento minimo.



CAPITULO 1. GRUPOS Y ANILLOS ORDENADOS 11

Tomemos < el orden opuesto antes definido, entonces para cada subconjunto de
A que sea una cadena tiene una cota superior con <° por lo cual por el Lema de
Zorn, A tiene un elemento méximo con <%, es decir, A tiene un elemento minimo
con <.

(3) Sea G el grupo aditivo de Z, Q o R, con el orden usual entre niimeros reales.
Entonces G es un grupo arquimediano totalmente ordenado.

Es claro que tanto Z, Q como R son grupos totalmente ordenados, gracias al orden
usual entre ntmeros reales.

Para ver que Z es arquimediano, usaremos el Algoritmo de la divisién. Sean m,n €
Z*, por el algoritmo de la division, existen ¢, r € Z* con 0 < r < m tales que
n =mq+ r, luego m —r > 0 por lo que se tiene que

n<mq+r+(m-—r)=mqg+m=m(q+1)

con lo que probamos lo que queriamos.

Para ver que Q es arquimediano tomaremos a Q = {%p € Z, ¢ € N}. Sean
§,§ € Q1 \ {0}, entonces, p,q,r,s € N. Por lo que es buscar n € N tal que n§ >
es equivalente a buscar dicho n tal que n(ps) > (rq) lo cual se cumple al demostrar

anteriormente que 7Z es arquimediano.

Para ver que R es arquimediano, usaremos el Axioma de completitud de R. Dado
que R es un campo, nuestra definicion de grupo arquimediano es equivalente a que
para todo x € RT exista n € N tal que n > x.

Supongamos que existe € R tal que x > n para todo natural, entonces por
Axioma del supremo, debe existir a como supremo de N. Por definicién de supremo,
se tiene que o — 1 ya no seria una cota superior de N por lo que existiria un natural
m tal que a — 1 < m, dado que R es un grupo parcialmente ordenado y N un grupo,
se tiene que aw < m + 1 con m + 1 un natural lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto Z,Q como R son grupos arquimedianos.

(4) Consideremos el producto directo R x R. Hagamos que (x,y) pertenezca a P
siy>00siy=0yax>0.Entonces R x R es un o-grupo que no es arquimediano:

Tenemos que
P={(z,y):y>0U{(z,y):2>0,y=0t=VUS,
con esto podemos saber que
—P={(z,y) 1y <0} U{(z,y) : 2 <0,y =0} = (=V) U (=5)
Debido a la cerradura en la suma y a la conmutatividad de R es claro que
P+ PCPyaque (z,y)+ P+ (—(z,y)) C P para todo (z,y) € R x R.
hora, tenemos que

PNn—P=(Vn=-V)uSn-V)u(Vn-=-S)u(Sn-=5)=1{(0,0)}
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por lo que se cumplen las condiciones del Teorema 1.3 y R x R adquiere estructura
de grupo parcialmente ordenado con cono positivo P.
Sea (x,y) € R x R. Es claro que si (z,y) = (0,0) entonces (z,y) € P, luego:
Siy > 0, entonces (z,y) € V C P.
Siy < 0, entonces (z,y) € =V C —P .
Siz <0, y=0,entonces (z,y) € =S C —P .
Siz >0,y =0, entonces (z,y) € S C P.
Por lo tanto R x R = P U —P por lo que (R x R, P) es un o-grupo.
Para ver que no es arquimediano veamos que para todo n € Z*, n(1,0) < (0, )
Tomemos (—n,1) € R X R, como 1 > 0 se tiene que (0,1) — (n, 0) (—n,1) €
por lo que en efecto, para todo n € Z*, n(1,0) < (0,1) y entonces (R x R, P) n
puede ser arquimediano.

(5) Tomando de nuevo R x R, definimos (z,y) € Psiz >0y y > 0,0 (z,y) =
(0,0). Entonces R x R es un grupo parcialmente ordenado y arquimediano pero no
un [-grupo.

Con lo anterior tenemos que
P={(z,y):2>0yy>0}tU{(0,0)},
de esta forma
—P={(z,y):x <00y <0}

Por lo que es claro que {(0,0)} = {P N —P}. Tomando en cuenta que estamos
trabajando con R que es conmutativo, también podemos afirmar que

P+ PCPyaque (z,y)+ P+ (—(z,y)) C P para todo (z,y) € R x R,

Y por el Teorema 1.3 se tiene que P le da R x R estructura de grupo parcialmente
ordenado .

Para ver que no es un [-grupo, veamos que (1,0) y (0, 0) no tienen supremo.Tenemos
que

Urxz[(1,0)] = {(z, y)lz > 1y y > 0y U{(1,0)} y Urxe(0,0)] = P,

es claro que Urxgr[(1,0)] N Urxr[(0,0)] = {(z,y)|z > 1y y > 0} y dicho conjunto no
tiene un menor elemento el cual seria el supremo de (1,0) y (0,0).

Para ver que es un grupo arquimediano, sean (z,y), (z,w) € P tales que n(z,y) <
(z,w) para toda n € Z*, entonces se tiene que (z — nz,w — ny) > (0,0), es decir,
z2>nryw>nyoz=nryw=nyparatodan € Z" y dado que R es arquimediano,
se tiene que x = 0y y = 0, por lo tanto (z,y) = (0,0).

A continuacién, nos centraremos en demostrar inicamente propiedades en Fgrupos.
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Teorema 1.5. Sea G un l-grupo.

(1) Para todo a, b, ¢, d € G, c+(aVb)+d = (c+a+d)V(c+ b+ d), c+(anb)+d =
(c+a+d)A(c+b+d).

(2) Para todo a, b € G, —(aVb) = (—a) A (=b), —(a Ab) = (—a) V (D).
(3) Como reticula, G es distributiva.

(4) Para todo a, b € G, a— (a ANb)+b=aVb SiG es conmutativo, entonces
a+b=(aAb)+ (aVDb), para todo a, b € G.

(5) Si x, y1---,y, son elementos positivos tales que x < yy+---+y,, entonces
r = T1+- - +x, para algunos elementos positivos xy,---,x, conx; <y, 1 =1,---,n.

(6) Six,y1- -, y, son elementos positivos, entonces tA(y1+- - +yn) < (x Ayr)+- - +(@ A yn).

Demostracion.

(1) Dado que a Vb > a,b y estamos en un grupo con ley de monotonia, tenemos
que c+ (aVb)+d>c+a+d, c+b+dporlo que

c+(avb)+d>(c+a+d)V(c+b+d).

Por otro lado, c+a+d,c+b+d < (c+a+d)V (c+ b+ d) junto con la ley de
la monotonia implican que

ab< —c+(c+a+d)V(c+b+d) + (—d),
y entonces al ser cota superior de a, b
aVb< —c+(c+a+d)V(c+b+d)+ (—d).

Por lo tanto ¢+ (aVb)+d < (c+a+d) V (c+ b+ d) y se cumple la igualdad. La
otra igualdad se cumple en GP.

(2) Tenemos que

a,b<aVb=—(aVb) <—a,—b=—(aVb) < —aA —b,

—aN-b< —a,-b=a,b<—(—aA—-b)=aVbhb<—(—aA—b),
entonces —a A —b < —(a V b). Y por lo tanto ya tenemos que —a A —b = —(a V b); la

otra desigualdad se consigue con GP.

(3) Sabemos que en una reticula, basta con que se cumpla una distributividad para
que la otra se satisfaga, entonces para a, b, ¢ € G mostraremos que aA(bV ¢) = (aAb)V
(aNc). Sead=0bVec. Entonces aAb < aAdloqueimplica que 0 < (a Ad) — (a A D).
Luego,

—d+ (anNd)=(=d+a)NO< (=b+a)AN0O=—=b+ (aAD),
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tenemos que 0 < (a Ad) — (a A b) < d— b, similarmente 0 < (a Ad) — (aAc) <d—c.
Entonces

0<[(and)—(aAND]A[(and)—(aNc)
<(d=b)A(d—c)
—d+ (—bA—c)=d—d=0

Entonces [(a Ad) — (a AD)]A[(aANd)—(aNc)=0=(aNd)—[(aAb)V (aAc)] por
loque and=(aAb)V (aAc).

(4) De (1) y (2) sabemos que
a—(aANb)+b=a+(—aV—=b)+b=(a+(—a)+b)V(a+(=b)+b) =bVa=aVb.
Si ademas GG es conmutativo tenemos que
a—(aANb)+b=a+b—(aNb)=aVb,

porloque a+b=(aAb)+aVb.
(5) Demostraremos este inciso por induccion sobre n.
(i) Sean=1yn=2
Es claro que si z, y son elementos positivos con < y entonces z1 = z.

Luego, sean x, y;, y» elementos positivos tales que = < y; + yo. Tomemos z; =
TANYLy T2 =—21 + .
Entonces z = z1 4+ z3 y claramente z; < y; y

0<azps=—-a1+x=—(zAp)+z=(—xV—-y)+ax=0V(—y +x) <y

(ii) Supongamos que la propiedad se cumple para n.

(iii) Sean z, y1-- -, yns1 elementos positivos tales que z < y;+- - - +y,+1 entonces
x <y +ydondey =ys, - ,Ynt1, entonces por el caso base se tiene que v = x;+ 21,
donde 77 < y; y 71, < y entonces por hipoétesis de induccién para x;, tenemos que
1, =Ty + -+, Ty donde z; < y;, por lo tanto

T=T1+ T, =Ty +To+ -, Tpp

demostrando el inciso.

(6) Tomemos zA(y; + - -+ + yn) < y1 + - -+ + Y. Entonces por (6), tA(y1 + -+ + yp) =
2144 2y, con 0 < z <y parat = 1,--- ,n. Dado que estamos trabajando con
elementos positivos tenemos que z; < z; +--- 4+ z, < z. Entonces z; < x Ay; para
i=1,--+,n. Porlo tanto z A (y1+- - +yn) < (x Ayr)+ - +(T Ayn).
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Lema 1.3. Sea G un l-grupo.

(1) Para todoa € GneZ*, [naAN(n—1aA---ANaA0]+ (aN0)=[(n+ 1)a] A
na/N---NaANo0.

(2) Para todoa € Gn e Zt, n(aN0)=naA(n—1)aA---ANaADO.

(3) Sina > 0 para algin entero positivo n, entonces a > 0.

Demostracion.

(1) Del teorema 1.5 podemos deducir que si ay, -+, a,, b € G se tiene que:
(@ Nag AN+ Nay)+b= (a1 +b)A(az+b)A---A(a, +b)
Sea a € Gy n € Z", se tiene que:

naA(n—1)an---ANaA0l+ (aN0) =
[(naA(n—1aAN---NaAO0)+a]A(naN(n—1)aA---NaA0)=
[(na+a)AN((n—1Da+a)AN---AN(a+a)Na]AN(naAN(n—1aA---NaAN0)=
(n+1aAnaN---AN2aANaA0

(2) La siguiente demostracion serd mediante inducciéon sobre n.
(i) Sea n = 1.

Es claro que si n = 1 entonces 1(a A0) = 1(a) A(l—1)a=a A0
(i) Supongamos que n(a A0) =naA(n—1aA---AaA0

(iii) Demostremos que (n + 1)(a A0) = (n+1LaAnaA---ANaA0
Entonces (n+1)(aA0) = n(aA0)+aA0, luego por hipotesis de induccion tenemos
que
(n+1)(aN0)=naA(n—1aA---ANaAN0O+aAD

y por (1) obtenemos el resultado

(n+1)(an0)=(Mm+1)aAnaAN---ANaAO

(3) Dado que na > 0 tenemos que na A 0 = 0, entonces por el inciso anterior:
n(an0)=naN(n—1aAN---ANaAN0=n—-1)aA---ANaA0=(n—1)(aA0)
por lo tanto n(a A0) = (n —1)(a A 0) y despejando tenemos que a A0 = 0 por lo que

a > 0.

Definiciéon: Dos elementos estrictamente positivos a. b de un l-grupo G son ajenos
si a Ab = 0. Un subconjunto {ay,--- ,a,} de G es ajeno si cada uno de sus elementos
es estrictamente positivo y a; A a; = 0 para todo i # j.
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Teorema 1.6. Sea G un l-grupo y a, b, ¢, ay,---,a, € G.
(1) Sia yb son ajenos y ¢ > 0, entonces a A (b+c¢) =a Ac.
(2) SiaNb=aAc=0, entonces a A (b+c¢) = 0.

(3) Si{ai, -, a,} es un conjunto ajeno, entonces a1V ag---Va, = a;+---+a,.
En particular, si a Nb =0, entoncesa+b=aVb=bVa=>b+a. Es decir, elementos
ajenos conmutan.

Demostracion.

(1) Como ¢ > 0 tenemos que a + ¢ > a,
aNc=aN(aNb)+c=alN[(a+c)Nb+c)]=[(aNa+c)]A(b+c)=aN(b+c)

. (2) Sabemos por aAb=aAc =0y quea, b, c > 0. Luego, usando (1), aA (b+ ¢) =
alc=0.

(3) Realicemos la siguiente demostracion mediante induccion sobre n.

(i) Base

Es claro que si n = 1 no tiene sentido hablar de la propiedad.Por lo que nuestro
caso base serd n = 2, el cual esta demostrado en el Teorema 1.5(4).

(i) Supongamos que si {aq, - - -, a, } es un conjunto ajeno, entonces a;Vas - - -Va, =
a1+ -+ a,.

(i) Demostremos que si {ai,- -, a,,a,+1} es un conjunto ajeno, entonces a; V
az- - Vap Vs = a1+ -+ Ay + Apy.

Consideremos sélo el conjunto {ay, -, a,}, que ya es un conjunto ajeno. Entonces
por hipotesis, a; Vag---V a, = a; + -+ + a,. Luego consideremos el conjunto {a; +
-+ + ay, apy1 . Por (2) dicho conjunto es ajeno, entonces usando el Teorema 1.5(4)
tenemos que

(aVag - -Vap)Vanes = (a1+- - +ap)Van1+(a1+ - +ap)ANapr = (a1+- - -+an)+ani1-

Por lo tanto la propiedad se cumple.

Sea GG un [-grupo. Para g € G la parte positiva g7, la parte negativa g~ y el valor
absoluto |g| estan definidos de la siguiente manera.

gt=9gVv0,97=(=9)VO0, gl =gV (-9)
Yaqueg+g =g+ (—gV0)=0Vg=g", setiene que g =g —g~.

Teorema 1.7. Sea G un l-grupo y f, g € G.
(1) gl =9g"+9g.

(2) gt Ng~ =0.
(3) Si fAg=0, entonces f=(f—g)" yg=(f—9)
(4) ng™ = (ng)", ng= = (ng)~ y n|g| = |ng| para cualquier entero positivo n.

(5)1f + g < ||+ 19| +1f]. Si G es conmutativo, entonces |f + g| < |f|+gl.
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Demostracion.

(1) Por definicion, |g| > ¢, —g por lo que sumando ambas desigualdades, 2|g| > 0.
Por el Teorema 1.5(5) se tiene que |g| > 0. Luego usando la distributividad del
supremo sobre la suma tenemos:

g +g =(gV0)+(~gV0)
=[(gV0)+(=9)]V(gV0)
=0V—-gVgVO0
=0V g
= g

(2) Como G es una reticula distributiva,

9" NG =(gVO)A(=gV0)=(gA—-g)V0)=—(-gVg)VO=—|g|VO=0.

(3) Si fAg=0entonces —fV —g=0,y
f=f+0=f+(-fV—g) =0Vf-g=(f-9g"

De manera andloga g = (g — f)" =(g—f)VO=—=(f—g)VO=(f—9g)".
(4) Por (2) y recordando que a Ab=aAc=0= aA(b+c) =0, tenemos que

ngt Ang=- = 0.
Después, usando (3) y que g = ¢g* — g, tenemos que,
ng" = (ng" —ng")" =(n(g" —g7))" = (ng)".
De igual manera,
ng” =(ng" —ng")” =(n(g" —g7))” = (ng)".

Y por tltimo,

nlgl =n(gt +g¢7) =ng"+ng” = (ng)" + (ng)” = |ny|.

(5) Dado que |f| >0, f,—f, y que |g] = 0,9, —g, se tiene que f +g < [f| +[g] <
[f1+1gl+ 11y

—(f+9)=(=9)+(=f) < gl +1fI < |f1+ gl + |1,

entonces
f+agl=(+9V—(f+g) <I[fl+ g+ ]I



CAPITULO 1. GRUPOS Y ANILLOS ORDENADOS 18

Por el mismo argumento de arriba, si G es conmutativo |g|+|f| = | f| +]|g| por lo que

|f+al < [f]+ gl

Definicion: Sea C' un subconjunto de un Fgrupo G entonces

(1) C es convezo si para todo g € Gy para todos ¢, d € C,
¢ < g < d implica que g € C.

(2) C es un l-subgrupo convero de G si es un subgrupo de G que es convexo y
también es una subreticula de G.

Claramente, G y {0} son [-subgrupos convexos de G y la interseccion de una
familia de [-subgrupos convexos de G es un [-subgrupo convexo de G.

Definiciéon: Para un subconjunto X de G, la interseccion de todos los [-subgrupos
convexos que contienen a X es el [-subgrupo convexo menor que contiene a X, el cual
es llamado la cdpsula convera de X y es denotado como Cg(X) o solo C(X).

Un método de construcciéon de [-subgrupos convexos es usando un polar que se
define de la siguiente manera.

Definiciéon: Para un subconjunto X de un [-grupo G, el polar de X es
Xt ={aeG:la]Alz| =0, para todo x € X}

y el doble polar de X es X+t = (X+)L. Claramente, X C X+t y Xt = X4 Si
X = {x}, entonces X+ y X+ son denotados como zt y z++.

Teorema 1.8. Sea G un l-grupo.

(1) Un subgrupo H de G es un l-subgrupo convexo de G si y sdlo si para cualquier
a€ H, zeG, |z| <|al implica v € H.

(2) Para cada subconjunto X de G, X+ es un l-subgrupo convexo de G.
(3) C(X)={g€G:lgl <l|oa|+---+lzal} , neEN, @1, 2 € X.

(4) El subgrupo de G generado por una familia de l-subgrupos converos es un
[-subgrupo convezxo.

Demostracion.

(1) Sea H un [-subgrupo convexo de G'y |x| < |a| para algin a € H, z € G.

Como H es una subreticula de G, a € H implica que a*, a~ € H y entonces
la| = at 4+ a= € H. Como H es convexo, tenemos que |z| € H. Como 0 < 1,2~ <
|z|, usando de nuevo la convexidad de H se tiene que 2z, x= € H. Por lo que
x=x" — 2~ € H. Aqui podemos observar que en un [-subgrupo convexo, z € G si 'y
solo si |z| € G.
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Reciprocamente, supongamos que H es un subgrupo con la propiedad mencionada
ysean a, b € H, x € GG tales que a < x < b. Entonces 0 < x —a <b—a € H, como
estamos trabajando con elementos positivos, estos son iguales a su valor absoluto.
Entonces por la propiedad que cumple H, z —a € H. Porloque x = (r —a)+a € H.
Asi, H es un subgrupo convexo.

Sean a,b € H, entonces (b — a)* < |b — a| implica que (b — a)™ € H por lo tanto
aVb=(b—a)t+a € H. De forma similar, a Ab € H. Por lo tanto, H es una
subreticula de G.

(2) Sean a, b € X+, por el Teorema 1.7(5) y 1.6(2), para todo = € X,

o =0 Az < (laf + [ = b + [a]) Afz] = (Ja] + 6] + |a]) A |2| = 0.

Entonces |a — b| A |z| =0y asi, a — b € X+, por lo que Xt es un subgrupo de G.
Es claro que si a € X1, b € G con |b| < |al, se tiene que para cualquier z € X,

bl Afz] < laf Az = 0.

Por lo que b € X*+. Por (1), Xt es un l-subgrupo convexo de G.
(3) Sea

H={geG:l|g| <|xi| +---+ |2, para alguna n € N,z; € X}

y a, b € H. Usando de nuevo la desigualdad del triangulo tenemos que |a — b| <
la| + [b] + |a| < v+ s+ v, donde v = |z1| + -+ + |z,|, para algunas zy,--- ,z, € X
y s = |l + -+ + |ym|, para algunas yi, - ,y, € X. Por lo que queda claro que
a—b € H. Asi, H es un subgrupo de G.

De igual manera, si a € H, x € G |z| < |a| pues |z| < |a| < |zy| + -+ + |z, por
lo que x € H y por (1), H también es un [-subgrupo convexo de G.

Claramente X C H pues para todo z € X, |z| < |z|, asi tenemos que C(X) C H.
Si tomamos un [-subgrupo convexo C' que contenga a X, entonces contendréa a |X|
por lo que para todo b € H donde |b| < |z1| + - - - + |z,| con la combinacién lineal en
C, por lo tanto |b| € C'y por la observacion en (1) b € C por lo que H C C por lo
que concluimos que C'(X) = H.

(4) Sea {C; : i € I} una familia de I[-subgrupos convexos de G y C' el subgru-
po generado por {C; : i € I}. Supongamos que |g] < |¢|] con g € Gy ¢ € C. Sea
c = Z?:l ¢; con ¢; € U{C; :i € I}, aplicando nuestra desigualdad del triangulo y
la transitividad del orden tenemos que |g| es menor o igual a una suma de elemen-
tos de U{C;" :i € I} y dado que g7,g~ < |g|, estos también son menores a dicha
suma. Recordando el Teorema 1.5(6), g™, g~ pueden ser escritos como elementos de
U{C;":ie I} CC, porloqueg=g"—g €C. Usando (1), tenemos que C es un
Fsubgrupo convexo.

Para un [-grupo G, usamos C(G) para denotar el conjunto de todos los [-subgrupos

convexos de GG y lo ordenamos parcialmente mediante la inclusion de conjuntos. Es
bien sabido y no es dificil de demostrar que el conjunto de todos los subgrupos de un
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grupo es una reticula bajo la inclusion de conjuntos. Para cualesquiera dos subgrupos
Ay B, ANB=ANBy AV B es el subgrupo generado por AU B.

Teorema 1.9. Sea G un l-grupo. C(G) es una subreticula distributiva completa de
la reticula de subgrupos de G, Mds ain, si A, {A;|i € I} son l-subgrupos convezros de
G, entonces AN (VierA;) = Vier(AN A;).

Demostracion.

Ya habiamos observado que la intersecciéon de [-subgrupos convexos es un (-
subgrupo convexo y que el subgrupo generado por una familia de [-subgrupos convexos
también es un [-subgrupo convexo; por lo que C(G) con la intersecciéon como infimo
y el subgrupo generado como el supremo, es una subreticula completa de la reticula
de subgrupos de G.

Supongamos que A, A;, Ay € C(G). Mostraremos la siguiente distributividad:

AV (A NAy) = (AVA)N(AV Ay).

Sean C, C) y Cy los subgrupos generados por AU (A1 NAy), AUA; y AU A
respectivamente, por lo que nuestra demostracion se basa en mostrar que C' = C1NCY.
Puesto que los conjuntos si son una reticula distributiva bajo la inclusion tenemos

que AU (A1 NA) =(AUA) N (AU Ay) por lo que
C=(AUA)N(AUA,)) =(B)

y como B C AU A;, AU A, tenemos que C' C C; N Ch.

Sea g € C1 N Cy entonces por el Teorema 1.8 (3) tenemos que |g| < |x1| + - - - + |2,]
v gl < |yi| + -+ + |ym| para algunos x; € AU Ay, y; € AU A,. Entonces por Teorema
5. (7) tenemos que

gl A gl = [gl A (ol + -+ Jaa]) < (gl Afaa]) + - 4 (gl A la])

< (Jza Ayl - Az Alyml) + -+ (aal Alyal + - o Afyml)

Sabemos que si z; € A o y; € A entonces |z;| A |y;| € A, de igual manera si z; € Ay
y y; € As entonces |z;| A |y;| € A1 N As, de esta manera cada termino |z;| A |y;| €
AU (A1 N Ay), por lo tanto g € C por el Teorema 1.8(3) y asi C; N Cy C C. Por lo
tanto C) N Cy = C'y regresando a sus definiciones tenemos que

AV (AN Ay) = (AV A) N (AV Ay).

Finalmente, es claro que Ve (AN A;) € AN (VierA;). Sig € AN (VierAi) en-
tonces |g| < |e1| + -+ |en| con ¢ € UierA;. Entonces por Teorema 1.5 (6) tene-
mos que |g| = g1 + -+ + g, donde 0 < g < |cx| para k = 1,--- ,n. Luego co-
mo estamos trabajando con elementos positivos tenemos que g, < |g| por lo que
gr < lg| Nck| € AN A;, para algin A;, por lo que gx € AN A;,_ y de nuevo aplicando
el Teorema 1.8(3) tenemos que g € V;er(AN A;). Por lo tanto hemos demostrado la
igualdad y AN (\/ZEIAZ) = \/iEI(A N Az)
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Definiciéon: Sea G un l-grupo y {C; : i € I} una familia de [-subgrupos convexos
de G. G es una suma directa de {C; : i € I}, denotada por G = @;¢;C;, si G es
generado por {C;:i € I}y C;NC; = {0} para todo i, j € I con i # j.

Teorema 1.10. Sea G un l-grupo, Supongamos que G es la suma directa de una
familia de l-subgrupos convexos {C;|i € I}.

(1) Sici+---+¢, =0, donde ¢; € Cx, y ky,- -+, kn son distintos, entonces ¢; = 0.

(2) Cada elemento 0 # a € G pude escribirse de manera unica como a = ¢ +

ooty con0# ¢ € Cy, yky, -+, ky distintos. Mds ain a > 0 si y solo si cada
C; Z 0.

Demostracion.

(1) Sea ¢y + -+ ¢, =0, donde ¢; € Cy, v k1, -+ , k,, son distintos entonces

g =—¢,—-—cogporloquec €Cy N(Cr,V---VCy,)

Luego, por distributividad, ¢; € (C, N Ck,) V -+ V (C, N C,) = {0} Por lo tan-
to, ¢c; = 0. De manera analoga para cualquier otro elemento.

(2) Sean 0 < d e C;y0<be(jconi#j, dado que C; N C; = {0} se tiene
que d Ab =0y por el Teorema 1.6.(3) se tendria que d + b = b + d.De lo anterior se
puede demostrar que los elementos negativos también conmutan. Veamos ahora que
los elementos de C;, C; conmutan.

Sean a € C;, b € Cj}, como C;, C tienen estructura de reticula, sabemos que son
dirigidos, es decir, existen ¢,d € C", e, f € C} tales que a = c—dy b=e— f. Ahora
se tiene lo siguiente:

atb=(c—d)+(e—f)=(cte—e—d)+(e—f)=(ctc—d—e)+(e—f) =
(e+c)+(—d—f)=(e+o)+(=f—-d)=(e+c)+(—f—c+c—d) =
(e+c)+(—c—f4+c—d)=(e—f)+(c—d)=b+a

De ahi se sigue que toda a € G con a # 0 puede escribirse como a = ¢y + - - - 4+ ¢, con
0#c¢ €C, vk, -, k, distintos. Luego, se sigue de (1) que esa representacion es
Unica .

Es claro que si ¢; > 0 entonces a > 0. Supongamos que a = ¢; + -+ ¢, > 0
entonces se tiene que

—C SCQ+"'+CnECk2\/"'\/Ckn.
Por ser conjuntos convexos se obtiene que
(—Cl)+ < (CQ+"'+Cn)+ GCkQV"'VCkn.

Por lo que (—¢;)" € Cy, V -+ V Cy,,, luego por el Teorema 1.9. se tiene

n?

(—Cl>+ < (Ckl N Ck2> VeV (Ck1 N Ckn) = {0}
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Entonces (—c¢1)™ = 0 lo que implica que ¢; > 0. De manera similar, ¢y, -+ , ¢, > 0.

Sea G un [-grupo y N un [-subgrupo convexo normal de GG definimos la relacion
< en el grupo cociente G/N como z + N <y + N si x <y + z para algin z € N.

Esta relacion esta bien definida, puessix1+N =+ N y y1 + N = y+ N, entonces
r=x1+cyy =1y +dparaalgin c, d € N. Entonces si x + N < y + N tenemos
quex =z1+c<y+z<y +(d+2), lo que implica que x; < y; + (d+ z — ¢) con
d+z—ce€ N. Por lo tanto x1 + N < y; + N.

Es facil ver que la relacion es reflexiva y transitiva como se muestra a continuacion.

Sean x, y, z € G, entonces, t < x+0con 0 &€ N porloquex+ N <zxz+ N, la
relacion es reflexiva.

Supongamos que x + N < y+ N < z+ N entonces tenemos las siguientes de-
sigualdades: * < y+sy y < z+4v con s, v € N. De donde podemos decir lo
siguiente:

r<y+s<z+(v+s),

conv+s€N.Porloquex+ N <z+ N.

Supongamos que © + N < y+ N y que y + N < x+ N para algin z, y € G,
entonces r <y+syy <zx+wv,cons, ve N. Entonces —y+2<sy—x+y <o
Por lo que

|—y+z|=(—y+z)V(-z+y) <vVs.

Como el valor absoluto siempre es positivo, tenemos que v Vs > 0 por lo que la
desigualdad anterior junto con que N es un [-subgrupo convexo implican que —y+x €
N. Por lo que y+ N =z + N. Asi, la relacion es antisimétrica. Hemos visto que < es
un orden parcial en G/N.

Teorema 1.11. Sea Gy N un l-subgrupo convexo normal de G. Entonces, G/N es
un l-grupo con respecto al orden parcial definido arriba.

Demostracion.
Supongamos que z + N < y+ N y que z+ N € G/N. Entonces x < y + a para
algin a € N. Entonces, z +x < (z + y) + a, por lo que
(z+N)+(@+N)=(2z4+2)+N<(2+y)+N=(2+N)+ (y+ N).
Por otro lado,
r+z<y+at+z=Uy+z2) +(—2z+a+z),

donde —z +a+ z € N, pues N es un subgrupo normal. Por lo tanto
(+N)+(z+N)=(@+2)+N<(y+2)+N=(y+N)+(z+N).

Y asi, G/N es un grupo parcialmente ordenado.
Ahora mostraremos que (z+N)V(y + N) = (zVy)+N y que (z+N)A(y + N) =
(x Ay) + N para cualesquiera x, y € G.
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Claramente (zVy)+N >z + N, y+N. Tomemos z+N > x + N, y+ N para algin
z€G,entoncesr < z+ayy<z+bcona,be N,porloque —z4+zx <ay—z+y <b.
Y asi (—z+2)V(—2+4+y) < aVbe N.Por ultimo, usando la distributividad del
supremo se tiene que x Vy < z+ (aVb). Por lo que (zxVy)+ N < z+ N, por lo
que (x + N)V (y+ N) = (x Vy) + N. Realizando la misma demostracion en G
obtenemos que (z+ N)A(y+ N)=(zAy)+ N.

Solo falta verificar que el supremo y el infimo estédn bien definidos. Sean x1,x2,y1,y2 €
G tales que Ty = T3 € G/N y 71 = 52 € G/N. Dado que z1 V y; > x1,y1, se tiene que
x1 Vy1 > T1,71 v dada la igualdad que tenemos, se tiene que x1 V y; > Ta,%z y por
las propiedades del supremo, x; Vy; > x5 V y2. Realizando el mismo razonamiento,
se tiene que T V 1o > x9,y2. Asi se tiene que x5 V yo > Ta, 7o v dada la igualdad que
tenemos, se tiene que 3 V ys > T, y1. Por propiedades de supremo x5 Vys > x1 V y;.
Por lo que 25 Vs = 21 V 1.

De manera analoga, obtenemos que x5 A yo = 1 A y;. Asi hemps comprobado que
el supremo y el infimo estan bien definidos.

Definicion: El [-grupo G/N con la reticula definida arriba se conoce como el
l-grupo cociente de G por N.

Definicion: Sean G y H [-grupos. Un homomorfismo de grupos f : G — H es
llamado un [-homomorfismo si f también preserva supremos e infimos, es decir, para
todo a, b € G,

flavb) = fla) Vv f(b)

flanb) = fla) N f(b).

Un [-isomorfismo es un isomorfismo de grupos que preserva supremos e infimos. Si
existe un [-isomorfismo entre dos [-grupos G 'y H, entonces se dice que son [-isomorfos
y se denota como G ~ H.

Por ejemplo, para un [-grupo G y un [-subgrupo convexo normal NV, es facil veri-
ficar que el homomorfismo de grupos ¢ : G — G/N definido como ¢p(a) = a+ N es
un [-homomorfismo llamado proyeccion.

Teorema 1.12. Sean G y H l-grupos y f : G — H un homomorfismo de grupos.
Entonces f es un l-homomorfismo siy sélo sixAy =0 (xVy =0)= f(x) A f(y) =0
(f(z)V f(y) =0) para todo =, y € G.

Demostracion.

Supongamos que f: G — H es un [-homomorfismo.

Sean x, y € G tales que xt Ay = 0 (z Vy = 0), como f es un [-homomorfismo
preserva supremos e infimos por lo que f(z Ay) = f(x) A fly) =0 (f(z Vy) =
F() v £(y) = 0).

Supongamos que Ay =0 (zVy=0) — f(x) A f(y) =0 (f(x)V f(y) = 0) para
todo z, y € G.
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Seanz,y € Gy xAy =z (xVy = w), entonces t—2Ay — 2z = 0 (r—wVy —w = 0)
lo que implica que
fla =w)V fly —w) = 0.

Y como ademas f es un morfismo de grupos

(f(@) = f(w)) vV (f(y) = f(w)) = 0.

Por lo que podemos concluir que
f@) A fly) = f(z) = flxAy),
f@) Vv fly) = f(w) = flzVy).

Por lo tanto f es un [-homomorfismo.

1.2. Teoremas de estructura de [-grupos y reticulas
vectoriales

En esta seccion, demostraremos algunos teoremas de estructura de [-grupos y
de reticulas vectoriales que contienen elementos béasicos. Esta teoria fue inicialmente
desarrollada por P. Conrad y juega un papel importante en el estudio de I-grupos.

Definiciéon: Sea GG un [-grupo.

(1) Un elemento 0 < a € G es llamado un elemento bdsico si para todo ¢, d € GT,
¢,d < a implica que ¢ y d son comparables, es decir, c < d o ¢ > d.

(2) Se dice que un polar no cero es un polar minimo si no contiene propiamente
otro polar no cero.

Lema 1.4. St G es un l-grupo y para todo x, y € G con x ANy = 0 se tiene que x = 0
oy =0 entonces G es un o-grupo.

Demostracion.

Sean a, b € Gy definamos ¢ = a A b.
Sabemos que (a —¢) A (b — ¢) = 0 entonces por hipétesisa —c=00b—c=0, es
decir,a=aAbob=aANbporloquea<bob<a. Porlotanto G es un o-grupo.

Teorema 1.13. Sea G un l-grupo.

11

(1) Para 0 < a € G, a es basico si y solo si a=— es totalmente ordenado.

2) Sean a, b elementos bdsicos. Entonces a Ab=0 o att = b, yatt =b't si
Y

y solo si a y b son comparables.



CAPITULO 1. GRUPOS Y ANILLOS ORDENADOS 25

(3) Para 0 < a € G, a es un elemento bdsico si y sdlo si para todo 0 < b < a,
all — plL

L es un polar minimo.

(4) Para 0 < a € G, a es un elemento bdsico si y sdlo si a
Demostracion.

( 1), =) ) Supongamos que 0 < a € G es basico y sean z, y € at+

Supongamos que = Ay = 0, entonces por un lado a Ax < xy aAy < y por
loque (aANx)A(aANy) =0y porelotroaAz, aNy < ay a es béasico entonces
(anz)<(any)o(any) < (aAz).

Con eso tenemos que a Ax =0 0 a Ay = 0 que significaquez €a Loy €a L.
Y por definicién de a*+ se tiene que s =z Az =00y =y Ay =0Y por el Lema
anterior tenemos que a** es totalmente ordenado.

( <) ) Supongamos 0 < a € G con a** es totalmente ordenado.

Sean 0 < ¢,d < ay 0 < b e at, entonces 0 < (cAb) < (aAb) =0y 0 <
(dAb) < (aAb) = 0 porlo que ¢,d € att el cual es totalmente ordenado, por lo
tanto ¢ y d son comparables y a es basico.

(2) Supongamos que a Ab#0ysean 0 <z € att y 0 <y € bt

Entonces y A b = 0 lo que implica que (z Ay) A (a A b) = 0, luego, como x € at+,
(x Ay) € att y como a € att, (a Ab) € att.

Dado que a es basico por (1) x Ay < aAboaAb<xzAyy debido a nuestra
segunda igualdad x Ay = 0 o a A b = 0 pero por hipotesis la que ocurre es la primera
opcion. Entonces z € b+ y asf a*+ C b+, Intercambiando z y y de lugar obtenemos
la otra contencion.

Si at* = b+ entonces a, b € b+ el cual es totalmente ordenado por lo que a y b
son comparables.

Si a y b son comparables entonces a = a Ab o b = a A b donde ninguno es 0 por
ser basico y por la primer parte se tiene que a*+ = b+,

(3) (=) ) Siaes basicoy 0 < b < a entonces b es basico y son comparables por
lo que por (2) a*t = b+t

Supongamos que para todo 0 < b < a se cumple que a

Sean 0 < z,y<ayz=z—(xAy), w=y— (xAy), claramente z,w > 0.

Entonces, sabemos que z A w = 0 debido a la distributividad de supremo e infimo.
Veamos que también z, w € a*t. Sea 0 < ¢ € a' es decir, ¢ A a = 0, entonces
0<cAhz=cAz—(zAy)<cAhz<cAha=0.PorlotantocAz=0yz€atty
de forma analoga w € a**. Luego, si z # 0 implicaria que como z < a por hipotésis,
2+ = gt v entonces w € 2. Por otro lado, que 2 A w = 0 implica que w € 2+ y
entonces w A w = 0 por lo que w = 0.
Eso implica que y < x. Similarmente, si w # 0 tendriamos que = < y, por lo que = y
y son comparables y a es basico.

Ll _pll

(4) (+=) Supongamos que a*! es un polar minimo y 0 < b < a. Entonces

0 # b+ C att, lo que implica que b+ = a*t y por (3) tenemos que a es bésico.
(=) ) Ahora supongamos que a es basicoy {0} # X+ C a+ para algin X C G.
Tomemos 0 < z € X*. Por la contencién antes dada se tiene que z € a*+ por lo que
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también es bésico. Por (2), x+ = a'* debido a que si x A a = 0 entonces z = 0 por

un argumento anterior. Eso contradiria la manera en que tomamos a x. Por lo tanto
att =2t C Xty att = X, Asi tenemos que att es un polar minimo.

Corolario 1.1. Sea G un l-grupo y a € G. Si a es un elemento bdsico, entonces a*~+

es un subgrupo convezo totalmente ordenado mdximo en el sentido que para cualquier
subgrupo convewo totalmente ordenado M de G, si a**+ C M entonces M = a*+.

Demostracion.

Supongamos que M es un subgrupo convexo totalmente ordenado que contiene a
att y 0 < g € M. Dado que M es convexo y totalmente ordenado, g es basico. Por
lo que a, g € M. Lo que implica que at* = g+ por el Teorema 1.13(2), Entonces
g € a*t, para todo g € M*. Entonces —g € —(M™) y como M es totalmente
ordenado, se tiene que M = MT U —(M"), ast M = a*+.

Definiciéon: Sea GG un [-grupo. Un subconjunto S de G es una base si:
(i) cada elemento en S es basico y

(ii) S es un conjunto ajeno méaximo de G.

Lema 1.5. La definicion anterior es equivalente a que un subconjunto S de G es
una base si S es un conjunto ajeno de elementos bdsicos con ST = {0}.

Demostracion.

Primero demostremos la necesidad. Supongamos las condiciones (i) y (ii).

Claramente las dos condiciones hacen que S sea un conjunto ajeno de elementos
basicos de manera que s6lo debemos demostrar que S+ = {0}.

Sea 0 # z € St entonces x Aa = 0 para todo a € S por lo que se tiene que SU{x}
es un conjunto ajeno que contiene a S. Esto es una contradiccion pues S era maximo
con esa propiedad. Por lo tanto S+ = {0}.

Ahora supongamos que S es un conjunto de ajenos bésicos y que S+ = {0} para
demostrar (i) y (ii).

Es facil notar que si S sea un conjunto de ajenos bésicos entonces (i) y solamente
nos falta demostrar que es maximo para que se cumpla (ii). Supongamos que existe
S C M donde M es un conjunto ajeno de basicos entonces existe 0 # x € M — S tal
que z A a = 0 para todo a € S. Por lo que z € S* lo cual es una contradiccién a
nuestra hipotésis. Por lo tanto M = S. Asi, la equivalencia estéa demostrada.

En nuestra terminologia, usaremos base, de acuerdo a la definicién anterior, en
caso de espacios vectoriales nos referiremos a una base de un espacio vectorial.

Teorema 1.14.

(1) G tiene una base si y solo si G satisface (*)
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(*) Cada 0 < g € G es mayor igual que al menos un elemento bdsico.
(2) Si G satisface la siguiente condicion (C), entonces G tiene base.
(C) Cada 0 < g € G es mayor a lo mds a un nimero finito de elementos ajenos.

Demostracion.

(1) Si G = {0} entonces el resultado es trivial. Supongamos que G # {0} y
¢ # S C G una base de G. Luego, para todo g € GT/S existe a € S tal queaAg >0
pues S+ = {0}. Como tenemos que a es basico, entonces a A g también es basico. Por
lo tanto para todo g € GG, g es basico o g > a A g. Con lo que demostramos la primer
implicacion.

Ahora tomemos M = {A C G : A es un conjunto de elementos ajenos bésicos}.
Debido a nuestra de hipotesis, existe a € G tal que {a} € M. Igualmente, es claro
que M es un conjunto parcialmente ordenado mediante la inclusion.

Sea {A; : ¢ € I} una cadena de M y es claro que UA; € M, por el Lema de Zorn,
M cuenta con un elemento maximo S.

Si logramos demostrar que S+ = {0} tendriamos que S es una base y quedaria
demostrada la otra implicacion.

Sea 0 < g € S*, por hipotesis g > b para algtin b basico, entonces gAa > b A a =0
para todo a € S por lo que tendriamos que b es ajeno a todo elemento de .S y entonces
S C S U {b} lo cual serfa una contradiccién pues S era maxima, por lo tanto S+ = {0}
y asi S es base de G.

(2) Mostraremos que (*) de (1) se satisface y por lo tanto G tiene una base. Sea
0 < g€ Gy consideremos T = {z € G:0 < x < g}. Afirmamos que si T' no tiene
elementos ajenos entonces T es totalmente ordenado. Lo anterior se sigue de que si a,
b € T no son comparables entonces a Ab=c > 0y entonces 0 < a —c,b —c < g por
lo que estan en 7'y entonces (a — ¢) A (b — ¢) > 0 lo cual es una contradiccion por lo
que a y b tienen que ser comparables. Por lo anterior se tiene que g es un elemento
bésico y se cumple (*).
Ahora supongamos que 1" contiene n elementos ajenos x1, - - - , x, y debido a la propie-
dad (C) cuales quiera n+ 1 elementos no pueden ser ajenos para algin entero positivo
n; veamos entonces que cada x; es un elemento bésico. Sean 0 < y, z < x; y supon-
gamos que y y z no son comparables. Sea w = z Ay, entonces (z —w) A (y —w) =0
donde (z —w) € T'y (y —w) € T por lo tanto xy, ..., Ti_1, Tit1, -, Tn, (2 — W), (y — w)
es un conjunto ajeno de n+ 1 elementos lo cual es una contradiccion. Por lo tanto z,y
son comparables y x; es un elemento basico para toda i =1,--- ,n: A si, g es mayor
a elementos bésicos y se satisface (*).

Teorema 1.15. Sea G' un l-grupo.

(1) Si A y B son subgrupos convezos totalmente ordenados de G, entonces A C B
0 AD B o AN B ={0}.
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(2) Si A y B son subgrupos convexos totalmente ordenados mdximos de G, enton-

ces A=B o An B = {0}.

Demostracion.

(1) Supongamos que A € By B ¢ A, entonces existe0 < a € A/By0 <be€ B/A.
Dado que Ay B son convexos a Abe ANB.Sea0 <ce€ AN B. Dado que ¢, a € A,
¢y a son comparables y como ¢ € B el cual es convexo y a ¢ B solo queda que ¢ < a;
de manera similar ¢ < b. Entonces ¢ < a A b para cualquier 0 < ¢ € AN B, tomemos
entonces ¢ = 2(a Ab) € AN B. Por lo tanto tendriamos que 2(a A b) < a Ab que
implicaria que a Ab = 0 por lo tanto para todo0 <ce€ AN B, ¢ < a A b= 0 entonces
¢ =0 de manera que AN B = {0}.

2) Si A y B son subgrupos totalmente ordenados convexos méaximos, por (1)

(
CBoADBoANB = {0} y en caso de tener las dos primeras se tiene que

B
B.

1.3. Anillos reticulados

En esta seccion introduciremos a los anillos y algebras reticuladas y demostraremos
algunas de sus propiedades basicas.

1.3.1. Definiciones, ejemplos y propiedades basicas

Definicion: Un anillo parcialmente ordenado es un anillo R donde su grupo
aditivo es un grupo parcialmente ordenado y para todo a, b € R, si a,b > 0 entonces
ab > 0. El cono positivo de R es el cono positivo de su grupo aditivo.

Teorema 1.16. Para un anillo parcialmente ordenado R, el cono positivo R satis-
face las siguientes tres condiciones:

(1) (RT) + (R") C (RT),
(2) (R*)(R*) C R*.
(3) R* N —R* = {0}.

La demostracion de este Teorema es anéloga a su version para grupos parcialmente
ordenados y de igual manera el siguiente.

Teorema 1.17. Sea R un anillo y P un subconjunto de R que satisface las siguientes
3 condiciones:

(1) (P)+(P) € (P),
(2) PP C P,
(3) PN —P = {0}, donde —P ={g € R: —g € P}.
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Para cualesquiera a, b € GG, definimos a < b si b—a € P. Entonces < es un orden
parcial en R y R se convierte en un anillo parcialmente ordenado con cono positivo

P.
Definicién: Sea R un anillo parcialmente ordenado.

(1) Se dice que es un anillo reticulado (I-anillo) si el orden parcial en R es una
reticula.

(2) Se define un anillo totalmente ordenado (o-anillo) cuando el orden es total.
Claramente un o-anillo es un [-anillo.

(3) Es llamado wunitario si tiene neutro multiplicativo denotado por 1

(4) si R es un l-anilloy 1 > 0 donde 1 representa al neutro multiplicativo, entonces
se dice que R es [-unitario.

Definicion: Sean G'y H l-anillos y f : G — H un homomorfismo de anillos.

(1) Se dice que f es un l-homomorfismo si f también preserva supremos e infimos,
es decir, para todo a, b € G,

flavb) = f(a)Vv f(b)

flanb) = fla) A f(b)

(2) Un l-isomorfismo es un isomorfismo de anillos que preserva supremos e infimos.

(3) Si existe un l-isomorfismo entre dos [-anillos G y H, entonces se dice que son
l-isomorfos y se denota como G ~ H.

(4) Sea f un [-homomorfismo entre dos l-anillos Ry S al conjunto Nuc(f) = {a €
R|f(a) = 0} se le llama el nucleo de f.

Definicion: Para un anillo unitario R, un elemento u es llamado una unidad si
tiene un inverso multiplicativo.

Definicién: Un [-anillo R es llamado arquimediano si su grupo aditivo es arqui-
mediano.

Definiciéon: Un [-ideal de un [-anillo es un ideal y un [-subgrupo convexo.

Por el Teorema 1.8.(1), un ideal I de un [-anillo es un l-ideal si y solo si |r| < |z]
para cualesquiera x € I, r € R, entonces r € I. De manera similar se definen los
l-ideales izquierdos (derechos).

Para un [-anillo R y un [-ideal I, es facil de verificar que el homomorfismo de
anillos ¢ : R — R/I definido como ¢(a) = a + I es un [-homomorfismo llamado la
proyeccion canodnica.

Claramente la intersecciéon de cualquier familia de [-ideales es un [-ideal.
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Definiciéon: Sea X un subconjunto de un l-anillo R, (X) denota a la interseccion
de todos los l-ideales de R que contienen a X y (X) es llamado el [-ideal generado
por X. Si X = {z} denotaremos (X) = (x).

Lema 1.6. Sea R un l-anillo. Para cualesquiera a, b, con ¢ > 0, se tiene que:,

cland)<cancb y claVb)>caVch

(anb)e<acANbc y (aVb)c>acVbe.

Demostracion.

Notemos primero que la multiplicaciéon del anillo por un elemento positivo fijo
preserva el orden (es decir, que para cualesquiera x,y,z € Rcon z > 0, si z < y
entonces zx < zy y 2z < yz). En efecto, tenemos que y — x > 0, asi que zy — zx =
2(y—x) >0< (y—x)z =yz — xz, de donde se sigue la afirmacion.

El resto de la demostracion es analogo a la parte correspondiente del Lema 1.1(2).

Lema 1.7. Sean R, S l-anillos y f :R— S un [-homomorfismo. Entonces, f pre-
serva el orden; ademds, si f(x), f(y) € f(R) tales que f(z) < f(y), entonces x < y.

Demostracion.

Primero veamos que f prserva el orden. Sean x,y € R tales que x < y, entonces
r ANy =xycomo fesun l— morfismo se tiene que:

f@)AN fly) = fleny) = f(z)

Por lo tanto, f(z) < f(y).
Ahora, supongamos que f(z), f(y) € f(R) tales que f(z) < f(y), entonces f(z) A
f(y) = f(x), usando nuevamente que f es un [ — mor fismo se tiene que:

fl@) = f(x)A fly) = f(xAy)

Supongamos que = £ y, entonces x Ay < x y por la primer demostracion se tiene que
f(x Ay) < f(z) lo cual es una contradiccion. Por lo tanto = < y.

Teorema 1.18. Sean R, S l-anillos y f :R— S un l-homomorfismo.
(1) Si I es un l-ideal de R entonces f(I) es un l-ideal del subanillo f(R) de S.
(2) Si J es un l-ideal de S entonces f~'(J) es un l-ideal de R.

(3) Sean R, S l-anillos y f : R — S un l-homomorfismo, entonces Nuc(f) es un
l-ideal de R
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Demostracion.

(1) Dado que f es un morfismo de anillos, tenemos que f(I) es un ideal de S. Sélo
necesitamos demostrar que f(/) también es un [-subgrupo convexo.

Dado que f(I) ya es un ideal de S se tiene que también es un subgrupo del grupo
aditivo de S. Sean z,y € f(I), entonces existen a,b € R tales que f(a) =xy f(b) =y
por lo que se tiene que

fland)=fla)Nfb) =z Nyy flavd)=fla)V f(b)=xzVy

por lo que f(I) también es una subreticula de S. Solo falta ver que es convexo. Sean
x € f(R), y,z € f(I) tales que y < x < z, entonces existen a, b € [ y ¢ € R tales que
fla) =y, f(c) =xy f(b) = z; al ser f un l-homomorfismo, usando el Lema 1.7 se
tiene que:

a<xr<b

Y dado que a, b € [ y ¢ € R con [ un l-ideal, entonces ¢ € I, por lo que f(c) = x €
f(I), de manera que f(I) es convexo y por tanto un [-ideal.

(2) Por la teorfa de anillos tradicional sabemos que f~!(J) es un ideal de R por
lo que solo falta demostrar que es un [-subgrupo convexo.

Dado que f~!(J) ya es un ideal de R se tiene que también es un subgrupo del
grupo aditivo de R. Sean z,y € f~*(J), entonces f(z), f(y) € J por lo que se tiene
lo siguiente

flany)=f@)Nfly)eJy flaVvy)=flx)V fly)eJ

por lo que f~!(J) también es una subreticula de R. Solo falta ver que es convexo. Sean
r € R, abe f1(J) tales que a < x < b al ser f un /-homomorfismo, se mantiene el
orden y tendremos que

fla) < f(z) < f(b)

y dado que f(a) y f(b) € J el cual es un l-ideal de S se tiene que f(z) € J por lo que
r € f71(J) y de esa manera tenemos que f~!(J) es convexo y por tanto un [-ideal
de R.

(3) La demostracion es clara si J = 0 en el inciso anterior.

El lema siguiente nos ayuda a establecer que en el anillo cociente, los ideales
vienen de cociente de ideales del anillo original tal como pasa en la teoria de anillos
tradicional.

Lema 1.8. Sean R un l-anillo, I un l-ideal de R y 11 : R — R/I la proyeccion
candnica. Si N es un l-ideal de R/I, entonces existe un l-ideal J 2O I de R tal que
I(J)=N
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Demostracion.

Como IT : R — R/I es un [-homomorfismo de anillos, por el lema anterior tenemos
que II7Y(N) es un /-ideal de R, luego tomando en cuenta que los homomorfismos son
funciones, se tiene que II(IT"'(N)) = N, por lo que queda demostrado el lema.

Ademas, usando nuevamente el lema anterior y que II : R — R/I es suprayectiva,
se tiene que si J es un [-ideal de R, entonces I1(.J) es un l-ideal en R/I, lo que nos
da una correspondencia entre los [-ideales de R y los de R/I.

El siguiente resultado nos da métodos simples para construir reticulas en anillos
y convertirlos en [-anillos y construir nuevas reticulas a partir de otras.

Teorema 1.19. Supongamos que R es un l-anillo unitario con cono positivo P y
u > 0 unidad. Entonces uP es el cono positivo de una reticula en R que lo hace un
l-anzillo.

Demostracion.

Es claro que uP es cerrado bajo la suma y dado que u € P, uP también es cerrado
bajo el producto.
Finalmente, como uP C P implica que uP N —uP C PN —P = {0}.
Por lo que por el Teorema 1.17. R obtiene estructura de anillo parcialmente ordenado
con cono positivo uP.
Para ver que dicho orden es una reticula demostremos que:

aNupb=ulu"taApu )y aVypb=uu"taVpu'h) Va,b € uP

Veamos que u(u~ta Ap u~'b) es una cota inferior para by a.

Claramente u(u™'b — (u'a Ap u™'b)) = b — u(u"ta Ap u™'b) € uP por lo que
w(u=ta Ap u™'b) <,p by de manera andloga u(u"ta Ap u='b) <,p a.
Sea k € R tal que k <,p b,a si demostramos que k < u(u~ta Ap u~'b) se demostraria
lo querido.

De que k <,p b,a, se obtiene que a — k, b — k € uP, por lo que u '(a — k),
uwt(b—k) e P.
De lo anterior se afirma que como P es un cono positivo, u~ta, u=*b >p u~tk, por lo
que vtk <p u~ta Apu~th.
Asi, repitiendo un argumento anterior se tiene que u(u=ta Ap u~'b) — k € uP lo que
demuestra lo deseado.

Usando el anillo opuesto obtenemos la demostracion para el supremo.

Corolario 1.2. Sea R un l-anillo unitario y v € RY una unidad con inverso no
positivo, entonces existe un orden < tal que 1 no es positivo.

Demostracion.
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Como R so6lo es un [-anillo unitario, podemos tomar la unidad positiva u tal que
u~t ¢ RT. Por el Teorema anterior, R es un [-anillo con cono positivo uR™ y dado
que u~t ¢ R se tiene que 1 ¢ uR™, asf, R no es [-unitario con respecto al nuevo
orden reticular.

Ejemplos 1.3.

(1) Supongamos que R es un l-anillo y M, (R) es el anillo de matrices de n x n
sobre R con n > 2. Definimos una matriz (a;;) > (0;;) si cada a;; > 0 en R. Entonces
M,,(R) tiene estructura de /-anillo.

Claramente las condiciones del Teorema 1.17 se satisfacen por lo que se tiene una
estructura de anillo parcialmente ordenado. Es facil de verificar que para cualesquiera
dos matrices (a;;) y (bij),

(aij) A (bij) = (aij Abig) ¥ (aij) V (bij) = (aij V bi).

Claramente, (a;;) — (aij A bij) = (ai; — (aij Abij)) vy en R a;; — (a;; A bj) > 0 por lo
que (a;;) — (ai; Abij) > (0;;) y de igual manera (b;;) — (a;; A bij) > (045).

Sea (c;;) tal que (a;;),(bij) > (c;j), entonces como nos estamos manejando entrada
a entrada se tiene que a;;,b;; > ¢;; los cuales son coeficientes de R por lo que ¢;; <
a;; A bij que deja claro que (¢;;) < (a;; A b;j) y por tanto obtenemos lo que queriamos,
de manera analoga se tiene el caso del supremo.

Luego, recordemos que el producto de matrices positivas sigue siendo positiva,
entonces M, (R) es un [-anillo con cono positivo M, (R"). Este orden reticular en
M, (R) es llamado el orden de entradas.

Claramente si R es [-unitario, entonces la matriz identidad es positiva respecto al

orden de entrada.

Sea (e;;) la matriz donde la entrada (7, j)-ésima es 1 y las deméas entradas son
cero. Sea f la matriz f = ej; + €12 + €21 + €33 + - -+ + €. Entonces f € M, (RT) y
Tl =en+ey —expm+esz+ -+ en &€ M,(RT). Entonces por el Teorema 1.19 y
el corolario 1.2, fM,(R") es el cono positivo de un l-anillo M,,(R) sobre R, donde

1#0.
(2) Considere el anillo de matrices de n x n con entradas en R, M, (R). Definimos
el cono positivo como:

P ={(ay)|an; =0,j=1,--- ,n =1y ann >0} U{(05)}.

Dado que, ademés de la matriz nula sélo estamos tomando en cuenta el ultimo
renglon de la matriz y de esté, sus entradas son nulas salvo la dltima que contiene a
un real que es estrictamente positivo, es claro que P cumple las propiedades para ser
el cono positivo de M,,(R) bajo un orden parcialmente ordenado.

Para ver que M, (R) no es un lanillo bajo el orden inducido por P usaremos
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ay - G 0 --- 0
Qo1 - dgy 0 ... 0
(aij) = Yy (enn) =
1 -1 ...—1 0 --- 1

Es claro que (a;;) no es comparable con (e, ), luego para que una matriz A sea menor
a (enn), €l ultimo renglon de A debe tener ceros salvo el tltimo digito que debe ser
menor a 1. Para que una matriz A sea menor a (a;;), las entradas de su ultimo renglon
deben ser —1 y su ultimo digito ser menor a —1. Por lo que es claro que no tienen
una cota inferior en comin y entonces no puede existir (e,,) A (ai;)-

(3) Consideremos el anillo R = R x R con las operaciones heredadas de R (entrada
a entrada). Definimos el cono positivo de R como P = {(a,b)|b > 0} U {(0,0)}.
Entonces (R, P) es un anillo parcialmente ordenado pero no un /-anillo.

Como se defini6 R como producto de copias de R, es claro que P+ P C P
y PP C P con (a,b) € P. Luego, —P = {(a,b)|b < 0} U {(0,0)}, por lo que es
evidente que PN—P = {(0,0)}. Por lo tanto R tiene estructura de anillo parcialmente
ordenado.

Sean (—2,3),(1,3) € R, entonces Ur({(—2,3),(1,3)})
claro que no tiene elemento menor por lo que (—2,3) Vv (1
es un [-anillo.

{(a,b)|b > 3}, el cual es

,3) no existe. asi que R no

(4) Vamos a construir méas ordenes reticulares en R = F[x] donde F es un anillo
ordenado. Tomemos un entero positivo n, definimos el cono positivo P, como sigue.
Para un polinomio p(x) = apz® +- -+ ag de grado k. Si k < n, decimos que p(z) > 0
siar >0y ayg >0,y sik >n, entonces decimos que p(z) > 0 si a; > 0.

Luego, es claro que al sumar polinomios positivos de igual grado dara como re-
sultado un polinomio positivo. Si son de grados diferentes, se conserva el de grado
mayor por lo que se mantiene positivo.

Sin importar el grado del polinomio, si éste es positivo, su coeficiente constante es
estrictamente positivo, por lo que es claro que la interseccion de P, con el conjunto
de inversos es el polinomio cero.

Finalmente, dada la suma definida en el anillo de polinomios y dado que éstos
tienen coeficientes bajo un campo, es inmediato ver que P, es invariante bajo conju-
gacion.

Por lo que para cada P, se cumplen las tres propiedades necesarias para que R
adquiera estructura de anillo parcialmente ordenado.

(5) Consideremos el anillo de polinomios R[], definimos el cono positivo como
P={f(z)=ay+aix+...,+a,2" | ap = 0,a;0 > 0.

Entonces R|[x], P es un anillo parcialmente ordenado pero no un /-anillo.

Es claro que una suma de polinomios con coeficientes estrictamente positivos da
como resultado un polinomio con coeficientes estrictamente positivos. Ademés como el
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polinomio 0, el neutro aditivo de R[z] se tiene que P+ P C P. de igual forma PP C P.
Por ultimo, es claro que —P = {f(z)|cada coeficiente de f(z) es estrictamente negativo
}U{0} y que PN —P = {0}, por lo que R[z] tiene estructura de anillo parcialmente
ordenado.

Luego, es claro que cualquier cota inferior de un elemento f € R[z] tiene el mismo
coeficiente independiente de f. Por lo tanto, elementos f, g € R[z| cuyos coeficientes
independientes no sean iguales, no tienen sotas inferiores en comin de manera que el
infimo no existe. Por lo tanto R[z] no puede der un /-anillo.

1.3.2. Algunos /-anillos especiales

Definicién: Sea R un [-anillo.

(1) elemento a € Rtes un d-elemento si:
paratodoz,y € R, ANy=0=ax Nay =zxa Aya =0
(2) Un elemento a € RT es un f-elemento si
paratodor,y€e R, e ANy=0=arx ANy=za ANy =0.
(3) Un l-anillo es un d-anillo (f-anillo) si cada elemento de R' es un d-elemento

(f-elemento).

(4) Definimos d(R) = {a € R" : a es un d-elemento} y f(R) = {a € R : |a| es un
f-elemento}.

Es claro que un f-elemento es un d-elemento.

Teorema 1.20. Sea R un l-anillo.

(1) Un elemento a € R es un d-elemento si y sélo si para todo z, y € R,
alx Ny) =ax Nay y (x ANy)a = za A ya.

(2) Supongamos que a € R es invertible, entonces a es d-elemento si y sdlo si

-1 4

a € R".

(3) Para todo z, y € R, |xy| < |z|ly| y la igualdad se da si y sélo si R es un
d-anillo.

(4) d(R) es un subconjunto convexo de R que es cerrado bajo la multiplicacion.

(5) f(R) es un l-subanillo convexo de R y un f-anillo.

(6) R es un f-anillo si y sélo si para cada a € R, at es un l-ideal de R.

(7) Si R es un d-anillo (f-anillo) y I es un l-ideal, entonces R/I es un d-anillo
(f-anillo)

Demostracion.
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(1) Supongamos primero que a € RT es un d-elemento y tomemos z, y € R.
Como sabemos, (x — (z Ay)) A (y — (z Ay)) = 0y dado que a es un d-elemento, se
tiene que a(z — (x Ay)) Na(ly— (zAy)) =0y (z— (xAy))a A (y— (z Ay))a = 0.
Por lo tanto se obtiene lo querido y a(x Ay) =ax Aay y (x Ay)a = za A ya.

Reciprocamente, supongamos que para todo z, y € R a(xr ANy) = ax Nay y
(x Ay)a = za A ya.

Sean z, w € R tales que z A w = 0 entonces por hipdtesis:

a(zAw)=azNaw =0y (z Aw)a = za ANwa = 0.

Por lo tanto a es un d-elemento.

(2) Sea a € R* invertible y un d-elemento.
Sabemos que 0 = (—a) V 0 = a(—1 V 0) por lo que al ser a invertible tenemos que
—-1Vv0=0
Entonces 1 = 17 — 17 = 17 > 0 entonces como a es un d-elemento y por (1)

a(a*A0)=1A0=0.

De manera que a~! A0 = 0 por lo que a=! > 0.
Reciprocamente, siay a™! € R* y x Ay = 0 para z, y € R se tiene que:

0<a'axNay)<alaxhatay=zAy=0

debido al comportamiento del infimo con el producto y a que trabajamos con elemen-
tos mayores o iguales a cero.

Por lo tanto axz A ay = 0 y de manera analoga xa A ya = 0 con lo que demostramos
que a es un d-elemento.

(3) Resolvamos primero la desigualdad para proceder después con la doble impli-
cacion.
Sean x, y € R, entonces:
2y = [(z" —27)(y" —y )| =laTy" —aTy 2y +aTy [ <
atyt tatyT Tyt FaTyT = (@ )y +yT) = oyl

Ahora supongamos que |zy| = |x|ly| para todo z, y € R, tomemos a € R" y z,
w € R tales que z Aw = 0.
Definamos ¢ = az A aw, sabemos que (az —¢) A (aw — ¢) = 0 entonces por el Teorema
1.7.(3) se tiene que:

|(az —¢) — (aw — ¢)| = (az — ¢) 4+ (aw — ¢) = az + aw — 2¢
Por otra parte, por hipotesis tenemos que:

|(az —¢) — (aw — ¢)| = |az — aw| = |a(z — w)| = |a|]|z — w| = a(z + w) = az + aw
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Por lo que se afirma que —2¢ = 0 y por lo tanto ¢ = az A aw = 0.
De forma analoga za A wa = 0 y demostramos que a es un d-elemento lo que implica
que R es un d-anillo.

Reciprocamente, tomemos a R un d-anilloy z, y € R.
Nosotros sabemos que zt Az~ =0y yt Ay~ =0y dado que 2, 2=, 4y, y~ >0y
que R es un d-anillos se tiene que:

xtyt Aamyt=0y zty" ANzTy =0,
y
xTy AN yt=0yz y  AzTy =0.
Y por el Teorema 1.6.(2) obtenemos que xty Az~ yt + 2ty =0y z y Ax"yt + a2ty =
0 y de nuevo obtenemos un elemento ajeno a otros dos por lo que

vyt +ay Ayt Ty =0.

Entonces podemos usar el Teorema 1.7.(3) y regresando a la desigualdad: |zy| =
[(a" =2 )(y" —y )=ty —aty” —aTyT +aTy [ =
[yt Ty —(aty ey ) =2ty ety Ty T ey = (et e (y Ty ) =
2lly].
Por lo tanto, la igualdad se cumple.

(4) Sean a, be d(R)yx,yc€e Rcona<c<byazAy=0.
Como el infimo preserva desigualdades se tiene que 0 = axAay < cx A cy < bx AN by =
O0y0=zaANya <xzcAyc < xzbAyb=0 por lo que cx A cy = xc A\ yc = 0y por lo
tanto ¢ € d(R).
Ademés como x Ay = 0y a € d(R) tenemos que ax A ay = za A ya = 0 y como
b € d(R) concluimos que (ab)x A (ab)y = x(ab) Ay(ab) = 0y por lo tanto ab € d(R).

(5) Sean a, b € f(R) y x, y € R tales que = A y = 0. Debido a la desigualdad del
triangulo y al Teorema 1.7.(5) se tiene que:

0<la—blwAy < [(Jal + b))zl Ay < lafe Ay -+ [blz Ay =0
De manera andloga, z|la — b| Ay = 0 y se tiene que a — b € f(R).
Luego, |blx Ay = 0 lo que implica que (|a||b])z Ay = 0 y similarmente z(|a||b]) Ay =0

por lo que ab € f(R).
Por ultimo, si |w| < |a| para algin w € Ry a € f(R) entonces:

0<|wlz Ay <lalzAy=0

0<zlwlAy<zla|]ANy=0

por lo que w € f(R) y por lo tanto f(R) es un [-subanillo convexo de R.

Para que f(R) sea un f-anillo, f(R)* debe estar compuesto solo de f-elementos
pero si v € f(R)' entonces v = |s| para algtin s € f(R) y entonces por definicion de
f(R), v ya es un f-elemento.
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(6) Supongamos que R es un f-anillo y a € R.
Para ver que a* es un [l-ideal necesitamos que sea un ideal y un /-subgrupo convexo.
En la seccién de grupos vimos que a® ya es un [-subgrupo convexo por lo que sélo
queda ver que es un ideal.
Sea b € at y r € R entonces |b| A |a| = 0 por definicion.
Como R es un f-anillo, |r| es un f-elemento por lo que |r||b| A |a| = [b]|r| Ala| =0y
como todo f-elemento es un d-elemento, R también es un d-anillo, entonces por (3)
[7b| A la| = |br| A |a| = 0 por lo que rb, br € at y asi, at es un I-ideal.
Reciprocamente, supongamos que a* es un I-ideal para cualquier elemento de R
ysean z, y € R talesque x Ay =0
Entonces se tiene que € y* y como y~ es un l-ideal, se tiene en particular que para
cualquier a € R, ax, za € y*.
Por lo tanto ax Ay = za Ay =0y a es un f-elemento. Por lo tanto R es un f-anillo.

(7) Sea R un d-anillo y I un ideal de R.
Sean Z,y € R/I y z € (R/I)" tales que T Ay = 0.
Tomemos * Ay = w € I, como sabemos (x — w) A (y —w) = 0 y como estamos
trabajando en un d-anillo y tenemos que (z + ¢) > 0 para algin ¢ € [;

(z+i)(z—w)AN(z+i)(yxw) =0y (x —w)(z+ i) ANz —w)(z+1i) =0
lo que implica que
z+dzA(z+dy=(z+Dwyx(z+1i) Ay(z+1) =w(z+1)

Y recordando que T Ay = T A se tiene que ZZ Az = zw = 20 = 0y T2 ANz =
wz = wz = 0 por lo que Z es un d-elemento y R/I es un d-anillo.
Similarmente para un f-anillo.

Definiciéon: Se dice que un [-anillo R es un producto subdirecto de la familia de [-
anillos {R;|i € I} si R es un subanillo del producto directo I1;c; R; tal que m(R) = Ry,
para cada k € I donde m, : [I;c;R; — Ry es el [-epimorfismo canonico, esto es, para
{CLZ'} € e R;, Wk({az}) = ag.

Definiciéon: Un [-anillo R es llamado subdirectamente irreducible sila interseccion
de todos los [-ideales no cero también es un [-ideal no cero.

Lema 1.9. Sea R un l-anillo y a € R
(1) (a) = {x € R: |z| < nla| +r|a| + |a|s + tla|u, n € ZT, r,s,t,u € RT}.

(2) Si R es conmutativo entonces (a) = {x € R : || < nla| +7rlal, n € ZT,
re R}

(3) Si R es l-unitario entonces (a) = {x € R : |z| < t|a|u, t,u € R*}.

(4) Supongamos que R es un f-anillo. Si x Ay = 0 para todo x, y € R entonces

() 0 {y) = {0}.

Demostracion.
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(1) Sea I = {x € R : |z| < nla|] + r|a| + |a|s + tlalu,n € ZF,r, s, t,u € RT}
I # ¢ pues a € I ya que |a| < 1]a| + o|a| + |a|0 + 0|a|0, entonces tomemos z, y € 1.
Se tiene que |z| < nila| 4+ rifal + |als1 + t1]afur v [y[ < nafaf + rafal + |a]s2 + ta|alus
donde ny,ny € ZT y 11,79, 81, S, t1, to, Ut, uy € R
entonces:

|z —y| < |z| + [y| < nalal + rila] + [a|sy + ti|alus + nolal + ralal + [a|sy + ta]alug <
nilal + rilal + |als; + t1]alur + nela| + ro|al + |a|sy + ta]alug + t1]alus + ta]alu; =
(n1 +mno)lal + (r1 4 r2)|al + |al(s1 + s2) + (t1 + t2)|al(ur + ug)

por lo que x —y € I.

Si r € R tal que |r| < |z| entonces por definicion y por la transitividad del orden,
r € I por lo que I es un [-subgrupo convexo de R.

Ademés |rz| < |r||lz| < |r|nilal + |r|rilal + |r||a]s1 + |r|ti]a]u; por lo que ra € I de
igual manera que xr por lo que I es un [-ideal.

Como a € I, se tiene que (a) C I y como I esta constituido por elementos menores
alguna combinacion de |a|, al estar trabajando con conjuntos convexos se tiene que
I C (a). Por lo tanto I = (a).

(2) Si observamos la definicion de (a) en (1), al ser R conmutativo, nos permite
agrupar los multiplos de |a| cuyo factor es un elemento de R con lo que se resuelve
este inciso.

(3) Sea J ={x € R: |z| < tlaju,t,u € RT}
Como R es unitario se tiene que J # ¢. Pues a € J ya que |a| < 1|a|l. Entonces
tomemos z, y € J.
Se tiene que |z| < ty]aluy v |y| < ta|alus donde ty,te, ur, us € RT
entonces:

|z —y| < |z| + |y| < ti]alur + to|alus < ti]aluy + to|alug + ti|alug + ta]alu; =
(tl —|—t2)|a](u1 +U2)

por lo que x —y € J.

Si r € R tal que |r| < |z| entonces por definicion y por la transitividad del orden,
r € J por lo que J es un [-subgrupo convexo de R.

Ademés |rz| < |r||z| < |r|ti|alu; por lo que rx € J de igual manera que zr por lo
que J es un [-ideal.

Luego, si z € J, entonces |z| < t|lalu < 0|a| + 0|a| + |a|0 + t|a|u por lo que x € (a).
De esa manera tenemos a un [-ideal que contiene a a contenido en el [-ideal generado
por a. Por lo tanto J = (a).

(4) Sean z, y € R tales que x Ay = 0, recordemos que al dos elementos ser ajenos,
dichos elementos son positivos.
Sea a € (x) N (y), por (1) tenemos que a cumple lo siguiente:

la| < nql|z| +ril|z| + |z)s1 + t|zluy v al < naly| + rafy| + yls2 + to|y|us

con nq, Na S Z+ y r1,72, 81, S2, tl) t27 Uy, U2 S R+-
Debido a que x Ay = 0 y que R es un f-anillo, usando el mismo argumento que en
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Teorema 1.20.(3) se tiene que
0 < laf Alal < (nalz| + rifaf + |z|sy + tilzlui) A (nelyl + rafyl + [yls2 + tafyluz) = 0

lo cual implica que |a| = 0 y por lo tanto a = 0.

Corolario 1.3. Sea S C R un subconjunto, entonces

(S) ={x € R||z| <X omlas) + rilas| + |ails; + tilas|u; | m; € Z7,
Ti, Siy iy Uy € R+,CLZ' S S}
Demostracion.
Seal ={z € R||z| <Y i mila;|+rila;|+|ai|si+t|ailu; | mi € ZF, vy, 85,t,u; €
R+,ai S S}
I # ¢ pues S C I ya que para todo a € S |a| < 1|a| + o|a|] + |a|0 + 0]a|0.
Sean T,y c I entonces |.T| S Z?:O mi,1|ai| -+ ri,1|ai| + ‘ai|51’71 —+ ti71|ai|ui,1 y
|’y‘ < Zf:o m; 2 bll + Ti,2|bi| + |bi|8i72 + ti’glbi‘uhg entonces, anadiendo términos simi-
lares a los que se usaron en el el Lema 1.9 se tiene que

[z =yl < 2| + [yl < 2ig(man +ma2)([ail +10i]) + (rig +7i2)(Jas| + [bi]) + (|ai| +
16:|) (i1 + si2) + (tix + ti2)(Jai| + |bi]) (win + us2)

por lo que x —y € I.

Sir € R tal que |r| < |z| entonces por definicion y por la transitividad del orden,
r € I por lo que I es un [-subgrupo convexo de R.

Ademas |rz| < |r|jz| < D70 [rimilai] + |r|rila;| + |rl|ails; + |r|ti|a;lw; por lo que
rx € I de igual manera que zr por lo que I es un [-ideal.
Como S C I, se tiene que (S) C I y como I esta constituido por elementos menores
de alguna combinacién de valores absolutos de elementos de S, al estar trabajando
con conjuntos convexos se tiene que I C (S). Por lo tanto I = (5).

Teorema 1.21. Sea R un l-anillo.

(1) Un l-anillo R es l-isomorfo a un producto subdirecto de l-anillos {R;|i € I} si
y sdlo si hay una familia de l-ideales {J;|i € I} tal que R/J, = Ry para cada k € I y
la interseccion de {J;|i € I} es cero.

(2) Un f-anillo subdirectamente irreducible es totalmente ordenado.

(3) Un l-anillo es un f-anillo si y solo si es un producto subdirecto de anillos
totalmente ordenados.

Demostracion.

(1) Supongamos que R es un producto subdirecto de una familia de [-anillos

Definamos J; = ker(m;) N R, entonces J;, es un [-ideal de R, atin mas es ker(m;g) y
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por el primer Teorema del isomorfismo R/J; ~ R;.
Sea {a;} € NierJ;, entonces m,({a;}) = 0 para toda k € I por lo que {a;} = 0. Es
decir, N;erJ; =0

Reciprocamente, supongamos que existe una familia de l-ideales {J;|i € I} de R
tales que R/ J, = Ry para cada k € I y la interseccion de {J;]i € I} es cero. Definamos
el siguiente [-anillo:

R={{a+ J;}icrla € R}

Cuyas operaciones son las naturales. Veamos que R es producto subdirecto de la
familia {R/J; |i € I}.

Claramente R es un [-subanillo del producto directo de {R/J; |i € I} y es facil
notar que m(R) = R/J}, por lo que, en efecto, es un producto subdirecto.
Noétese también, que por su definicién, R ~ R por lo que R es isomorfo a un producto

subdirecto de una familia de l-anillos.

(2) Sea R un f-anillo subdirectamente irreducible.
Supongamos que x Ay = 0 para x, y € R, por el Lema 1.9.(4) (z) N (y) = {0} y como
la interseccion de lideales no cero es un lideal no cero tenemos que (z) =00 (y) =0
lo cual implicaria que z =0 o0 y = 0.
Sea x € R, sabemos que z = 27 — 2~ donde 27 Az~ = 0 entonces por la observacion
anterior se tiene que x = 2t o x = 2~ y entonces r € R™ U —R™ y por el Teorema
1.4.(2) se tiene que R es totalmente ordenado.

(3) Sea R un [-anillo y un f-anillo. Para cada 0 # a € R definimos:
M, = {I|I esun [-ideal y a ¢ I}

Es claro que M, # ¢ puesto que {0} € M,, luego M, es un conjunto parcialmente
ordenado mediante la inclusion.

Si {I;}jes una cadena de M, entonces Ujc;I; es un [-ideal que no contiene a a.
Aplicando entonces el Lema de Zorn, M, tiene un elemento maximo I,.

Afirmamos que R/I, es un f-anillo subdirectamente irreducible.

La parte de ser un f-anillo es clara por el Teorema 1.20.(7)

Un método importante para demostrar propiedades de f-anillos es primero consi-
derar anillo totalmente ordenados y entonces usar el hecho de que un f-anillo es un
producto subdirecto de anillos totalmente ordenados.

Teorema 1.22. Sea R un f-anillo.

(1) SiaNb=0 para a, b € R, entonces ab = 0. Seguidamente, R tiene cuadrados
PostIV0S.

(2) Si R es arquimediano, entonces R es conmutativo.

(3) Si R es unitario, entonces cada elemento idempotente de R estd en el centro
de R.

(4) Si R es unitario y a" = 1 para algin a € R y algin entero positivo n,
entonces a = 1.



CAPITULO 1. GRUPOS Y ANILLOS ORDENADOS 42

Demostracion.

(1) Si a Ab =0 entonces por ser f-anillo se tiene que ab A b = 0 y seguidamente
que ab A ab = 0.
Para cualquier x € R se tiene que:

=@t —a )= —ate —r a4 = 420> 0
(2) Mostraremos que dados a, b > 0, para cualquier n entero positivo, n|ab—ba| <
a’ + 2.
Supongamos que S es un o-anillo arquimediano con a, b # 0. Dado que S es arqui-
mediano existe k € Z tal que ka < nb < (k + 1)a, sea nb = ka +r con 0 < r < leqa,
entonces:

nlab — ba| = |a(ka +r) — (ka +r)a| = |ar — ra| < a® < a® + b

Si R es un f-anillo se tiene que R es [-isomorfo a un producto subdirecto de I-
anillos totalmente ordenados. Entonces existen lideales {I;|j € J} tales que R/I; es
totalmente ordenado y Nje;I; = {0}. De esta manera, usando el argumento anterior
se tiene que para a, b € R positivos:

nlab — ba| < @ +5 en R/I; para toda j

Luego,

nlab — ba| = njab — ba A a®> + b? en R/I; para toda j

Recordando que el infimo de dos clases es la clase del infimo se tendria que:

nlab — bal — (n|ab — ba| A (a2 +b2)) =0
De manera que:
nlab — ba| — (n|ab — ba| A (a* + b?) € (I;) para toda j

Y como la interseccion es 0 tenemos que njab — bal A a* + b* = njab — bal por lo que
nlab — ba| < a® + b* para todo n € Z* y dado que R es arquimediano se tiene que
lab — ba| = 0 que implica que ab = ba para cualesquiera a, b > 0.

Como los [-grupos son dirigidos y R es un [-grupo, todos sus elementos son resta de
elementos positivos, por ende la conmutatividad se extiende.

(3) Es claro que un f-anillo unitario debe ser un /-unitario pues 1> = 1 > 0 por
(1).
Sea S un anillo totalmente ordenado y e € S un elemento idempotente. Como e es
idempotente, se tiene que 1 —e también es idempotente pues (1—e)?> = 1—e—e+e? =
l-e—e+e=1—e.
Usando (1) nuevamente, se tiene que todos los idempotentes son positivos, por lo que
e, 1 —e >0, ademas al estar en un anillo totalmente ordenado se tiene que e > 1 —e
ol—e>e.
Si e > 1 — e entonces se tiene que e = ¢ > (1 — e)e = 0, por otro lado, si 1 —e > e
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entonces 1 —e = (1 —¢e)? > e(1 —e) =0 por lo que e = 1 por lo tanto, los tinicos
idempotentes son el 0 y 1.

Supongamos que R es un f-anillo, entonces existen Il-ideales {J;} de R tales que
R/ J; es totalmente ordenado y Ny J; = {0}.

Sea e un idempotente en R, por la observacion anterior de tiene que e = 0 o e = 1
para todo R/J;, por lo que para cualquier a € R se tiene que ea = ae para todo R/J;,
entonces ea — ae € J; para toda 7 € I.

Por lo tanto ea — ae = 0, lo que implica que e esta en el centro de R,

(4) Sea S un anillo totalmente ordenado. Si 1 < a se tiene la cadena 1 < a <
a?--- < a™ =1 lo cual es una contradiccién. De igual manera si a < 1 se tiene que
1>a>a?-->a" =1 que vuelve a ser una contradiccién por lo que se tiene que
a=1.

Supongamos que R es un f-anillo, entonces existen [-ideales {J;} de R tales que R/.J;
es totalmente ordenado y M;erJ; = {0}.

Sea a € R tal que a™ = 1 entonces a” = 1 para todo R/J; por lo que a = 1 debido
a la observacion anterior. Por lo tanto se tiene que a — 1 € J; para toda ¢ € I lo que
implica que a = 1.

Definicion: Un [-anillo R es llamado un casi-f-anillo si x*2~ = 0 para todo
r € R.

Por el Teorema anterior un f-anillo es un casi f-anillo y estos tienen cuadrados
positivos.

Lema 1.10. Sea R un l-anillo. R es un casi f-anillo si y solo si para cualquier a € R,
la|? = a®.

Demostracion.
Supongamos que R es un casi f-anillo. Sea a € R, entonces

la* = (@™ +a7 )2 =(a")?+aTa” +a a4+ (a7)?=(a")?+ (a7)? =
(a*)? = (a*a™) = (a7a") +(a7)? = (a" —a")* =d’

Reciprocamente, supongamos que para toda a € R, se tiene que |a|? = a®. Sea
a € R, entonces

|a* = (a++a) (at)?+ata” +aat + (a7)? =

(@)~ (a*a") — (aa*) + (a7)? = (" —a )2 = a?
luego
ata” +aat=—(ata”) — (a" ™)
por lo que

2t +a at)=0=a"a" = —(a"a")
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Como estamos en un anillo parcialmente ordenado, y sabemos que a*, a= > 0 tenemos
que a~at,ata” > 0 por lo que la igualdad anterior nos indica que ata™ =a a™ =0
y por tanto R es un casi f-anillo.

Los siguientes son dos consecuencias inmediatas del Teorema 1.22.

(1) Cualquier anillo de matrices de n x n sobre un anillo unitario no puede con-
vertirse en un f-anillo si n > 2.

Esto es inmediato de 1.22 (3) ya que la matriz

G 8) (1.5)

claramente es idempotente pero no esté en el centro del anillo de matrices con entradas
reales, por lo que se cumple la contra positiva del enunciado.

(2) Cualquier algebra de grupo finito no trivial F'|G| sobre un campo totalmente
ordenado F' no puede ser un f-anillo tal que (G \ {e} N F[G]T) # ¢.

Es claro ya que al ser finito, para cualquier elemento g € G existe un entero
positivo n tal que ¢g" = e, donde e es el elemento identidad del grupo por lo que se
tiene la contra positiva de 1.22.(4).

Sin embargo, un algebra de grupo finito F[G| puede volverse un f-anillo con
(G\ {e}) N F[G]") = ¢ como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.4 Consideremos R = Q|G] su élgebra de grupo con G = {e,a} y
a? = e. Definamos u = 3(e 4+ a) y v = 5(e — a). Entonces se tiene lo siguiente:

(1)

1(e?* + ea+ ae + a?) = 1(2e + 2a) =,
= 1(e? — ea — ae + a*) = 1(2e — 2a)v,
0=+ a3 —a) = He? - o) =0
(2) {u,v} es linealmente independiente sobre Q. Pues si suponemos que existen
p,q € Q tales que pu + gquv = 0 se tendria que

putav = p(h(e+a) +a(3(e—a) = (Ble+a)+ (4le—a)) = (B+De+(E—Ha =0

y dado que e y a son elementos del grupo, por definiciéon de algebra de grupo, se tiene
que e y a son linealmente independientes, por lo que p = ¢ = 0 y por tanto u y v son
linealmente independientes.

Ademaés es inmediato que P = Q" u+ Qv cumple las condiciones para ser el cono
positivo de un orden parcial, que, escribiendo cada elemento de R como combinacién
lineal de u y v resulta ser un orden reticular.

Claramente u y v son ambos f-elementos, entonces R es un f-anillo. Notemos que
l=u4+vya=u—v#0.

Un anillo de grupo de un grupo infinito puede volverse un anillo totalmente orde-
nado. El ejemplo més simple serfa el anillo de grupo F'[G] con F' totalmente ordenado
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de un grupo ciclico infinito G = {g"|n € Z}. Definamos un elemento X7 «a;g" > 0
si a, > 0. Entonces F|G] es un anillo totalmente ordenado con

<y lc<gti<l<g<gPc
Suponga que R es un [-anillo y Iy,--- , I, son l-ideales de R, Definimos
L+---+IL,={a€Rla=a;+ -+ ay, a; € I;}

Ahora consideraremos propiedades de [-ideales de un [-anillo.

Teorema 1.23. Sean I, I, + -+ I, l-ideales de un l-anillo R.
1) I +---+ 1, es un l-ideal de R, el cual es generado por {Iy,--- ,1,}
2)(Ii+--+L)NI=(LNI)+--+([,N]I)

Demostracion.

(1) Claramente I; + --- + I, es un ideal de R y usaremos la equivalencia del
Teorema 1.8(1) para verificar que es un [-ideal.
Supongamos que |z| < |a; +---+a,| con z € Ry a; € I;, por propiedades del valor
absoluto se tiene que |z| < |a1| + -+ + |a,| y usando el Teorema 1.5(6) se tiene que
|z| =21+ +x, con 0 < x; < |a;| € I; y como los I; son [-ideales, se tiene que
xj € I; por lo que |z| € I + - -- + I, lo cual demuestra la equivalencia.

(2) Es claro que (Iy,--- , [;)NI D (INI,---,INI,).

Sea a € (Iy,---,I,) NI, entonces a = a3 + --- +a, con a; € I; y a € I, luego
la| <'|a1| + - - - + |a,| entonces |a| = x1+- - -+z, con 0 < z; < |a;|, por lo tanto x; € I;
y como x; < |a| también tenemos que x; € I por loque a € (INIy,--- ,IN1,).

1.3.3. El l-radical y l-ideales l-primos

Suponga que R es un [-anillo y I,J son [-ideales de R. El producto IJ no es un
l-ideal de R. (I.J) lo sera.

Definiciéon: Un [-ideal I es nilpotente si I™ = {0} para algin entero positivo n;
y el menor entero positivo con esa propiedad se define como el indice de nilpotencia.

Dado que la definicion anterior es igual a la de teoria de anillos tradicional, se
tiene que si I, J son [-ideales nilpotentes, entonces I + J es nilpotente.
Definiciéon: El [-radical de un [-anillo R es el conjunto

|— N(R) ={a € R: xp|a|xi]a| - - - xy_1|a|x, =0, p.a. n € N,y cualesquiera
T, - , &, € R}.

Es necesario hacer notar que los x; no pueden ser 0.
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Teorema 1.24. Suponga que R es un l-anillo.

(1)I-N(R) es un l-ideal. Es la union de todos los l-ideales nilpotentes. Si a €
[— N(R) entonces a es nilpotente.

(2) Si R es conmutativo entonces |— N(R) = {a € R : |a| es nilpotente}

(3)Si R satisface la condicion de cadena ascendente en [-ideales o descendiente en
ideales bilaterales entonces I-N(R) es nilpotente.

Demostracion.

(1) Primero veamos que [ — N(R) es la union de todos los nilpotentes.
Si I es nilpotente, para todo a € I sabemos que |a| € I, entonces si k es un entero
positivo tal que I* = {0} entonces para cualesquiera xy,- -+, 2,1 € R se tiene que
x1la| - - |alzgLr = 0, por lo tanto a € [ — N(R) lo que implica que el I-radical contiene
a la unién de los nilpotentes.

Sea a € [— N(R),entonces existe n € Z* tal que zol|a|z1|al - - z,—1|alz, = 0 por
lo que se tienen las siguientes igualdades:

(|a|R+)n+1 — <R+|a’)n+l — (R+’a|R+)2n+l =0

De igual forma, sea x € (a)". Usando la desigualdad del triangulo, la desigualdad
del Teorema 1.20(3) y la descripcion dada en el Lema 1.9(1), y haciendo el desarrollo
apropiado, se observa que |z| < ¥, donde ¥ es una suma de productos en cada uno
de los cuales |a| aparece como factor n veces. Se sigue que ¥ = 0, de donde |z| = 0, es
decir, x = 0. Ambos argumentos implican que el [-ideal generado por a es nilpotente.
Por lo tanto [ — N(R) es igual a la unién de todos los ideales nilpotentes.

Es claro que 0 € [— N(R), por otro lado, si a, b € [— N(R) se tiene que sus
[-ideales generados son nilpotentes por lo que la suma de ambos [-ideales igual es
nilpotente y por tanto a — b € | — N(R) ademés, si r € Ry a € [— N(R), entonces
ra,ar € [— N(R). Por lo tanto [ — N(R) es un ideal de R. Luego siz € Ry a €
[— N(R) de manera que |z| < |a|, se tendria que z esta en el [-ideal generado por a
el cual al ser nilpotente estaria contenido en | — N(R) por lo que = € [— N(R). Por
lo tanto | — N(R) es un [ — ideal de R.

Luego, si a € [— N(R), es claro para algin entero positivo n que |a"| < |a|" = 0.
Por lo tanto, a es un elemento nilpotente.

(2) Sea x € R con |z| nilpotente, por el Lema 9.(2)

() = {u € R: |u| < n|z| +r|z|,p. an > 1,r € R*}

Veamos que () es nilpotente.
Tenemos que (z)? = {u € R :u = > a;b;, a;,b; € ()}, por lo que si u € (z)?
tendriamos que

n n n
[ul = 1D aibi < laillbil <D (mr, +71,)
=0 =0 =0

x’(n% + T2i) JI|
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Y dado que R es conmutativo se tendria que

|U| < Z (nli + Tli)(n2i + T2i)|x|2 < |:L'|2 Z (nli + Tli)(nQi + TQi)’

=0 =0

Siguiendo un razonamiento analogo, es claro ver que si k > 1 es el indice de nilpotencia
de |z| entonces (x)* = {0}. Por lo tanto {x) es nilpotente y tenemos que = € (x) C
UnNnitpotente N = | — N(R). Lo que implica que I-N(R) contiene a los elementos cuyo
valor absoluto es nilpotente.

Luego, por la propiedad que tienen los elementos de I-N(R) es claro que si z; = |a]
sus valores absolutos también son nilpotentes, por lo tanto [ — N(R) = {a € R : |a|
es nilpotente}.

(3) Si R satisface la condicion de cadena ascendente en [-ideales, entonces contiene
un [-ideal nilpotente maximo M. Lo anterior es claro usando el conjunto compuesto
de sumandos consecutivos de {.J; : i € I, J; C R es l-ideal nilpotente}.

Para cualquier [-ideal nilpotente J, M + J es nilpotente y M C M + J por lo que
M=M+J.

Lo que implica que J C M, por lo tanto U{N | N es nilpotente } = [— N(R) C
M C I— N(R) por lo que se da una igualdad y como M es nilpotente, I-N(R) lo es.

Supongamos que R satisface la condicion de cadena descendente en ideales, tome-
mos a [ — N(R) = N.Se tiene la siguiente cadena

NDN?D...DN"D ...

Entonces existe N¥ = N**1 = ... para algiin & > 1. Sea M = N*, entonces
M = M? = M3 = - ... Supongamos que M # {0} entonces el conjunto

V={I CR:1esun l-ideal .de R, MIM # {0}}

no es vacio pues MRM = M? # {0}, asi que R € V. Usando el Lema de Zorn, existe
un elemento minimo K en V. Sea 0 # a € K con MaM # {0} y definimos

J={ceR:|c| <ulalv, 0 <u,ve (M)}

Notemos que J es un [-ideal de R. Ademés, MaM C J; como MaM # {0} existen
x,y € M tales que zay # 0, es claro que |zay| < |z||a||ly| por lo que zay € J. La
definicion de J deja claro que J C K pues K es un conjunto convexoy {0} # MaM =
MMaMM C MJM por lo que MJM # {0} de forma que J € V.

Esto implica que J = K y entonces |a| < u|a|v para algtn, u, v € (M)". Entonces
se tiene la siguiente cadena de desigualdades

la] < ulalv < w?alv? < -+ < u'av™ = 0, para algin entero positivo n

Lo tltimo esta dado pues u,v € (M) C [— N(R). Entonces a = 0 lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto M = {0} lo que implica que (I— N(R))" = {0}.

Definiciéon: Sea R un [-anillo y P, I [-ideales de R.
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(1) Se dice que I es propio si I # R.

(2) Se le llama a P un [-ideal I-primo de R si es propio y para cualesquiera dos
l-ideales I, J, de R, IJ C P implicaque I C Po J C P.

Definicion: Un [-anillo R es [-anillo primo si {0} es un [-ideal [-primo.

Definiciéon: Se dice que un anillo R es un dominio si se cumple que con a, b € R,
tales que a # 0 y b # 0 implica que ab # 0.

Definicién: Un [-anillo R es un [-dominio si para cualquier a, b € R con a, b > 0
implica que ab > 0.

Observaciones: Sea R un [-anillo

(1) Para [-ideales 1,J es claro que IJ C P siy solo si (I.J) C P, por lo que la
definicion de [-ideal I-primo es independiente de escoger IJ C P o (IJ) C P.

(2) Un Il-ideal propio I de R es [-primo si y solo si R/I es un [-anillo [-primo.

(3) Sea R un [-anillo. Si R es un dominio entonces R es un [-dominio.

(4) Un f-anillo es un dominio si y sélo si es un /-dominio.

Demostracion.

(1) Es claro que I.J C (IJ), por lo que si (IJ) C P entonces I.J C P. Por el otro
lado (I.J) es el I-ideal més pequetio que contiene a I.J por lo que si IJ C P entonces
(IJ) C P.

(2) Supongamos que I es un l-ideal I-primo de R, sean J, K I-ideales en R/I

tales que JK C {0}, es decir, JK = {0}, como sabemos existen .J, K [-ideales de R
tales que J = J/I y K = K/I, lo que implica que JK C I y dado que I es [-primo
entonces J C I o K C I, por lo tanto, J = {0} o K = {0} y R/I es un Il-anillo
[-primo.
Sea I un [-ideal y supongamos que R/I es un [-anillo [-primo. Sean J, K [-ideales de
R tales que JK C I, por lo tanto 7(J)n(K) = n(JK) = {0} donde 7 : R — R/I
es la poryeccion candnica. Dado que {0} es un [-ideal {-primo entonces J/I C {0} o
K/I C {0}, lo que implica que J C I o K C I por lo tanto I es un [-ideal [-primo.

(3) Sean a, b > 0. Entonces se tiene que a = |a| y b = |b| y tenemos la siguiente
desigualdad:

ab = |al|b| > |ab] > 0

Y por ser dominio ab # 0 por lo que ab > 0. Por lo tanto, R es un /-dominio.

(4) Por (3) ya tenemos que los dominios son [-dominios. Sean a, b # 0 y supon-
gamos que ab = (0. Se tiene que

0 = [ab] = |al|b],

como a, b # 0 se tiene que |a|, [b] > 0 y como suponemos que R es un [-dominio, se
tiene que |a||b] > 0. Por lo que, tenemos una contradiccion. Por lo tanto, ab #0 y R
es un dominio.
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Definiciéon: Se define un m-sistema M de un [-anillo R si M es un subconjunto
no vacio de R, M C R* y para todo a, b € M existe un z € R* tal que axb € M.

Definicién: Un subconjunto no vacio S de R es cerrado bajo multiplicacion si
para cuales quiera a, b € S se tiene que ab € S.

Es claro que si S C RT es cerrado bajo multiplicacion en R, entonces S es un
m-sistema.

Lema 1.11. Sean I, P l-ideal de un l-anillo R. St I C P para algun entero positivo
n, entonces I{I""') C P.

Demostracion.

Sea p € I(I"') entonces p = Y. ja;b; con a; € I, b; € (I"'). Usando la
expresion obtenida del Corolario 1.3, se tiene que:

n n n
0<Ipl =1 abi| < ail|bs| <Y laslei € I" C Poe; e I
i=0 =0 =0

Por lo tanto, al trabajar con conjuntos convexos se concluye que p € Py I{I"™1) C
P.

Teorema 1.25. Sea R un l-anillo.

(1) Suponga que P es un l-ideal lI-primo y I un l-ideal de R. Si I"™ C P para algun
entero positivo n, entonces I C P.

(2) Un l-ideal bilateral propio P de R es l-primo si y sélo sia, b € Rt yaR*tb C P
implica que a € P o b € P. En particular, si R es conmutativo, entonces un l-ideal
propio es l-primo si solo sia, b € R yab € P entoncesa € P ob € P.

(3) Un l-ideal propio P de R es l-primo si y solo si RT\ P es un m-sistema.

(4) Supongamos que M es un m-sistema de R y I es un l-ideal de R con I N M =
{¢}. Entonces I estd contenido en un l-ideal l-primo P con PN M = {¢}.

Demostracion.

(1) Sean I un [-ideal y P un [-ideal [-primo tales que I"™ C P, entonces por el
lema anterior, I(I"™') C P por lo que I C P o (I""') C P por lo que en caso de ser
necesario se repite el argumento y llegamos a la demostracion.

(2) Sea P un [-ideal I-primo propio de Ry a, b € RT tal que aR*tb C P. Veamos
que (a){b) C P. Sean = € (a) y y € (b). Tenemos, en virtud del Lema 1.9(1) y
haciendo el desarrollo apropiado, que |zy| = |zly| < |z||1]|y| < 3, donde ¥ es una
suma de productos en cada uno de los cuales aparece como factor algin elemento de
aR™h. Se sigue que ¥ € P, de donde |xy| € P, es decir, zy € P. Entonces tenemos
que {(a)(b) C P porlo que {(a) C P o (b) C P. En el primer caso se tendria que a € P.
De igual forma, si (b) C P obtendriamos que b € P.
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Supongamos que la condicion dada es verdadera. Sean I, J [-ideales tales que
IJ C Py que I no estd contenido en P, entonces como estamos trabajando en
conjuntos convexos, existe 0 < a € I'\ P donde paratodo0 <be€ J.aRtb C IJ C P,
entonces por hipoétesis, b € P lo que implica que J C P. Por lo tanto P es un [-ideal
[-primo .

Supongamos que R es conmutativo. Sea P un [-ideal [-primo de R y ab € P,
entonces R (ab) = aR*b C P porloque a € P ob € P por ser P un [-ideal I-primo .
Sea P un I[-ideal tal que para todo a, b € R* donde ab € P entonces a € P o b € P.
Sean I, J l-ideales de R con IJ C P y que I no esta contenido en P, entonces como
estamos trabajando en conjuntos convexos existe 0 < a € [\ P donde para todo
0<be J. abe IJ C P. Entonces por hipotesis, b € P lo que implica que J C P,
por lo tanto P es un [-ideal [-primo .

(3) Sea P un l-ideal I-primo de R. Veamos que R™\P C R' y para todos x,
y € RT\ P existe z € R" tal que xzy € RT\P.
Es claro que RT\P C R", tomemos x, y € RT\P y supongamos que para todo
z € RT, zzy ¢ RT\P, dado que que estamos trabajando sobre R* se tiene que
xzy € P, es decir, ztRTy C P por lo que z € P o y € P lo cual es una contradiccion;
por lo tanto se cumple la segunda propiedad y R\ P es un m-sistema.
Supongamos que RT\P es un m-sistema y veamos que P es un [-ideal [-primo de
R. Sean z, y € R" tales que xRty C P y supongamos que xz,y € P, es decir,
x, y € RT\P, entonces existe z € RTtal que zzy € RT\P lo cual contradice la
hipotesis. Por lo tanto x € Po y € P.

(4) Sea M un m-sistema y I un [-ideal bilateral de R tal que M NI = ¢, definimos
el siguiente conjunto,

V={J:Jesunl-ideal , I CJy MnNJ=¢}

Dado que I € V, V no es vacio. Si {J; }rex es una cadena de V, es claro que | J,x J;
es un l-ideal y M N ;e Ji = ¢, entonces aplicando el Lema de Zorn, V' tiene un
elemento maximo P. Veamos que es un [-ideal [-primo .

Sean a, b € R™ con aR™b C Py supongamos que a, b ¢ P. Entonces M N (P, a) # ¢,
sea 21 € M N (P, a) entonces

21 < ma—+ra—+asy +uavy +pyconng >0y ry, s1, U, V1 € RT. pL€P
Similarmente, existe zo € M N (P,b) donde
29 < ngb + 1rob 4 bsy + usbvg + py con ng > 0y 1o, S9, Uz, Uy € RT py € P.
Ya que M es un m-sistema, existe x € R tal que 21220 € M luego,
21229 < (n1b 4 r1b + bsy + uibvy + py)x(ngb + rob + bse + ugbvy + pa),

Debido a la distributividad en R, a que aR™b C Py que P es un [-ideal bilateral se

tiene que z1xz9 € P, lo cual es una contradiccion pues z1x29 € M. Por lo tanto a € P
obe Py P esun l-ideal [-primo .
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Definiciéon: Sea R un [-anillo y I un [-ideal de R. Se dice que [ es [-semiprimo si
para cualquier l-ideal H de R, H* C I para algiin entero positivo implica que H C I

Teorema 1.26. Sea R un l-anillo e I un l-ideal de R. I es l-semiprimo si y sdlo st
para cualquier a € R, aR"a C I implica que a € I.

Demostracion.

Con la definicion dada, el problema se vuelve un corolario del Teorema 1.25 (2)

Teorema 1.27. Sea R un f-anillo.

(1) Para cada k > 1, Ny = {a € R : a* = 0} es un l-ideal nilpotente de R. Mds
atin, | — N(R) = {a € R :a es nilpotente}.

(2) Si R es l-primo, entonces R es un dominio totalmente ordenado.

(3) Un l-ideal propio P de R es l-primo si y sdlo si para cuales quiera a, b € R,
ab € P implica quea € P ob € P.

(4) Un l-ideal propio P de R es l-primo si y sdlo si para cuales quiera a, b € R,
aANb € P implica que a € P 0o b € P vy para cualquier ¢ € R, ¢* € P implica que
ce P.

Demostracion.

(1) Primero supongamos que R es totalmente ordenado.
Sean a, b € Ny, entonces |a| > |b| o |b] > |a|, supongamos que |a| > |b| entonces
la — b < |a| + |b| < 2|a| y entonces |a — b]F = 0, es decir, a — b € N y de manera
similar si |b] > |a
Sea 0 < a € N, y0<uze R.Sin pérdida de generalidad, supongamos que ax < xa
entonces

0 < (az)* < (za)* = z(ax)* o < z(xa)" o < - - <2Fa" =0

la cadena de desigualdades nos muestra que (az)* = (xa)* = 0, por lo que N es un
ideal de R.

Si |z| < |a| para algtin z € Ry a € Ny, entonces |2*| = |z|* < |a|* = |a*| = 0 por lo
que x € Ny, entonces N, es un [-ideal de R y es claro que es nilpotente.

Ahora que demostramos que en los anillos totalmente ordenados el enunciado es
verdad, extendamos la demostracion si R es un f-anillo sabiendo que es un producto
subdirecto de [-anillos totalmente ordenados.

Como R es producto subdirecto de [-anillos, existen {I;},c; tales que R/I; es total-
mente ordenado y ;. ; I; = {0}.

Sean a, b € Nj. Sean, para cada j € J, II; : R — R/I; la proyeccién candnica y
(Ny); = {z € R/I; | (z)* = 0}. Observemos que II;(N;) C (Ng);. Sabemos que
a—b € (Ny); para todo j € J por el caso totalmente ordenado, es decir, (a — b)¥ =0
lo que implica que (a—b)* € I; para toda j € J. Por lo tanto (a—b)* =0y a—b € Ny.




CAPITULO 1. GRUPOS Y ANILLOS ORDENADOS 52

Sea 0 < a € N, y 0 <z € R. Nosotros sabemos que za, az € (Ny); para todo j € J
por el caso totalmente ordenado, es decir, (za)k ) (azx)k = O lo que implica que (za)F,
(az)k € I; para toda j € J, por lo tanto (ma) ( z)* = 0y za, ax € Ny, por lo que
Ny es un ideal de R.
La demostracion que se uso para ver que Ny es un [-ideal de R en el caso totalmente
ordenado no dependia de la totalidad por lo que en los f-anillos la demostracion es
la misma.

Ahora veamos que [ — N(R) = {a € R :a es nilpotente}. Es claro que (J;~, Nix =
{a € R :a es nilpotente}. -
Sea a € [— N(R), por el Teorema 1.24(1), sabemos que a es nilpotente por lo que
existe k > 0 tal que a* = 0, es decir, a € N}, por lo tanto a € Ugso Nk, es decir
I—N(R) C Ukzo Ni.
Como los N}, son nilpotentes, cada uno de ellos esta contenido en la uniéon de todos los
nilpotentes que es |— N(R) e igualmente su unién, por lo tanto (J,~, Nx € I — N(R).
Por lo tanto [ — N(R) = {a € R :a es nilpotente}. -

(2) Supongamos que R es un f-anillo [-primo. Afirmacién: R no tiene elementos
nilpotentes distintos de 0.

Demostracion de la afirmacion: Sea z € R nilpotente, entonces usando la notacion
de (1), z € Ni. Por (1), Ny es un l-ideal nilpotente de R. Por el teorema 1.25(1) y al
ser {0} un [-ideal [-primo de R, Ny = {0}

Sea r € R, dado que z7x~ = 0, se tiene que (z"R*z~)? = {0}, al ser {0} un
l-ideal [-primo de R se tiene que z™RTax~ = {0} lo que implica que z7 =00 2~ =0,
por lo tanto R es totalmente ordenado.

Supongamos que ab = 0 para algin, a,b € R, dado que R es un f-anillo tenemos
que 0 = |ab| = |a]|b| y como tenemos que es totalmente ordenado |a| > |b| o |b] > |al.
Si |a| > |b| se tiene que 0 = |a||b] > |b]*> > 0 por lo que |b|* = 0 y como R no
puede tener nilpotentes distintos de cero |b| = 0 lo que implica que b = 0. De manera
analoga, si |b| > |a| se tendria que a = 0 y por lo tanto R es un dominio.

(3) Supongamos que P es un [-ideal [-primo de R, entonces R/P es un f-anillo
[-primo y entonces por (2) es un dominio totalmente ordenado. Si ab € P para algin
a, b € P tendriamos que ab = 0 por lo que @ = 0 0 b = 0 que implica que a € P o
beP.

El reciproco es la misma demostracion realizada en 1.25(2) para anillos conmuta-
tivos.

(4) Supongamos que P es [-ideal [-primo de R, entonces R/P es un dominio
totalmente ordenado. Sean a,b € R tales que a Ab € P, luego a Ab =0y como R/P
es totalmente ordenado se tiene que @ = 0 o b = 0 que implica que a € P o b € P.
Sea ¢ € R tal que ¢ € P, entonces ¢2 = 0 y como estamos en un dominio se tiene
que ¢ = 0, es decir, ¢ € P.

Sean r,y € R tales que xy € P. Entonces (|| Aly|)? < |z|ly| = |zy| € P por lo que
(Jz| A |y|)? € P. Por hipotesis implica que |z| A |y| € P y nuevamente por hipétesis,
xr € PO ye P.Porlo tanto P es un [-ideal [-primo de R.
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Definicién: Para un l-anillo R, su p-radical, denotado por [-P(R), es la intersec-
cion de todos los [-ideales [-primos de R.

Definicién: Un anillo es reducido si no contiene elementos nilpotentes distintos
de cero y un [-anillo es [-reducido si no contiene elementos nilpotentes estrictamente
positivos.

Teorema 1.28. Sea R un l-anillo.

(1) l— N(R) C [— P(R) y cada elemento de I-P(R) es nilpotente. SI R es con-
mutativo o un f-anillo, entonces | — N(R) = [— P(R).

(2) El p-radical de R/l— P(R) es cero.
(3) l— N(R) = {0} siy sdlo si |— P(R)={0}.

(4) Supongamos que | — N(R) = {0}. SI R es un d-anillo o un casi f-anillo,
entonces R es un f-anillo reducido.

Demostracion.

(1) Por 1.25 (1) si I es un [-ideal nilpotente entonces I"™ = {0} C P para cualquier
[-ideal l—primo Pa por lo tanto Z_N(R) = U~ es un l-ideal nilpotenteI C MNP es un l-ideal l—primoP
[|— P(R).

Suponga que a € R no es nilpotente, por lo que |a| tampoco lo es. Observemos que,
{la]™ : n > 1} es un m-sistema que no contiene al 0. Como {0} es un l-ideal, por 1.25
(4) existe P l-ideal I-primo tal que PN {]a|™ : n > 1} = ¢ por lo que a no puede estar
en P, asi a ¢ [— P(R) y por lo tanto los elementos de [ — P(R) son nilpotentes.

Si R es conmutativo, es un resultado de teoria de anillos clasico y si R es un f-anillo
tenemos por 1.27. (1) que [ — N(R) = {a € R : a es nilpotente} con el cual se da la
otra contencion.

(2) Observacion:Sean I, J [-ideales de R tales que I C J. J es un [-ideal [-primo
de R siy solo si J/I es Il-ideal I-primo de R/1.

Supongamos que J/I es un [-ideal l-primo de R/I y sean a,b € RT tales que
aR*b C J. Se sigue que @, b € (R/I)", sea 7 € (R/I)", entonces r +z > 0 para algtin
z € I por lo que a(r + 2)b € J y entonces a(r + z)b € J/I donde

a(r + 2)b = arb+ azb = arb + azb = arb

Por lo que a(R/I)*b C J/I y al ser un l-ideal I-primo se tiene que a € J/IT o b € J/I,
luego a € Jobe JyJesun [-ideal [-primo .

Supongamos que J es un l-ideal [-primo de R y sean a,b € (R/I)* tales que
a(R/I)*b C J/I. Luego, arb € J/I para todo 7 > 0 en particular si r > 0 por lo que
se sigue que aR™b € J lo cual implica que a € J o b € J y por lo tanto a € J/I o
be J/Iy J/I esun l-ideal I-primo de (R/I).

Sabemos que cada l-ideal de R/I con I l-ideal de R se puede expresar como
J/I con J un l-ideal de R que contiene a I. Luego, el p-radical de R/(l— P(R)) es
la interseccion de los l-ideales [-primos de R/(I— P(R)) y gracias a la observacion
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anterior, seré la interseccion de los cocientes J/(I— P(R)) con J [-ideal [-primo de

R, por lo tanto | — P(R/l— P(R)) = (I— P(R))/(l— P(R)) = {0}.

(3) Usando (1), es claro que si [ — P(R) = {0} entonces [ — N(R) = {0}.

Supongamos que | — N(R) = {0}. Si | — P(R) # {0}, sea 0 < ay € [— P(R).
Entonces (ag)™ # {0} para cualquier entero positivo n o de lo contrario ay € [ — N(R)
y se tendria que ap = 0. Luego, como {(ag)® C (RTagR™) se tiene que (RtagR")? #
{0}; entonces existe by € R* tal que agbpag = a; # 0. De manera similar existe
by € RT tal que a1bia; = as # 0. Inductivamente, obtenemos a,b,a, = a,,1 # 0 para
todo n > 1. Veamos ahora que {a;|i > 0} = I es un m-sistema.

Es claro que I C R y 0 ¢ I. Sean a;, a; € I, sin pérdida de generalidad i > j.
Dado que I € R™ y que b;, > 0 para todo k > 0, se tiene que

bia;_1b;_1a;_2b;_3 - - a; 105410505 >0
por lo que
az’(biai—lbi—lai—Zbi—Z ce aj+1bj+1ajbj)aj =aj1 €1

asi, I es un m-sistema de R, entonces por el Teorema 1.25.(4) hay un [/-ideal [-primo
tal que PN I = ¢, Entonces ag ¢ P, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto

l|— P(R) ={0}

(4) Primero supongamos que R es un d-anillo. Dado que [ — N(R) = {0}, por
(3) R es producto subdirecto de sus cocientes sobre [-ideales [primos, los cuales son
d-anillos.
Vamos a mostrar que un d-anillo [-primo D es un dominio totalmente ordenado,
ya que asi, R serfia un producto subdirecto de anillos totalmente ordenados lo cual
es equivalente a ser f-anillo por el Teorema 1.21. Sea a € D' con aD™ = {0} o
D*a = {0} entonces aD"a = {0} y el hecho de que D es [-primo implica que a = 0.
Sean x,y € D tales que z Ay =0y c¢,d € DV, dado que de,d < dc+d y que D es un
d-anillo se tiene que

0 <d(cx Ny) = (dex Ndy) < (dc+ d)x A (de + d)y = 0.

Por lo que d(cx Ay) = 0 para todo d € DT por lo que cx Ay = 0, de manera similar,
xe Ay = 0 por lo que D es un f-anillo y por 1.26(2) D es un dominio totalmente
ordenado.
Por lo dicho al inicio, ya tenemos que R es un f-anillo por lo que [ — N(R) = {a :a
es nilpotente } = {0} por lo que R no tiene elementos nilpotentes distintos de cero y
por lo tanto R es reducido.
De manera similar supongamos que R es un casi f-anillo. Entonces podemos
trabajar con casi f-anillos [-primos D, con el mismo argumento del caso d-anillo.
Primero veamos que si a € Dt y a? = 0 entonces a = 0. Sea z € DT, afirmamos
que aza = 0.
Supongamos que r = az — za. Si x7 = 0 entonces az < za lo que implica que
0 < aza < za? = 0 y entonces aza = 0, de manera similar si = = 0.
Ahora suponemos que " # 0 # x7, como 7z~ =z~ 2" = 0 se tiene que para cuales
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quiera y, w € DT, (x7yz")? = (zTwx™)? = 0. Por propiedades de los casi f-anillos,
los cuadrados son positivos por lo que (z7yz* — a)? = 0. Desarrollando se tiene que

0<ar yzt + a2 yrta < (z7yzt)* +a* > 0.

Entonces ax~yx™ = 0 para todo y € DT y ya que R es [-primo y 7 = 0 se tiene que
ar~ = 0. De manera similar se obtiene que az™ = 0 y se tiene que

2

—aza = a’z —aza = alaz — za) = ar = ax™

—ax~ = 0.
Ahora tenemos que en cualquier caso aza = 0 para todo z € D es decir, aD"a = {0}
y ya que D es [-primo se tiene que a = 0.

Sean a, b € D' con ab = 0, entonces para todo z € D%, (bza)? = 0 y por lo
anterior se tiene que bza = 0, es decir, bD"a = {0} y ya que D es [-primo se tiene
que a = 0 o que b = 0, lo cual lo hace dominio y si lo aplicamos a que z72~ = 0
entonces tenemos que es totalmente ordenado.

Por lo tanto tenemos nuevamente que R es producto subdirecto de anillos totalmente
ordenados que es equivalente a ser f-anillo y eso implica que sea reducido.

Por el Teorema 1.28(4), encontramos una relacion entre los casi f-anillos y los
f-anillos reducidos. En un orden parcial tenemos una relaciéon entre los casi f-anillos
reducidos y un f-anillo.

Teorema 1.29. Para un anillo reducido parcialmente ordenado R, si para cualquier
a € R, existen ai, as € R tales que a = a; — ay y ajags = 0, entonces R es un

f-anillo.

Demostracion.

Notemos primero que para cualesquiera u,v en un anillo reducido, uv = 0 si y
s6lo si vu = 0. En efecto, si uv = 0, entonces (vu)? = 0, asi que vu = 0. Sean a € R
y a1, as como en el enunciado. Primero mostraremos que cero es el infimo de a; y a».
Supongamos que ¢ < aj,as CON ¢ = ¢; — C3 ¥ ¢1,¢0 € RT tales que c¢icy = coc; = 0.
Entonces 0 < ¢? = ¢i(c; — ) = c1c < cya; y de igual manera 0 < ¢ < aycy por lo
que 0 < c‘ll < ciaiascy y entonces c‘l1 =0 y como R es reducido, se tiene que ¢; = 0,
por lo tanto ¢ = —cy < 0 y es implica que a; A as = 0.

Ahora veremos que a; = a V 0. Es claro que a; > a,0. Supongamos que b > a,0
para algin b € R. entonces

al—b§a17a2=>a1—b§0

de esa manera a; < by a; = aV 0; de manera similar tenemos que ay = (—a) Vv 0.Por
lo tanto, ya tenemos la existencia del infimo y supremo de cualquier r € R y 0.
Después, sabemos que para cualquier a, b € R, aAb= (a—b)AN0O+byaVb=
(a —b) VO + b por lo que el orden se convierte en reticular.
Luego, por hipoétesis, tendriamos que el producto de la parte positiva y negativa
de un elemento es cero, por lo que por definicion R se vuelve un casi f-anillo y al ser
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reducido tenemos que [— N(R) = {0} por lo que usando el Teorema anterior se tiene
que R es un f-anillo.

Definiciéon: Un [-ideal [-primo P de un [-anillo R es minimo si cualquier [-ideal
de R propiamente contenido en P no es un [-ideal [-primo de R.

Por ejemplo, en un [-dominio, {0} es el tnico [-ideal [-primo minimo.

Observacion. Sea R un [-anillo. Si R es [-reducido y [-primo entonces R es un
[-dominio.

Demostracion.

Sean a,b > 0. Como R es un [-anillo sabemos que ab > 0. Supongamos que ab = 0
entonces (bR*a)? = {0} y por ser [-reducido se obtiene que (bRTa) = {0} y como es
un [-anillo [-primo se tiene que a = 0 o b = 0 lo cual es una contradicciéon. Por lo
tanto ab > 0 y R es un [-dominio.

Teorema 1.30. Sea R un l-anillo.
(1) Cada l-ideal I-primo de R contiene un l-ideal l-primo minimo.

(2) Un l-ideal l-primo P es minimo si y sélo si cualquier m-sistema propiamente
contenido en R™\ P tiene al 0.

(3) Si R es l-reducido, entonces un l-ideal l-primo P es minimo si y sélo si para
cada x € P con x > 0, existe y ¢ P cony > 0 tal que xy = 0.

(4) Si R es l-reducido, entonces por cada l-ideal l-primo minimo P, R/P es un
I-dominio. Ademds. un l-anillo es l-reducido si y sélo si es un producto subdirecto de
l-dominios.

Demostracion.
(1) Sea P un I-ideal I-primo de R. Consideremos
M ={N|N C Py N es un l-ideal I-primo }

Entonces P € M y M estéa parcialmente ordenado por la inclusién. Para una cadena
{Pli € I} € M, por el Teorema 1.25(3) se tiene que J = (,; P es un l-ideal I-primo
de R dado que R" \ J = {J,¢; (R" \ P;) es un m-sistema.

Luego, usando el Lema de Zorn se obtiene que M tiene un elemento minimo, el cual
es un [-ideal /-primo minimo de R contenido en P.

(2) Supongamos que P es un [-ideal [-primo minimo de Ry que (R \ P) C M
para algin m-sistema M. Si 0 ¢ M entonces por el Teorema 1.25(4) existe un [-ideal
I-primo I tal que M NI = ¢. Como M C R* se tiene que I™ C P* por lo que I C P
y al ser P minimo e I un [-ideal [-primo se tiene que I = P. Pero INM = PNM # ¢,
pues R™\ P C M C R" lo cual es una contradiccion, por lo tanto 0 € M.

Supongamos que [ es un /-ideal [-primo y que I C P, entonces (RT\P) C (R™\ I).
Si dicha inclusion es propia se tendria que 0 € R \ I por hipdtesis lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto I = P y P es minimo.
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(3) Sea P un [-ideal [-primo . Por (1) existe () un l-ideal I-primo minimo contenido
en P . Si @ # P, entonces podemos tomar 0 < x € P\ (). Por la hipotesis, existe
0 <y ¢ P tal que zy = 0, entonces (yR*z)?> = {0} y como R es [-reducido, tenemos
que yRtz = {0} C Q. Como @ es [-primo se tiene que x € Q o y € Q. Pero por
construccion, x ¢ @ por lo que y € Q C P lo cual es una contradiccion. Por lo tanto
() = Py P es minimo.

Sea P un [-ideal [-primo minimo de Ry 0 < a € P. Definimos

S ={aaay---ayaa,,1 :n>1la; € R\ P} URT\ P
Observaciones:
a) R"\PCSCR"
b) S es un m-sistema

Sean z,y € Sy S =V UR?'\ P. Veamos que a € R" sirve tal que
xay € S.

b.1) Si z,y € R™ \ P, entonces zay € V C S.
b.2)Siz eV yye RT\ P, entonces x = ayaas -+ - 4,Qap11

por lo que

TAY = a10a3 -+ Ay 100,10 € V C .S con apio = y.

b.3) Si z,y € V, entonces & = ayaas - - - 4, aGp41 y Yy = byaby - - - byaby, g
asi,

Tay = a1aas - - - Apadyy1abyaby - - - byaby, €V CS.

¢) Sixzy- - xxipr o, =0conk >2yux; € R™, entonces
xle...xi+1xi...xk :0

Si uv = 0 para algtin u, v € R" se tiene que (vu)? = 0 y como R es I-reducido
entonces vu = 0 y entonces (uzv)? = 0 para todo x € RT. Por lo que uzv = 0. Esto
nos dice que si uwv = 0, podemos insertar cualquier x > 0 entre ellos para obtener
uxv = 0.

Si insertamos los términos x; 41, (1o -+ o) (X1 - Ti_1), Ty N T T -+ TiTiyq -+ T =
0 tenemos

10y i1 (Tig1)Ti( oo - k) (T1 -+ Bi1)Tigr (24) Tigo - -2 = 0
dicho agrupamiento es igual a
(2122 - i (T0) @i (T - - 2p)P = 0

y dado que R es l-reducido tenemos que x1xs -+ x;_1(xiq1)x;(Tigo - - x) = 0.

Este analisis nos muestra que en un producto de elemento positivos cuyo resultado
sea 0, se puede intercambiar el orden de dos elementos y mantener el resultado. Usando
esta idea en ajaay - - - ayaa, = 0 tenemos que ajas - - - a,a, 110" = 0.
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Como R* \ P es un m-sistema se tiene que si aj,as € R\ P entonces existe x € Rt
tal que ajzas € R\ P y entonces existe x5 € R tal que ajz1a9w0a3 € RT\ P,
continuando con el proceso tenemos que

12103+ ApTpanr1 € RT\ P para z; € R

Sea Yy = a1r1as - ApTpapiy, entonces 0 < y ¢ Py ya™ = 0 y usando de nuevo
el argumento de intercambiar y agregar elemento obtenemos que (ay)” = 0 lo que
implica que ay = 0.

(4) Sea a € R\ P y supongamos que a®> € P. Por el inciso (3) existe 0 <y & P
tal que a*y = 0. Entonces (aya)? = (aya)(aya) = 0 y como R es [-reducido se tiene
que aya = 0. Luego, (ay)? = 0 lo cual implica que ay = 0. Por lo tanto (yR*a)? = {0}
y entonces (yRTa) = {0} C P entonces se tiene que a € P o y € P lo cual es una
contradiccion.

Por lo tanto si a+ P € R/P se tiene que a®+ P # 0+ P. Adaptando el argumento
del péarrafo anterior, se verifica que, para 0 < @ € R/P, si para algtin k > 2 (a)* =
0, entonces (a)*~! = 0. Se sigue por induccién que el cociente es I-reducido y por
hipotésis es [-primo. Por lo tanto, usando la observacion previa al teorema, R/P es
un /-dominio.

Si R es [-reducido, entonces la intersecciéon de todos los [-ideales /- primos minimos
de R es cero por el Teorema 1.28.(3) y por lo tanto R es isomorfo al producto directo
de los cocientes de sus [-ideales [- primos minimos, los cuales son /-dominios. Es claro
que un producto subdirecto de [-dominios es [-reducido.

El siguiente resultado da una mejor relacion entre los f-elementos y los d-elementos
en un /[-dominio [-unitario.

Teorema 1.31. Sea R un l-dominio l-unitario.
(1) Si a es un d-elemento, entonces a es un f-elemento o a A1 = 0.

(2) Si a es un d-elemento, entonces el conjunto {a™ : n > 0}, donde a® = 1, es
ajeno o a* es un f-elemento para algin k > 1.

(3) Si para 0 < a € R, a* es un f-elemento, entonces a es un d-elemento y un
elemento bdsico.

Demostracion.

Notemos primero que si R es un [-dominio entonces f(R) es un dominio total-
mente ordenado.
Recordemos que f(R) = {a: |a|] es un f-elemento}, es claro que si R es un /-dominio
entonces f(R) también lo es, ademas f(R) es un f-anillo y demostramos que en f-
anillos ser dominio o ser [-dominio son equivalentes, por lo tanto f(R) es un dominio.
Luego, como f(R) es un f-anillo se tiene que para toda =z € f(R) se tiene que
Tz~ = 0 y al ser un dominio se tiene que z+ = 0 o = = 0 lo cual implica que
también es totalmente ordenado.
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(1) Sea a un d-elemento, supongamos a A 1 =b > 0. Si x Ay = 0 se tiene que
0<a2bAy <z Ay=0ydemanera analoga bx Ay = 0 por lo que b es un f-elemento.
Luego, 0 < ax Aby < ax A ay = 0 pues a es un d-elemento y a > b. Como b es un
f-elemento se sigue que baz A by = 0 por lo que b(az Ay) =0 y como estamos en un
[-dominio se concluye que az A y = 0. De manera similar se tiene que xa Ay = 0 por
lo que a es un f-elemento

(2) Suponga que para todo n > 1 se tiene que a™ no es un f-elemento, entonces
por (1), a® A1 = 0 para todo n > 1. Luego, para todo par de enteros i > j > 0,
a’ANad = a’(a7 A1) =0 dado que a/ es un d—elemento, por lo tanto el conjunto
deseado es ajeno.

(3) SizAy = 0 entonces 0 < a*(az A ay) < a*x A aFy = 0 gracias a que a* es un

f-elemento, entonces a*~*(azx A ay) = 0 y como estamos en un /dominio concluimos
que ax Aay = 0, de manera anéloga raAya = 0 lo que implica que a es un d-elemento.
Sea 0 < b,c < aentonces 0 < a*~1b,a*tc < a* € f(R) por lo que a*~'b,a*"'c € f(R)
el cual es totalmente ordenado asi que son comparables, es decir, a*~'b > a*“!c o
a*tc > aF~1b y usando que f(R) es un I-dominio se tiene que b > ¢ o que ¢ > b por
lo que a es un elemento bésico.

Lema 1.12. Sea R un l-anillo. St R es un d-anillo unitario, entonces R es un
f-anillo.

Demostracion.

Sean x,y € R talesque t Ay =0y ¢,d € RT, dado que dc,d < dc+d y que R es
un d-anillo se tiene que

0 <d(cx ANy) = (dex Ndy) < (dc+d)x A (dc+d)y =0
Por lo que d(cx Ay) = 0 para todo d € R en particular, para |1| entonces
[H(cz Ay) = |L[(cx Ay)| = |[Lex Ay)| = (cx Ay) =0

de manera que c es un f-elemento. Por lo tanto, R es un f-anillo.



Capitulo 2

Reticulas vectoriales

2.1. Definiciones y propiedades basicas

Definicion: Un campo totalmente ordenado es un campo donde su grupo aditivo
es un grupo totalmente ordenado y el producto de dos elementos positivos se mantiene
positivo.

Por ejemplo, el campo Q de todos los niimeros racionales y el campo R de todos
los niimeros reales son campos totalmente ordenados bajo el orden usual. Sea F' un
campo totalmente ordenado y a € F. Entonces a > 0 0 a < 0, asi que a> > 0 en
cualquier caso. Debido a eso el elemento identidad es positivo pues 1 = 12.

Definiciéon: Sea F' un campo totalmente ordenado y V' un espacio vectorial sobre

F.

(1)V es una reticula vectorial sobre F si V es un l-grupo y para todo o € F* y
veVt ave VT,

(2) Una subreticula vectorial convexa W de V es un subespacio de V' y un [-
subgrupo convexo de V.

(3) Un elemento o € F* es un f-elemento en V si v Au=0 = av Au =0 para
todo u, v € V.

(4) Méas generalmente, para un anillo unitario totalmente ordenado 7'y un modulo
izquierdo (derecho) M sobre T, M se dice que es un [-mddulo si su grupo aditivo es
un [-grupo y para cualquier « € Tt yv € Mt ave M (va € M™).

(5) Un l-mo6dulo es llamado un f-mddulo si cada elemento en T" es un f-elemento
en M.

En el caso donde F = R, una reticula vectorial es llamada un espacio de Riezs.
Teorema 2.1. Sea V una reticula vectorial sobre un campo totalmente ordenado F'.

(1) Cada elemento positivo de F es un f-elemento en V, es decir, V es un f-
modulo sobre F.

60
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(2) Supongamos que vy, - -+ ,v, € V son ajenos. Entonces para cualquier oy, -+ , o, €
F, cyv; + -+ ayv, >0 sty solo si cada o; > 0.

(3) Todo subconjunto ajeno de V es linealmente independiente sobre F.

Demostracion.

(1) Para todo 8 € F con 3 > 0, como F es totalmente ordenadoy 1 > 0, 37! > 0.
Supongamos que 0 < o € F* y u Av =0 para u, v € V, entonces

O=uAv>(a+1D) ' ((a+DuA(a+1)v) > (a+1) " auAv) >0

Donde dichas desigualdades estan dadas por las propiedades del infimo en cuanto
a producto por un escalar y desigualdades se refiere.

Por lo tanto se tiene que (o + 1)~ (au Av) = 0 lo que implica que cu Av = 0. De
esta manera, cada elemento positivo de F' es un f-elemento en V' lo que convierte a
V en un f-modulo sobre F'.

(2) Si cada a; > 0, entonces es claro que ajv; + -+ + a,v, > 0 pues ademas
elementos ajenos son positivos.

Ahora supongamos que ayv;+- - -+ a,v, > 0 con algunos escalares negativos, para
mayor comodidad y tomando en cuenta que la suma es conmutativa supongamos que
0>ap, -,y que 0 < Qpyg, -, Q.

Entonces —ajv; — -+ -+ — agv < age1 + -+ + a,v, v entonces por el Teorema 1.5 (6)

se tiene que:

—oqvy = (—aqv1) A (—aqvg — - — o) < (—aqv1) A (Qpe1Vke1 + -+ + apvy)
< (=1 A Qgy1Vg11) + -+ (v A auuy,) =0

Debido a (1) y a que estamos trabajando con elementos ajenos.
Entonces —ayv; = 0 lo que implica que oy = 0 lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto cada a; > 0

(3) Dado que trabajamos con desigualdad no estricta y en vista de que, si una suma
de elementos positivos es cero, entonces cada sumando es cero se tiene demostrado
este punto.

2.2. Teoremas principales de reticulas vectoriales
Para reticulas vectoriales de dimension finita, la condicion (C) del Teorema 1.14(2)

también se satisface.

Teorema 2.2. Sea V una reticula vectorial sobre un campo totalmente ordenado F,
Si 'V es de dimension finita sobre F' como espacio vectorial, entonces V' satisface (C)
en el Teorema 1.14(2) y por lo tanto el grupo aditivo de V tiene una base.
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Demostracion.

Por el Teorema 2.1(3) todo subconjunto de elementos ajenos es linealmente inde-
pendiente. Como V' es de dimensién finita sobre F', contiene un subconjunto lineal-
mente independiente con n elementos y recordemos que una base de espacio vectorial
es un conjunto linealmente independiente maximo.

Sea 0 < g € Gy X C G conjunto ajeno de elementos menores a g entonces
dicho conjunto debe ser finito pues por la observacion anterior X es linealmente
independiente por lo que su cardinalidad debe ser menor o igual que la de la base la
cual es finita. Por lo tanto (V,+) cumple (C) y por el Teorema 1.14(2) (V,+) tiene
una base.

Definicion: Una reticula vectorial sobre un campo totalmente ordenado F es
llamada arquimediana sobre F si para a, b € V', aa < b para todo o € F'* implica
que a = 0.

Teorema 2.3. Sea V una reticula vectorial sobre un campo totalmente ordenado F'.

(1)Si V' es arquimediana como I-grupo, entonces V' es arquimediana sobre F.

(2) Si F' es arquimediano y 'V es arquimediana sobre F' entonces V' es arquimediana
como l-grupo.

Demostracion.

(1) Sean a,b € V* y supongamos que a # 0. Como V es arquimediana existe
n € N tal que na > b, entonces

b<na=n(lpa) = (nlp)a con n(lp) € F'*

Por lo tanto, V' es arquimediana sobre F'.

(2) Sean a, b € VT y supongamos que a # 0. Veamos que existe n € N tal que
na > b.

Como V es arquimediana sobre F, existe f € F'* tal que fa > b. Luego, como F
es arquimediano existe n € N tal que n(1g) > f por lo que se tiene que:

n(lp)a=na > fa>b

Por lo tanto, V' es arquimediana.

Claramente si V' es arquimediana, entonces V' es arquimediana sobre F. Por otra
parte, si F' no es un campo arquimediano totalmente ordenado, entonces el hecho
de que V es arquimediano sobre F' puede no implicar que V es arquimediana. Por
ejemplo, cualquier campo totalmente ordenado que no es arquimediano es una reticula
vectorial arquimediana sobre si mismo.

Notemos que el Teorema 1.15 es verdadero para subespacios convexos totalmente
ordenados de una reticula vectorial sobre un campo totalmente ordenado.
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El siguiente Teorema es de estructura de reticulas vectoriales y el resultado es
igual cierto para [-grupos.

Teorema 2.4. Sea V una reticula vectorial sobre un campo totalmente ordenado
F. Si V satisface la condicion (C) en Teorema 1.14 y nmingin subespacio convezo
totalmente ordenado mdzimo estd acotado superiormente, entonces V' es suma directa
de subespacios convezos totalmente ordenados mdximos sobre F'.

Demostracion.

Usando el Teorema 1.14 (2) se tiene que V tiene una base S. Notemos primero
que, siguiendo la demostracion del Teorema 1.20(3), se tiene, para a € F y v € V,
que |av| < |al|v|. Se sigue, teniendo en cuenta el Teorema 2.1(1), que para cualquier
X CV, X+ es un subespacio vectorial sobre V.

Para cada s € S, st es un subespacio convexo totalmente ordenado méaximo de
V por Teorema 1.14(1) y Corolario 1.1. Ahora mostraremos que V' es suma directa de
st con s € S. Dado que para cualesquiera s, t € S, si s # t, entonces s--Nt++ = {0}
por el Teorema 1.13 (2) y 1.15 (2), sélo debemos demostrar que V es suma de s+
con s €S.

Sea 0 < a € V. Por la condicion (C) podemos suponer que existen k elementos

bésicos ajenos vy, - -+ , v menores o iguales a a para algin entero positivo k y que a
no es mayor o igual que k£ + 1 elementos bésicos disjuntos.
Dado que S+ = {0} por ser base, se tiene que para cada i = 1,--- , k existe s; €

S tal que v; A s; # 0 o de lo contrario v; € S+. Nosotros mostraremos que a €

ST A st

Como mencionamos anteriormente para ¢ = 1,--- , k, st es un subespacio convexo

totalmente ordenado maximo de V entonces por hipotesis existe 0 < z € s{* tal que

r £ a puesto que s+ no es acotado por arriba.

Si a Ax = a;. Como ya sabemos (a —a;) A (z —a;) =0y 0 <x—ay € s7t.

Recordando que s; € s71 y que los polares son convexos, tenemos que (a —a;) A sy €
1L
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Como los elementos de la base son positivos se tiene que s; A (a —a1) A (z —ay) =

((a—ay)As1)A(z — a;) = 0y por las observaciones anteriores, como s;* es totalmente

ordenado se tiene que (a —ay) A s; = 0.

Si a —a; = a}. Entonces a = a; +aj con a; € st ya; As; = (a—a;)As; =0.

De igual manera existe 0 < x5 € 53 tal que 75 £ @} y tomemos que aj A x5 = a.

Entonces (a; — az) A (x2 —ag) = 0 con 0 < z9 — ay por lo que de manera anéloga

(@} —az) Asg =0

Si a} — ay = aj, entonces tenemos que aj; = ay + aj con as € s3= y ay A so = 0.

Con eso tenemos que a = a; + as + a;, con aj A ss = 0y por construccion aj > aj por

lo que también tenemos que aj A s; = 0.

Continuando este proceso tenemos que a = a; +as + - - -+ ax + ap con ap \Nsy =--- =

a;, A s, =0y cada a; € s+, s6lo hay que verificar que a}, = 0.

Si aj, > 0, entonces existe un elemento ¢t € S tal que aj, At # 0 y entonces por

construccion aj, At serfa un elemento basico menor a a. Debido a eso (aj, At) Av; # 0
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para algin 1 < j < k o se contradiria la condicion (C).

Entonces por el Teorema 1.13(2). se tiene que (aj;At)*" = v;-- = s;+ y entonces aj At
y s; serian comparables lo cual contradice el que sean mayores a 0y que aj, A s; = 0.
Por lo tanto aj, =0y a=a1+ay+---+a; € st+~--+s,ﬁl y esto completa la
demostracion.

Definiciéon: Sea V' una reticula vectorial sobre un campo totalmente ordenado
F. Se dice que un elemento a € V' es una unidad fuerte de V sobre F si para toda
x €V, existe a, € F tal que z < aa

Teorema 2.5. Toda reticula vectorial de dimension finita V tiene una unidad fuerte.

Demostracion.
Sea vq,--- ,v, una base de espacio vectorial para V sobre F con n un entero
positivo. Veamos que u = |v1]| + -+, +|v,| e suna unidad fuerte. En efecto, para

cualquier v € V, v = aqv; + - - - + v, con «; € I, entonces
v < ol <Haallvi| + -+ lawl[va] < (Jea] + -+ + |an|)u.

Por lo tanto, u es una unidad fuerte de V.



Capitulo 3

Algebras

3.1. Definiciones, ejemplos y propiedades basicas

Definiciéon: Sea F' un o-campo. Un dlgebra reticulada (I-dlgebra) A sobre F' es un
algebra y un [-anillo tal que para todo a € F;a € Acon a >r 0y a >4 0 entonces
axa >4 0.

Entonces respecto a la suma y multiplicacién por escalar, A es una reticula vec-
torial sobre F.

Definicion: Una [-algebra A sobre un campo totalmente ordenado F' es arqui-
mediana sobre F' si A es arquimediana sobre F' como reticula vectorial sobre F. El
siguiente resultado nos da métodos simples para construir reticulas en algebras para
convertirlas en [-algebras.

Teorema 3.1.

(1) Sea A un dlgebra sobre F' un o-campo y B una base de A como espacio vectorial
sobre F'. Si para todo a, b € B, ab es una combinacion lineal de B con escalares
positivos en F, entonces A puede volverse una l-dlgebra definiendo que un elemento
de A es positivo si cada escalar en su representacion como combinacion de elementos
de B es positivo.

(2) Supongamos que R es una l-dlgebra unitaria con cono positivo P y u > 0
unidad. Entonces uP es el cono positivo de una reticula en R que lo hace una [-
dlgebra.

Demostracion.

(1) Recordemos que una [-algebra es un algebra que tiene estructura de [-anillo y
que cumple que para cualesquiera a € A*, o € F'* se tiene que aa € A™.

Dado que A ya es un algebra sélo debemos demostrar las otras dos afirmaciones.

Consideremos una combinacién lineal positiva si presenta todos sus escalares po-
sitivos.
Sea P el conjunto de todas las combinaciones lineales positivas de B.

65
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Entonces, es claro que las condiciones del Teorema 1.17 son satisfechas por lo que A
obtiene estructura de anillo parcialmente ordenado con cono positivo P.

Ahora solo necesitamos que que dicho orden sea reticular. Como hemos visto
anteriormente, sélo necesitamos definir a A 0 y a V 0 para poder dar una estructura
de reticula al anillo. Por lo tanto veamos que si a € A, a = ajv1 + - -+ + a,v, con
a; € F'yv; € B entonces

aN0= (g AO)vy + -+ (a AO)vy,

aV0= (VO + -+ (an V0)v,.

Tenemos que

a—[(ar AO)vy + -+ + (a, AD)v,| = aquy + -+ -+ apv, — [(r AO)vy + -+ - + (ap, A0y

= [a1 — (a1 AO)Jor + - -+ + [, — (@ A 0)]0,.

Luego, es claro que a; — (a; A 0) > 0 para toda i = 1,--- ,n por lo que a —
[(a1 AO)vy + -+ + (ay, A 0)vy,] es una combinacion positiva lo que implica que 0,a >
(1 AO)vy + -+ + (o A O)uy).

Sea x € A tal que 0,a > z, entonces si x = Sv1 + - - + [,v, tenemos que

a—[B1v1 + -+ Bavn] = aqvr + -+ v, — [Brvr + -+ Bovn)

= (1 = B)vr + -+ (an = Bu)vn 20

Por lo que 0,; > (; para toda ¢ = 1,--- ,n.Lo cual implica que 5; < a; A 0. Por
lo tanto
(a1 AOYvy + -+ (ay AD)vy, > Brog + -+ + Bpu, = @

Y asi queda bien definido el infimo. Usando A°? obtenemos que el supremo esta bien
definido y podemos dar estructura de reticula a A

Sean a € AT = P, € F'", entonces a = ayv1 + -+ - + v, con a; € F* yv; € B.
Por lo que resulta que:

/Ba - 6(0511)1 + -+ anvn) - ﬁalvl +---+ 5anvn_

Donde Ba; € F* por lo que Sa € AT con lo que demostramos la tltima condicion.
(2) La demostracion de esta parte es analoga a la del Teorema 1.19

Definiciéon: Se dice que una base de espacio vectorial B de un algebra es una
base multiplicativa si para todo a,b € B, ab € B o ab = 0.

Corolario 3.1. Sea A un dlgebra. Si A tiene una base multiplicativa B, entonces A
puede convertirse en una l-dlgebra en donde B es una base, es decir, B es un conjunto
de elementos bdsicos ajenos con B+ = {0}.
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Demostracion.

Por el Teorema 3.1.(1) y al ser B multiplicativa se tiene que A puede adquirir
estrucutura de [-algebra. Luego, como esta definido el orden en A, si B = {vy,...,v,}
se tiene que para cualquier elemento v; € B, La({v;}) = {a1v1+. .., apv,|a; < 1,05 <
0,7 #i}. Por lo tanto es claro que B es un conjunto ajeno y que B+ = {0}.

La nocién de base multiplicativa se puede extender afuera del conjunto usando el
campo F' en el cual esté definida el algebra, de la siguiente manera.

Definicion: Para un algebra A sobre un campo totalmente ordenado F', se dice
que una base de espacio vectorial B es multiplicativa sobre Ft si para todo a,b € B,
ab = ac para algin @ € F'*) ¢ € B. De igual manera, por el Teorema 3.1.(1), si A
tiene una base multiplicativa sobre F'", se puede dar estructura de [-algebra a A con
B como base.

Ejemplos 3.1.

(1) El algebra de matrices de n x n puede adquirir estructura de [-algebra con la
base estandar (e;;), 1 <1,j < n como conjunto ajeno y de polar cero.

Esto es claro pues (e;;)(enr) = e si j = h'y (e;j)(enr) = 0si j # h por lo que la
base estandar es una base multiplicativa y puede aplicarse el Corolario 3.1.

(2) En el campo A = Q[v/2], B = {1,/2} es una base multiplicativa sobre Q*

En este caso tomaremos a A como un algebra sobre Q, ya que 1 € BN Q™ es claro
que:

(15)(15) = (1g+)(1p)
(15)(V2) = (1g+)(V2) = (V2)(13)
(vV2)(V2) = (29+)(1p)
Por lo tanto, B es una base multiplicativa sobre Q*

En lo siguiente consideraremos el [-radical de un [-algebra sobre un campo total-
mente ordenado F'. El resultado principal es mostrar que si el [-radical es 0, entonces
una [-algebra de dimension finita es arquimediana sobre F. Claramente para una [-
algebra A sobre un campo totalmente ordenado F', [-N(A) es cerrado bajo el producto
por escalar, esto es, [-N(A) es un [-ideal y una subreticula vectorial del [-algebra A.

Teorema 3.2. Sea A una l-dlgebra sobre un campo totalmente ordenado F.
(1) Si A tiene una unidad fuerte, entonces el conjunto
i(A) ={a € A | ala] <wu para toda unidad fuerte u y todo o € F}

es un l-ideal de A que mo contiene unidades fuertes de A sobre F. Ademds, A es
arquimediana sobre F' si y solo si i(A) = {0}.

(2) Si A es de dimension finita entonces i(A) es nilpotente, por lo tanto, I-N(A) =
{0} implica que A es arquimediana sobre F.
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Demostracion.
(1)Sean z,y € i(A), a € F'*, a € F, z € Ay una unidad fuerte u

Se tiene que
20|z — y| < 2a|z| 4 2a|y| < 2u.

Entonces a|r — y| < u, asi, x —y € i(A).

Luego, alaz| < alal|z| < u. Por lo que ax € i(A).

Si |z| < |z|, entonces a|z| < a|z| por lo que z € i(A). De manera que i(A) es una
subreticula convexa de A

Por definicion de unidad fuerte, tenemos que |z|u < Su para algin 0 < 3 € F.
Entonces se tiene que:

af|zz| < aflz||z] = |z[Balz] < |zlu < fu

Por lo que al estar trabajando en un campo, se tiene que «|zx| < u para cualquier
a € F. Por lo tanto zz € i(A) y de manera analoga xz, asi, i(A) es un [-ideal de A.
Finalmente, dado que 2u £ u, nos implica que u & i(A).

Es claro que si A es arquimediana sobre F' entonces i(A) = {0}. Ahora supongamos
que i(A) = {0} y que ax < y para toda a € F™ y con z,y € A™.

Por definicion de unidad fuerte y que y € A" se tiene que existe 5 € FT tal que
y < Pu por lo que se tiene la desigualdad ax < y < fu. Por lo que al estar trabajando
en un campo, se tiene que ax < u para cualquier o € F't| asi, x € i(A). Por lo tanto
x =0y A es arquimediana sobre F.

(2) Sea I = i(A). Como habfamos hecho antes, definimos I® = (1%), I®®) = (I1®),
, 1M = (IT™=Y) para cualquier n > 2. Claramente [ C [ y [¢++) C [k),
Veamos que si 1) £ 0 entonces

T ),

Como I™® es de dimensién finita como reticula vectorial, por el Teorema 2.5 1)
tiene una unidad fuerte wuy. Analogamente I tiene una unidad fuerte (que no sera
unidad fuerte de A por (1)). Sea u una unidad fuerte de A. Si a € I**1 entonces
la] < 3" |ziyi| con z; € Iy y; € I®. Entonces para algunos 3, v € F*, |x;| < fuy y
yi| < yug, entonces |zys| < |zil|lys| < Byuruy.

Dado que I™® es un l-ideal de A, uuy, € I™® entonces uuy, < duy para algun 6 € F+
por ser u; unidad fuerte. Entonces para toda o € F'*

Brdalzy;| < Bydalz||y| < af?y*ouruy < Bryuuy < Bryduy

entonces «|x;y;| < uy para toda a € FT.

Sea vy, una unidad fuerte arbitraria de I*). Entonces u; < Avy, por lo que az;y;| <
vy para toda o € F*. Luego, |z;y;| € i(I®), lo cual implica que Y. |zy:] € i(I®) y
por tanto a € i(I®). Finalmente [*+1) C i(1®)) c %),

Como A es de dimension finita sobre F', debe haber un entero positivo m tal que
I™M = {0}, es decir I™ = {0} por lo que I seria nilpotente y estarfa contenido en
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l— N(A). Por lo tanto si I — N(A) = {0} se tiene que i(A) = {0} y por (1) A es

arquimediana sobre F'.

Corolario 3.2. Sea A una [-dlgebra de dimension finita sobre un campo totalmente
ordenado F. Si A es arquimediana sobre F', entonces como reticula vectorial sobre F,
A es una suma directa finita de subespacios de A sobre F' convexos y totalmente orde-
nados. En particular, si |— N(A) = {0}, A es una suma directa finita de subespacios
de A sobre F' convexos y totalmente ordenados.

Demostracion.

Si A es Arquimediana sobre F', entonces A no tiene subespacios convexos total-
mente ordenados maximos que esten acotados por arriba. Dado que A es de dimensiéon
finita se tiene que la condicion (C) del Teorema 1.14 se cumple por lo que el Teorema
2.2 puede aplicarse.

Ejemplos 3.2.

(1) Supongamos que R es un campo totalmente ordenado y M, (R) es el anillo
de matrices de n x n sobre R con n > 2. Definimos una matriz (a;;) > (0;;) si cada
a;; > 0 en R. Entonces M, (R) tiene estructura de [-algebra.

Como vimos en el ejemplo 1.3. (1), las condiciones ya mencionados hacen que
M, (R) sea un [-anillo, ademas, es claro que si le damos a M, (R) estructura de
espacio vectorial sobre F', el producto de un escalar positivo por una matriz positiva
dar& como resultado una matriz positiva. Por lo tanto M, (R) es una [-algebra con el
orden de entradas.

Como mencionamos antes {e;;|i,j = 1,---,n} la base canénica como espacio
vectorial sobre F' de M, (R) es una base multiplicativa y entonces es una base de
M, (F) sobre F, es decir, un conjunto de elementos béasicos ajenos con polar nulo, con
respecto al orden de entrada.

De manera analoga al caso de anillos también se le puede dotar a M,(R) de
estructura de [-algebra con el elemento identidad no positivo.

(2) Supongamos que G es un grupo (semigrupo) y F' es un campo totalmente
ordenado.

Sea F[G] = {X«a,gi|la; € F,g; € G} el éalgebra de grupo (semigrupo) sobre F.
En este caso usaremos notaciéon multiplicativa para referirnos a la operacion en G.
Definamos Y g; > 0 si cada «; > 0, esto es, el cono positivo F[G].

Entonces F[G] es una [l-algebra sobre F' pues es claro que el orden le da estructura
de [-anillo y por definicion si € FT[G] y o € F entonces ax € FT[G]. El orden
reticular inducido se llama el orden de coordenadas.

Claramente 1G = {1g|g € G}, donde 1 es elemento de F', es una base de espacio
vectorial para F[G] sobre F.

Ademas, 1G también es una base pues si 0 < a, b < g como a = X;g; v b= X5;g;
entonces es claro que los coeficientes son cero salvo el correspondiente a g, es decir,
a=agyb=pgcona, s €Fydado que F es totalmente ordenado, a > b o b > a;
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por lo tanto g es un elemento basico y como claramente es un conjunto ajeno de polar
cero, 1G es una base.

La diferencia entre los dos ejemplos anteriores es que la matriz identidad en M, (F)
no es un elemento bésico pero el elemento identidad en F[G] si lo es.

(3) Sea F' un campo totalmente ordenado y R = F'[z] el anillo de polinomios sobre
F. Sea p(r) = apa"+---+apa* € Reona; € F,0 <k <n,y ax,a, # 0. Si definimos
p(z) > 0 por a, > 0, entonces R es una algebra totalmente ordenada. Si definimos
p(z) > 0 por a; > 0, entonces R también es un algebra totalmente ordenada y ambos
ordenes no son arquimedianos sobre F.

Necesitamos ver que R tiene estructura de algebra y de anillo totalmente ordenado.
Es claro que los polinomios sobre un campo totalmente ordenado forman un algebra.
Veamos que se cumplen las condiciones para que P = {p(r) = a,2" + -+ + aqza* €
Rla, > 0} U {0} sea el cono positivo de R como anillo parcialmente ordenado.

Sean q(z) = bpa™ + -+ + bt p(x) = a2 + - + apa® € P, sin perdida de
generalidad supongamos que m > n, entonces el primer coeficiente en ¢(x) + p(z)
seria b,, 0 b, + a,, ambos estrictamente positivos por lo que ¢(z)+ p(x) € P, es decir,
P+PCP.

Debido aque R es un anillo, es claro que si p(x) € P entonces p(x)+ P+ (—p(z)) C
P.

Es claro que —P = {p(x) = a,2" + -+ + ayz* € Rla, < 0} U {0} por lo que
PN —P ={0}, por lo que R tiene estructura de anillo parcialmente ordenado.

Como F' es un o — campo, es claro que R = PU—P y usando el Teorema 1.4(2), el
grupo aditivo de R es totalmente ordenado. Como el anillo hereda sus propiedades de
orden respecto a su grupo aditivo tenemos que R es un anillo totalmente ordenado.

Si escribimos a p(x) = a,z" + - - - + axz® € R como p(z) = apz* + -+ + a,2" € R
tenemos que el nuevo orden esta definido de misma manera que el primero, por lo
que es inmediato que R es un algebra totalmente ordenada con dicho orden.

A los 6rdenes anteriores se les conoce como el orden lexicogrifico y el orden anti
lexicogrdfico, respectivamente.

Sean p(x) = agz® + a1z + ag, q(x) = z € R con ag,ar,ay > 0. Es claro que ambos
polinomios son elementos positivos no cero tanto en el orden lexicografico como en el
anti-lexicografico donde p(z) > ¢(z) en ambos 6rdenes. Ademas para todo b € F*,
p(z) > bg(x) en ambos ordenes. Dado que g(z) # 0, se tiene que ninguno de los
ordenes es arquimediano sobre F'.

(4) Sea S = {a, b} el semigrupo con la multiplicacién ab = ba = a*> = V> = a,a # b
y R[S] el [-algebra de semigrupo con coeficientes reales definidos en el ejemplo 3.2
(2). Entonces R[S] es un I-dominio que no es un dominio. Ademas, R[G] es un /-anillo
conmutativo y arquimediano en el cual el cuadrado de cada elemento es positivo ya
que (aa + Bb)? = (a + )%a > 0.

Recordemos que segtun el Ejemplo 3.2.(2) R[S] = {aa + pbla, B € R a,b € S},
con el producto natural entre elementos de R[S], al ser una [-dlgebra, por definicion
es un [-anillo.
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Sean v, s € R[S] con v = cya + S1by s = asa + [P2b entonces

vs = (arag)a® + (a1 Ba)ab + (Bras)ba + (B162)b? = (anaz + a1z + Bras + B182)a

De la definicion del producto tenemos que como R es un campo, R[S] es conmutativo,
luego, supongamos que v,s > 0, con el orden definido en el ejemplo 3.2 (2) se tiene
que a1, asg, B, P2 > 0 y al menos un coeficiente tanto en v como en s es no cero.
Finalmente, la definicion nos muestra que vu > 0 por lo que R[S] es un I-dominio.

Dado que a # b, se tiene que a — b # 0, sin embargo, (a — b)* = 0 por lo que es
claro que R[S] no es un dominio.

Usando la definicién nuevamente tenemos que v* = (a; + B1)%a > 0 por lo que en
efecto, los cuadrados son positivos.

Sean v,s € R[S]* con v # 0, entonces v = aja + f1by s = aza + [2b donde
a;, B > 0,1=1,2, y al menos uno de oy y [3; es no cero. Sin pérdida de generalidad
supongamos que o1 # 0. Como R es arquimediano, existe n € N tal que na; > as.
Por lo tanto,

nv = naja + nb L asa + Bob=s

con lo que se muestra, por contrapositiva, que R[S] es arquimediano como [-anillo.
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