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Resumen

La constante de Hubble-Lemaître (H0) es uno de los parámetros cosmológi-
cos más importantes, debido a que es vital importancia para la estimación de
distancias en el universo. En la actualidad existe un problema con esta cons-
tante, el cual es conocido como la tensión1 de Hubble, el cual consiste en que
el valor de la constante de Hubble obtenido con el ajuste del modelo ΛCDM a
las observaciones del Fondo cósmico de microondas [2] no coincide con el valor
obtenido utilizando las Supernovas de tipo Ia [3, 4, 5] o las observaciones de
lentes gravitacionales de cuásares [6]. Las observaciones más recientes, sugieren
que la diferencia entre estos valores es superior a 4σ y hasta el momento, esta
discrepancia no puede ser explicada por efectos sistemáticos en ninguna de las
mediciones [7], por lo que cada vez se presta más atención a la posibilidad de
que esta tensión de Hubble pueda estar indicando la necesidad de física más allá
del modelo estándar de la cosmología [8].

El modelo ΛCDM parte de asumir que la Relatividad General (RG) de
Einstein es válida en todas las escalas. Por tanto, resulta natural investigar
si cambiar esta suposición podría proporcionar los medios para solucionar la
tensión en la constante de Hubble. No obstante, los modelos propuestos en
la literatura que se desvían de la Relatividad General son abundantes y en
principio, infinitos. Además, modificar a RG por lo general conlleva un aumento
en la complejidad de la teoría que pretende describir a la gravedad, por lo que
es de crucial importancia encontrar un balance entre la complejidad de la teoría
propuesta y los nuevos grados de liberad que ésta nos puede proporcionar a
la hora de ajustar sus ecuaciones de movimiento a las observaciones. En este
trabajo de tesis asumimos que las modificaciones a RG en escalas cosmológicas
se pueden describir al menos de manera efectiva mediante la adición de un
grado de libertad escalar en las ecuaciones de campo, se exige que el campo

1Al referirnos a la palabra tensión utilizaremos la definición de esta palabra dada en el ar-
ticulo [1], en este articulo la palabra tensión se utiliza para referirse a toda diferencia entre
dos valores de mismo parámetro mayor a dos desviaciones estándar. La interpretación dada a la
tensión varia dependiendo de la diferencia entre estos valores: 2σ = curiosidad, 3σ = tensión,
4σ = discrepancia o problema, 5σ = crisis.



escalar tenga como máximo derivadas de hasta segundo orden en las ecuaciones
de movimiento y como requisito adicional se le exige a la teoría satisfacer el
principio de equivalencia débil, es decir, que todas las especies de materia estén
acopladas mínima y universalmente a la métrica gab. Estos requisitos conducen
de manera natural a la acción asociada a la teoría de Horndeski [9], la cual será
estudiada en esta tesis.

En la primera parte de esta tesis nos enfocamos en obtener constricciones
modelo-independientes sobre la expansión tardía del universo en z < 2.5. Para
obtenerlas optamos por reconstruir la expansión tardía del universo, es decir,
dado un conjunto de observaciones asociadas al flujo de Hubble, buscamos ob-
tener la región de confianza en la cual es más probable que viva la función que
describe a los datos observacionales. Es importante, dejar claro que para obte-
ner las reconstrucciones de la expansión tardía del universo no asumimos ningún
modelo cosmológico particular, sino que hacemos uso de un enfoque puramente
estadístico, conocido como Procesos Gaussianos2 [11]. Esto nos permite utilizar
las reconstrucciones para descartar distintos modelos cosmológicos, ya que todo
modelo que se considere candidato a describir las observaciones y simultánea-
mente resolver el problema de la tensión H0 debería de estar dentro de las cotas
que establecemos sobre el flujo de Hubble observacional.

En la segunda parte de esta tesis utilizamos las reconstrucciones obtenidas
previamente para constreñir modelos cosmológicos dentro de la teoría Horndes-
ki y estudiamos si uno de estos modelos es capaz de proveer una solución al
problema de la tensión H0.

2Otros métodos de reconstrucción han sido considerados en la literatura, para más información
consultar la introducción de [10].
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Convenciones y notación

Cantidades geométricas. En este trabajo cuando se represente a un cam-
po tensorial, se usará la notación abstracta de índices, para ello el campo tenso-
rial T (0, 2), se expresará con índices griegos Tµν cuando lo queramos especificar
en un sistema coordenado.

Los índices griegos µ, ν.α, β son índices espacio-temporales y pueden tomar los
valores de {0,1,2,3}, los índices latinos i, j, k, representarán índices espaciales
con valores {1,2,3}.

La métrica del espacio-tiempo gab es de cuatro dimensiones, tiene la signatura
(+,−,−,−) y además cumple con las condiciones gacgcb = δab y ∇agbc = 0,
donde ∇a es la derivada covariante definida sobre una variedad diferencial M .
El tensor de Riemann Rµ

ναβ cuando está escrito en un sistema de coordenadas
se expresa como

Rµ
ναβ = ∂βΓµνα − ∂αΓµνβ + ΓµσαΓσνβ − ΓµσβΓσνα,

donde los símbolos Γµαβ son denominados como símbolos de Christoffel y están
definidos mediante

Γµαβ =
1

2
gµν(gαν,β + gβν,α − gαβ,ν).

Estadística. Para denotar que un variable x sigue una distribución Gaus-

6



siana, utilizaremos la siguiente notación

x ∼ N (~µ, σ2), (1)

donde ~µ es la media de la distribución y σ2 su varianza. Si tomamos a x, y tal
que x ∼ N (µx, σ

2
x), y ∼ N (µy, σ

2
y), entonces la distribución conjunta de estas

dos variables está dada por:(
x

y

)
∼ N

((
µx

µy

)
,

(
σ2
x σxy

σyx σ2
y

))
, (2)

donde σxy y σyx son los términos que representan la covarianza entre las varia-
bles.

Si tenemos N variables aleatorias, todas distribuidas de manera Gaussiana la
distribución conjunta de las variables, se conoce como distribución Gaussiana
multivariante y está dada por:

x ∼ N (~µ,Σ). (3)

donde ~µ es un vector que contiene los valores medios de la distribución y Σ la
matriz de covarianza.

Sistema de Unidades. Utilizaremos un sistema de unidades en el cual la
velocidad de la luz es c = 1. Cualquier modificación a esta convención será
aclarada convenientemente.
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Abreviaturas

Aquí listamos (en orden alfabético) las abreviaturas de uso común a lo largo
de esta tesis:

AP Alcock-Paczynski.
CC Cronómetros cósmicos.
CL Clustering.
CCHP Carnegie-Chicago Hubble Program.
CMB Fondo cósmico de microondas.
FLRW Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker.
GRB Brote de rayos gamma.
GW Onda gravitacional.
GP Proceso Gaussiano.
IMF Función de masa inicial.
RG Relatividad General.
RSD Distorsiones en el espacio del corrimiento al rojo.
SFR Ritmo de formación de estrellas.
SNeIa Supernovas tipo Ia.
SH0ES Supernova H0 for the Equation of State.
TRGB Tip of the Red-Giant Branch.
WMAP Wilkinson Microwave Anisotropy Probe.
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Constantes frecuentemente usadas

Aquí se lista el valor de distintas constantes utilizadas a lo largo de esta
tesis.

Nombre de la constante Símbolo Valor
Constante de Hubble H0 67 - 74 km/s/Mpc
Constante de Newton G 6.674×10−11 Nm2 kg−2

Megaparsec Mpc 3.086× 1019 m
Velocidad de la luz c 299792458 m/s

En la primera columna de esta tabla se muestra el nombre de cada constante,
en la segunda la notación que se usa para representarla y en la tercera su valor.
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La mayoría de los resultados obtenidos en el capítulo 4 y 5 de esta tesis se
encuentran disponibles en el artículo titulado:

Improving data-driven model-independent reconstructions and new cons-
traints in Horndeski cosmology,

cuyos autores son Mauricio Reyes y Celia Escamilla-Rivera. Este artículo se
encuentra como preprint en arXiv [12] y en proceso de revisión por la revista
Journal of Cosmology and Astroparticle Physics (JCAP).
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Introducción

El Capítulo 1 de esta tesis está dedicado a describir al modelo ΛCDM
(Lambda Cold Dark Matter3) también conocido como el modelo estándar de
la cosmología. Este modelo es la piedra angular de la cosmología moderna y ha
demostrado un éxito sin precedentes en la predicción de la dinámica y evolución
del universo. Es capaz de explicar observaciones como las de Supernovas Tipo Ia
(SNeIa) [13], las oscilaciones acústicas de bariones (BAO) [14] y las anisotropías
en la radiación cósmica de fondo (CMB) [2].

No obstante, como se verá en el Capítulo 2, la creciente precisión con que
se determinan los parámetros libres que caracterizan al modelo estándar de la
cosmología, trajo consigo algunos desacuerdos desde el punto de vista estadís-
tico el más grave de ellos es la tensión H0. El problema consiste en que el valor
estimado de la constante de Hubble con el análisis del CMB asumiendo ΛCDM
y el valor obtenido a través de mediciones directas de la luminosidad de can-
delas estándar dan resultados distintos. En particular, estudiando al CMB y
asumiendo a ΛCDM la colaboración Planck 2018 [2] encuentra H0 = 67.4± 0.5

km/s/Mpc, mientras que la colaboración SH0ES [3] calibrando la luminosidad
de las Supernovas tipo Ia con 70 estrellas cefeidas obtiene H0 = 74.03 ± 1.42

km/s/Mpc, la diferencia (tensión) entre estos resultados es de aproximadamente
4.4σ.

Existe otra discrepancia entre los parámetros de ΛCDM, la cual es conocida
como la tensión S8, esta discrepancia consiste en que las estimaciones para el

3Materia oscura fría.
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valor de S8 ≡ σ8

√
Ωm/0.3 dadas por el ajuste de ΛCDM a las observaciones

del CMB4 difieren entre dos y tres desviaciones estándar con respecto al valor
obtenido para S8 con las mediciones de cosmic shear [15].

Las tensiones H0 y S8 podrían estar indicando la existencia de errores sis-
temáticos en las mediciones o física más allá del modelo ΛCDM [7, 16, 17], por
esta última razón, los teóricos han desarrollado modelos alternativos que pueden
explicar la expansión del universo sin la necesidad de recurrir a una constante
cosmológica. Algunos de ellos añaden una nueva especie de materia exótica al
tensor de energía-momento [8, 18, 19] o modifican a la propia Relatividad Ge-
neral (RG). Algunas de las modificaciones a RG más estudiadas son: las teorías
f(R) [20, 21], las teorías escalar-tensor [22], o la gravedad teleparalela [23, 24].

Como se verá en los Capítulos 3 y 5, la teoría de Horndeski [25, 26, 27]
representa a una alternativa interesante para estudiar la tensión H0, esta es
la teoría escalar-tensor más general en cuatro dimensiones que se construye a
partir del tensor métrico gab, de un campo escalar φ y que es capaz de evitar las
inestabilidades de Ostrogradsky [9]. En el contexto cosmológico el campo escalar
puede explicar la expansión acelerada del universo e introducir nuevos efectos
observables en la formación de estructura a gran escala [28]. La teoría de Horn-
deski cuenta con cuatro funciones libres G2, G3, G4 y G5 las cuales dependen
del campo escalar φ y su término cinético 2X = −∂µφ∂µφ. La elección correcta
de las funciones Gi permite recuperar diversas teorías incluyendo modelos como
Quintaesencia, Brans-Dicke, k-essence y otros [29]. Dada la generalidad de esta
teoría, es de esperar que si la tensión H0 puede resolverse recurriendo a una
extensión de RG, entonces la teoría de Horndeski tendría la capacidad describir
esa extensión al menos de manera efectiva con una elección adecuada de Gi’s.

No obstante, nos enfrentamos a un problema, el cual consiste en que a priori
no tenemos ninguna información acerca de como elegir a los Gi, por esta razón
es necesario buscar un enfoque que nos permita distinguir de las elecciones que
son buenas candidatas para solucionar el problema de la tensión H0 y de las que
no. Por este motivo, en el Capítulo 4 hacemos uso de los Procesos Gaussianos,

4Tomando en cuenta el espectro de potencias de temperatura y polarización.
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estos son un enfoque de estadística bayesiana que nos permiten obtener una
región de confianza en la cual es más probable que viva la función que describe
a un conjunto dado de datos observacionales. En nuestro caso, para realizar
los Procesos Gaussianos utilizamos observaciones del universo tardío, esto nos
permite reconstruir la historia de expansión tardía del universo, sin la necesidad
de asumir un modelo cosmológico particular.

En el Capítulo 5 utilizamos las reconstrucciones para analizar si los modelos
de Horndeski de tipo Quintaesencia (o una extensión a ellos) son candidatos
a resolver el problema de la tensión H0, además analizamos las diferencias que
hay entre estos modelos y ΛCDM. Finalmente, el Capítulo 6 concluye esta tesis,
en este Capítulo se resumen los resultados más importantes y también se hace
una interpretación de los resultados.

3



Capítulo 1

Cosmología Teórica

La Cosmología se encarga del estudio de la estructura a gran escala del uni-
verso, es decir, su campo de estudio incluye la determinación de su naturaleza,
de su contenido y de la forma en que este se distribuye dentro de él. Si bien,
existen diversas áreas en las cuales se divide la cosmología, en este trabajo nos
centraremos en el estudio de la cosmología física, la cual parte de dos suposicio-
nes fundamentales. La primera de ellas consiste en asumir que la Relatividad
General es la teoría correcta de la gravitación [30], es decir, que a grandes escalas
la teoría de la Relatividad General de Einstein describe correctamente la evo-
lución del espacio-tiempo. La segunda suposición es conocida como el Principio
Cosmológico, este principio afirma que existen ciertos observadores fundamen-
tales para los cuales el universo luce homogéneo e isotrópico a grandes escalas
[31].

1.1. Relatividad General

La teoría de la Relatividad General fue postulada en noviembre de 1915 por
Albert Einstein como una generalización de su teoría de la Relatividad Especial.
Esta teoría tiene como pilares al principio de equivalencia y al principio de
covarianza general, los cuales establecen lo siguiente:

Principio de equivalencia: Para cada evento espacio-temporal, existe

4



1.1. Relatividad General

una vecindad de ese evento, tal que el resultado de cualquier medición
dentro de esa región con un aparato de medición en caída libre es inde-
pendiente del evento y la velocidad del aparato [32].

Este principio implica que localmente es imposible, distinguir entre los
efectos de un campo gravitacional y los de un sistema de referencia en
aceleración uniforme en el espacio-tiempo de Minkowksi.

Principio de covarianza general: Cada cantidad física debe poder
describirse mediante un objeto geométrico (sin coordenadas), y las leyes
de la física deben poder expresarse como relaciones geométricas entre estos
objetos geométricos [33].

La Relatividad General formaliza la noción de que la gravedad es la mani-
festación de la geometría del espacio-tiempo mediante la construcción de una
acción gravitacional a partir de invariantes de curvatura. Esta es la acción de
Einstein-Hilbert [31], la cual esta dada por

SEH =
1

16πG

∫
d4x
√
−gR, (1.1)

donde G es la constante de gravitación universal, R es el escalar de Ricci y
g = det(gab). Para añadir a la materia a la acción de Einstien Hilbert, añadimos
un Lagrangiano (Lm) a la ecuación (1.1), con ello obtenemos

S = SEH + SM =

∫
d4x
√
−g
(

1

16πG
R + Lm

)
, (1.2)

es posible obtener las Ecuaciones de Campo de Einstein variando la acción (1.2)
con respecto a gab y tomando condiciones de frontera de tipo Dirichlet

Gab ≡ Rab −
1

2
Rgab = 8πGTab, (1.3)

en ellas Rab ≡ Racb
c es el tensor de Ricci, R ≡ Ra

a es el escalar de Ricci
o también conocido como escalar de curvatura y Tab es el tensor de energía
momento y esta definido como

Tab ≡
−2√
−g

δSM
δgab

. (1.4)
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1.1. Relatividad General

Las ecuaciones de campo de Einstein (1.3), representan un sistema de 10 ecua-
ciones diferenciales parciales, no lineales, acopladas y de segundo orden con
respecto a la métrica. El significado de las ecuaciones de campo de Einstein
puede ser resumido brevemente mediante la famosa frase de John Wheeler

El espacio-tiempo le dice a la materia cómo moverse; la materia le dice
al espacio-tiempo cómo curvarse. [33]

La teoría de la Relatividad General, ha demostrado ser una teoría espectacular-
mente exitosa [34] cuando se prueba con distintos experimentos y observaciones,
es capaz de explicar la precesión del perihelio de Mercurio [33], la curvatura de
la luz en campos gravitacionales, puede describir pruebas de régimen fuerte co-
mo la dinámica de púlsares binarios, el comportamiento de los agujeros negros
[35], la propagación de ondas gravitacionales [36] y la formación de estructuras
como estrellas y galaxias.

Sin embargo el conjunto de ecuaciones (1.3) tal y como está escrito no es capaz
de reproducir la expansión acelerada del universo, razón por la cual el modelo
cosmológico estándar añade una constante cosmológica Λ a las ecuaciones de
campo

Rab −
1

2
Rgab + Λgab = 8πGTab, (1.5)

la constante cosmológica en el modelo estándar además cumple con la condición
∇aΛ = 0 y es la responsable de provocar la expansión acelerada del universo.

1.1.1. Teorema de Lovelock

La tensión de Hubble (la cual fue discutida brevemente en la introducción
de esta tesis) es una de las diversas razones1 por las cuales recientemente ha
crecido el interés en estudiar teorías que modifican a la Relatividad General, es
decir, a una de las bases del modelo ΛCDM. En el contexto de modificaciones

1En la actualidad, la materia oscura permanece sin ser detectada y la naturaleza de la constante
cosmológica sigue sin ser comprendida [37].

6



1.2. Principio Cosmológico

a RG, existe un teorema muy importante el cual es conocido como el teorema
de Lovelock, este fue escrito por David Lovelock en 1971 y establece lo siguiente:

En un espacio-tiempo de cuatro dimensiones, el único tensor libre de diver-
gencia de rango dos que es construido solo a partir del tensor métrico y sus
derivadas hasta el segundo orden, y conserva su invariancia ante difeomorfis-
mos, es el tensor de Einstein más una constante cosmológica. [38]

Por lo tanto, si queremos realizar una modificación a la Relatividad General
debemos de cumplir al menos una de las siguientes condiciones

1. Colocar derivadas de orden superior a 2, como sucede en las teorías f(R)

[20, 21].

2. Añadir campos extra, como en la teoría de Quintaesencia [39].

3. Añadir dimensiones extra, como en las teorías de branas [40].

4. Violar la invarianza de Lorentz, como en las teorías de Einstein-aether
[41].

En particular, diversas teorías de gravedad modificada pueden describirse al
menos efectivamente mediante la adición de un grado (o grados) de libertad
escalar adicional [9]. En este trabajo nos centramos en el estudio de teorías
que añaden campos escalares a la acción, en concreto estudiaremos las teorías
de Horndeski y su aplicación en la cosmología, no obstante, este estudio se
pospone hasta el Capítulo 3, ya que para estudiar una teoría modificada de la
cosmología estándar primero es necesario entender las bases que sustentan a
este modelo.

1.2. Principio Cosmológico

El principio cosmológico dice establece que el universo es estadísticamente
homogéneo e isotrópico a grandes escalas. La homogeneidad significa, hablando

7



1.2. Principio Cosmológico

informalmente, que el universo es el mismo en todas partes en un momento
dado de tiempo. Lo que en Relatividad General nos conduce a preguntarnos
¿en un momento dado de tiempo para que observador? En la teoría Newtonia-
na no hay ambigüedad cuando hablamos sobre “un momento dado de tiempo”.
En relatividad especial existe cierta ambigüedad debido a la no universalidad
de la simultaneidad, pero una vez que se ha especificado un marco de referen-
cia inercial, el concepto se vuelve preciso. Sin embargo, en relatividad general
no hay marcos de referencia inerciales globales a menos de que estemos en un
espacio-tiempo plano; entonces el concepto de “un momento dado de tiempo” es
completamente ambiguo. Pero este puede ser remplazado con un concepto más
general; el concepto de una hipersuperficie tipo espacio. Para definir formalmen-
te una hipersuperficie tipo espacio, tomemos al par (M, g), conM una variedad
diferencial y g una métrica tipo Lorentz definida sobre M un espacio-tiempo.
Una hipersuperfice Σ ⊂ M es una subvariedad diferencial de dimensión 3 con
un campo vectorial normal tipo tiempo. Así, la frase intuitiva “en un momento
dado” se traduce en Relatividad General en la frase precisa “en una hipersuper-
ficie tipo espacio dada” [42]. Podemos dividir el espacio-tiempo entero a través
de una familia de un parámetro de ese tipo de hipersuperficies tipo espacio,
usualmente se le da el nombre de tiempo (t) a este parámetro. Con este nuevo

Figura 1.1: Representación esquemática de la foliación del espacio-tiempo en
términos de hipersuperficies. Cada una de las divisiones de color azul representa
una hipersuperficie tipo espacio para un valor concreto del parámetro t.
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lenguaje, la homogeneidad significa que a través de cada evento en el universo
pasa una hiperesuperficie tipo espacio en donde las condiciones físicas son idén-
ticas para cada evento perteneciente a esta hiperesuperficie. Por otro lado, el
concepto de isotropía también debe formulado de manera precisa. Claramente,
el universo no puede parecer isotrópico para todos los observadores. Por ejem-
plo, un observador en una nave espacial que viaja a través de nuestra galaxia a
la mitad de la velocidad de la luz, verá la luz de las estrellas proveniente de la
dirección en que se mueve corrida hacia al azul, mientras que la luz provenien-
te de la dirección opuesta estará corrida hacia el rojo. Solo un observador que
se mueve con el fluido cosmológico puede ver las cosas como isotrópicas. Uno
considera tales observadores definiendo la isotropía. Por lo tanto, la isotropía
significa que un observador que se está moviendo con el fluido cosmológico no
podrá distinguir una de sus direcciones espaciales de las otras mediante ningu-
na medición local [31], en la practica el marco de referencia que se utiliza para
definir a la isotropía es el CMB.

1.3. Las ecuaciones de Friedmann

El principio cosmológico nos permite definir una familia de observadores
preferenciales, los cuales ven al universo homogéneo e isótropo a grandes escalas,
podemos asignarle a estos observadores las coordenadas (t, xi), y con ello escribir
la métrica del espacio-tiempo como

ds2 = gαβdx
αdxβ = g00dt

2 + 2g0idtdx
i + fijdx

idxj,

sin embargo, el segundo término de la ecuación (1.3) debe de ser igual a cero o de
lo contrario se podría elegir una dirección privilegiada sobre las hipersuperficies
espaciales [42], lo cual rompería con el principio de isotropía. Por otro lado,
la curvatura de las hipersuperficies tipo espacio tampoco puede depender de
derivadas de la 3-métrica fij, o de lo contrario podríamos definir un vector
privilegiado sobre las hipersuperficies, por lo tanto el tensor de Riemann sobre
las hipersuperficies espaciales puede como máximo ser una constante. Se puede

9



1.3. Las ecuaciones de Friedmann

demostrar [31] que la métrica más general que cumple con la condición de ser
homogénea e isótropa en cada instante de tiempo t y que además describe un
universo en expansión es la métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker
(FLRW).

ds2 = dt2 − a2(t)

[
1

1− kr2
dr2 + r2(dθ2 + sin2θdφ2)

]
, (1.6)

la cual depende de dos parámetros cosmológicos k y a(t). La curvatura de
las hipersuperficies espaciales puede ser descrita con el parámetro k, k = 0

representa a un universo espacialmente plano, k = 1 a un universo cerrado y
k = −1 a un universo abierto. El parámetro a(t) es conocido como factor de
escala, y se encarga de parametrizar la expansión del universo a medida que
evoluciona en el tiempo. Cualitativamente, caracteriza el tamaño relativo de las
hipersuperficies espaciales Σt en diferentes instantes de tiempo t.

Las observaciones astronómicas sugieren que el universo puede ser modelado
con gran precisión, si se toma la curvatura como k = 0 [2]. Por lo que la métrica
dada por la ecuación (1.6) se puede escribir como

ds2 = dt2 − a2(t)[dx2 + dy2 + dz2]. (1.7)

Por otro lado, a grandes escalas podemos describir a la materia con el tensor
energía-momento de un fluido perfecto

Tµν = (ρ+ p)uµuν + pgµν. (1.8)

Una vez que se ha especificado la geometría del espacio-tiempo y el tensor
energía-momento del universo, estamos en condiciones de describir su dinámica
utilizando las Ecuaciones de Campo de Einstein (ver apéndice A), como re-
sultado obtenemos que las ecuaciones que describen la dinámica a gran escala
son:

H2 ≡
(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ+

Λ

3
, (1.9)

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p) +

Λ

3
, (1.10)
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ρ̇+ 3H(ρ+ p) = 0. (1.11)

Del conjunto de ecuaciones (1.9),(1.10) y (1.11) solo dos son independientes [43],
ya que una de ellas puede ser derivada a partir de las otras2. Así, el sistema de
ecuaciones contiene 3 incógnitas y solo 2 ecuaciones, por lo que hace falta otra
ecuación para que el sistema quede completamente determinado. La ecuación
extra que asumimos es una ecuación de estado, que ha de relacionar la presión
con la densidad

p

ρ
≡ ω =


1
3 Radiación.
0 Materia no relativista.
−1 Constante cosmológica.

(1.12)

Por otro lado, al sustituir la ecuación de estado en la ecuación (1.11) obtenemos

ρ̇+ 3H(1 + ω)ρ = 0, (1.13)

la solución para la ecuación (1.13) para ω constante es ρ(a) = C
a3(1+ω) con C

una constate que depende de las condiciones iniciales para ρ. Las condiciones
iniciales se pueden dar para un tiempo arbitrario, aunque usualmente se dan
para el tiempo actual t0.

ρ(a) =


C
a4 Radiación.
C
a3 Materia no relativista.
C Constante cosmológica.

(1.14)

En Cosmología existen diferentes parámetros cuyos valores describen, en su
conjunto, diferentes etapas del universo. Uno de ellos es el parámetro de densi-
dad, Ω, definido como el cociente entre la densidad del universo, y la densidad
necesaria para que este sea plano, también conocida como densidad crítica ρc

ρc ≡
3H2

8πG
, (1.15)

2Tomando la derivada temporal de la primera ecuación de Friedmann y usando la ecuación de
continuidad es posible llegar a la ecuación (1.10).
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utilizando la ecuación (1.15) podemos reescribir la ecuación (1.9) de la siguiente
manera

1 =
8πG

3H2
ρ ≡ Ω, (1.16)

por otro lado, podemos escribir al parámetro de densidad como una suma de
los distintos componentes que existen en el universo

Ω = Ωm + Ωr + ΩΛ, (1.17)

la densidad de la materia Ωm tiene las contribuciones de los componentes de
materia bariónica y materia oscura, es decir, Ωm = Ωb + Ωc. Los componentes
relativistas están representados por Ωr y ΩΛ representa al parámetro de densidad
de la constante cosmológica. Los valores de estos parámetros para el modelo
ΛCDM basados en los datos de la colaboración Planck 2018 [2] son:

Ω0
m = 0.3153± 0.0073, Ω0

r = 9.23640× 10−5, Ω0
Λ = 0.6847± 0.0073.

Figura 1.2: Evolución de los parámetros de densidad como función del factor de
escala, para realizar la gráfica se normalizo al factor de escala como a0 = 1.

En la Figura 1.2 se muestra como ha cambiado la densidad de cada uno
de estos componentes como función del factor de escala. Se puede observar que

12



1.4. Distancias en cosmología

el universo ha pasado por distintas etapas, desde la etapa de dominación de
radiación, posteriormente la etapa de dominación de materia y en la actualidad
nos encontramos en una etapa de dominación de constante cosmológica.

1.4. Distancias en cosmología

En cosmología hay distintas formas de especificar la distancia entre dos
puntos, esto es debido a que la distancia entre dos observadores que se mueven
con el flujo de Hubble puede cambiar debido a la expansión del universo [44]. A
continuación se describen algunas de las formas más útiles de definir distancias
en cosmología asumiendo un universo espacialmente plano

Distancia comóvil: Es la distancia que recorre un fotón desde su tiempo
de emisión en t ≡ tem hasta su tiempo de detección en t ≡ tobs, se denota
como Dc y puede calcularse de la siguiente manera

Dc =

∫ tobs

tem

dt

a(t)
, (1.18)

por definición la distancia comóvil entre dos regiones del espacio perma-
nece constante para todo tiempo cósmico t.

Para un universo espacialmente curvado, es relevante introducir la defi-
nición de distancia transversal comóvil, que es la distancia comóvil entre
dos objetos que se encuentran a la misma distancia comóvil con respec-
to a nosotros, pero que están separados en el cielo por un ángulo ∆θ.
Sin embargo, dado que restringimos esta discusión a un universo espacial-
mente plano, la definición de distancia transversal comóvil coincide con la
definición de distancia comóvil [45].

Distancia propia: Es la distancia entre dos regiones del espacio en un
tiempo cosmológico constante. A medida que el universo se expande, la
distancia propia d entre dos observadores aumenta [44]. Está noción de
distancia es puramente teórica, ya que no podemos ver dónde está un
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objeto en un instante dado de tiempo, porque la luz que emitió ese objeto
tardó un tiempo en viajar hasta nosotros, y durante ese tiempo universo
se expandió. No obstante, dado un modelo cosmológico, podemos derivar
la distancia propia. La relación entre la distancia propia y la distancia
comóvil está dada por

d(t) = a(t)Dc. (1.19)

Distancia de diámetro angular: La distancia del diámetro angular se
basa en el conocimiento del tamaño propio de un objeto. Los objetos con
un tamaño propio conocido se denominan reglas estándar. Supongamos
que observamos una regla estándar de tamaño transversal propio ds que se
encuentra en un corrimiento al rojo z y una distancia comóvil χ. Además,
este objeto subtiende un ángulo pequeño en el telescopio dφ, ver Figura
1.3. En un tiempo fijo t, podemos escribir la métrica de FLRW como

ds2 = a(t)2dχ2, (1.20)

si situamos nuestro sistema de referencia en el origen del sistema de coor-
denadas, entonces la distancia comóvil χ también es la distancia radial.
Por tanto, su distancia transversal es:

ds = a(t)χdφ, (1.21)

al dividir la ecuación (1.21) por el tamaño angular del objeto, obtenemos
la distancia de diámetro angular:

dA = a(t)χ. (1.22)

Distancia de luminosa: Esta distancia se define por la relación entre el
flujo bolométrico de una estrella F (el flujo integrado en todas las frecuen-
cias) y su luminosidad bolométrica L, a través de la siguiente ecuación

dL =

√
L

4πF
, (1.23)
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1.4. Distancias en cosmología

Figura 1.3: Representación gráfica de la distancia de diámetro angular. Figura
tomada de [46].

si tenemos un conjunto de objetos de luminosidad bolométrica conoci-
da L (también conocidos como candelas estándar) y además medimos F
utilizando un telescopio, entonces podemos estimar dL [45]. Debido a su
importancia para el desarrollo de esta tesis, se tratará con detalle a esta
definición en el Capítulo 2.

Relación entre el factor de escala y el corrimiento al rojo

Debido a que el universo se esta expandiendo la longitud de onda a la que
se emite una señal luminosa cambia a medida que la luz viaja a través del
espacio-tiempo, normalmente la luz visible, que se emite o refleja desde un objeto
distante, es desplazada hacia el color rojo del espectro electromagnético, esta es
la razón por la cual a este fenómeno se le conoce como corrimiento al rojo. Es
posible relacionar el corrimiento al rojo de la luz con el factor de escala, para
ello consideremos una señal luminosa emitida en t = t1 en la dirección radial
por un observador comóvil con coordenada radial r = r1 y detectada en t = t2

por otro observador comóvil con coordenada radial r = r2. Dado que los fotones
viajan en geodésicas nulas para una métrica de FLRW, tenemos que

dt2 = a2(t)
1

1− kr2
dr2,∫ t2

t1

a(t)−1dt =

∫ r2

r1

1√
1− kr2

dr. (1.24)
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Si consideramos una segunda señal emitida en t = t1 + δ1 y detectada en t =

t2 + δ2 ∫ t2+δ2t

t1+δ1t

a(t)−1dt =

∫ r2

r1

1√
1− kr2

dr, (1.25)

con lo anterior se obtienen las siguientes igualdades∫ t2

t1

a−1dt =

∫ t2

t1

a−1dt+

∫ t2+δ2t

t2

a−1dt−
∫ t1+δ1t

t1

a−1dt. (1.26)

Por lo tanto ∫ t2+δ2t

t2

a−1dt =

∫ t1+δ1t

t1

a−1dt. (1.27)

En el límite de intervalos cortos se obtiene que

δ1t

a(t1)
=

δ2t

a(t2)
, (1.28)

si consideramos a δt como el tiempo entre dos cresta de una onda

λ1

a(t1)
=

λ2

a(t2)
, (1.29)

por tanto el cambio de longitud de onda nos da información sobre el cambio del
factor de escala. Si nos enfocamos en las señales recibidas hoy a(t) = a(t0)

a0

aem
=

λ0

λem
= 1 +

λ0 − λem
λem

≡ 1 + z, (1.30)

a partir de ahora en este trabajo se normalizará al factor de escala de tal manera
que a0 = 1.

1.5. Historia térmica del universo

La teoría del Big Bang predice que el universo paso por una época3 en la
cual su densidad de energía estuvo dominada principalmente por la radiación,

3Después del recalentamiento.
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en esta época el universo estaba formado por un plasma caliente de partículas
elementales, todas estás en equilibrio térmico y cinético [30].

El equilibrio térmico requiere que las interacciones entre los constituyentes
del plasma ocurran frecuentemente, esto sucede siempre que la tasa de interac-
ción Γ de una especie perteneciente al plasma sea mayor que la tasa de expansión
del universo H, si esto se cumple, podemos describir a los constituyentes del
plasma a través de sus propiedades termodinámicas tales como su temperatura
T , presión p, etc. Por otro lado, si la expansión es lo suficientemente rápida, se
pierde esta condición y por tanto se dice que la especie se desacopla del plasma.
El desacople puede ilustrarse con la siguiente formula:

Γ << H. (1.31)

Un objeto fundamental en la descripción de este plasma de partículas en equili-
brio térmico, es la función de distribución f(~p), utilizada para calcular el número
de partículas por unidad de volumen en el espacio fase. De acuerdo con la fí-
sica estadística para especies en equilibrio cinético, la densidad de partículas
en el espacio de las fases esta dada por las distribuciones de Bose-Einstein o
Fermi-Dirac, dependiendo de si estamos trabajando con bosones o fermiones:

f(|~p|) =
1

exp(E−µT )± 1
, (1.32)

donde T la temperatura del plasma en equilibrio y µ el potencial químico de la
especie. A partir de esta función, podemos encontrar la densidad de partículas
n, la densidad de radiación ρ y la presión p correspondientes a una especie de
partículas con g grados internos de libertad.

n =
g

(2π~)3

∫ ∞
m

f(~p)d3p, (1.33)

ρ =
g

(2π~)3

∫ ∞
m

E(~p)f(~p)d3p, (1.34)

p =
g

(2π~)3

∫ ∞
m

|~p|2

3E
f(~p)d3p, (1.35)
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donde E2 = |~p|2+m2. Aunque en general las integrales anteriores solo se pueden
resolver numéricamente, existen 2 límites que son interesantes, el primero de
ellos es conocido como el límite ultra-relativista en el cual T >> m, T >> µ y
E2 ≈ |~p|2, lo que nos permite obtener las siguientes formulas

ni =

{
giζ(3)
π2 T 3 Bosones

3giζ(3)
4π2 T 3 Fotones

(1.36)

ρi =

{
π2

30giT
4 Bosones

7
8
π2

30giT
4 Fotones

(1.37)

p =
1

3
ρ. (1.38)

Con ζ(3) ≈ 1.20206 la función zeta de Riemann evaluada en 3. En el límite no
relativista (m− µ) >> T , por lo que tenemos que la función de distribución se
aproxima de la siguiente manera

f(|~p|) ≈ 1

exp(E−µT )
, (1.39)

Así que la densidad de partículas, la densidad de energía y la presión sean las
mismas para bosones y fermiones

n = g

(
mT

2π~

)3/2

e(m−µ)/T , (1.40)

ρ = n(m+
3

2
T ), (1.41)

P = nT << ρ. (1.42)

Como la densidad de energía y presión de las especies no relativistas son ex-
ponencialmente más pequeñas que las de una especie relativista, una buena
aproximación de la densidad de energía total del universo cuando este esta do-
minado por la radiación es ρ ≈ ρr, así que

ρr =
π2

30
g∗T

4, (1.43)

p =
ρr
3

=
π2

90
g∗T

4, (1.44)
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donde se ha introducido al factor g∗ para simplificar la notación. El factor g∗
cuenta el número total de grados de libertad relativistas efectivos, es decir, las
especies con masa mi << T

g∗ ≡
∑

i=bosones

gi

(
Ti
T

)4

+
7

8

∑
i=fermiones

gi

(
Ti
T

)4

. (1.45)

Para T < 1 Mev, las únicas especies relativistas son las 3 especies de neutrinos
y el fotón, por lo que g∗ = 3.36. Para 100 MeV ≥ T ≥ 1 MeV, el electrón y
el positrón son grados de libertad relativistas adicionales y g∗ = 10.75. Y para
T ≥ 300 GeV, todas las especies en el modelo estándar de física de la física de
partículas son relativistas, por lo cual g∗ = 106.75.

Los resultados anteriores, nos permiten encontrar una expresión que rela-
ciona el factor de Hubble con la temperatura, para un universo dominado por
radiación, valida para los periodos en los cuales g∗ se mantiene constante

H =

√
8πG

3
ρr =

√
4π3G

45
g∗T

2. (1.46)

Entropía en la cosmología estándar

Para iniciar el estudio de la entropía S(T, V ) consideremos la segunda ley
de la termodinámica4

dS(V, T ) =
1

T
d(ρ(T ) + p(T )dV ) (1.47)

=
1

T
d[(ρ+ p)V ]− V

T 2
(ρ+ P )dT. (1.48)

Con V = a3 el volumen comóvil al cual le aplicamos esta ley. Si derivamos la
ecuación (1.35) y hacemos uso de (1.34), obtenemos

dp

dT
=

1

T
(ρ+ p), (1.49)

4Notar que estamos trabajando en la aproximación |µ| << T .
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por lo que al sustituir esta última ecuación en (1.48), se obtiene

dS(V, T ) = d

(
ρ+ P

T
V

)
, (1.50)

integrando esta ecuación llegamos a la siguiente expresión para la entropía en
un volumen comóvil

S =
V

T
(ρ(T ) + p(T )) + ctte, (1.51)

más aún, podemos probar que esta entropía se conserva, para ello tomamos la
ecuación de conservación del tensor energía-momento (1.11) y la reescribimos
de la siguiente manera

a3 dp

dT
=

d

dT

[
(ρ+ p)a3

]
, (1.52)

si hacemos uso de la identidad (1.49), la ecuación (1.52) se convierte en

d

(
a3

T
(ρ+ p)

)
= 0. (1.53)

Por lo que se puede ver fácilmente con ayuda de las ecuaciones (1.51) y (1.53)
que la entropía se conserva. Esto implica que s ∝ a−3. Además sabemos que
el número de partículas en un volumen comóvil es proporcional a la densidad
numérica ni dividida por la densidad de entropía s, Ni ∝ ni/s, por lo que si
ninguna partícula es producida o destruida, ni ∝ a−3.

Si usamos (1.37) y (1.38), la densidad de entropía s = S/V para especies rela-
tivistas es

si =
ρi + pi
T

=

{
7π2

180giT
3
i Fermiones,

2π2

45 giT
3
i Bosones,

(1.54)

mientras que el caso de especies no relativistas no es importante para este análi-
sis, ya que la entropía de la radiación es abrumadoramente mayor que la entropía
de las especies no relativistas. Por otro lado, al igual que se hizo en (1.44), si
queremos encontrar la densidad total de entropía en función de la temperatura
T de los fotones, debemos sumar sobre todas la especies relativistas, así

s =
2π2

45
g∗sT

3, (1.55)
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g∗s =
∑

i=bosones

gi

(
Ti
T

)3

+
7

8

∑
i=fermiones

gi

(
Ti
T

)3

. (1.56)

Existen diferencias importantes entre el comportamiento del factor g∗ que mul-
tiplica a la ecuación (1.44) y el factor g∗s en (1.56). Estas diferencias pueden ser
vistas en la Figura 1.4.

Figura 1.4: Evolución de los grados de libertad relativistas g∗(T ) asumiendo
el modelo estándar de la física de partículas. La linea punteada representa el
número efectivo de grados de libertad para la entropía g∗s(T ) [47].

Recombinación y desacople de fotones

Un evento importante en la historia del universo temprano fue la formación
de los primeros átomos. A temperaturas mayores a 1 eV, el universo consistía de
un plasma de electrones libres y núcleos. Durante esa época los fotones estaban
acoplados con los electrones a través de la dispersión de Compton y su vez los
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1.5. Historia térmica del universo

electrones interactuaban con los protones por medio de la dispersión de Cou-
lomb. En el momento en que la temperatura bajo lo suficiente (T ≈ 3000K)
los electrones libres se unieron a los núcleos de hidrógeno y helio. Ocasionando
que la densidad de electrones libres cayera rápidamente y que el camino libre
medio de los fotones creciera hasta hacerse del orden del tamaño del universo.
En este momento, los fotones se desacoplaron de la materia y el universo de
hizo transparente. Ahora, esos fotones son los que conforman el Fondo Cósmico
de Microondas.

Para el análisis del proceso de recombinación, iniciaremos considerando tem-
peraturas mayores a 1 eV, en ese momento, los bariones y los fotones seguían
en equilibrio a través interacciones como la dispersión de Thomson y la fotoio-
nización/recombinación del hidrógeno

e− + p+ ↔ H + γ, (1.57)

H + γ ↔ p+ + e−. (1.58)

Durante esta época T < mi, con i = {e, p,H} por lo que nos encontramos en el
límite no relativista para estás partículas, de manera que les corresponden las
siguientes densidades de número

neqi = gi

(
miT

2π

)3/2

exp

(
µi −mi

T

)
. (1.59)

Con µp + µe = µH . Para remover la dependencia de los potenciales químicos
consideramos el siguiente cociente(

nH
nenp

)
eq

=
gH
gegp

(
mH

memp

2π

T

)3/2

e(mp+me−mH)/T . (1.60)

En el factor dentro del paréntesis podemos hacer la aproximación mH = mp

pero dentro de la exponencial la pequeña diferencia entre mH y mp es crucial,
ya que mp +me −mH representa la energía de enlace del hidrógeno

BH ≡ mp +me −mH = 13.6 eV. (1.61)
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1.5. Historia térmica del universo

Además hasta donde sabemos el universo es eléctricamente neutro, por lo cual
ne = np. Al sustituir estas aproximaciones y los grados internos de libertad
ge = gp = 2, gH = 4 en la ecuación (1.60) obtenemos(

nH
n2
e

)
eq

=

(
2π

meT

)3/2

eBH/T . (1.62)

Definimos la ionización fraccionaria de la siguiente forma

Xe ≡
np

np + nH
, (1.63)

de tal manera que en los momentos en los cuales X = 1 el universo se encuentra
completamente ionizado y cuando X = 0 el universo es completamente neutro.
Por otro lado, np +nH es aproximadamente el número total de bariones nb, que
puede ser obtenido a través de la relación

η =
nb
nγ

⇒ nb = η × nγ ⇒ nb =
2ζ(3)

π2
T 3η.

Con η una constante. Por tanto la ecuación (1.60) se puede reescribir como

1−Xe

X2
e

=
nH
n2
e

nb =
2ζ(3)

π2
η

(
2πT

me

)3/2

eBH/T . (1.64)

Esta ecuación varia extremadamente rápido con la temperatura, así que propor-
ciona una caída muy rápida en la ionización fraccionaria, como se puede ver en
la Figura [1.5]. Si bien la ecuación de Saha da la temperatura correcta en la cual
inicia el declive de la ionización fraccionaria, esta no provee el comportamiento
correcto de Xe debido a que llega un punto en el cual se pierda la condición de
equilibrio térmico, es decir, Γ < H.
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1.5. Historia térmica del universo

Figura 1.5: La fracción de electrones libres como función del corrimiento al rojo
y temperatura. La recombinación inicia cuando Xe inicia cuando a descender.
En la imagen [48] se puede ver que la ecuación de Saha describe correctamente
el inicio de la recombinación.

Desacople de fotones

Los fotones están acoplados con el plasma a través de interacciones con los
electrones del tipo

e− + γ ↔ e− + γ. (1.65)

Con un ritmo de interacción dado por Γγ = neσT , donde σT = 2× 10−3 MeV−2

es la sección eficaz de Thomson. Ya que Γ ∝ ne, el ritmo de interacción decrece
conforme la densidad de electrones libres cae. Los fotones y los electrones se
desacoplan cuando el ritmo de interacción entre ellos se hace más pequeño que
el ritmo de expansión del universo

Γγ(Tde) ≈ H(Tde). (1.66)
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En esta época el universo se encuentra dominado por materia, por tanto

H(T ) = H0

√
Ωm(1 + z)3 = H0

√
Ωm

(
Tde
T0

)3/2

, (1.67)

nbXe(Tde)σT =
2ζ(3)

π2
ησTXe(T )T 3

de,

así

Xe(Tde)T
3/2
de =

π2

2ζ(3)

H0

√
Ωm

ησTT
3/2
0

. (1.68)

Usando los valores obtenidos por medio de las observaciones del fondo cósmico
de microondas Ωm = 0.315 y η = 6.12×10−10, podemos resolver numéricamen-
te, la ecuación (1.68) para Tde, obteniendo Tde ≈ 0.26 eV. Cálculos de mayor
precisión [44] arrojan que Tde = 3000 K que corresponde a un corrimiento al
rojo zde = 1100.

1.6. Formación de estructura

El universo puede ser aproximado como homogéneo e isotrópico solo a esca-
las mayores a 100 Mpc. A escalas menores, el universo contiene fluctuaciones en
la densidad de materia, dadas por la distribución de galaxias en el espacio. Por
tanto, la cosmología no perturbada tiene un problema, si describimos al univer-
so como perfectamente homogéneo e isotrópico, este permanecería de esa forma
todo el tiempo y entonces nunca ocurriría la formación de la estructura que se
observa hoy en día, así que es necesario introducir un enfoque perturbativo en
algún punto.

Para iniciar el estudio de la formación de estructura, consideramos una esfera
de radio R con una densidad media de materia ρ(r, t), además consideraremos
pequeñas perturbaciones a la densidad δρ(r, t), de tal manera que la densidad
en cada punto del espacio-tiempo es ρ(r, t) = ρ (1 + δρ). Resulta conveniente
trabajar con la densidad de contraste δ(r, t) ya que esta nos dará una medida
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del crecimiento de las sobredensidades

δ(r, t) ≡ δρ

ρ
=
ρ− ρ
ρ

. (1.69)

El crecimiento de las perturbaciones, que dan origen a las galaxias, está dado
por la evolución de δ(r, t), así que es necesario encontrar una ecuación diferencial
que determine su evolución. Para ello describiremos a la materia que compone
al universo como un fluido perfecto. Las ecuaciones que describen los campos
de densidades ρ(r.t) y velocidades u(r, t), en el régimen Newtoniano5 son:

Ecuación de continuidad

∂δ

∂t
+

1

a
∇ · [(1 + δ)v] = 0. (1.70)

Ecuación de Euler

∂v

∂t
+

1

a
(v +∇)v +

ȧ

a
= −a−1∇φ. (1.71)

Ecuación de Poisson
∇2φ = 4πρa2δ. (1.72)

Debido a que las fluctuaciones de la densidad δρ son pequeñas con respecto a
la densidad media ρ en la época de dominación de materia, se pude estudiar la
evolución de las perturbaciones en el régimen lineal, es decir, podemos expandir
a primer orden en δρ y v

∂δ

∂t
+

1

a
∇ · v = 0, (1.73)

∂v

∂t
+
ȧ

a
+ a−1∇φ = 0, (1.74)

tomando la derivada temporal de la primera ecuación y sustituyendo en (1.72),
llegamos a

∂2δ2

∂t2
+ 2

ȧ

a

∂δ

∂t
= 4πGρδ, (1.75)

5En el apéndice C se muestra como se trabaja con estás perturbaciones en el régimen relativista
para un modelo de tipo Quintaesencia, se pueden obtener las perturbaciones escalares en ΛCDM de
manera análoga.
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1.7. Distorsiones en el espacio del corrimiento al rojo

esta es la ecuación que rige la evolución de las fluctuaciones en unidades comó-
viles en el régimen lineal. Cuando |δ| ≈ 1 la aproximación lineal ya no es válida
y hay que resolver las ecuaciones de movimiento completas, esto ocurre para z
pequeños y a escalas muy pequeñas, donde la estructura del universo se aparta
de la homogeneidad e isotropía.

1.7. Distorsiones en el espacio del
corrimiento al rojo

Las distorsiones del espacio de desplazamiento al rojo (RSD por sus siglas
en inglés) son un efecto en la cosmología observacional, el cual consiste en que la
distribución espacial de las galaxias aparece aplastada y distorsionada cuando
sus posiciones se grafican en el espacio de desplazamiento al rojo, ver Figura 1.6.
Esto se debe a que la distancia medida utilizando el corrimiento al rojo difiere de
la distancia radial verdadera debido a las velocidades peculiares de las galaxias
en la línea de visión. Físicamente, las inhomogeneidades en la densidad a gran
escala causan que de las galaxias se muevan en dirección de las sobre-densidades
(Kaiser effect). Las RSD conducen a anisotropías del espectro de potencias,
por lo cual las mediciones de este efecto en estudios de desplazamiento al rojo
permiten inferir [50] parámetros tales como el factor de crecimiento lineal de las
perturbaciones

f(z) ≡ dlnδ

dlna
, (1.76)

y la varianza de las fluctuaciones σR en una escala R dada. Usualmente se re-
porta esta varianza en R = 8h−1 Mpc, es decir, σ8(z). No obstante, lo que en
realidad se mide [50] es fσ8(z).

En la práctica medir fσ8(z) es sumamente complicado, ya que se requiere mode-
lar de las escalas no lineas del espectro de potencias, además las anisotropías del
espectro de potencias a grandes escalas no solo se deben a las velocidades pecu-
liares de las galaxias, sino también al asumir una cosmología fiducial incorrecta
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Figura 1.6: Representación de como las velocidades peculiares provocan las
distorsiones del corrimiento al rojo. Los puntos representan galaxias cayendo
al centro de una sobredensidad esférica y las velocidades están representadas
mediante flechas. La esfera ubicada en la parte superior, corresponde a obser-
vaciones a grandes escalas, en donde las velocidades peculiares son pequeñas.
En la figura inferior, el radio de la esfera disminuye y las velocidades peculiares
incrementan, lo cual puede interpretarse como un colapso gravitacional. Figura
tomada de [49].

para convertir corrimientos al rojo en distancias para poder construir la función
de correlación de dos puntos y el correspondiente espectro de potencia. Para
poder ver este efecto, tomemos la distancia comóvil entre un par de galaxias
separadas por un ángulo dθ en la métrica de Friedmann Robertson Walker

dl⊥ = (1 + z)DA(z)dθ, (1.77)

donde DA(z) es la distancia de diámetro angular evaluada en el corrimiento al
rojo del par de galaxias. La correspondiente separación a lo largo de la linea de
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visión es
dl‖ =

cdz

H(z)
. (1.78)

Puede observarse que si hubiéramos asumido una cosmología fiducial distin-
ta, por ejemplo, H ′(z) en lugar de H(z), las correspondientes separaciones se
transformarían en

dl′⊥ = (1 + z)D′Adθ =
D′A
DA

dl⊥ ≡
dl⊥
f⊥

, (1.79)

dl′‖ =
cdz

H ′
=
H

H ′
dl‖ ≡

dl‖
f‖
, (1.80)

utilizando lo anterior, definimos la siguiente cantidad

F ≡
f‖
f⊥

=
H ′

H

D′A
DA

, (1.81)

la cual representa la anisotropía inducida debido al uso de la cosmología fiducial
incorrecta y es conocida como el efecto Alcock-Paczynski (AP) [51]. Desafor-
tunadamente el efecto AP está degenerado con el efecto RSD. De tal manera
que si una medición de fσ8 ha sido obtenida asumiendo una cosmología fidu-
cial H ′(z), la correspondiente fσ8 que se obtiene utilizando la cosmología H(z)

puede ser aproximada [50] como

fσ8(z) ≈ H(z)DA(z)

H ′(z)D′A(z)
fσ′8(z), (1.82)

esto solo debe de ser tomado como una aproximación al resultado correcto,
debido a que la corrección total al efecto AP, requiere reanalizar por completo
todos los datos. La corrección al efecto AP es del orden de 2−3 % a corrimientos
al rojo de z ≈ 1 [50], siempre y cuando la nueva cosmología fiducial tenga
parámetros cosmológicos razonables6.

6Tenemos certeza de que los parámetros cosmológicos deben de vivir en un intervalo cercano a los
parámetros reportados por Planck 2018, para el caso particular de Ωm, la colaboración Planck 2018
usando los espectros de polarización y temperatura del CMB reporta a 1σ que Ω = 0.315 ± 0.007,
una cosmología fiducial razonable estaría dentro del intervalo de confianza a 2σ con respecto a este
valor.
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Capítulo 2

Estado del arte de la cosmología
estándar

2.1. Éxitos de la Cosmología Estándar

Como se vio en el Capítulo anterior, la cosmología estándar predice que el
universo temprano se encontraba en un estado de alta densidad y de ele-
vada temperatura, debido a estas condiciones la materia y la luz estaban
acopladas formando un plasma de bariones y fotones. Cuando el universo
se encuentra una temperatura cercana a 1 MeV, comienza una serie de
reacciones nucleares que permiten la formación de los primeros núcleos
ligeros, en este proceso se producen elementos tales como 3He, D y 7Li.
La abundancia de cada uno de estos ellos depende de manera crucial del
ritmo de expansión del universo, de la densidad de bariones ΩB y del
número de especies de neutrinos. Como puede verse en la Figura 2.1, las
predicciones del modelo estándar son compatibles con las observaciones
de las abundancias de los elementos ligeros en el universo.

La expansión del universo provoco que el plasma barión-fotón se enfriara
hasta el punto en que el ritmo de interacción de los fotones con la materia
se hizo menor que el ritmo de expansión del universo, en este momento
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Figura 2.1: Constricciones sobre la densidad de materia bariónica obtenidas con
el estudio de la nucleosíntesis. La linea de color verde muestra la predicción
del modelo estándar de la abundancia de 4He, D linea roja, 3He linea azul
y 7Li linea morada. Las cajas de color negro muestran observaciones sobre la
abundancia de de los distintos elementos. Figura tomada de S. Burles et. al. [52]
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se desacoplan los fotones de la materia y esto ocasiona que a partir de
ese instante los fotones viajen libremente por el universo, formando así lo
que se conoce como el fondo cósmico de microondas, ver Figura 2.2. El
CMB representa una fuente importante de información sobre el universo
primitivo ya que es la radiación electromagnética más antigua a la que
tenemos acceso.

Figura 2.2: Mapa del fondo cósmico de microondas. El mapa muestra fluc-
tuaciones en la temperatura del CMB, estás fluctuaciones son del orden de
∆T ≈ 10−5K . Figura tomada de la página web de Planck [53].

En 1998 se descubrió que el universo se expandía de manera acelerada,
este descubrimiento fue hecho gracias a un estudio liderado por el grupo
High-Z Supernova Search Team, el modelo estándar de la cosmología logra
explicar esta expansión acelerada gracias a la presencia de una constante
cosmológica positiva en sus ecuaciones de campo.
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2.2. Tensiones en el modelo ΛCDM

Como se vio en la sección anterior, el modelo cosmológico estándar descri-
be de manera satisfactoria un gran número de observaciones, de épocas muy
diferentes desde la nucleosíntesis primordial hasta la expansión acelerada del
universo, sin embargo, a lo largo de los últimos años nueva evidencia obser-
vacional [1] muestra que las constricciones que se obtienen en los parámetros
libres de la teoría a través de mediciones directas1 y de mediciones indirectas2

difieren.
Si el modelo estándar de la cosmología representará a el modelo correcto,

ambas constricciones deberían de coincidir, pero esto no sucede, existe una des-
viación significativa entre el valor inferido de los parámetros libres, lo cual es
evidencia de que existe física más allá del modelo estándar de la cosmología o
de que existen errores sistemáticos graves en las mediciones.

A lo largo de la siguiente sección se describirá brevemente la forma en que son
obtenidos los parámetros de interés, también se describirán las tensiones más
importantes dentro del modelo cosmología estándar, y al finalizar se hablará
acerca de las posibles soluciones a estas tensiones.

Inferencia del valor de H0 con Supernovas tipo Ia: El método más
común para determinar distancias en cosmología se basa en la medición
de la luminosidad aparente de objetos de luminosidad absoluta conocida.
La luminosidad absoluta L es la energía emitida por segundo, y la lumi-
nosidad aparente l es [44] la energía recibida por segundo por centímetro
cuadrado de área de recepción. Si la energía se emite isotrópicamente,
entonces podemos encontrar la relación entre la luminosidad absoluta y
la luminosidad aparente imaginando el objeto luminoso rodeado de una
esfera cuyo radio es igual a la distancia d entre el objeto y la Tierra. La
energía total por segundo que pasa a través de la esfera es 4πd2, entonces

l =
L

4πd2
. (2.1)

1Independientes del modelo cosmológico.
2Ajuste de los datos observacionales a un modelo cosmológico particular.
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Sin embargo, al hacer mediciones para grandes desplazamientos al rojo,
donde los efectos de la expansión cosmológica en la determinación de
distancias ya no pueden ser despreciados. La expresión para la luminosidad
aparente l debe de ser modificada, de la siguiente manera [44]

l =
L

4πr2
1a

2(t0)(1 + z)2
, (2.2)

en esta ecuación r1 es la distancia a la Tierra vista desde el objeto lumi-
noso.

La definición anterior nos permite introducir la definición de distancia
luminosa dL, esta se define de tal manera que la relación entre la lumino-
sidad aparente y la luminosidad absoluta sea la misma que en la ecuación
(2.2)

l =
L

4πd2
L

. (2.3)

así,
dL = a(t0)r1(1 + z). (2.4)

Partiendo del hecho de que r1 es una función del tiempo t en que la luz
fue emitida y de que los fotones satisfacen la condición ds2 = 0 es posible
deducir para un universo descrito por la métrica de FLRW con curvatura
k = 0 la siguiente condición [54]:

r1 =
1

a0

∫ z

0

dz′

H(z′)
. (2.5)

Por tanto, la expresión para distancia luminosa3 tiene la siguiente forma:

dL = (1 + z)

∫ z

0

dz′

H(z′)
. (2.6)

3Los astrónomos no reportan las distancias en términos de dL sino en una escala logarítmica,
conocida como módulo de distancia µ,

µ = 5 log10 (dL) + 25.
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Si solo nos concentramos en valores pequeños del corrimiento al rojo,
podemos hacer una expansión en serie de Taylor del factor de escala a(t)

como función del tiempo cósmico t y escribir4

a(t) = 1 +H0∆t−
q0

2
H2

0(∆t)2 +
j0

6
H3

0(∆t)3 + ϑ(∆t)3, (2.7)

donde ∆t = t− t0, q0 es el parámetro de desaceleración y j0 es conocido
como el parámetro de “Jerk”. Es posible mostrar [55] que para z pequeños
la relación entre la distancia luminosa y el corrimiento al rojo es:

dL(z) =
z

H0

(
1 +

1− q0

2
z − 1− q0 − 3q2

0 + j0

6
z2 + ϑ(z3)

)
. (2.8)

La ecuación anterior no es suficiente para conocer H0, aún queda un pro-
blema por resolver y es el de encontrar un número lo suficientemente
grande de objetos de luminosidad absoluta conocida. Aunque esto es com-
plicado, ya que en la práctica nosotros no podemos medir la luminosidad
absoluta de las estrellas, lo que en realidad medimos es el número de foto-
nes que recibimos en nuestro telescopio como función del tiempo, también
conocido como magnitud aparente m. Por tanto, no podemos determinar
la distancia luminosa a las estrellas solo con esta medición, sino que es
necesario calibrar la luminosidad de las estrellas, es decir, obtener su lumi-
nosidad absoluta. Usualmente para calibrar las estrellas más cercanas se
utiliza paralaje, para más detalles consultar [56]. Una vez que las estrellas
están calibradas, podemos utilizarlas para calcular distancias.

Por otro lado, como se vio en la ecuación (2.1) el número de fotones que
recibimos de una estrella decae como función de su distancia con respecto
a nosotros, lo cual dificulta la medición de estrellas a distancias mayores
a 50 Mpc [7]. Esto representa otro problema, ya que para medir H0 es
necesario que analicemos objetos que estén dentro del flujo de Hubble.
Para resolver este problema los astrónomos utilizan a las Supernovas de
Tipo Ia. Las Supernovas Tipo Ia ocurren cuando una enana blanca en un

4Por simplicidad se ha tomado la normalización del factor de escala de tal manera que a(t0) = 1.
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sistema binario acumula suficiente materia de su compañero de tal ma-
nera que su masa se acerca al límite de Chandrasekhar, es decir, cerca
de la masa máxima posible que puede ser soportada por la presión de
degeneración de electrones. Cuando esto sucede la enana blanca se vuel-
ve inestable y el aumento de temperatura y densidad desencadena una
explosión que puede ser vista a distancias de varios miles de megapar-
secs. Ya que la estrella en explosión siempre tiene una masa cercana al
límite de Chandrasekhar, hay poca variación en la luminosidad absoluta
de estas explosiones, lo que las convierte en indicadores de distancia casi
ideales. Cabe señalar que antes de utilizar a las SNeIa como indicadores
de distancia es necesario estandarizar su pico de luminosidad, después de
aplicar los procedimientos de estandarización, que a menudo se basan en
la relación ancho-luminosidad (WLR) [57], cualquier diferencia restante
en los picos de brillo de dos SNeIa debería deberse a una diferencia en la
distancia al observador.

El mejor ajuste de la ecuación (2.8) a los datos de las supernovas tipo Ia
(calibrados con cefeidas) para z < 0.15 otorgan [3] H0 = 74.03 ± 1.42

km/s/Mpc.

Inferencia del valor de H0 con el análisis del CMB: La determi-
nación de H0, con el análisis del CMB es mucho más elaborada, requiere
que seleccionemos un modelo cosmológico especifico, que calculemos las
ecuaciones que describen la dinámica del modelo, la evolución de sus per-
turbaciones y que ajustemos los parámetros libres del modelo a las obser-
vaciones de los espectros de potencias de temperatura (TT) y polarización
(EE) del CMB. En particular al ajustar el modelo ΛCDM a los datos ob-
tenidos por la Colaboración Planck se obtiene que H0 = 67.03 ± 0.54

km/s/Mpc.

Inferencia del valor de H0 utilizando fuertes lentes gravitacio-
nales de cuásares: Las lentes gravitacionales ofrecen un método inde-
pendiente de las SNeIa y del CMB para determinar H0. Las lentes gravi-

36



2.2. Tensiones en el modelo ΛCDM

tacionales se forman cuando la luz procedente de objetos distantes (como
cuásares) se curva alrededor de un objeto masivo (la “lente”). Los rayos de
luz emitidos desde la fuente toman diferentes caminos a través del espacio-
tiempo, como consecuencia los rayos de luz viajan a través de diferentes
potenciales gravitacionales, esto ocasiona que los rayos de luz emitidos
de la fuente al mismo tiempo lleguen a un observador en diferentes mo-
mentos. Si la fuente es variable, este tiempo de retraso entre las múltiples
imágenes se puede medir mirando variaciones en el flujo de fotones de la
fuente.

El retraso de tiempo está relacionado con una cantidad denominada Dis-
tancia de tiempo de retardo,D∆t, esta cantidad depende de la distribución
de masa en la lente, de la distribución de masa a lo largo de la línea de
visión y de algunos parámetros cosmológicos. Aunque, D∆t es principal-
mente sensible a H0. Midiendo la distancia de tiempo de retardo de 6
cuásares, la colaboración H0LiCOW [6] obtuvo H0 = 73.3+1.7

−1.8. En la Fi-
gura 2.3 se muestra uno de los seis cuásares utilizados por la colaboración
H0LiCOW para determinar H0.

Inferencia del valor de H0 con ondas gravitacionales:

La detección de la onda gravitacional GW170817 [58] y de su contraparte
electromagnética dada por la explosión de rayos gamma GRB 170817A

[59], marco el comienzo de la astronomía de múltiples mensajeros con
ondas gravitacionales y permitió encontrar una nueva forma de medir H0.

A distancias d menores a 50 Mpc, podemos aproximar la velocidad a la
cual se mueve un objeto con el flujo de Hubble como

vH = H0d, (2.9)

donde vH es la velocidad del flujo de Hubble y d es la distancia a la que
se encuentra el objeto de interés con respecto a nosotros. Manipulando la
ecuación (2.9), notamos que si medimos a vH y d para la misma fuente,
podemos obtener un estimado de H0.
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2.2. Tensiones en el modelo ΛCDM

Figura 2.3: Imagen multicolor del cuásar HE 04351223. En el centro de la imagen
se encuentra una galaxia que produce una lente gravitacional, como consecuencia
del lente se observan cuatro imágenes del mismo cuásar. La imagen se ha creado
utilizando una combinación de imágenes tomadas en el óptico y en el infrarrojo
cercano. La imagen fue tomada por la colaboración H0LiCOW [6].

Podemos determinar la distancia d al lugar en el cual se produjeron un
conjunto de ondas gravitacionales utilizando las sirenas estándar5. Las si-
renas estándar son sistemas binarios compactos, que están formados por
estrellas de neutrones o agujeros negros. Por otro lado, para obtener la ve-
locidad del flujo de Hubble los astrónomos buscan una contraparte electro-
magnética asociada a la sirena estándar, si la encuentran, pueden obtener
vH y con ello H0.

La primera medición de la constante de Hubble con ondas gravitacionales
[61] arrojo H0 = 70.0+12

−8 km/s/Mpc, esta estimación tiene una incerti-
dumbre de alrededor del 15 %, como resultado de una combinación de
ruido instrumental en los detectores, del hecho de que no se conoce con
precisión la inclinación del plano orbital6 del sistema binario con respecto

5El análogo gravitacional de una candela estándar. El nombre que reciben estos objetos se debe
a cuestiones históricas [60], no tiene que ver con el hecho de que los eventos sean estandarizables.

6El valor de H0 está degenerado con el ángulo de inclinación.
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2.3. Sobre la tensión de H0

Figura 2.4: Constricciones sobre el parámetro de Hubbble obtenidas con distin-
tas mediciones. Las bandas de color verde y naranja muestran la incertidumbre
a 1 σ y a 2σ de las mediciones de H0 utilizando SNeIa calibradas con cefeidas y
de Planck 2018. Los contornos en azul representan la medición de H0 con ondas
gravitacionales. Como se menciona en el texto, la medición de la constante de
Hubble esta degenerada con el coseno del ángulo de inclinación de la sirena es-
tándar. El coseno del ángulo de inclinación se muestra en el eje vertical. Figura
tomada de [61].

a la Tierra y de que solo existía una sirena estándar para la estimación de
H0, en la Figura 2.4 se muestra la primera estimación de H0 utilizando
ondas gravitacionales. La estimación es consistente con los valores de H0

encontrados usando SNeIa y el CMB. Se espera [62] que futuras observa-
ciones de ondas gravitacionales puedan realizar mediciones más precisas
de H0.

2.3. Sobre la tensión de H0

El modelo ΛCDM, proporciona un ajuste notable a la mayor parte de los
datos observacionales disponibles, no obstante, no podemos dejar de lado la
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2.3. Sobre la tensión de H0

presencia de la tensión H0, ya que es de vital importancia entender de donde
proviene, en caso de que provenga de errores sistemáticos en las mediciones del
universo tardío, podríamos estar estimando mal la distancia a objetos lejanos,
por otro lado, si la tensión es indicación de física más allá del modelo ΛCDM,
entonces nos proporcionaría los medios para alcanzar una comprensión más
profunda de la teoría subyacente de la gravedad. En la Figura 2.5 se muestran
distintas estimaciones7 de H0, en la figura se puede observar que la tensión
está presente incluso cuando se compara el valor de H0 obtenido por distintas
colaboraciones.

Las estimaciones que aparecen en la parte superior de la Figura 2.5 son ob-
tenidas ajustando las ecuaciones de movimiento de ΛCDM a las observaciones,
la primera de ellas la obtiene la colaboración Planck 2018 [2] con el estudio del
CMB (TT, TE, EE+lowE+lensing), la segunda se obtiene con el estudio de la
abundancia de los elementos ligeros, las oscilaciones acústicas de bariones y con
el uso de los datos del Dark Energy Survey [63].

En la parte media de la gráfica se muestran las estimaciones de H0 que
son obtenidas sin utilizar las ecuaciones de movimiento de ΛCDM, la prime-
ra de ellas la obtiene la colaboración SH0ES calibrando la luminosidad de las
SNeIa con las estrellas cefeidas. La segunda la obtiene la colaboración CCHP
calibrando la luminosidad de las SNeIa con estrellas TRGB [6]. La tercera se
obtiene calibrando la luminosidad de las SNeIa con estrellas MIRAS [64]. La
cuarta estimación es independiente de las tres anteriores, esta es obtenida con
el estudio de lentes gravitacionales de cuásares [6]. La quinta es obtenida por
el Megamaser Cosmology Project [65] y finalmente la sexta se obtiene con el
estudio de fluctuaciones en el brillo de la superficie de distintas galaxias [63].

¿Existen errores sistemáticos en Planck 2018?: Los espectros angu-
lares del CMB nos proporcionan la forma más precisa de testear modelos
cosmológicos. Sin embargo, como ocurre con cualquier medición experi-
mental, estos podrían estar sujetos a errores sistemáticos y ciertamente un

7No todas las mediciones son estadísticamente independientes, para más información consultar
[1].
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2.3. Sobre la tensión de H0

Figura 2.5: Estimaciones y mediciones de la constante de Hubble. En la parte
superior izquierda se muestran dos estimaciones de H0 obtenidas asumiendo a
ΛCDM. En la parte central del gráfico se muestran mediciones de H0 obteni-
das con distintos métodos de medición. El panel inferior se muestran distintas
combinaciones de las mediciones y la tensión hay entre estás y las predicciones
dadas por ΛCDM. Figura tomada de Riess et. al. [1].

error sistemático podría estar presente en las mediciones de Planck 2018
[1], esto es sugerido por lo que se conoce como la anomalía de Alens. El
parámetro de Alens es un parámetro no físico, que fue introducido a mano
[66] en las ecuaciones para modular el efecto de las lentes gravitacionales
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2.3. Sobre la tensión de H0

en el espectro de potencias angular. Si se toma Alens = 0, se estarían ig-
norando por completo los efectos de lensing en el espectro de potencias,
mientras que si tomamos Alens = 1 recuperamos el valor de lensing espe-
rado por el modelo cosmológico estándar. La anomalía de Alens, consiste
en que los espectros de potencias obtenidos por Planck 2018 muestran
una preferencia por Alens > 1 con una confidencia estadística mayor a 2σ
[67]. Si la anomalía de Alens es causada por un error sistemático, una co-
rrección podría ayudar a reducir la tensión H0, aunque no sería suficiente
para solucionarla [7].

¿Existen errores sistemáticos en la calibración de las Superno-
vas?: De momento, no se conoce ningún error sistemático en la calibra-
ción de las Supernovas tipo Ia con estrellas cefeidas que tenga la capacidad
de solucionar la tensión H0 [7].

Aunque es importante notar que las SNeIa también pueden ser calibra-
das utilizando otro tipo de estrellas, por ejemplo, es posible calibrar a las
SNeIa utilizando estrellas gigantes rojas variables (MIRAS), esta calibra-
ción [64] otorga H0 = 73.6± 3.9 km/s/Mpc y es consistente con el valor
obtenido utilizando cefeidas. Por otro lado, la colaboración The Carnegie-
Chicago Hubble Program (CCHP) utiliza las estrellas denominadas TRGB
para calibrar a las SNeIa, ellos encuentran un valor de H0 = 69 ± 1.9

km/s/Mpc, este valor se encuentra en una tensión de 1.22σ con respecto
al valor obtenido por Planck 2018 y una tensión de 1.56σ con respecto a
la calibración de cefeidas, desafortunadamente aún no existe una explica-
ción para esto [7]. En la Figura 2.6 se muestra como ha cambiado el valor
estimado de la constante de Hubble a lo largo del tiempo.

Como puede observarse, la posibilidad de que tensión H0 pueda ser expli-
cada por errores sistemáticos en las mediciones aún no está completamente
descartada [7].
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2.4. La tensión S8

Figura 2.6: En la figura se muestra como han ido cambiando las estimaciones
de la constante de Hubble como función del tiempo. En color amarillo se mues-
tran las estimaciones de H0 obtenidas estudiando el CMB. En color morado se
muestran las estimaciones de H0 obtenidas con mediciones de estrellas cefeidas.
En color naranja, se muestra las estimaciones obtenidas utilizando las estrellas
conocidas como TRGB. En color verde se muestra la estimación de H0 utilizan-
do ondas gravitacionales, y en color verde oscuro se muestra el valor de H0 que
se espera obtener con las nuevas mediciones de LIGO y Virgo. Figura tomada
de [62].

2.4. La tensión S8

Las encuestas a gran escala se han convertido en una de las herramientas
más poderosas para testear distintos modelos cosmológicos, en la actualidad, la
posibilidad de mapear la distribución de materia a grandes escalas en diferentes
corrimientos al rojo nos permite medir la amplitud y la tasa de crecimiento de
estructura σ8 y fσ8.

Las mediciones más recientes sugieren que existe una tensión mayor a 2σ
entre el valor de la amplitud de las fluctuaciones de materia obtenido por la
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colaboración Planck 2018 asumiendo el modelo ΛCDM y el valor obtenido a
través de las mediciones del universo local [68]. Para observar esta tensión es
conveniente definir la siguiente cantidad S8 ≡ σ8

√
Ωm/0.3. En la Tabla 2.1 se

muestra el valor de S8 obtenido por distintas colaboraciones y la tensión con el
valor de S8 obtenido por Planck 2018.

Colaboración S8 Tensión con respecto a Planck
2018

Planck 2018 [2] S8 = 0.834± 0.016 —
KiDS-450 [69] S8 = 0.745± 0.039 2.11σ
KiDS-450+2dFLenS [70] S8 = 0.742± 0.035 2.39σ
KiDS+VIKING-450 [71] S8 = 0.737+0.040

0.036 2.25σ
DES [72] S8 = 0.783+0.021

0.025 1.93σ
KiDS-1000 [73] S8 = 0.766+0.020

0.014 2.65σ

Tabla 2.1: En la primera columna de esta tabla se muestra la encuesta utilizada
para obtener S8, en la segunda columna se muestra el valor obtenido de S8 y su
correspondiente incertidumbre a 1σ, en la tercera columna se muestra la tensión
de cada medición con respecto a Planck 2018.

Es importante notar que esta tensión podría estar relacionada con el exceso
de lensing medido por Planck [74], el cual ocasiona un S8 más grande.
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Capítulo 3

La teoría de Horndeski

La naturaleza de la expansión acelerada del universo sigue siendo uno de
los mayores misterios de la física moderna. La explicación más simple para este
fenómeno es que la aceleración es causada por una constante cosmológica. No
obstante, los tensiones mencionados en el Capítulo anterior han llevado a los
teóricos a desarrollar modelos alternativos que pueden explicar la expansión ace-
lerada sin la necesidad de una constante cosmológica. Algunos de estos incluyen
la adición de componentes exóticos o una modificación a la Relatividad General.
En particular, muchas de estas teorías introducen un campo escalar, un concep-
to que aparece con frecuencia en la física de partículas. Por ejemplo, la partícula
de Higgs es una excitación de un campo escalar llamado campo de Higgs el cual
es un componente crucial en el Modelo Estándar de física de partículas. Por
otro lado, el añadir un campo escalar a la acción de Einstein-Hiblert, tampoco
es algo nuevo en cosmología. En en la actualidad sabemos que es necesario que
el universo temprano haya pasado por un periodo de expansión exponencial
(también conocido como periodo de inflación) o de lo contrario no podríamos
explicar los problemas de planitud, horizontes y reliquias primordiales. El mo-
delo estándar para la inflación resuelve todos estos problemas, recurriendo a un
campo escalar, el cual provoca la expansión del universo recurriendo a la adición
de un campo de escalar a la acción de Einstein-Hilbert.

En el universo tardío, añadir este campo escalar añadiría un grado de liber-
tad dinámico adicional que podría explicar la expansión acelerada del universo
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e introducir nuevos efectos en la formación de estructura.
La teoría escalar-tensor más general construida a partir de un Lagrangiano

no degenerado, que tiene ecuaciones de campo de segundo orden, se conoce
como teoría de Horndeski [9]. En cuatro dimensiones, la acción de la teoría de
Hordenski es:

S[gab, φ] =

∫
d4x
√
−g

[
5∑
i=2

1

8πG
Li[gab, φ]

]
, (3.1)

donde los cuatro lagrangianos Li, están dados por:

L2 = G2(φ,X), L3 = −G3(φ,X)�φ,

L4 = G4(φ,X)R +G4X

[
(�φ)2 − φ;abφ

;ab
]
,

L5 = G5(φ,X)Gabφ
;ab − G5X(φ,X)

6

[
(�φ)3 + 2φν;µφ

α
;νφ

µ
;α − 3φ;abφ

;ab�φ
]
,

con G2, G3, G4 y G5 funciones arbitrarias del campo escalar φ y su término
cinético 2X = −∂µφ∂µφ. En las ecuaciones anteriores R el escalar de Ricci,
Gµν el tensor de Einstein y usamos los subíndices X y φ para denotar derivadas
parciales, con respecto aX y φ. Las funcionesGi son completamente arbitrarias,
sin embargo, en este trabajo se explicará como las hemos restringido.

3.1. Restricciones sobre los modelos
cosmológicos de Horndeski

La detección casi simultánea de las ondas gravitacionales GW 170817 [58] y
la explosión de rayos gamma GRB 170817A [59] impone una fuerte restricción a
la velocidad a la que se propagan las ondas gravitacionales [75] para corrimientos
al rojo z 6 0.01

− 3× 10−15 < cGW − 1 < 7× 10−16.

Esta restricción impone restricciones a las teorías de Horndeski que podrían
explicar la expansión acelerada. Sin embargo, debe de quedar claro que solo
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esta dada para z < 0.01, lo cual implica que aún es posible que en el universo
temprano se haya tenido cGW 6= 1 [76].

En esta tesis nos limitaremos a estudiar la subclase de modelos de Horndeski
que cumplen la condición cGW = 1. Utilizando esta restricción y la ecuación
(3.9), es posible mostrar que estos modelos están dados por G4X = 0 y G5 = 0.
Bajo esta restricción los modelos de Horndeski viables de tienen la forma

L = G2(φ,X)−G3(φ,X)�φ+G4(φ)R, (3.2)

donde φ representa al campo escalar, R al escalar de Ricci, � al D’Alembertiano
yG2,G3 son funciones arbitrarias de φ yX. Podemos interpretar al Lagrangiano
(3.2) como una extensión a la Relatividad General, ya que dependiendo de la
forma en que elijamos a los Gi’s, somos capaces de recuperar diversas teorías
de Gravedad, por ejemplo, podemos recuperar Relatividad General si tomamos

G4 = 1/2, Gi = 0, i = 2, 3, (3.3)

por otro lado, el modelo ΛCDM surge de elegir a los Gi’s de la siguiente forma

G4 = 1/2, G2 = −Λ, G3 = 0, (3.4)

el modelo de Quintaesencia puede ser recuperado a través de

G4 = 1/2, G2 = X − V, G3 = 0. (3.5)

y también es posible recuperar a teorías como f(R), Galileones covariantes y
otros [29].

3.1.1. Interpretación física de los Lagrangianos en la

teoría de Horndeski

Para poder obtener una interpretación física de los Gi’s que aparecen en la
teoría de Horndeski, es necesario recurrir a la teoría de perturbaciones lineales
a primer orden de las ecuaciones de campo, sin embargo, dado que el objetivo
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central de esta tesis no es estudiar la teoría de perturbaciones lineales, tomare-
mos los resultados obtenidos previamente en la literatura y los utilizaremos para
poder interpretar a cada uno de los Lagrangianos que aparecen en la acción (3.1).

Es posible mostrar que la evolución de las perturbaciones lineales de la teoría
de Horndeski [25, 28] sobre un fondo de FLRW están determinada por cuatro
funciones independientes entre sí, adimensionales y dependientes del tiempo, αi,
estas funciones están dadas por

Fuerza cosmológica de la gravedad M 2
∗ (τ): Este término esta relacionado

con la tasa de evolución de la masa de Planck efectiva αM = d lnM2
∗

d ln a , es de-
cir, controla como varia la intensidad de los campos gravitatorios como función
del tiempo y además, está relacionado directamente con el estrés anisotrópico.
Recibe contribuciones de G4, G5 y tiene la forma

M 2
∗ ≡ 2

(
G4 − 2XG4X −

Hφ′XG5X

a
+XG5φ

)
. (3.6)

Termino cinético αK: Este término modula que tan fácil es perturbar al
campo escalar. Valores altos de αK suprimen la velocidad del sonido de las
perturbaciones escalares. Recibe contribuciones de los cuatro Gi’s

H2M 2
∗αK ≡ 2X(G2X + 2XG2XX − 2G3φ − 2XG3φX)

+
12Hφ′X

a
(G3X +XG3XX − 3G4φX − 2XG4φXX)

+12H2X(G4X −G5φ +X[8G4XX − 5G5φX ] + 2X2(G4XXX −G5XX))

+
4H3φ′X

a
(3G5X + 7XG5XX + 12X2G5XXX). (3.7)

Termino de trenzado αB(τ): Este termino mide la mezcla entre las pertur-
baciones de la métrica y del campo escalar. Además, conduce una modificación
entre el acoplamiento de la materia y la curvatura, esto se puede aproximar co-
mo una modificación de la constante de Newton efectiva. Recibe contribuciones
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de G3, G4 y G5, tiene la forma

HM 2
∗αB ≡

2φ′

a
(XG3X −G4φ − 2XG4φX)

+8HX(G4X + 2XG4XX −G5φ −XG5φX)
2H2φ′X

a
(3G5X + 2XG5XX). (3.8)

Tensor de exceso de velocidad αT (τ): Este término mide la diferencia entre
la velocidad de propagación de las ondas gravitacionales y la velocidad de la
luz, cGW = 1 + αT . Recibe contribuciones de G4 y G5

αT ≡ 4X(G4X −G5φ)−
2

a2
(φ′′ − 2aHφ′)XG5X , (3.9)

debido a la observación de GW 170817, este término está limitado a ser igual a
cero para z < 0.01, o de lo contrario lidiaríamos con problemas de ajuste fino
en la teoría de Horndeski.

3.1.2. Ecuaciones de movimiento

Para estudiar la dinámica de la aceleración cósmica en los modelos de Horn-
deski, describiremos a la materia como un fluido perfecto mínimamente acoplado
a la gravedad, esto nos permite escribir la acción para estos modelos como

S[gab, φ] = SH [gab, φ] + Sm[gab], (3.10)

donde SH es la acción de Horndeski asociado a la ecuación (3.2) y Sm es el La-
grangiano que describe al contenido material del universo. Para derivar las ecua-
ciones de movimiento de la acción (3.10), utilizaremos una métrica de FLRW
espacialmente plana

ds2 = dt2 − a2(t)[dx2 + dy2 + dz2]. (3.11)

Dado que nos enfocamos en aspectos tardíos del universo, la densidad de radia-
ción puede despreciarse, por tanto, bajo las condiciones anteriores las ecuaciones
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de Friedmann para los modelos de Horndeski que cumplen con la restricción es-
tablecida en la sección 3.1 están dadas por

H2 =
8πG

3
ρm + ε, (3.12)

ε̇+ 3H(ε+ P ) = 0, (3.13)

con ε es la densidad efectiva asociada al campo escalar y P la presión efectiva,
las cuales están dadas por las siguientes expresiones

ε =
1

3
[−G2 + 2X(G2X −G3φ)] + 2Hφ̇ [−G4φ +XG3X ]

+H2 [1− 2G4] , (3.14)

P =
2

3
Ḣ[1− 2G4] +

1

3
H2[−3(1− 2G4)] +

2

3
(Hφ̇+ φ̈) [G4φ −XG3X ]

+
1

3
[G2 − 2X(G3φ − 2G4φφ)] +

2Hφ̇

3
[G4φ +XG3X ] , (3.15)

ya que el campo escalar representa el papel de la constante cosmológica en estos
modelos, resulta útil calcular su ecuación de estado efectiva a través de

ωφ = P/ε, (3.16)

además, ya que se espera que las desviaciones con respecto a ΛCDM sean pe-
queñas, es de esperar que en z = 0, ωφ ≈ −1, lo cual es sumamente útil, ya que
nos permitirá obtener las condiciones iniciales que son necesarias para resolver
la ecuación (3.13).

En el siguiente Capítulo nos dedicaremos a estudiar las observaciones y a
través de ellas extraeremos información acerca de la expansión del universo, la
cual nos permitirá obtener cotas sobre los Gi.
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Capítulo 4

Reconstrucciones
modelo-independientes de observables

cosmológicas

Los métodos utilizados para estudiar las observaciones se pueden clasificar
en métodos dependientes e independientes del modelo. Los métodos depen-
dientes del modelo son útiles cuando se conoce la relación entre las variables
del fenómeno en estudio y nuestro objetivo es restringir los parámetros libres
del modelo. Por otro lado, cuando se quiere poner a prueba un modelo, es útil
utilizar los métodos independientes, estos proporcionan información sobre la
tendencia general de las variables de interés y nos permiten utilizarlos para
testear la validez de distintos modelos. Entre los métodos independientes del
modelo más útiles tenemos a los Procesos Gaussianos (GP), los cuales son un
enfoque de estadística bayesiana que nos permite obtener una función que des-
cribe un conjunto determinado de datos sin asumir un modelo particular para
su descripción.

Intuitivamente un Proceso Gaussiano necesita de una serie de puntos ob-
servacionales y dados estos puntos el proceso se encarga de encontrar la región
de confianza en la cual es más probable que viva la función que describe a los
datos1.

1Es útil (aunque no del todo correcto) pensar en GP como un método que nos permite asignar
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Como se mencionó anteriormente, uno de los objetivos de este trabajo es
estudiar la expansión tardía del universo de una manera independiente de cual-
quier modelo cosmológico, para ello haremos uso del mayor número posible de
observaciones que involucren a H(z) y de GP. En la Figura 4.1 se muestra una
representación esquemática del resultado que se espera obtener al finalizar este
Capítulo.

Figura 4.1: En rojo se muestran las observaciones de H(z) obtenidas de [77].
La linea negra representa el valor medio de la función a reconstruir y la región
en color gris representa los contornos de confianza a 1σ.

Una vez que tengamos la reconstrucción para la expansión tardía del universo,
podremos utilizarla para obtener cotas sobre parámetros cosmológicos relevan-
tes, tales como H0 o los parámetros de densidad Ω, y en nuestro caso será de
especial interés acotar la forma de los Gi que aparecen en la teoría de Horndeski.

4.1. Procesos Gaussianos

El propósito general de esta sección es explicar el formalismo que está de-
trás de los Procesos Gaussianos, la aplicación de este método en el contexto de
una región de confianza en la cual debe de vivir el modeo que describe a las observaciones, además nos
permite interpolar y extrapolar estos contornos a las regiones en las cuales no tenemos observaciones.
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4.1. Procesos Gaussianos

la cosmología es reservada para la subsección 4.2.1. En estadística, un Proce-
so Gaussiano (GP) es un proceso estocástico tal que toda colección finita de
variables aleatorias que compone al proceso tiene una distribución Gaussiana
multivariante, es decir, cada combinación lineal finita de estas variables se distri-
buye normalmente, y la distribución para el Proceso Gaussiano es la distribución
conjunta de todas las variables aleatorias que lo componen [78].

Dadas las características anteriores, un Proceso Gaussiano para una función
f definida en un conjunto de puntos z está completamente especificado por el
valor medio de la función f(z), el cual denotamos por f y por su función de
covarianza (kernel) k(z̃, z). Denotamos al GP para f(z) de la siguiente manera:

f(z) ∼ N (f,K(z, z)). (4.1)

donde K es la matriz de covarianza para la distribución (4.1) y esta dada por

[K(z, z)]ij ≡ k(zi, zj), (4.2)

la matriz de covarianza expresa el hecho de que la función a reconstruir evaluada
en un punto z̃ no es independiente de la función evaluada en otro punto z. Exis-
te una amplia gama de funciones de covarianza, se ha mostrado en diferentes
artículos [78, 79, 80] que elegir dos kernels distintos para realizar las reconstruc-
ciones lleva a un cambio en el valor medio de los parámetros a determinar por la
reconstrucción, sin embargo, el valor medio de estos parámetros siempre2 coin-
cide dentro del intervalo de confianza a 1σ entre las distintas reconstrucciones.
En este trabajo, solo usaremos dos distintos kernels, para ser específicos usamos
los dos siguientes

k(z, z′) = σ2
f exp

(
−(z − z′)2

2l2

)
, → Cuadrático exponencial (4.3)

k(z, z′) = σ2
f

(
lf

(z − z′)2 + l2f

)
, → Kernel de Cauchy (4.4)

2Siempre y cuando se elija una función de covarianza razonable para el problema que se está
tratando, en nuestro caso necesitamos que está función sea continua y diferenciable al menos una
ocasión, además es de esperar que la correlación para la función evaluada en dos puntos decaiga con
la distancia.
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4.1. Procesos Gaussianos

donde σf y l son dos parámetros libres conocidos con el nombre de hiperpa-
rámetros. Físicamente σf determina el ancho de la función reconstruida y l

determina cómo cambia la correlación entre dos puntos, un l grande (con res-
pecto a la unidad) da como resultado una función reconstruida suave, mientras
que un l pequeño otorga una función oscilante [81].

El kernel cuadrático exponencial describe de manera efectiva a la familia de
kernels conocidos como Matérn3 evitando los problemas de convergencia aso-
ciados con los hiperparámetros de estos. Como desventaja, se ha mostrado que
el kernel cuadrático exponencial puede llevar a subestimar los contornos de con-
fianza asociados con las reconstrucciones [81]. Por otro lado, el kernel de Cauchy
no pertenece a la familia de Matérn y no puede ser descrito por el kernel cuadrá-
tico exponencial, por esta razón es interesante analizarlo como una alternativa
para describir la covarianza de los datos.

Par analizar como reconstruir una función utilizando GP, tomemos un conjunto
de datos observacionales (z, y), asumiremos que las observaciones están disper-
sadas alrededor de la función que queremos reconstruir, esto es, yi = f(zi) + εi,
donde εi ∼ N (0, σ2

n), esto nos permite asociar una distribución de probabilidad
a las observaciones, la cual toma la siguiente forma

y ∼ N (µ,K(z, z) + C), (4.5)

donde µ es el valor medio de las observaciones, C es su matriz de covarianza
y K, está dado por la ecuación (4.2). Los hiperparámetros σf y l se obtienen
maximizando el logaritmo4 de la distribución de probabilidad asociada a las
observaciones

lnL = ln p(y|z, σf , l) =

−1

2
(y − µ)T [K(z, z) + C]−1(y − µ)− 1

2
ln |K(z, z) + C|+ cte. (4.6)

3Estos kernels pueden ser interpretados como expansiones en serie de Taylor del kernel Cuadrá-
tico exponencial.

4Dado que se asume que las distribución de las observaciones es Gaussiana, tomar el logaritmo
de la distribución de probabilidad simplifica la maximización, aunque no es necesario hacerlo.
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4.1. Procesos Gaussianos

Por otro lado, podemos generar una función aleatoria f(z) a través de un proceso
Gaussiano, para ello, generamos un vector f ∗ que contiene el valor de la función
evaluada en los puntos z∗ donde queremos reconstruir nuestra función y le
asociamos una distribución de probabilidad

f ∗ ∼ N (µ∗, K(z∗, z∗)), (4.7)

donde µ∗ es el valor medio asumido a priori para f ∗ y K se obtiene a través de
las funciones de covarianza (kernels). Podemos calcular la distribución de pro-
babilidad conjunta entre las distribuciones (4.5) y (4.7), con lo cual obtenemos[

y

f ∗

]
∼ N

([
µ

µ∗

]
,

[
K(z, z) + C K(z, z∗)

K(z∗, z) K(z∗, z∗)

])
, (4.8)

en la ecuación anterior “y” es conocido a través de las observaciones y nuestro
objetivo central es acotar el valor de la función f ∗ en la región en la cual no
tenemos datos, esto se puede hacer calculando la distribución de probabilidad
condicional para la función f ∗

f ∗|z, z∗, y ∼ N (f
∗
, cov(f ∗)), (4.9)

con

f
∗

= µ∗ +K(z∗, z) [K(z, z) + C]−1 (y − µ), (4.10)

cov(f ∗) = K(z∗, z∗)−K(z∗, z) [K(z, z) + C]−1K(z, z∗), (4.11)

donde f ∗ es la media de f ∗ y cov(f ∗) su matriz de covarianza. La ecuación (4.9)
es la distribución posterior de la ecuación (4.7) dado un conjunto de datos y el
prior asumido para f ∗. Las ecuaciones (4.10) y (4.11) pueden parecer complejas,
no obstante, en esas ecuaciones

µ: Es el valor medio de las observaciones.

z: Son los puntos en los cuales están las observaciones.

C: Es la matriz de covarianza de los datos
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4.2. Datos observacionales empleados en las reconstrucciones

µ∗: Es el valor medio asumido a priori para la reconstrucción5.

z∗: Es el conjunto de puntos en donde queremos reconstruir f ∗.

K: El elemento ij de la matriz de covarianza se calcula evaluando las
funciones de covarianza (4.3) y (4.4) en los puntos zi y zj.

por tanto, lo único que tenemos que hacer para reconstruir a f ∗ es calcular K,
el valor de los hiperparámetros σf , l y sustituir el resultado en las ecuaciones
(4.10) y (4.11). Para obtener más información sobre los Procesos Gaussianos,
remitimos al lector a [11, 81].

4.2. Datos observacionales empleados en las
reconstrucciones

Pantheon SNeIa: Utilizamos los datos de Pantheon [82], esta muestra
contiene 1048 supernovas de tipo Ia en un rango de corrimiento al rojo
0.01 < z < 2.26, la calibración de los datos se realiza con los siguientes
priors sobre H0

• Planck [2]: HPlanck
0 = 67.4± 0.5 km/s/Mpc.

• Riess [3]: HR
0 = 73.24± 1.74 km/s/Mpc.

• TRGB [5]: HTRGB
0 = 69.8± 1.9 km/s/Mpc.

• H0LiCOW [6]: HHW
0 = 73.3+1.7

−1.8 km/s/Mpc.

Cronómetros cósmicos (CC): Los datos de Cronómetros cósmicos pro-
porcionan estimaciones para el valor de H(z), las cuales no dependen de
un modelo cosmológico particular. Estas estimaciones se obtienen [83]
comparando la edad de galaxias con baja formación de estrellas, con una
metalicidad similar y separadas por un pequeño intervalo de corrimiento

5En la subsección 4.2.1 se explica como elegimos el prior para realizar las reconstrucciones de
la expansión tardía.
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4.2. Datos observacionales empleados en las reconstrucciones

al rojo. Para obtener estas estimaciones los astrónomos miden la diferencia
4z de corrimiento al rojo entre un par de galaxias con las características
anteriores, además miden el espectro de cada una de ellas y utilizando
el modelo de evolución estelar [84] BC03 (Bruzual & Charlot 2003) ellos
analizan el espectro y con ello obtienen una estimación para la edad t de
cada una de las galaxias. En el modelo BC03, los parámetros ajustables
son la función de masa estelar inicial6 (IMF) y el ritmo de formación de
estrellas (SFR), este modelo adopta la parametrización de Chabrier [85]
para la IMF y diversas funciones para el ritmo de formación de estrellas.

Una vez que se ha medido4z y se ha estimado4t (con ayuda del modelo
BC03), entonces, a través de la determinación del cociente 4z/4t es
posible inferir la derivada dz/dt y con ello obtener H(z) a través de la
siguiente ecuación

H(z) = − 1

1 + z

dz

dt
.

En la actualidad hay 31 estimaciones [77] para H(z) obtenidas mediante
los cronómetros cósmicos.

Clustering de galaxias: Los astrónomos analizan las oscilaciones acús-
ticas de bariones con funciones de correlación de dos puntos, este análisis
les permite obtener medidas [86] del producto H(z)rd, donde rd es el ho-
rizonte de sonido en la época del arrastre7. Para romper la degeneración
entre estos dos parámetros es necesario asumir una cosmología fiducial
esto les permite estimar rd y posteriormente obtener H(z), la cosmología
fiducial que asumen es ΛCDM.

Actualmente hay 20 estimaciones [77] de H(z) obtenidas con este método.
En el articulo [77] para calibrar a los datos se asume como valor común
rd = 147.33 ± 0.49 Mpc el cual es obtenido por la colaboración Planck
2015 [87]. Sin embargo, antes de realizar la calibración es necesario tomar

6La IMF es una función que describe la distribucion inicial de masas para una población de
estrellas.

7En inglés la época de arrastre es conocida como drag epoch.
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4.2. Datos observacionales empleados en las reconstrucciones

en cuenta el efecto sistemático asociado con el hecho de algunos datos
fueron obtenidos considerando cosmologías fiduciales distintas, después
de realizar la corrección a este efecto se llega finalmente a rd = 147.33±
5.08Mpc. Cabe señalar que la matriz de covarianza que se asume en el
articulo es diagonal, los resultados de la calibración se presentan en la
Tabla 2 de [77].

4.2.1. Reconstrucción de la expansión tardía

Para realizar las reconstrucciones de H(z), es necesario transformar las me-
diciones, para ello recordamos que los datos de la muestra Pantheon una vez
que están calibrados nos dan información sobre el módulo de distancia µ(z), el
cual esta relacionado con la distancia luminosa a través de la siguiente ecuación

dL(z) = 10(µ(z)−25)/5, (4.12)

para transformar los datos de Pantheon sustituimos los datos de µ(z) en la
ecuación (4.12), con ello obtenemos

dL(z) = dL(z)± σdL(z), (4.13)

donde dL es el valor medio de dL y σdL es la incertidumbre estadística a 1σ
que resulta de la propagación de errores. La propagación de errores es realizada
con el procedimiento que se muestra en el libro [88], para detallar el proceso
de propagación de errores, supongamos que tenemos una cantidad A = a ± b,
donde a es su valor medio y b su incertidumbre estadística a 1σ, entonces al
dividir A por una constante n, la incertidumbre estadística resultante de esa
operación (a la cual llamaremos B) es B = b

n , por otro lado, el error E que
resulta de la operación 10A, es

E =
√

102ab ln 10, (4.14)

bajo estas reglas se puede mostrar que

σdL(z) =

√
10

2
5µ(z)σµ(z) ln 10

5× 105
, (4.15)
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4.2. Datos observacionales empleados en las reconstrucciones

donde µ(z) es el valor medio de las observaciones de Pantheon y σµ(z) su incer-
tidumbre a 1σ. Para realizar las reconstrucciones resulta útil definir la siguiente
cantidad

dp(z) ≡ dL(z)

(1 + z)c
, (4.16)

donde c es la velocidad de la luz. Tomamos la ecuación (4.13) y la sustituimos
en la ecuación (4.16), con lo cual obtenemos

dp(z) =
1

(1 + z)c

(
dL(z)± σdL(z)

)
, (4.17)

por tanto hemos transformado los datos de µ(z) en información sobre la función
dp(z). Si asumimos que el universo es espacialmente plano y usamos la ecuación
(4.16) podemos mostrar que

d′p(z) =
1

H(z)
, (4.18)

esto es importante, ya que nos permite transformar las mediciones de CC y CL
a información sobre d′p, para ello sustituimos las mediciones de H(z) en (4.18)
y con ello obtenemos

d′p(z) =
1

H(z)
± σH(z)

H
2
(z)
≡ d′p(z)± σd′p(z), (4.19)

donde H(z) es el valor medio de las observaciones de H(z) y σH(z) es su co-
rrespondiente incertidumbre a 1σ.

El proceso de transformar las mediciones nos permite observar lo siguiente:
Los datos de Pantheon nos otorgan información sobre la función dp(z) y las
mediciones de CC y CL nos dan información sobre la derivada con respecto
a z de la función dp(z). Esto nos otorga la información necesaria para aplicar
un Proceso Gaussiano y con ello reconstruir a la función dp(z), para hacerlo
aplicamos el siguiente procedimiento:

1. Para iniciar la reconstrucción asignamos una distribucion probabilidad
Gaussiana a los datos de dp(z), los cuales son obtenidos a través de la
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4.2. Datos observacionales empleados en las reconstrucciones

ecuación (4.17). El valor medio de esta distribucion va a estar dado por
dL(z), mientras que su desviación estándar es σdL(z).

2. Asignamos una distribución de probabilidad Gaussiana al resultado de
sustituir las mediciones de CC y CL en la ecuación (4.19). El valor me-
dio de esta distribucion es d′p(z), mientras que su desviación estándar es
σd′p(z).

3. Calculamos la distribución de probabilidad conjunta entre las distribucio-
nes asignadas a dp(z) y d′p(z).

4. Elegimos los z en los cuales queremos reconstruir la función dp(z). En
nuestro caso elegimos reconstruir la función en 100 puntos equidistantes
dentro del intervalo en el cual se encuentran las observaciones, es decir,
en z ∈ (0, 2.37).

5. Los hiperparámetros σf y l que aparecen en las funciones de covarianza
(4.3 ) y (4.4) son obtenidos maximizando el logaritmo de la distribucion
de probabilidad de las observaciones, el cual esta dado por la ecuación
(4.6).

6. Asignamos un prior para el valor medio de dp(z). En nuestro caso, para
todas las reconstrucciones elegimos un prior plano para el valor medio de
dp(z). El prior se toma de tal forma que la distribucion de probabilidad
que se le asigna es centrada en cero y tiene un ancho igual a 2 veces el
valor del hiperparámetro σf , elegir este prior hace que evitemos asumir
una cosmología fiducial para la reconstrucción. Es importante notar que
el prior debe de ser colocado en todos los z∗ en los cuales se realiza la
reconstrucción. El valor de σf para el kernel de Gaussiano y el kernel de
Cauchy es del orden de la unidad, mientras que los datos para dp(z) tienen
un orden que varia desde de 10−3 hasta 10−1, por lo que el prior resulta
lo suficientemente grande como para incluir a todas las mediciones, ver
Figura 4.2.
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Figura 4.2: En la parte superior se muestra el prior utilizado para realizar las
reconstrucciones, en la parte inferior se muestran los contornos de confianza a
una y dos desviaciones estándar, los cuales son obtenidos al realizar la recons-
trucción con los datos de Pantheon calibrados con HR

0 .

7. Finalmente, para realizar la reconstrucción es necesario calcular la dis-
tribucion de probabilidad que le corresponde a la reconstrucción, la cual
esta dada por la ecuación (4.9). Para ello hacemos uso del código que se
muestra en el artículo [81], el cual tiene como principal objetivo estimar el
valor medio y la varianza de la distribucion asignada a la reconstrucción,
los cuales están dados por las ecuaciones (4.10) y (4.11), respectivamente.

Como resultado de aplicar el procedimiento anterior obtenemos a la función
dp(z) reconstruida, esto nos permite obtener H(z) de la ecuación (4.16), de la
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siguiente manera

H(z) =
1

d′p(z)
=

1

d′p(z)
±
σd′p(z)

d′
2

p(z)
, (4.20)

donde d′p(z) es el valor medio de la derivada de la función reconstruida y σd′p(z)

es su desviación estándar.

4.3. Reconstrucciones de H(z)

En esta sección se muestran los resultados obtenidos para la reconstrucción
de la expansión tardía del universo. En las Figuras 4.3-4.4 se puede observar
el resultado de realizar el proceso Gaussiano con distintos conjuntos de datos.
Esto es importante, ya que como se menciono en 4.2 los datos de CL están
calibrados asumiendo una cosmología de referencia, lo cual introduce un sesgo en
las reconstrucciones. Se observa que incluir las mediciones de CL, en el proceso
Gaussiano tiene como efecto una reducción en el ancho de los contornos de
confianza principalmente para z > 1.5, no obstante, es importante observar
que todas las reconstrucciones coinciden en el intervalo de confianza a 1-σ, sin
importar si incluimos o excluimos los datos de CL.

En las Tablas 4.1-4.2 se muestra el valor de H0 obtenido con cada una de
las reconstrucciones, en la siguiente sección se analizarán los resultados.
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Figura 4.3: Reconstrucciones deH(z) con el kernel cuadrático exponencial (4.3)
y sus incertidumbres correspondientes a 1-σ con los cuatro priors para H0. De
arriba a abajo: Usando HR

0 , usando HHW
0 , usando HPlanck

0 y usando HTRGB
0 .

Denotamos: (1) Pantheon + Hprior
0 (color verde oliva), (2) Pantheon + Hprior

0

+ CC (color rojo) y (3) Pantheon + Hprior
0 + CC + CL (color azul). También

incluimos los datos observacionales en color verde oliva y color rojo, los cuales
describen las mediciones de CL y CC respectivamente.
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Figura 4.4: Reconstrucciones de H(z) con el kernel de Cauchy (4.4) y sus in-
certidumbres correspondientes a 1-σ con los cuatro priors para H0. De arriba a
abajo: Usando HR

0 , usando HHW
0 , usando HPlanck

0 y usando HTRGB
0 .Denotamos:

(1) Pantheon + Hprior
0 (color verde oliva), (2) Pantheon + Hprior

0 + CC (color
rojo) y (3) Pantheon + Hprior

0 + CC + CL (color azul). También incluimos los
datos observacionales en color verde oliva y color rojo, los cuales describen las
mediciones de CL y CC respectivamente.
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Resultados para la función de covarianza cuadrática exponencial
Conjunto de datos H0 [km/s/Mpc]
CC 67.32± 4.74
CC + CL 67.08± 3.01
Pantheon+ HR

0 72.94± 0.40
Pantheon+ HR

0 + CC 72.83± 0.41
Pantheon+ HR

0 + CC+ CL 73.48± 0.36
Pantheon+ HHW

0 73.00± 0.41
Pantheon+ HHW

0 + CC 72.97± 0.42
Pantheon+ HHW

0 + CC+ CL 73.63± 0.38
Pantheon+ HPlanck

0 67.11± 0.37
Pantheon+ HPlanck

0 + CC 67.10± 0.38
Pantheon+ HPlanck

0 +CC+ CL 66.77± 0.33
Pantheon+ HTRGB

0 69.53± 0.41
Pantheon+ HTRGB

0 + CC 69.51± 0.42
Pantheon+ HTRGB

0 +CC + CL 69.53± 0.37

Tabla 4.1: En la primera columna de esta tabla se muestra el conjunto de datos
utilizados para realizar cada reconstrucción, en la segunda columna se muestra
el valor de H0 obtenido con cada reconstrucción y su correspondiente incerti-
dumbre a 1σ en unidades de km/s/Mpc.
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Resultados para la función de covarianza de Cauchy
Conjunto de datos H0 [km/s/Mpc]
CC 69.43± 5.23
CC + CL 67.41± 3.17
Pantheon+ HR

0 72.92± 0.42
Pantheon+ HR

0 + CC 72.86± 0.42
Pantheon+ HR

0 + CC+ CL 73.51± 0.37
Pantheon+ HHW

0 72.98± 0.43
Pantheon+ HHW

0 + CC 73.00± 0.44
Pantheon+ HHW

0 + CC+ CL 73.67± 0.39
Pantheon+ HPlanck

0 67.10± 0.39
Pantheon+ HPlanck

0 + CC 67.13± 0.39
Pantheon + HPlanck

0 + CC+ CL 66.81± 0.35
Pantheon+ HTRGB

0 69.52± 0.43
Pantheon+ HTRGB

0 + CC 69.55± 0.44
Pantheon+ HTRGB

0 + CC+ CL 69.58± 0.38

Tabla 4.2: En la primera columna de esta tabla se muestra el conjunto de datos
utilizados para realizar cada reconstrucción, en la segunda columna se muestra
el valor de H0 obtenido con cada reconstrucción y su correspondiente incerti-
dumbre a 1σ en unidades de km/s/Mpc.
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4.4. Análisis de las reconstrucciones

Como se ve en las Figs. 4.3 - 4.4 la reconstrucción depende del prior que
usemos para calibrar los datos, por lo tanto procedemos a calcular la estadística
de χ2 para cada reconstrucción, lo cual nos permitirá determinar cual es la que
mejor se ajusta a las observaciones, para ello definimos

χ2
Pantheon =

NPantheon∑
i

(µ(zi)obs − µ(zi)recons)
2

σ(zi)2
obs,Pantheon

, (4.21)

χ2
CC =

NCC∑
i

(H(zi)obs −H(zi)recons)
2

σ(zi)2
obs,CL

, (4.22)

χ2
CL =

NCL∑
i

(H(zi)obs −H(zi)recons)
2

σ(zi)2
obs,CL

, (4.23)

χ2
H0

=
(H0,obs −H0,recons)

2

σ(zi)2
obs,H0

, (4.24)

donde N es el número de observaciones para el conjunto de datos D, Dobs(zi)

es el punto observado con corrimiento al rojo zi, σi es el error asociado con cada
medición, Drecons(zi) es el valor predicho por la reconstrucción y

χ2
Total = χ2

Pantheon + χ2
CC + χ2

CL + χ2
H0
. (4.25)

Datos utilizados Kernel exponencial Kernel de Cauchy
Pantheon+ HR

0 + CC+ CL 1151.88 1150.53
Pantheon+ HHW

0 + CC+ CL 1065.38 1063.97
Pantheon+ HPlanck

0 + CC+ CL 1138.33 1137.24
Pantheon + HTRGB

0 + CC+ CL 952.90 952.04

Tabla 4.3: Estadística de χ2 para las reconstrucciones. En la primera columna se
muestran los datos utilizados para obtener cada reconstrucción, en la segunda
columna se muestra el χ2

Tot obtenido para la reconstrucción realizada con el
kernel cuadrático exponencial y en la tercera columna el χ2

Total obtenido usando
el kernel de Cauchy.
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La Tabla 4.3 nos permite ver que la reconstrucción que mejor describe el
conjunto total de datos es la que esta calibrada con HTRGB

0 , ya que es la que
minimiza la estadística de χ2. Es importante notar que el H0 obtenido con esta
reconstrucción está a 3.4σ del H0 de la colaboración Planck 2018. Esto aporta
evidencia, de que la tensión no solo se encuentra presente en z = 0, sino que es
algo que existe incluso en z > 0.

4.4.1. Constricciones sobre los parámetros de densidad

Dado que los parámetros cosmológicos H0 y Ω0
m están degenerados entre

sí, es de esperar que la tensión H0 se traduzca en una nueva tensión entre el
Ω0
m determinado por Planck 2018 y las determinaciones modelo independientes

para Ω0
m. Para analizar si este es el caso, usaremos las reconstrucciones H(z)

para obtener cotas sobre el valor de los parámetros de densidad en la actualidad
y analizaremos si están en tensión con los parámetros de densidad de ΛCDM
determinados por la colaboración de Planck 2018.

Para obtener información sobre los parámetros de densidad asumiremos lo
siguiente: El universo a gran escala puede ser descrito por la métrica de FLRW,
es espacialmente plano, la materia dentro del universo puede ser descrita por
un fluido perfecto, además el universo contiene un fluido efectivo, y la materia
y el fluido efectivo solo interactúan gravitacionalmente. Bajo estos supuestos la
ecuación de Friedmann tiene la siguiente forma

H2 = H2
0 [Ω0

m(1 + z)3 + Ω0
efff(z)], (4.26)

donde por definición Ω0
eff es el parámetro de densidad que corresponde al fluido

efectivo y f(z) es una función a determinar que depende de z, en particular para
ΛCDM, f(z) = 1 para todo z. Para un universo espacialmente plano tenemos la
constricción cosmológica Ωm + Ωeff = 1, podemos sustituir esto en la ecuación
(4.26), entonces obtenemos

H2 = H2
0 [(1− Ω0

eff)(1 + z)3 + Ω0
efff(z)], (4.27)

68



4.4. Análisis de las reconstrucciones

evaluando en z = 0, tenemos que la reconstrucción debe obedecer f(z = 0) =

1, esta es la primera condición inicial para f(z), ahora podemos reescribir la
ecuación (4.26) de la siguiente manera

H2 −H2
0(1 + z)3 = H2

0Ω0
eff [f(z)− (1 + z)3], (4.28)

observamos que si z = 0, ambos lados de la ecuación anterior son 0 y, por tanto,
no podemos obtener ninguna información de Ω0

eff . Sin embargo, esperamos que
H(z) sea una función suave (diferenciable), por lo tanto f(z) no tiene cambios
abruptos, es decir f(z ≈ 0) ≈ 1. De tal forma que si z → 0, ambos lados de la
ecuación (4.28) no son 0, lo cual nos permite despejar Ω0

eff . En el límite donde
z → 0 es cierto que

H2 −H2
0(1 + z)3 ≈ H2

0Ω0
eff [1− (1 + z)3], (4.29)

así,

Ω0
eff ≈

H2 −H2
0(1 + z)3

H2
0 [1− (1 + z)3]

. (4.30)

Procedemos a definir a ∆z como

∆z =
zf − zi
N

, (4.31)

donde N es el número de puntos colocados en la reconstrucción, y los subíndices
f , i denotan el valor final e inicial de z, respectivamente. Tomando zi = 0, vemos
que el z más pequeño al que tenemos acceso con la reconstrucción es ∆z, por
lo tanto

Ω0
eff =

H2 −H2
0(1 + ∆z)3

H2
0 [1− (1 + ∆z)3]

, (4.32)

para hacer la propagación del error de la ecuación anterior procedemos a escribir
H0 y H(∆z) como

H0 = H0 ± σH0
, (4.33)

H(∆z) = H1 ± σH1
, (4.34)
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4.4. Análisis de las reconstrucciones

donde el primer término (con una barra encima) es el valor medio y el segundo
es el error 1σ de H0 y H(∆z) respectivamente. Con estas definiciones hacemos
la propagación de errores

Ω0
effe ≈

√
2

(1 + ∆z)3 − 1

(
H

2
1

H
4
0

σ2
H1

+
H

4
1

H
6
0

σ2
H0

)1/2

, (4.35)

donde por definición, Ω0
effe es el error 1σ para Ω0

eff . Podemos reescribir el error
en términos del número de puntos en la reconstrucción

Ω0
effe ≈

√
2N 3

(N + zf)3 −N 3

(
H

2
1

H
4
0

σ2
H1

+
H

4
1

H
6
0

σ2
H0

)1/2

, (4.36)

analizando la ecuación (4.36) es claro que el error depende del número N de
puntos que se colocan en la reconstrucción, lo que nos lleva a un problema, no
podemos aumentar el número de puntos en la reconstrucción de forma arbitraria
ya que esto aumentaría el error estadístico en el cálculo de Ω0

eff , pero tampoco
podemos hacer que N sea demasiado pequeño o la ecuación (4.30) no seguiría
siendo válida. Para solucionar este problema definimos la siguiente cantidad

E2 ≡
Haprox(∆z)

Hrecons(∆z)
, (4.37)

donde Happrox es el H(z) dado por la ecuación (4.29) y Hrecons es el H(z) dado
por la reconstrucción. Si E2 = 1 la ecuación (4.30) es completamente válida,
si E2 < 1 estamos cometiendo un error adicional al estimar Ω0

effe dado que la
igualdad presentada en la ecuación (4.30) ya no es exacta, por tanto, E2 nos da
una medida de cuán buena es nuestra estimación para Ω0

eff . Presentamos los
resultados del cálculo de Ω0

eff tienen la siguiente forma

Ω0
eff = Ω

0
eff ± Ω0

effs ± Ω0
effn, (4.38)

donde Ω
0
eff es el valor medio Ω0

eff , Ω0
effs es el error a 1σ y Ω0

effn es el error
debido a la aproximación dada por la ecuación (4.30), este error se puede obtener
mediante la ecuación (4.37). En la Tabla 4.4 se muestran los resultados de
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4.4. Análisis de las reconstrucciones

Figura 4.5: En color azul se muestra como varia Ω0
eff como función del número

de puntos N colocados en la reconstrucción, en color rojo se muestra como varia
∆z(N). La intersección entre ambas curvas nos ayuda a encontrar el N que mi-
nimiza los errores y simultáneamente nos da un ∆z lo suficientemente pequeño
como para tener una aproximación decente a la ecuación (4.28). Obtenemos que
Nóptimo ≡ N0 ≈ 43 que corresponde a ∆z = 2.37/N0. La gráfica fue realizada
utilizando los datos de Pantheon + HTRGB

0 + CC+CL con el kernel cuadrático
exponencial.

Datos utilizados Kernel exponencial Kernel de Cauchy
CC 0.651± 0.194± 8.29 % 0.641± 0.191± 8.30 %
CC+ CL 0.654± 0.156± 6.90 % 0.660± 0.161± 7.45 %
Pantheon+HR

0 +CC+CL 0.708± 0.052± 3.40 % 0.705± 0.054± 3.34 %
Pantheon+HHW

0 +CC+CL 0.712± 0.054± 3.46 % 0.709± 0.055± 3.41 %
Pantheon+HPlanck

0 +CC+CL 0.663± 0.053± 2.15 % 0.644± 0.054± 2.33 %
Pantheon+HTRGB

0 +CC+CL 0.664± 0.056± 2.67 % 0.668± 0.059± 2.73 %

Tabla 4.4: Resultados del cálculo del parámetro de densidad Ω0
eff en el intervalo

de confianza a 1σ. En la primera columna se muestran los datos utilizados para
realizar cada reconstrucción. En la segunda columna se muestra el resultado
para Ω0

eff utilizando el kernel cuadrático exponencial, en la tercera columna el
resultado obtenido para Ω0

eff utilizando el kernel de Cauchy.
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4.4. Análisis de las reconstrucciones

calcular (4.38) con las reconstrucciones. Utilizando la ecuación de constricción
Ω0
m+Ω0

Λ = 1, y la reconstrucción que minimiza la estadística de χ2 con respecto
al conjunto total de datos (Pantheon+HTRGB

0 +CC+CL), se puede mostrar que

Ω0
m = 0.336± 0.0563± 2.67 %, → Kernel exponencial , (4.39)

Ω0
m = 0.332± 0.0594± 2.73 %, → Kernel de Cauchy, (4.40)

ambos valores coinciden con el Ω0
m reportado por la colaboración Planck 2018,

por lo cual no encontramos tensión en este parámetro. Aunque esto puede de-
berse al tamaño de nuestras incertidumbres a 1σ.
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Capítulo 5

Constricciones en la Teoría de
Horndeski

El objetivo de este Capítulo es utilizar las reconstrucciones obtenidas en el
Capítulo 4 para obtener cotas sobre los modelos de Horndeski presentados en la
sección 3.1. Como se vio en el sección 4.4, la reconstrucción que mejor describe
a las observaciones de Cronómetros cósmicos, Clustering de Galaxias y Super-
novas tipo Ia, es la realizada con los siguientes datos: Pantheon+HTRGB

0 +CC +
CL. Por tanto, utilizaremos a esta reconstrucción para obtener las cotas sobre
los Gi que aparecen en las ecuaciones (3.13)-(3.15).

5.1. Quintaesencia

En esta sección se analizará el modelo

G2(φ,X) = X − V (φ), G3 = 0, G4 = 1/2, (5.1)

con V (φ) un potencial escalar. El cual representa un modelo del tipo Quintae-
sencia [39]. Utilizando las ecuaciones (3.12)-(3.15) y los Gi’s definidos en (5.1)
podemos obtener las ecuaciones de campo asociadas a este modelo

H2 =
8πG

3
ρm + ε, (5.2)

ε̇+ 3H(ε+ P ) = 0, (5.3)
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5.1. Quintaesencia

ε =
1

3
[−G2 + 2XG2X ], (5.4)

P =
1

3
[G2], (5.5)

usando las ecuaciones anteriores se puede mostrar que

H2 =

[
H2

0Ω0
m(1 + z)3 +

V (φ)

3

] [
1− 1

6
(1 + z)2φ′2

]−1

. (5.6)

Podemos calcular la ecuación de estado efectiva para el campo escalar, para ello
recordamos que ω = P/ε, por lo tanto

ωφ =
1
2φ̇

2 − V (φ)
1
2φ̇

2 + V (φ)
, (5.7)

ya que necesitamos que nuestro modelo se reduzca a ΛCDM al menos para
z = 0, es necesario que φ̇(z = 0) = 0, esto nos otorga una condición inicial
para el campo escalar. Podemos obtener la condición inicial para el potencial,
si evaluamos la ecuación (5.6) en z = 0, con lo cual obtenemos:

V (φ(z = 0)) = 3H2
0 [1− Ω0

m], (5.8)

definimos C ≡ 3H2
0 [1− Ω0

m].

5.1.1. Ecuación de Klein-Gordon

Manipulando la ecuación de conservación (5.3), es posible mostrar que el
campo escalar debe de cumplir con la siguiente ecuación

φ̈+ 3Hφ̇+ Vφ = 0, (5.9)

la cual es conocida como ecuación de Klein Gordon (KG). Resulta útil cambiar
del tiempo cósmico t al corrimiento al rojo z, para ello procedemos a hacer los
siguientes cálculos:

d

dt
=

dz

da

da

dt

d

dz
= −H(1 + z)

d

dz
, (5.10)

∴ φ̇ = −H(1 + z)φ′. (5.11)
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Procedemos a calcular el término φ̈:

φ̈ =
d

dt
[−H(1 + z)φ′] = H(1 + z)

d

dz
[H(1 + z)φ′] (5.12)

= H(1 + z)[φ′′H(1 + z) + φ′(H ′(1 + z) +H)]. (5.13)

Sustituyendo todo, en la ecuación de KG, se obtiene que

φ′′[H(1 + z)]2 + φ′[H ′(1 + z) +H](1 + z)H − 3H2(1 + z)φ′ + Vφ = 0, (5.14)

está ecuación diferencial necesita de dos condiciones iniciales, la primera fue ob-
tenida en la sección anterior, i.e φ̇(z = 0) = 0 y la segunda cambia dependiendo
del potencial que elijamos, en este trabajo elegimos analizar los dos siguientes
potenciales

V = Cφn, (5.15)

V = C exp(nφ), (5.16)

con n una constante a determinar. Evaluando en (5.2) z = 0, utilizando (5.8) y
el potencial (5.15), obtenemos que φ(z = 0) = 1, de manera análoga se puede
obtener la condición inicial para el potencial (5.16). Para obtener el valor de n
que mejor se ajusta a las reconstrucciones, minimizamos la siguiente cantidad

χ2 =

Nrecons∑
i

[(Hrecons(zi)−HQ(zi;n)]2

σrecons(zi)2
, (5.17)

donde N representa el número de puntos en la reconstrucción, Hrecons(zi) es el
parámetro de Hubble de la reconstrucción evaluada en el corrimiento al rojo zi,
σrecons(zi) es la incertidumbre 1σ de la reconstrucción y HQ(zi;n) es el paráme-
tro de Hubble para Quintaesencia.

En las Figuras 5.1 y 5.2 se muestra el resultado de calcular H(z) resolviendo la
ecuación (5.14) para los potenciales (5.15) y (5.16) con el H0 y Ωm obtenidos
de la reconstrucción Pantheon+HTRGB

0 +CC + CL, se compara este resultado
con el H(z) que se obtiene de la reconstrucción Pantheon+HTRGB

0 +CC + CL
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Figura 5.1: Factor de Hubble obtenido de resolver (5.14) con el potencial (5.15).
En la imagen se muestra el n que minimiza la ecuación (5.17), comparado con
el H(z) obtenido de la reconstrucción realizada con el kernel de Gaussiano
(izquierda) y con el kernel de Cauchy (derecha).

Figura 5.2: Factor de Hubble obtenido de resolver (5.14) con el potencial (5.16).
En la imagen se muestra el n que minimiza la ecuación (5.17), comparado con
el H(z) obtenido de la reconstrucción realizada con el kernel de Gaussiano
(izquierda) y con el kernel de Cauchy (derecha).

en el intervalo de confianza a 1σ. Además, se incluye en color verde a ΛCDM
con los parámetros obtenidos de la reconstrucción

En las Figuras 5.1 y 5.2 se observa que el factor de Hubble asociado a este
modelo de Horndeski no es capaz de describir a la reconstrucción en el intervalo
de confianza a 1σ o incluso 2σ. Además, se observa que para los potenciales
analizados este modelo no representa ninguna ventaja con respecto a ΛCDM
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para describir a las reconstrucciones.

5.2. Extensión a Quintaesencia

En está sección analizamos el modelo

G2 = X − V, G3 = −c1V, G4 = 1/2, (5.18)

donde es c1 una constante positiva con unidades de segundo al cuadrado (s2),
esta constante es introducida para mantener consistentes las unidades en todas
las ecuaciones, en particular, en esta tesis se elige c1 = 1 s2. Como puede verse,
el modelo dado por la ecuación (5.18) representa una extensión a Quintaesen-
cia, en la cual se ha añadido el Lagrangiano G3 de la teoría de Horndeski. Es
posible obtener las ecuaciones de campo1 asociadas al modelo manipulando las
ecuaciones (3.12)-(3.15) y sustituyendo el valor de los Gi’s de la ecuación (5.18)

H2 =
8πG

3
ρm + ε, (5.19)

ε̇+ 3H(ε+ P ) = 0, (5.20)

ε =
1

3
[V +X − 2XVφc1], (5.21)

P =
1

3
[X − V − 2XVφc1], (5.22)

observamos que la ecuación de estado para el campo escalar tiene la forma

ωφ =
X − V − 2XVφc1

V +X − 2XVφc1
, (5.23)

si φ̇(z = 0) = 0, la ecuación (5.23) se reduce a

ωφ(z = 0) = −1, (5.24)

podemos usar esto como condición inicial como el campo escalar. Por otro lado,
podemos obtener la condición inicial para φ(z = 0) si evaluamos en z = 0 la

1Notar que ya se ha sustituido el valor elegido de c1 en las ecuaciones.
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ecuación (5.19). En particular un potencial del tipo V = C exp(nφ),es necesario
que se cumpla que φ(z = 0) = 0, con C = 3H2

0 [1−Ω0
m]. Además, para obtener

la evolución de φ(z), resulta útil reescribir la ecuación (5.20) como

− 1

3

d

dz

[
V +H2(1 + z)2φ′2(

1

2
− Vφc1)

]
+(1+z) [1− 2Vφc1]H

2φ′2 = 0. (5.25)

Para obtener el valor de n que mejor se ajusta a las reconstrucciones, minimi-
zamos la siguiente cantidad

χ2 =

Nrecons∑
i

[(Hrecons(zi)−HEQ(zi;n)]2

σrecons(zi)2
, (5.26)

donde N representa el número de puntos en la reconstrucción, Hrecons(zi) es el
parámetro de Hubble de la reconstrucción evaluada en el corrimiento al rojo
zi, σrecons(zi) es la incertidumbre 1σ de la reconstrucción y HEQ(zi;n) es el
parámetro de Hubble para la extensión a Quintaesencia.

En las Figuras 5.3 y 5.4 se muestra el resultado de calcular H(z) resolviendo
la ecuación (5.25) para los potenciales (5.15) y (5.16) con el H0 y Ωm obteni-
dos de la reconstrucción nombrada Pantheon+HTRGB

0 +CC + CL, en color azul
se muestra a la reconstrucción en el intervalo de confianza a 1σ realizada con
los datos de Pantheon+HTRGB

0 +CC + CL y en color verde a ΛCDM con los
parámetros obtenidos de las reconstrucciones. Para todo z en el cual hemos re-
construido la expansión, el modelo se encuentra dentro del intervalo de confianza
a 2σ.

5.2.1. Parámetro de desaceleración

Dado que el modelo analizado en la sección 5.2 presenta desviaciones sig-
nificativas con respecto a ΛCDM es interesante analizar lo que sucede con el
parámetro de desaceleración, para ello recordamos la definición de q(z)

q(z) ≡ (1 + z)
H ′

H
− 1, (5.27)
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Figura 5.3: Factor de Hubble obtenido de resolver (5.25) con el potencial (5.15).
En la imagen se muestra el n que minimiza la ecuación (5.26), comparado con
el H(z) obtenido de la reconstrucción realizada con el kernel de Gaussiano
(izquierda) y con el kernel de Cauchy (derecha).

Figura 5.4: Factor de Hubble obtenido de resolver (5.25) con el potencial (5.16).
En la imagen se muestra el n que minimiza la ecuación (5.26), comparado con
el H(z) obtenido de la reconstrucción realizada con el kernel de Gaussiano
(izquierda) y con el kernel de Cauchy (derecha). La diferencia entre los valores
de n para los potenciales (5.15) y (5.16) aparece hasta la cuarta cifra decimal,
por esta razón no es perceptible en las imágenes.

podemos manipular está ecuación para el modelo de la sección 5.2 y obtener

q(z) = (1 + z)T1 (T2 − 2(1 + z)T3)− 1, (5.28)
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donde T1, T2, T3 son funciones de z y φ definidas de la siguiente manera

T1 ≡
A

B
, T2 ≡

C

AB
, T3 ≡

BE√
2A3

, (5.29)

con

A =
(
6 + (1 + z)2(−1 + 2Vφ)φ

′2)1/2
, (5.30)

B =
(
6H2

0Ωm(1 + z)3 + 2V
)1/2

, (5.31)

C = 9H2
0Ωm(1 + z)2 + Vz, (5.32)

D = (−1 + 2Vφ)(φ
′ + (1 + z)φ′′), (5.33)

E = φ′(D + (1 + z)φ′Vφz). (5.34)

Figura 5.5: Gráfica de q(z) para el modelo presentado en (5.2) bajo el potencial
(5.15) para los valores de n obtenidos en la sección anterior.

Como puede verse en las gráficas 5.5-5.6 el modelo (5.2) presenta desvia-
ciones significativas con respecto a ΛCDM en el parámetro de desaceleración
para z > 1.5. Para determinar si esta desviación realmente es sugerida por las
observaciones lo óptimo sería tener más datos sobre H(z) y µ(z) en la región
z > 1.5, si estas observaciones son igual o más precisas que las que existen
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Figura 5.6: Gráfica de q(z) para el modelo presentado en (5.2) bajo el potencial
(5.16) para los valores de n obtenidos en la sección anterior.

en la actualidad, entonces el tamaño de los contornos de confianza de las re-
construcciones2 de H(z) se reduciría, lo cual podría llevar a un cambio en el n
obtenido de la minimización de la ecuación (5.26) y por tanto a un cambio en
el parámetro de desaceleración de la Extensión a Quintaesencia.

5.3. Perspectivas

Existen situaciones en las cuales un modelo de energía oscura y otro de
gravedad modificada comparten una misma historia de expansión cosmológica
[89, 90], por estar razón, no es posible distinguirlos estudiando únicamente la
expansión tardía del universo, sino que es necesario considerar la historia de
la formación de estructura en cada una de estas teorías. En esta sección se

2El tamaño de los contornos de confianza de las reconstrucciones depende de la matriz de cova-
rianza de las observaciones, de la cantidad de observaciones que tenemos y del valor de los hiperpa-
rámetros de las funciones de covarianza. Reducir las incertidumbres estadísticas de las observaciones
o aumentar su número se traduce en una reducción de los contornos de confianza.
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describen algunos resultados del estudio de formación de estructura utilizando
GP, los cuales serán útiles para un trabajo futuro.

5.4. Reconstrucción de fσ8(z)

En esta sección nos concentramos en reconstruir la historia de la formación
de estructura a través de Procesos Gaussianos, las reconstrucciones obtenidas
pueden ser utilizadas para obtener cotas sobre los parámetros libres asociados
a las perturbaciones a lineales de las ecuaciones de campo de teorías distintas a
ΛCDM. Para hacer la reconstrucción de fσ8(z) usamos la compilación de datos
que se muestra en la Tabla 5.1.

Como se menciono en la sección 1.6, los valores inferidos de fσ8(z) dependen
de la cosmología fiducial que hayamos elegido, además como puede verse en la
Tabla 5.1, los valores de fσ8(z) fueron obtenidos asumiendo distintos valores
de Ω0

m, es decir, cosmologías fiduciales distintas. Para hacer la corrección al
efecto AP, tomamos como cosmología de referencia a ΛCDM con los paráme-
tros inferidos por Planck 2018. Como parte del análisis asumimos una matriz
de correlación diagonal para los datos3. Parte del trabajo futuro consistirá en
realizar las reconstrucciones tomando la matriz de covarianza completa para los
datos de fσ8(z).

En las Figuras 5.8-5.7, se observa que las reconstrucciones con ambas funciones
de covarianza están a 3σ de ΛCDM en el rango 0.2 < z < 0.6 para los paráme-
tros determinados por Planck 2018, mientras que ΛCDM con los parámetros de
WMAP7 [115] se encuentra 2σ de las reconstrucciones.

3La matriz de correlación para todos los datos no está disponible en la literatura, consultar [50]
para más información.
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5.4. Reconstrucción de fσ8(z)

Encuesta Referencia z fσ8(z) σfσ8(z) Ω0
m

2MTF [91] 0.001 0.505 0.085 0.31
DNM [92] 0.02 0.314 0.048 0.266
6dFGS+SnIa [93] 0.02 0.428 0.0465 0.3
6dFGS [94] 0.067 0.423 0.055 0.27
SDSS DR7 [95] 0.1 0.376 0.038 0.282
SDSS-MGS [96] 0.15 0.49 0.145 0.31
2dFGRS [97] 0.17 0.51 0.06 0.3
GAMA [98] 0.18 0.36 0.09 0.27
SDSS-LRG-200 [99] 0.25 0.3512 0.0583 0.25
SDSS-BOSS [100] 0.3 0.407 0.055 0.25
BOSS DR12 [101] 0.31 0.469 0.098 0.307
BOSS LOWZ [102] 0.32 0.427 0.056 0.31
SDSS DR10 and DR11 [103] 0.32 0.48 0.1 0.274
SDSS-DR7-LRG [104] 0.35 0.429 0.089 0.25
BOSS DR12 [101] 0.36 0.474 0.097 0.307
SDSS-LRG-200 [99] 0.37 0.4602 0.0378 0.25
SDSS-LRG-60 [99] 0.37 0.4031 0.0586 0.25
BOSS DR12 [105] 0.38 0.497 0.045 0.31
GAMA [98] 0.38 0.44 0.06 0.27
SDSS-BOSS [100] 0.4 0.419 0.041 0.25
BOSS DR12 [101] 0.4 0.473 0.086 0.307
BOSS DR12 [101] 0.44 0.481 0.076 0.307
WiggleZ [106] 0.44 0.413 0.08 0.27
BOSS DR12 [101] 0.48 0.482 0.067 0.307
SDSS-BOSS [100] 0.5 0.427 0.043 0.25
BOSS DR12 [105] 0.51 0.458 0.038 0.31
BOSS DR12 [101] 0.52 0.488 0.065 0.307
BOSS DR12 [101] 0.56 0.482 0.067 0.307
SDSS DR10 and DR11 [103] 0.57 0.417 0.045 0.274
BOSS CMASS [102] 0.57 0.426 0.029 0.31
SDSS-CMASS [107] 0.59 0.488 0.06 0.30
BOSS DR12 [101] 0.59 0.481 0.066 0.307
WiggleZ [106] 0.6 0.39 0.063 0.27
SDSS-BOSS [100] 0.6 0.433 0.067 0.25
Vipers [108] 0.6 0.55 0.12 0.3
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5.4. Reconstrucción de fσ8(z)

BOSS DR12 [105] 0.61 0.436 0.034 0.31
BOSS DR12 [101] 0.64 0.486 0.07 0.307
Vipers [109] 0.727 0.296 0.0765 0.31
WiggleZ [106] 0.73 0.437 0.072 0.27
Vipers v7 [110] 0.76 0.44 0.04 0.30
VVDS [97] 0.77 0.49 0.18 0.25
Vipers [111] 0.8 0.47 0.08 0.25
Vipers PDR-2 [112] 0.85 0.45 0.11 0.3
Vipers [108] 0.86 0.4 0.11 0.3
SDSS-IV [113] 0.978 0.379 0.176 0.31
Vipers v7 [110] 1.05 0.28 0.08 0.308
SDSS-IV [113] 1.23 0.385 0.099 0.31
FastSound [114] 1.4 0.482 0.116 0.27
SDSS-IV [113] 1.52 0.396 0.079 0.31
SDSS-IV [113] 1.526 0.342 0.07 0.31

Tabla 5.1: Tabla de valores de fσ8(z). En la primera columna se muestra la
encuesta utilizada para estimar fσ8(z), en la segunda el artículo del cual fue
obtenido el valor de fσ8(z). En la tercera columna se tiene el corrimiento al
rojo observado, en la cuarta columna el valor inferido de fσ8(z), en la quinta
la incertidumbre a 1σ y en la sexta el valor de Ω0

m utilizado para inferir el valor
de fσ8(z), por ejemplo, para obtener el valor de fσ8(z) en z = 0.001 con la
encuesta 2MTF se asumió Ω0

m = 0.31.
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5.4. Reconstrucción de fσ8(z)

Figura 5.7: En color azul se muestra la reconstrucción de los datos de fσ8 con la
función de covarianza exponencial. En color negro se muestra a ΛCDM bajo los
parámetros de Planck 2018, los contornos a 1σ fueron obtenidos de la Figura
14 del artículo [2]. En color verde se muestra a ΛCDM con los parámetros
determinados por WMAP7.

Figura 5.8: En color azul se muestra la reconstrucción de los datos de fσ8 con la
función de covarianza de Cauchy. En color negro se muestra a ΛCDM bajo los
parámetros de Planck 2018, los contornos a 1σ fueron obtenidos de la Figura
14 del artículo [2]. En color verde se muestra a ΛCDM con los parámetros
determinados por WMAP7.
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Capítulo 6

Resumen y conclusiones

El objetivo central de esta tesis fue analizar la tensión H0 con mediciones del
universo tardío y utilizar los resultados del análisis para establecer cotas sobre
modelos cosmológicos de tipo Quintaesencia dentro de la teoría de Horndeski.

En el Capítulo 1 se presentaron los aspectos fundamentales que caracterizan
al modelo cosmológico estándar, además se establecieron algunas definiciones
que fueron útiles para el desarrollo de este trabajo. Por otro lado, en el Capítu-
lo 2 mostramos el estado del arte del modelo ΛCDM. También, fueron descritos
los métodos más comunes para inferir el valor de la constante de Hubble. Ade-
más, se mostró que la tensión H0 no es la única tensión presente en el modelo
cosmológico estándar en la actualidad, sino que también están presentes la ten-
sión S8 y la anomalía de Alens. En el Capítulo 3 fueron expuestas las bases de la
teoría de Horndeski y se exploro el significado físico de cada una de las funciones
libres de la teoría, además se presentaron algunas cotas observacionales sobre
las funciones Gi.

En el Capítulo 4 haciendo uso de las observaciones de Cronómetros cósmicos,
Clustering y Supernovas tipo Ia reconstruimos la expansión tardía del universo
utilizando Procesos Gaussianos. Mostramos que los valores obtenidos para H0

con cada reconstrucción alcanzaban diferencias de hasta 13σ dependiendo del
prior utilizado para calibrar a los datos de SNeIa dados por Pantheon. Por lo
anterior, fue necesario hacer un análisis estadístico que nos permitió determinar
el valor de H0 que mejor describía a las observaciones del universo tardío. Uti-
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lizando la estadística de χ2, mostramos que la reconstrucción que minimiza el
χ2 con respecto al conjunto total de datos analizados en este trabajo es la que
denominamos Pantheon+ HTRGB

0 + CC+ CL, en la cual se calibraron a los de
Pantheon con el H0 medido por la colaboración The Carnegie-Chicago Hubble
Program [5]. Los resultados de este análisis, nos dicen que el H0 que describe a
las observaciones del universo tardío es H0 = 69.53±0.37, este H0 se encuentra
en una tensión de 3.4σ con respecto al H0 de ΛCDM bajo los parámetros de
Planck 2018. Sin embargo, todavía es posible mejorar la calidad de las recons-
trucciones presentadas en este trabajo recalibrando la muestra de Clustering de
Galaxias.

Por otro lado, debido a que los parámetros H0 y Ω0
m están degenerados, era

de esperarse que la tensión H0 se tradujera en una tensión sobre Ω0
m. Sin em-

bargo, utilizando las reconstrucciones de H(z) no encontramos tensión entre el
Ω0
m determinado por Planck 2018 y el Ω0

m determinado por las reconstrucciones,
esto se debió principalmente al tamaño de las incertidumbres a 1σ dadas por
las reconstrucciones.

En el Capítulo 5, mostramos que los modelos de Horndeski del tipo Quintae-
sencia bajo los potenciales analizados en esta tesis no son capaces de describir a
las reconstrucciones del flujo de Hubble dentro del intervalo de confianza a 2σ,
por lo que no son buenos candidatos para resolver la tensión H0. Por otro lado,
la extensión a Quintaesencia presentada en la sección 5.2 es un buen candidato
para describir las reconstrucciones de la expansión, ya que este modelo se ajusta
a las reconstrucciones en el intervalo de confianza a 2σ, además se presenta como
un buen candidato para resolver la tensión H0 con las mediciones del universo
tardío. Finalmente, por la discusión presentada en el Capítulo 3 es de esperarse
que este modelo modifique la historia de formación de estructura a gran escala.
Por tanto, el análisis de las perturbaciones lineales a primer orden del mode-
lo presentado en la sección 5.2 ayudará a analizar si también es candidato a
resolver la tensión S8, aunque ese análisis corresponderá a un trabajo futuro.
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Apéndice A

Las ecuaciones de Friedmann

En este apéndice se muestra como se obtienen las ecuaciones de Friedmann
para un universo espacialmente plano, para iniciar tomamos la métrica:

ds2 = dt2 − a2(t)(dx2 + dy2 + dz2), (A.1)

procedemos a calcular los símbolos de Christoffel asociados a esta métrica

Γ0
0i = Γ0

i0 = 0, Γ0
00 = 0,

Γ0
ij = aȧδij, Γi0j = Γij0 =

ȧ

a
δij.

Con esto podemos calcular las componentes del tensor de Ricci:

R0µ = −3
ä

a
δ0µ, Rij = (2ȧ2 + aä)δij.

Y Finalmente, el escalar de Ricci:

R = −6

(
ȧ2 + aä

a2

)
.

Para poder continuar es necesario describir el contenido material del universo
en términos de un tensor de energía-momento, Tµν. Bajo las consideraciones
de homogeneidad e isotropía, podemos tratar a los componentes del universo
como “partículas” que forman parte de un “fluido” que llena el universo. De
esta manera, caracterizamos al fluido por una 4-velocidad, por una densidad de
energía ρ, y por una presión p

Tµν = (ρ+ p)uµuν + pgµν. (A.2)
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Si nos situamos en un sistema de referencia comóvil con el fluido, este perma-
necerá en reposo en este sistema de referencia, por lo que U t = 1 y U i = 0.
Lo que nos permite calcular las componentes de las Ecuaciones de Campo. La
componente temporal de (1.5) es:

R00 −
1

2
g00R + Λg00 = 8πGT00,

H2 ≡
(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ+

Λ

3
. (A.3)

Por otro lado, la segunda ecuación de Friedmann, también conocida como ecua-
ción de ecuación de la aceleración, se obtiene después de tomar la traza de
(1.5), sustituir el resultado obtenido para R en (1.5) y por último calcular la
componente temporal

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p) +

Λ

3
. (A.4)

Por último, si queremos conocer la ecuación de continuidad del fluido en cues-
tión, calculamos la derivada covariante del Tensor Energía-Momento (A.2)

∇νT
µν = ((ρ+ p)UµU ν);ν + p,µg

µν

= (ρ+ p),νU
µU ν + (ρ+ p)[(UµU ν),µ + ΓµσνU

σU ν + ΓνσνU
σUµ] + p,µg

µν,

al sustituir los valores anteriormente obtenidos para los símbolos de Christoffel

ρ̇+ 3
ȧ

a
ρ+ 3

ȧ

a
p = 0. (A.5)

Definimos H ≡ ȧ
a . Con esto, la ecuación anterior se transforma en:

ρ̇+ 3H(ρ+ p) = 0. (A.6)

89



Apéndice B

Tensión entre dos cantidades

Consideremos 2 mediciones distintas de un mismo parámetro A. Sea A1 =

a1 ± b1 la primer medición y A2 = a2 ± b2 la segunda medición. Con a1, a2 los
valores medios y b1, b2 la desviación estándar, si asumimos que estas mediciones
son independientes y que las incertidumbres tienen aproximadamente una dis-
tribución normal, entonces la tensión entre A1 y A2 esta dada por la siguiente
ecuación

T =
|a1 − a2|

(b2
1 + b2

2)
1/2
σ, (B.1)

esta cantidad indica el número de desviaciones estándar por el cual difieren A1

y A2. Ejemplo: Tomemos la medición de H0 obtenida con el estudio de estrellas
cefeidas, la cual corresponde a H0 = 74.03± 1.5, por otro lado, el H0 obtenido
del ajuste de ΛCDM a los datos del CMB es H0 = 67.39 ± 0.54, por tanto la
tensión entre estas dos mediciones es

T =
74.03− 67.39√

1.52 + 0.542
σ = 4.16σ. (B.2)
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Apéndice C

Perturbaciones escalares

Este apéndice está basado en las referencias [116, 117]. Calcularemos las
perturbaciones escalares de la teoría de Horndeski considerada en la sección 5.1
en la norma newtoniana conforme

ds2 = a2(τ)[−(1 + 2Φ)dτ 2 + (1− 2ψ)dxidxi]. (C.1)

Para ello, escribimos las ecuaciones de campo de esta teoría como

Gµν = 8πGT Totµν . (C.2)

donde
T Totµν = Tµν +

1

8πG
Tµν, (C.3)

con Tµν el tensor energía-momento del campo escalar y Tµν el tensor energía
momento de la materia.

Perturbación al tensor de Einstein

El tensor de Einstein perturbado a primer orden, bajo la métrica C.2 es:

a2δG0
0 = 6

(
a′

a

)2

Φ + 6
a′

a
ψ′ − 2∇2ψ, (C.4)

a2δG0
i = −2

a′

a
∂iΦ− 2∂iψ

′, (C.5)
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a2δGi
j =

(
2
a′

a
Φ′ + 4

a′′

a
Φ− 2

(
a′

a

)2

Φ +∇2Φ + 4
a′

a
ψ′ + 2ψ′′ −∇2ψ

)
δij

−∂i∂jΦ + ∂i∂jψ,

(C.6)

donde ∂i∂i ≡ ∇2

Perturbación del tensor energía-momento del
campo escalar

La perturbación a primer orden del tensor energía-momento del campo es-
calar es:

a2δT 0
0 = Φφ′2 − δφ′φ′ − δφVφa2, (C.7)

a2δT i0 = ∂iδφφ′, (C.8)

a2δT 0
i = −∂iδφφ′, (C.9)

a2δT ij =
(
−Φφ′2 + δφ′φ′ − δφVφa2

)
δij. (C.10)

Ecuación de Klein Gordon perturbada

La ecuación de movimiento que gobierna la evolución del campo escalar esta
dada por la ecuación de Klein-Gordon

φ̈+ 3Hφ̇+ V,φ = 0. (C.11)

Se puede demostrar que la perturbación a primer orden de la ecuación anterior
es:

δφ′′ + 2
a′

a
δφ′ −∇2δφ− Φ′φ′ − 3ψ′φ′ = −δφVφφa2 − 2a2ΦVφ. (C.12)
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Perturbación al tensor energía-momento de la
materia

Consideramos el tensor energía momento de un fluido perfecto

T µν = (ρ+ p)uµuν + pgµν. (C.13)

Las perturbaciones al tensor energía momento pueden ser obtenidas de consi-
derar perturbaciones en la densidad, presión y velocidad

ρ = ρ+ δρ, p = p+ δp, ui = ui + δui. (C.14)

Definimos

ui ≡ 1

a
vi, (C.15)

de tal manera que

ui = ui + δui = δ, ui =
1

a
vi. (C.16)

Bajo las definiciones anteriores se puede mostrar

δT 0
0 = −δρ, (C.17)

δT 0
i = (ρ+ p)vi, (C.18)

δT ij = δpδij. (C.19)

Ecuaciones de conservación perturbadas

Se puede mostrar [116] que la ecuación de conservación del tensor energía-
momento de la materia está dada por

δ′ = (1 + ω)(∇2v + 3φ′) + 3H(ωδ − δp

ρ
), (C.20)

(v)′ = −H(1− 3ω)v − ω′

1 + ω
v +

δp

ρ+ p
+ Φ. (C.21)
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Ecuaciones de campo perturbadas

La componente i− j de las ecuaciones de campo perturbadas otorgan que

∂i∂j(ψ − Φ) = 0, (C.22)

de tal manera que
ψ = Φ, (C.23)

al tomar la componente 00 de las ecuaciones de campo perturbadas obtenemos

3H(Φ′ +HΦ)−∇2Φ = −4πGa2δρ− 1

2
(φ′δφ′ − φ′2Φ + δφVφa

2), (C.24)

además, la componente 0i nos dice

∂i (HΦ + Φ′) = −4πGa2(ρ+ p)vi +
1

2
∂iδφφ′. (C.25)

finalmente al manipular la componente ii, obtenemos

Φ′′ + 3HΦ′ + (H2 + 2H′)Φ = 4πGa2δp

+
1

2

(
−Φφ′2 + δφ′φ′ − δφVφa2

)
. (C.26)

Perturbaciones en la época de dominación de
materia

Para especializarnos en la época de dominación de materia, tomamos

ω = 0, (C.27)

p = 0, (C.28)

δp = 0, (C.29)

sustituyendo las expresiones anteriores en (C.21), obtenemos

δ′m = ∇2v + 3Φ′, (C.30)
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(v)′ = −Hv + Φ. (C.31)

Es posible mostrar [118] que en la época de dominación de materia Φ = cte, de
tal manera que al derivar (C.30) con respecto al tiempo conforme se obtiene

δ′′m = ∇2v′, (C.32)

podemos utilizar las ecuaciones (C.32) y (C.31) para obtener

δ′′m = −H∇2v +∇2Φ, (C.33)

manipulando la ecuación (C.30) y la ecuación de Poisson

δ′′m +Hδ′m = 4πGa2ρmδm +
1

2

(
3Hφ′δφ+ φ′δφ′ − φ′2Φ + δφVφa

2
)
. (C.34)

Ecuaciones finales

Finalmente, las ecuaciones que rigen la formación de estructura en la época
de dominación de materia, en el régimen sub-horizonte, son

δ′′m +Hδ′m −
3

2
H2Ωmδm =

1

2

(
3Hφ′δφ+ φ′δφ′ − φ′2Φ + δφVφa

2
)
, (C.35)

δφ′′ + 2Hδφ′ −∇2δφ = −δφVφφa2 − 2a2ΦVφ, (C.36)

(H2 + 2H′)Φ =
1

2

(
−Φφ′2 + δφ′φ′ − δφVφa2

)
. (C.37)
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