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El peor laberinto no es esa forma intrincada que puede
atraparnos para siempre, sino una linea recta unica y

precisa.
Jorge Luis Borges.
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A mis padres, cada letra en esta tesis es también
un “gracias”.
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Capitulo 1

Introduccion

Los métodos de cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC, por sus siglas en inglés),
son una herramienta util que permite simular de distribuciones de probabilidad, cuando se
conoce su funcién de densidad salvo constantes.

En la actualidad, el uso de los métodos MCMC se ha incrementado notablemente de-
bido al desarrollo computacional, al costo decreciente de almacenamiento y recoleccién de
datos, y a su utilidad en estadistica. En particular, en estadistica bayesiana los métodos
MCMC resultan de gran utilidad ya que en esta area las densidades a posteriori, general-
mente, no son conocidas analiticamente, por lo que para estimar cantidades de interés es
necesario simular.

El objetivo de la presente tesis es dar una introduccién, mostrar aplicaciones y presentar
los cddigos de programacion en Python del algoritmo Monte Carlo Hamiltoniano (HMC,
por sus siglas en inglés), un método MCMC que permite simular de distribuciones de pro-
babilidad de una manera eficiente empleando dindmicas hamiltonianas. Estas dindmicas se
rigen por las ecuaciones de Hamilton y son un area de estudio de la fisica, concretamente
de la mecénica hamiltoniana.

Este trabajo esta dirigido a alumnos de tltimos semestres de actuaria con conocimientos
de simulacién, probabilidad y estadistica. La parte referente a la mecanica hamiltoniana
se plantea de manera lacénica y de forma estructurada, comenzando con ideas simples de
mecanica cldsica que se pueden consultar en el apéndice A, de tal forma que no se requieren
conocimientos especificos de fisica o mecanica, sin embargo, se espera que para entender el
desarrollo el alumno tenga conocimientos de célculo diferencial e integral.

En el capitulo 2, se introducen los resultados y conceptos de mecanica hamiltoniana ne-
cesarios para la construccién del método HMC, ademas, se presentan las ideas de mecanica
analitica que resultan ttiles para una comprensién mas clara de la mecénica hamiltoniana.



El capitulo 3 presenta los algoritmos Leapfrog, Euler simpléctico, y el método de Euler,
enfocados a aproximar la solucién de las ecuaciones de Hamilton. Por otro lado, se exponen
los métodos de cadenas de Markov Monte Carlo, profundizando en el algoritmo Random
Walk Metropolis Hastings (RWMH, por sus siglas en inglés), y se da bibliografia sugerida
en caso de que el lector quiera profundizar en el tema. Se introduce también el algoritmo
T-walk y se presenta una breve introduccion a la estadistica bayesiana.

Dentro del capitulo 4, se introduce el método HMC, se detalla el planteamiento y algu-
nos resultados tedricos, como los que sustentan su funcionamiento. Por tltimo, se realizan
ejemplos y comparaciones con el algoritmo RWMH, con el objetivo de resaltar sus princi-
pales diferencias y analizar su desempeno.

En el capitulo 5, se presenta una ejemplo del método HMC para hacer inferencia ba-
yesiana en un modelo gaussiano jerarquico, y se compara su efectividad con los algoritmos
RWMH y T-walk para el mismo fin.

En el capitulo 6, se presenta una conclusién de los principales resultados obtenidos en
este trabajo sobre el método HMC, y su comparacién con RWMH y T-walk.

Los codigos en Python utilizados en este trabajo, se pueden consultar en el repositorio
de Github https://git.io/JtA70.


https://git.io/JtA70

Capitulo 2

Fundamentos de Mecanica Analitica

En este capitulo se introduce y se presentan conceptos, fundamentos y resultados de
mecanica hamiltoniana importantes para la construccién del método Monte Carlo Hamil-
toniano.

2.1. Mecanica Analitica

La mecdnica analitica es una formulacién abstracta de la mecénica newtoniana desarro-
llada en los siglos XVIII y XIX, principalmente por Joseph-Louis de Lagrange! y William
Rowan Hamilton 2.

Las ecuaciones del movimiento bajo este enfoque se derivan de funciones escalares,
a diferencia de la mecdnica newtoniana donde es necesario definir las posiciones de las
particulas y las fuerzas que actian sobre ellas en espacios tridimensionales. Ademas, su
formulacién matematica es independiente de cualquier cambio de coordenadas, facilitando
asi su aplicacién a diversos problemas como se explica en [13].

2.1.1. Conceptos basicos

Definimos como grados de libertad de un sistema a la cantidad minima de valores esca-
lares independientes, necesarios para determinar la posicion de las particulas en el espacio.
En mecénica newtoniana para conocer la posicion de n particulas que se mueven sin res-
triccién alguna en el espacio, son necesarios n vectores de posicion, o bien, 3n grados de

1(1736-1813), fisico, matemdtico y astrénomo italiano, desarrollé la mecénica lagrangiana y tuvo una
importante contribucién en astronomia.

2(1805-1865), matematico, fisico y astrénomo irlandés, realizé importantes contribuciones al desarrollo
de la optica, dinamica, algebra y formulé la mecdnica hamiltoniana.
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libertad.

Las coordenadas generalizadas son un conjunto de parametros qi,qs, ..., ¢s que permi-
ten determinar de manera univoca la posicién de las particulas en el espacio, generalmente
estos parametros son magnitudes fisicas, es decir propiedades medibles, como la posicién
en un eje de coordenas, angulos, distancias, etc.

En un sistema de particulas regido por s coordenadas generalizadas, denotaremos por
q : R — R® ala funcién que a un tiempo t devuelve los puntos de las coordenadas generaliza-
das en los que se encuentra el sistema de particulas, es decir, ¢ (t) = (¢1 (), g2 (t) , ..., g5 (t)),
donde ¢; (t) es la posicion en la i-ésima coordenada al tiempo t.

El objetivo de usar las coordenadas generalizadas es obtener las ecuaciones de movi-
miento de un sistema de una manera mas eficiente. Se pretende que al elegir estas coorde-
nadas se tenga una funcién ¢; : Rt — R3" tal que

ri(t) = di(q(t),1),

donde r; () € R3 representa la posicién de la i-ésima particula en coordenadas cartesianas,
de esta manera con ¢ (t) puede conocerse también la posicién completa del sistema en el
espacio tridimensional.

Definimos como velocidades generalizadas a un tiempo ¢ al vector de derivadas de las

coordenadas generalizadas d‘fi—(tt) y llamaremos espacio fase de velocidades, denotado por M,

al subconjunto de R?® tal que para todo tiempo ¢

(ql t),q2(t), . as (1), dq;ft)v dq;,g(t)’ dq&ft)) €M

2.1.2. El principio de minima accion

La reformulacién de la mecanica newtoniana estd basada en el principio de minima
accion, también conocido como principio de Hamilton, a partir del cual pueden deducirse
las ecuaciones que describen el movimiento del sistema de particulas en el espacio fase de
velocidades. Para comprender este principio, introduciremos primero qué es el lagrangiano
y la accion.

El lagrangiano de un sistema de particulas es una funcién L : R?**! — R, dependiente
del tiempo, de las coordenadas y las velocidades generalizadas y puede tener diversas reglas
de correspondencia como se explica en la seccién 2.1.3.
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La accién A es una funcion, cuyo argumento es el lagrangiano en un intervalo de tiempo

[to, t1], se define como
AlL] = /tlL <q (t),dil—it),t> dt. (2.1)

El principio de Hamilton, como se afirma en [24], menciona que todo sistema de particu-
las esta caracterizado por un lagrangiano y que de todas las trayectorias posibles que puede
tomar el sistema en un intervalo de tiempo [tg, ], la tnica que sigue es aquella que hace
a la accién (2.1), un valor minimo o un punto silla.

2.1.3. Ecuaciones de Euler- Lagrange

En esta seccion deduciremos las ecuaciones Euler-Lagrange, que para un sistema de
particulas con n grados de libertad son un conjunto de n ecuaciones diferenciales de se-
gundo orden, cuyas incégnitas son las coordenadas generalizadas ¢1,qs, - - - , ¢n, las cuales
determinan completamente el movimiento del sistema de particulas.

Sea q(t) = (q1 (t),q2(t),--- ,qn (1)) la trayectoria que sigue el sistema de particulas en
un intervalo de tiempo [ty,t1], y definamos un conjunto de curvas parametrizadas como

q* (t) = q(t) +an(t),

donde o € Ry n: R — R" es una funcién arbitraria que cumple que 7 (ty) = n(t;) = 0,
de modo que los puntos extremos de ¢“ (t) coincidan con los de ¢ (¢). De manera intuitiva,
las curvas ¢ representan todas las trayectorias posibles entre los puntos q (to) y ¢q (t1)-

Notemos ademds que para todo i € {1,2,...,n} se cumplen las siguientes igualdades,
que seran de utilidad para deducir las ecuaciones de Euler- Lagrange:

dqt  dg dn;
ot~ at T %ar (2:2)
oqs
2 2.
aa 7717 ( 3)
9 (dgr\ _ dn
%(E) = a (24)

Tengamos presente ademas, que al tomar o = 0, la trayectoria ¢* sera la que sigue el
sistema de particulas, pues ¢° (t) = ¢ (t), en este caso por el principio de Hamilton debe
cumplirse que la accién evaluada en el lagrangiano L“, asociado a la trayectoria ¢* sea un
punto critico, es decir,
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Obteniendo la derivada de la accién respecto al parametro «, obtenemos que

QA(L*)  d (" (.. d(g™(t)
da  da), L(Q ), =g t)d
o [ [, o o dgt (1) dgs (t)  dgp (t)
R CUE RN ot s UL

dt

B OL 97 , 0L 3(%) dt | )
B / ; I Do 0<dﬁ> Do +%t’ (2:6)

sustituyendo (2.3) y (2.4) en (2.6),

6Aa((fa) _ /t

i ( )—{——dq — | dt
0 zl((f9qZ a(;lz)dt)

n t1 aL d n t1 d
- Zl /t a_q?m(t) t+2/t Py <%)% £ (2.7)

i=1 0

Integrando por partes el segundo sumando de (2.7), teniendo en cuenta que 7 (ty) =
n (t1) = 0, obtenemos que

t1
/ oL dmdt _ oL 0 (t)
to O

() o)

Sustituyendo el valor de la integral (2.8) en (2.7),
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tomando o = 0 y por (2.5) se cumple que

/tl Z [gz B % (%)] n; (t) dt = 0. (2.9)

Notemos que para que se satisfaga (2.9) para cualquier funcién 7; (t) debe suceder que
el valor entre corchetes se anule, es decir, debe suceder que

oL d oL
=— | ——— ara todo 7 € {1,2,....,n}. 2.10
oy <8(%> b {120} (210
t
Las ecuaciones (2.10) son las ecuaciones de Euler-Lagrange y junto con sus condiciones
iniciales, describen completamente el movimiento del sistema de particulas.

La funcién lagrangiana no es tnica, como se explica en [10, p.21] existen infinitas fun-
ciones de las que se puede deducir las ecuaciones de movimiento. Generalmente, se trabaja
con el lagrangiano estandar, que solo depende del tiempo a través de las coordenadas
y velocidades generalizadas, y se define como la diferencia entre la energia cinética y la

potencial, es decir,
L (q (t), d(g—it)) =T (d(il—it)) —U(q(t)). (2.11)

Una demostracion que explica por qué puede considerarse asi al lagrangiano, partiendo
del principio de D’Alambert, que postula que las fuerzas externas que actian sobre un
cuerpo y las fuerzas de inercia estan en equilibrio, se puede consultar en [17, pp. 267-27].

En el siguiente ejemplo se muestra el célculo del lagrangiano estandar de un sistema y
a partir de éste se deduce la trayectoria de la particula.

Ejemplo 1. Consideremos un cuerpo de masa constante m, unido a un resorte coloca-
do de manera horizontal como se muestra en la imagen 2.1 (generada en la pagina web
https://www.edrawsoft.com/es/), supongamos ademdas que la tnica fuerza que existe en
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el ejemplo es la del resorte denotada por F'. El objetivo es encontrar una funcién que al
tiempo t devuelva la posicién del cuerpo.

E

o

Figura 2.1: Sistema masa-resorte.

El lagrangiano estdandar definido en (2.11), estd dado por

L(q@),d‘;—f)) = T(dil—f)) —U(q(t))

La energia cinética y potencial de la ecuacién (2.12) se calcularon en el apéndice A.0.4.

Para obtener las ecuaciones de movimiento aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange,
calculemos las siguientes expresiones:

oL 0 1 dq (t) S| 2
9q(t)  dq(t) (5’" <7> _Ekq“))

= —kq(t), (2.13)
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ademas, notemos que

d oL d2q ()

i \ 5 ra (@_@) = m—. (2.14)

dt

Sustituyendo (2.13) y (2.14) en la ecuacién de Euler-Lagrange %(Lt) =4 ((Xf?TL@))),
Sa

obtenemos la siguiente ecuacion diferencial

d*q (t)

dez -’
que es la misma que surge al resolver este ejercicio con el enfoque newtoniano, como se
presenta en el ejemplo 7. Su soliucién se presenta en ese misma ejemplo.

—kq(t)=m (2.15)

2.1.4. Ecuaciones de Hamilton

El enfoque hamiltoniano brinda una manera distinta de describir el movimiento en los
sistemas de particulas y ha servido como base para la construccion de la mecanica cuantica
como se afirma en [30].

Las ecuaciones de Hamilton son un sistema de 2n ecuaciones diferenciales de primer
orden equivalentes a las n ecuaciones diferenciales de segundo orden de Euler Lagrange,
presentadas en (2.10), y surgen al aplicar una transformada de Legendre al lagrangiano L.
El concepto de ésta transformacion se presenta en la definicién 1.

Definicién 1 (Transformada de Legendre). Dada una funcion f (z1,xs,...,x,) cuyas par-

ciales gg_ existen y son distintas de cero, se define la transformada de Legendre de f como

la funcion

g (87 fB) = Zsixi - f(xlax% "‘an)a

€S

donde S es un subconjunto de {1,2,...,n}, s; = g—é, s={s;:ieStye={x;:i¢S}.

De manera intuitiva, la transformada de Legendre de la funcién f es una funciéon g que
remplaza un subconjunto de variables x; con i € S del argumento de f, por las variables

S; = %; el ejemplo 2 ilustra esta idea.
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Ejemplo 2. Transformada de Legendre. Supongamos que tenemos la funcién f (z1,x2) =
227 + 22 y que queremos cambiar la variable x; por s;, donde

51 = % = 4z, la transformada de Legendre en este caso estda dada por

1

g(s1,m2) = ZSz‘l“i—f(thl’z)

i=1

= x151 — f(21,29) . (2.16)

Dado que s; = 47, tenemos que x; = *}, sustituyendo z; en (2.16) se obtiene que

e = ()=t (5

Por tanto, la transformada de Legendre que surge al cambiar la variable x; por s; es

2
g (s1,m2) = 3 + 3.

Supongamos ahora que queremos cambiar las variables x; y x5 de la funcién f por las

variables s; = % =4x1y S = % = 2xy respectivamente, la transformada de Legendre

serd la funcién

2
g (s1,52) :Z zisi — [ (21, %2) - (2.17)
i=1
. 51 S2 .
Dado que s; = 41 v s9 = 2x9, se sigue que xr, = 77 To = 5 sustituyendo z; y 9

en (2.17) se tiene que
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s = San1(5:3)

2 2 2 2
S NIONG
= 2 _ (2= 2z
4+2 ( 4 + 2
52 52 52 2
4 2 8 4
st 8
8 4

Concluyendo, al cambiar ambas variables se obtiene la transformada
2 2
g (s1,82) = %—F%

Una propiedad importante de las transformadas de Legendre es que podemos recuperar
la funcién f a partir de su transformada de Legendre g al aplicarle a ésta nuevamente una
transformada de Legendre que cambie las variables s; anexadas a g. Esto ocurre porque
dada la funcién f y su transformada g

X) = Zsimi — [z, 29, i)

€S

se obtiene que

f (.%1,.1'2, "'7xn> = Zsixi —4g (87X
i€s
y dado que % = x; con 1 € S, se cumplird por definicién que f es la transformada de

Legendre de g, esta propiedad se ilustra en el ejemplo 3.

Ejemplo 3. Retomemos el segundo caso del ejemplo 2, en donde se encontré la transforma-

2 2
da g (s1,89) = %1 + %2 de la funcién f, mostraremos que si aplicamos una transformada de

Legendre que cambie ambas variables a la funcion g, obtendremos de nuevo, a la funcién f.

Denotemos por ¢g* a la transformada de Legendre de la funcién ¢, dada por

*(z7, x5) Z xis; — g (s1,82), (2.18)

donde x] = % =yry= 5—892 = %, de estas igualdades se sigue que s; = 4x] y sp = 25,

sustituyendo s; y sy en (2.18), obtenemos que
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fr(@y,ah) = 42} + 2257 — g (4o + 223)
. . (4zp)® | (213)°
= 427?423 — < 81 + 42
= Adz}? + 223 — (2237 + 237)

o *2 *2
= 227" + 257,

llegando a que g* = f.

Si aplicamos una transformada de Legendre al lagrangiano, en donde se cambien las n
velocidades generalizadas, obtendremos el hamiltoniano H, cuya regla de correspondencia
estd dada por

H(q(t) Z i (t dqz ~L (q (1), d%—ff),t) : (2.19)

donde

AL (q(t), %W ¢
" (§<d%—55 |

con i€ {1,2,...,n}. (2.20)

dt

Las funciones p; (t) presentadas en (2.20), son conocidas como los momentos generali-
zados. Denotaremos por p (t) al vector (py (t),p2 (1), ...,pn (1)) y definiremos como espacio
fase, representado por Q con Q C R?", al espacio al que pertenecen las coordenadas y
momentos generalizados.

Lo que se consigue al aplicar la transformada de Legendre al lagrangiano es un mapeo
del espacio fase de velocidades al espacio fase, en donde puede describirse el movimiento de
las coordenadas y momentos generalizados a través de ecuaciones diferenciales de primer
orden, con la particularidad de que podemos volver a aplicar una transformada de Legen-
dre para obtener las velocidades generalizadas y asi las trayectorias en el espacio fase de
velocidades.

Con el objetivo de hacer menos enrevesada la notacién del hamiltoniano (2.19), omi-
tiremos escribir la dependencia del tiempo de las coordenadas, velocidades y momentos
generalizados, como se muestra a continuacion:

n

dg; dq
i —t). 2.21
H(q,p,t E p (q = ) (2.21)
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Las ecuaciones de Hamilton describen las trayectorias que siguen las coordenadas y
momentos generalizados asociados a los sistemas de particulas en el espacio fase. Las pri-
meras n ecuaciones de Hamilton surgen al calcular el cambio que sufre el hamiltoniano al
desplazar infinitesimalmente la j-ésima coordenada generalizada

OH (q,p.t) 0 [~ d% dq
el g L4t (2.22)

Aplicando la regla de la cadena para el tiempo t, las n coordenadas y n velocidades
generalizadas en el lado derecho de la igualdad (2.22), se obtiene que

OH (¢,p.t)  ~~ 0(%) IL Jgi
dg; ;pl 8% Z 94 0g;

5~ oL o%) oL

0 (%) (9qj ot 8qj’

dt

i=1
observemos que % =0y 3 8% = 0, ya que el tiempo no depende de las coordenadas
generalizadas, ni ¢; de g; cuando i # 7, por tanto,

0H (q,p,t) i 9(F) L K~ oL ()

04; 1 04; 04; i 0 (Cfgti) 94;
ol o(%)y oL o(% oL
=) |pi A - =
i=1 04 9 (CZZ:) 04 044
dado que p; = % se sigue que
dt
5|00 o) | oL
— 0q; 0q; 0q;
oL
= ——. 2.23
o (223
Teniendo en cuenta las ecuaciones de Euler-Lagrange % = % (a (%)), presentadas
! Tt

n (2.10), podemos reescribir (2.23) como
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OH (¢,p,t) _ d [ 0L
dq; dt 8(%)
_
dt’

y por tanto,

OH (q,p,t) _  dp; :
— = = ara todo j € {1,2,....,n}. 2.24
o L je (L2, n) (224)
Las ecuaciones (2.24) son n de las 2n ecuaciones de Hamilton, para obtener las n
restantes, debemos derivar respecto al j-ésimo momento generalizado,

OH (q,p, 1) — dg; ( dq )
K. = Di— — q, =t
Op; 8p] ; dt
Z dq; opi 0L
i1 dt (9pj 8])]' ’

nuevamente, observemos que =0y 3 apl = 0, porque el lagrangiano no depende de los
Pj

momentos generalizados ni p; de p; cuando 1 # j, asi se sigue que las n ecuaciones de

Hamilton restantes, son

H t dq;
%p’jp’) = “U paratodo j € {1,2,..,n}. (2.25)

Concluyendo, las 2n ecuaciones diferenciales de Hamilton dadas en (2.24) y (2.25) para
Jj€{1,2,...,n} estan dadas por

oH t dq; 0H t dp;
(¢,p,t) _ dg; v (a:p:t) _ dp; (2.26)
apj dt an dt
La solucién de las ecuaciones (2.26), determinan la trayectoria de las coordenadas y
momentos generalizados asociados a un sistema de particulas.

En el caso concreto en el que se utiliza el lagrangiano estdndar definido en (2.11), los
momentos generalizados son
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B aé@(z(ﬁ? _U@O

o 0
_ 2.27
m— (2.27)
Con el resultado (2.27) y considerando al lagrangiano estandar en la funcién del hamil-
toniano (2.21), se obtiene que

H(q,p) = zn:pquz ( ill(tj)
- St (r(2)-vo)

S 0(0)
- (3) () o)

300
_— (flj) +U(q). (2.28)

Asi, el hamiltoniano inducido por el lagrangiano estandar esta dado por

H@m:T($>+UU (2.29)

A (2.29) se le conoce como hamiltoniano estandar. Es interesante notar que el hamilto-
niano estandar es la suma de la energia cinética y la energia potencial, por lo que es igual
a la energia mecéanica definida en la seccién A.0.4.

Escribir la energia cinética del hamiltoniano estandar en funcién de los momentos gene-
ralizados dados en (2.27), seré de utilidad en la seccién 4.1 donde se presenta la construccién
del método HMC. Si definimos a K como la energia cinética en funcién de los momentos

generalizados, K tendrd la regla de correspondencia K (p) = 2—, donde p? es el producto
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punto del vector p consigo mismo. De esta forma serd equivalente a la funcién T, pero
su argumento ya no sera la velocidad generalizada sino el momento generalizado, como se
muestra a continuacion:

K(p) = ——

2
dq
= T e
(i)

por lo que podemos sustituir a K (p) en (2.29) y obtenemos que

H(q,p) = K(p)+U(q)

2

= L 4. (2.30)

2m

Para obtener las ecuaciones de Hamilton presentadas en (2.26), en el caso concreto del
hamiltoniano estandar (2.30), observemos que

OH (q,p) d(K (p)+UI(q)
Ip; Ip;
d (K (p))

_ b (2.31)

Ademas, notemos que

0H (q,p) 9 (K (p) +U(q))

= . (2.32)
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En conclusion, las ecuaciones presentadas en (2.26) para el caso del hamiltoniano
estandar, sustentados en (2.31) y (2.32), estan dadas por
pi _ dg; oU (q) _ —dp, :
- = — = 1,2,...,n}. 2.33
m = a Y oy, o paraj en{l,2,..n} (2.33)
El hamiltoniano (2.30) y las ecuaciones de Hamilton (2.33) son fundamentales para la
construccién del algoritmo HMC presentado en la seccién 4.1.

Ejemplo 4. Resolveremos el mismo problema que en el ejemplo 1, pero ahora bajo el en-
foque de la mecanica hamiltoniana, con el objetivo de mostrar como aplicar las ecuaciones
de Hamilton y resaltar que el enfoque newtoniano, lagrangiano y hamiltoniano conducen
a los mismos resultados.

Consideremos a ¢ (t) como la coordenada generalizada, que al tiempo ¢ devuelve la
posicion de la particula del sistema masa-resorte en el eje x. Recordemos ademas que en el
ejemplo 7 se dedujo que la energia potencial para este sistema estd dada por U (q) = %,
de tal manera que el hamiltoniano estandar presentado en (2.30) para este ejemplo estd
dado por

H(q,p) = K(p)+U(q)

2 2
P kq

= = 4t 2.34
2m+2 (3)

Para aplicar las ecuaciones de Hamilton asociadas al hamiltoniano estandar presentadas
en (2.33), notemos que

= kq. (2.35)

Por el resultado (2.35) y (2.33), se sigue que las ecuaciones de Hamilton estan dadas
por
% = % y kq= —@. (2.36)
Las incognitas del sistema de ecuaciones diferenciales (2.36) son la coordenada genera-
lizada q y el momento generalizado p. Notemos que si despejamos a p en la primer ecuacién
de (2.36) y derivamos respecto al tiempo obtenemos que
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dp d*q
= —m—. 2.
T (2:87)
Si sustituimos (2.37) en la segunda ecuacién de (2.36), se obtiene que
d?q
kq=—m—
L
d2
o bien, m<d +kqg= 0, (2.38)

dt

que es la misma ecuacién diferencial a la que se lleg6 en el ejemplo 1, cuya solucién es
q (t) = Asen (wt).

2.1.5. Propiedades del Hamiltoniano

En esta seccién se presentan propiedades de las dindmicas hamiltonianas que resultan
imprescindibles para la construccion del método HMC.

2.1.5.1. Reversibilidad

Con el objetivo de explicar el concepto de reversibilidad en las dinamicas hamilto-
nianas, definamos a § : R — R™ como la funciéon que a un tiempo t devuelve el pun-
to del espacio fase en el que se encuentra un sistema de particulas, es decir, § (t) =
(@1 (t) ey qn (t) ;01 (t), ..., pn (t)). De este modo, se puede definir la reversibilidad como la
capacidad que tiene el sistema de particulas de volver al estado § (¢) partiendo de ¢ (¢ + ¢)
con € > (.

La manera en que se consigue la reversibilidad en las dinamicas hamiltonianas, como
se afirma en [8] y se enuncia en el teorema 1, es siguiendo en un periodo de tiempo &
la trayectoria que surge de las ecuaciones de Hamilton cambiando el signo del momento
generalizado p.

Teorema 1. Las dindmicas hamiltonianas asociadas al hamiltoniano estandar son rever-
sibles bajo la transformacion H(q,p) — H(q, —p).

Demostracion. Al cambiar el signo al momento p, las ecuaciones de Hamilton quedan
determinadas por

Dj de oU (Q) dpj .
= 2 e 1.2, ... 2.
- o y Ja, p para j en{l,2,....,n} (2.39)
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dado que —% = d?z) y % = d? 7S¢ sigue que
pj _ dg; aU (q) dp;
Pj _ S 2.40
m= - 7 oy D (240

lo que prueba que al considerar H(q, —p) en lugar de H(q, p), se obtienen las ecuaciones
de Hamilton reversibles en el tiempo, es decir, con la transformacién ¢t — —t.

]

Poder obtener las dindmicas inversas al cambiar el signo de los momentos en las ecua-
ciones de Hamilton resulta de utilidad en el método HMC, porque facilita obtener las
trayectorias inversas en el algoritmo. Conseguir la reversibilidad es fundamental ya que
permite que la cadena de Markov generada por el algoritmo HMC, satisfaga las ecuaciones
de balance detallado, presentadas en 4.2.2, y ademas logra que se puedan proponer nuevos
estados para la cadena de Markov que no anulen la razén de aceptacién y rechazo, como
se explica en la seccion 4.1.

2.1.5.2. Conservacién

Otra propiedad que es importante para la construccién del método HMC, es que las
dindmicas hamiltonianas, mantienen constante al hamiltoniano estandar H (g, p), presen-
tado en (2.30).

Teorema 2. El valor del hamiltoniano estindar H (q,p), permanece invariante en las
trayectorias de las dindmicas hamiltonianas.

- H
Demostracion. Para probarlo, notaremos que se cumple que %Z’p) = 0.

Obteniedo la derivada parcial respecto al tiempo de H (g, p), tenemos que

OH ( q P) OH dqZ OH dpZ
2.41
Z dq; ot Z Opi dt’ ( )
por las ecuaciones de Hamilton dadas en (2.26), sabemos que g—H = Cfiqg y gg = —CZ?,

sustituyendo estas igualdades en (2.41), se sigue que
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OH _ ~dadp N~ dpda;
ot e dt dt & dt dt

)

_ i @dpz' _@dpz‘
dt dt  dt dt

=1
=1

= 0.

O

Este resultado implica que la probabilidad de aceptacion en el método Monte Carlo
Hamiltoniano sea uno, y que los puntos en las trayectorias de las dindmicas hamiltonianas
tengan la misma densidad asociada de acuerdo a la distribucién de Boltzman, como se
menciona en la seccion 4.1.

2.1.5.3. Preservacion del volumen

Las dindmicas hamiltonianas preservan su volumen en el espacio fase de momentos, a
este resultado se le conoce como el teorema de Liouville.

Teorema 3. Teorema de Liouville. El volumen de una region w en el espacio fase de mo-
mentos se conserva si los puntos de su frontera d (w) se mueven de acuerdo a las ecuaciones
de Hamilton.

Demostracion. Las ecuaciones de Hamilton describen la evolucion en el tiempo de la fun-
o do(t) _ (dg1r dgo dgn dp1 dp2 dpn, : :

cibn —~ = ( dhdt S e e ), para probar el teorema de Liouville basta con

demostrar que el campo vectorial % tiene divergencia cero, porque como se demuestra en
[1, pp.69-70], los campos vectoriales con divergencia nula preservan su volumen.

Notemos que en efecto, la divergencia de fl—‘z €es Ccero,

g (B _ (0 9 9 9N\ (da dg, dp dp.’
at) — \oq’ U 0q, Op U op,) \dt’ 7 at’ dt’’ 7 dt

_ —~ 0 dg; “~ 0 dp;
_ Za_qi(ﬁ)JrZapi(dt)’ (2.42)

=1 i=1

sutituyendo las ecuaciones de Hamilton (2.26) en (2.42), obtenemos que
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i=1

" 0?H

lds "9 (OH\ <~ O (0H
div (E) B ; dqi (81%) -2 Ip; (aqz-)
- H

probando asi el teorema de Liouville.
]

La importancia de la preservacién del volumen para el método HMC como se explica
en [8, p.117], radica en que si no se preserva, se tendria que calcular el determinante de
la matriz jacobiana de la transformacion cada vez que se propusiera un nuevo estado en
la cadena, para modificar de manera oportuna la razén de aceptacion y rechazo, lo que
resultaria costoso computacionalmente.

2.1.5.4. Dinamicas simplécticas

Para introducir la propiedad simpléctica de las dinamicas hamiltonianas, es conveniente
tener presente las definiciones (2) y (3).

Definicién 2 (Matriz simpléctica). Decimos que una matriz M es simpléctica st M*JM =

J, con J = <0nxn Im&n)

- Inxn Onxn

Definicién 3 (Transformacién simpléctica). Se dice que una transformacion ¢ es simplécti-
ca st su matriz jacobiana M es simpléctica.

Notemos que si una transformacién ¢ es simpléctica, entonces el valor absoluto de su
matriz jacobiana M, es uno, ya que

det (M") det (J)det (M) = det(J)
det (M)* = 1
|det (M) | = 1, (2.43)
este resultado se utiliza en la seccién 3.1, donde se prueba que el método de Euler es un

método numérico no simpléctico. Ademas, es importante tener presente que la transfor-
macion ¢, preserva el volumen, debido a que su matriz jacobiana M satisface la igualdad
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(2.43), que como se afirma en [8], implica la preservacién del volumen.

El teorema 4, probado en 1899 por Henri Poincaré?, bajo la hipdtesis de un hamil-
toniano H (q,p) con segundas derivadas parciales continuas, sostiene que las dindmicas
hamiltonianas son simplécticas, su demostracion se puede consultar en [6].

Teorema 4. Si H (q,p) es un hamiltoniano con sequndas derivadas parciales continuas,
entonces la transformacion implicada por las ecuaciones de Hamilton asociadas a H (q,p)
al tiempo t, es una transformacion simpléctica.

La propiedad de preservacién de volumen en las dindmicas hamiltonianas, es también
una consecuencia de que las dindmicas sean simplécticas, ya que como sostiene el teorema
4, la transformacién implicada por las ecuaciones de Hamilton en el tiempo es simpléctica
y este tipo de transformaciones preserva el volumen, como se mencioné anteriormente.

En la seccién 3.1, se debe tener presente la propiedad simpléctica de las dinamicas
hamiltonianas, porque como se exhibe en ésta, al utilizar métodos numéricos que posean
la propiedad simpléctica se obtienen aproximaciones mas exactas de las soluciones de las
ecuaciones de Hamilton, las cuales son indispensables para la aplicacién del algoritmo HMC.

3Jules Henri Poincaré (1854-1912), matematico francés, cientifico tedrico y filésofo de la ciencia, consi-
derado a menudo como el dltimo “universalista’.



Capitulo 3

Algoritmos y temas precedentes

Para aplicar el método HMC, es necesario conocer o tener una aproximacién de la
solucion de las ecuaciones de Hamilton presentadas en el capitulo 2. Generalmente estas
ecuaciones no tienen una solucion analitica por lo que se debe recurrir a métodos numéri-
cos. En este capitulo se introduce el método de Euler, Euler simpléctico y el algoritmo
Leapfrog, se ejemplifica cémo utilizarlos para aproximar las dindmicas hamiltonianas, y se
comparan con el objetivo de resaltar qué método numérico es més adecuado utilizar para
el algoritmo HMC.

Por otro lado, se introducen los métodos de cadenas de Markov Monte Carlo que son
la base del algoritmo HMC, en particular, se profundiza en el algoritmo Random Walk
Metropolis-Hastings que es uno de los mas conocidos y utilizados por su sencillez.

3.1. Meétodos para solucién de ecuaciones diferencia-
les ordinarias

Las trayectorias que siguen las coordenadas y los momentos generalizados estdn de-
terminadas por las ecuaciones de Hamilton (2.26), cuya solucién frecuentemente no tiene
foma analitica, debido a esto se deben aproximar las trayectorias con métodos numéricos.

Aunque pueden utilizarse diversos algoritmos para aproximar las soluciones de la tra-
yectorias, es conveniente utilizar métodos numéricos simplécticos (su concepto se da en la
definicién 4), porque producen aproximaciones mas exactas, debido a que comparten la
propiedad simpléctica de las dindmicas hamiltonianas y en consecuencia poseen propieda-
des como la preservacion del volumen, ademas de que conservan la estructura simpléctica
de las dinamicas.
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Definicién 4 (Método numérico simpléctico). Un método numérico se denomina simplécti-
co st su transformacion a un paso de tamano € dada por

n = (Pe (yO) )
es una transformacion simpléctica cuando se aplica a un sistema hamiltoniano suave.

En esta seccion presentarémos dos métodos numéricos simplécticos y el método de Euler
que no lo es, con el objetivo de comparar sus aproximaciones.

3.1.1. Método de Euler

El método de Euler!, como su nombre indica, fue propuesto por Leonhard Euler, en el
ano 1768. Es un método numérico 1til para aproximar soluciones de ecuaciones diferencia-
les ordianarias con condiciones iniciales.

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

%:fl(xhx%”'uxm)
dd% — f2 (xl?x27..' 7‘/L‘m) (3 1)
dg_;n:fm(xlax27'.'7wm)a

con condiciones iniciales x; (ty) = 2% y y; (to) = y& con i € {1,2,...,m}. El método de
Euler permite aproximar las soluciones del sistema (3.1) a través de la sucesion iterativa

ri(t+e€) =x;(t) +ef (x1,29, - ,2m), (3.2)
en donde € representa el tamano de paso.

Para generar un aproximacion de la solucion de las ecuaciones de Hamilton inducidas
por el hamiltoniano estandar con el método de Euler recordemos que, como se dedujo en
(2.33), este sistema esta dado por

pi _ dg;
gnU(fI) f‘/ _dpj con j € {1727 7n} . (33)
dq; — dt

Teniendo presente el sistema (3.3) y la sucesién iterativa (3.2), se puede deducir que la
aproximacién para este sistema estd dada por

Leonhard Paul Euler (1707-1783), matemdtico y fisico suizo, de los més destacados de la historia.
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wlt+0=a () + LD 3.9
o (4 (1)

o (3.5)

pi(t+e€) =pi(t) —¢

Es facil notar que este algoritmo no es un método numérico simpléctico mostrando que
el valor absoluto del determinante de la matriz jacobiana de la tranformacién dada por
(3.4) y (3.5) en general es distinto de uno, esto se debe a que como se explicé en (2.43)
todas las matrices jacobianas de transformaciones simplécticas tienen determinante uno.

9qi(t+e)  Oqi(t+e)
| det (J(q; (t+¢€),pi(t+e€)))| = |det (aﬁ?{f?a a?féﬁ)) |
9q;(t) Op;(t)

1 £
= det 277( . i
(ot )

3.1.2. Meétodo de Euler Simpléctico

El método de Euler simpléctico es una modificacién del método de Euler, que puede ser
consultada en [18]. Este método permite aproximar soluciones de sistemas de ecuaciones
diferenciales de la forma

& = (x,y)
% = ¢(I7y)

a partir de las sucesiones

z(t+e)=x(t)+ep(x(t),y(t+e)), (3.6)
y(t+e)=y@)+ep(z(t),y(t+e). (3.7)
El método de Euler simpléctico es un método implicito, ya que la variable y (t 4 €) no

estd dada de manera explicita en (3.6) ni (3.7). Para aproximar su valor debe solucionarse
el sistema de ecuaciones.

~—
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Al aplicar el método de Euler simpléctico a las ecuaciones de Hamilton (2.26), se ob-
tienen las sucesiones

OH (q(t),p(t+¢e),t)
dq; 7

OH (q(t),p(t+¢e),t)
Op; .

pi(t+e)=pi(t)—¢

g (t+e)=¢q(t)+e¢

Notemos que cuando se aplica este método a las ecuaciones de Hamilton inducidas
por el hamiltoniano estdndar, presentadas en (2.33), no es necesario resolver el sistema
de ecuaciones para aproximar las variables implicitas, ya que las iteraciones, en este caso,
quedan determinadas de forma explicita, como se muestra a continuacién

OH (q(t),p(t+¢))

pi(t+e) = pi(t)—e

dq;
— - 2D £ U )
U )

¥s

OH (q(t),p(t+¢))
Ip;
O(K (p(t+¢)+U(q(t))
Ipi
OK (p(t+¢))
: Ip;
pi (t+¢)

— g () e
qi(t) +e -

¢(t+e) = q(t)+e

= q(t)+e

= q (t)+

Concluyendo, las sucesiones para aproximar las ecuaciones de Hamilton (2.33), quedan
determinadas de forma explicita y son

pi(t+e) = pi(t)—

¢ (t+e) = ¢ (t)+e——.
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En [18, p.189] se demuestra que este algoritmo es un método numérico simpléctico cuan-
do es empleado para aproximar la solucion de las ecuaciones de Hamilton inducidas por un
hamiltoniano de la forma H = K (p) + U (¢), como es el caso del hamiltoniano estdndar.
Para demostrarlo se prueba que la matriz jacobiana de la transformacion inducida por el
método numeérico es una matriz simpléctica.

3.1.3. Meétodo Leapfrog

El método Leapfrog también llamado Stormer-Verlet Scheme fue propuesto por Loup
Verlet? en el afio 1967 con el objetivo de estudiar las dindmicas moleculares como se men-
ciona en [18, p.7].

La aproximacién de la solucién de las ecuaciones de Hamilton (2.26), generada con el
método Leapfrog esta dado por los siguientes pasos iterativos

58H(q(t),p(t+§),t)

p(teg) = w3 04 ’

G(t+e) = qz-(t)+g(6H(‘1(t)a>£(t+§))+5H(q(t+s;];fa(t+%),t)>’
0 £

R e ]

Del mismo modo que el algoritmo de Euler simpléctico, el algoritmo Leapfrog es un
método numérico implicito que cuando se aplica a las ecuaciones de Hamilton (2.33) in-
ducidas por el hamiltoniano estandar, queda determinado de manera explicita, como se
muestra a continuacion

c U (q (1))
pl(t+§> = =3 dq;
au(t+e) = qz(t)+%<pi(;%%)+pi(;%§)>
= )+ (pi(H%))

pi(t+¢) = pi <t+§> —g(%ﬁ)

2(1931-2019), fisico francés pionero en simulaciones computacionales de dindmicas moleculares.
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La demostracion de que este método numérico es simpléctico cuando se aplica a las
ecuaciones de Hamilton implicadas por un hamiltoniano de la forma H = K (p) + U (q)
puede encontrarse en [18, p.190].

3.1.4. Comparacion

Retomemos el ejemplo 4, en donde se obtuvo el hamiltoniano

H(q,p) = % + kTqQ y las ecuaciones de Hamilton

P _dq o — 0P

m_at T Tar

considerémos ademads, los parametros propuestos en el ejemplo 8 para este sistema de

particulas, es decir una masa m = 2K g y la proporcionalidad del resorte, kK = 30N/m, de
tal forma que el sistema (3.9) pueda reescribirse como

(3.8)

p_ dq P

— = — 30q = ——.

o~ at U T T

Supongamos ahora, las condiciones inicaiales p (0) = 0y ¢ (0) = 1. Si despejamos a p

de la primer ecuacién de (3.9) obtenemos que p2: 2%, derivando respecto al tiempo en
ambos lados de la igualdad se sigue que % = 2%

de (3.9) obtenemos la ecuacion diferencial

(3.9)

y al sustituirlo en la segunda ecuacion

d?q

2— +30g=0
gz "=
equivalente a
d*q
— +15g = 0. 3.10
5 + 15 (3.10)

La ecuacién (3.10), es una ecuacién de segundo orden con coeficientes constantes, por
lo que su solucién serd proporcional a e* para alguna constante ), y por tanto se cumplird
que

d2 At At
0 = @(e ) + 15¢
= MM 4 15eM

e (A 415) . (3.11)
Dado que e > 0, (3.11) implica que

0 A+ 15
—15 = )\,
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por lo que las posibles raices de A estan dadas por

A =—1V15 o Ay =1iV15.
Asi, se sigue que la solucién de (3.10) es de la forma

q(t) = clei‘/ﬁt + cze_i‘/ﬁt. (3.12)

Aplicando la ecuacién de Euler et = ¢ cos (3) +ie® sen () a (3.12), obtenemos que

q(t) = ¢ (cos (\/ﬁi) + isen (\/ﬁt)) + ¢ (cos (\/ﬁlﬁ) — isen (\/ﬁ)ﬁ))
= (¢1 + ¢3)cos (\/ﬁi) +i(c1 — ¢g)sin (\/1_5t> :

Dado que ¢; y ¢3 son constantes arbitrarias, es conveniente definir
a; =1i(c; — ) y g = ¢1 + o, de modo que la soluciéon de la ecuacion diferencial (3.10) se
reduzca a

q(t) = aisen (\/Bt> + aycos (\/Ei) : (3.13)

Ademas, por la condicién inicial ¢ (0) =1y (3.13),

1 = agsen(0) + ascos (0)
1 = as (3.14)

Sustituyendo el valor de (3.14) en (3.13), se sigue que

q(t) = aisen <\/ﬁt> + cos (\/ﬁt) : (3.15)

Al derivar (3.15), se llega a que

d(id—fft) = al\/ﬁcos <\/1—5t> —V15sen (\/Et> ) (3.16)

por lo que podemos obtener la funcién p al sustituir el valor de (3.16) en la igualdad p = 2%
que surge al despejar a p de la primer ecuacién del sitema (3.9), asi obtenemos que

p(t)=2 (alx/ﬁcos (\/ﬁt) —V15sen (\/1_5t>> : (3.17)

Por la condicién inicial p (0) = 0,
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0 = 2 (al\/ﬁcos (0) — V15sen (0))
= 26Y1\/E
a, (3.18)

y finalmente al sustituir (3.18) en (3.17), se obtiene que la funcién p estd dada por

p(t) = —2/15sen (\/1_515) : (3.19)

Para obtener la funcién ¢ sustituimos (3.18) en (3.15), resultando que

q(t) = cos <\/Et) : (3.20)

Concluyendo, las trayectorias en el tiempo que siguen las coordenadas generalizadas y
los momentos generalizados en este sistema, estén dadas por la solucién (3.19) y (3.20) del
sistema de ecuaciones diferenciales (3.9).

Laimagen 3.1 muestra las trayectorias que siguen los momentos generalizados y las coor-

denadas generalizadas en el espacio fase en un intervalo de tiempo [0, %”} donde w = \/% ,

como se mencioné en el ejemplo 7, 2% es el tiempo que tarda la particula del sistema masa-
resorte en dar un ciclo completo.

2
6 o te€{0, 4}

momento generalizado (p)
o
L

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
coordenada generalizada (q)

Figura 3.1: Trayectoria en el espacio fase del sistema masa-resorte.
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8_
10 —e— Aproximacion
6 1 — Exacta
Cl
o 51 4
°
©
N 24
T 0
7]
5 0
o
e 57 -2
=
g
S —10 =4
g 10
_6_
_15 .
—8
-25 -20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
(a)

momento generalizado (p)
o

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 000 025 050 075 1.00 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 075 1.00

coordenada generalizada (q) coordenada generalizada (q)

() (d)

Figura 3.2: Las aproximaciones por el método de Euler, Euler simpléctico y Leapfrog
presentadas en (a), (b) y (c) respectivamente, muestran 50 iteraciones con un tamafno de
paso € = 0.05. La imagen (d) muestra una aproximacion de 50 iteraciones con el algoritmo
Leapfrog utilizando € = 0.15.

Las aproximaciones de la solucién del sistema de ecuaciones (3.9), obtenidas al utilizar
los métodos numéricos descritos en esta seccion, graficamente se presentan en la imagen 3.2.

Como se observar en la figura 3.2 (a), la aproximacién con el método de Euler no es
buena, produce resultados alejados de los valores exactos de la trayectoria y con el tiempo
diverge.

El resultado obtenido con el método de Euler simpléctico graficado en 3.2 (b), produce
mejores resultados: se elimina la divergencia y la aproximacion es més cercana a la solucién
analitica.
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Por tltimo, la figura 3.2 (c), muestra la aproximacién con el algoritmo Leapfrog, note-
mos que en esta imagen el error no es perceptible, y que incluso tomando un tamano de
paso tres veces mas grande, € = 0.15, la aproximaciéon que se consigue es muy cercana a la
trayectoria exacta como se muestra en 3.2 (d).

En este repositorio se puede consultar el codigo en Python del método de Euler, Euler
simpléctico, Leapfrog y los ejemplos presentados en las imagenes 3.1 y 3.2.

Consideremos ahora el hamiltoniano esténdar H (q,p) = K (p) + U (¢) asociado a una
particula de masa m = 1, es decir, donde la energia cinética K (p) = %2 y definamos a
la energia potencial U como U (q) = —log(f (¢,5,1)), donde f (z,«, ) es la funcién de
densidad de la distribucién Gamma dada en (3.21). Al definir a H (¢, p) de esta manera
se puede simular de la distribucién Gamma(5,1) empleando el método HMC, como se
muestra en la seccion 4.3.1.

f(z,a,p) = %xa_le_ﬁw. (3.21)

Notemos que la funcién U (q) = —log (f (¢,5,1)), de forma explicita estd dada por

Ulg) = —log

q) +log (4!) + ¢, (3.22)

y por tanto,

H(q,p) = K(p)+U(q)

2
= % —4log (q) +log (4!) + q. (3.23)

Al derivar (3.22) respecto a ¢, se obtiene que
au -4 4
dqg ¢

Ademés, recordemos que las ecuaciones de Hamilton deducidas en (2.33) estan dadas

por

(3.24)


https://git.io/JtXht
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dq oU (q)  —dp
i PR (3.25)

L
m

Teniendo presente (3.24) y (3.25), se sigue que las ecuaciones de Hamilton para el
hamiltoniano definido en (3.23), son

d —4 —d,

gzd—j y 7+1:Wp. (3.26)

El sistema de ecuaciones diferenciales (3.26), no tiene una solucién analitica, por lo que

debe aproximarse con métodos numéricos. La grafica 3.3 muestra la aproximacién de la

solucion con el método de Euler, Euler simpléctico y Leapfrog, considerando los puntos

iniciales ¢ (0) = 1y p(0) = 1. El c6digo en Python de este ejercicio se puede consultar en
este repositorio.

—e— Euler
—e— Euler simpléctico
—e— Leapfrog

momento generalizado (p)

0 2 4 6 8 10 12
coordenada generalizada (q)

Figura 3.3: Aproximacién de la soluciéon de las ecuaciones de Hamilton, generando 100
iteraciones en los métodos numéricos con € = 0.15.

Como se observa en la imagen 3.3, de nuevo, la aproximacion por el método de Euler
diverge en el tiempo, mientras que las aproximaciones por el método de Euler simpléctico
y Leapfrog permanecen estables y similares entre ellas.

Las aproximaciones con el método de Euler simpléctico y Leapfrog son mas acertadas
porque comparten las propiedad simpléctica de las dinamicas hamiltonianas, a diferencia
del método de Euler que como se mostré en la seccién 3.1.1 no es un método numérico
simpléctico.


https://git.io/JthKZ
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De los métodos numéricos simplécticos presentados, Leapfrog es el que que produce
resultados mas cercanos a la solucién exacta, ya que a diferencia del método de Euler
simpléctico, realiza un paso intermedio que, en efecto, lo hace computacionalmente méas
costoso, pero a su vez mas preciso.

El método numérico utilizado en HMC para aproximar la solucién de las ecuaciones
de Hamilton, juega un papel importante porque la tasa de aceptacién del algoritmo HMC
depende de la exactitud de las aproximaciones de las dindmicas hamiltonianas, entre mas
exacta es, mayor es la tasa de aceptacion, como se explica en la seccion 4.2.1.

El cuadro 3.1, obtenido en [8] muestra el orden de error de los métodos numéricos pre-
sentados en esta seccién. Recordemos, que el error local se refiere al error que se genera del
tiempo t al tiempo t + €, mientras que el error global se refiere al error acumulado en un

intervalo de tiempo R que se recorre en — pasos.
€

Euler | Euler simpléctico | Leapfrog

Error Local € € €3

Error Global € € €

Cuadro 3.1: Orden de error de métodos numéricos.

Generalmente, Leapfrog es el método numérico utilizado en HMC para aproximar la
solucion de las ecuaciones de Hamilton, debido a su propiedad simpléctica y que como se
muestra en el cuadro 3.1, el orden de sus errores es preferible. Por esta razén, y por los
resultados obtenidos en los ejemplos presentados en esta seccion, en este trabajo también
se empleard el algoritmo Leapfrog para aproximar las dindmicas hamiltonianas requeridas
en HMC.

3.2. Estadistica bayesiana

La estadistica bayesiana, considera la probabilidad desde una perspectiva subjetiva. En
este enfoque, se adhiere un grado de creencia o expectativa a las probabilidades de la ocu-
rrencia de fenémenos inciertos. En este sentido, es una herramienta eficiente que permite
aprovechar la informacién disponible sobre algiin problema para solucionarlo.

En la actualidad, la estadistica bayesiana ha tenido un desarrollo notable, derivado en
parte del gran avance que ha ocurrido en la parte computacional. Tiempo atras, aunque las
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soluciones que brindaba la estadistica bayesiana eran atractivas y adecuadas, en la practi-
ca no podian realizarse por limitaciones computacionales. Sin embargo, hoy en dia, estas
limitaciones se han reducido, y ha sido posible aplicar la estadistica bayesiana a diversas
areas como la econometria, bioestadistica, ciencias sociales, ingenierias, entre otras.

La estadistica bayesiana se sustenta en el teorema de Bayes, enunciado en 5. Su demos-
tracién se puede consultar en [16].

Teorema 5. Teorema de Bayes. Dado un conjunto de observaciones D con verosimilitud
asociada L (q | D), y una medida de probabilidad a priori G que cuantifica la incertidumbre
sobre q, se sique que la densidad de q | D, estd dada por

L(D | q)G (q)
Jyera £(D | 0)G (q) dg’

y es conocida como la densidad posterior.

S'(q| D) = (3.27)

En general, para hacer inferencia bayesiana es necesario simular de la densidad posterior
(3.27), cuyo divisor habitualmente no se conoce de manera analitica y muchas veces resulta
inviable aproximarlo numéricamente. De aqui radica la utilidad de los métodos MCMC en
estadistica bayesiana, porque permiten simular de la distribucién objetivo conociendo la
densidad (3.27) salvo constantes, es decir, no es indepensable conocer analiticamente la
integral de la densidad para simular de ella.

3.3. Meétodos de cadenas de Markov Monte Carlo

Los métodos de cadenas de Markov Monte Carlo (Markov Chain Monte Carlo, por sus
siglas en inglés MCMC), son una familia de algoritmos utilizados para simular muestras de
una variable aleatoria X con funcién de densidad S’, donde X € © y © C R?. Para obtener
las simulaciones, estos algoritmos generan una cadena de Markov {X,, : n=0,1,.... N — 1}
ergddica con distribucion estacionaria igual que la distribucién objetivo. La definicion de
distribucién estacionaria y cadena ergddica se presenta en las secciones 4.2.3 y 4.2.4 res-
pectivamente.

El objetivo de los algoritmos MCMC es poder simular de variables aleatorias y son
utiles para aproximar integrales de la forma

Ee (9(X)) = / g (x) ' (x) de,

S}
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a través del promedio

o= 2 9(Xa), (3.28)
i=0

en donde g : © — R es una funcién real. En la seccién 4.2.4 se enuncia el teorema ergdédico

que bajo ciertos supuestos prueba que fi, =5 Eg (g (X)).

Debemos tener en cuenta que las cadenas generadas por los algoritmos MCMC, no son
una muestra aleatoria e independiente de la variable objetivo X. En principio, puede su-
ceder que los primeros estados no sean representativos de la distribucion objetivo porque
el punto inicial de la cadena puede estar lejos de zonas en donde la densidad S’ sea alta.
Ademas, dado que las simulaciones provienen de una cadena de Markov no son indepen-
dientes, ya que el estado X;;; depende del estado anterior X;. Sin embargo, se pueden
aminorar estas limitaciones al aplicar un burn-in y un lag a la cadena, tales conceptos son
presentadas en la seccion 3.3.2.2 y 3.3.2.3, respectivamente.

3.3.1. Metropolis-Hastings

El algoritmo Metropolis-Hastings permite simular de una distribucién objetivo con fun-
cién de densidad S’ cuando se puede evaluar de una funcién S proporcional a S’, lo cual
denotaremos como S’ o S. Poder simular utilizando sélo S resulta de gran utilidad en
estadistica bayesiana ya que en esta area no es habitual conocer las constantes de norma-
lizaciéon de las densidades posteriores. En general, es comin definir a S como el kernel de
S’, es decir la funcién de densidad S’ salvo constantes.

Para simular una cadena de Markov {X, :n=0,1,..,N — 1}, el algoritmo comienza
simulando el primer estado de la cadena X, de una distribucién inicial 4 cuyo soporte
esté contenido en el de la distrbucion que se desea simular; denotaremos la simulacién del
primer estado como X < pu.

Posteriormente, se define a Y; con i € {0,1,..., N — 2} como una simulacién de una
variable aleatoria con densidad ¢ condicionada a X; que puede ser conocida salvo constantes
o simétrica (es decir, que satisfaga que q(z |y) = q(y | z)), el soporte de la densidad
objetivo debe estar contenido en el soporte de ¢ y debe cumplirse que ¢ (z | y) = 0 si y sdlo
si q(y|x) = 0. Ademas, es importante tener presente que en la préactica es conveniente
que sea facil simular de ¢. Denotaremos esta simulacién por

de este modo, Y; es la propuesta para el estado X;,; de la cadena de Markov.
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Posteriormente, se define al estado X;,; de la cadena de Markov como la realizacién

X; con probabilidad 1 — p(X;,Y;),
en donde p (X;,Y;) estd dada por

(S (V)XY
p(Xi,Y;) = min (1’ S’(Xi)Q(Yv:|Xi))

— min (1, g(Yi) Z<Xf | Yi)) . (3.29)

La igualdad (3.29) se sigue de que S" o S.

{Yi con probabilidad p (X;,Y;)
Xipy1 =

De forma resumida se presenta este procedimiento en el algoritmo 1.

Algoritmo 1: Metropolis-Hastings
Valores de entrada: funciéon de densidad S proporcional a la distribuciéon objetivo,
funcién de densidad condicional ¢, tamano de la cadena N
Simulamos punto inicial Xy <
para :=0,1,...., N — 2 hacer
Generamos un valor Y; < ¢ (- | X;).

7 Yi)q(Xi|Ys
Calculamos p (X;,Y;) = min (1’ %)

Simulamos u < U (0, 1)
si u < p(X;,Y;) entonces
| aceptamos el estado Y;, es decir X;1 =Y;

en otro caso
| rechazamos Y;, es decir X; 1 = X;

fin
Devolvemos la cadena {Xo, X1, ..., Xny_1}

fin

Si el lector desea profundizar en el algoritmo Metropolis-Hastings puede consultar [32],
[12], [16].

3.3.2. Random Walk Metropolis-Hastings

Un caso particular del algoritmo Metropolis-Hastings, conocido como Random Walk
Metropolis-Hastings (RWMH por sus siglas en inglés), surge al generar las propuestas Y;
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para los estados de la cadena simulando de una variable aleatoria con densidad ¢ con-
dicionada al punto X; y simétrica en ese mismo punto, de tal forma que la simulacién
Y; < q (- | X;), puede conseguirse simulando una variable € de una distribucién W simétri-
ca en cero, a través de la suma

Y, =X, +e. (3.30)

Del mismo modo que en el algoritmo Metropolis-Hastings, el estado X;,; de la cadena
es una variable aleatoria definida como

PO Y;  con probabilidad p(X;,Y;)
s X; con probabilidad 1 — p(X;,Y;),

pero, en este caso la funcién p (X;,Y;) definida en (3.29) puede simplificarse, pues notemos
que si consideramos a w como la funcién de densidad de €, se cumple que

q(Yi | Xi) =w(e), (3.31)
y ademas,

q(Xi|Y;) = w(—¢)
= w(e). (3.32)

De (3.31) y (3.32) se sigue que ¢ (Y; | X;) = ¢(X; | Y;), por lo que

00a(%17)
) = win (1SR
S

q
(1 200] -

Los pasos para aplicar el algoritmo RWMH de manera estructurada se presentan en el
algoritmo 2.

3.3.2.1. Escalamiento 6ptimo en RWMH

Un caso concreto del algoritmo RWMH surge al considerar que la variable aleatoria ¢,
de la propuesta Y; = X; + ¢ presentada en (3.30), tiene distribucién normal multivariada
N(p, I50%), en donde p € R? es el vector de ceros
1= (0,0,...,0)", 0% la varianza y I, es la matriz identidad
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Algoritmo 2: Random Walk Metropolis-Hastings
Valores de entrada: funcién de densidad S proporcional a la distribucién objetivo,
distribucion W simétrica en cero, tamano de la cadena N
Simulamos punto inicial Xy < u
para i =0,1,...,N — 2 hacer
Generamos un valor Y; = X; + ¢ donde ¢ < W

Calculamos p (X;,Y;) = min (1, 5&%)

Simulamos u < U (0, 1)
si u < p(X;,Y;) entonces
aceptamos el estado Y;, es decir X; 11 =Y ;
en otro caso
‘ rechazamos Y}, es decir X;1 = X; ;
fin

fin
Devolvemos la cadena {Xo, X1, ..., Xny_1}

10 0 O

01 0 O
]d - . . . . )

00 0 1

de tal forma que
o 0 0
) 0 o? 0
Id(T =

O 0 -.- o2

La eleccién de la varianza o2, es un tema de especial interés, ya que si la varianza o? es
pequena la propuesta Y; sera similar al iltimo valor de la cadena X, lo que ocasionara que
la probabilidad de aceptacién definida en (3.33) sea cercana a uno, sin embargo esto no es
necesariamente optimo porque los estados simulados en la cadena tendran una dependen-
cia alta y se tardara en explorar completamente el soporte de la distribucién objetivo. En
contraste, cuando o es grande, se logra reducir la dependencia en la cadena y se explora
de manera maés eficiente, pero la probabilidad de aceptar un nuevo estado en la cadena
disminuye.

Una forma éptima de elegir el vector de varianzas en el caso concreto en que € <—
N(u, 1;03), d — oo y la densidad objetivo tiene forma
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d

S'(x1, w9, ...y 24) :H f(x;),

=1

donde f es una funcién de densidad, es consiguiendo que la tasa de aceptacion sea de 0.234,
este resultado se demuestra en [34] al maximizar la eficiencia del algoritmo MCMC. En este
mismo articulo se menciona que aunque la tasa de aceptacion 0.234 es 6ptima para una
dimensién d infinita, existen resultados numéricos que muestran que ain en una dimension
d = 5, la tasa de aceptacion optima es muy cercana a 0.234, asi mismo se afirma que en el
caso concreto donde la dimensién d = 1 la tasa de aceptacion éptima es 0.44.

Para profundizar en temas de optimizacién del algoritmo RWMH puede consultarse [15].

Ejemplo 5. En este ejemplo se muestra una aplicacién de RWMH para simular una mues-
tra de la distribucién Gamma con funcién de densidad

S/ (.Z',Oé,ﬁ) — %xaleﬁx’

tomando los pardmetros a« =5y 8 = 1, es decir

S (x,5,1) = xhe ™. (3.34)

r(s)

Como se mencioné anteriormente, se puede aplicar RWMH conociendo una funcién
proporcional a la funcién de densidad objetivo (3.34). En este caso, se utiliza como dicha
funcién al kernel de S” que denotaremos por S y que estéa dado por

S (z) =x'e ™.
Ademas, considerarémos que las propuestas surgen a través de
Yi=X; +¢,
donde £ ~ N(0,0?).

Debido a que la distribucién N (0, 0?) es simétrica en cero la razén de aceptaciéon para
este ejemplo es de la forma (3.33), que de manera explicita se puede calcular como
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p(X;,Y;)) = min

Y\
= min (1, (y) e(Xi_Yi)> : (3.35)

Al programar este algoritmo es recomendable utilizar la razén simplificada (3.35), para
reducir el costo computacional y evitar desbordamientos de punto flotante.

En este ejemplo, se simulé una cadena de 100,000 estados y se eligié un punto inicial
Xo = 500, alejado de zonas de alta probabilidad con la intencién de resaltar el numero de
transiciones necesarias para llegar a zonas mas representativas de la distribucion objetivo.
Se escogié 0% = 25 porque de esta manera se consiguié una tasa de aceptacién de 0.4403,
que es cercana a la tasa optima de 0.44 para el caso de una dimension, mencionada pre-
viamente en esta seccion.

El algoritmo RWMH para este ejemplo, tardé 10.53 segundos en simular los 100,000
estados de la cadena de Markov. El cédigo en Python utilizado, se puede consultar en este
repositorio.

En las secciones 3.3.2.2 y 3.3.2.3 se muestra de qué manera tratar esta cadena para
obtener una muestra pseudoaleatoria representativa de la distribucién objetivo.

3.3.2.2. Burn-in

El burn-in en los métodos MCMC, es un término coloquial que se refiere a desechar las
primeras b muestras de la cadena que toman valores en los que la densidad objetivo es baja,
con el objetivo de tener una cadena cuyos estados sean representativos de la distribucién
objetivo. Al conjunto de simulaciones {X,, :n=0,1,...b—1} con b—1 < N — 1 se le
conoce como el periodo de burn-in de la cadena. El valor b depende del punto inicial X, y
de cémo se proponen nuevos estados.

Una manera en la que se suele determinar el periodo de burn-in, es graficando los puntos

(X;,In (5" (X;))) conie{0,1,...,N—1}, (3.36)
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Figura 3.4: Selecciéon del burn-in a través de las log-densidades de los estados de la cadena
de Markov, la linea roja punteada representa la longitud de la cadena en que las log-
densidades dejan de tener un comportamiento creciente.

y notando a partir de qué estado de la cadena los logaritmos de las densidades empiezan a
estabilizarse. Si a partir del estado X, los valores In (S’ (X;)) coni € {a,a+1,...,N — 1}
dejan de tener un comportamiento creciente, se elige a b como el valor «, y se desechan los
estados X; con i € {0,1,2,...,ac — 1} de la cadena.

Para ejemplificar este método, en la gréfica 3.4, se muestran los puntos (3.36) de la ca-
dena generada en el ejemplo 5 con el objetivo de simular de la distribucién Gamma(5,1).
Como se muestra en la imagen, aproximadamente después del estado 280 de la cadena los
logaritmos de las densidades parecen estabilizarse y dejar de crecer, por lo que de acuerdo
a esta perspectiva se sugiere que se eliminen los primeros 280 estados de la cadena.

Por otro lado, una manera analitica en la que se puede determinar la longitud del pe-
riodo de burn-in, es analizando disimilaridades entre conjuntos consecutivos de la cadena
de Markov a través de la distancia de Hellinger. La definicién 5, presenta el concepto de
distancia de Hellinger consultado en [5].

Definicién 5 (Distancia de Hellinger). Sean f y g funciones de densidad. Definimos la
distancia de Hellinger como
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Hito) = |5 [ (VI@ - V@) do (3.37)

La distancia de Hellinger esta acotada entre cero y uno, 0 < H (f,g) < 1, entre mayor
sea la distancia mas grande es la disimilaridad.

El método para determinar el burn-in con las distancias de Hellinger, de manera concisa,
consiste en dividir en r subconjuntos de la misma longitud la cadena {X,, : n =0,1,.., N — 1},
donde r es un divisor de IV, de tal forma que se formen las subcadenas:

N
Zy = {Xn:n:0,1,...,——1}
r

N N N
Zy = {X,:n= ,——l—l,...,Q(—)—l}
r r

r

Z = {X,:in=(—1) (g) (1) (g) 1 N1,

Posteriormente, se aproxima la distancia de Hellinger entre subconjuntos consecutivos,
denoraremos por d; ;41 con i en {1,2,...,7 — 1} a la distancia de Hellinger entre el sub-
conjunto Z; y Z41. Si las distancias dy o41 con « en {o,a+ 1,...,7 — 1} son menores que
un umbral n en el que se supone que la distancia ya no es significativa para considerar
que el conjunto Z, y Z,4+1 provienen de distribuciones distintas, se elige como periodo de
burn-in al subconjunto Z; con i en {0, 1, ..., — 1}. Esta idea es presentada y detallada en
el articulo [5].

En R la funcién BMK. Diagnostic de la paqueteria “LaplacesDemon” permite determinar
el burn-in a través del método descrito anteriormente, pide como parametros de entrada
la cadena de Markov y el nimero de subconjuntos en que sera dividada y devuelve las
distancias de Hellinger entre los subconjuntos.

Para ejemplicar este método se aplicé la funcién BMK. Diagnostic a la cadena generada
en el ejemplo 5. Con el objetivo de que fuera ilustrativo se dividié en 200 subconjuntos, de
tal forma que cada uno tenia 500 muestras y se eligié como umbral el valor de n = 0.5, que
viene por default en la funcion burn-in de la paqueteria “LaplacesDemon” que del mismo
modo aplica el método de las distancias de Hellinger para determinar el periodo de burn-in
de la cadena. En este ejemplo, las distancias entre los subconjuntos consecutivos fueron
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Figura 3.5: Distancias de Hellinger entre los 200 subconjuntos consecutivos de la cadena
de Markov.

menores al umbral 7 a excepcion de la distancia entre el primero y segundo, donde se obtu-
vo una distancia de 0.8018, por lo que de acuerdo con el método se tomd como periodo de
burn-in a las 500 muestras del primer subconjunto. La imagen 3.5 muestra las distancias
de Hellinger entre los subconjuntos.

En este repositorio se puede consultar el cédigo en Python, en el que se obtiene el
periodo de burn-in para la cadena del ejemplo 5, bajo las metodologias presentadas en esta
seccion.

Eliminar el periodo de burn-in de la cadena, como se afirma en [8], no es imprescindible
para obtener simulaciones de la distribucién S’, pues tedéricamente si la cadena satisface
las hipotesis del teorema ergddico presentado en 7, al simular N estados de la cadena, con
N tendiendo a infito se cumplird que ji, <3 Eg (g (X)) que es el objetivo de los métodos
MCMC, sin embargo, dado que es imposible generar infinitas muestras, tomar un periodo
de burn-in es crucial para tener simulaciones que sean representativas de las distribucién
objetivo y de este modo tener un buen estimador.
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3.3.2.3. Lag

Como se menciond previamente, las simulaciones que surgen de los métodos MCMC
provienen de una cadena de Markov y por tanto no son independientes. Para reducir esta
dependencia se conserva solo un estado cada [ transiciones, de tal forma que de la cadena
{X,,:n=0,1,...,N — 1}, sélo se utilizan como muestras de la distribucién objetivo el
subconjunto

{X,, :n=bb+1,b+2l ..b+al}

(N=1)—b
]

donde a = { J, | %] es la funcién piso y b es el burn-in introducido en la seccion

3.3.2.2.

Al nimero natural [ se le conoce como lag y debe ser un valor suficientemente grande
para eliminar las autocorrelaciones significativas en los estados de la cadena.

Una forma comin de seleccionar al lag [ es observando la grafica de autocorrelaciones
de los estados de la cadena y notando a partir de cuantos retardos las autocorrelaciones ya
no son significativamente distintas de cero. Para ejemplificar este procedimiento, la imagen
3.6 muestra las autocorrelaciones de la cadena generada en el ejemplo 5, desechando los pri-
meros 280 estados que se identificaron como periodo de burn-in a través del método grafico
en la secciéon 3.3.2.2. Como se puede observar después de ocho retardos las autocorrelacio-
nes ya son cercanas a cero, por lo que éste seria un valor razonable para el lag de la cadena.

Otra manera en la que se puede determinar el lag, es tomando la funcién techo del
Integrated Autocorrelation Time (IAT, por sus siglas en inglés). Para introducir el TAT
recordemos que como se mencioné en la seccion 3.3, el objetivo de los métodos MCMC es
estimar Eg (¢ (X)) a través del promedio

1 N-1
fg = 5 > a(X),
=0

y definamos ademas, a las autocovarianzas de orden k como

Y = Covgr (9 (Xn), 9 (Xni)) -

Notemos que

Yo = Covg (9(Xn),9(Xn))
= Var(g(X,)).
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Figura 3.6: Autocorrelaciones en la cadena de Markov del ejemplo

5

Denotemos a Var (g (X,)) por o2, de tal forma que 9 = 02, y definamos a las autoco-
rrelaciones de orden h como

_h

Ph = —3-
o2

En [36] se prueba que la varianza del estimador /i, estd dada por

Var (jig)

N-1
en donde 7, (N) = <1 +2 > Nﬁ%ﬁ”ﬂh
h=0

(3.38)

+1> . Notemos que en un caso hipétetico donde los

estados de la cadena {X,, : n=0,1,2,..., N — 1} son independientes las autocorrelaciones
Pr+1 se anulan y en consecuencia la varianza del estimador /i, se reduce a

Var (ﬂg) =%

[\

o

v (3.39)
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Observemos que en (3.39) la Var (fi,) decrece de acuerdo a la razén 1/N. En los méto-

dos MCMC las muestras no son independientes por lo que la Var (fi,) es de la forma (3.38)
7 T (N) z : :

y en este caso decrece de acuerdo a la razén “2=, asi es necesario generar N7, (N) simu-

laciones con los métodos MCMC para tener asintéticamente la misma varianza que una

muestra aleatoria independiente de tamano N.

Si definimos ademds a 7, como

7, = lim 7, (N), (3.40)

y suponemos que en el limite (3.40) converge, se cumplird que

=142 p (3.41)
h=1

El valor 7, es el IAT de la cadena y en la practica la funcién techo del IAT indica el
valor | que debe tomarse para tener una muestra pseudo-independiente.

En R, la funcién IAT de la paqueteria Rtwalk permite aproximar el valor del Integrated
Autocorrelation time tomando como parametro la cadena generada por el método MCMC.
Para ejemplificarlo, se aplico esta funcion a la cadena generada en el ejemplo 5, descartando
el periodo de burn-in y el valor obtenido fue de 5.2574.

El lag [ que utilizaremos para este ejemplo es la funcion techo del IAT obtenido, es
decir 6.

Concluyendo, la cadena generada en el ejemplo 5 no es la muestra aleatoria de la distri-
buciéon Gamma(5,1); para llegar a ésta se descartaron los primeros 280 estados referentes
al periodo de burn-in, y se tomé ademas un lag [ = 6, de tal forma que de los 100,000
estados, la muestra obtenida de la distribucion objetivo fue de tamano 16,620.

La imagen 3.7 muestra la densidad de la cadena después de considerar el burn-in y lag.

El c6digo en Python, en el que se implementa el lag a la cadena de Markov del ejemplo
5, de acuerdo a los métodos descritos en esta seccion, se puede consultar en este repositorio.

3.3.3. T-walk

En esta seccion se introduce el algoritmo T-walk, que es empleado en el capitulo 5 para
hacer inferencia bayesiana de un modelo normal jerarquico con el objetivo de comparar sus
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Figura 3.7: Densidad de la muestra de la distribucién Gamma(5,1) obtenida con RWMH.

resultados con los obtenidos al utilizar HMC. Si el lector estd interasado puede profundizar
en el tema consultando el articulo [9] donde fue presentado el algoritmo.

La principal caracteristica de T-walk es que a diferencia de otros métodos MCMC no
requiere parametros de calibracion ni de adaptacion. Ademaés, esta disenado para perman-
cer invariante a la escala y a la estructura de correlacion de la distribucion objetivo.

Para aplicar el algoritmo T-walk se requiere conocer el logaritmo de la densidad objetivo
S’y dos puntos en su soporte que denotaremos por z y ', con (z,2') € R??. Las propuestas
para los siguientes estados de la cadena se determinan a través de la regla

x,h(x,2")),  con probabilidad 0.5
(v, y) = {< (=, ) (3.42)

(h(z,2"),2"), con probabilidad 0.5,

donde h (x,2') es una variable aleatoria.

Una vez que se tiene la propuesta, se utiliza la misma razén empleada en Metropo-
lis Hastings para aceptar o rechazar el estado propuesto. Si consideramos el primer caso
de (3.42) y denotamos a la funcién de densidad de h(x,z’) por g (- | z,2’), la razén de
aceptacion y rechazo se puede escribir como

S)g (@' |y, )
S(ag (' | o', x)

mientras que para el segundo caso esta dada por
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Sy (x| y, ")
S(x)g(y| = ')

El algoritmo T-walk genera las propuestas a través de cuatro movimientos, para cada
uno de ellos se define la variable aleatoria h (z,2’) de una manera especifica. Antes de
obtener la propuesta se simulan d variables, I1, I, ..., I4, de la distribucion Bernoulli con
pardametro p. Si I; = 0, en la propuesta se mantiene invariante la coordenada j — ésima
del estado anterior de la cadena. Es decir, el valor esperado de las coordenadas a cambiar,
que denotaremos por ni, esta dada por el producto dp.

El primer movimiento, llamado Walk Move, resulta til cuando existe poca correlacién
entre las variables de la distribucién objetivo. La variable aleatoria h (z,z’), en este caso
se define como

. .l . =1
hw (.T,.CC/>]~ — {‘T] + ($] fﬂ]) a] J B}
I‘j Ij —O

con j € {1,2,...,n}, donde a; € R es una variable aleatoria con funcién de densidad

1 —w
) E )
¢w (a) — {k\/lJra « |:1+w w} (343)
0, en otro caso,

dondek:Q(\/l—l—aw—\/ﬁ) Y @y > 0.

El segundo movimiento se conoce como traverse move y resulta util para simular de
distribuciones que presentan fuerte correlacién entre sus variables. Este movimiento resulta
eficaz porque rota y da escala al soporte de la densidad objetivo a través de la variable

aleatoria
! t e =1
h (x,a"), = z; + 6 (xy zj) 1
SEJ' Ij = O,

donde § € RT es una variable aleatoria con funcién de densidad

ay + 1
2at

! {(at +1) 8L, (5)} +

Wy (5) = 204

{(ar=1) 8" In,0 (B)} - (3.44)

Los movimientos Walk Move y traverse move no son suficientes para garantizar que la
cadena de Markov simulada sea irreducible. Por lo tanto, para garantizar la irreducibilidad
de la cadena y ademas mejorar el desempeno del algoritmo al simular de distribuciones con
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alta correlacion entre sus variables, se utilizan también los movimientos denominados Hop
y Blow.

El movimiento Hop se define por

qoa@d),
i a/), =4S (3.45)
T [; =0,
donde z; ~ N(0,1) y o (z,2') = maz,—1 = |z; — xé!, mientras que el movimiento Blow
corresponde a la variable aleatoria
/‘ / i _[ — 1
by (,at), =49 (. 2) 2 I (3.46)
Z; i =0,

con z; ~ N(0,1).

Es importante mencionar que en el articulo [9], se utilizan probabilidades de 0.4918,
0.4918, 0.0082, 0.0082, para los movimientos Walk, Traverse, hop y Blow, respectivamente,
ya que se menciona que de esta manera se minimizé el IAT para diversos ejemplos reali-
zados en el estudio. Asi mismo, para ny, a; y a,, que corresponden al valor esperado de
coordenadas a modificar en las propuestas, al parametro de la densidad (3.43) y al de la
densidad (3.44), respectivamente, se fijan los valores ny = 4, a,, = 1.5, a,, = 6 porque nue-
vamente son los valores redondeados que minimizaban el IAT en los ejemplos estudiados
en el articulo.

El algoritmo T-walk, como se menciona en el articulo ya mencionado, resulta eficien-
te para simular de distribuciones con diferentes escalas, distintos niveles de correlaciéon y
grandes dimensiones. Sin embargo, se menciona que no resulta tan eficaz cuando se busca
simular una distribucion con grandes dimensiones y fuerte coorelacién.

Los resultados que sustentan que la densidad de la distribucién estacionaria en efec-
to es S”y que la cadena es ergédica bajo ciertos supuestos, puede consultarse en [9, pp.8-9].



Capitulo 4

Monte Carlo Hamiltoniano

El método Monte Carlo Hamiltoniano, originalmente llamado Hybrid Montecarlo, es un
método de cadenas de Markov Monte Carlo. Este fue propuesto en el ano 1987 en el articu-
lo [11], con el objetivo de simular de sistemas relacionados al area de la cromodindmica
cuantica, un campo de la fisica que estudia la interaccién fuerte, es decir, la fuerza que
mantiene juntos a los neutrones y protones que subsisten en un nicleo atémico.

El término Hamiltonian Monte Carlo fue utilizado en lugar de Hybrid Montecarlo por
primera vez en [23], aunque ambos términos son correctos, en la actualidad se suele emplear
mas Hamiltonian Monte Carlo ya que resulta mas explicito.

La particularidad del método Monte Carlo Hamiltoniano (HMC, por sus siglas en
inglés), es que a diferencia de otros algoritmos MCMC, los estados propuestos para la
cadena de Markov surgen de manera determinista a partir de dindmicas hamiltonianas, lo
que permite explorar la distribucion objetivo de una manera més eficiente.

4.1. Construccion del algoritmo HMC

El objetivo del método HMC es simular de una distribucién objetivo continua en R
con funcién de densidad S’. Para aplicar este método es necesario poder evaluar de una
funcién S proporcional a S’; y ademés deben de existir las derivadas parciales de la funcién
—log (S (q)) respecto a ¢, donde g = (q1, ¢2, ..., qa) €s el argumento de S.

El método HMC logra simular de la distribucién objetivo construyendo una cadena de
Markov {(q;,pi) :i=0,1,...,N — 1}, con ¢, p; € R, cuya distribucién estacionaria, tiene
por marginal respecto a ¢ a la distribucién objetivo.
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La distribucién estacionaria de la cadena de Markov generada en HMC, es la distribu-
cién de Boltzmann' también conocida como distribucién de Gibbs, considerando ciertas
particularidades que mencionamos mas adelante en esta seccion.

La densidad que asocia la distribucion de Boltzmann a que un sistema de particulas
se encuentre en algun estado z € R es

B(z) = Lexp (_E <x>> , (A1)

z C

en donde z es una constante de proporcionalidad, E es una funcién que devuelve la energia
del sistema en el estado z, y ¢ es el producto kv, donde k es la constante de Boltzmann 2
y ¢ es la temperatura del sistema.

Para adaptar la distribucién de Boltzmann al método HMC, debemos considerar un
sistema de particulas con d coordenadas generalizadas y d momentos generalizados denota-
dos por g = (q1, 42, ---,qa) Yy 0 = (p1, P2, ---, Pa), repectivamente, de tal modo que la densidad
asociada al punto (q,p) € R?*?, estd dada por

B(q,p) = %eXp (M) : (4.2)

Ademas, debemos utilizar al hamiltoniano estandar como la funcién de energia F, en
(4.2), lo que tiene sentido, porque como se explicé en la seccién 2.1.4 el hamiltoniano
estandar es la energia mecanica de un sistema de particulas. Asi mismo, es necesario con-
siderar a la temperatura ¢ como % con el objetivo de evitar la constante c. Teniendo esto
en cuenta, podemos reescribir (4.2) como

B(q,p) = éexp(—H(q,p))' (4.3)

Es importante resaltar que las dindmicas hamiltonianas, de acuerdo con (4.3), se mo-
veran en superficies con la misma densidad asociada, ya que como se probd en 2.1.5.2, estas
dindmicas mantienen invariante al hamiltoniano H (g, p).

Tengamos presente que la funcién (4.3) puede escribirse de la siguiente manera

1(1844-1906), fisico austriaco, pionero de la mecdnica estadistica.
2Constante de proporcionalidad entre la temperatura y la energia cinética media de un sistema termo-
dindmico, es aproximadamente 1.380649210~2% Julio/ K elvin.
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Blap) = e (- (K(p)+U (@)
= e (K () e (U (a)

) exp (~U (). (4.4)

Notemos que el paréntesis exp (— >

normal multivariada dada por

P ln) = e (- X ) (45)

my 0 0

0 m 0
donde z € R, p = (0,0,...,0) y ¥ = :2

0 0 mg

[N

Si definimos a % como la constante de normalizacion de f, se seguird que w = (27?)% det (%)
y ademas

exp (— ' ;i) =wf(p). (4.6)

De (4.6) y (4.4) se sigue que

B(q,p) = éeXP <— > 2%) exp (~U (q))
= ~f(P)exp(<U(q). (4.7)

Adicionalmente, en (4.7) se debe considerar a la energia potencial U del hamiltoniano
estandar como

Ul(q) = —log (5 (q)), (4.8)

de tal forma que pueda reescribirse como
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B(a.p) = =f(p)exp(log (S (9)

= —f (p) S (q)- (4.9)

Finalmente, notemos que al construir de este modo a B (q,p), su densidad marginal
respecto a ¢ sera la densidad objetivo S’

/RdB(q,p)dp = Rd%f(p)S(Q)dp
= S [ Sy
= =S
= 5S'(q). (4.10)

La igualdad (4.10), se sigue de que Y s la constante de normalizacién de la funcién
z

S, y debido a que S es proporcional a la densidad objetivo S’; debe cumplirse que S’ = Ys.
z

Ademads, notemos que la marginal de B (g, p) respecto a p es la funcién normal multi-
variada definida en (4.5), como se muestra a continuacion.

/RdB<q,p)dq = /R—f(p)S(Q)dq

- 1) [ 2@
= f(p). (4.11)

El método HMC, a través del algoritmo presentado en 3, construye una cadena de Mar-
kov {q;,p; :i=1,..., N — 1}, cuya distribucién estacionaria tiene por densidad a B (g, p),
logrando asi que el conjunto {¢; : ¢ =1,..., N — 1} tenga la distribucién de interés.

El primer estado de la cadena generada con el algoritmo HMC es el punto (q(o), p(o)),
donde ¢(® es un valor de inicio que debe pertenece al soporte de la distribucién objetivo
con de densidad S’, y p(® es una simulacién de la distribucién N (u, ¥), cuya densidad es
presentada en (4.5).

Posteriormente, se debe resolver o aproximar la solucién de las ecuaciones de Hamilton
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p;  dg; oU (¢q) —dp; .

a un tiempo 7', considerando como punto inicial (¢~ p(=1)). El valor T" es un parametro
de calibracién (tunning parameter). Su eleccién depende de la distribucién que se quiera
simular, debe ser lo suficientemente grande para que las propuestas estén a una distancia
aceptable de los estados actuales y se pueda explorar de manera eficiente el soporte de la
distribucién objetivo.

La propuesta para el estado (q(i), p(i)) de la cadena, es el punto (g%, —p*) donde (g, px)
es la aproximacién o la solucién del sistema (4.12). El signo negativo en la propuesta
es de vital importancia, ya que si no se utiliza, la razén de aceptacion utilizada en el
algoritmo Metropolis-Hastings presentado en la seccion 3.3.1 simpre se hace cero. Para
probarlo notemos que de acuerdo a esta razon, las propuestas deben de aceptarse con una
probabilidad p ((¢;—1, pi—1) , (¢, p;)) = min (1,7), donde

, f(pi) S’ (Qz) P(%—bpi—1 | Qi,pz‘)
f (pi—l) S (Qi—l) P (%Pz‘ | Qi—lapi—l)
f(pi)S(q) P(gi-1,pi-11|q,pi) (4.13)
f(pi1) S(gi-1) P (g pi | Gi1,pi1) ‘

La igualdad (4.13) se sigue teniendo de que la densidad S es proporcional a S’. La
razén (4.13) se anula porque la probabilidad de llegar al punto (¢;—1,p;—1) a un tiempo T
partiendo del punto (g;, p;) al tiempo cero, denotada por P (g;—1, pi—1 | ¢, pi) es cero, debido
a que para regresar al mismo estado del que se partié debe obtenerse un valor p concreto si
es que existe de las distribuciéon normal N (u, ), y dado que ese valor de p es una cantidad
numerable su valor se obtiene con probabilidad cero.

Al proponer (g%, —px) en lugar de (g%, px), se logra que la razén (4.13) no se anule, pues
como se explicé en el apartado 2.1.5.1 la reversibilidad de las dindmicas hamiltonianas im-
plicadas por el hamiltoniano estandar se consigue al cambiar el valor del momento generali-
zado p por —p, asi, de manera determinista la cadena llegara al estado (¢;_1, p;—1) partiendo
de (gi, —pi), es decir P (gi—1,pi—1 | ¢, —pi) = 1. Ademds, como P (q;, —p; | ¢i—1,pi-1) = 1,
debido a que la transicién del punto (g;_1,pi_1) a (g;, p;) surge de manera determinista de
las ecuaciones de Hamilton, la razén (4.13) se reduce a
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f(=pi) S(@) P(gi-1,pi-1 | ¢ —pi)
f (pi—l) S (Qi—l) P(% —Di ’ Qi—lapi—l)
f(=pi) S (a)
f (pi1) S (gi-1)
f (i) S (a:)
/ (pi—l) S (%‘—1)'

La igualdad (4.14), se sigue de que f es una densidad simétrica en cero, y por tanto

f(=pi) = f (i)

(4.14)

Simplificaremos la razén (4.14), para que las operaciones realizadas computacional-
mente al calcular la razén de aceptacion y rechazo en cada iteracion sean menos costosas.
Por la ecuacién (4.3) sabemos que B (q,p) = %exp (—H (q,p)) vy por (4.9) tenemos que
B(q,p) = 2f (p) S (q). De esta manera se sigue que

f(pi) S (i)
f(pi-1) S (gi-1)
% (pi) S (a:)

%f (]%’—1) S (%’—1)

%exp (—H (gi, pi))

éeXP (—H (%717271‘71))
= exp (H (¢i-1,pi—1) — H (¢;,p:)) - (4.15)

Por dltimo, se simula un valor u con distribucién uniforme U (0,1); si u < min(1,7)
aceptamos el punto (g;,p;) como el siguiente estado de la cadena, de lo contrario, el si-
guiente estado que se asigna a la cadena es el estado actual. De forma resumida se anexa
este procedimiento en el algoritmo 3.

En el caso particular donde se utliza el algoritmo Leapfrog para aproximar la solucion
del sistema de ecuaciones (4.12), se define a T' como Le donde L denota el niimero de pasos
de tamano € con el algoritmo Leapfrog.

El parametro e controla la exactitud con la que el algoritmo leapfrog aproxima la tra-
yectoria de las dindmicas hamiltonianas. En la seccién (4.2.1), se explica que una adecuada
aproximacién de la solucién de las ecuaciones de Hamilton implica una alta tasa de acep-
tacion en el algoritmo HMC.
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El parametro L que debe elegirse depende del € seleccionado. Si se elige un € pequeno,
L debe ser lo suficientemente grande para que el valor Le, que representa la longitud de la
trayectoria que hace la cadena en una iteracion, sea adecuada para explorar la distribucién
objetivo de una manera eficiente, ademas de evitar la autocorrelacion en la cadena.

La dificultad de la eleccion de los pardametros de calibracién L y € radica en que por
lo general los pardametros optimos son distintos antes y después de converger a la distri-
bucion objetivo, mas atn puede suceder que en distintas partes de la distribucion objetivo
los parametros 6ptimos no sean los mismos. Derivado de las dificultades para la eleccién,
en [8, pp.135-137] se propone que L sea elegido a prueba y error, se sugiere como punto
de inicio L = 100, si después se simulan valores de la distribucién objetivo y esta logra
tener autocorrelaciones no significativas puede intentarse con un L menor, de lo contrario
se debera elegir uno mas grande, y para el valor de € se sugiere utilizar un valor aleatorio
en un intervalo pequeno.

Algoritmo 3: Método Monte Carlo Hamiltoniano

Valores de entrada: Energia potencial U (¢) = —log (S (¢q)), donde S (q) es
proporcional a la densidad objetivo S’, valor inicial ¢(®, longitud de trayectoria
de la dindmica 7', tamano de la cadena N.

a[0]=¢"

para i =1,.... N — 1 hacer

Generamos un valor pi~1 ~ N (0, %).

Resolvemos o aproximamos las ecuaciones de Hamilton

OH (¢.p) _ —dg; OH (q,p) _ dp;

- = e {1,2,..., longitud
8pj dt 8(]] dt J G{ y Ly ey LOVGITU (q)}

con punto inicial (¢"~Y,p(~V) a un tiempo T, denotamos su solucién por
(¢",p").
Calculamos la razén r = exp (H (¢"~Y, ptY) — H (¢*, —p*)).
Genaramos u ~ U (0, 1)
si © < min(1,7) entonces
‘ aceptamos el estado ¢*, es decir ¢[i] = ¢* ;
en otro caso
| rechazamos ¢*, es decir g[i] = ¢@~V ;
fin
Devolvemos la cadena {¢q[0], q[1], ..., ¢[N — 1]}

fin
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4.2. Resultados teoricos

En esta seccion se presentan resultados tedricos sobre la tasa de aceptacién y la teoria
de cadenas de Markov, que sustenta el funcionamiento del método HMC.

4.2.1. Tasa de aceptacion

Las propuestas en el método HMC, tedricamente se aceptan con probabilidad uno. Para
probar este hecho, tengamos presente que en la seccién 4.1 se exhibié que la probabilidad
de aceptacién esta dada por el min (1,7), donde

r=exp (H (¢, pi;) — H (g1, Pi41)) - (4.16)

Ademas, recordemos que en la seccion 2.1.5.2, se prob6 que las dindmicas hamiltonianas
mantienen invariante al hamiltoniano, por lo que
H (qi,p;) = H (gi+1,pir1), v de esta manera

r = exp (H (qi—hpi—l) - H(Qiapi))
= exp(0)
- 1 (4.17)

De (4.17) se sigue que

min (1,7) = min(1,1)

= 1, (4.18)
por lo que la probabilidad de aceptar un nuevo estado en la cadena es uno.

Es importante resaltar que en la practica no se aceptan las propuestas con probabi-
lidad uno, debido a que el Hamiltoniano no permanece constante a causa de los errores
inherentes a los métodos numéricos utilizados para aproximar las dindmicas hamiltonia-
nas. Notemos que entre mas exacto sea nuestro método de aproximacion, la diferencia
H (gi—1,pi—1) — H (¢;, p;) serd mas cercano a cero y el valor r en (4.17) serd mds cercano
a uno, por lo que entre mayor precision tenga el método numérico utilizado la tasa de
aceptacion sera mas cercana a uno.

Resulta imprescindible destacar que, aunque tedricamente la tasa de aceptacion en
HMC es del cien por ciento, lo éptimo no es aceptar todas las propuestas. En el articulo
[3] se prueba que cuando la dimensién de la distribucién objetivo tiende a infinito y bajo
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otras hipotesis hechas al algoritmo Leapfrog, se cumple que la tasa de aceptacién 6ptima
en HMC converge a 0.651.

4.2.2. Ecuaciones de balance detallado

Para introducir las ecuaciones de balance detallado se presentan las siguientes defini-
ciones consultadas en [21]:

Definicién 6 (Kernel de transicion). Sea {X,, :n=0,1,2,..., N — 1} una cadena de Mar-
kov con espacio de estados X y o-dlgebra B. El kernel de transicion de la cadena es una
funcion P (A | z) tal que para todo n > 0

P(X,p1€A|X,=2)=P(A|x)
conx e X yAehB.

Definicién 7 (Ecuaciones de balance detallado). Sea {X, :n=0,1,2,...., N — 1} una ca-
dena de Markov con espacio de estados X y w (dy) una medida de probabilidad en (X, B).
Se dice que la distribucion m (dy) satisface las ecuaciones de balance detallado respecto a
la la cadena {X,, :n=0,1,2,.... N — 1} con kernel de transicion P(dy | z) si

// (dz) P (dy | ) = // (dy) P (dz | y),

donde A, B € B. Si denotamos por f (z) y Q (y | z) a las derivadas de Radon-Nikodym res-
pecto a la medida de Lebesgue de las medidas 7 (dy) y P(x,dy) respectivamente, tendrémos

que
//f Mxm@—//f Q (x| y) dudy,

f@)Qylz)=[fQ]|y). (4.19)

Notemos que en (4.19), f es la densidad de la distribucion w(dy) y Q(y | ) es la
densidad condicionada al punto x del kernel P (dy | x).

y por tanto

En esta seccién probaremos que la funcién B (g, p) presentada en (4.3) sastisface las
ecuaciones de balance detallado (4.19) respecto a la cadena de Markov {(g;,p;) : ¢ = 0,1, ...,
generada por el algoritmo HMC. Este resultado sera utilizado en la secciéon 4.2.3 donde
probaremos que la distribucién estacionaria de la cadena {(g;,p;) : i =0,1,..., N — 1} tiene

N-1)
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funcién de densidad B (q, p).

Para probar que B (g, p) en efecto satisface las ecuaciones de balance detallado respecto
a{(q,pi):i=0,1,..., N — 1}, recordemos que como se menciond en la seccién 4.1, el punto
(¢', ') que se propone para el siguiente estado de la cadena en el método HMC es la solucién
de las ecuaciones de Hamilton (4.12) a un tiempo 7' considerando como punto inicial al
ultimo estado de la cadena (g, p). Si la solucién de las ecuaciones esta dada por (gr, pr) el
punto propuesto seré (qr, —pr) y de esta forma la probabilidad de transicién de un estado
a otro en el espacio fase estara dada por

P((¢,0") | (¢,p) =0 ((d,P) — (¢, —p-)),
donde

5 (x) 1 siz=0
x) = .
0 siz#0.
Tengamos presente ademas, que como se mencioné en la secciéon 2.1.5.1, al cambiar el
momento p por —p en las dindmicas hamiltonianas se consigue que la trayectoria descrita
por las ecuaciones de Hamilton en el espacio fase sea inversa, implicando, en este caso, que

la probabilidad de ir del punto (¢,, —p,) partiendo del punto (¢’, p’) sea uno y por tanto se
cumpla que

P((¢,r) | (a.p)) =P((¢,p) [ (¢, 7)) (4.20)
El lado derecho de la igualdad (4.20) de forma explicita esta dado por

P((g;p) | (¢,0)) =0 ((¢,p) — (., 1)), (4.21)

donde (¢.,p.) es la solucién de las ecuaciones de Hamilton con punto inicial (¢, p") a un
tiempo 7.

Notemos ademas, que la probabilidad de aceptacién p ((¢,p), (¢',p’)) dada en la seccién
4.1, cumple que

exp (—H (¢,p)) p((¢;p), (¢, D))
= exp (—H (¢,p)) min (1,exp (H (¢,p) — H (¢, 1))
= exp (—H (¢,p)) min (1,exp (H (¢,p) — H (¢, 7))
= min (exp (—H (¢,p)) ,exp (—H (¢',p")))
= exp(—H (¢,p")) min (exp (=H (¢,p) + H (¢',p)) , 1)
= exp(—=H(d,0)p((d,P),(¢,D)),
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concluyendo, satisface que

exp (—H (¢,p)) p((¢:p), (¢',0") = exp (=H (¢, p") p ((¢', ), (¢, p)) - (4.22)

Multiplicando las probabilidades (4.20) en (4.22), obtenemos que

exp (—H (¢,p)) P((¢,9") | (¢;0)) p((¢,p),(d, 1)) (4.23)
=exp(—H (¢, 0)P((q,p) | (d',0) p((d, 1), (q,p))-

Para hacer la notacién mas clara, denotemos por @ ((¢',p’) | (¢,p)) a la probabilidad de
moverse y aceptar como siguiente estado de la cadena al punto (¢/,p") partiendo de (g, p),
es decir

QU Y) | (¢.p) =Pd.p) ]| (¢.p)p((a.p),(d, D)),

de tal forma que podemos reescribir a (4.23) como

exp (—H (¢,p)) Q (¢, 1) | (¢,p)) = exp(=H (¢,p) Q ((¢,p) | (¢'p"))- (4.24)

De la ecuacién (4.24) y debido a que en (4.3) mostramos que
B(q,p) = texp(—H (q,p)), se sigue que

B(q,p)Q((¢,1) | (¢,p)) = B(d,p)Q(g,p) | (d,P))- (4.25)

El resultado (4.25) prueba que la funcién de densidad B (¢, p) satisface la ecuacién de
balance detallado (4.19), respecto a la cadena de Markov generada por el algoritmo HMC.

4.2.3. Distribucion estacionaria de la cadena

Los métodos MCMC, como se explicé en la seccién 3.3 permiten simular de una dis-
tribucién objetivo con funcién de densidad S’, mediante la construccién de una cadena de
Markov ergddica con distribucién estacionaria igual a la distribucién objetivo.

En esta seccién mostraremos que la distribucion estacionaria de la cadena de Markov
generada por el algoritmo HMC tiene funcién de densidad B (g, p), cuya densidad marginal
respecto a ¢, como se mostré en la seccién 4.1, es la densidad objetivo S’. Para mostrarlo
es conveniente tener presente la definiciéon de distribucion estacionaria presentada en 8 y
el teorema 6.
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Definicién 8 (Distribucién estacionaria). Sea {X,, :n =0,1,2,...., N — 1} una cadena de
Markov en el espacio de estados X y 7 (dy) una medida de probabilidad en (X, B). Se dice
que la cadena con kernel de transicion

P(dy | x) tiene una distribucion estacionaria m (dy) si

7 (dy) = jg7r<dx>f><dy 1),

si denotamos por f a la funcion de densidad de la distribucion © y a P (dy | x) por la
funcion de densidad condicionada Q (y | dx), podemos reescribir la condicion (8) como

/ f(@)Q(y | ) (4.26)

Teorema 6. Sea {X, :n=0,1,2,...., N — 1} una cadena de Markov en el espacio de es-
tados X con kernel de transicion P(dy | z) y w (dy) una medida de probabilidad en (X, B).
Denotemos por f a la densidad de la distribucion w (dy) y por Q(y | ) a la densidad con-
dicionada del kernel P(dy | ), si f satisface las ecuaciones de balance detallado, cumplird
también la condicion (4.26) y por tanto 7 (dy) serd la distribucion estacionaria de

(X, :n=01,2,.,N—1}

[f@euini = [ (4.27)
- ﬂwé@umwm
f )

La igualdad (4.27) se debe a que f y @ (y | z) satisfacen las ecuaciones de balance
detallado presentadas en 4.19

Demostracion.

]

Dado que en la seccién 4.2.2, probamos que la densidad B (g, p) sastisface las ecuacio-
nes de balance detallado (4.19), respecto a la cadena de Markov generada por el algoritmo
HMC, aunado al teorema 6, se sigue que la densidad de la distribucién estacionaria de la
cadena {(¢;,p;) :i=0,1,...., N — 1} en efecto es B (q,p).

4.2.4. Ergodicidad de la cadena

En la seccién 4.2.3 probamos que la distribucién estacionaria de la cadena generada por
el algoritmo HMC tiene por densidad a B (g, p), sin embargo este resultado no es suficiente
para afirmar que la cadena simulada convergera a la distribucion objetivo, para asegurar
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que esto suceda la cadena debe satisfacer las hipdtesis del teorema ergddico enunciado en 7,
las definiciones 9, 10 y 11 consultadas en [2], [33], [21] respectivamente, son fundamentales
para enunciar este teorema.

Definicién 9 (Cadena Harris recurrente positiva).

Sea {X,:n=0,1,2,...,.N — 1} una cadena de Markov con medida estacionaria 7 (dy) en
(X, B). Se dice que la cadena de Markov es Harris recurrente positiva si w(dy) puede ser
normalizada a una medida de probabilidad en el espacio medible (X, B).

Definicién 10 (Cadena de Markov aperiddica).

Sea {X,,:n=0,1,2,.... N — 1} una cadena de Markov en el espacio de estados X con
distribucion estacionaria 7 (dy) en (X, B) y kernel de transicion P (A | x). Se dice que la
cadena es aperiddica si no existe d > 2 y conjuntos ajenos no vacios X X, ..., Xy C B, tal
que P (Xi11 | x) =1 para toda x en X; con1 <i<d—1y P (X, |x)=1 para todo = en
Xy con 7 (Xy) > 0.

Definicién 11 (Cadena de Markov ergédica).
Una cadena de Markov {X, :n=0,1,2,.... N — 1} es ergddica si es Harris recurrente po-
sitiva y aperiodica.

El teorema ergddico consultado en [16] y enunciado en 7, sustenta que las cadenas
ergodicas convergen a su distribucion estacionaria. El lector puede profundizar en la teoria
ergédica de las cadenas de Markov en la seccién 6.6 de [32].

Teorema 7. Teorema ergddico. Sea {X,, :n=0,1,2,.... N — 1} una cadena de Markov
ergddica con espacio de estados X, distribucion estacionaria w(dx) en (X,B) y g una
funcion real. St E, (g (z)]) < oo, entonces

fig = Ex (9 (X)), (4.28)
donde iy = % % 9(X) e (X)) = [ (2) 7 (da).

Una propiedad mas restrictiva que se busca en los métodos MCMC es que la cadena
generada sea geométricamente ergédica. Este concepto recuperado de [37], es presentado
en la definicién 12, la importancia de esta propiedad como se afirma en [20], es que implica
que el teorema de limite central, enunciado en 8 y consultado en [16], se satisfaga para
los estados simulados de la cadena y ademas logra que la convergencia a la distribucién
estacionaria ocurra a una velocidad exponencial.
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Definicién 12 (Cadena de Markov geométricamente ergddica).

Sea {X,, :n=0,1,2,.... N — 1} una cadena de Markov con espacio de estados X, distri-
bucion estacionaria m(dy) y kernel de transicion en n pasos P"(dy | ), se dice que la
cadena {X, :n=0,1,2,.... N — 1} es geométricamente ergddica si existe una constante A
con 0 < X\ <1 tal que

1P () = m ()] < M () A", (4.29)
donde M (x) es una funcion real e integrable.

Teorema 8. Teorema de limite central. Sea {X,, :n=0,1,2,.... N — 1} una cadena de
Markov geométricamente ergddica con espacio de estados X, distribucion estacionaria m (dy)
en (X,B) y g una funcion real.

Si [1g]*** dr < 0o para alguna ¢ > 0, entonces

o; =Varg (9(Xo)) +2 Z Covr (g(Xo),9 (X)),

i=1

estd bien definida, es no negativa y finita. Ademds /N (fiy — Eg (g (X))) converge en dis-
tribucidn a N (0,02).

En general, no se puede garantizar que la cadena generada por el algoritmo HMC sea
geométricamente ergddica, sin embargo en el articulo [22] se estudia bajo qué supuestos la
cadena generada por el algoritmo HMC es o no geométricamente ergddica. Los resultados
no son triviales y no son presentados en este trabajo porque exceden los objetivos del mis-
mo.

4.3. Ejemplos y comparacion entre HMC y RWMH

Con el objetivo de comparar el método HMC y el algoritmo RWMH, en las siguientes
secciones se presentan ejemplos en los que se resaltan algunas de sus diferencias respecto al
IAT de la cadena simulada, el tiempo de ejecucién, la convergencia y las tasas de aceptacion.

4.3.1. Simulacién de la distribucién Gamma(5,1)

En esta seccién, simularemos una muestra de la distribucién Gamma(5, 1), empleando
el algoritmo HMC, y lo compararemos con el ejemplo 5, en donde se se simulé de esta mis-
ma distribucion utilizando RWMH. El cédigo en Python de este ejercicio se pude consultar
en este repositorio.


https://git.io/JYK0H
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Una manera de hacer comparable las propuestas en los algoritmos HMC y RWMH
mencionada en [8], es seleccionando el pardmetro del tamano de paso € del algoritmo HMC
igual a la desviacion estandar de la distribuciéon normal con la que se proponen nuevos
estados en RWMH y tomando al nimero de iteraciones L del algoritmo Leapfrog utilizado
en HMC igual al lag utilizado en RWMH, ya que de esta manera la longitud de las trayec-
torias de ambos algoritmos es similar.

Para generar las simulaciones de la distribucién Gamma(5,1) con el algoritmo HMC,
debemos tener en cuenta que como se mencioné en el ejemplo 5, el kernel de esta distribu-
cion estd dado por

S(q) =q'e™.

Posteriormente, debemos definir a la energia potencial del hamiltoniano estéandar H (g, p),
como se especifico en (4.8), es decir,

Ulq) = —log(S(q))
= —log (q4e_q)
= —4log(q) +q. (4.30)

Notemos que la derivada de (4.30) respecto a la coordenada generalizada ¢ estd dada
por

e (4.31)

La funcién (4.30) y su derivada (4.31), fueron utilizadas en el algoritmo HMC para
simular de la distribucién Gamma(5,1). Ademds, para hacer el ejercicio comparable con
el ejemplo 5, se tomé como punto inicial gg = 500 y como parametros de calibracion, € = 5
y L = 6. Sin embargo al utilizar estos parametros la tasa de rechazo del algoritmo HMC
fue de 99.99 %, debido a que el tamano de paso € utilizado en la aproximacién numérica
de la solucion de las ecuaciones de Hamilton es grande, provocando que la aproximacién
esté lejos de la solucién real. Esto como se explicd en la seccion 4.2.1, conlleva a una tasa
de aceptacion pequna.

Teniendo presente lo anterior, se simulé de este mismo ejemplo pero ahora tomando
los pardametros € = 0.09 y L = 47. De esta manera, la longitud de las trayectorias de las
cadenas en ambos algoritmos no es similar, sin embargo, se busca resaltar que ain tenien-
do una tasa de aceptacion cercana a la éptima en RWMH, el algoritmo HMC es capaz de
superarlo, incluso cuando sus parametros no fueron elegidos bajo un criterio de optimalidad.
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Figura 4.1: Distancias de Hellinger entre los 200 subconjuntos consecutivos de la cadena
de Markov.

La imagen 4.2 ilustra el periodo de burn-in de la cadena, introducido en la seccién
3.3.2.2. Como se puede observar a partir del estado 65, la grafica del logaritmo de las den-
sidades parece dejar de crecer, asi, bajo esta perspectiva se sugiere desechar los primeros
65 estados de la cadena.

Por otro lado, el método descrito en la seccion 3.3.2.2, para determinar el periodo de
burn-in a través de las distancias de Hellinger, sostiene que no debe desecharse ninguna
muestra, debido a que la cadena logra llegar pronto a zonas con una alta densidad aso-
ciada, de tal modo que los subconjuntos formados por este método no superen el umbral
utilizado de n = 0.5, a partir del cual consideramos que los subconjuntos provienen de
distintas distribuciones. Es importante destacar que al utilizar este método resulta con-
veniente desechar al menos el primer subconjunto, para evitar, como en este caso, que la
cadena tenga estados atipicos de la distribucién objetivo. En la imagen 4.1 se muestran las
distancias de Hellinger entre los subconjuntos de estados obtenidos en este ejemplo.

Para determinar el lag de la cadena, utilizaremos el método descrito en la seccién 3.3.2.3,
en el cual se elegia a [ como la funcion techo del IAT de la cadena. En este ejemplo, el
IAT obtenido, descartando los primeros 65 estados que se determinaron como perido de
burn-in a través del método gréafico, fue de 0.9818, por lo que tomaremos [ = 1. La imagen
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Figura 4.2: Seleccion del burn-in a través de las log-densidades de la cadena de Markov,
la linea roja punteada representa la longitud de la cadena en que las log-densidades dejan
de tener un comportamiento creciente.
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Figura 4.3: Autocorrelaciones en la cadena de Markov.

4.3 muestra las autocorelaciones en los estados de la cadena sin considerar el periodo de
burn-in.

La densidad de la cadena generada por el algoritmo HMC en este ejemplo (conside-
rando el burn-in y lag), asi como su aproximacién a la densidad tedrica de la distribucién
Gamma(5, 1), se muestran en la imagen 4.4.

En el cuadro 4.1, se muestran las principales diferencias al simular de la distribucién
Gamma(5, 1) con el algoritmo HMC y RWMH. Como se puede observar, el agoritmo HMC
presenta mejores resultados, pues de la cadena de 100,000 estados se utilizaron como mues-
tra de la distribucién objetivo 99,934 mientras que en RWMH s6lo 16,620. Notemos ademas
que aunque el algoritmo HMC tardé maés en ejecutarse, es mas rapido en el sentido de que
generd por segundo aproximadamente 2,272 muestras mientras que RWMH sélo 1,578.

4.3.2. Normal bivariada

Con el objetivo de comparar el comportamiento que sigue la cadena del método HMC y
el algoritmo RWMH, se simulé una cadena de Markov, teniendo como distribucién objetivo
una distribucién normal bivariada con vector de medias p = (0,0) y matriz de varianzas y
covarianzas
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Figura 4.4: Densidad de la cadena de Markov generada con HMC, considerando burn-in y
lag.

RWMH | HMC
Burn-in 280 65
IAT 5.2574 | 0.9818
Tasa de aceptacién | 44.03% | 99.96 %
Muestra efectiva 16,620 99,935
Tiempo de ejecucion | 10.53 s | 43.99 s
Segundos por muestra | 0.0006 s | 0.0004 s

Cuadro 4.1: Comparacion entre HMC y RWMH al simular de la distribuciéon Gamma(5,1).

1 —0.85
Z_<—0.85 1 )

cuyo kernel esta dado por

S(q) =exp (—qTE;q) :

Para simular de esta distribucién con el método HMC, debemos definir a la energia
potencial del hamiltoniano estdndar como
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U(g) = —log(S(q)

- (e (5))
- _Og exp —T

Tz—l
- 1= 9 (4.32)

Ademas, notemos que

— =Y, (4.33)

esta igualdad se prueba en [29].

En este ejemplo, para aplicar el algoritmo HMC se utilizaron las funciones (4.32) y
(4.33), ademés se tomaron como pardmetros de calibracién e = 0.15 y L = 35. En RWMH,
se eligio para la propuesta del nuevo estado en la caminata aleatoria una distribucién nor-
mal multivariada N (p, I,o?), con u = (0,0) y 02 = 0.15%, y se aplicé un lag de 35, con el
objetivo de hacer la longitud de la trayectoria de la cadena comparable con la de HMC.
Para ambos métodos se tomé como punto inicial ¢ = (=7, —7) y se simularon 30 estados.

La grafica 4.5, muestra las trayectorias de las cadenas generadas con HMC y RWMH.
Como se puede observar, las primeras transiciones de la cadena genarada con HMC van
directo a la zona con mayor densidad asociada, mientras que en RWMH debido a su alea-
toriedad, no se logra percibir un comportamiento similar que lleve la cadena a la zona de
interés. Por otro lado, con HMC se logra explorar gran parte de la zona con alta densidad,
mientras que la cadena generada con RWMH no parece haberla recorrido.

La tasa de aceptacién de ambos métodos, para esta simulacion, se muestran en el cuadro
4.2.

RWMH | HMC
83% | 100 %

Cuadro 4.2: Tasa de aceptacion en la simulacién de la cadena

El codigo en Python de este ejemplo se puede consultar en este repositorio.

4.3.3. Mezcla gaussiana

Es conocido que el método RWMH presenta dificultades al simular de distribuciones
multimodales. Con el objetivo de exhibir si HMC comparte esta misma limitacién, en este


https://git.io/JGahb
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(a) RWMH (b) HMC

Figura 4.5: Trayectorias de las cadenas de Markov simuladas.

apartado simularemos una cadena de Markov, considerando como distribucién objetivo a
la mezcla gaussiana con densidad

S(q)=04f (x| p1,21) +0.6f (x| pa,2) (4.34)
donde f es la funcién de densidad de la distribucién normal multivariada dada en (4.35) y
1 0.5
mo= (44, Bs (0.5 1 )
1 =03
1

f(x|,u,2):

1 .
(E)Eexp(ﬁ(x—m > le-m). @

La gréfica 4.6 representa la densidad de la mezcla gaussiana dada en (4.34). Para simular
de ésta utilizando el método HMC, debemos definir a la energia potencial U como

(27) 2 det

U(g) = —log(0.4f (q]|p,%1)+0.6f(q] p2,%2)). (4.36)

Notemos ademas que
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Figura 4.6: Densidad de la mezcla gaussiana.

oUu 0
% g (—log (0.4f (q | 11, %1) +0.6f (q | p12,%2)))
B _0-4a%f<q | p1, 20) + O.G%f (q | p2, ) (4.37)
0.4f (q | p1,%0) +0.6f (g | p2, X2) .
En [29] se prueba que
9 1
a—qf(q |1, 2) = f(a|m,E)E (¢ —p),
por lo que (4.37) puede reescribirse como
OU __04f(alm )5 0= ) 067 (0| E) T =)y

dq 0.4f(q | p1,%1) +0.6f (q | p2, E2)

En este ejemplo, para generar las simulaciones con el algoritmo HMC se requirieron las
funciones (4.36) y (4.38), ademds se tomaron como pardametros de calibraciéon € = 0.2 y
L = 30. En RWMH, para la propuesta de la caminata aleatoria se emple6 una distribucion
normal multivariada N (u, I,0?), con p = (0,0) y 0 = 0.22, y se aplicé un lag de 35, con
el objetivo de hacer la longitud de la trayectoria de la cadena comparable con la de HMC.
Con ambos algoritmos se generaron dos cadenas de 5,000 estados, considerando como pun-
tos iniciales (=9, —9) y (2.5,2,5), respectivamente.
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Figura 4.7: Simulacién de mezcla gaussiana, para (a) y (b) se tomé como punto iniciales
(-9,-9), mientras que para (c) y (d) se usé (2.5,2.5).

La imagen 4.7 muestra las simulaciones obtenidas en este ejemplo, como se puede obser-
var con ninguno de los dos métodos se logra simular adecuadamente de la mezcla gaussiana,
debido a que las trayectorias de las cadenas quedan atrapadas en una moda de la distribu-
cion, dependiendo del punto inicial que se utilice.

Los métodos MCMC presentan problemas al simular distribuciones multimodales. Sin
embargo, si se puede simular de éstas, en el articulo [26], se exponen posibles solucio-
nes para lograr una simulacién efectiva de una ditribu