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RESUMEN

La superconductividad es un fenémeno de muchos cuerpos en el cual el material presenta nula
resistividad eléctrica y a la vez un diamagnetismo perfecto (efecto Meissner). Existen dos tipos de
superconductores; los de tipo I se caracterizan por tener un unico estado superconductor donde el ma-
terial expulsa totalmente el flujo magnético de su interior, en cambio los de tipo II poseen un estado
adicional donde existe una penetracion parcial de las lineas de campo magnético cuantizadas (estado
de Abrikosov). En la presente tesis se estudian los superconductores de tipo II ya que éstos tie-
nen una temperatura critico y un campo critico mayores, por lo que tienen mayor interés tecnoldgico.

La primera teoria microscopica fue desarrollada por J. Bardeen, L. Cooper y R. Schrieffer
en el espacio reciproco y posteriormente fue extendida al espacio real por N. Bogoliubov y P. de
Gennes, la cual tiene la virtud de poder estudiar la inhomogeneidad del estado superconductor en el
espacio, por ejemplo, alrededor de un vortice magnético en el estado de Abrikosov. Dichos vortices
serdan obtenidos a partir de las ecuaciones integrales de Bogoliubov-de Gennes que se resuelven
en forma autoconsistente en un espacio combinado real-reciproco. Los resultados muestran en
detalle la forma geométrica de los vortices magnéticos en superconductores asi como la presencia
de una supercorriente alrededor de cada vortice. Asi mismo, los espectros de cuasiparticulas
permiten cuantificar cantidades termodindmicas medibles experimentalmente. El estudio de la
superconductividad en el espacio real requiere de métodos novedosos que permiten abordar un
nimero macroscopico de grados de libertad y esperamos que la presente tesis contribuya en la
bisqueda de dichos métodos.
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Introduccion

La superconductividad es un fendmeno fisico fascinante que ha atraido la atencién de la
comunidad cientifica desde su descubrimiento en 1911 por el fisico Kamerlingh Onnes [1],
descubrimiento que le vali6 el premio Nobel en 1913 y desenvocé en una intensa actividad de
investigacion enfocada en la busqueda de su origen.

Aunado a la desaparicion de la resistencia eléctrica, en 1933 Walther Meissner y Robert
Ochsenfeld mostraron que cuando un superconductor se somete a un campo magnético externo,
éste desvia las lineas de flujo de tal forma que anula la presencia de campo magnético en el
interior, comportdndose como un diamagneto perfecto [2]. Posteriormente se observé que la fase
superconductora estaba limitada tanto por una temperatura critica como por un campo magnético
critico. En 1957, A. Abrikosov [3] mostré que la superconductividad puede desaparecer via dos
escenarios distintos lo cual result6 en la clasificacién de superconductores de tipo I y II. Estos
ultimos presentan ademads de la fase de Meissner, una fase mixta que permite la penetracion del
campo magnético en forma de vortices, cuyo estudio constituye el tema principal en la presente tésis.

Los esfuerzos por encontrar una teoria microscépica satisfactoria de la superconductividad
se vieron dilatados 44 afios desde su descubrimiento, hasta que en 1955 John Bardeen, Leon
Cooper y Robert Schrieffer (BCS) [Bardeen, 1955], haciendo uso del método variacional de la
mecdnica cudntica, propusieron una funcién de onda de muchos cuerpos mediante la cual explicaron
analiticamente la mayoria de los resultados experimentales de forma cualitativa y mostraron que los
portadores de carga no eran electrones individuales sino pares de electrones (mas conocidos como
pares de Cooper) y que es necesario aplicar una energia minima para crear los primeros estados
excitados llamada la brecha energética superconductora la cual juega un rol esencial en el presente
trabajo.

Un afio después Nikolai Bogoliubov plante6 un formalismo para estudiar las excitaciones
elementales del estado base superconductor y posteriormente en 1989 P. de Gennes extendi6 el
estudio de dichas excitaciones al espacio real, lo cual le permitié considerar los efectos de las
inhomogeneidades espaciales tales como impurezas y la presencia de vortices magnéticos.

En 1986 Bednorz y Muller descubrieron los primeros cupratos superconductores de altas
temeraturas [Bednorz, 1986] y con ello surgio la necesidad de extender la teoria de Bogoliubov-de
Gennes hacia los s6lidos de banda electronica estrecha mediante el uso del modelo de amarre fuerte
en contraste al modelo continuo en la teoria BCS.

En la presente tesis, a partir del modelo de Hubbard atractivo se hace un estudio de la formacion
de vortices magnéticos en superconductores tipo Il y sus propiedades termodindmicas en redes
cuadradas bidimensionales con integrales de salto a primeros y segundos vecinos.



Capitulo 1

Fenomenologia

En 1911, habiendo perfeccionado la técnica de licuefaccién de gases, H. Kamerling Ones us6 helio
liquido a 4.2 K para enfriar una muestra de Mercurio. Ones observé que a dichas temperaturas,
la resistividad de la muestra desaparecia de forma abrupta (Figura 1.1). Posteriormente repitio el
experimento para otros metales tales como el plomo y estafo, notando en ambos casos que existia una
temperatura critica (77) a partir de la cual ocurria la misma transicién abrupta [Tinkham, 1996]. Tal
fendmeno en el cual una corriente fluye por un material sin presentar resistencia eléctrica se conoce
como superconductividad. Se ha medido el campo magnético producido por una supercorriente
circulante, el cual tiene un tiempo de decaimiento caracteristico de al menos 10° afios.

4
0.150
0.125 Ho /
0.100 '
S 0.075 - :
x :
0.050 :
0.025 4 T,
O | \; | | =
40 41 42 43 4.4

T(K)

Figura 1.1: Resistencia eléctrica (R) como funcién de la temperatura (T) para una muestra de Mercurio.

Actualmente se sabe que cuando un material superconductor alcanza 7T, éste presenta
una discontinuidad en su calor especifico, por lo que se entiende que el estado superconductor
es una fase termodindmica. Ademds de desaparecer por encima de 7,, la fase superconduc-
tora se anula para campos magéticos altos, siendo H. el valor minimo de campo aplicado
necesario para destruir el estado superconductor y dicho valor depende de la temperatura. Asi, la fa-
se normal y la superconductora estdn separadas por la curva H.(7') como se muestra en la Figura 1.2.

En 1933 W. Meissner y R. Ochsenfeld descubireron que por debajo de H., un material su-
perconductor presenta una exclusion completa del flujo magnético en su interior (en la siguiente
seccion se mostrard que en realidad el campo logra penetrar al material en una capa muy delgada de
grosor \). Dicho fenémeno se conoce como el efecto Meissner.

1.1. Ecuaciones de London

Dentro del modelo de Drude, un conductor con resistividad finita se rige por la siguente ecuacion
fundamental [Mangin, 2017],
dv - m
~ —gFE — =7 1.1
m = qE — 7 (1.D)

1



g (@)
H,
normal
phase
superconducting
phase

0 02 04 06 08 1 T/T,

Figura 1.2: Separacién de las fases normal y supercondctora por la curva H..(T).

donde v es la velocidad de arrastre y 7 es el tiempo de relajacion, el cual se relaciona con la
conductividad eléctrica (o) a través de la formula de Drude dada por
_ ng’t

o= , (1.2)
m

siendo ¢ la carga, m la masa y n la densidad de los portadores de carga. Al sustituir ¢ por la densidad
de corriente J = nqv en (1.1) se llega a que

m dJ = -
——=F—-pJ 1.3
e Ot pJ, (1.3)
donde p = 1 /0 es la resistividad eléctrica. Cuando la corriente se vuelve estacionaria (&f /ot = 0),
dicha relacion se transforma en la ley de Ohm £ = pJ.

A temperatura cero, el estado de equilibrio de un conductor neutro que se encuentra inmerso en
un campo magnético estatico es el de menor energia total por unidad de volumen, la cual es la suma
de las contribuciones cinética y magnética dada por

1 1 -
By = / udPF = / [—mmjz(F)—l——BQ(f‘)} 7. (1.4)
Q al2 210

Usando J = nqv'y laley de Ampere V X B= ,uof la ecuacion lb puede reescribirse como

_ . 1 . .
Bio = / w(B,V x B) &’F = 5— [ [B* + X\[(V x B)*] &'F, (1.5)
0 2u0 Jo

donde \2 = m/nuq® y u = ﬁ[éz +)2(V x B)Y.

Una forma de encontrar la distribrucién espacial de campo magnético que minimice la energia
de D es haciendo uso del calculo de variaciones. Dado que la E),; es una funcién de B, podemos
introducir un campo arbritario B’ con la condicién B’ x n = 0 y un parametro real h que satisfagan

la siguiente relacion

d > o/
S Ea(B+nB)| =0, (1.6)



entonces

/ L BnB v x B+hvx B)| @r—o. (1.7)
Q dh h=0

Usando la regla de cadena se tiene

du Ou d(B+hB') L Ou d[V x B+ h(V x B')]

dh 9B dh AV x B) dh 08
:3_"1.5/+L.(VX§/>
0B J(V x B)
Empleando la identidad V - (¢ x &) = @ - (V x @) — @ - (V x @) podemos obtener
L(VXEI):V B’IXL + VXL 'é/. (19)
J(V x B) J(V x B) J(V x B)

Al sustituir y en y hacer uso de la condicion de frontera B xh =0, se

transfroma en

0 0 =
/ Livx—2 | Bdi=o. (1.10)
0B J(V x B)
Como el campo B’ es arbitrario, (1.10) se cumple so6lo si:
ou ou

S VX —— =0. (1.11)

3)
Efectuando las derivadas parciales a la expresion de u = ﬁ [§2 + A2 (V x B )2], (1.11) se convierte
en

B+ MV x(VxB)=0, (1.12)
la cual se conoce como la segunda ecuacién de London.

A partir de la ley de Ampere, V x B = Moj, li se transforma en

—

VxJ=-— B. (1.13)

2
Ho A L
Como el sistema que se encuentra en un estado estacionario y dado que el campo eléctrico en el
superconductor es nulo, entonces la ecuacién (I.3)) queda como

pJ = 0. (1.14)

Dado que en los superconductores p = 0, entonces los portadores de carga que minimizan la
expresion de la energia en (1.4)) también fluyen sin resistencia eléctrica.

Si resolvemos la ecuacion (I.12)) para una muestra rectangular semi-infinita delimiada por el
plano y-z (Figura 1.3) con el campo apuntando en direccion g, obtenemos que la solucién para B
seria o

B = Byexp(—z/\p) (1.15)
para x > 0, donde A\, es la longitud de penetracion del campo magnético y para z > Ay el campo
es practicamente nulo. Los valores tipicos de Ay son del orden de micrémetros, por lo que son
longitudes pequefias en muestras macroscopicas, lo cual implica que las ecuaciones de London
describen el efecto Meissner (Figura 1.4).
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Figura 1.3: Variacién del campo magnético B en una muestra superconductora semi-infinita con interface en el plano
yz.
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Figura 1.4: (a) Cilindro superconductor inmerso en un campo magnético; (b) Dsitribucién de campo magnético B como
functién de r (Imagen proveniente de the Feynman Lectures on Phyisics pagina 594).

1.2. No localidad en superconductores puros

Dado que B =V x A, la ecuacién |b se transforma en

— 1 —
V x <J— MO/\2A> =0, (1.16)
es decir
— ]_ —
J = MO/\QA_VQ’ (1.17)

donde 6 es una funcién escalar cuya determinacién depende de la eleccion de norma para A.

En la norma de London, A satisface V - A = 0 y A -7 = 0 en la frontera, esto junto con al
condici6n de estacionaridad V - J = 0 y la condicion a la frontera J -7 =0, nos permite concluir
que

V#H=0y VO-a=0 (1.18)

Lo anterior necesariamente implica que V6 = 0 si el conductor es simplemente conexo (no tiene
huecos en su interior). Asi, llegamos a la relacién

1 -
A

J = .
foA?

(1.19)
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En 1953 A. B. Pippard extedi6 la relacién (I.19) para considerar efectos no locales [Pippard,
1953]

- 3ne? [ R-A(F)R _RJéo e
- 7 1.2
I(7) Ar&om / Rt @ (1.20)

donde R = 7 — 7/ y & es la longitud de coherencia. Se puede entender burdamente a la relacién
(I.20) como una generalizacién de (I.19) para portadores de carga no puntuales, tal que sus
componentes interactian con A en distintos puntos, mientras que J se evalda en centro de dicho
portador (Figura 1.5) [Mangin, 2017] y en lugar de tomar directamente el valor de A en el punto
7" se promedia en una vecindad de radio ¢, alrededor de 7. Si la variacién espacial del campo
magnético sélo es significativa en distancias del orden de A > &, Ase puede tomar como constante
en toda la region de integracion en (I.20)), recupeando el resultado (I.19) y con ello la segunda
ecuacién de London.

So
e

A

Figura 1.5: Portadores de carga no puntuales interactuando con A en distintos puntos.

1.3. Energia libre del estado superconductor

Como ya vimos, un superconductor que presenta el efecto Meissner expulsa el flujo magnético de
su interior, por lo que

B = po(H+ M) =0, (1.21)

es decir M = —H. Por otro lado, el diamagnetismo perfecto se rompe por encima del campo critico
H_.(T) permitiendo la penetracién completa del flujo magnético al interior del material, por lo que
M = (0 para H > H,.

Para un sistema magnético, el potencial termodindmo de interés es la energia libre de Gibbs:
G=U-TS — puoH - M, (1.22)

cuyo diferencial es
dG = —=SdT — poM - dH. (1.23)

Dado que la linea de campo critio es la linea de coexistencia entre las fases normal y superconductora
(Figura 1.2), se tiene
Gs(T,H.(T)) = G,(T, H.(T)). (1.24)
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Integrando (1.23) a 7" constante para el estado superconductor desde / = 0 hasta H., se obtiene

H. H.
G(T, H,) — G,(T,0) = / —poM - H = / poHdH = %Hf. (1.25)
0 0

Por otro lado, en general la magnetizacion neta del estado normal para un metal es despreciable, i.e,
G.(T,H.) — G,(T,0) = 0. Empleando esta propiedad, (1.23]) y (1.24)), obtenemos que

o bien
Go(T,0) — G4(T,0) = “20 H2, (1.27)

La cantidad poH?/2 se conoce como energia de condensacion y (1.27)) sefiala que el estado
superconductor es menos energético que el normal. También se puede encontrar la diferenfia de
entropia entre ambas fases empleando (1.27) y la relacién S = —(0G/9T') i, obteniendo

dH,
dT
Si T =T, entonces H.(T.) = 0, por lo que 7)) establece que las entropias de ambas fases son

iguales. Por otro lado, de la figura 1.2 se observa que dH./dT < OparaT < T, porloque Sy < S,
es decir, el estado superconductor es mds ordenado que el normal.

S (T, 0) — SS(T, 0) = —poH, (1.28)

1.4. Teoria de Ginzburg-Landau

En 1937 Lev Landau desarroll6 un modelo para describir transiciones de fase de segundo orden en
la cual se introduce el concepto de pardmetro de orden [Landau, 1937] que se anula por encima de
la temperatura critica (1" > T,.) pero que adquiere un valor distinto de cero debajo de la transicién
(T < T). Posteriormente en 1950 , junto con V. Ginzburg llevaron esta idea al caso de la transicion
de segundo orden para la superconductividad introduciendo una funcién de onda macroscépica

¥ (7) que jugaba el rol de pardmetro de orden, cuya norma era proporcional a la densidad local de
portadores |¢)(7)|* ~ n(7) [Ginzburg, 1950]. La propuesta de Ginzburg y Landau fue en la densidad
de energia libre de Helmholz mediante la relacion

1) = hu @I + 380N + g | (7 - 4 ) wie|

donde f, es la densidad de energia de Helmholtz del estado normal en ausencia de campo
magnético, « y (3 son pardmetros que dependen de la temperatura, m* es un pardmetro equivalente
a la masa en la ecuacidn de Shrodinger y ¢ es la carga de los portadores (¢ = 2e de acuerdo a la
teoria BCS). Asi, la configuracién de equilibrio del pardmetro de orden local debe ser aquella que
minimice la energia libre total del sistema ' = [ f(y,¢*, Vi, Vio*)d>F. Para encontrar dicha
configuracion se emplea el mismo procedimiento usado en (1.5) empleando la funcién auxiliar
¢(7) real con condiciones nulas a la frontera y el pardmetro variacional A, pero en este caso s6lo
variamos respecto a 1™

+ —BQ(F) (1.29)
210

F, 0", Vo, V) — f(, 0" + ho, Vb, Vib* + hV ¢, A). (1.30)

La condicidn de extremo para F' implica que

dh h=0 / {8@/}* -V (a(v¢*>>:| ¢d37’+/V- (8(V¢*)¢) d37“, (1.31)

6




donde al emplear el teorema de la divergencia y el hecho de que ¢ = 0 en la frontera obtenemos
que la segunda integral en ((1.27) es cero. Por otro lado, como ¢ es arbitraria, se conluye que

o ( % )
-V =0 (1.32)
O (V)
y al emplear (1.29)) llegamos a la primera ecuacion de Ginzburg-Landau (G-L):
o (V - qum) () + () + Bl = 0. (1.33)

Si ahora tomamos la variacion de F' respecto a A obtenemos la segunda ecuacién de G-L

V x (V x A) = poJ, (1.34)
donde
77 =~ vy —wrvy) - L@ PA (1.35)
o 2me m ' '

Uno de los casos mas simples a examinar usando las ecuaciones de Ginzbug-Landau seria el
caso de un superonductor que llena medio espacio como en el ejemplo de la seccion 1.1. Entonces
buscamos de la solucién a la primera ecuacion de G-L unidimensional en ausencia de campo
magnético Y

272* % + o) + By = 0. (1.36)
Identificando la longitud de coherencia & como

h2
~ 2m*|a|’

£2 (1.37)

tenemos que la solucién normalizada de (1.36) estd dada por

2
- (5) ()

Por lo que ¢ es una longitud caracterisitica que determina la distancia sobre la cual el pardmetro
de orden responde a una perturbacién (en este caso la frontera), aunque dicha identificacion es
aproximada y en general, £ de (1.37)) y &y de Pippard no son iguales.

1.5. La fase de Shubikov en superconducores tipo II

Supdngase que un metal llena el espacio y presenta simultdneamente la fase normal y supercon-
ductora (coexistencia de fases) de tal forma que la region x < 0 se encuentra completamente en el
estado normal y la interface es de nuevo el plano y-z. Si calculamos la enegia libre de Gibbs del
estado superconductor por unidad de superficie (Dada la simetria, la densidad de energia g s6lo
depende de x, no de y y 2) [Gennes,1999]

0o . H2 1 22 5
Gs:A/ fooDebode D g2 gp 2 (v x B)?| da, (1.39)
; no2 2 2

donde el primer término corresponde a la energia libre del estado normal cuando el campo es nulo,
el segundo es la energia de condensacion del estado superconductor con un factor de peso que

7



considera que cerca de la interface sélo la porcion ng/n; de los electrones son superconductores
[Mangin, 2017], el tercero es la energia magnética, el cuarto es el equivalente microcépico de H B
y el quinto es la energia cinética de los electrones superconductores.

Al emplear los resultados obtenidos en (1.14) y (1.29) como modelos aproximados para B yn
en la inteface y sustituir en (1.19), llegamos a:

GszA/OOO [fn—%Hc?] dx+A/OOO [1—tanh2 (\/{—25)}@

+A/ [L()H2(€_2z/>\ . e—x)\)dx
0

= F,(H =0) + jp—r= {Hf — \/ighﬂ] . (1.40)

Figura 1.6: Variacién espacial del campo magnético y la densidad de electrones superconductores alrededor de una
interface N-S.

Definiendo x = A/ se observa que pueden presentarse dos escenarios: x > 27'/4, en cuyo
caso implica que existe un campo H,, = H,./(2'/4k'/?) < H, tal que si H.;, < H < H, entonces,
G5 puede disminuir ain mds incrementando el valor del drea de la interface normal-superconductor,
lo cual quiere decir que el sistema es inestable ante la formacion dominios con interfaces N-S
asociadas. Experimentos con difraccion de neutrones y microoscopia de efecto tunel muestran que
en dicho estado, el campo magnético penetra el material formando una red triangular de vértices
[Cribier, 1964], [Fischer, 2007]. Por otro lado, si x < 27'/4, entonces H alcanza H, antes de llegar
a H., por lo que el material presenta el efecto Meissner completo.

A. Abrikosov mostré que el punto exacto de la transicidén entre ambos comportamientos se
dabaenk =1/ /2 [Abrikosov, 1957]. En conclusién, la razén & nos permite distinguir dos tipos de
superconductores:

Tipol si k< 1/\/5,

1.41
Tipo I si K>1/\/§. ( )

8



1.6. Cuantizacion del flujo magnético

Los voértices mencionados en la seccidén anterior poseen un flujo neto cuantizado en multiplos
enteros de y = h/(2¢) conocido como el cuanto de flujo magnético. Para ver este efecto basta
con recordar que la supercorriente sélo tiene un valor no nulo en una capa de grosor de orden A
alrededor de la interface normal-superconductor, por lo que si tomamos un contorno circular en el
interior con una distancia mucho mayor que A del centro del vértice tendremos que la densidad de
corriente es cero en dicha region. La densidad de corriente (I.35]) para un sistema con pardmetro de
orden G-L dado por ¢ () = p'/?(7)e™™ esta dada por

. B ¥
== (ve - QA) 0, (1.42)
m h
lo cual implica que en el interior del superconductor
- h
A= -V¢. (1.43)
q
Si ahora calculamos el flujo encerrado por la regién circular
- > - h
@B:/ds-B:/(V><A)-d§:j{A-dl:—AH. (1.44)
s c q

Dado que la funcién de onda v () es univaluada, el cambio en 6 alrededor del contorno (Af) debe
ser un multiplo entero de 27, por lo que el flujo estd cuantizado en cantidades enteras de

by —n (1.45)
q

siendon =0,1,2,3, ...

London predijo este resultado y postul6 que ¢ = e en (1.45)) [London, 1950]. En 1967, Deaver y
Fairbank demostraron experimentalmente que el cuanto de flujo era la mitad postulada por London,
i.e. &g = h/2e [Deaver, 1967]. Por otro lado, Bardeen, Cooper y Schriefer establecieron que
la razén de dicho cuanto de flujo era debida a que los portadores de carga no son electrones
individuales, sino pares de electrones con carga 2e.

1.7. Propiedades termodinamicas de los superconductores tipo I1

Como ya vimos, un superconductor de tipo II presenta dos fases termodindmicas: la fase de Meissner
y la fase de Shubnikov [Figura 1.7].

A diferencia de los superconductores de tipo I, 1a magnetizacién no desaparece de forma
abrupta entre la fase de Meissner y la normal sino que decrece de forma continua a lo largo de la
fase de Shubnikov (Figura 1.8).

El hecho de que M sea continua entre los campos criticos H, y H, implica que la transicion de
fase es de segundo orden. En efecto, si estudiamos la transicién de fase Shubnikov-normal (el caso
Meissner-Shubnikov es andlogo) primero observamos que el calor latente de la transicién es nulo,

B oy 99, [ 99s
1=T(S, —8S,) = TK@T)H <8T>H]. (1.46)
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Fase normal

Fase de Shubnikov

—

cl

Fase de Meissner
1 1 | |

0 02 04 06 08 1 T/T,

Figura 1.7: Diagrama de fases para un superconductor tipo II. Esquema proveniente de [Mangin, 2017].

) §
" Meissner Shubnikov ~ Normal
) /\
./
1\
0 H 1 H c2 [;T

Figura 1.8: Dependencia de la magnetizacién promedio ((—M)) en el campo externo (H) para un superconductor tipo
II. Esquema proveniente de [Mangin, 2017].

Como estamos en la linea de coexistencia, se debe de cumplir g,, = g5 a lo largo de la curva H.o(T')
de la Figura 1.7, lo cual implica que dg,, (T, H = H.)/dT = dgs(T, H = H.)/dT, pero

doc _ (Qor) 4 dHe (09 , (1.47)
dr —\or ), " dT \9H ), |,
con i = s, n. También se sabe que (0g;/0H)r = —M, por lo que
8gn ags dHc2
<3T)H <3T>H dTl ( )H:HCQ ( )

Asf, las ecuaciénes (1.46) y (1.48) implican que el calor latente es nulo. Por otro lado, también se
puede ver que si la derviada parcial de M respecto a H es discontinua en H .o, entonces hay una
discontinuidad en el calor especifico entre ambas fases. Partiendo de

cW=r (g*;) (1.49)
H

y usando que las entropias de la fase normal y de Shubnikov son iguales a lo largo la linea de
coexistencia, nos permite obtener

dSy(T,H = Hp)  dS(T,H = He)
a7 = o7 , (1.50)
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entonces
95, dHa(T) (95,
or ) dT OH ),

Por otro lado

ass) dHe(T) (ass>
= + (1.51)
H=H_. (8T H dr 8H T |H=H:
05y _ 009 09  (OM (1.52)
OH), OHOT 9TOH  \oT ), '

Del mismo modo, M,(T, H = H.) = M,(T,H = H.) alo largo de la linea de coexistencia,
tenemos que

0— dM, dMs (OMY\  [OM, N dHe | (OM,\ [ OM
~dT 4T \ 9T ), or ), dr OH ), OH ),
Usando (T.48)), (1.49) y (T.46)), se tiene que
dS,, 95, dHx\? [ (OM, oM,
no_ (s =T — =T — 1.54
i-ci=7|(5r), - Gr) ) =7 () (7)), (5r), =0 o9
ya que (OM,/0T)y = 0y (OM,/0T)y = —(90|M,|/0T)y > 0. Por lo tanto, la transicién
Supercondctor-Normal es de segundo orden.

(1.53)

H=Hc>
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Capitulo 2

Teorias Microscopicas

2.1. Atraccion por intercambio de fonones

En los superconductores convencionales, se entiende que el estado superconductor es causado por
la formacién de pares de Cooper, que son estados ligados de dos electrones mediados por una
fuerza neta atractiva.

Cuando un par de electrones interactia inicamente por el intercambio de un fotén (repulsién
Columbiana) no es posible la formacién de un estado ligado. H. Frohlich [Frohlich, 1950] propuso
que las vibraciones en la red de un sélido pueden producir en una interaccion electréon-electron
atractiva mediante el intercambio de fonones (cuantos de modos normales de vibracion).

En el lenguaje de segunda cuantizacion, la interaccion electron-fonén puede ser descrita por el
hamiltoniano [Godoy, 2002]

Hopn =Y [W(q)éhq’aék,gdq v W*(q)élt_q?aékpdg] , 2.1)
q.k,o

donde éLU(ék,g) es el operador de creacién (aniquilacion) de un electrén con momento hk, &g(&q)
es el operador de creacion (aniquilacion) para un fonén con momento q 'y W(q) es la amplitud de
acomplamiento. El hamiltoniano completo para el sistema electron-fonén considerando a H e-ph
como perturbacién seria

H =&} oxo+ Y hwghiq + Mepn = Ho + AMep. (2.2)

k,o q

En la notacién de Dirac, los eigen-estados no pertrubados del hamiltoniano H, son los elementos
del espacio de Fock [Greiner, 1996]

AT Yyma (5T \me
_ -t - (ag,)™ (g, )
In) = |n1,ng, ...ma,my, ...) = (Ck1 01> I(Ck2,02>n2~-~ \/717%_1' -

..|0), (2.3)

donde n; = 0,1 ya que los electrones obedecen la estadistica de Fermi 'y m; = 0, 1, 2, ... ya que los
fonones obedecen la estadistica de Bose. Por otro lado, los eigenestados |¢/,,) del hamiltoniano (2.2)
a segundo orden en la teoria de perturbacidnes estdn dados por [Griffiths, 2005]

eph )\2 | eph|2
W) =[n) + A A i
[¥n) =In) + ZE Sk QZ(En—Ek) In)
k#n
HE the-ph He—the_ph (24)
+ )\22 Z kk g n _ Tkn n,n2 |]€>,
k#n Lk'#n <En - Ek)(En - Ek,) <E" - Ek)
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donde H ,jf;h = (k|H,_pn|n). Por lo que los elementos de matriz AH,._,, en la representacion |¢/,,) a
segundo orden de \ serian

<n|]:[e—ph|k><k|ﬁe—ph|m>

(W NHeph [ thm) = Anl Heppm) + X2y

Hepn k) (| He-pn|m) (0| Heopn | ) (k| Heopn I m)
/\2 <n’ e-ph e-p _)\2 e-p e-p 5 .
+ Z E,, — E, Z E, — E, o
k#m k#n
(2.5

Notando que (n|f]e_ph|n) = 0 ya que f{e-ph modifica el estado de los electrones y el nimero de
fonones del ket |n), los términos cuadraticos en (2.5) quedan en la forma més simple

. 1 - ~ 1 -
;<n|He—ph|k> <k|mHe—ph|m> + ;<n|He—phm|k><k|H&ph|m>

= Z<n|ﬁe-ph|k> <k|(En - [A{O)ilﬁe-ph’nw + Z<n|He-ph<Em - [:[0)71“@ <k‘ﬁe-ph‘m> (2.6)
k k

:<n|]:]e—ph(En - HO)_lﬁe—ph|m> + <n|f{e—ph(Em - HO)_lﬁe—ph|m>'

Para el caso en que |n) y |m) estdn constituidos por pares de electrones de la forma ]m> =

CLm ck202|0> y|n) = CL30301<404|0> observamos que el término lineal (n|H,. phlm) = 0en ,ya

que se anade un fonén al estado |m) que no contiene fonones, por lo que en - 2.3) s6lo sobrevwen
los términos cuadraticos. Desarrollando el primer término del dltimo renglon de (2.6) (el segundo
término es andlogo) se tiene que

<n|[:Ieph(E _]A{O)_lﬁeph|m>
—Z Z Wi(qg)W*(q (n|ck+qockgaq(E — Hy)~ cL,_q,’o,ék/J/de). 2.7)

a.k,0 q' ko’

Para que 1| no sea cero, se tiene que asegurar que los fonones creados a la derecha de (E,, — f]o)*l
se aniquilen a la izquierda del mismo, lo cual implica que q = q'. Ademds, si |m) es de la

forma ¢ _¢l, ,|0) entonces necesariamente |n) = & g el q.010)» 1o cual estd en concordancia

con la conservacién de momento. Asi mismo, el estado intermedio |i) = équ a,ék/ﬂfdmm) =

.i.

K qalcirmaq|0> es un eigenestado de Hy con energia

z = fk + gk’—q + hwqa (28)

C

por lo tanto

E,—E;, = — & — hw
{ Sicrq — Sk 2.9)
By — Ei = &0 — &w—q — g
Al sustituir (2.9) y (2.7) en (2.5) y tomar A = 1
o <n’élT(+ o‘élT(’— U’ék/ O'/ék 0'|m>
wn He. h wm = W q 2 = = 7 :
< | e-p | > k; ’ ( )’ £k+q_€k_hwq
bl 7q
i (2.10)

£ 3 g ks g gl
fk/ fk/ q — hwg

k.k’' .q
J,U’
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En la segunda suma se pueden intercambiar los indices k — k', 0 — ¢’,q — —q y usar el hecho
de que wq = w_q para asi obtener

1 1
W (@) 2Nl o o O Cic 7 Cic.o | < — > . @11
k;q Ko fkta — &k — Mg Ekiq — &k + g

o0’

Entonces, <¢n|I:I e-ph|¥m) se puede ver como el elemento matricial de un hamiltoniano effectivo
actuando sobre los estados |n) y |m) de tal forma que

(Un| Heph[thm) = (n|Hepslm), (2.12)
obteniendo el resultado final

R A . .
ck—i—q,ack’—q,a’ Cklza/ Ck7o'

(Sxtq — &)? — A2

Hepp =) 2[W(q)*hwq (2.13)

kK, q

o0’

Si comparamos esto con el hamiltoniano de repulsiéon Columbiana dado por [Sakurai, 2011]

2
R e 47
o ~ A'I' ~ ~
Herer = 202 Z 2 4 2 “kt-q,0 Ok —q,0" K 0" Ck,05 (2.14)
Lk g q 2

o0’

donde ) es el volumen del sistema y p es la longitud de apanallamiento de Thomas-Fermi,
encontramos que el elemento matricial total seria

2me? 2hwa|W (q)]?
AP +12) (G — §w-a)® — PPwg

Si |€ktq — &k| < fiwq y la repulsién coulumbiana en un metal no es muy grande, tenemos que (2.15)
puede tornarse negativo, resultando en una atraccién efectiva entre los electrones.

(n|Hypo1 + Heopplm) = 2.15)

2.2. Pares de Cooper

El estado base de un gas de electrones que interactian inicamente via el principio de exclusion de
Pauli corresponde al mar de Fermi, sin embargo, L. Cooper mostré que dicho estado es inestable ante
la formacién de un estado ligado constituido por un par de electrones mediados por una interaccion
atractiva [Cooper, 1956]. Para estudiar la funcion de onda de los electrones ligados, hacemos un
tratamiento mediante la ecuacion de Schrodinger en el espacio de posiciones empleando la funcién
de onda multiparticula

U = 1p(r,72)x(1,2), (2.16)
donde hemos separado a ¥ en su parte espacial ¢ y su parte espinorial y. Como los electrones
obedecen la estadisitica de Fermi, la funcién de onda debe ser antisimétrica. Esta tesis se limita al
estudio de la funcién espinorial en estado singulete

1
E

y en consecuencia la funcién de onda espacial es simétrica

Y(1r1,75) = VY(7, 71). (2.18)

X(1,2) = —=(I)[=) = [=)1+), (2.17)
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Por otro lado, 1) obedece la ecuacion de Schrodinger estacionaria

_%v1 - %V1 + V(1 = 75) | (1, 7o) = EY(r, 1), (2.19)
donde a su vez se ha supuesto que el potencial de interaccion sélo depende de la diferencia de las
posiciones entre ambos electrones. Esto permite hacer una separacion de la funcién de onda en las

coordenadas de el centro de masa y la masa reducida
1

R= S T7) Yy T=h— (2.20)
entonces H se reescribe como
2 h? 2 h? 2
H=—V% - —Vi+ V(7). 2.21

Por lo que separando la funcién de onda como ¢ (ry, 75) = ®(R)¢(7) obtenemos

12 - - 12
— VAR = E®(B) ¥ — VR4 V(7)) = (7). (2.22)

donde se observa que la funcion de onda del centro de masa sigue la ecuaciéon de movimiento de
una partitula libre, es decir ®(R) = Q2 exp <i§ : I%), entonces
h
E="L ¢ (2.23)
dm
Como buscamos el nuevo estado base con el par de electrones afiadido al mar de Fermi, £ puede
minimizarse ain mas exigiendo ¢ = 0.

Para obtener soluciones analiticas, L. Copper aproxim¢ el potencial de interaccion (2.15) como
sigue [Cooper, 1956]

J— - _‘/
ka:{ V. sikFer 224
’ 0, cualquier otro caso
donde
. 2k,2
I'= {k:EF< <Ep+hwp} (2.25)
2m

y wp es la frecuencia méxima que pueden alcanzar los fonones (frecuencia de Debye) en el sélido.
Para obtener la energia de interaccidn, trabajaremos en el espacio de momentos, lo cual se logra
haciendo la transformada de Fourier de la funcién de onda

_ b c(B) eF T
o = 75 > (k) et (2.26)

k>kp

donde €2 es el volumen del sistema en el espacio real y se ha usado & > kr ya que el estado de los
electrones estdn fuera de la esfera de Fermi. Sustituyendo (2.26)) en (2.22)

g}i ——c(k) ot ZFc(k)V(F‘)—Q =E Y c(k) 75 (2.27)




multiplicando ambos miembros por ~!/2¢**7 integrando sobre todo el volumen y usando la

propiedad de ortonormalidad de las funciones de onda planas, obtenemos

R - . -
c(k)+ > (K = E c(k), (2.28)

m
k'>kp

donde V; ;, es la transformada de Fourier del potencial, definida como

1 SN o

Vip == / V(i)' F R T, (2.29)
b Q Q
Sustituyendo el potencial propuesto (2.24)) en la ecuacién (2.28)), se obtiene
h2k? -

E— (k) =-V k:' 2.30
(£-E5) ey = v ¥ @2:30)

ker

Dividiendo la ecuacién (2.30) entre el factor (E — h%k2/m) y sumando sobre k € T

D eky=>"V (hjfz - E) B ey =MV (hjfz - E) o 1 (2.31)

ker ker ker ker

Ahora sumando sobre el el espectro de energias en el rango permitido por la condicién (2.24) y
empleando la densidad de estados por espin para electrones libres en 3 dimensiones [Kittel, 1996]

Q(2m)*/? 1/2
9(5) = WG )

Q(Qm)3/2 Ep+hwp 81/2

S/

(2.32)

se obtiene

-~

I
Para efectuar la integral I de (2.33)) aplicamos el cambio de variable z = (2¢/E)'/? y se tiene

EF+}LLUD 2 E 1 _1 Q(Ef+th)/E
—/z / & dz:,/—{z+—1n<z )” L (234

donde observamos que para que el logaritmo de (2.34) esté bien definido, es necesario que z > 1, 1o
cual se cumple si

2Er/E > 1= E < 2FEF. (2.35)

Esto implica que la energia del estado de dos electrones es menor que la energia que tendrian ambos
electrones si se moviesen de forma independiente como ondas planas de vector de onda opuesto, es
decir, forman un estado ligado.

2.3. Lateoria BCS

El éxito del modelo propuesto por Cooper sugiere fuertemente que el estado base de los electrones
debe estar constituido por pares ligados. Una funcién de N pares de electrones en singuletes y con
vectores de onda opuestos tiene la forma

R A
|\IJQN Z Z Z gk’l ka,..., k‘N le _kli kQTC—kgi kNTC_k‘ ¢’0> (236)
k’l k:z
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J. Bardeen, L. Cooper y J. R. Schrieffer (BCS) propusieron un estado multiparticula alternativo
a (2.36) que permitia considerar una cantidad no fija de particulas al trabajar en el ensamble
gran candnico [Bardeen, 1957]. El estado base BCS es una funcién de prueba con pardmetros
variacionales sujetos a la condicién de minima energia

Wnes) = [ [ (ug + vyt )10), (2.37)
k

donde v y ug son coeficientes reales que representan la ampitud de probabilidad de tener al par

ci |O) ocupado o desocupado respectivamente. A su vez, dichos pardmetros estdn constrefiidos

por la cond1c1on de normalizacién (¥ pcg|Wpes) = 1, con lo cual obtenemos
ul+vi=1 (2.38)

Para determinar explicitamente u; y v; debemos usar el hecho de que queremos minimizar la
energia. Como el nimero de particulas no es fijo, se debe imponer la restriccion de que su promedio
si lo es. Dicho esto tenemos que minimizar el valor esperado de

H = Hy — N, (2.39)
donde
- h2k52 AT AT "T .
B = Z 2m ’“fck” Z Vit k+qo Crr q,o/c’;’ ’CE,G’ (2.40)
k,o k,k ,q,0,0"

. b S oAt o4 .
w es el potencial quimicoy N = > Fo CroCiio © el operador de nimero.

Nos restringimos ahora a la parte de interaccion del Hamiltoniano que contribuye a la super-
conductividad, es decir, mantenemos sélo la parte atractiva que conlleva la formacién de pares de
Cooper con espin y momento opuesto, por lo que nuestro Hamiltoniano reducido queda como

Hp =Y &bl oo+ Y Viwlh sty eowgéir = K + Hiny, (2.41)
k,o kK’

donde & = h*k? /2m — p. Por otro lado, el valor esperado de la energia del estado base viene dado
por

Eo = (Vpes|Hr|¥pes)

. . (2.42)
= (Vpos|K[¥pes) + (Vaes|Hint|Vpes)-
Los valores esperados de K y H;,; son evaluados en el Apendice A obteniendo
(Upes|K[Tpes) =2 upéy (2.43)
k
y A
(Upes| Hint|Vpos) =D View i iy (2.44)

k k'
sustituir (2.43) y (2.44) en (2.42) y usar la condicién de normalizacién (2.38), podemos proceder
a minimizar el valor de la energia. Los cdlculos se pueden simplificar atin més si introducimos la
condicion (2.38)) en la expresion de E' via el cambio de variable

Ui = cos by, Yy = sin Oy, (2.45)
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y asi obtenemos

. 1
E = (Hg)=2) &sin’ O + 1 D Vi sin 26y sin 26y (2.46)
Kk KK
Al minimizar (2.46]) respecto a los parametros 6y se obtiene
oF
== = 26 8in 26) + €08 260 Y Viewr sin 26040 = 0, (2.47)
aek K’ 7
donde se ha usado que Vi i = Vi k. De lo anterior, podemos concluir que
1
ictan 204 = — zk: Viexe sin 26, (2.48)

la cual nos permite definir la brecha energética superconductora como

1 .
A= -3 zk: Vies sin 20y, = — zk: Vie s e Ve (2.49)
Empleando el potencial de Cooper (2.24), (2.49) se convierte en

A, si < hw
Ay = L] <hen (2:50)
0, si ‘fk| > hwp
donde A =V )", wwie y al sustituir en (2.48)) se tiene
_ A
tan 20y = &
- A
cos 20 = ui — 1 = \/ggle?
k
lo cual a su vez nos permite concluir que
1 §x 1 €k
2 2
U = = | 1 + —=——= V==|1-——m——|. (2.52)
) 2( \/£ﬁ+A2) b 2< \/£ﬁ+A2>

De la definicién de A y de la segunda ecuacion de (2.51)) podemos observar que
V A
A=y — (2.53)

2 )
ker \/ 5;%’ + A2

lo cual reduce la condicion de autoconsistencia a
1 Voer g(€)de

IR N el Y A

Para la mayoria de los metales hwp < Ep [Ashcroft, 1976], lo cual nos permite considerar la
densidad de estados (2.32) como constante a lo largo del intervalo de integracion, obteniendo as{

1 n o de .y hwp
W = /0 m = sinh T, (255)

(2.54)

A — FLCUD
~ sinh(1/g(0)V)
donde la dltima expresion es vélida en el limite de acoplamiento débil g(0)V < 1.

~ 2hwpe 9OV (2.56)
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2.4. Excitaciones elemenatales: transformacion de Bogoliubov-Valantin

Consideremos un estado excitado, el cual consiste en el estado base sin el par éL Télt 110) més un
electron no apareado en el estado |k, 1),

[var) = ey 1] (s + vyl I0)- .57
k'

Para la energia cinética, basta con usar la expresion (2.43)) sin considerar el término k en la suma y
afiadiendo la energia del electrén individual &y,

(e[ Holther) = &+ Y 2o = &l —200) + > 2 &0, (2.58)
k'#k K/

Mientras que para la energia potencial, usamos (2.44)) sin considerar los términos con k en la doble
suma,

(Uit Vther) = Z VaqliqVqliq Vg = Z Va,qtiqVqliq Vg — 2uxl Z ViqlqVq

q;fq’ q#q’ a#k

q,q'#k (2.59)
= Z quqluql/quqll/q/ + 2uk1/kAk.

a#q’

Por lo que al sumar las expresiones (2.58) y (2.59), y usar (2.51)) obtenemos que la energia del
estado excitado es |y 1) es

<¢k,T|ﬁR’¢k,T> = &(1 - 203) — QUkaAk —I— Ey

Ex (2.60)
—a - (1-) |+ 2 v B =B+ E
€k [ ( i + i + 0 = £k + Fo,
donde Ey, = /€2 + AZ. Es decir, (x| Hg|tx.1) es la energia del estado base Fj, ms el término

Ey, por lo que la energia minima de excitacion es A, lo cual indica que el espectro de excitacion
tiene una brecha.

El efecto de aplicar los operadores élt 4+ Y C_y | sobre el estado base es

ol Uses) = (mel s +mdl ilsdiy) TT (e + et o) 160)

t A K (2.61)
= ukékT H (uk’ + Vk,ék/Té—kli)‘¢O> - Uk|\IIk’T>’
K/ #k
y
¢ 11| ¥Bes) = (uké—k,¢ + Vké—k,¢élt,TéJr—k,J,) H (up + Vk’ck’ TC Kl )| o)
T . (2.62)
- _chkaT H (Ukl + Vk,ck/,chk/,\l/)th) - _Vk|\Ijk’T>
K'#k
De forma similar, se puede observar que
¢ [P Bes) = w| Vo) (2.63)

G t|Vsos) = i W oiy)-
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Multiplicando (2.61)) por uk y (2.62)) por —v4, ademds sumando ambos resultados, se tiene

(uxel s — ey ) Wpes) = (up + 1) Wir) = [Tics). (2.64)
Repitiendo lo anterior con las dos ecuaciones de (2.63)), obtenemos
(upép, — vpe ; NWaes) = (wprp — vgup) |V _g,) =0, (2.65)

obien 4} [Wpos) = [Vp,) y &E,T|\IJBCS> = 0, donde

= ugél —vie o (2.66)

o B
Tk Rr T VRCR

Andlogamente se puede probar que ’yiml\ll Bes) = Vi )y fAyE i“lj pos) = 0, donde
At R
Vg = uRC g, + ViCi oo (2.67)

es decir, el par de operadores &%n(&a T),&ia ¢(ﬁ_E’ i) juegan el rol de operadores de creacion

(aniquilacion) de cuasiparticulas y el asociado ket sin cuasiparticulas (|Upcg)) es el estado base
superconductor.

Se puede interpretar a ‘y% , como la superposicion de un electrén en el estado |l_5 1) con amplitud

de probabilidad u; y un hueco en el estado | — lg, 1) con amplitud de probabilidad v;.

Al aplicar la aproximacién de campo medio de pares (Apéndice C), el hamiltoniano se
reduce a

H [,LN szkc* Cko’ +ka g < & K Ck’T>C ki kT + <C k¢cET>C—E’¢éE’T>

ko R (2.68)
o Z Vk K’ <C E¢CE¢><C K’ Ck’T> Heff'
Kk’

Posteriormente reescribimos los operadores 62, ¢t p, en términos de los operadores &%, At Py

buscamos qué condicion deben satisfacer los coeficientes uy, v;: para que el hamiltoniano pueda ser
diagonalizado, conociendo el hecho de que deben satisfacer la condicion de normalizacién (2.38)).

De las ecuaciones y (2.67) escribimos la transformacién inversa:

4 ot A ot A

Cor = W5y + VY g Cp =WV g ~ Vi (2.69)
y observamos que

éiTZTéM :“%ﬁm v l% Eﬂ By URVE (%ﬂia + ﬁ/—kiﬁ/lﬁ) ’
CT—&C Rl u%ﬁl}'ﬂ—m + VI%’AVET%T —URVE (rAle%Tfy ot kﬁiﬁ) ’ (2.70)
é/%Téim :“%’AV%%@ N VI%SLE;YET Uy (ﬁyl%T:ch'T B f?fﬂif?iﬁi) ’ |
¢ 1\l =N gV — VT g, @;ﬁkr - &—“ﬂT—l)
Asfi, buscamos que (2.68)) quede de la forma
H= E0+ZE7 o (2.71)

k,a
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donde Ej es la energia del vacio de cuasiparticulas y F; es la energia de excitacion de los Bogo-

liubones. Si ahora calculamos el promedio térmico @g 07,;, o/) aludiendo que H tiene la forma de

(2.70), observamos que dichos operadores obedecen las relaciones de espectacion de Fermi

1

T — - = fo S
<7’;’707E/70_/> o eE]_C‘,o'/kBT 5kk/6070/ - fk705kk/50,0/7

+1
e ) =1=0k 1 V=1~ F,
AL AL Y= (A Vi) =0,
donde

O ey

(2.72)

(2.73)
(2.74)

(2.75)

con 3 = 1/kgT. Los promedios térmicos de (2.74) son nulos ya que €l hamiltoniano (2.71)) conseva
el nimero de cuasiparticulas, no asi el niimero de electrones como se aprecia en |ml]i por lo que

<cT d k¢> =uprp(l = 2f;) = <c kickT>

resultando en una nueva expresion para la brecha,

Z VEIZ' _k ¢> = Z ka/<c mcm> Z Vigup e ka’ - ) :

Insertando las relaciones (2.70) y 12.77) en (2.68), el hamiltoniano efectivo queda como

Heff — Ey+ Hp + Hyp,

donde
Ey = Z 2652 — Aquzvg(1 + 2f(Ep))]

—

k
es el término independiente,

Hp = Z & (u2 = 12) + 2upvpAf] (’ym’ykT—l—’y kﬂ k¢>

-

k
es la parte diagonal del hamiltoniano y

o = 3 [26m + Mgl — )] (5415, + 57 ¢

—

k

es la parte no diagonal.
Al comparar (2.77) con (2.70) se obtienen las siguientes relaciones

EE = f;:(u% — I/]%) + 2u,;y,;A,;

2€};
2 2 Sk
UE — Vy = Uka

k Ak

Usando la propiedad de ortonormalidad u% + Vg = 1se concluye que

-JEEE STV

L7 27U

B>

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)



1 . 1 £
2 — (14 2k 2= (1=2£). 2.85
" 2( +E;;) Y 2( E;;) (2:85)

Ahora analizamos el comportamiento de la brecha energética empleando el potencial de Cooper
=V sy €| < hwp

Veg = 1ok k 2.86
w0 eI 259

Asf, la ecuacién (2.82) puede ser escrita en la forma integral,
oy [ €2

hwop 2(€2 + A2)12 2kpT
y empleando la aproximacién hwp < Ep,

(2.87)

hwp d§ (§2+A2)1/2

En la temperatura de transicion 7, el pardmetro de orden se anula A(7" = T,) = 0, es decir, la
temperatura critica es aquella que satisface

B o q¢ & ot du
1= g(O)V/0 zta nh ST g(O)V/O ?tanh( ). (2.89)

En el limite de acoplamiento débil (¢(0)V < 1) se espera que kg7, < hwp, y como se muesta en
el Apéndice C, la integral de (2.89) tiene el siguiente comportamiento asintético

“ tanh 4e7
/ anh(z) (iz> , (2.90)
0 x T
donde 7 es la constante de Euler-Mascheroni (v &~ 0.57721). Asi, al usar (2.90) en (2.89), se obtiene
2e7 1
kT, = —hw — . 291
ot = e (- ) —

La dependencia del parametro de orden A como funcion de la temperatura se obtuvo numéricamente
y se muestra en la Figura 2.1.

El calor especifico se puede calcular a partir de la expresion de la entropia de Shannon

S==2kp Y [frlnfr+ (1— fr)n(l— f7)]. (2.92)
k
El factor de 2 es para tomar en cuenta la degeneracion por espin. Empleando la definicién de la
capacidad calorifica y (2.92)), se tiene

aS O f
Cy = T8_T = —2kgT § [In fz —In(1 - fk)] k. (2.93)
pero
e Ey B ey By
ey exp |~ 7 =Inf;—In(l1-f;) = T (2.94)

mientras que

8f,; . 0 1 _ ePr/kBT 1 dEE EE
T — OT \eFi/ksT 1 1) (14 B/t T)2 \kpT dT  kpT?

2.95
A A N [ A S Y PN =
O fp ke \T(A2+ )2 AT T kTR dT
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Figura 2.1: Dependencia de la brecha energética (A) de la temperatura (7).

Reinsertando (2.95) en (2.92)),

2 dA
S = e zk: fa(1 = f2) (E]j — TAd—T> , (2.96)
entonces A (0) o A
_ 29 Y _ 2 _ an
S =7 /0 F(BE)(1— f(E)) (E TA dT) de. (2.97)

A temperaturas muy por debajo de la temperatura critica, podemos usar que f(E;) < 1y
observando la Figura 2.1, también tenemos que dA /dT ~ 0y que la contribucién mds importante a
la integral es para energias de exitacion muy cercanas a Ay con lo que la regién de integraciéon mas
significativa es aquella para la cual £ < Ag. Por lo tanto, llegamos a que la capacidad calorifica a
bajas temperaturas es aproximadamente igual a [Ketterson, 1999]

2g0 fiwp 7(52+A2)1/2/k3T 2 2
0
Como A = Ay ¢ < Ap tenemos que
2903 / ep Ao £
C, ~ —— |1+ == || d¢. 2.99
2 )y P Ther \ T 2a2 )| % (2.99)

Por otro lado, se puede extender la integral hasta infinito ya que la contribucion para energias
mayores a hwp es despreciable, con lo que

290§ A > —&
~ _ 2o d
Com o2 P\ 1T /0 P\ Sppra ) ©

A 3/2 A
- /2 (20 =0
kpgolo(27) (k ) exp ( k ) .

Que es muy cercano al comportamiento esperado encontrado en los experimentos realizados por
Corak, et.al. [Corak, 1956].

(2.100)
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Capitulo 3

Vortices magnéticos en red cuadrada

La presencia de campo magnético externo o granos estructurales en superconductores revela las
limitaciones del modelo homogeneo de gas de electrones presentado en la seccion anterior. Para lidiar
dichas inhomogeneidades espaciales, una alternativa es desarrollar teorias de superconductividad en
el espacio real tal como el formalismo de Bogoliubov-de Gennes, el cual extiende la idea de las
excitaciones a partir del estado base superconductor presentada en la seccion (2.4) partiendo de un
hamiltoniano dependiente de la posicidn, como se mostrard en la siguiente seccion.

3.1. [Ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes

El hamiltoniano de un sistema de electrones interactuantes moviéndose en un potencial escalar ¢(7)
y vectorial A(7) en el lenguaje de segunda cuantizacion, esta dado por

A = Hy + Hy. (3.1)
donde
Ho =Y [ o(F)h(F)y (¥)dr (3.2)
con 02 ' 5
Mmz—%x&+%&m>—mw) (3.3)
y

Hon =5 Y [ [ V@) )i () dPr
iiad (3.4)
— [[ V@@ e

El operador @DT( ') crea un electron en la posicidn 7 con proyeccion de espin o y satisface las
relaciones de antincomutacién de Fermi,

{3, (P), 0L, (7)) = 8(F = 7)0 .04 (3.5)
{D5(7), L (7} = {$o(7), Yo (F) } = 0. (3.6)

En el presente trabajo, se supone que el potencial de interaccion electron-electrén (3.4) es de
corto alcance [Ketterson, 258], es decir,

V(F—7")=-V§r —7), (3.7)
donde V' > 0 para describir una interaccion atractiva.

Aplicando la aproximacién de campo medio para los pares de Cooper a H;,,, se tiene [Bruus,
2002]

1 = [ EF[A@EEE + 80 O6O)] - [ EREOEOHm) 68

24



donde ) )
A7) = =V (0 (P (7). (3.9)

Reescribimos la transformacion de Bogoliubov (2.69) en el espacio espacio real,

e S [T o A G e ) I G B S [ G AR A e

. . A " (3.10)
G R S (N G S G Y I ) S M G S G BAM

donde de nuevo, los operadores 7,,, satisfacen las relaciones de anticonmutacion de Fermi

{:}/;rw-? ’S/n/g'/} = 5n,n’50,0’7 (3 1 1)

e Ao} = {nos Hwrar} = 0. (3.12)
Lo anterior se cumple debido a que cualquier transformacion unitaria preserva el dlgebra. Exigimos
que el hamiltoniano de campo medio Hyp=Hy+ H MFE represente un hamiltonanio de un solo
cuerpo y diagonal para las cuasiparticulas, es decir, se busca que bajo la transformacién (3.10), el
hamiltoniano H,r pueda ser escrito como

Hyp = Ey+ Y Bl Ao (3.13)

Para derivar el sistema de ecuaciones que deben satisfacer las amplitudes w,, y v,,, de manera que

Hy/r tome la forma |i , primero nos apoyamos en las siguientes relaciones de anticonmutacién
(Apéndice C),

[01(7), Hagr] = B()y (7) + AL (3.14)

[, (7), Hyp] = h(7)0,(F) + AF)DLF). (3.15)

Por otro lado, usando (3.13)), notamos que

[?}/3170'7 [;[MF} - - n;ﬁ;,a? [”AVn,m F[MF} = —En’AYn,U- (316)
Sustituyendo la transformacién (3.10) en (3.14) y (3.15)), y empleando (3.13)) se tiene que
(07, Huar| =h(7)(7) +A<f>z&1<f>
—Z( 7)+ A, )va( (P () + A7) 3,

(3.17)

Del mismo modo, sustituyendo la transformacion (3.10) en el lado izquierdo de (3.17) y empleando

@.13)
[1%( ), HMF] :Z (Un( ) ['AYMHHMF} — v (7) [%¢7HMFD

—Z( Bt + Vi) EAL )
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Como los operadores %,a(%,o) crean (destruyen) estados ortonormales, igualando 4| y l)

y agrupando términos iguales, entonces, los coeficientes de 4, + y ’yl | deben ser igual a cero, para
todo n, con lo cual obtenemos el conjunto de ecuaciones autoconsistentes de Bogoliubov,

{fz(f)un(f) + A Wa() = Bnun(7) -
A (P Yun (F) = B (F ) (F) = Env(7)

o (W) AF)
Q= . 3.20
(& Siveh o
(3.19) puede reescribirse como la siguiente ecuacion de eigenvalores

& (Zﬁg) = £ <3Z§Q) : (3.21)

Cabe mencionar que i(7) es un operador diferencial que relaciona la solucion en 7~ con las soluciones
en una vecindad de 7, por lo que (3.21) no se puede resolver localmente.

Como los operadores ‘yfw crean cuasipaticulas fermidnicas, se satisface que
1
At 4 o _
(hotna) = FEn) = Gy (3.22)

y con ello podemos obtener explicitamente A(7) en términos de w,(7), v,(7) usando (3.10) y

62
A(F) =-V <Z (a7 Yy + V23 1) D2 ()i — v;<f>@L,¢)>

=-V Z (u U (F) (B Frmst) — i (F) v (F) (A A0 L) (3.23)

(3.19)

Definiendo

(P (3 ) — u:<f>u;<f><&;,ak,¢>)
Usando los resultados del apéndice D, concluimos que

VZV (1 _2f(E )) (3.24)

3.2. Transformacion de norma

El potencial vectorial A(7) que da lugar al campo magnético del sistema en 1| no es unico, ya
que depende de la eleccidon de norma. A continuacion discutiremos la invarianza de la solucion de
las ecuaciones BdG ante una transformacién de norma.

Si u,(7) y v, (7) es el conjunto de soluciones a las ecuaciones con potencial magnético
dado por A(7), entonces, el conjunto de soluciones 1/, (), /. () para el potencial A'(7") que resulta
de transformar a A(7) via
A'(F) = A(F) + Vx(7), (3.25)
es

(3.26)



lo cual conduce a la transformacién del pardmetro de orden,
9
VZu )1 —2f,) = A(F) exp <%X(F)) . (3.27)

Las ecuaciones (3.57) y (3.27) se pueden verificar como sigue: Sea ¢(7) una funcién arbitraria,
entonces

(v - %X(F)) e FXD () = efix (v - (ﬁ(f) - VX>) &(7), (3.28)
lo cual implica que
. 2 . .
X)) e Mgy = (V= LA e (v = £ (A — 7
(V hA(T)) e o(7) (V hA(r)) e <V - (A(r) Vx>> (7).
(3.29)
Considere ahora (V — = <14T(F ) — Vx>) ¢(7) como la funcién ¢(7”) en (3.28)), usando de nuevo

(3.28)), obtenemos

_ i) (V - % (E(F) — Vx))2 o).

Conjugando ambos miembros de (3.30), observamos que
. 2 . 2
<v + %/T(F)) e XM () = e~ ix " (v ++ (A( ) — vx)) (), (3.31)

en su miembro derecho siempre tiene A— Vx en el término complejo, independientemente de si
se usa la expontencial con signo positivo o negativo, por lo que sustituyendo A JA ! vlen el
miembro izquierdo de la primera ecuacién de (3.19) obtenemos

h2

" 2m

2 ; 2
(V — —A’) u, + A"V = _ <V — EA") "X/ My, 4 X/ A eI/,
h " 2 " "

m h

B2 . 2 .
_ zex/h V- = (A/ VX) Uy + eZEX/hAVn
om* h

" (V— e (E’—vx)>2un+mn

2m

(3.32)

— eiex/h

= XNE gy, = E,ul,.
Por lo tanto u/, y v;, son soluciones las ecuaciones BdG con A’y A’

Cabe mencionar que las soluciones u/, y v/, no son Unicas, puesto que cualquier variante de
(3.57) con una fase adicional § independiente de la posicién

u'(7) = (7)), V(F) = e (F), (3.33)
también satisface las ecuaciones BdG con el mismo parametro de orden A’. Como se verd en la

siguiente seccidn, las condiciones a la frontera en u,, v, definen los posibles valores que puede
tomar la fase 6.
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3.3. Teorema de Bloch Magnético

Como ya vimos, en un sélido superconductor tipo II existe la penetracién del campo magnético en
forma de vortices en la fase de Abrikosov (o Shubnikov). Dichos vértices forman una red periddica
triangular (Figura 3.1), pero la diferencia energética entre dicha red y una red cuadrada es pequefia
[James, 1969].

- & * 7 _ | Figura3.1l: Visualizacion de

4 - - . ‘ la red de Abrikosov mediante
| . A » efecto tunel para una muestra
» de NbSe; con un tamafio de
2 W% e ™ W 630x500nm,aT = 4K. Los
puntos en negro corresponden

-
. - ® a los centros de los vortices
- - - A
!‘ » ‘. - ®® [Mangin, 2016].
.o, . o¥_

Considérese la funcién de onda en 2D de un electrén que se mueve en una red cuadrada con
campos eléctrico y magnético periddicos, de tal forma que la periodicidad del campo magnético es
un multiplo entero de la periodicidad del potencial eléctrico. Es decir, si

¢(@ +a,y) = o,y + a) = o(x,y) (3.34)

entonces

E(w + Nga,y) = E(a:, y+ Nya) = B(z,v) (3.35)
con N,, N, € N. Es decir, la distribucién de campo magnético forma una red periddica cuya celda
unitaria magnética (CUM) tiene un tamafio de N a x Nya.

Se puede usar la simetria discreta del problema para estudiar () en una celda unitaria
magnética en lugar de hacerlo en todo el espacio. Un ejemplo de dicho enfoque seria el teorema de
Bloch, pero su aplicacién directa no es posible porque el operador i(7) en (3.19)depende de A ()
el cual no es necesariamente periddico. En efecto, considerése un campo magnético uniforme que
apunta en la direccién é, dado por B = Byé,. Una eleccién del potencial fT(F ) que satisfaga con
Vx A= é, seria

A(z,y) = (0, Byz, 0), (3.36)
y obsérvese que
A(x + Nya,y) = (0, Byz + ByN,a,0) # A(z, ). (3.37)

Sin embargo, sabemos que cuando se modifica A mediante un cambio de norma, la funcién de onda
de un solo electrén se transforma adquiriendo una fase adicional como puede verse a través de

(.30

A7) = A7) = AF) + V), () = O(F) = (). (338)
Por otro lado, si bien es cierto que A(z, ) # ff(x + N,a,y), si se cumple que
V x ff(x,y) = g(x, y) = E(x + Nya,y) =V x ff(:v + N,a,y), (3.39)

en otras palabras,
V x (ff(a: + Nya,y) — Alz, y)> —0, (3.40)
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Por lo que
Al + Noa,y) = Az, y) = V(e y)- (3.41)
Y del mismo modo para y
[f(a:, y+ Nya) — f_f(m, y) = Vxy(z,y). (3.42)
Lo anterior se puede escribir de forma mds compacta como
AP+ R) — A(F) = Vyu(F)  i=umzy (3.43)

donde R; = N;aé; para i = x,y. Es decir, el efecto de aplicar una traslacion al potencial magnético
es equivalente a aplicar una transforamcion de norma, lo cual nos permite usar (3.38) para definir
los operadores de traslacién magnéticos (7) como

{TMW = exp (= 5xa(7) V(7 + ) (3.44)
T (7) = exp (= 5xy(7) O (7 + Ry
los cuales conmutan con B(F ), ya que usando las ecuaciones li y lb se tiene
.. K2 2 . .
ML) = [ om (V - A >) - e¢<f>] el (7 4 R
ie 2
= e/ (V — EF + Vxi(r ) —e(r 7+ R,
= ( WD) ) —eo) | Ry L
. iR — — 2 - =
= e_ZEXi(T)/h (v LA+ Rl)) —ed(F+ R;) | ¥(F+ R;)
= ¢l /hh(r + R)v(F+ Ry) = TM (7)o (7).

Si queremos que 71 y TyM tengan eigenfunciones en comin con h(7") dichos operadores deben
ademads conmutar entre si, lo cual impone una condicién sobre el flujo en cada celda magnética,
como se verd a continuacion. Aplicando a definicion 1} de T}, ,, obtenemos

{T%TMW _ bl Ry s B 4 R e
TMTM(7) = e~ Fhe o Rl y B4 B, |
Para que [, sz” ] = 0 se debe de satisfacer entonces que
exp |l B = )] = e |- - e )| Gan

es decir _

exp [ (ol ) = ) = (07 ) + 3| = 1 (.49

Por otro lado, de notamos que
7+ Ry Ry ~ ~
L V(i) - di / (A + Ry) = A7) - ar, (3.49)



entonces

~ PRy . Ry P+ Ro+ Ry o
Xa(T+Ry) — x2(T) = A(FHR,)-dr’ — A(F)dr’ :/ A(F)dr + A(F)dr,
7 7 7+ Ry 7+R
(3.50)
del mismo modo
~ f+éz+éyﬁ o
Xy (T + Ry) — Xy (7) :/ A(r")-dr” +/ A(r")-dr”. (3.51)
7+Ry 7+ Ry

Por lo que el argumento de la funcién exponencial de (3.48)) quedaria como

e [ Ryt Ry o TRy 7+ Ro
— / A(F’)-df”—i—/ A(F’)-df’—i—/ A(F’)-d?”’—i—/ A(F')-drF' | = 2,
ho| e i, P+R, P+ Ro+R, 7
(3.52)

donde el paréntesis cuadrado puede ser reescrito como

PRy P+ Ro+ Ry Ry o
/ A(F)-dF’ + / A()-di” + / A()-di" + / A(T)-dr”
7 7+ Ry i+ Rot Ry "+ Ry (3.53)

:]{ A'-df:/ B.di—o.
MUC MUC

que es el flujo magnético a través de la celda unitaria magnética. Combinando (3.53) con (3.53) y
usando @, = h/e el cuanto de flujo magnético, llegamos a que

O = 1D, (3.54)

es decir, los operadores de traslaciéon magnéticos conmutan sélo si el flujo en cada celda magnética
es una cantidad entera de cuantos de flujo magnético.

Si la propiedad anterior se satisface, podemos escribir los eigenestados de forma anéloga a
como se hace en el teorema de Bloch usual

TMye(7) = e Fipp(7), i =a,y. (3.55)
Si estudiamos ademas un sistema de tamafio M, x M, con M,, M, el nimero de celdas magnéticas
en cada direccion, al emplear las condiciones a la frontera ciclica de Born [Kittel, 2007] el conjunto
de valores que puede tomar k,, k, quedarian determinados por la primera zona de Brillouim
magnética.

27Tli
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donde N, x N,a? es el tamafio de la celda unitaria magnética que contiene un solo cuanto de flujo
magnético.

ki L=0,1,..,Mi—1 i=u,y. (3.56)

Ahora aplicamos el resultado anterior para ¢ (7¥) = u(7") y v*(F), sabiendo que trasladar A es
equivalente a aplicar una transformacién de norma, y u, v* transforman de acuerdo a (3.30), es decir

S W (1) = u(r) exp (%X(F))

A(F) = A7) = A(F) + Vx(7), { (3.57)

—

V() = v(F) exp (=5 x())
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En consecuencia, se propone un nuevo operador de traslacién magnético para u y v

.y U(F) B —’LEX1( 7)/h 0 U(F—Fél)
T; (V(F)) N ( 0 etexi(r)/h V(F—}- R’Z) . (3.58)

Como ya vimos, trasladar al sistema en cualquiera de sus direcciones periddicas es equivalente a
hacer una transformacion de norma en ff y como se not6 en la seccion 3.3, el pardmetro de orden
adquiere una fase via cuando se efectua una transformacién de norma, entonces, para nuestro
sistema periddico, el efecto de aplicar una traslacién al pardmetro de orden equivale a afiadir una
fase

~ 2
AT+ R;) = A(7) exp ( ;:XZ(F)) i=x,v. (3.59)
Ahora, verificamos que la transformacion (3.58) satisface que [TzM , Q}=O.
OFMy h(7) A(7) iexi)/heq (7 4 ﬁ)
( A*(T_‘j h*( ) 1€X1(F)/fcy<r + R)
B (e—iexwﬁch(f R)u(F + R) + e MM A7+ R)u(F +

—

e XN (F 4 R)u(F + R) + e"XO/Mep* (7 4+ R)v

_ (eTiee®/re g Wi+ R) AF+R)Y (ul@
0 eoae JAA(F+ R) h*(F+ R)) \u(F

Asi, lo anterior nos permite establecer que el operador €2 y los operadores de traslacién magnéticos
T -y bueden diagonalizarse simultdneamente. En consecuencia, los eigenestados de €2 son a la vez

)) (3.60)

eigenfunciones de TZM con eigenvalores dados por el teorema de Bloch usual, es decir

M (Zgg:;g) = ¢FFi (Zgg;;) . i=a2,y. (3.61)

Finalmente, combinando (3.58)) y (3.61)) obtenemos la regla de transformacién para las amplitudes
Upy vi

(3.62)

coni =ux,y.

Por ejemplo, para el potencial vectorial en la norma de Coulumb dado por (3.36), tenemos que

VXe = A(z + Nya,y) — A(z,y) = ByN,aé, (3.63)
por lo que
Xz(,y) = BoNay (3.64)
del mismo modo . .
Vxy, = A(x, y + Nya) — Az,y) =0 (3.65)

por lo que x,, = 0. Sustituyendo esto en

UE([B + N a y) _ 62]%N;CaezeB’oNJpag,(/)‘u4<',Ij y)

E($+N a y) zkanca zeBONway/TyHCL. y)

. . (3.66)
up(z,y + Nya) = ™ vup(z, y)
ve(z,y + Nya) = e*vNvape(z,y)
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3.4. Elmodelo de Hubbard

En los materiales de banda estrecha es conveniente representar a los operadores de campo en
términos de orbitales locales. Un ejemplo de dichos orbitales seria el conjunto completo de ei-
genfunciones de Wannier que se emplea en redes atdmicas en la aproximacion de amarre fuerte
para sistemas de distancias interatomicas largas [Zhu, 2016]. Si consideramos que sélo una banda
estrecha estd parcialmente llena en un sélido, los operadores de campo pueden ser expresados en
término de los operadores de creacidn de orbitales de Wannier,

ZW 7)o, ZW* GE (3.67)

donde é;ra crea un electrén con espin o en el estado W5 () con R; la i-ésima posicién atomica.
? T

Sustituyendo estas expresiones en (3.1]), obtenemos el hamiltoniano en la representacion de

Wannier:
H=Y tyél 0+ Z S Vil & 0o (3.68)
1,J,0 i,5,k,l 0,0’
con
3 h2 2
_ / PIWg (") |~ (v— A7 )) —e(r)| Wi (7), (3.69)
= [ [ OOV W (W (W W () (370

Cabe recalcar que de nuevo hemos empleado un hamiltoniano que no depende del espin. El término
(3.69) se conoce como la integral de salto. En los sistemas de amarre fuerte, los orbitales de
Wannier estdn altamente localizados alrededor de las posiciones atdmicas, por lo que las integrales
(3.69) y decrecen rapidamente entre orbitales centrados en posiciones atémicas cada vez mas
separadas [Hubbard, 1963].

En el modelo de Hubbard atractivo se consideran sélamente las contribuciones entre electrones
del mismo sitio en la integral (3.70). El caso que considera la atraccion entre primeros vecinos se
conoce como el modelo de Hubbard extendido.

Primero reescribimos el operador de una sola particula en el modelo de Hubbard considerando
la medicién de la energia respecto al potencial quimico,

[A{(/):P[O_MN:Z(t“_ Czcrc7«0+ th 7,0'Aj0'+ Z tl] 1,0 ]cr’ (371)
' (i, (@500

donde (7, j) y (i, j) denota que ¢ y j son primeros y segundos vecinos respectivamente. Del mismo
modo, el potencial de interaccion para electrones en el mismo sitio dentro del modelo de una sola
banda estd dado por

znt - Z uucw @ Ci—aéia = Z V;iiié;‘rﬁé;r’ici,iéiﬁ' (372)
i
En ausencia de campo magnético, el hamiltoniano de una sola particula tiene la periodicidad de la

red atémica, por lo que las integrales de salto no dependen de los sitios entre los que se evaluan sino
solamente de la distancia entre ellos, lo cual nos permite escribir ¢;; = € y ¢;; = t. Por otro lado,
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como asumimos que el potencial de emparejamiento V' es atractivo y local, entonces V;;;; = =V,
de esta forma obtenemos el hamiltoniano de Hubbard para electrones superconductores,

chwﬂz e+t Z ety — VY el e (BT3)

(@

donde V' > 0 para lograr una interaccidn atractiva entre electrones en el mismo sitio.

3.5. Substitucion de Peierls en el modelo de Hubbard

Ya vimos que la presencia de un campo magnético homogéneo rompe la simetria traslacional
discreta del hamiltoniano, por lo que ya no se cumple que las integrales de salto ¢;; dependen
s6lamente de la distancia entre lo sitios 7, j.

Para tomar en cuenta el efecto del campo magnético en el modelo de Hubbard, R.E. Peierls
empled una expansion en los operadores de campo afadiendo una fase extra a las funciones de
Wannier [Peierls , 1933]

ZWF Ry)er ey, (3.74)

donde - )
3 :/ A(F") - dF! :/ (7 — ﬁi)-ﬁ<ﬁi+)\(77— Ei)) dX (3.75)
R 0
es la integral de linea de A(7) en una recta desde R; hasta 7. Nétese que 7/(\) = R; + (7 — R,).

El efecto del factor exponencial en (3.74) es el de remover de forma aproximada el término A
que se afiade al operador de momento para introducir el campo magnético al hamiltoniano. Asi, al
emplear el resultado (3.29), notamos que

. 2 . 2

(v — %ff) MW (7 — R;) = M (v — %(K - VAi)) W (7 — R;). (3.76)
Para calcular VA; usamos la identidad vectorial V (i-70) = XV X 0+0x V x i+ (u-V )+ (7- V),
que al introducirse en la definicion de A; resulta en

1
VA, :/ ((F— R) % (V x A(F") +A(F") x V x (F — R)) +(F — R;) - VA(")
0 — I
=\B(7") - (3.77)

+ A V(7 - &) )d)\,

(.

~~

=A()

donde se utilizé la identidad V = AV’ por la regla de cadena, entonces

1 1 1
VA; = / A(F")dN + / (F— R;) - VA()dX + / (7 — R;) x AB(7")d. (3.78)
0 0 0
Al usar integracion por partes en la primera integral de (3.77/) obtenemos
1 . 1 aA =/
/ A(F)dX = NA(7) —/ A (r >d>\ (3.79)
0 o Jo oA
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pero
0A;(r") 8Aj(F) or’

= = (F— R;) - V'A;(7' 3.80
) o ax - T ) VA, (50
por lo que
oA . o
oy = (7= i) VA(). (3.81)
Sustituyendo (3.79) y(3.81) en (3.77) obtenemos
VA; = A(F) + (F— R;) x / AB(F+ A(R; — 7))dA (3.82)
0
que al reinsertar en la integral (3.69) resulta en la modificacién para el término de salto de (3.73) a
> el tio, (3.83)
©,7,0

donde

(3.84)

Invocando el hecho de que los orbitales de Wannier son altamente localizados, la integral del término
extra del hamiltoniano sélo es significativa para los valores de 7" ~ éj [Zhu, 2016], y asumiendo
que el campo magnético no varia muy rdpidamente entre distintos puntos de la red de 4tomos (en
nuestro caso es constante) podemos despreciar el segundo término dentro del paréntesis redondo

(3.84), obteniendo
ti; /W Jelehi=h; W( %VQ — eqs(f)) W (7 — R;)d*F. (3.85)

Por otro lado, dado que e/h = 27 /P, notamos que la fase en (3.85)) puede reesribirse como

/A*’ 7+ / A" - di’
Ao

—ﬁ A(F) - di + 74 A(F") - dF
R;

R A)T‘HR ~>R

q)(A A)

(3.86)

Notese que la ultima integral de (3.80)) es la integral de flujo magnético que pasa por el tridngulo
con vérticesen 7, I?; y R;.

Al sustituir (3.86) en (3.85) y emplear que los términos dentro de la integral sélo son signi-
ficativos para 1 ~ R;, notamos que las dimensiones del triangulo mencionado anteriormente son
pequeias comparadas con las dimensiones de la celda unitaria magnética, ya que se considera que
1y j son a lo mds segundos vecinos, por lo que el flujo magnético a través de dicho tridngulo es
pequeiio comparado con @, lo cual nos permite despreciar su contribucién en (3.85). Habiendo
hecho las aproximaciones previas, se obtiene

ty; ~ ;e (3.87)
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donde

=2
W*(7 — R) (21’—m . eV(F)> W(F — R;)d*F (3.88)
es la integral de salto en la ausencia de campo magnético y
B B
i 2 7N
by = _E/ Ay - dit = =2 [ 7A@ - (3.89)
h 7 P, 7

se conoce como la fase de Peierls.

En conclusioén, el hamiltoniano de Hubbard en presencia de un campo magnético que varia
lentamente en el espacio es

]:I:(E_:u) zaAza+tZ Z(mjcla j0'+t Z wucla ]O'_VZ ,Tcziczicz@ (390)
i70 <lvj> <<l7]>>

donde (...) indica primeros vecinos y (...) indica segundos vecinos.

3.6. Ecuaciones BdG en el modelo de Hubbard

Aplicando la aproximacién de campo medio de pares a (3.90), se tiene

HMF_ 6_ Zczo zo+tzel¢ljclo jO'—"_t Z ew)l]cla Cio

(LJ (R
-V Z < G Tcz ¢ ,¢Cm + ¢ TCI¢< ,¢C ,T> <Aj¢éj¢><éz¢ém>)

= (€_M>Z zaAzJ Z tljcla 7,0 Z t;]é;aA]U (391)

1,0 (L)oo (Lo
fs 4 g AP
"‘Z(Aicmcm"‘Acmw v )

=ﬁ1+H2+]:-73+ﬁ4,
donde . A . ‘
tlj = te’¢lf, t;J = tlewblj y Az = —V <éi,¢é7j,T> . (392)
Usando el mismo enfoque de la seccién (3.1), se hace una transformacién de Bogoliuvov sobre
los operadores ¢; , Bl

1,0

Gy = (u Yot — VA ¢> =) (u Aot + ya*le) (3.93)
de tal forma que dicha transformacion diagonalize el hamiltoniano (3.91]),
Hyr = Eo+ Y Eadlh Voo (3.94)

De nuevo, demandamos que los operadores de cuasiparticulas obedezcan la estadistica de Fermi

{’?Zy,m ’?a’,a"} = 5a,a’50,0’7 (395)

{&;mﬁ,yg/} - {&a,g,&a/,a,} —0. (3.96)
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Lo anterior a su vez implica que

s i) = o |3k Hure| = =Bl o, (3.97)
0 bien
(ur. e = 30 [ = v 3Ly e | = D0 Ba (wiu, +v23L,) . G98)
Por otro lado A A R R
Gus Haa| = |Gy | + e, Ha | + [, Ho] (3.99)

Al desarrollar cada conmutador de (3.99)), obtenemos

[én,Ta HI] - Z(E - M) [énT7 é;'raéi O'i|

_ _ o Lo d Lo e e A (3.100)
Z € Cn Rl z o Ci C Cn,T7 Ci,a - (6 lu)cn,T?
—— %,_/
=5,;01,0 =0
[ 12| = 37 Ty [en el 0]
<Z7‘7>70-
; A . . . A . ~ (3.101)
- Z ti ( {Cnm CzT,a} Co C;r,a {Cnm Cj,a} ) - Z tnjCits
</L7J>7U 5 '6 '0 <n7j>70-
n,i191, o =

—
o>
S
=z
sl
w
[
I
SR
&
1
o
S
=z
~
Q
O
[

B 5 I U O U B 5 A (3.102)
= té,j( {Cn,m Cw} Co ~ Cio {Cnm Cj,o} ) = E : tniCit
i3 -

) A N U . (3.103)
:ZAZ({C"T’CZTT}CL_CI’T {ch,cL}> A CL,

por lo tanto

[ém, ﬁMF] => (e—p) (UﬁaT — vt ¢> +) Z Fns (u;% — vl ¢)
PP (1530 = 25730 + ZZ (38 + ¥4
—Z(@— ue +thu + Ztn]u] + A )yw
-> ((6 — )+ Ztm Vo Z £ — Anufj*>’yl¢.
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Al igualar (3.104) con li y usar que los operadores %70(%70) crean estados linealmente
independientes, lo anterior sélo se cumple si

(€ — p)uy —i—Zthu + Z tn]u] + A vy = Equ, (3.105)
y
Arul Ztm D T NV (3.106)
(n.4) {(n.g)

las cuales son las ecuaciones de BdG en el modelo de Hubbard.

Las ecuaciones (3.105)) y (3.106) se pueden reescrbir en forma matricial como

u® H A u® u®
Q (Va> = (A* _H*> (yo‘) = Ea (Va> ) (3107)

donde
€E—p Sli=7j
Aij = Aidij, H;j = fij si ¢, j son primeros vecinos (3.108)
f;j si 7, 7 son segundos vecinos
mientras que
uy vy
u* =1 : vt =1 : (3.109)
ufy VN

donde N es el nimero total de d&tomos del sistema. Ademas, el parametro de orden esta dado por

(Apéndice A)
« Oé* E
E u; tanh <2k:BT) (3.110)

Las solucones u®, v y F, de la ecuacién de eigenvalores se insertan en (3.110)
para obtener un nuevo pardmetro de orden A; que se usard de nuevo en hasta lograr
autoconsistencia. Sin embargo, para un sistema de /N dtomos, el tamafio de la matriz BdG es de
2N x 2N, mientras que los procesos estdndar de diagonalizacién operan con un tiempo de computo
que crece como n® con n el ndmero de renglones de la matriz [Han, 2010]. Por lo que se hace
uso del teorema de Bloch magnético para estudiar el sistema en una celda untiaria magnética con
condiciones de cuasiperiodicidad a la frontera (3.66)

( I\ — ik-Ry pieA(Ry)-Ri/h 7
“ﬁﬁﬁz(k) = ¢tk Ba gieA(Ra) /Luﬁi( )
N\ _ ik-Ry ,—ieA(Ry)-Ri/h 7
VR#RI(IC) = ¢tk Ba p—ieA(lz) i/ l/éi(k)
. PR . (3.111)
u§i+ﬁy(k,’) =e yuﬁz(k‘)
- . ER* .
|V, (F) = e g (k)
donde RD v = Ny yaé,, son los vectores de la celda unitaria magnética y los valores que puede
tomar % estén dados por (3 .
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Se puede ademads obtener la distribucién de corriente empleando la varfacién temporal del
valor esperado de la densidad de particulas n; = 7,4+ + n; | usando la ecuacién de evolucion de
Heisenberg,

d(n; Lo
ih 2? _ <[nHMF]> 3.112)
de nuevo calculamos cada término por separado. Primero notamos que

A I P T I P A R P - A
[Cl}m nJ}U'] - [Ci,m Cj7o"cj70',i| = {Ci,oa ijol} Cjo' — Cjgr {Ciaa Cj,a’} = 5@'7]‘60,0’0]’0’- (3.113)
y al tomar el operador adjunto de (3.113), se tiene

|:ﬁj70'7 éj,a:| = 51’,]'60,0/6;0/- (3114)
Asi
[na éj.p,élg,} _ [ng é;a,] Gt + 21, [ng cl} — (013050 — Sit0n ) €l 1. (3.115)

Con esto notamos que
|:ﬁi0’; Hl = Z<€ - H/) |:,ﬁ/io-, é}a/éja./i| = Z(é‘ —_ /J/) (5ij50'0'/ — 51']'(50.70./) é}gléj,a'/ = O7
i jo! j,o!
[ﬁi”’ Hy| = Z tg‘l (03§06 = 0it000) é;,oélya’ - Z (t;,cjgcw - tgjé,o@'ﬁ)
S (G (4,0)
(s, 15 =37 (8 [ byl ] + 5 liio, 21051]) (3.116)
) J

=> (Aj(5z‘j5a¢ + 013001 )l — AT (61505, + 5ij5a¢)éj¢@j¢>
j

=Ni(0or + 6y)ebcl, — AT 05y + 001)éi1 610
por lo que
(i e ) = 3 (6@ otla) = tistel 1500 ) +2000ehl) = 287 (@en). G11T)
(3,1),0
Noétese que los dos ultimos términos se cancelan. Usando la ecuacién de continuidad, asociamos

tales variaciones de densidad de particulas a la corriente local del [-ésimo sitio en las direcciones z
y y de tal forma que [Zhu, 2016]

€ At Ao
ha = (t(el o) = 348] o000 (3.118)
Jj=ltey,o
y
€ 1At A TAVES N
= 3 (tiy(elatia) = (e o)) (3.119)
j=ltey,o

3.7. Implementaciéon numérica

En el presente trabajo se estudian las soluciones a las ecuaciones BAG en dos tipos de sistemas;
nanoestructuras finitas y redes cuadradas. Para las nanoestructuras cuadradas se empleanron condi-
ciones fijas a la frontera,

u()t = ua = ua T— 'U/Oé .= O
1,Ny+1 3,0 0,5 Ng+1,5
{ , (3.120)

(0% _ o (0% _ (e _
ViNyg+1 = Vio = Y, = UNy+1,5 — 0
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donde N, = N, son las dimensiones del sistema. Por otro lado, para el caso de redes cuadradas, se
emplearon las condiciones de frontera (3.1T1)), limitdndonos al potencial magnético

A = By(0,z,0), (3.121)
el cual satisface que V - A=0 (norma de Coulumb) y V X A= Byé,.

En el caso de una red infinita, el objetivo es investigar el estado superconductor suponiendo el
flujo por cada celda unitaria magnética es el minimo posible, i.e. @, por lo que si las dimensiones
de la celda untiaria magnética son N a X N,a, entonces

Py
By=—. 3.122
Asi, la integral de salto (3.87) quedaria como
. —t si ﬁl: My, My )a, R;=(m;+1,m,)a
- _— L ( y) " - ( y) (3.123)
—texp :I:m si Ry = (mg,my)a, Rj = (mg,my,=+x1)a,
mientras que las condiciones de cuasiperiodicidad (3.1T1]) quedarfan explicitamente como
Uy Ny (/;;) =eiikINmaUmz,my (E)
Uy ];' —e+tikyNya p+i2nme /Ny Uy ];
. yiNy(ﬁ) | e, ,(F) (3.124)
Ving 4 Nym, (k‘) :eﬂkzNzanz.,my (k:)
k

me My :|:Ny ( ) =e:tlky Nyae:':ZQﬂ—mz /NI me,my (E)

Graficamente, lo anterior se muestra en la Figura 3.2

Gee - e

) 1,N,  Figura 3.2: Celda unitaria magnética de IV, X N,
atomos. Las flechas negras indican los primeros

O ‘ ‘ . s o ‘ vecinos del sitio considerado, mientras que las
flechas punteadas indican la diferencia de fase
21 2.2 2,N,  delas amplitudes u y v entre sitios equivalentes

dentro y fuera de la celda unitaria magnética.

lkyNya +2m/Nx

Ot"s '@

N, N,

3.8. Vortices magnéticos en nanoestructuras bidimensionales

En esta seccidn se analiza la superconductividad en nanoestructuras cuadradas, en las cuales se
usaron las condiciones a la frontera fijas (3.119). Primero se estudian las diferencias en la brecha
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superconductora para dos elecciones distintas del potencial magnético; asimétrico A; y simétrico
A,, donde

A; = By(0,2,0) y Ay ==2(—y,x,0). (3.125)
Noétese que tanto ffl como /Yg satisfacen que V - A =0 y V x A = Byé,. Para tales fines, se
resolvuen numéricamente las ecuaciones BdG en un sistema de 29 x 29 sitios.

Como se observa en la Figura 3.3, las ecuaciones BAG dan lugar al surgimiento de un punto
donde se anula la brecha supeconductora, y como se mostrard mas adelante, éste representa el centro
del vortice magnético. Notese que ambas elecciones del potencial A convergen a la misma solucién
de forma distinta, sin embargo, el tiempo de convergencia es mds largo para la eleccién de A,.
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Flgura 3.3: Evolucién de la brecha superconductora (| A;| Z [t]) en una nanoestructura cuadrada de 29 x 29 sitios para
= |t|, ¢’ = —=0.15]¢|, kgT = 0.1|t| y B = ®y/(N a)*. En la parte superior se muestra |A|/|¢| usando la norma

asimétrica A1 después de (a) n = 10, (b) n = 20 y (c) n = 50 iteraciones respectivamente, mientras que en la parte
inferior se muestra |A|/|t| empleando la norma simétrica A, después de (a’) n = 10, (b’) n = 150y (¢’) n = 300
iteraciones.

En la figura 3.4 se muestra la convergencia de (a) las brechas superconductoras (4A;) y (b) la energia
libre de Helmholtz (F) empleando la norma asimétrica (simbolos rojos) y simétrica (simbolos
azules) como funcién del nimero de iteraciones. La energia libre se calculé mediante la siguiente
formula

E,
F= Ea: {E — 2kzTIn (2 cosh 2k3T>] (3.126)
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(a)

101k eee NOrma asimétrica A4, |

e®e NOrma simétrica A4,
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Figura 3.4: Convergencia de (a) las brechas superconudctoras A; y (b) la energia libre de Helmholtz (F") usando la
norma asimétrica (circulos rojos) y simétrica (circulos azules), con respecto al nimero de iteraciones.

Por otro lado, las graficas de la fase # de la brecha superconductora, muestran que este barre
el rango de valores de —m a m mostrando una discontuinuidad de 27, lo cual indica que el flujo
magnético a través del vortice es igual a un fluxon, tal y como se esperaria. También obsérvese que
la discontinuidad toma una direccién preferencial dependiendo de la eleccion de A.

-n/3
-2n/3

-n

Figura 3.5: Fase (6) de la brecha superconductora para (a) la norma simétrica A, después de 300 iteraciones y (b) la
norma asimétrica Ay después de 50 iteraciones con los mismoos parametros de la figura 3.3.

Habiendo hecho esto, hemos estudiado las soluciones para la misma nanoestructura cuadrada
para diferentes valores del flujo ® 5 que atraviesa el sistema. En la Figura 3.5 se muestra la magnitud
de la brecha en unidades de la integral de salto || para cuatro valores distintos del campo magnético.
Se observa que el nimero de vdritces coincide con el nlimero de cuantos de flujo magnético ®.
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Figura 3.6: Distribucién espacial de la magnitud de la brecha superconductora (|A|/|¢|) para una nanoestructura de
29 x 29 sitios con V' = 2|t|, t' = —0.15]t| y kT = 0.15]|¢| conteniendo (a) 1, (b) 3, (¢) 5 y (d) 6 cuantos de flujo.

Del mismo modo en las figuras 3.6, 3.7, 3.8 y 3.9 se muestra la distribucién de superco-
rrientes obtenidas a partir de las ecuaciones (3.118) y (3.119) y la fase del pardmetro de orden
correspondientes a las figuras 3.6 (a), (b), (c) y (d) respectivamente.
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RN —— SENE 20
St S 5
RN 25
04 LTSS IIIIIIIITIIIIIIIIIIIIIL -
0 5 10 15 20 25 5 20 25

0 5 10 1
x/a x/a

Figura 3.7: Distribucion de (panel izquierdo) supercorriente J en unidades de elt|/hy (panel derecho) fase del pardmetro
de orden para una nanoestructura de 29 x 29 sitios con V' = 2|t|, kgT = 0.16|t], t' = —0.15]t| y & = P,.
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Figura 3.9: Distribucién de (panel izquierdo) supercorriente J en unidades de elt|/hy (panel derecho) fase del pardmetro

de orden para una nanoestructura de 29 x 29 sitios con V' = 2|t|, kT = 0.16]t|, ¢’
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Notese que la distribucidn de supercorrientes inidica la presencia de vortices en los cuatro casos
anteriormente mostrados. También se observa que la intensidad de corriente decrece conforme
se aumenta la distancia al centro de los vértices. Dichos centros coinciden con los puntos donde
se anula la brecha superconductora, tal y como se esperaria. Por otro lado, las graficas de la fase
revelan una discontinuidad de 27 en cada vértice, confirmando que el flujo que contiene cada uno
es igual a ®.

En la Figura 3.10 se muestra el valor de la brecha promedio + >, 'ﬁfl con N = N, x N,
como funcidn de la temperatura. Obsérvese que en todos los casos existe una temperatura critica a
partir de la cual el pardmetro de orden se anula, indicando la desaparicién de la superconductividad.
Dicha temperatura critica decrece conforme aumenta el campo magnético. Del mismo modo, el

valor maximo del pardmetro de orden a 7" = 0K decrece conforme aumenta el campo magnético.
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0.125
15 14

N Z. |t| 0.100
L

0.075f

0.050

0.025

0.000

0.00 0.02 004 006 008 010 012 0.14
keT/|t|

Figura 3.11: Dependencia de la brecha superconductora (A) de la temperatura (kp7'/|t|) para distintos valores de flujo
magnético a través de una nanoestructura de 12 x 12 sitios.

Finalmente, en la Figura 3.11 se muestran las capacidades calorificas (C),) para los distintos va-
lores del campo mostrado en la Figura 3.10. Obsérvese que cada grafica muestra una discontinuidad
del calor especifico, indicando una transicion de fase de segundo orden del estado superconductor
al estado normal en la temperatura critica.
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Figura 3.12: Capacidad calorifica como funcién de temperatura (kg7'/|t|) para distintos valores de flujo magnético a
través de una nanoestructura de 12 x 12 sitios.

3.9. Longitud de coherencia en nanoestructuras cuadradas

Una vez determinada la geometria de los vortices magnéticos es posible obtener la longitud de
coherencia introducida en las secciones 1.2 y 1.4, la cual se entiende como la distancia caracteristica
donde el sistema pasa del estado superconductor al estado normal o el tamafio promedio de los
pares de Copper. Para ello se propuso que alrededor del centro de los vortices, la superficie de la
brecha tiene la siguiente forma

A7) = Ag(1 — e77/9), (3.127)

donde A es el valor homogéneo del parametro de orden en ausencia de campo magnético, r es la
distancia desde el centro del vértice y £ es la longitud de coherencia. Para determinar £ se hizo un
ajuste de minimos cuadrados de la superficie del vértice respecto a la funcion (3.127) tal y como se
muestra en la Figura 3.13.

0.32

B . - Solucién BdG
= | B Ajuste

Figura 3.13: Célculo numérico de la brecha superconductora (circulos negros) y ajuste por minimos cuadrados de los
puntos respecto a la superficie dada por la ecuacién (3.128) (superficie morada).
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Primero estudiaremos la dependencia de la longitud de coherencia respecto a la temperatura
para distintos valores de la constante de acomplamiento V. Después repetiremos los cdlculos para
distintas temperaturas y distintas constantes V. Finalmente, mediante un ajuste lineal, se determin el
exponente critico de la dependencia de la longitud de coherencia respecto a la temperatura reducida
T = (T. — T)/T,, bajo el supuesto de que esta sigue una ley de potencias de la forma

£ =Ar?, (3.128)
cuando 7 ~ 0 (con A una constante de proporcionalidad).

La teoria de Ginzburg-Landau establece que & = —1/2 [Thinkham, 1996] para temperaturas
cerca de la temperatura critica, o bien, para 7 cercana a cero. Los resutados de los ajustes se
muestran en la Figura 3.15 y la Tabla 3.1. Obsérvese que el exponente « se encuentra muy cerca del
valor esperado.

? ¢ V=08t| -
V=0.85[t]
V=0.9]t|
V=0.95]t| |
V=[t|

FoH o+ FoH
FoH FoH o+

Qv

100+

102 101
kBT/ ’t’

Figura 3.14: Longitud de coherencia £/a como funcién de la temperatura reducida 7 = (T, — T') /T, para distintos
valores de la constante de interaccién V' en una nanoestructura de 9 x 9 sitios con ¢’ = —0.15|¢| y @5 = Py. Las lineas
continuas representan el ajuste lineal de cada una de las curvas.

Tabla 3.1: Exponente critico « y constante de proporcionalidad A obtenida de la Figura 3.14.
Vv a log(A)

0.8]t] | —0.51897 £+ 0.00568 | —2.04382 + 0.01389

0.85[t] | —0.50864 + 0.00668 | —2.06627 + 0.00663

0.9]¢t] | —0.50642 £+ 0.00700 | —2.11064 + 0.00663

0.95[¢] | —0.50170 & 0.00456 | —2.14050 + 0.00568

1.0]¢] | —0.49379 + 0.00871 | —2.15022 + 0.00924
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También se investigé la dependencia de la longitud de coherencia respecto al campo magnético
externo mediante dos métodos distintos; el primero consitié en variar el tamafio de la nanoestructura
cuadrada manteniendo el flujo igual a &, para asegurar la formacién de un solo vértice. Dicha
constriccién induce una variacién en el campo externo igual a

Do

By = ——
" (Nea)?

(3.129)
es decir, la magnitud del campo externo disminuye cuadriticamente al aumentar el tamaio de la
nanoestrucutra. Los resltados se muestran en la Figura 3.15, donde se observa en (a) que al crecer el
tamario de la nanoestrctura la brecha superconductora A aumenta su valor en x = 0.

b)
3 — - Ajuste lineal
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L ﬁ\ B
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]
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L N .
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|t] >
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o}
N
N
| AN
o3
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f e
0.00 I L L 3.5 - ;
-15  -10 -5 0 10 15 1073 2x1073 3x1073
z/a Ba?/®,

Figura 3.15: (a) Perfil de los vortices magnéticos a lo largo del eje x para 9 tamafios distintos de la nanoestructura
cuadrada y (b) ajuste de minimos cuadrados de la longitud de coherencia en el campo.

Obsérvese que el radio del vortice crece conforme disminuye el campo, esto concuerda con el
hecho de que a mayor campo, penetran mds vortices al sistema, agrupandose de forma mds ajustada
y volviéndose mds estrechos.

Al hacer un ajuste lineal de la longitud de coherencia para distintos tamafios de la nanoestructura
respecto a una ley de potencias & o< B, se observa que.

£ = —0.22411 4+ 0.00112. (3.130)

Una forma alternativa de obtener la longitud de coherencia consiste en seguir el procedimiento
encontrado en [Klein, 2006], en la que se relaciona la proporcién de excitaciones electronicas del
estado base superconductor con la densidad electrénica total y se establece una relacion entre éste y
el coeficiente de Somerfeld v definido como

Cy(B) — Cu(0)
T )

(3.131)

= lim
v T—0
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donde Cy es la capacidad calorifica a volumen constante. Existe una relacion entre el coeficiente de
Somerfeld y la longitud de coherencia dada por [Klein, 2006],

2
v X (é) , (3.132)

Qo

con ag la distancia entre vortices. Para ello se calculo el calor especifico sin campo y con campo
constrefiido a un fluxén en sistemas cuadrados de 5 tamafios distintos, una vez hecho esto se obtuvo
la diferencia entre ambas cantidades y se analiz6 su comportamiento para un rango de temperaturas
cercanas al cero lo cual nos permitié determinar la tendencia de AC), /7. Para considerar los efectos
del tamafio del sistema, se us6 el calor especifico ¢, = C,,/N? o capacidad calorifica por unidad de
area. Los resultados se muestran en la Figura 3.16.

T T

20F © MN.=T7, B=%/(7a) (a) e N,=7,B=0 |
0 N,=9, B=%y/(9a)? e N,=9,B=0
0 N,=11, B=y/(11a)? e N.=11,B5=0
‘ e N,=13, B=0
15F o N,=13, B=%y/(13a)? o No—15 B—0]
S 0 N,=15, B=dy/(150)?
! LOf 09%g g
. 0020 2
0209888
09902 g 8 8 0!
0.5} ° o o 8 8 . e ]
8 é § 8 g g 0 00! ’
0
0.0*0..009?...0{0'. I |
s N,=7 (b)
06F a N, = a A A & , R _
s N=11 N L.
i 0.5 a N, =13 a . .
g 0.4 a N,=15 a L4 a 4 4l , .
S . A . A A 4 A s, A
‘ A A A a
50.3— s s g
~— La, A A A a A
i 0.2 A A A : : a 4 A, :_
a 2 i
0.1f 2 : ]
00Lb a_a a & & | | | _|
0.0 0.03 0.06 0.09 0.12

Figura 3.16: (a) Calor especifico para 5 nanoestruturas con N, &tomos por lado en presencia de campo magnético
(circulos abiertos) y sin campo (circulos sé6lidos). (b) Diferencia entre el calor especifico con y sin campo para los 5
tamafios de nanoestructuras mostradas en (a).

Una vez hecho esto se determing la relacion entre Ac, /Ty B a T constante, usando un ajuste
de minimos cuadrados respecto a la funcién
Ac,

Los resultados se muestran en la Figura 3.17. Se observé que para el valor minimo de temperatura
obtenido, el valor del expotente ¢ era de

0 =0.5516 £ 0.0077 (3.134)
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con esto, uno obtiene que

B0.551
§ocq/%o<\/ =B (3.135)

con lo que se comprueba que el exponente de la dependencia de la longitud de coherencia respecto
al campo es bastante similar al obtenido en [Klein, 2006].

0.80~ . . : : : ,
Ac, )
x B
0.75¢ T .
0.70F 5|
f
6 0.65} { ]

}1
0.60] 1}1 |
o.55—I££}{{{I |

05902 006 008 010 012
kpT)/|t|

Figura 3.17: Exponente ¢ de la dependencia de Ac, /T respecto al campo externo H como funcién de la temperatura
kgT/|t|.

3.10. Vortices magnéticos en una red cuadrada periddica

En esta seccion se estudian las soluciones de las ecuaciobnes BdG para una red periddica. Primero
se obtuvo la brecha para una red periddica en una celda unitaria magnética de 60 x 30 sitios, en una
malla de 12 x 24 puntos en la primera zona de Brillouin. La superficie de la brecha se muestra en
la Figura 3.18. Obsérvese que los vortices obtenidos se encuentran mucho mas definidos que los
presentados en la seccion 3.8, lo cual se debe tanto al tamafio de la celda unitaria magnética como a
la discretizacién del espacio reciproco.

49



0.40

0.35

0.30

0.25

=1 0.20
0.15

0.10

0.05

0.00

Figura 3.18: Pardmetro de orden superconductor (JA|/|t|) en una celda unitaria magnética de 30 x 60 sitios para
V =2|t|,t' = —0.15|t|, kgT = 0.001|t| y @5 = 2®y.

Del mismo modo, se calcul6 el promedio de la brecha superconductora % > %‘i para una celda
unitaria magnética de 12 x 12 sitios, los resultados se muestran en la Figura 3.19.

o ®5=0
0.35 T
0.30 o Op=20q |
o =30,
0.25 o Op= 40, |
l M A q)s = 5¢0
N o lel 020 ., o Dg=60 |
0.15 o Op=70 |
0.10 . : 8 o 4
> A )
0.05 % AA o i
s o a
0.00 | YT T 1T [ ssyovs n
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
kpT/It|

Figura 3.19: Promedio de la brecha superconductora en una celda unitaria magnética de 12 x 12 sitios como funcién de
la temperatura para distintos valores de &5 con V' = 2Jt| y ' = —0.15]¢|.
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Conlclusiones

En esta tesis hemos estudiado la superconductividad en nanoestructuras y redes bidimensionales
empleando las ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes y el modelo de Hubbard atractivo con campo
magnético mediante la sustitucién de Peierls. Se pueden resumir los resultados principales del
presente trabajo como sigue

1. La eleccién de la norma del potencial vectorial A no cambia la solucién autoconsistente de
las ecuaciones BdG, sin embargo, dicha eleccion si afecta el tiempo, el cual més corto para
el potencial vectorial asimétrico A;.

2. El andlisis de la fase de la brecha superconductora revela que el flujo de cada vértice esta
cuantizado.

3. La distribucién de corriente circula los vortices en sentido horario ya que tienden a generar
una magnetizacion que anula el campo magnético externo en la direccion z.

4. Tanto el parametro de orden como las capacidades calorificas muestran una transicion de
fase de segundo orden en el calor especifico, lo cual es consistente con el hecho de que
estamos estudiando superconductores de tipo II en presencia de campo magnetico [Gennes,
1999].

5. Lalongitud de coherencia obtenida a partir del perfil de los vortices presentan una buena
consistencia con la teoria G-L respecto a la temperatura.

6. Se observa que la dependencia de la longitud de coherencia respecto al campo externo tiene
buena concordancia con los resultados experimentales [Klein, 2006].

Cabe mencionar que el tiempo de computo es largo debido al proceso de autoconsistencia. La
formacion de vortices es muy sensible a los pardmetros del sistema por lo que fue dificil obtenerlos.
Se propone extender el estudio de la dependencia de la longitud de coherencia respecto al campo
para el caso de redes periddicas, asi como repetir los cdlculos para superconductores con simetria d.
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Apéndice A

Valores esperados del hamiltoniano reducido

En este apéndice calculamos el valor esperado del hamiltoniano reducido (Hp) dado por (2.41])

Hp=) &t épo+ > Vipth &'y e gy =K+ H. (A.1)

E,O’ E,E’

Notamos que K se puede reescribir como

f(zszc“ac%a Z£k<k¢m mm) Z§k<nm~|—n Ei) (A.2)

Obsérvese que los operadores de creacion de pares conmutan para pares con distinto vector de onda
k # k', en efecto

& At At At st At At st st At At st ot st At
TR T L T TR BT B T T e R R T G SRR Ry (A.3)
—— —— —— ——
< — < >

Asi,
K|Wpes) = Z & (Agy +_g,) (up + et &) H(uk +vgel el )Io)
At ot At oAt o (A.4)
= Z 2VE€ECE,TC—E,¢ H (up + I/E/CIC—»,TC_E/7i)’0>,
K k'#K
por lo que
(Upes|K|Wpes) = (O] | J(ua + v 7 4 Z 2Vk5k: H (ug + I/,,C,cT TcT #)00)
k‘” k’#kﬁ
_ Z (0] H (g + v c iy k,, )(up +vge )2I/k§k i H(uk, + vg L )|())
k”;ék k’;ﬁk
— At & Y ot At
= Z<O| 'U,E + I/kC E\LCET)2VE§ECE,T67E,J, H (uk7/ + I/E//C—k:_;’l,clg”,ﬁ\) H ('U/’;/ + Vklck/»rc k \L>|O>
k kr#k R AR
- Z Of (g + vge_g & )2vi&pey @ o 1] (g +vpe_g & g +vpel, e )I0).
k' £k
(A.5)
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Entonces

(W pes| K|V pes)

_ i i
= Z 2v:&2(0) [UECE,TC—E,i + g (1 - C—ki 7]%) (1 - CETCRT)]
k

2 L aboat I A 25 oo at
<11 (u’? UV Clpy T VR G T VR C g Gy G ) 07

E'#k
of T 25 ol ot

= 221/ =& (0] H ( U Vgl +uk/uk, W k’T+VE i Cin k’T ) |0)

k'#K

A a P A.6

- 221/_‘616 OI H < + UE’VE’C;'/TC‘I._];/\L +v (1 - k,/\L )(]‘ L/T k’lT)> ‘O> ( )

k'#E
= ZQV{,C 0] H ( + u,,;,l/k,cj%cT T V%,) |0)

k'#E

—ZZw,fk, O\H u +1/ )10)

kr#k
K
Del mismo modo calculamos el valor esperado de H,,,; observando primero que

1_
mt_zv’kck/ kL —m k¢+z kkcm k.l —m m
Kk

_ZV,kck/ ef La A_MkT—FZkanMn il (A.7)
i
)

int

Asi, evaluamos |V gc5) en cada uno de los términos como sigue,

(1) _ PN of of
HintllllBCS> - Z Vk’ k’ck/ —ki kT (uk + Uk k¢> H (uq + Vg€ QT ) |0>
k4K Gtk
= > Vigieh & TT (va+ vachét 1) 10) (A8)
kAR £k
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por lo que

(1 ~ ~ INEERN
<\IJBCS’HZ'(7L2|\IJBCS> = Z(O’Vﬂ’,/‘{y% (UE, + VE/C_ElicE/T) C};;/TCT_E%

K'+£k
q'#k' g#k
_ S . A A . atoat
kK
<11 (“CT + ”fi'é—ﬂéq'?) <“d‘ + foéjﬁgr—cﬂ) 10)
kR
= Z Vi ivgviugug (0] H <u§+ V@é_ﬂéﬁ> <U¢T+ Vq»éIﬁéT_ﬂ) |0)
Kk Gk K
= Z V”/,E”E”E/“E“E'<O| H (ufﬁ— I/;) ‘O)
K'#k Gk K
= Z V#’,EVEVE’UEUE"
k'#k
(A.9)
Del mismo modo
A (2 o . .
HlWses) = D Vighgi_g (ug +vgepe ) [T Gug +vpel e )10)
- . S (A.10)
= Z VE‘/;;,EC]Z,TC_E’J, _‘H_‘(ulz + UE/CIQTC_E/¢> ’0>7
k KAR
esto tiene la misma forma que (A.4)) por lo que el resultado serfa
(Upes|H | Wpes) = > v3Vi (A.11)
E
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Apéndice B

Solucion asintotica de integrales

En este apéndice se demostrard que
* tanh
/ Mdm ~ In(4e”z/m), (B.1)
0 x

cuando z > 1, donde 7 es la constante Euler-Mascheroni definida como

L "1 [ 1 e
y = lim [;E—ln(n)] _/0 {m— - ]d&:. (B.2)

Al manipular la integral (B.I)), obtenemos

z 1 z —x
/ tanh(x)dx _ / tanh(x)dx +/ [1 2 } I
0 x 0 x Ll z(er+e?)

h(x & 2e7* o 2e7% B.3
:/ta“”d Inz) — / e—dm+/ _ 2 4 B
0o @ vl ren) T L e e
—_——

N J/ N J/
—~ N

Il 12 13

En el limite cuando z — oo, I3 — 0, mientras que

1 —2z 1 —2r
11—e 1—e
I, = - dr = -1 k _—2kz
= ieme= [ e
(B.4)
1—¢e 2a:d —ka _ e—Z(k—l—l)J}d
= /0 T+ Z / - Z.
Como z > 0, empleamos la siguiente relacién para la funcién integral exponencial Ei,
Ei(—z)E/ e—dx:/e dx:—/ C dx
oo T o T
:/ze‘xdx_/me"”m/w /Wd_w_/ld_u/w_x /d_
o T o o T 1 X o ¥ o ¥ o ¥
*dx < da! e O dx I e ”
= — = S — x+ — + — — + dx
0o o 1+ o T T 0o T 0o T 0
/°° 1 e " /z dx /Z 1—e™®
o Llzx(1+ ) x x
z 1 I
=~ +In(z) — / ¢ dx,
0 x
(B.5)

donde se usé el cambio de variable ' = x — 1 en la cuarta integral del segundo rengl6n de (B.5)) y
la definicién para .
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Asi, al reescribir (B.4)) en términos de la funcién Ei, obtenemos

1 1— —2z 00 1 1— —(2k+1)z 1 1 — —2kx
I _/ —edaz + Z(—l)k (/ e—da: —/ Ldm)
0 x 1 0 x 0 xr
2 1—¢® o0 2k+1 1—¢e® 2k 1—e¢®
= d —1)k dr — d
| e >-) ([ - [ )

=y +In(2) — —1—2 [ 2k) — Ei(— (k+1))+ln<k—]:1
T o (B.6)
=y +1n(2) - 2Bi(-2) + Y _(-1)FBi(-2k) = Y (~1)" ' Ei(—2k)

+ i(—nﬂ—l 1“(252——11)

=1

=y +In(2) +2) (~1)*Ei(—2k) + iln <2k — 12k 1) .

2k 2k

Se observa ademds que segunda suma es igual a

2%k —12k+1
ln<H ST ) (B.7)

El argumento del logaritmo en (B.7)) se conoce como el producto de Wallis, y su valor es igual a
2 /7. Del mismo modo, se puede ver que

]——/_1 26 __2/_1 2z§: ka:x_ io: 2]{: (B8)
2= _ (1+621 - '

k=1
por lo que reinsertando (B.6) y (B.8) en (B.3) obtenemos para z > 1

/ tanh(x) v Ay 4 In(2) + In (%) +1In(z)=In (Ez) . (B.9)
0

T ™
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Apéndice C

Conmutador de ¢ (7) y Hyr

En este apéndice se desarrollan las relaciones de conmutacion necesarias para derivar las ecuaciones
de Bogoliubov-de Gennes. Dado que

donde

asi, usando la relacion,

se tiene

Asi mismo

[, (7), HYE

Por lo tanto

=3 [ @), ©
~ h? ie - ? S
h(F) = —5 (V+ hA( )) — ed(7), (C.2)

)04,0
(C4)
-2 / PFYLFRT) {4(7), (i)} = h(F)4(7).

*1

J/

:0

[ Ea@ (60, HE) + [ EFAE) 570, )
/ PrA ~f({w>¢¢ )} 9l @1(?’)\{%(&&1(?’)}/)

=0(7—7") =

_0 =

= A(F)](7).
(C.5)

[0 (7), Harr] = h(7)0, (F) + AL (). (C.6)
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Apéndice D

Promedios térmicos de cuasiparticulas

En este apéndice se calculan los promedios térmicos de los productos de operadores fermidnicos

Ata A a abat . . .
C;Cj, CiCj, ¢; ¢, respecto al hamiltoniano diagonal

H=E,+ Y Egdle. (D.1)

Sea {|i) : ¢ = 1,2,...} un conjunto completo de estados para un solo fermi6n. El ket que
contiene n; = 0, 1 fermiones en el :-€simo estado se escribe como

Iny,na, ...y = (€)™ (E)m2...10), (D.2)

donde |0) es el estado vacio. De las relaciones de anticonmutacién de Fermi, sabemos que si i # j
entonces
&(@) = (=1 (&) e (D.3)
Podemos notar que cuando el operador de aniquilacion ¢; actia sobre un vector de estado con
cero particulas en el i-ésimo estado, entonces

Ciln, gy ooy i1, 0, Mg, ) = (@)™ @by (e (el ) o)
= (—1)ymtreteelym e (e ) e,
= (),

donde en el ultimo paso se usé que cualquier operador de aniquilacion actuando sobre el ket vacio
es cero. Lo anterior nos permite establecer que
éi|n1, ey M1, 1, Tig1, > :él(éi)nl(éj_ﬁm léj(AT_,’_ )nH'l‘O)
(=)t @hyme el e ehmeel (e, e |o)
(—1

) 7
)"

(=1t ey (el ()" 0)
)

s a0y (D4)

...+ni71(é'{)nl.“(éT (1 — el cl)(cLl)ni“...m)

(D.5)
(et @y (@ el (el ) ao)
:(_1)n1+...+ni,1 |n1, Ny, 0, Nit1, >
Podemos juntar (D.4)) y en una sola ecuacién como sigue
é,;|n1, ey M1, My M1, > = 5ni’1(_1>n1+.“+m_1 |n1, ey M1, 0, N1, > (D6)
Supongamos ahora que deseamos encontrar el valor esperado
<n1, |é,é]|n1, >, (D7)

coni # j (el caso i = j es trivial ya que (¢;)? = 0 por las reglas de anticonmutacién fermionicas),
también supongamos sin pérdida de generalidad que i < j. Empleando (D.6)) y la propiedad de
ortonormalidad obtenemos

(1, ...|¢i¢j|na, .0

= (—1)”1+“'+”j*15nj,1<n1, Léilna, o myo, 0,0

= (—1)”i+'“+”jfl5m,15%1<n1, s U1, My ey M1, My | ey M1, 0,0, 21, 0, 100)

= (—1)”i+"'+”j—15%15”].,15”2.706”].70 =0.

(D.8)
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Por otro lado, sabemos que R A
(T|ATP) = (T|A|D)", (D.9)
por lo tanto
(ny,..|élelng, ..y = (na, .| Gej|na, ..) " = 0. (D.10)
Calculamos ahora el valor esperado de
cle;. (D.11)
Para el caso ¢« = 7, dicho objeto es el operador de niimero 7; que al actuar sobre un ket de la forma

resulta en

éjéﬂnl, ey My o) = MM, ey My )y (D.12)
es decir
Cuando i # j, es conveniente usar para notar que

<n17 sy M1, Mgy Mg 1, |éj = 5ni,1(_1)n1+.“+ni71<n17 ey M1, 07 Nit1, ’a (D14)

por ende
<TL1, |é;féj|n1, > = <n17 N 7 P 7 P 17 I |é;r : éj\nl, ey M1, M, Mg, >
= (_1)ni+---+"j7157%715”]_71<n1’ ey M1, O, ey M1, Ny, ...|TL1, ey M1, My oy Mj— 1, 0, > (DIS)
— (_1)ni+...+'ﬂj—16nz 167L 1(5”“05”]’ — O
Asi, y (D.T5) pueden juntarse en una sola ecuacién como

Finalmente, usando la relacion de anticonmutacion de Fermi, se tiene

Los valores esperados obtenidos anteriormente nos permiten calcular los promedios térmicos
cuando cuando el hamiltoniano tiene la forma (D.I]). Primero, oservamos que

Hny,..) = <E0+2Emi>|n1,....), (D.18)

entonces

exp(—ﬂﬁ) In1,...) = exp ( — B(E’o + ZEZm)) [nq,....), (D.19)

con 5 = 1/kgT. Recordando que el promedio térmico de un operador es
- Tr{Ae—AH}

A4 = Tr{e—f’ﬁ}
1 (D.20)
B g - i ; ,/21 Mo, ..n).
Tr{e—/BH} Z_Olexp< B(EO—FZEH))(TLI N9y | |TL1 No >
ni,nz,...=u, i
También notamos que
Tr{e_ﬁﬁ} — Z exp < (EO + Z E; nl>>
nl,ng,...=0,
:6_18E0 Z H _BE n; __ _EEO H Z _,BE n; (Dzl)
nlng,...=0,1 1 P ng=

_efﬁEo H (1 4 e*ﬁEini) )

i
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Sustituyendo (D.8) y (D.10) en (D.20) se tiene
(¢:65) = (elely =0, (D.22)

por otro lado

R 1 ta
(czcj) = W Z exp (—6<E0+ZEknk>>(n1,n2,...|czcj|n1,n2,...>
k

ni,n2,...=0,
1
= W ZO exp < — ﬁ(Eo + ; Eknk>>nl(5w
ni,n2,...=0,
1
=—— _ §;.e BP0 n;e BEm e Bk D.23
Trge iy ;( >£[Z (D.23)

e P03 (nie™PEm) [y (1 4 e7P0m)
e—BEo Hk (]_ —+ e‘ﬁEknk)
e PP 1

=iy o i m
Finalmente, usando las relaciones de anticonmutacion para operadores fermidnicos, se observa que
(Gl) = (G — ey = 655 — (ele) = 5iji. (D.24)
1 + ePE;
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