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Introduccion

Dentro del drea de las Matematicas se encuentra la rama de la Teoria de Gréaficas que estudia los objetos
llamados Gréficas los cuales son un par ordenado G = (V, E) donde V es el conjunto de vértices y E es
un conjunto de parejas no ordenadas de vértices.

Podemos usar las graficas para modelar objetos o actividades del mundo real; en ellas podemos simular
un fenémeno que se presente en el mundo real y observar su comportamiento. De esta manera, las
graficas son una representacion abstracta de algin problema real.

Tal es el caso que las graficas se utilizan para representar redes de interconexién entre computadoras,
si tenemos n procesadores cada vértice representa a un procesador y cada arista representa si hay un
medio de comunicacién entre ellos. Si cada vértice estd conectado a todos los demés, podemos decir que
la red de interconexion es igual a una grafica completa.

La red de interconexiéon mas popular es el hipercubo, también existen algunas otras como: malla exten-
dida también conocida como toro, estrella, hiper estrella, arboles, entre otros. Constantemente se busca
mejorar estas topologfas, asi se decidié probar con la topologia de los (n, k)—cubos ya que cuando k = 2
tenemos un hipercubo; es decir, los (n, k)—cubos son la generalizacién de los hipercubos. Estas topo-
logias han sido implementadas en algunas computadores concurrentes como: Ametek 2020; Mosaic, la
cual utiliza la topologia del (n, k) —cubo; iWarp, Cray T3D y Tera las cuales utilizan la topologia del toro.

El propésito del presente material es estudiar la topologia de interconexién (n, k)—cubos, desde su cons-
truccién recursiva, la cudl es similar al de un hipercubo, las propiedades que presenta como la definicién
de una interesante métrica llamada Distancia de Lee con la que podremos encontrar rutas mas cortas
y la cantidad maxima de rutas ajenas de un vértice a otro, también se estudiard la forma de encajar
algunas estructuras como las mallas o anillos (también llamados ciclos o toros) en la red (n, k)—cubo.
Se dara como ejemplo de aplicacion en el mundo real el problema de Difusién de Mensajes de forma
Simultdnea para ello se estudian tres algoritmos dependiendo de las capacidades que puedan tener los
vértices en el mundo real. Finalmente, estudiaremos la Hamiltonicidad en los (n, k)—cubos dependiendo
del valor de los pardmetros n y k donde no se presenten fallos ni en aristas ni en vértices, todo esto
se harda en mayor parte utilizando la generalizacion de los Codigos Gray. Al implementar las redes de
interconexién en el mundo real se espera que en algin momento presente fallos, asi que se veran algu-
nas condiciones bajo las cuales atin podemos encontrar tanto trayectorias Hamiltonianas como ciclos
Hamiltonianos en un (n, k)—cubo con fallas.

Examinaremos la red (n, k)—cubo desde el punto de vista de la Teoria de Graficas.
El presente trabajo estd organizado de la siguiente forma:



En el Capitulo 1 presentamos algunos conceptos basicos de la Teoria de Gréaficas que utilizaremos
a lo largo de toda la tesis, con el fin de establecer notacion. Se presenta el concepto de Red de
Interconexién que es parte de nuestro tema de estudio y mostraremos una breve explicacién de la
construccién de los hipercubos ((n,2)—cubo) y cémo se construyen los Cédigos Gray a partir de
éstos.

En el Capitulo 2 veremos cémo se construyen los (n, k)—cubos de forma recursiva. Introducimos
la distancia de Lee y daremos una breve explicaciéon del por qué no se puede usar la distancia
de Hamming utilizada para los hipercubos. Utilizando la distancia de Lee encontraremos trayec-
torias ajenas por aristas entre dos vértices lo cual nos servira para estudiar los algoritmos de
Enrutamiento y Difusién de la informacion. Por dltimo, mostraremos algunas formas de encajar
estructuras como mallas o ciclos en el (n, k)—cubo.

En el Capitulo 3 daremos mayor énfasis a los encajes de ciclos en el (n,k)—cubo debido a que
nos interesan encontrar ciclos Hamiltonianos, se presentan cuatro funciones que generan Cédigos
Gray. Desde la Seccién 3.2 hasta la 3.4 mostraremos los casos para poder encontrar n ciclos
Hamiltonianos ajenos por aristas en la gréfica (n, k)—cubo. Por tltimo la Seccién 3.5 se explica
cémo generar ciclos Hamiltonianos ajenos por aristas en el hipercubo.

En el Capitulo 4 estudiaremos el concepto de tolerancia a fallos ya que en el Capitulo 3 supusimos
que la topologfa (n, k)—cubo no tiene fallos, en la Seccién 4.1 se definen los conceptos necesarios y
por ultimo en la Seccién 4.2 analizamos al (n, k)—cubo y su tolerancia a fallas; revisaremos cudndo
y cémo es posible construir trayectorias Hamiltonianas y ciclos Hamiltonianos en subgréficas del

(n, k)—cubo libres de fallas, estableciendo de esta manera propiedades de hamiltonicidad para el
(n, k)—cubo.

Cabe mencionar que durante todo el trabajo se desarrollaron ejercicios para ejemplificar tanto
algunas definiciones como resultados tedricos (teoremas, lemas, etc.) y algoritmos; esto se hizo
con el propdsito de que este material tan abstracto fuera mas entendible. Finalmente presentamos
las conclusiones del presente trabajo.



Capitulo 1

Antecedentes

En este capitulo presentamos conceptos basicos de la Teoria de Gréficas que es la herramienta que
utilizaremos a lo largo del presente trabajo para estudiar la Red de Interconexién (n,k)—cubo. Defi-
niremos qué es una red de interconexion y brevemente ejemplificaremos las redes mas comunes, estos
dos temas nos dan las bases necesarias. Por ultimo, nos centraremos en la red de interconexién hiper-
cubos ((n,2)—cubo) Q,, daremos una breve explicacién de su construccién. También explicamos cémo
se construyen los Cddigos Gray, los cuales resultan ser una herramienta muy util para construir ciclos
Hamiltonianos.

1.1. Teoria de Graficas

Para establecer la notacién de este escrito recordaremos definiciones bésicas sobre la Teoria de Gréficas.
Partiremos de estas definiciones y conforme avancemos en el texto, iremos definiendo términos que
resulten necesarios.

Definicién 1 Una grafica G es una pareja ordenada G = (V, E), tal que V es un conjunto distinto
del vacio, tal que sus elementos son llamados vértices. Por otro lado, F es un conjunto de pares no
ordenados (x,)!, tal que z,y € V, llamados aristas; es decir, una arista une a dos vértices.

El ntimero de vértices de G se le denomina orden de G y se denota por |V (G)| y el nimero de aristas
de G se le denomina el tamano de G, denotado por |E(G)].

En la Figura 1.1 mostramos dos gréficas, la grafica X estd compuesta por el conjunto de vértices V(X)) =
{a,b,c,d, e, f} ysuconjunto de aristas E(X) = {(a,b), (a, ¢), (a,d), (a,e), (a, f), (b,¢), (b,d), (b, e), (b, f),
(C7 d)a (C’ e)? (Ca f>7 (d’ e)’ (d7 f) ) (6, f)}

Por otro lado en la Figura 1.1 mostramos la grafica Y la cual estd compuesta por el conjunto de vértices:
V(Y)={b,d,c,e, f} y su conjunto de aristas: E(Y) = {(b,d), (d,e), (d, f), (d,c), (c,e), (e, f)}.

Definicién 2 Sea e la arista (u,v) € E(G). Decimos que los vértices u, v son adyacentes o bien que e
incide en u y e incide en v; o bien decimos que u y v son vecinos. Por otro lado, en caso de adyacencia
en aristas, decimos que (v,u) y (u,x) son adyacentes con u,v,z € V(G), ya que inciden en el mismo
vértice u. En la grafica X de la Figura 1.1 el vértice a es adyacente a los demas vértices ya que existe
una arista que los conecta.

ILa notacién estandar para (z,y) es de una pareja ordenada, sin embargo para esta tesis estamos siguiendo la notacién
de los articulos escritos por Bella Bose[6]
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Definicién 3 Sea G = (V,E) y v € V(G) el grado de v es el nimero de aristas incidentes en v y se
denota por dg(v) .

FEl grado minimo de G se define como:
§(G) = min{dg(v)|v € V(G)}
El grado méaximo de G se define como:
A(G) = méx{dg(v)|v € V(G)}
En la Figura 1.1 notamos que en la grafica Y el grado minimo es 1 ya que sobre el vértice b sélo incide
una arista. Por otro lado, el grado maximo es 4 ya que sobre el vértice d inciden cuatro aristas.

Definicién 4 Sea G = (V, F) una gréfica, decimos que G es k—regular con k € N si para todov € V(G)
hay k aristas incidiendo en v; es decir, cada vértice en V(G) tiene grado k. En la Figura 1.1, la gréfica
X es b—regular ya que sobre cada vértice inciden cinco aristas.

Definicién 5 Sea G = (V, E) una grafica y sea V' C V(G) y E' C E(G). Decimos que G' = (V', E')
es una sub-gréafica de G. En la Figura 1.1 tenemos que la grafica Y es una sub-grafica de X, debido
aque V'(YV)CV(X)y E'(Y) C E(X).

Figura 1.1: Ejemplos de Graficas

En una gréifica G = (V, E) podemos recorrer los vértices utilizando las aristas que los unen. Estos
recorridos tienen diferentes caracteristicas.

Definicién 6 Un camino es una sucesién finita no vacia de vértices C' = ujug - - - ug, con (u;, uiy1) €
E(G) para 1 < i < k. Diremos que el vértice u; es el inicio del camino y el vértice uy es el final del
camino. El camino C tiene la notacién ujug—camino. En la Figura 1.3 podemos ver ejemplos de cinco
caminos en la grafica X.

Definicién 7 Una trayectoria es un uv—camino en el cual no se repiten vértices. En la Figura 1.3
(1) tenemos el ejemplo de una trayectoria, ya que no se repiten vértices.

Definicién 8 La distancia entre dos vértices denotada como d(u,v), es la longitud de la trayectoria
mas corta entre u y v en una grafica conexa, si la grafica no es conexa y no existe un camino que una
a u con v, la d(u,v) es infinita.

Definiciéon 9 Sea C' = ujus -+ - u; - - - ux un camino dentro de la grafica G. Decimos que C es un Ciclo
si u; = ug, ademas C es un Ciclo Hamiltoniano si no repite vértices, salvo u; = wug y todos los
vértices de G se encuentran en C. En la Figura 1.3 (3) tenemos el ejemplo de un ciclo, ya que no se
repiten vértices y el dltimo vértice es el mismo que el primero.

Definiciéon 10 Sea G una grafica, decimos que G es Conexa si para cualquier par de vértices u,v de
G existe al menos una trayectoria entre u y v. En la Figura 1.2 la grafica A nos muestra una grafica
no conexa, debido a que no hay un camino para llegar al vértice 1 desde el vértice 2 o 3.
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Figura 1.3: Caminos, ciclos, Trayectorias

1.1.1. Producto en Graficas

En Teoria de Graficas cuando nos referimos al producto de graficas debemos tener cuidado ya que
tenemos diferentes operaciones producto, para términos de este texto, sélo usaremos el Producto
Cartesiano.

Sean G1 = (V, E) y G2 = (V, E) dos gréficas, no necesariamente iguales con sus respectivos conjuntos
V(G1), V(G2), E(G1) y E(G2).

= Producto Cartesiano: Llamamos Producto Cartesiano a la operacién binaria entre graficas
X : G1 X Gg, tales que nos dard una nueva grafica H en la que V(H) = V(G1)xV (G2) es decir los
vértices de H los obtenemos a partir del producto cartesiano de V(G1) y V(G2), y si ((a,b),(c,d))
es una arista en H si y sélo si:

1. a=cy (b,d) € E(Gs); o bien,
2. b=dy (a,c) € E(Gy)

Denotaremos al producto cartesiano por x. En la Figura 1.4 mostramos la grafica A, la grafica B en
la segunda columna y finalmente la tercera columna nos muestra como se ve el Producto Cartesiano
A x B, la cual podemos notar que tiene 5 copias de la gréfica B, o visto desde otra perspectiva tiene 3
copias de la grafica A, las cuales se muestran en color morado, rosa y rojo respectivamente.

1.2. Redes de Interconexion

Como sabemos, los modelos nos sirven para representar objetos o situaciones de la vida real, asi la Teoria
de graficas nos ayuda a plasmar los modelos matematicos. En esta seccién vamos a explicar brevemente
el objeto y situacién que representa el modelo de este escrito: la Red de Interconexién. En ciencias de la
computacion los modelos describen entidades reales llamadas computadoras, estos modelos de computo
representan una version simplificada de la computadora o de alguna parte de ella para concentrarnos
en sus caracteristicas esenciales.

Pensaremos en las redes de interconexiéon como un conjunto de procesadores P; y sus conexiones entre
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Figura 1.4: Producto Cartesiano (A x B)

ellos. Estas conexiones que permiten la comunicacién reciproca entre los procesadores es a lo que le
llamaremos una Red de Interconexién. Teniendo en cuenta lo anterior, el modelo tiene la estructura
de una gréfica no dirigida G = (V, E) en donde cada procesador P; es representado por un vértice v;
y cada enlace entre procesadores (P;, P;) estd representado por una arista (v;,v;). Algunos ejemplos
de redes de interconexién son: los sistemas informaticos, las redes de computadoras, los sistemas de
informacion y los sistemas de transporte.

Existen diferentes formas de acomodar estos procesadores y enlazarlos, nos referiremos a estas estruc-
turas de redes de interconexién como topologias de redes de interconexién. Esta variedad de
topologias se debe a que cada una tiene diferentes propiedades, las cuales pueden ser didmetro de red,
simetria, homogeneidad, étc.

1.2.1. Topologias en Redes de Interconexion
Supondremos que tenemos n procesadores

1. Arreglo Lineal (Linear Array) Es la red de interconexién mas simple considerada fundamental.
Los n procesadores se acomodan en una linea recta; es decir, una trayectoria, cada vértice P;, con
1 < i < n, esta conectado con dos vértices adyacentes P;_1 y P;4+1 a excepciéon de los procesadores
P, yv P, los cuales sélo tienen un vértice adyacente. En esta topologia el didmetro es n — 1 ya
que nos toma n — 1 pasos llegar de un extremo al otro. La homogeneidad no es igual para los
procesadores P; y P,, que para los demés.

Un caso especial de los arreglos Lineales son los Ciclos, conocidos en computaciéon como Ring o
Anillos, en los cuales su unica diferencia es que los procesadores P; y P, estan conectados por
lo que todos los procesadores P; del arreglo tienen dos vecinos. Con el nuevo enlace entre P; y
P, el didmetro se ve reducido a n/2, los procesadores son homogéneos y existe la simetria. En la
Figura 1.5(a) tenemos el ejemplo de un arreglo lineal de cuatro procesadores y en la Figura 1.5(b)
tenemos un anillo de cuatro procesadores.

2. Estrella (Star) Esta red consta de un procesador supongamos P; en el centro y los procesadores
P;, con 2 < i < n, colocados al rededor de Py, asi cada P; (los picos de la estrella) estd unido
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Figura 1.5: Redes de Interconexién en forma de Arreglo y Ciclo.

solamente a P;. Si queremos comunicar a dos procesadores tendremos que pasar forzosamente
por P; por lo que el didmetro es 2; sin embargo, no tenemos homogeneidad ya que tenemos al
procesador P; que siempre estara en nuestra trayectoria. En la Figura 1.6, el procesador 1 esta al
centro de la estrella.

R
Figura 1.6: Red de Interconexién en forma de Estrella

3. Arboles (Trees) La topologia es una gréfica de tipo arbol, existe un procesador raiz, los vértices
internos son procesadores y las hojas son recursos computacionales. Un inconveniente de esta red
es que toda ruta debe pasar por el vértice raiz por lo que no tenemos homogeneidad. En la Figura
1.7 tenemos un ejemplo en donde el vértice 0 es la raiz.

Figura 1.7: Red de Interconexién en forma de Arbol

4. Red Completa (Complete Network) Es la red més obvia ya que representa a la gréfica completa,
K, donde cada procesador esta conectado directamente a los restantes n — 1 procesadores. El
grado de cada vértice es de n — 1, el didmetro es 1, es simétrica y homogénea. Sin embargo,
implementar esta red en la vida real resulta ser muy costoso ya que tenemos un total de n — 1
enlaces, lo cual excede el limite de fisico de procesadores. En la Figura 1.8 tenemos el ejemplo de
una red completa de cinco procesadores (a) y de cuatro procesadores (b).

5. Malla (Grids) Esta red la podemos visualizar como una cuadricula de n filas por m columnas
donde en cada interseccién se localiza un procesador, esto es conveniente ya que nos podemos
referir a los procesadores por coordenadas xy. Los procesadores que se encuentran en el perimetro
de la malla tienen grado 3, los extremos tienen grado 2 y por ultimo los procesadores que no estan
en el perfmetro tienen grado 4 por lo que no hay homogeneidad, el didmetro es de (m—1)+(n—1).
En la Figura 1.9 (a) vemos el ejemplo de una malla de 4 x 3. La malla se puede generalizar a d
dimensiones.

6. Toro (Torus) Esta topologia se le considera una mejora de la topologia de malla. Basicamente es
una malla en la que sus nodos extremos estan unidos; es decir, si vemos cada columna veremos un
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a b

Figura 1.8: Red de Interconexién en forma Completa

ciclo y si observamos cada fila veremos un ciclo. Asi el grado de cada vértice es 4 por lo que tenemos

simetria y homogeneidad. El toro se puede generalizar a d dimensiones: (n1, na, ..., ng)-Toro y su
. d | n

didmetro es ) ;| %]

En la Figura 1.9 (b) se transformé a la malla de 4 X 3 en un toro.

a

Figura 1.9: Redes de Interconexion de Malla y Toro.

1.3. Hipercubos

En la Seccién anterior de Redes de Interconexién mostramos algunas de las méas populares topologias
de Redes de Interconexién, ahora hablaremos sobre la topologia llamada Hipercubo. Se le conoce como
hipercubo a la grafica de 3—dimensional que es utilizada para representar nuestro mundo real. Para
términos de este documento lo llamaremos hipercubo n—dimensional, donde n € N nos indica en qué
dimensién nos encontramos, por lo que nos referimos a un cuadrado cuando decimos un hipercubo de
2—dimensional. Al igual que en la seccién anterior los vértices del hipercubo representan a los procesa-
dores y las aristas las uniones entre los procesadores.

El hipercubo fue la red de interconexién mas popular propuesta en 1978 y fue hasta 1981 que se im-
plemento en el Calthec Cosmic Cube, en 1980 se comenzaron a estudiar las propiedades del hipercubo
utilizando la Teoria de Graficas. Como ya mencionamos en la Introduccidn, los (n, k)—cubos son el caso
general de los hipercubos; es decir, un hipercubo es un (n,k)—cubo cuando n = 2, por lo que en esta
seccién explicaremos cémo construir hipercubos de forma recursiva para después poder extender esta
construccién a los (n, k)—cubos en el siguiente capitulo.

Construccion del Hipercubo Q,,

= Caso Base: Comenzamos con la grafica completa Ko que coincide con el 1, para diferenciar a
cada vértice les pondremos la etiqueta 0,1 por lo que B = {0,1}. Esto nos genera el hipercubo

o)

= Paso Recursivo: Podemos pensar en un hipercubo de dimensién n como el producto de dos
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graficas; el Q,_1 con K, es decir:
Qn = Qn-1 X K3

El ntimero total de vértices serd 2™ al estarse duplicando las copias de forma recursiva. Ya que tenemos
la idea de como construir el hipercubo, necesitamos una forma de diferenciar los vértices para poder
referirnos a uno en especifico, por lo que necesitamos etiquetarlos, cada etiqueta serd una sucesién de 0
y 1, ademas tendra longitud n para un hipercubo n—dimensional.

En el paso recursivo al multiplicar las graficas Ko y @,—1 obtenemos dos copias de la graficas @, —1
necesitamos diferenciarlas, por lo que a las etiquetas de @,,—1 les anteponemos un 0 y a las etiquetas
de Q!,_; les anteponemos el digito 1. Al hipercubo @, también lo podemos visualizar como dos copias

de anl-

Ejemplo 1 Vamos a mostrar cémo es la construccién de los hipercubos de dimensién 1,2,3,4 y cémo
se realiza el producto cartesiano entre sus sub-cubos.

En la Figura 1.10 la primera columna nos dice el hipercubo que se esta representando. En la segunda
columna podemos ver la notacién del producto cartesiano, en la tercera columna vemos graficamente
la columna nimero dos. Para la cuarta columna obtenemos el resultado final de como se ve @,, y por
dltimo en la quinta columna vemos como se ve la descomposicion de @, en dos copias de @, _1.

E Q4 ; Q3 X K2 ; E

Qn P.Cartesiano Representacion
P.Cartesiano

Descomposicion

Figura 1.10: Construccién de los primeros hipercubos

1.3.1. Los Cédigos Gray y los Hipercubos

Si queremos encontrar un Ciclo Hamiltoniano en un hipercubo n—dimensional necesitamos encontrar
una trayectoria para recorrer todo el hipercubo, mostramos que las aristas conectan pares de vértices
si estos difieren en una posicién de su etiqueta. Buscaremos una funcién f que asocie un valor a cada
elemento, por definicién de funcién inyectiva, para cada dos elementos diferentes la funciéon devolvera
etiquetas diferentes y aplicando f podriamos saber la etiqueta de cada elemento, sin necesidad de co-
nocer las otras etiquetas.
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Definicién 11 Sea A = (a1, a2,as,...,a,) una secuencia de vértices etiquetados en una grafica hiper-
cubo, A es un un anillo o ciclo de longitud r si cumple:

1. a;#ajparal <, <7
2. Dr(a;,a;41) =1paral <i<(r—1)

3. DL(a,«,al) =1

En la parte de construccién observamos que cada vértice estd dentro de n ciclos de 2 vértices cada
uno. Cada anillo representa una secuencia de nimeros en base 2, para los hipercubos las etiquetas son
numeros binarios (base 2), por lo que la longitud de las etiquetas es igual a n y preserva que si dos
etiquetas son consecutivas solo difieren en un digito. Las secuencias en base 2 que cumplen con estas
propiedades se conocen como Cdédigos Gray, también llamados Cédigo Binario Reflejado. Visual-
mente los podemos entender por medio de graficas, lo cual es pertinente ya que queremos recorrer los
vértices del hipercubo @,,.

Existen diversas formas de generar los Cddigos Gray, sin embargo, la méas facil e intuitiva es que al
tener k etiquetas, la mitad de ellas seran el reflejo de las anteriores:

Definicién 12 Para generar el Cédigo Gray en base 2 (esto quiere decir k = 2).

= Si el c6digo es de 1—bit (longitud 1) se define como:
G={0,1}

= Si el cédigo es de 2—bits entonces partiendo del caso anterior, se hace una copia del anterior y
después una copia al revés:
G={ 0,1 , 1,0 }
Las copias se distinguen anteponiendo a una de ellas el niimero 0 y la otra el ntimero 1
G={ 00,01 , 11,10 }

= Si el cédigo es de 3—bits (longitud 3) entonces partiendo del caso de 2—bits, se hace la copia y
después una copia de su reversa:
G={ o00,01,11,10 , 10,11,01,00 }
Anélogamente, anteponemos un 0 y 1 para distinguir las copias.
G ={ 000,001,011,010 , 110,111,101,100 }

= Para el cédigo de n—Dbits, se hard una copia de n — 1 y una copia con su reversa, a las primera se
le antepone el nimero 0 y a la segunda se le antepone el nimero 1.



Capitulo 2

La red (n, k)—cubo

En el Capitulo 1 presentamos brevemente lo qué es una red de Interconexién y algunas topologias
basicas. En este capitulo abordaremos a la topologia conocida como (n, k)—cubo, denotada como QF,
mostraremos su construccién recursiva y algunas de sus propiedades como gréfica, tanto propiedades
topoldgicas como algoritmicas. Encontraremos trayectorias ajenas entre vértices ayudados por la dis-
tancia de Lee, con lo anterior abordaremos el problema de Difusién de la Informacién cuando cada
procesador sélo tiene un puerto o es multi-puerto. Finalmente daremos una introducciéon al tema de
Encajes, mismo que tendrad importancia en el siguiente capitulo.

2.1. Construccién del (n, k)—cubo

En esta seccién mostraremos una idea general de cémo construir la grafica (n, k)—cubo también deno-
tada QF, cémo se puede representar y las posibles subgréficas que nos ayudaran a trabajar con ella en
los capitulos posteriores.

Un (n, k)—cubo QF es una grafica que posee k™ vértices, cada uno de estos vértices lo identificamos por
una etiqueta la cual estd formada por n-bits, tal que cada bit estd en base k.

Construccién Recursiva

Una forma de definir al (n, k)—cubo, QF es recursivamente. La idea general es construirlo a partir de
un ciclo A de k elementos donde cada uno de estos, es un vértice de Q¥ representado por su etiqueta,
A=1{0,1,2,....,k — 1} y estos digitos estdn en base k.

» Caso Base: Sea el (1,k)—cubo Q¥ el cual es un ciclo que tiene k vértices, sin pérdida de ge-
neralidad, podemos acomodar en el espacio estos k vértices, la forma més sencilla y conveniente
es colocar los k vértices en linea recta, asi el nodo que esté en la 1ltima posicion de derecha a
izquierda sera etiquetado con el 0 y el vértice en la ultima posicién de izquierda a derecha tendra
la etiqueta k — 1 asi podemos ver la forma de ciclo.

= Paso Recursivo: Un (n, k)—cubo contiene k componentes, denominados sub-cubos, tal que cada
componente es un ((n — 1), k)—cubo. Tomando como referencia la primera de estas componentes
se puede ver como un ciclo, tal que en éste se encuentran todos los vértices en la posicion i de

11
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cada componente, esto para todas las posiciones de las componentes. Es decir:
kE _ Ok
Q= x Chp,

n—1

Podemos acomodar a los ciclos sobre lineas rectas, por lo que lo podemos ver como ki X kg X --- X kj,
que es una malla tal que los vértices que quedan en los extremos tienen una arista que los conecta
directamente. Al ser A un ciclo, cada vértice tiene dos aristas adyacentes para k > 2 ya que existe una
arista entre el vértice i y el vértice i + 1 moéd k, ademads, por cada vértice pasan n ciclos, por lo que
hace al QF una grafica 2n-regular .

Otra observacién es que k,n € N, debido a que no existen graficas con un nimero negativos de vértices,
pues no tiene sentido, y para k = 0 entonces 0™ = 0 para cualquier n y si n = 0 tendriamos entonces
k% = 1 por lo que tendriamos un solo vértice.

Ejemplo 2 Mostraremos la construccién de un (n, k)—cubo, QF para n = 1,2, 3, usando la definicién
recursiva. Fijamos k = 3

1. Para n = 1 la cantidad de vértices del (1,3)—cubo Q3 es 3! = 3, lo cual implica que hay un ciclo
con 3 vértices. La forma de diferenciar estos tres vértices es asignando las etiquetas 0, 1, 2. En la
Figura 2.1 (A) podemos observar la forma de ciclo.

2. Paran = 2 la cantidad de vértices del (2,3)—cubo o @3 es 32 = 9, hay tres copias del (1,3)—cubo.
Las etiquetas de la componente base tienen la forma 0x; es decir: 00, 01, 02, las etiquetas de la
primera copia tiene la forma 1%; es decir: 10, 11, 12, las etiquetas de la segunda copia tienen la
forma 2x; es decir: 20, 21, 22. Cada copia es un ciclo, ademds se forman los siguientes ciclos.

= En el cuarto ciclo estardn los vértices 00, 10, 20, los de la forma z0 con z € {0,1,2}
= El quinto ciclo estén los vértices 01, 11, 21, los de la forma z1 con = € {0,1, 2}
= El sexto ciclo estardn los vértices 02, 12, 22 los de la forma x2 con x € {0, 1,2}

En la Figura 2.1 (B) se observa que se agregan dos copias del ciclo anterior, se colocan las etiquetas
correspondientes y se forman tres nuevos anillos mostrados en color morado, azul y verde.

3. Para n = 3 la cantidad de vértices es 32 = 27, la grifica es dificil de visualizar por la cantidad
de aristas que se tiene por cada nodo. Las etiquetas de la copia base tienen la forma: 0 * *, las
etiquetas de la primera copia tienen la forma 1 % x y las etiquetas de la segunda copia tiene la
forma 2 * %, ademdas de formarse nueve anillos nuevos:

= 000, 100, 200 = 010, 110, 210 = 020, 120, 220
= 001, 101, 201 = 011, 111, 211 = 021, 121, 221
= 002, 102, 202 » 012, 112, 212 . 022, 122, 222

En la Figura 2.1 (C) se agregan dos copias del caso n = 2 y se forman nueve ciclos nuevos (tres
rosas, tres azules y tres verdes).

Una tltima observacién a considerar con la particién de un QF, ya que sabemos que nos dard k copias
de QF |, estas k copias podemos utilizarlas en la dimensién que mas nos convenga, esto lo veremos
claramente en el Capitulo 4. Ejemplificaremos con el (3,3)—cubo Q3 de la Figura 2.1.C.
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Figura 2.1: Ejemplo de (Q3) paran =1,2,3

Ejemplo 3 Considerando Q3, mostramos graficamente cémo es posible ver las particiones en las tres
dimensiones correspondientes.

En la Figura 2.2 (A) presentamos la particién a través de la dimensién 0, los vértices en verde tienen
la forma 0 x *, los azules 1 * x y los rosas 2 x . En la Figura 2.2 (B) presentamos la particién a través
de la dimension 1, asi los vértices verdes tiene la forma *0x, los azules x1x y los rosas *2x. Por ultimo
la Figura 2.2 (C) ilustra la particién a través de la dimension 2, asi los vértices azules son de la forma
%% 0, los verdes * x 1 y los rosas * * 2.

2.2. Distancia de Lee

Los (n,k)—cubo QF son una generalizacién de los hipercubos Q,, sin embargo sus didmetros no son
iguales, la distancia entre vértices en el hipercubo (conocida como la Distancia de Hamming) que indica
el nimero de posiciones en que difieren las etiquetas de dos vértices, esta regla no la podemos aplicar
en el (n, k)—cubo Q. Por lo cual definiremos otra métrica, que es la Distancia de Lee.

Definicién 13 Sea A un vértice en el (n, k)—cubo QF, A = (a,_1a,_2---ajag). Se define el peso del
vértice A como:

Wi(4) =Y la (21)

en donde |a;| = min(a;, k — a;)

Definicién 14 Sean A y B dos vértices en un (n,k)—cubo Q¥ donde A = (an_1an_2---a1ag) y
B = (bp_1bn_2---bibg). Se define la Distancia de Lee entre A y B en funcién del peso de la
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Figura 2.2: k=3 conn=1,2,3

siguiente forma:

Di(A,B) = Wi(A— B) (2.2)

Ejemplo 4 Consideremos la gréifica (2,4)—cubo @3, encontrar el peso de los vectores 00, 12, 31 y la
distancia entre los vértices Dy, (12, 31).

En la Figura 2.3 se muestra en color rosa el vértice 12 y en color azul el vértice 31.
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Figura 2.3: Ejemplificacién Distancia de Lee en (2,4)-cubo

Primero calculamos el peso de los vértices.

1
W1, (00) = Z |a;| en donde

=0 (2.3)
lag] = min(0,4 —0) =0, |ai1| =min(0,4—0)=0

Obtenemos: W, (0,0) = |ag| + |a1] =04+0=0

1
W(12) = Z |a;| en donde

=0 (2.4)
lap] = min(1,4 — 1) =min(1,3) =1, |ai| =min(2,4 — 2) = min(2,2) =2

Obtenemos: Wp,(1,2) = |ag| + |a1| =2+1=3
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1
Wi(31) = Z la;| en donde

=0 (2.5)
lap] = min(3,4 —3) =min(3,1) =1, Ja;|=min(1,4—1) =min(1,3) =1
Obtenemos: W (3,1) = |ag| + |a1| =1+1=2

Calculando la distancia entre los vértices 12, 31.

Dr(12,31) = W (12 — 31)
Se calcula la distancia de cada bit

1-3]=2
2-1=1 (2.6)
WL(12 —31) = W,(21) =241 =3

De lo anterior podemos verificar en la grafica de la Figura 2.3, que en efecto, la distancia entre los
vértices 31 y 12 es 3.

Recordaremos algunos conceptos de la teoria de graficas los cuales nos seran de utilidad.

Definicién 15 Sea v € V(G), la excentricidad de v, se define como e(v) = méx{d(v,w) : w € V(G)}.
En otras palabras es la maxima distancia del vértice v a cualquier otro vértice de la gréfica G.

Definicién 16 Se define al didmetro de la grifica G como: diam(G) = méx{e(v) : v € V(G)}. En
otras palabras primero obtenemos la excentricidad de cada vértice de G y la mayor de estds es el
diametro.

De las definiciones anteriores podemos notar que si queremos llegar del vértice A al vértice B, existen
varias formas de llegar. Pero diam(G) > d(A, B), nos da una cota superior sobre la mayor distancia
que encontraremos en G, por lo que nos interesa conocer cuél es el didmetro de la grafica (n, k)—cubo.

Observacién: Sea G un hipercubo (n,2)—cubo o Q?, sabemos que el diam(G) = n, entonces se
tiene que diam(QF) = n x LgJ para k > 3.

Intuitivamente, podemos ver que el didmetro de un hipercubo es n debido a que la longitud de la
etiqueta en un vértice es n. Sean A = (agay -+ an—1) y B = (bgby - - - b,—1) vértices en un hipercubo H,
cada a;,b; =00 1 coni € {0,1,--- ,n — 1}. Si queremos llegar desde A, hasta B, comparamos cada
a; con b;. Ya que sélo tenemos dos numeros 0 y 1, a; = b; o a; # b;, entonces cambiamos, si a; = 0
ahora a; = 1 y por otro lado a; = 1 ahora a; = 0. Asi que a lo mas tendremos que hacer n cambios. Por
ejemplo del vértice A = 0000 a B = 1111 en un (4,2)—cubo Q2 para cada a; se tendra que cambiar el
numero, por lo que se hardn n = 4 cambios. En la Figura 2.4 (A) se muestra que para hacer el cambio
sélo necesitamos un paso.

Tomando lo anterior, para la gréfica (n,k)—cubo vimos que a lo mds tendremos n cambios, que es
el tamano de las etiquetas, pero ahora tenemos numeros de 1,2,3,k — 1, gracias a la distancia de
Lee, sabemos que en un ciclo sobre alguna dimensién el didmetro es ng Multiplicando lo anterior,
obtenemos diam(QF) =nx | %] para k > 3. En la Figura 2.4 (B) si el vértice i se encuentra a la mitad
del ciclo de longitud k, nos toma a lo més k/2 pasos alcanzarlo.

Para ver gréaficamente esto, tomaremos el ejemplo de la grifica (3,3)—cubo o Q3:
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------
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Figura 2.4: Didmetro del anillo de longitud &

Ejemplo Sea (3,3)—cubo, su didmetro segin la Observacién 2.2 es 3% |3] =31 = 3, lo cual indica
que la mayor distancia entre cualesquiera dos vértices es 3.

Sea el vértice A = 112, la distancia a todos los vértices agrupada de acuerdo a la longitud de la distancia
que los separa queda:

= Los vértices a distancia 1 de A son: 012, 102, 122, 110, 111, 212.
= Los vértices a distancia 2 de A son: 002, 022, 010, 011, 100, 101, 121, 120, 202, 210, 211, 222.

= Los vértices a distancia 3 de A son: 000, 001, 020, 021, 200, 201, 220, 221.

Notemos que la distancia de Lee coincide con la distancia de Hamming para k = 2, para k > 3 se tiene
que Dp(A,B) < Dy (A, B). Si Di(A, B) = 1 significa que hay una arista entre los vértices A y B. En
la Figura 2.5 apreciamos al vértice 112 en color blanco, los vértices de distancia 1 en color azul, por
ultimo los vértices de distancia 2 en color rosa y los vectores de distancia 3 en color amarillo.

Figura 2.5: Distancias del vértice 112
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2.3. Trayectorias Ajenas

En la seccion anterior se presenté la Distancia de Lee para obtener la longitud de la distancia mas
corta entre dos vértices, ahora nos preguntamos ;Cudntas trayectorias existen entre dos vértices? Para
ayudar a encontrar una aplicacién ttil, discutiremos el problema de transmitir una gran cantidad de
datos en una computadora cuya red de interconexién se puede ver como una gréfica (n, k)—cubo Q.
;Cudl serfa una forma 6ptima de hacerlo?

Una buena solucién que provee el procesamiento en paralelo consiste en partir la cantidad de datos en
pequenos bloques (paquetes de datos) y enviar cada paquete por rutas diferentes. Al dividir los datos,
se espera que no se crucen en algin punto o no tendria sentido dividirlos en un principio. La mejor
forma de garantizar esto consiste en encontrar diferentes trayectorias ajenas por vértices entre el vértice
de origen A y el vértice final B, con esto también disminuye la tolerancia a fallos al tener diferentes
opciones de trayectorias en caso de que alguna falle.

Para llevar acabo el proceso anterior, es importante saber ; Cudntas trayectorias ajenas por vértices hay
en un (n, k)—cubo Q*? El siguiente teorema proporciona la respuesta:

Teorema 1 Sean A = a,_1an—2...a1a0 y B = ap_1a,_2...a1a9 vértices, en un (n,k)—cubo. Sean
¢ =Dy (A, B) ladistancia de Lee y h = Dy (A, B) la distancia de Hamming, ademas, sea w; = Dy, (a;, b;)
para 0 <i <n-—1.8i k > 2 hay un total de 2n trayectorias ajenas por vértices entre A y B que ademas
cumplen con que:

1. h trayectorias tiene longitud /¢;
2. 2(n — h) trayectorias tiene longitud ¢+ 2; y

3. para cada i tal que w; > 0 hay una trayectoria de longitud ¢ + k& — 2w;.

Demostracion: Para la demostracion del teorema construiremos las trayectorias. Sin pérdida de ge-
neralidad, consideremos que los primeros h digitos de A y B son diferentes y los restantes n — h
son iguales.

1. Para ¢ tal que 0 < i < h, los primeros h digitos diferentes, la trayectoria P; se construye de
la siguiente forma:
Empezamos desde el vértice A, desde el digito a; se alcanza el valor del digito b; usando
la trayectoria mas corta en el ciclo de dimensién i, cambiando el digito a; por el siguiente
digito en el ciclo ¢ hasta que sea igual al digito b;. Se repite este proceso para todos los
digitos restantes de A siguiendo con el digito a;11,ai+2,...,ap—1,0,...,a;—1. Esto genera h
trayectorias de longitud ¢. En la Figura 2.6 desde ¢, sumando una unidad se llega a j por la
trayectoria mas corta.
Restando una unidad se llega a j por la trayectoria mas larga.

2. Para la construccién de las siguientes 2(n — h) trayectorias que serdn de longitud ¢ + 2 pro-
cedemos de la siguiente forma:

= Para cada j tal que h < j < n, sumamos 1 al digito 1, no olvidando que todas las sumas
o restas estan en moéd k, luego repetimos el procedimiento anterior también utilizando
la trayectoria més corta para los digitos ¢, con 1 < j < h, por dltimo se resta 1 al digito
j. Con esto las n — h trayectorias tendran longitud ¢ 4+ 2, debido a que se le agregd y
quité 1 al digito j, se hicieron dos pasos adicionales.
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1
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Figura 2.6: Teorema 1 ejemplo 1

= Para las n — h trayectorias restantes, primero se resta uno al digito j, se repite el proce-
dimiento de correccién (que se mostré en los incisos anteriores) para finalmente sumar
1 al digito j. Este paso nos genera también n — h trayectorias con longitud ¢ + 2.

De las dos condiciones anteriores obtenemos 2(n — h) trayectorias de longitud ¢ + 2.

En la Figura 2.7 desde i, primero se sumé 1, para cambiar de dimensién, se utiliza la trayec-
toria mas corta para los demaés indices, por ultimo se regresa a la dimensién inicial.

En el caso, estando desde i en el primer paso se resta una unidad y al final se suma una
unidad, el proceso entre la resta y la suma es andlogo.
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Figura 2.7: Teorema 1 ejemplo 2

3. Para construir las h trayectorias restantes hacemos lo siguiente:

Para cada i con 0 < ¢ < h se suma o resta 1 para moverse sobre la trayectoria més larga en
el ciclo en la dimensién ¢ entre a; y b;. Este paso es contrario a los puntos anteriores para el
digito i. Después se alcanzara el digito b; con los digitos restantes utilizando la trayectoria
mas corta en los ciclos de dimensién ¢ + 1,7 4+ 2,...,~h — 1,0,...,7 — 1; esto quiere decir, se
utiliza el mismo procedimiento de los dos incisos anteriores.

Por ultimo, se completa la trayectoria hacia B cambiando el digito 7 siguiendo la trayectoria
mas larga en la dimensién ¢, hasta que sea igual a b;. La longitud de esta trayectoria sera
{ + k — 2wi debido a que alcanzar el digito b; usando la trayectoria mas larga en el ciclo de
dimensién i usa (k — w;) pasos y alcanzar los digitos restantes de B usando la trayectoria
més corta en cada ciclo requiere (£ — w;).

En la Figura 2.8 desde 7, se elige la trayectoria mas larga, luego se alcanzan los digitos de
los demas indices ¢ y se regresa a terminar la trayectoria de la dimensién ¢ siguiendo la
trayectoria més larga.
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Figura 2.8: Teorema 1 ejemplo 3

Las trayectorias formadas no comparten vértices, excepto los vértices extremos A y B.
El teorema no es valido cuando & = 2 debido a que sumar o restar 1 al digito 1 da el mismo
resultado, en otras palabras la trayectoria méas corta y més larga tienen siempre la misma longitud.

A continuacién ejemplificaremos el Teorema 2.3.

Ejemplo 5 Encontrar las trayectorias ajenas entre los vértices A = (013) y B = (034) en el (3, 5)—cubo.
Aplicamos el Teorema 2.3 para encontrar a £ y h.

{=Dp(A,B)=W(A—-B)=W(013 —034) = W(034) =
min{0,5 — 0} + min{3,5 — 3} + min{4,5 -4} =04+2+1=3
Para h se tiene que: h = 2 ya que A=013 y B = 034

La longitud de las etiquetas de A y B es 3, por lo que tenemos A; y B; con i € {0,1,2} asi:
A:AQZO,Alil,Aozg y B:B2:0,31:330:4

(2.7)

1. Las primeras h = 2 trayectorias de longitud 3 a las cuales llamaremos ¢; y 2, quedan de la
siguiente manera.
Empezamos para la trayectoria ;.
Se comienza con i = 0, como Ay # By, procedemos a alcanzar el digito 4 partiendo del 3, la
trayectoria méas corta es solo agregar 1:
013 — 014

Parai =1, A; # Bj se alcanza el digito 3 desde el digito 1, se tiene que pasar por el digito 2 para
lograrlo:

014 — 024 — 034

Para la trayectoria ¢o.

Iniciamos con i = 1 , A; # B; alcanzando el digito 3 desde el digito 1:
013 — 023 — 033

Para i =2, A; = By por lo que no sucede nada.

Para i = 0, Ay # By, se alcanza el digito 4 desde el 3:
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033 — 034

Figura 2.9: Caminos 1 y 2

En la figura 2.9 desde el vértice 013, la trayectoria morada representa a o1 y la trayectoria verde
representa a ¢a.

. Las siguientes 2(3 — 2) = 2 trayectorias de longitud 5 a las cuales llamaremos @3 y @4, respecti-
vamente, se construyen de la siguiente forma:
Tomando la variable j, tal que 2 < j < 3, entonces j = 2

Para la trayectoria 3.
Se suma 1 méd k al valor A; = As:
013 — 113

Se procede a aplicar el mismo procedimiento del paso 1.
Para i = 0, Ag # By, se alcanza el digito 4 desde el digito 3:
113 — 114

Para i =1, A; # B, se alcanza el digito 3 desde el digito 1.
114 — 124 — 134

Para i = 2, Ay = Bs, no se realiza algin paso.
Por tltimo se resta el 1 que sumamos a la posicién A; = A .
134 — 034

Para la trayectoria ¢y.
Como en el paso anterior empezamos sumando 1 a la posicién j, después se resta 1:

013 — 413

Se procede a aplicar el mismo procedimiento del paso 1.
Para i = 0, Ay # By, se alcanza el digito 4 desde el digito 3:
413 — 414

Para i = 1, A; # Bi, se alcanza el digito 4 desde el digito 1:
414 — 424 — 434
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Para i = 2, Ay = Bs, no se realiza algin paso.
Por tltimo se aflade el 1 que se restd a la posicion A; = As:
434 — 034

Figura 2.10: Caminos 3,4

En la Figura 2.10 desde el vértice 013, la trayectoria azul representa a @3 y la trayectoria morada
representa a ¢4. Solo se muestran los componentes 0 x %, 1 % x y 4 % % evitando los ciclos que las
unen para que las trayectorias sean claramente visibles.

3. Para construir las 2 trayectorias restantes a las cuales llamaremos 5 y g, respectivamente, se
construyen de acuerdo al punto 3 del Teorema 1.
Para ¢ = 0 obtenemos a wy:
wo = DL(A(),B()) = DL(374) = W(3 - 4) =4 = mfn{4,5 - 4} =1
Asfi la trayectoria @5 tendra longitud 34+5—2 =16
Desde Ay = 3 se suma 1 tomando la trayectoria més larga para ir a 4; esto es, ir en sentido inverso:
013 — 012
Se aplica el procedimiento usado en los puntos anteriores para alcanzar los b;s para los indices
restantes. Para i = 1, se toma la trayectoria més corta para alcanzar el 3 desde el 1:
012 — 022 — 032
Se continua con i = 2, pero como As = By no se hace algin procedimiento. Por 1ltimo se regresa
a ¢ =0y con la trayectoria mas larga en ese ciclo, se alcanza el 4 desde el digito 2:
032 — 031 — 030 — 034

Para 7 = 1 obtendremos ws:
wy = Dp(A1,B1) =Dr(1,3) =W(1-3)=3=min{3,5 -3} =2
Asfi la trayectoria gg tendra longitud 3 4+ 5 — 4 = 4.
Para i = 1 sumamos 1 tomando la trayectoria mas larga para ir de 41 =1 a By = 3:
013 — 003
Para i = 2, como Ay = Bs no se hace algtin procedimiento. Para ¢ = 0 se utiliza el procedimiento
de los anteriores puntos para alcanzar a By desde Aq utilizando la trayectoria més corta:
003 — 004
Se regresa a ¢ = 1 y se sigue alcanzando a B; utilizando la trayectoria més larga sobre ese ciclo:
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004 — 044 — 034

Para ¢ = 2 obtenemos a ws:
Wo = DL(AQ,BQ) = DL(0,0) = W(O — O) = 0 = min{0,5 — O} = O,

como el teorema no considera a los w; = 0 solo se omite el caso.

Figura 2.11: Caminos 5y 6

En la Figura 2.11 desde el vértice 013, la trayectoria verde representa a @5 y la trayectoria amarilla
representa a g

Asfi las seis trayectorias obtenidas son:

1

P2:

P3:

P4

Pe6:

013 — 014 — 024 — 034

013 — 023 — 033 — 034

013 — 113 — 114 — 124 — 134 — 034

013 — 413 — 414 — 424 — 434 — 034

: 013 — 012 — 022 — 032 — 031 — 030 — 034

013 — 003 — 004 — 044 — 034

Haremos un ultimo ejemplo de una forma maés compacta, para ilustrar el Teorema 1.

Ejemplo 6 Encontrar las trayectorias ajenas entre el vértice A = (1532) y B = (3221) en el (4, 6)—cubo
QS Para aplicar el Teorema 1 procedemos a encontrar a £ y h.

0= Dp(A,B) = W(A— B) = W(1532 — 3221) = W (4311) =
min{4,6 — 4} + min{3,6 — 3} + min{1,6 — 1} (2.8)
+min{l,6 -1} =2+3+1+1=7
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Para h se tiene que: h = 4 debido a que A=1532 y B = 3221
La longitud de las etiquetas de A y B es 4, ¢ € {0,1,2,3}.

1. Se aplica el Teorema 1 para las primeras cuatro trayectorias de longitud 3 a las cuales llamaremos
V1, P2, P3 ¥ 4 respectivamente, obtenemos lo siguiente.

Para ¢;.

1 =0: 1532 — 1531

i=1 1531 — 1521

i=2 1521 — 1421 — 1321 — 1221
i =3 1221 — 2221 — 3221

Para ¢s.

i=1 1532 — 1522

i =2 1522 — 1022 — 1122 — 1222
i =3 1222 — 2222 — 3222

i =0: 3222 — 3221

Para ¢3.

=2 1532 — 1032 — 1132 — 1232
1=3: 1232 — 2232 — 3232

i=0: 3232 — 3231

i=1 3231 — 3221

Para ¢4.

i=3: 1532 — 2532 — 3532

1= 0: 3532 — 3531

=1 3531 — 3521

=2 3521 — 3021 — 3121 — 3221

2. Para el segundo inciso del teorema, sustituyendo las variables obtenemos 2(4—4) = 0 trayectorias,
por lo que no construimos ninguna trayectoria.

3. Para construir las cuatro trayectorias restantes a las cuales llamaremos ys5, wg, Y7 ¥ ©s, res-
pectivamente, procedemos de acuerdo al punto nimero 3 del Teorema 1. Para ¢ = 0 se obtiene
Wwo = DL(27 1) = W(2 — 1) =1
Asi g5 tendra longitud 11

1=0: 1532 — 1533

1=1: 1533 — 1523

1=2: 1523 — 1423 — 1323 — 1223
1=3: 1223 — 2223 — 3223

1 =0: 3223 — 3224 — 3225 — 3220 — 3221
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Parai =1, w =D(3,2) =W(B-2)=1
Asi g tendra longitud 11.

1=1: 1532 — 1542

1=2 1542 — 1442 — 1342 — 1242

1=3: 1242 — 2242 — 3242

1=0: 3242 — 3241

1 =1: 3241 — 3251 — 3201 — 3211 — 3221

Parai =2, wy =Dp(5,2)=W(5-2)=3
Asi g tendra longitud 7.

1=2 1532 — 1432
1=3: 1432 — 2432 — 3432
1=0: 3432 — 3431
1 =1: 3431 — 3421
1 =2 3421 — 3321 — 3221

Parai=3,w; = D(1,3)=W(1-3)=2
Asi pg tendré longitud 9.

1=3: 1532 — 0532
1=0: 0532 — 0531
1=1: 0531 — 0521
1 =2 0521— 0421 — 0321 — 0221
1=3: 0221 — 5221 — 4221 — 3221

Asi las ocho trayectorias son:

©1:

p2:

©3:

P4

P5:

Pe6:

Pt

2

1532 — 1531 — 1521 — 1421 — 1321 — 1221 — 2221 — 3221

1532 — 1522 — 1022— 1122 — 1222 — 2222 — 3222 — 3221

1532 — 1032 — 1132 — 1232 — 2232 — 3232 — 3231 — 3221

1532 — 2532 — 3532 — 3531 — 3521 — 3021 — 3121 — 3221

1532 — 1533 — 1523 — 1423 — 1323 — 1223 — 2223 —
3223 — 3223 — 3224 — 3225 — 3220 — 3221

1532 — 1542 — 1442 — 1342 — 1242 — 2242 — 3242 —
3241 — 3251 — 3201 — 3211 — 3221

1532 — 1432 — 2432 — 3432 — 3431 — 3421 — 3321 — 3221

1532 — 0532 — 0531 — 0521 — 0421 — 0321 — 0221 —
09221 — 4221 — 3221
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2.4. Aplicacion: Difusién de Comunicacién

En la Seccién 2.3 mostramos cémo obtener trayectorias ajenas en un (n,k)—cubo. Para esta seccién
presentamos dos algoritmos para la difusiéon de comunicacién desde un nodo de origen A, basados en la
Distancia de Lee. Pensaremos en la grafica (n, k)—cubo Q¥ como una red de interconexién, por lo que
llamaremos nodos a los vértices en esta seccién.

Para la emisién de mensajes desde un procesador, el procesador envia el mismo mensaje a todos los
procesadores restantes, se le conoce como Difusién de la Informacién®. En el segundo algoritmo, el nodo
emisor A envia el mensaje nodo por nodo, a este método se le conoce como Ruteo?. Los algoritmos
basados en la difusién de la informacién hacen una o dos suposiciones a cerca del sistema en el que
estan trabajando. La primera suposicién es que existe un tnico puerto de entrada o salida E/S. La
segunda suposicién es que de existir un multipuerto de entrada o salida E/S, el nodo puede transmitir
en diversas direcciones de forma simultdnea. En la red (n,k)—cubo QF los multipuertos solo pueden
enviar informacién simultanea en 2n direcciones que son los nodos vecinos. Recordemos una propiedad
util de algunas gréficas:

Definiciéon 17 Sea G una gréfica, g es Transitiva por vértices si para todo vértice A, B en G existe
f : G = G un automorfismo tal que f(A) = B.

En otras palabras la Definicién 17 nos dice que podemos acomodar la grafica como mejor nos convenga
para empezar a trabajarla desde un determinado nodo A y si por alguna razén maés adelante necesitamos
empezar desde otro nodo B, encontramos algin f tal que f(A) = By al ser f automorfismo preserva la
estructura de la gréfica, por lo que cada vértice sigue teniendo a los mismos nodos adyacentes después
de aplicarle f.

Por lo anterior, suponemos que los siguientes tres algoritmos para difusion de la informacién y ruteo
comienzan en el nodo 000; es decir, el nodo emisor de la informacién en la red (n,k)—cubo o nodo
fuente tiene la etiqueta (00---0).

2.4.1. Algoritmo para la difusiéon de la informaciéon con multi-puertos

El primer algoritmo presentado se basa en construir un arbol generador de la red (n, k)—cubo y supo-
nemos que el nodo es multi-puerto E/S, el algoritmo es 6ptimo en tiempo.

El segundo algoritmo utiliza una descomposicién de Q¥ en un producto de ciclos. Cuando k es par,
el segundo algoritmo es 6ptimo en tiempo para un puerto E/S, caso contrario, cuando k es impar; el
algoritmo es éptimo en tiempo para 2-puerto E/S.

Algoritmo 1 Difusién de Informaciéon un puerto
Para el siguiente algoritmo consideramos los nodos:
a = (an,lan,g..‘ao), b= (bnflbnfz...bo) yc= (Cnflcnfg...CO)

1En inglés conocido como Broadcasting, usaremos Difusién de la Informacién como traduccién.
2En inglés conocido como Routing, usaremos Ruteo como traduccién.



26 CAPITULO 2. LA RED (N, K)—CUBO

Algoritmo 1 Difusién de la Informacion
Entrada: conjunto de nodos V', conjunto de aristas E, dimensién n, modulo k
Salida: arbol generador T'.

1: Cola ¢

2: arbol ¢

3: t.raiz(0) //la raiz serd el 0

4: q.agrega(0)

5: if a nodo, es adyacente 0 then
q.agrega(a)

6: end if

7: while ¢ # 0 do

int m = max(ila; # 0 con 0 < i <n) //Buscamos la posicion mds a la izquierda del nodo a que
su valor sea distinto de cero

9: if m <n—1 then

%

10: for j <m <n do

11: obtenemos b : a; = b; para i # j, b; =1

12: padre(a,b) //La funcion padre hace que b esté ligado a a
13: q.agrega(b)

14: obtenemos ¢ : a; = ¢; parai # j, c;j =k — 1
15: padre(a,c)

16: q.agrega(c)

17: end for

18:  end if

19:  if a,, < | %] then

20: obtenemos b : b; = a; para i #m, by, = am + 1
21: padre(a,b)

22: q.agrega(b)

23:  end if

24:  if ap, > [£] + 1 then

25: obtenemos b : b; = a; para i = m, by, =ty — 1
26: padre(a,b)

27: q.agrega(b)

28: end if

29: end while

30: return ¢t

31: funcion padre(a, b){ //Funcidn que coloca al nodo A como padre de B
32: b apunta a su padre a

33: }

En la linea 5, 10, 19 y 21 del Algoritmo 1 notamos que cada nodo interno de ¢ tiene a lo més 2(n—1) +1
hijos y las hojas tienen Lg] o L%j + 1 hijos, como su digito mas a la izquierda. Si existe la comunicacién
para varios puertos, esta requiere cuatro pasos.

Una vez que el arbol generador t se construyd, se puede usar para el envio de informacién desde cual-
quier nodo en la red. Si queremos que la difusién comience desde el nodo © = (ap_1a,—2---ag) sblo
debemos restar z a cada nodo u de t méd k, 4 — T = (Up—1 — Gp—1,Un—2 — Gp—2, -+ , Uy — ag) mbd k,

ahora el vector x = 0 y cada nodo serd re-etiquetado.
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Ejemplo 7 Consideremos el drbol T que se puede encontrar utilizando el Algoritmo 1 con el (3,2)—cubo
Q3 como entrada, més adelante se ejemplificard cémo se ejecuta el algoritmo.

La Figura 2.12 (A) muestra el drbol T generado por el Algoritmo 1. En la Figura 2.12 (B) muestra
como queda el arbol 7' después de enraizarlo en el nodo 010 y realizar las siguientes operaciones:

= 000 — 010 = 010 = 101 — 010 =111
= 001 — 010 =011 = 011 — 010 = 001
= 010 — 010 = 000 = 110 — 010 = 100
= 100 — 010 =110 = 111 - 010 =101

En la Figura 2.12 (C) muestra como queda el &rbol T después de enraizarlo en el nodo 011, las opera-
ciones que se hicieron son las siguientes:

= 000 — 011 =011 = 101 — 011 =110
= 001 — 011 =010 = 011 — 011 =000
= 010 — 011 =001 = 110 - 011 =101
= 100 - 011 =111 = 111 — 011 =100
A B C

Figura 2.12: Automorfismos del drbol A

Para analizar la complejidad de este algoritmo, podemos notar que en cada dimension, las etiquetas

aumentan monétonamente desde 0 a | %], o decrecen monétonamente desde 0 a [ %] + 1. Ademds con-

2
sideremos el siguiente resultado.
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Lema 1 Dada la secuencia (0,1, ,k — 1), se tiene que Dr(0, |%]) > D (0, [£] + 1)

Demostracién: La demostracién tiene dos casos, cuando k es par o impar.

= Caso 1 k es par, entonces EJ = % nos da las siguientes igualdades:
k k k
(0. [5]) =0u(0.3) =3 (29)
k k k k
DL(O,[§J+1)—DL<O,§+1)—k—(§+1)—§—1 (2.10)

s Caso 2 k es impar, entonces EJ = g — % nos da las siguientes igualdades:

o 4]) - 2ifos ) =55 o

k ko1 E o1 ko1 k—1

Dr(0, 5] +1) =Du(0.5—5+1) =D (0.5+5) =k—(5+5) =5~ (212
De las Ecuaciones 2.9 y 2.10 podemos ver que DL( [%]) > D(0,| %] 4+ 1) y de las Ecuaciones
2.11 y 2.12 obtenemos que Dy (0, [ £ J) Dr(0, 5] +1).

Por lo tanto, obtenemos que Dy (0, [%5]) > D, (0, 4] + 1)

Asi usando el Lema 1 podemos obtener la complejidad del Algoritmo 1, basados en dos proposiciones.
Primero, tomamos una unidad de tiempo generar la unién del nuevo nodo al arbol y segundo, cada
nodo puede comunicarse con sus 2n vecinos simultdneamente. Combinando la monotonia del etiquetado
que se prob6 en el Lema 1 y el hecho de que se observa que el camino maés largo es el que contiene a la
rafz (00---0) hasta (|5], 5], -+, [%]) que la hoja més lejana que tenga el drbol resultante. Al tener
comunicacién simultdnea de entrada y de salida (multi-port E/S), el tiempo de envio de informacién se
ve representado como el tiempo en que se puede alcanzar al nodo mas lejano:

k k k

L§J + Lij 4 LiJ =n X LgJ (2.13)

n veces

Como el didmetro del (n, k)—cubo QF es [£], el Algoritmo 1 es éptimo.

Ejemplo 8 Dado el (2,4)—cubo Q3, construya a detalle el 4rbol de expansién utilizando el Algoritmo
1, Difusién de Informacién.

Consideremos @3, tenemos que n = 2 y k = 4, el algoritmo comienza tomando como rafz el nodo
@ = 0000 y agregamos a la cola g, los vecinos de éste: ¢ = {30,10,01,03}. En la Figura 2.13 estas aristas
se muestran en color morado. Ahora verificamos las condiciones del Algoritmo 1 de las lineas 9-24 para
cada uno de estos hijos.

= Para u = ayag = 30, se obtiene m = 1, ya que es la posicién del digito mas grande tal que el valor
de a1 # 0, a,, = 3. Verificamos cada desigualdad:
Sim < n — 1, sustituyendo los valores: 1 < 2 — 1 es Falso.
Si a,, < | %], sustituyendo los valores: 3 < 2 es Falso.
Si am, > | 5] 41, sustituyendo los valores: 3 > 2+ 1 es Falso.
q = {10,01,03}.
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= Para u = ajag = 10, se obtiene m = 1, ya que es la posicién del digito mas grande tal que el valor
de a; # 0, a,, = 1. Verificamos cada desigualdad:
Sim < n — 1, sustituyendo los valores: 1 < 1 es Falso.
Si a,, < | %], sustituyendo los valores: 1 < 2 es Verdadero;
Sea h = b1bg el hijo de u. En este caso h =20 yaqueag =bgy by =a1+1=14+1=2.
Si a,, > | 5] 41, sustituyendo los valores: 2 > 1 es Falso.
q = {01,03,20}.

= Para u = ajag = 01, se obtiene m = 0, ya que es la posicién del digito mas grande tal que el valor de
ag # 0, a,, = 1. Verificamos cada desigualdad:
Sim < n — 1, sustituyendo los valores: 0 < 1 es Verdadero;
Buscamos los valores de j que cumplen con 0 < j < 2 lo cual implica que j = 1.
Construimos a los hijos de u de la siguiente forma:
hi =11yaque by =agy by =1,
para el segundo hijo ho =31l yaque by =apy by =k—1=4—1.
Si a,, < | %], sustituyendo los valores: 1 < 2 es Verdadero;
Obtenemos al hijo hg =02 ya que ag = by =1y by = a1 + 1.

Si a,, > | %] + 1, sustituyendo los valores: 1 > 3 es Falso.
q ={03,20,11, 31, 02}.

» Para u = ajag = 03, se obtiene m = 0, ya que es la posicién del digito méas grande tal que el valor de

ag # 0, a,, = 3. Verificamos cada desigualdad:

Sim < n — 1, sustituyendo los valores: 0 < 1 es Verdadero;
Buscamos los valores de j que cumplen con 0 < j < 2 lo cual implica que j = 1.
Construimos a los hijos de u: hy =13 ya que by = ap y by =1
vho=33yaqueby=ap=3ybi=k—1=4—-1.

Si a,, < | %], sustituyendo los valores: 3 < 2 es Falso.

Si a,, > | %] 41, sustituyendo los valores: 3 > 3 =2+ 1 es Falso.

q = {20,31,11,02,13, 33}.

Terminamos con el primer nivel del arbol y vemos que se agregaron los nodos 20, 31,11,02,13, 33 a sus
respectivos padres. En la Figura 2.13 las aristas que se agregaron se muestran en color verde. Ahora se
revisaran estos nodos.

= Para u = ajag = 20, se obtiene m = 1, ya que es la posicién del digito mas grande tal que el valor
de a; # 0, a,, = 2. Verificamos cada desigualdad:
Sim < n —1, sustituyendo: 1 < 2 — 1 es Falso.

Sia,, < L%J, sustituyendo: 2 < 2 es Falso.
Si am > [£] + 1, sustituyendo: 2 > 3 es Falso.
q = {31,11,02,13,33)}.

= Para u = ajag = 31, se obtiene m = 1, ya que es la posicién del digito mas grande tal que el valor
de a; # 0, a,, = 3. Verificamos cada desigualdad:
Sim < n —1, sustituyendo: 1 < 2 — 1 es Falso.
Si an, < | %], sustituyendo: 3 < 2 es Falso.
Si am, > [£] +1, sustituyendo: 3 > 2+ 1 es Falso.
q={11,02,13,33}.

= Para u = ajag = 11, se obtiene m = 1, ya que es la posicién del digito mas grande tal que el valor
de ag # 0, a,, = 1. Verificamos cada desigualdad:
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Sim < n — 1, sustituyendo: 1 < 1 es Falso.
Si a,, < | %], sustituyendo: 1 < 2 es Verdadero;
se construye el hijo hy =2l yaquea; =by=1yby=a9+1=0+1=1.
Si am, > | 5] + 1, sustituyendo: 1 > 2 es Falso.
q={02,13,33,21}.

Para u = a1a¢g = 02, se obtiene m = 0, ya que es la posicion del digito més grande tal que el valor
de ag # 0, a,, = 2. Verificamos cada desigualdad:
Sim < n — 1, sustituyendo: 0 < 1 es Verdadero;
Buscamos los valores de j que cumplen que 0 < j < 2 lo cual implica que j = 1.
Construimos a los hijos de w:
hi=12yaquebg=apy by =1
y para ho =32yaqueby=agyby=k—1=4—-1.
Si an, < [£], sustituyendo: 2 < 2 es Falso.
Si am > [£] + 1, sustituyendo: 2 > 3 es Falso.
q = {13,33,21, 12 ,32}.

Para u = ajag = 13, se obtiene m = 1, ya que es la posicion del digito més grande tal que el valor
de ag # 0, a,, = 1. Verificamos cada desigualdad:
Sim < n —1, sustituyendo: 1 < 1 es Falso.
Siam < LgJ, sustituyendo: 1 < 2 es Verdadero;
se construye el hijo h=23 yaqueag=bg=3yby=a1+1=14+1=2.
Siap, > ng + 1, sustituyendo: 1 > 3 es Falso.
q = {33,21,12,32,23}.

Para u = ajag = 33, se obtiene m = 1 ya que es la posicién del digito més grande tal que el valor
de ag # 0, a,, = 3. Verificamos cada desigualdad:

Sim < n — 1, sustituyendo: 1 < 1 es Falso.

Si a,, < | %], sustituyendo: 3 < 2 es Falso.

Si am, > | %] 41, sustituyendo: 3 > 3 es Falso.

q={21,12,32 23}

Ahora se procede a revisar los nuevos nodos que se agregaron al arbol, que son 21,12,32,23. En la
Figura 2.13 se agregaron las aristas en color azul.

= Para u = ajag = 21, se obtiene m = 1, ya que es la posicién del digito mas grande tal que el valor

de a1 # 0, a,, = 2. Verificamos cada desigualdad:
Sim < n —1, sustituyendo: 1 < 2 — 1 es Falso.
Si a,, < | %], sustituyendo: 2 < 2 es Falso.

Si am > | %] 41, sustituyendo: 2 > 2+ 1 es Falso.
q={12,32,23}.

Para u = ajag = 12, se obtiene m = 1, ya que es la posicion del digito méas grande tal que el valor
de ag # 0, a,, = 1. Verificamos cada desigualdad:
Sim < n —1, sustituyendo: 1 < 1 es Falso.
Si an, < [£], sustituyendo: 1 < 2 es Verdadero;
se construye el hijo h =22 yaqueag=by=2ybi=a1+1=14+1=2.
Si am, > | 5] + 1, sustituyendo: 1 > 3 es Falso.
q = {32,23,22}.
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= Para u = ajag = 32, se obtiene m = 1, ya que es la posicién del digito mas grande tal que el valor
de a; # 0, a,, = 3. Verificamos cada desigualdad:
Sim < n —1, sustituyendo: 1 < 2 — 1 es Falso.
Si a,, < | %], sustituyendo: 3 < 2 es Falso.
Si am, > | &] 4 1, sustituyendo: 3 > 2+ 1 es Falso.
q = {23,22}.

= Para u = ajag = 23, se obtiene m = 1, ya que es la posicién del digito mas grande tal que el valor
de a; # 0, a,, = 2. Verificamos cada desigualdad:
Sim < n —1, sustituyendo: 1 < 2 — 1 es Falso.
Si a,, < | %], sustituyendo: 2 < 2 es Falso.
Si an, > | %] 41, sustituyendo: 2 > 2+ 1 es Falso.
q = {22}.

Solo queda revisar el nodo 22, en cual se agrego con una arista en color amarillo en la Figura 2.13

= Para u = ayag = 22, se obtiene m = 1, ya que es la posicién del digito mas grande tal que el valor
de a1 # 0, a,, = 2. Verificamos cada desigualdad:
Sim < n —1, sustituyendo: 1 < 2 — 1 es Falso.
Si a,, < | %], sustituyendo: 2 < 2 es Falso.

2
Si am, > | 5] 41, sustituyendo: 2 > 24 1 es Falso.

q=1}.

El algoritmo termina ya que q estd vacia; es decir, no quedan méas vértices que revisar y podemos veri-
ficar en la Figura 2.13 que el drbol contiene a todos los vértices del (2,4)—cubo.

Figura 2.13: Arbol generador
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2.4.2.

Ahora presentamos el segundo algoritmo para Difusién de la informacién, en éste se considera que en
la red cada vértice puede enviar o recibir la informacién de algin vecino, uno a la vez.

CAPITULO 2. LA RED (N, K)—CUBO

Difusion de la Informacion Multi-Puerto

Algoritmo 2 Difusién de la Informacién Multi-Puerto
El objetivo es lograr la difusién de informacién a toda la red desde el nodo 0 = 00---0.

Algoritmo 2 Difusién de la informacion

Entrada: gréfica (n,k)—cubo G, mensaje m
Salida: gréfica (n,k)—cubo G

vo=0=00---0 //Tomamos al vértice 0, este serd la raiz.

0=0---0¢
fori=0ak—1do
send(m,i)
end for //Al terminar todos los vértices, el ciclo de dimensién 0 tendrdn copia de m
return G

1. Comenzando desde el nodo 0 = 00 - - - 0, al pertenecer a un (n, k)—cubo Q¥ cada nodo est4 dentro

de k dimensiones, éste envia la informacién a través de ciclo de dimensién 0. Cuando este paso
termine, el sub-cubo 000% tiene una copia de la informacién.

. Cada nodo perteneciente al sub-cubo 000* envia una copia de la informacién a través del ciclo de
dimension 1.

. Cada vez que el sub-cubo de dimensién ¢ tenga la copia de la informacién, cada vértice envia la
informacién a través del cico de dimension 7 4+ 1 hasta que se utilice el ciclo de dimension k.

Teorema 2 La forma de difusién de la Informacién del Algoritmo 2 es éptima respecto al tiempo.

Demostracién: Tenemos dos casos, cuando k es par y cuando k es impar

= k es par

Suponiendo que el nodo 0 = (00 - - - 0) es el que comienza el algoritmo de difusién en el tiempo
t = 0 enviando a lo largo del ciclo de dimensién 0, avanzando en una direccién positiva, en
el tiempo ¢t = 1 el nodo (00--- 1) recibe el mensaje y envia una copia al nodo (00---2) en el
tiempo ¢ = 2; simultdneamente, en el ¢ = 2 el nodo 0 envia el mensaje al nodo (00--- (k—1))
en una direcciéon negativa, asi en el tiempo t = g la direccién que avanza alcanza el nodo
(00---0(%)) y la direccién que retrocede alcanza al nodo (00 - - - 0(%)—1),es decir, cada vértice
en el anillo 0 tendréd copia, debido al que ser k par g y g — 1 son adyacentes. Al tener n
dimensiones, que el mensaje llegue a todos los nodos toma tiempo n% que coincide con el
radio de la gréfica (n, k)—cubo QF cuando k es par, por lo que el Algoritmo 2 es 6ptimo.

k es impar

Usando el algoritmo con un puerto E/S, comenzando desde el vértice 0 en el tiempo t = 0,
mandard la informacién a través del ciclo 0 en un tiempo de Lg] el mensaje llega al vértice
(00---0(% —1)) avanzando en la direccién positiva y llega al nodo (00---0(% + 2)) avanzando

272 2T3
en la direccién negativa, la distancia de Lee entre estos dos nodos es 2, por lo que nos toma
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un tiempo de ¢ = f%} enviar el mensaje a través de una dimensién, al tener n dimensiones,

nos toma un total de n[%} enviar el mensaje en un QF, si bien usar un solo puerto no es

optimo, estd dentro de los n pasos del éptimo, por lo que es implementable.

Usando el algoritmo con un 2-puerto E/S, al tiempo ¢ = 0 el nodo 0)(00---0) comienza a
enviar el mensaje a los nodos (00---01) , (000(k—1)). En ¢t = [£] el mensaje es recibido por
el nodo (000(% — 3)) cuando avanza el direccién positiva, en direccién negativa el mensaje es
recibido por el vértice ((000(% + 3))), aplicando la distancia de Lee se tiene que estos nodos
son adyacentes, asi que se alcanzo a todos los nodos de la dimensién 0 con t = Lg], por lo

que toma n X L%J alcanzar a todos los vértices del Q¥ por lo que el Algoritmo 2 es éptimo

cuando k es impar.

Figura 2.14: (2,4)-cubo

Ejemplo 9 Utilizando el Algoritmo 2 ilustrar la forma en que funciona sobre el (3,4)—cubo Q3.

Lo ek [ ———

L
Paso 2 7 MR

B e el

Figura 2.15: Implementacién del Algoritmo 2 en (3,4)—cubo

En la Figura 2.15 el Algoritmo 2 comienza con el nodo 0 = 000 el cudl se muestra en amarillo.

El Paso 1 del Algoritmo 2, nos dice que enviara la informacién a través del ciclo 00 el cual se encuentra
en color azul en la Figura 2.15, con esto la informacién alcanza a los nodos 003, 001, 002.

El Paso 2 del Algoritmo 2, nos dice que cada nodo 003, 001, 002 enviara la informacion a través de su
ciclo correspondiente 0 * x. Con esto alcanzamos a todos los nodos de la componente 0 * *. En la Figura
2.15 las aristas usadas y los nodos alcanzados se muestran en rosa.

Por 1ltimo para el Paso 3 del Algoritmo 2, cada nodo de la componente 0 * x enviara la informacién a
través de su ciclo correspondiente a las siguientes componentes, con esto alcanzamos a todos los nodos
del (3,4)—cubo Q3. En la Figura 2.15 las aristas usadas y los nodos alcanzados se muestran en verde.
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2.4.3. Ruteo Dimensional

En una red (n,k)—cubo QF cuando se quiere enviar un mensaje del nodo z al nodo y se debe escoger
un camino por el cual se enviarad. Este proceso se le conoce como ruteo. En esta seccién mostramos
una aplicacién de la distancia de Lee al Ruteo dimensional en un (n, k)—cubo QF.

En la comunicacién de ruteo, el mensaje es dividido en pequefias unidades llamadas flits (Digitos de
control de flujo) las cuales viajan entre los nodos a través de chips de ruteo. Cada uno de estos chips
tiene un buffer de tamano predeterminado. Si el canal de comunicacién del siguiente chip esta libre, el
buffer en el ruteo esta desocupado, el flit es enviado a través del canal de comunicacién. Caso contra-
rio, si el canal del siguiente enrutador en el camino esta bloqueado, entonces el flit se almacena en su
ubicacién actual.

El flit que va a la cabeza es enviado a través de un canal de comunicacién, los restantes flits lo siguen
en modo pipeline. Si el flit que esta la cabeza es bloqueado debido a que el canal de comunicacién esta
bloqueada, los restantes flits también se bloquean. Una ventaja de este tipo de ruteo es que el tiempo de
envio del mensaje, depende menos de la longitud del camino. Una desventaja es que es mas susceptible
a puntos muertos ya que los flits podrian quedarse bloqueados.

Un Algoritmo de ruteo se dice que es determinista si la ruta seleccionada no depende de la condicién
de la ruta actual. Si la ruta escogida por el algoritmo entre dos nodos/vértices (el nodo origen y el
nodo destino) es la més corta posible, entonces se le conoce como minimo. Un algoritmo de ruteo es
dimensional si la ruta escogida toma el mensaje y lo envia cambiado de dimensiones.

Un algoritmo de ruteo dimensional que también es minimo para el (n, k)—cubo Q¥ puede ser construido
de manera natural usando la distancia de Lee.

Algoritmo 3 Ruteo Dimensional
Sea S un nodo con la etiqueta S = (8,,—18n—2 - - - S0) y D es el nodo con la etiqueta D = (d,,—1dp—2 - - - dp).
Suponemos que S quiere enviar un mensaje a D.

Podemos notar que en cada nodo la magnitud de |z;| se decrementa. Cuando |z;| = 0 el flit se borra de
la cabeza y el mensaje gira, moviéndose en dimensién ¢ + 1. El proceso es el mismo si z; es negativo a
excepcion de que el mensaje va desde el nodo (an—1an—2--a;---ag) al nodo (ap_1a,—9---a;—1---ap).
Las operaciones de suma y resta se realizan en mdd k. Finalmente, el mensaje es enrutado en orden
de su dimension, empezando desde la dimensién 0 y terminando con la dimensiéon n — 1. El ruteo de
informacién puede contener n flits en donde cada flit consiste en un signo (+ o —) y una magnitud
2| € {0,..,[%]}. Sea z = (z_1Zp_2 - 20), €l vector de desplazamiento en el que cada z; codifica la
informacién de ruteo para la dimension i. Es decir x; codifica tanto el indice como la magnitud.

Ejemplo 10 Sea el nodo S = (000) y D = (634) en Q7 si el nodo S quiere enviar un mensaje a D,
encontrar la trayectoria que se usara utilizando el Algoritmo 3 de Ruteo Dimensional.

Utilizando el Algoritmo 3 de Ruteo Dimensional primero encontramos el vector de desplazamiento.
Calculamos 5| =[Z] =3

Restamos digito a digito S — D

fgz(d2—82)=(6—0)26

fli(d1751)1(3*0):3

Lo = (do — so) = (4-0) =4

Para encontrar los valores del vector de desplazamiento, verificamos si ©; > Lg]
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Algoritmo 3 Ruteo Dimensional
Entrada: nodo S y nodo D
Salida: arreglo « //vector de desplazamiento

// Calculamos el vector de desplazamiento x
1: fori=0ak—1do
2: T, =d; — 8

3 if 2; < [£] then
: |z;| = x; //Tomamos el valor absoluto de
5:  else
6: —(Jk — )
7. end if
8: end for

// Mostramos la ruta dada por el vector x
9: fori=0ak—1do
10:  print s; +x; //FEste debe coincidir con el digito en la posicidn d;
11: end for
12: return p

|7 =6>3=> —(k—a2)=7—-6=-1

|71 =3<3= (d1) =3

‘f0| :4>3:>—(]€—Jf0)=7—4:—3

Asf encontramos al vector x = (—1, +3, —3), asi construimos la ruta:

000 — 600 — 610 — 620 — 630 — 636 — 635 — 63

Ejemplo 11 Sea el nodo S = (13436) y D = (02520) en QY si el nodo S quiere enviar un mensaje a
D, encuentre la trayectoria que se usara utilizando el Algoritmo 3 de Ruteo Dimensional.

Utilizando el Algoritmo 3 de Ruteo Dimensional primero encontramos el vector de desplazamiento.
Calculamos 5| =[1] =3

Restamos digito a digito S — D

f4 = (d4 - 84) (0 - 1) 6

T3 =(d3 —s3) = (2-3) = 6

Ty =(dz —s2) =(5—-4) =

Ty =(d1—s51)=(2-3)= 6

Zo = (do — s0) = (0 —6) =

Para encontrar los valores del vector de desplazamiento, verificamos si ©; > LgJ
|4 =6>3=>—(k—24)=7—-6=-1

‘.’EA3| :6>3:>—(k—f3):7—6:—1

‘SL’A2|:1§3=>(SUA2):1

‘f1|:6>3:>—(]€—.f1)=7—6:—1

7ol =1 <3 = (7p) =1

Asi encontramos al vector x = (=1, —1,+1, |, +1), asi construimos la ruta:

13436 — 03436 — 02436 — 0256 — 0256 — 02520
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2.5. Encajes

Debido a las propiedades topoldgicas del (n, k) —cubo, en esta seccién pretendemos mostrar como encajar
el (n, k)—cubo dentro de distintas estructuras como la malla o el hipercubo. Estos encajes en estructuras
nos serviran en el Capitulo 3 para encontrar mas facilmente los ciclos Hamiltonianos.

Definicién 18 Sea G y G2 dos gréaficas no dirigidas, ademds consideramos al conjunto Pg, el cual
contiene a todas las trayectorias en Go; es decir, (z1,z2, -+ ,2,) € Pg, si ; estd en V(G2) y la arista
(x4, x;41) pertenece al conjunto E(G2) para 1 < i < n. Decimos que el Encaje de G en Gs es el par
de funciones (fv, fg) donde: fy : V(G1) = V(G2) v fr : E(G1) = Pg,, que ademds preserva:

si (a,b) es arista de la grifica G; entonces f(a,b) = (x1,---x,) generé una trayectoria en Ga con

fla) =21y f(b) = zn.

2.5.1. Encaje en una Malla

Definicién 19 Se le conoce como K, x K, 1 X --- x Kj-malla a la topologia de interconexiones que
consiste en [[;; K; nodos.

Cada nodo es etiquetado con una etiqueta formada de n-digitos a,—1a,—2 - - - ag donde a; es un niimero
en base K;. Cada nodo esté conectado a 2n vértices. Sea A un vértice con etiqueta a,_1---a; - - - ag para
cada 0 < i < n, A estd conectado con el vértice que tiene la etiqueta a,_1---a; + 1---ag si a; < K;
y con el vértice que tiene la etiqueta a,_1---a; — 1---ag si a; > 0. El Cédigo Gray generado por el
Teorema 3 se puede usar para encajar mallas de ciertas dimensiones en un (n, k)—cubo QF.

Sea M una k™ x k"2 x - - x k"m-malla y sea Q un Q¥ en donde n = >-1v, ni. La siguiente construccién
muestra como encajar a M en Q.

Suponemos que cada dimensién i de M estd etiquetada con un numero en base k, el digito n; entre
0---k™ —1. Se re-etiqueta cada dimensién usando el Teorema 3 con su Cédigo de Gray correspondiente.
Cada vértice de M puede ser identificado como una m-tupla, las cuales en el i-ésimo vértice en la
i-ésima, dimension para 1 < ¢ < m. Si x es un vértice de M con etiqueta xy,xs---x,,, se define
folz) = x1,29,- -+, Ty, que es la concatenacién de las etiquetas x1, -+ , Tp,.

Si z y y son cualesquiera dos vértices adyacentes en M, entonces el resultado de las funciones f,(x) y
fu(y) son adyacentes en ). Para x y y adyacentes en M, sus etiquetas difieren solo en alguna dimensién
1. Como cada dimension esta etiquetada con un Codigo Gray. La distancia de Lee entre z y y en la
dimensién ¢ es uno Dy, (x,y) = 1. Por lo tanto Dy (f,(x), fu(y)) =1y x, y son adyacentes en Q.

Ejemplo 12 Encajar una malla en el (4,4)—cubo Qf.

Como k = 4 la malla tendra la siguiente estructura k™ x k™ x --- x k'. Para este ejemplo se utilizard
la forma de la malla k% x k2, lo cual cumple la definicién ya que 2+2=4 =k

Asf se tiene una malla de 16 x 16, donde cada lado tiene las etiquetas pertenecientes a Q3. En la Figura
2.16 se representa esta malla. El vértice coloreado de azul corresponde al vértice (21,11) = 2111 y los
vértices coloreados en rosa corresponden a (20,11) = 2011, (21,10) = 2110, (21,12) = 2112, (22,10) =
2210 si se aplica la distancia de Lee entre estos vértices:

D (2111,2011) = W(2111 —2011) =1 Dy (2111,2110) = W (2111 — 2110) =1

Dy (2111,2112) = W(2111 — 2112) = 1 D;(2111,2210) = W(2111 — 2210) = 1

En la Figura B se aplica el cédigo Gray a Q} y después se encaja en una malla, tomando el vértice
2111 = 2310, si aplicamos la distancia de Lee a sus vecinos:

Dy, (2310,2210) = W(2310 — 2210) =1 D(2310,2313) = W (2310 — 2313) =1

D (2310,2010) = W (2310 — 2010) =1 Dp(2310,2311) = W (2310 — 2311) =1

Por lo que se llega a la conclusién de que también se puede encajar a Q7 después de aplicar un Cédigo
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Gray y conservara las propiedades de la distancia de Lee.

wooe @ 93 1 1 12 13 2 A 22 3 W 3 2 33 o @1 @ e 13 0 1 12 22 23 2w A 31 32 @[ 0

e
< %%%
s

Figura 2.16: Encaje Qf en 4% x 42—malla
La forma anterior de encajar a @} en una malla no es tinica, otra alternativa es encajar lo en una
43 x 4'—malla. En la Figura 2.17 se muestra como se verian el punto 2111 y sus vértices vecinos.

ooo ool 1o 111 200 332 333

o o0 0 o—| oo—Q— 0o AQ—Q
1 coo — — o0
2 oS00 o o— — o200
3 o0 o o— — Qoo

Figura 2.17: Encaje Qf en 4% x 4! —malla

2.5.2. Encaje en Hipercubos

Como sabemos, un hipercubo es el caso particular de un (n,k)—cubo en el que k = 2. Esta sub-
seccién presenta los elementos que permiten encajar a un hipercubo @, o (n,2)—cubo dentro de un
(n, %4)—cubo Q‘%.

Comenzaremos con el siguiente resultado el cual nos indica como encajar a Q.

Lema 2 Sea f:(0,1)2 — (0,1,2,3) en donde f(00) =0, f(01) =1, f(10) = 3 y f(11) = 2, entonces f
mapea los dos digitos del Cédigo Gray reflexivo en un tnico digito en base 4 perteneciente al Cddigo
Gray de base 4.

Demostracién: Sea D= {00, 01, 10,11} el dominio de la funcién f. Tomando los vértices u, v € D tales
que su distancia de Lee sea igual a 1 tenemos:

D1,(00,01) = W, (00— 01) = 1
D (01,11) = W, (01 — 10) =
D (10,11) = W, (10 — 11) =
D1(00,10) = W, (00 — 11) =
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al aplicar la funcién f al dominio estas quedan de la siguiente forma:

DL( (00), £(01)) = D, (0,1) = WL(0 — 1) = min{3,1} =1

Dp(f(01), f(11)) = D(1,2) = W (3 — 1) = min{1,3} =1

Dr(f(10), f(11)) = Dr(3,2) = Wr(3 — 2) = min{1,3} =1

Dr(f(00), f(10)) = Dr(0,3) = W, (0 — 3) = min{1,3} = 1

Por lo que la funcién f preserva las propiedades de la Distancia de Lee, es decir D, (f(u), f(v)) = 1.

Lema 3 Sea H un hipercubo de dimensién n = 2d y sea K un (d,4)—cubo Qfl.

Sea u = (agqa24—1---a1) y v = (bagbag—1---b1) los vértices de H y sean v’ = (a,a,_,---a}) y v =
(b0l - - DY) los vértices de K.

Sea f, = (v') donde a} = f(az;a2;—1) en donde f es la funcién definida en el Lema 2 y sea fg(u,v) =
(u',v") = (fu(w), fr(v)). Entonces el par (f,, fg) encaja a H en K.

Demostracion: Podemos observar que H y K tienen el mismo nimero de vértices, debido a que
44 = 224, La funcién f, mapea los nodos de H a K, se mostraré que el par (f,, fg) es un encaje
mostrando que los nodos adyacentes en H también son adyacentes en K.

Sean u,v € H, tales que son adyacentes, esto implica que difieren en algin digito j de sus etique-
tas, para 1 < j < 2d. Sin pérdida de generalidad, sea j = 2p, se tiene que:

Dr(ajaj—1,bjbj—1) = Dr(aja;-1,a;a;-1) = 1,
utilizando el Lema 2 se tiene que Dr(f(aja;-1), f(@ja;-1)) = Dr(ay,b,) = 1. Pero como u' y v’
s6lo difieren en la posicién p, esto implica que Dy, (u',v") = 1 por lo que podemos concluir que son
adyacentes en K.

Corolario 1 Sea H un hipercubo de dimensién 2d — 1 Q3, ; y sea K un ij. Usando la notacion del
Lema 3 con f,(u) = u' donde:

3

’ {f(Oagi_l) sii=d

a; =
flagiagi—1) sil<i<d
el par (f,, fr) encaja a H en K.

Demostracion: Retomando la demostracién anterior del Lema 3, como la dimensién de H es 2d — 1,
el ndmero de vértices que contiene H es 229~ 1o cual es menor al nimero de vértices de k que es
4d, sean u,v vértices adyacentes en H, asi que difieren en algin digito de sus etiquetadas, sea esta
posicién j = 2p, para 1 < j < 2d — 1, por el lema anterior ya vimos que este caso si se cumple.
Asi que sélo nos falta verificar el caso cuando ¢ = d, al cual sélo agregaremos el 0, por lo que
DL(O,ad) = DL(O,G,&) =1.

A partir de los Lemas 2 y 3 y el Corolario 1 presentamos cémo encajar un hipercubo ()24 en un
Q?m. Sea (anan—1---a1) la etiqueta del vértice x, si n es impar, volvemos a etiquetar a a como
2

x = (0anan_1---a1), asi el vértice z’ de Q%%T tendrd la etiqueta 2’ = (bjbj_1---b1) en donde j = [§]
y b; = f(agia2i—1) con 1 <4 < j, la funcién f se definié en el Lema 2.

Ejemplo 13 Encajar el hipercubo de 3—dimensién Q3 en Q3.

Primero tomemos las etiquetas de Q3, las cuales son el dominio de la funcién f.

D = {000, 001,010,011, 100, 101,110,111} al ser n ntimero impar se antepone un 0 a todas las etiquetas.
D = {0000, 0001, 0010,0011,0100,0101,0110,0111}, para cada vértice aplicamos el Lema 2 y obtenemos:
f(azazaiao) = (f(azaz)f(a1ao))

0000 = £(00)f(00) = 00 0100 = f(01)£(00) = 10
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0001 = £(00)£(01) = 01 0101 = £(01)£(01) = 11
0010 = £(00)f(10) = 03 0110 = f(01)£(10) = 13
0011 = £(00)f(11) = 02 0111 = f(01)f(11) = 12

Figura 2.18: Encaje de Q3 en Q3

Ejemplo 14 Encajar el hipercubo de 4—dimensién Q% en Q3.
El dominio de la funcién f es D = {0000, 0001, 0010,0011,0100,0101,0110,0111, 1000, 1001,
1010,1011,1100,1101,1110,1111}, al ser n = 4 un nimero par aplicamos la funcién directamente:

flasazaiag) = (f(asaz)f(arao))

0000 = f(00)f(00) = 00 1000 = £(10)f(00) = 30
0010 = f(00) f(10) = 03 1001 = £(10)f(01) = 31
0011 = f(00)f(11) =02 1010 = £(10) f(10) =33
0100 = f(01) f(00) = 10 1011 = f(10)f(11) = 32
0101 = f(01)f(01) =11 1100 = f(11)f(00) = 20
0110 = f(01)f(10) =13 1101 = f(11)f(01) = 21
0111 = f(01)f(11) =12 1110 = f(11)f(10) = 23
0001 = f(00)f(01) =01 1111 = f(11)f(11) = 22
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Capitulo 3

Ciclos Hamiltonianos en los
(n, k)—cubos

Al final del capitulo anterior dimos una introduccién a los encajes, este tema es de gran importancia, ya
que este capitulo, estudiaremos los encajes en ciclos. En esta seccion nos referiremos a los ciclos como
la red de interconexion anillo para mayor facilidad.

Recordemos dos conceptos importantes de la Teoria de Graficas sobre trayectorias.
Sea G = (V, E) una gréfica cualquiera y sean u,v € V(G) dos vértices de G.

= Trayectoria Hamiltoniana: Una uv—trayectoria es Hamiltoniana si pasa por todos los vértices
de G.

= Un ciclo Hamiltoniano es un ciclo que contiene a todos los vértices de G.

El propésito de encajar al (n, k)—cubo en un ciclo es debido a que si encajamos la grafica (n, k)—cubo
sobre el ciclo tendriamos un ciclo Hamiltoniano, lo cual nos permite encontrar una forma de recorrer al
(n, k)—cubo pasando por todos los vértices exactamente una vez.

En la primera seccién del capitulo veremos que al encontrar un Cédigo Gray éste nos genera un ciclo
Hamiltoniano. En las siguientes secciones se presentan diversas funciones para encajar a Q* en un ciclo,
estas funciones al ser diferentes generan ciclos Hamiltonianos distintos, pueden tener o no aristas en
comun, estas funciones son propuestas en el articulo Lee Distance and Topological Properties of k-ary
n-cubes de Bella Bose y Bob Groeg]6].

Debido a que existen diversas funciones nos interesard saber cuidntos Cédigos Gray ajenos por aristas
podemos encajar en un (n, k)—cubo. Para tener un ciclo Hamiltoniano de n vértices necesitarfamos n
aristas, el (n, k)—cubo esta formado por k™ vértices, por lo que necesitamos k™ aristas para formar un
ciclo Hamiltoniano dentro de él, ademds k™ < |E(G)| por lo que pensarfamos que podemos encontrar
més de un ciclo Hamiltoniano. Mostraremos algunas funciones que generan estos ciclos dependiendo
de los valores de n y k utilizando las funciones propuestas por el articulo Edge Disjoint Hamiltonian
Cycles in k-Ary n-Cubes and Hypercubes de Weizhen Mao y Bella Bose[3].

Iustramos algunos términos y resultados, sobre ejemplares pequetios del (n, k)—cubo, con el fin de que
los conceptos queden mejor explicados.
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3.1. Cébdigos Gray para los (n, k)—cubos

En la Seccién 1.3 presentamos la forma de generar ciclos Hamiltonianos para un hipercubo @, usando
codigos Gray en base 2, nos ayudaremos de esta idea de construccién para generalizar estos cédigos a
base k.

En la parte de construccién del (n, k)—cubo, en la Seccién 2.1, observamos que cada vértice esta dentro
de n ciclos de k vértices cada uno. Cada ciclo representa una sucesién de ntimeros en base k, por lo que
la longitud de las etiquetas es igual a n y si dos etiquetas son consecutivas sélo difieren en un digito;
esto significa que los respectivos nodos son vecinos. Las sucesiones en base k que cumplen con estas
propiedades se conocen como Cédigos Gray GF, algunas veces se abreviaran como G. Generalizar para
k va a depender de la paridad de k; es decir, si k es par o impar, para ello vamos a establecer nueva
notacién.

Definicién 20 Sea A =0,1,2,--- ,k — 1 una secuencia de vértices vecinos entre ellos:

1. Denotamos por (A)_1 como la secuencia A en orden inverso; es decir,

(A t=k—-1,k—2,---,1,0.

2. Denotamos por (A)* a la secuencia que resulta de traer al inicio al tltimo elemento de A por

lo que los elementos de A se recorren una posicién a la derecha; es decir, el primer elemento de

A pasa a ser el segundo, el segundo elemento de A pasa a ser el tercero y asi sucesivamente:

(A) =k —1,0,1,2,--- ,k — 2. Podemos notar que si aplicamos ((A")---)" =0,1,2,--- ,k —1
—_———

)

k veces
entonces volvemos a tener a A.

Definicién 21 Generalizacién Cédigo Gray, base k = 2p, para p € N

= Caso Base: n = 1 tendremos k digitos 0,1,2,....k — 1
glz{ov ]-7 23 [RX3) k— 1}

= Paso Recursivo: Para algin n, n € N, se define de la siguiente forma:
gn:{o gn—la 1(gn—1)_17 2gn—17 3(gn—1)_17 e ak - l(gn—l)_l}
Es decir, cuando el prefijo sea un niimero impar usaremos (G, _1) !, la secuencia en orden inverso;
y si es par el prefijo usamos G,,_1.

Definiciéon 22 Generalizacién Cédigo Gray, base k = 2p + 1, para p € N

= Caso Base: n = 1 tendremos k digitos 0,1,2,....k —1
g1:{071a27"' aki 1}

= Paso Recursivo: Para algin n, n € N, se define de la siguiente forma:

Gn={0 (Gn-1), LGn-1)", 2((Gn-1)")", 3 ((Gn-1))")", -+ k=1 (((Gn-1)") - )"}
2 3 k—1

Ejemplo 15 Sea k = 3 en un (n, k)—cubo vamos a encontrar los Cdédigos Gray cuando n vale 1,2, 3:

= Paran=1 G ={0,1,2}
Este es el primer ciclo y el mas simple.
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= Paran =2 Primero copiamos a 0(G;) = 00,01, 02
Luego aplicamos (G,—1)! =2, 0, 1y nos queda 1(G,_1)" =12,10,11
Por tltimo, aplicamos ((Gn,—1)")" =1,2,0 y nos queda 2(G,,_1)" = 21, 22, 20.
G = {00,01,02,12,10, 11, 21, 22, 20}

= Paran =3 Primero copiamos a 0(G2) = 000, 001, 002,012,010, 011, 021,022,020
Luego aplicamos (G2)? = 20,21,22, 02,00,01, 11,12,10 por lo que
1(Go)t = 122,121,120, 110,111, 112, 120, 121, 122
Por tltimo, aplicamos ((G,_1)")* = 10,11,12, 22,20,21, 01,02,00 por lo que
2((Gn_1)!)t = 210,211, 212, 222, 220, 221, 201, 202, 200

G = {000,001, 002,012,010, 011, 021, 022, 020
120, 121,122,102, 100, 101, 111, 112, 110

210,211, 212, 222, 220, 221,201, 202, 200}

Para un (n,3) — cubo, en la Figura 3.1 se muestra como se verfa, variando la n desde 1 hasta 3. Al
ser estos codigos circulares, en cada circulo deben estar el niimero total de vértices. En el circulo mas
pequeno se encuentra el caso del (1,3)—cubo en el cual sus etiquetas se definieron como 0,1,2.

En el circulo de en medio se puede observar el (2,3)—cubo y en el dltimo circulo tenemos el (3, 3)—cubo.

H O ()
230
=

Figura 3.1: El Cédigo Gray para K=3

Ejemplo 16 Sea k =4 en un (n, k)—cubo vamos a encontrar los Cédigos Gray cuando n vale 1,2, 3:

» Paran=1 G ={0,1,2,3}
Este es el primer ciclo y el mas simple.
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s Paran =2 Primero copiamos a 0(G;) = 00,01, 02, 03.
Aplicamos (G1)~! = 3,2,1,0, nos queda:
1(Gy_1)t = 13,12,11,10
Aplicamos 2(G;)~! = 20,21, 22, 23.
Por tltimo, aplicamos (G;)~! = 3,2,1,0 nos queda: 1(Gg,)~! = 33,32, 31,30
G = {00,01,02,03,13,12, 11, 10, 20, 21, 22, 23, 33, 32, 31, 30}

s Paran =3 Primero tenemos:
0(G2) = 000,001,002, 003,013,012,011,010, 020,021,022, 023, 033, 032, 031, 030.
Aplicamos (G2)~1 = 30, 31,32, 33,23,22,21,20,10, 11, 12, 13,03,02,01, 00
por lo que:
1(G2)t = 130,131,132,133, 123,122,121, 120,110,111, 112,113,103, 102, 101, 100.
Aplicamos 2(G,) = 200, 201, 202,203, 213,212,211, 210, 220, 221, 222, 223,
233,232,231, 230.
Por tltimo, (G2)~! = 30, 31, 32, 33, 23, 22, 21, 20, 10, 11, 12, 13, 03, 02, 01, 00,
por lo que:
2(G2) ™! = 330,331,332, 333, 323, 322, 321, 320, 310, 311, 312, 313, 303, 302, 301, 300

G = {000,001, 002,003, 013,012,011, 010, 020, 021, 022, 023, 033, 032, 031, 030
130,131, 132, 133, 123, 122, 121, 120, 110, 111, 112, 113, 103, 102, 101, 100
200, 201, 202, 203, 213,212, 211, 210, 220, 221, 222, 223, 233, 232, 231, 230

330,331, 332, 333, 323, 322, 321, 320, 310, 311, 312, 313, 303, 302, 301, 300}

Lema 4 Sean n y k dos enteros y sea G¥ un Cédigo Gray en un (n, k)—cubo, entonces G¥ genera un
ciclo Hamiltoniano H en el (n, k)—cubo.

Demostracién: Para demostrar que el Cédigo Gray G de un (n, k)—cubo es un ciclo Hamiltoniano H
en el (n, k)—cubo, tenemos que probar dos cosas: primero, recorre a cada vértice del (n, k)—cubo
exactamente una vez y, segundo, empieza en el lugar que termina.

= Primero vamos a demostrar que pasamos por todos los vértices exactamente una vez. Como
sabemos un (n, k)—cubo lo podemos visualizar como QF ; x Cy; es decir, al (n, k)—cubo por
el ciclo de orden k, esto nos da k copias del (n — 1, k)—cubo, cada copia contiene los mismos
vértices y utilizando la Definicién 21 o 22 dependiendo de k se anteponen un ntmero ¢ con
i=0,1,--- ,k — 1 asf que tenemos k * k"' = k™ vértices y ninguno lo tenemos repetido ya
que tienen un numero prefijo diferente.

= Por la definicion de Cédigo Gray sabemos que entre dos nimeros de él hay un bit de dife-
rencia; es decir, si ¢g; y ¢;11 existen en G, la arista (g;, g;+1) existe en el conjunto de aristas
del (n.k)—cubo, s6lo nos fijaremos en el primer y tltimo nimero de G para garantizar que
exista la aristas, tenemos dos casos:

1. k es par, para este caso se utilizo (G,_1)~!, pensaremos en el caso de hipercubo donde
s6lo se tomaba la inversa de el elemento k — 1(G,,_1) ! es la reversa de 0(G,_1)~* por
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lo que k — 1(G,—1)~! termina con el nimero k — 1(00---0) y 0(G,—1)~" empieza con
la etiqueta 0(00.- - -0), por lo que sélo difiere el prefijo kK — 1 y 0 asi que hay una arista
entre ellos.

2. k es impar, utilizamos la Definicion 22, ademéas sabemos que:
(A ) ={0,1,2,--- k—1}=Ay ((A")-- ) ={1,2--- ,k—1,0}
—_— —_—

k veces k—1 veces
por lo que unicamente va a cambiar el digito que se anteponga.

De lo anterior es facil ver que el cdédigo Gray G genera el ciclo Hamiltoniano H; es decir, si tenemos
un ciclo Hamiltoniano H hay un cdédigo Gray G que lo genera.

3.2. Encaje en Ciclos/Anillos

Hemos revisado una forma general e intuitiva de generalizar los Cédigos Gray en la Seccién pasada;
ademads, en el primer capitulo se definié formalmente a los anillos también conocidos como ciclos, por
lo que deduciremos los siguientes teoremas.

A partir de este momento, nos referiremos a los vértices o nodos de un (n, k)—cubo por sus etiquetas
las cuales estén formadas por cadenas (nimeros) de n digitos en base k. Es decir, la etiqueta de un
vértice A es A = (ap—1an—2--aiap), donde cada a; estd en base k.

Sea A[A1, Az, - -+ A,] una secuencia de vértices (etiquetas) que forman un anillo en un (n, k)—cubo.
Ya que la distancia de Lee entre dos etiquetas sucesivas (vértices vecinos) debe ser uno, entonces esta
secuencia de vértices forma un Cddigo Gray, por la Definiciéon 11. Si ademads, » = k™ entonces el anillo
forma un ciclo Hamiltoniano. Esto sugiere que al generar un ciclo Hamiltoniano se construye un c6digo
Gray y viceversa. El siguiente resultado presenta un método para construir un cédigo Gray para k, con
k>1.

Teorema 3 Sea la grafica (n,k)—cubo y A un vértice de él, dada la funcién f = {0,---  k—1}" —
{07... ,k—l}ny
f={0,---  k—1}"—={0,--- ,k —1}" definida de la siguiente forma:
flan—1an_2---a1a0) = an_1(an_2 —an_1)---(ap —a1) y
Si S es una secuencia de etiquetas de longitud n en base k de un nodo de la grafica (n, k)—cubo, donde:
S=((00---00),(00---01),---,(00---0(k — 1)),
(00-10), (k= 1)(k = 1) (k= 1)(k = 1))
al aplica la funcién f a S, obtenemos un ciclo Hamiltoniano
G = (f(00---00), f(00..,01),---, f(00---0(k —1))f(00---10),---, f((k = 1)(k = 1)--- f(k = 1)(k = 1)))

el cual es un Cédigo Gray.

Demostracion: Sea la gréfica (n,k)—cubo y sean A = ap_1ap_2---agy B = by_1by_o---by dos
vértices del (n,k)—cubo donde B = (A + 1) méd k™; es decir, A y B son vecinos. Consideramos
a m como la posicién del primer digito desde la izquierda en que la etiqueta de A difiere e B,
tenemos divididos a las etiquetas de los vértices A y B de la siguiente forma:
A=lan—1an-2" " Qmy1) am [(k—=1)---(k—1)]
B =[ap—1an-2" " Gmi1] am + 1 [00---0]

Observamos que las subsecuencias entre corchetes podrian no existir, debido a que la posicion del
primer digito en diferir se puede encontrar en cualquier lugar del ciclo. Aplicando f al ciclo A
obtenemos:
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f(A) = [xnfl‘ran T xm+1] LT, [xmflo T 0}

en donde z,,_1 = an,_1

x; = (a; — amy1 méd k) parai=n—2---m—+1

T = Qm — Gmpt1 MOd k

Tm—1 = ((k—1) —am) moéd k

y aplicando la funcién f a B:

f(B) = [Tn-1Zn—2" " Tmi1] Ym [Ym—10---0]

en donde:

Ym = (@m +1) —ame1 méd k= (x,, +1) méd k

Ym—1=0—(am+1)=(k—1—ay) méd k = x,,_1

De lo anterior vemos que f(A) y f(B) difieren en el m—ésimo digito sélo si D (f(A4), f(B)) =1,
asi que si la secuencia S posee todos los vértices del (n, k)—cubo este c6digo Gray genera un ciclo
Hamiltoniano.

En la Figura 3.2 se muestra como se aplica la funcién f.

F ANy

Figura 3.2: Funcién f

Por otro lado la funcién f = {0,--- ,k —1}" — {0,--- ,k — 1}" definida de forma

f(an_lan_g...ao) = ap—1(tn-1 — ap—2)(an—2 — an—3)...(a1 — ag) también genera un cédigo Gray. La
prueba es andloga a la del Teorema 3. _

A continuacién mostraremos un ejemplo de cémo se aplican las funciones f y f.

Ejemplo 17 Sea el (2,4)—cubo (Q3), encontrar el ciclo Hamiltoniano generado por las funciones f y

f. Se toman todas las etiquetas de Q3 por orden en cada componente.
S =(00,01,02,03,10,11, 12,13, 20, 21, 22, 23, 30, 31, 32, 33). Primero mostramos en las columnas uno y
tres los elementos de S y en las columnas dos y cuatro como se ven cada ajag al aplicarles la funcién f.

aiap flarag) = ai(ao — a1) aiag flarag) = ai(ao — a1)
00 0(0—-0)=00 20 2(0-2) =22
01 0(1-0)=01 21 2(1-2)=23
02 0(2—-0)=02 22 2(2-2)=20
03 0(3—0)=03 23 23—-2)=21
10 1(0—-1)=13 30 3(0-3)=31
11 1(1-1)=10 31 3(1-3)=32
12 1(2-1)=11 32 3(2—-3)=33
13 13-1) =12 33 3(3—3)=30

Ahora aplicaremos la funcién f, como en la funcién f, en las columnas uno y tres los elementos de S y
en las columnas dos y cuatro como se ven cada ajag al aplicarles la funcién f.
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Figura 3.3: Funcién f y funcién f

ai1ao f(alao) = al(al - ao) aiao f(alao) = al(al - ao)
00 0(0 — O) =00 20 2(2 — 0) =22
01 O(O — 1) =03 21 2(2 — 1) =21
02 0(0 — 2) =02 22 2(2 — 2) =20
03 0(0—3) =01 23 2(2 —3) =23
10 1(1-0)=11 30 3(3-0) =33
11 1(1—1):10 31 3(3—1)232
12 1(1—2) =13 32 3(3—2) =31
13 1(1-3) =12 33 3(3—3) =30

En la Figura 3.3 la gréfica A muestra el ciclo Hamiltoniano generado por la funcién f y la gréifica B
muestra el ciclo Hamiltoniano generado por la funciéon f

Para la funcién f, descrita en el Teorema 3 podemos encontrar la funcién inversa, esta funcion también
genera un cédigo Gray.

Consideramos la gréfica (n, k)—cubo para n, k dos enteros, y sea la funcién f presentada en el Teorema
3, podemos encontrarla funcién inversa de f: f~! y la funcién f* que también genera un cédigo Gray
de la siguiente forma:

1. Para encontrar inversa de f, sea R = r,_17,_2...rp un numero de n digitos en base k y sea
G = gn—1gn—2...90 €l cddigo Gray generado por la funcién f, G = f(R), entonces podemos encon-
trar la R = f~Y(G) con 7,1 = gn_1:

n—1
en donde r; = (r;41 +¢;) méd k = Z gi | méd k
j=1
parati=n—2,n—3,...,0
Esto debido a que f(r;) = ¢g; = 7i — rit1
Por lo que

T =Tip1 + i
= (Tit2 + gi+1) + i
(3.1)

=Tn-1+gn-2+ " +g
=Ggn-1tGn—2+--+gi
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2. Ahora presentamos la funcién f*, esta funcién presenta la propiedades de reflexividad.
Sea n = 2m para algin entero m y sea S = (Go,G1, - ,Gp_1) una secuencia generada por un
c6digo Gray de longitud n.
La secuencia S es reflexiva si D (G, Gp—1—;) = 1 parai=0,1,....m — 1.
La secuencia S es reflexiva por bloques de longitud k* si es posible dividir a S en k' bloques
By, B1,-- -, Bpn—i_y, tal que cada B; tiene longitud k* y los bloques adyacentes son reflexivos.
Esto quiere decir que el bloque Bj = (G, Gjkit1,- - »Gjpiyri—1) para j =0, kMt =1y la
secuencia (B, By) en donde Dy (x,y) =1 es reflexiva.
Si la secuencia S es reflexiva por bloques de longitud k* pero la secuencia (Bg, Byn—i_1) 10 es
reflexiva, entonces se dice que S es parcialmente refleziva por bloques de longitud k.
Sea R =r,_17p_2...7o un nimero en base k y sea G = g, _1gn—2---go €l cédigo Gray generado por
la funcién f*, f* esta definida de la siguiente forma:
G = f*(R) donde ¢g,_1 =r,—1 y parai =n —2,...,0 se tienen dos casos:

s Sik es par:
T si 741 es par
gi = . .
k—1—1mr; sir;;1 esimpar
n—1
: : . r_ .
= Si k es impar, sea ' = E Ty
j=i+1
T si 1’ es par
gi = .y .
k—1—mr; sir’ esimpar
De lo anterior concluimos que si tenemos a S = [Rg, Ry, -+, Rgn—1] una secuencia de etiquetas de n

digitos en base k y sea S = (Go,G1, -+ ,Gin—1) donde G; = f(R;) para 0 < i < k™ — 1. Si k es par,
entonces S’ forma un ciclo Hamiltoniano. Sin embargo, si k es impar, entonces S’ forma una trayectoria
Hamiltoniana.

Ademds, si k = 2 0 k = 4 se tiene que S’ es reflexiva. En otra caso, S’ es reflexiva por bloque, para
bloques de longitud k, k2,--- , k"' cuando k es par; y se tiene que si S’ es parcialmente reflexiva por
bloques cuando k es impar.

Ejemplificaremos cémo obtener f* y f~1.

Ejemplo 18 Utilizando la grafica (2,4)—cubo del Ejemplo 2.1, aplicar la funcién f*.

Teniendo k =4 y n = 2, se aplica el caso de k par, asi gy = r; y para r( si agregamos uno se tiene que
ro +1 = ry al ser las operaciones en médulo k.

Se mostrard paso a paso cada componente.

Para la componente 00, 01, 02, 03 tenemos que 7o+ 1 = r; = 0, el cual es niimero par por lo que gg = 7¢:

g(
g(0
g9(02
g(0

Para la componente 10,11,12,13 tenemos que 79 + 1 = r; = 1, el cual es nimero impar por lo que
go = 4—1-— it
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g(10) =1(4—1-0)=13
g(1l) =1(4—1—-1) =12
g(12) =14 —1-2) =11
g(13) =1(4—1-3)=10

g(20) =20
g(21) = 21
9(22) = 22
9(23) =23

Para la componente 30,31,32,33 tenemos que 79 + 1 = r; = 3, el cual es nimero impar por lo que
go = 4—1— it

9(30) =3(4—1-0)=33
g(31)=3(4—1-1)=32
9(32) =3(4—1-2) =31
9(33) =3(4—1-3)=30

Mostramos los resultados obtenidos de los pasos anteriores y en la Figura 3.4 observamos el ciclo Ha-
miltoniano generado por f*.

a1ag f*(a1a0) a1ag [*(arao)
00 00 20 20
01 01 21 21
02 02 22 22
03 03 23 23
10 13 30 33
11 12 31 32
12 11 32 31
13 10 33 30

Figura 3.4: Funcién f*

Ejemplo 19 Utilizando la grafica (2,4)—cubo, aplicar la funcién inversa f~! al Cédigo Gray obtenido
en el Ejemplo 2.1, mostrando que al aplicar f~! se obtendra la secuencia original.
Para ry = g1 y para ro = (r1 + go)-
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9190 f7Hg190) = 91(r1 + 90) 9190 71 (g190) = g1(r1 + 90)
00 0(0 +0) =00 22 2(242) = 20
01 0(0+1) =01 23 2(2+3) =21
02 0(0 +2) = 02 20 2(2+0) = 22
03 0(0 +3) =03 21 2(2+1) =23
13 1(1+3)=10 31 3(3+1) =30
10 1(1+0) =11 32 3(342) =31
11 (1+1) =12 33 3(3+3) =32
12 1(1+2)=13 30 3(3+0) =33

Ejemplo 20 Sea el (3,4)—cubo Q3 aplicar la funcién f* para encontrar el ciclo Hamiltoniano.

R f*(R) R f*(R) R f*(R) R f*(R)
000 000 100 130 200 200 300 330
001 001 101 131 201 201 301 331
002 002 102 132 202 202 302 332
003 003 103 133 203 203 303 333
010 013 110 123 210 213 310 323
011 012 111 122 211 212 311 322
012 011 112 121 212 211 312 321
013 010 113 120 213 210 313 320
020 020 120 110 220 220 320 310
021 021 121 111 221 221 321 311
022 022 122 112 222 222 322 312
023 023 123 113 223 223 323 313
030 033 130 103 230 233 330 303
031 032 131 102 231 232 331 302
032 031 132 101 232 231 332 301
033 030 133 100 233 230 333 300

3.3. Ciclos Hamiltonianos Ajenos por Aristas

En los ejemplos de la Seccién 3.2 mostramos cémo construir ciclos Hamiltonianos a partir de los cédigos
Gray, algunos ejemplos comparten aristas, sin embargo en el Ejemplo 17 vemos que las funciones f y f no
poseen aristas en comin; es decir, estas funciones generan trayectorias ajenas por aristas. Sin embargo,
observando a la funciéon f*, comparte aristas tanto con la funcién f y con la funcién f. Intuitivamente
esto nos muestra que podriamos encajar diferentes ciclos Hamiltonianos en un (n, k)—cubos.

Definicién 23 Dos Cédigos Gray G; y G2 en la grifica (n, k)—cubo son ajenos por aristas si para
toda arista (x,y) € G1 no pertenece a Gy o (z,y) € G2 no pertenece a Gj.

Intuitivamente, si la gréfica (n,k)—cubo QF es 2n—regular podriamos pensar que podemos encontrar
n ciclos Hamiltonianos ajenos por aristas, esto es cierto para k > 3 y para k = 2 podemos encontrar
| 5 J; sin embargo, encontrar estos ciclos no es trivial. En lo que resta de la seccién se mostraran algunos
ejemplos de como construir los ciclos Hamiltonianos ajenos por aristas.
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Teorema 4 La cantidad de cédigos Gray independientes dentro de la gréfica (n, k)—cubo Q¥ es equi-
valente a la cantidad de ciclos Hamiltonianos ajenos por aristas en un (n,k)—cubo QF para k con
k> 3.

Demostracién: Tomaremos la idea del Lema 4 de la Seccién 3.1, el cual indica que cada Cédigo Gray
genera un ciclo Hamiltoniano y veremos que los ciclos Hamiltonianos generados son ajenos dos a
dos.

Un cédigo Gray de la grafica (n, k)—cubo consiste en k™ vértices cuyas etiquetas tienen longitud n
en base k, si dos cédigos Gray independientes G; y G2 cada uno genera los ciclos Hamiltonianos H;
y Hs, respectivamente, sean u = (z,—1,Zpn—2. " T1,20) Y 0 = (Tp_1,Tn—2.- - T1, o) dos vértices
adyacentes dentro de Gy esto implica que Dy (u,v) = 1 por lo que la arista (u,v) € Hy, como G;
y G2 son independientes dentro de G, los vértices u y v no son adyacentes, asi que la arista (u,v)
no pertenece a Ho. Como tomamos una arista cualquiera, nos sirve para todas las aristas de Gy.

Definicién 24 Sea X = (x,,_1, %, 2, 7o) un vértice dentro del Cédigo Gray G¥ del (n, k)—cubo, deno-
tamos por (X;G¥1) a los digitos de tamaiio n; en base k; del vértice z; es decir, hicimos una transfor-
macién de los vértices del Cédigo Gray G que estan en base k con longitud n a otro Cédigo Gray g,’g
que estd en base ki y tiene longitud n;.

Ejemplo 21 Sea x = (2443) € G}, el cual es un vértice donde cada niimero estd en base 5 y tiene
longitud 4. Encontraremos a (X;G3°).

Como vamos a pasar a  a dimensién 2, separamos a = en dos partes 24 y 43, los cuales estan en base
10. También podemos notar que 25 = 5%;

Para 24 : 2+ 5' +4%50 = 10+ 4 = 14, Para 43 : 4«5 + 3 % 5° = 20+ 3 = 23. De lo anterior
(X;G35) = (14,23).

Definicién 25 Sea x = (x,,—1, Tn_2,To) un vértice dentro del Cédigo Gray Gfb, la funcién h; con:

hi(z) : GE — G% para 0 <i < n — 1 es un automorfismo (mapeo), el cual nos dara otro Cédigo Gray.
Ast H;(QF) para 0 < i <n — 1 corresponde al ciclo Hamiltoniano de cada funcién h;.

La forma de encontrar las funciones h; varia de acuerdo a quien sea n y k. Para ello mostraremos
algunos casos de tales funciones.

3.4. Ciclos Hamiltonianos Ajenos en un (2, k)-cubo

El siguiente teorema es la base para encontrar ciclos Hamiltonianos en un toro de dimensién Tj- ;. En
la Seccién 2.5 vimos que podemos incrustar a los (n, k)—cubos en una malla, esta informacién nos es

de utilidad.

Teorema 5 Sean k un enteros, la grafica (2, k)—cubo Q5 y sea z = (r12¢) una arista del (2, k)—cubo,
existen dos funciones hg y hi las cuales generan dos Cédigos Gray. Estas funciones estan dadas por:

w ho(x) = ho(z1,20) = (21, (o — 1)) mbd k

L h1($) = h1(x1,330) = ((330 — .131),331) Hléd k

Demostracion: Primero probaremos que kg y ki son funciones inyectivas.
Sean x = (x1,20) y ¥y = (y1,Y0) dos vértices consecutivos. Si x = (k— 1,k —1) y y = (0,0) y
aplicamos la funcién hg, ho(z) y ho(y) quedan adyacentes. En otro caso, vamos a probar que la
Distancia de Lee Dy, (ho(x), ho(y)) = 1, para que esto ocurra tenemos dos opciones:
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» Siy; =1y Yo = xo+1 lo que implica que al aplicar la funcién ho(z) = (z1,z0—21) y ho(y) =
(yla Yo — yl)a Sustituyendo en ho(y) = (ajl’ xo+ 1— 551) lo cual imphca DL(hO( )7 hO( )) -1
s Siy; =x1+ 1 entonces zg =k —1y yo=0.

Asi, tenemos que ho(z) = (r1,k — 1 —x1) y ho(y) = (y1,90 —y1) = (11 +1,0 -1 — 1) =
(x1 + 1,k —1—x1), por lo que Dy (ho(x), ho(y)) = 1. Por lo tanto, hy genera un Cédigo Gray en
la gréfica (n, k)—cubo QF.

Para h; es una permutacion de los digitos obtenidos por hg, por lo que h; también genera un
cédigo Gray.

Falta probar que las aristas que se utilizan para h; son diferentes a las de hg. En la i—ésima fila
para 0 < ¢ < k—1 la funcién hg usa todas las aristas a excepcién de la arista ((i, k—1—1), (¢, k—1)),
esta arista es usada por la funcién h;. De manera similar, la funcién h; utiliza las todas las aristas
de la j—ésima columna para 0 < j < k—1 a excepcién de la arista ((j,k—1—3), (j,k—j)) la cual
es usada por la funcién hg. Por lo que las funciones hg y h; generan ciclos Hamiltonianos ajenos
por aristas.

Tanto hg como hp tienen sus respectivas funciones inversas al ser funciones biyectivas, las cuales se
muestran a continuacién.

L] ho(.]?)_l = ho_l(l‘l,xo) = (33‘1, (.730 + 1‘1)) mod k
= hi(z)™' = hy (21, 20) = (21, (20 + 21)) m6d k

Ejemplo 22 Generar los dos ciclos Hamiltonianos ajenos por aristas de un (2,3)—cubo @3 utilizando
las funciones presentadas en el Teorema 5.

Los vértices del (2,3)—cubo Q3 son: 00,01, 02,10, 11,12, 20, 21, 22.
Primero, aplicamos la funcién hg la cual es la forma mas simple del Teorema 3 de la Secciéon 3.1:

z170 = ho(z120) = (21, (T0 — 21)) z170 = ho(z120) = (71, (T0 — 21))
00 = 0(0 — 0) = 00 12=12-1)=11
01 = 0(1 - 0) = 01 20 = 2(0 — 2) = 21
02 = 0(2 — 0) = 02 91 =2(1—2) = 22
10=1(0 — ):12 22 = 2(2 — 2) = 20
H=1(1-1)=

Después, aplicamos la funcion hq

129 = hi(z120) = ((x0 — 1), 1) 129 = hi(z120) = ((x0 — 1), 21)
00 = (0 — 0)0 = 00 12=(2-1)l=11
01=(1-0)0=10 20 = (0 — 2)2 = 12
02 = (2 - 0)0 = 20 91 = (1—2)2 =22
10=(0— 1)1 = 21 92 = (2 - 2)2 = 02
11:<1—1)1=01

En la Figura 3.5 podemos ver los dos ciclos Hamiltonianos ajenos por aristas. La funcién hg se muestra
en la linea continua y la funcién h; se muestra en lineas punteadas.
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Figura 3.5: Ciclos Hamiltonianos ajenos (2, 3)—cubo

3.5. Ciclos Hamiltonianos Ajenos en un Toro

El Teorema 5 de la secciéon anterior puede ser generalizado a un toro de dimensién k" x k para k > 3
y r > 1, esta seccién nos mostrara cémo hacerlo. En toda la secciéon trabajaremos con el Toro de dos
dimensiones por lo que en lugar de escribir Tj- j solo lo denotaremos por Zy, x Zj, para indicar que
estamos hablando de los enteros en médulo k.

Teorema 6 En un toro T de dimensién kq X ko, si el MCD(ky,ko—1) = 1y k1 = mko para algin m > 1
y sea x = (17 mdd k1, zo mdd ko), las siguientes dos funciones generan cédigos Gray Independientes.

- ho(x) = (lEl méd kl, (ZL’O + (k‘o — 1)1’1) mod ko)

L] hl(.lf) = ((l‘o + (k‘o — 1)1‘1) méd ki, xr; méd ko)

Demostracién: Sean 2’ = (2, z)) y 2" = (2f, x(), tal que ', 2" € Zy, X Zy,. La demostracién tiene
tres partes:

1. Primero probaremos que las funciones son inyectivas.
Suponemos que z’ # z”, vamos a demostrar que ho(z') # ho(z”) y hi(a’) # hi(z”).

a)

Suponemos que ho(z') = ho(z”) esto nos da (zf méd ki, (zf + (ko — 1)2}) méd ko) =
(zf méd kq, (z§ + (ko — 1)z7) mdd ko), esto implica que la primera componente es la
misma; es decir, £} = { mdd k. Para la segunda componente tenemos que xf, + (ko —
1)) =z + (ko — 1)zY, de lo anterior sabemos que z} = z¥, por lo que z{, = z{, lo cual
implica que 2’ = z”, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, ho(z') # ho(z”).
Suponemos que hy(z') = hyi(z”) esto nos da (z( + (ko — 1)2}) méd k1,2] mdd ko =
(z§ + (ko — D)a¥) méd ki, z{ méd kg, asi que en la segunda componente podemos ver
que 2} = z{ mdd kg lo que quiere decir que ko|(z} — z7) y para la primera componente
xh+ (ko— 1)) = af+ (ko — 1)z} mdd ky asi que z{j—af +(ko—1)(2} —2{) =0 mdbd k;.
Ademas, |z{ — z(| < ko y como ko|(z} — x¥), concluimos que z( —zj = 0 méd kg y
también z] — z{ =0 mdd k; debido a que mem(ko — 1,k1) = 1.

Por lo tanto, hy(z') # hy(z").

Por lo que las funciones hg y hq son funciones inyectivas, ademads estas funciones son supra-
b
yectivas por la forma que va recorriendo los ciclos al estar en médulo k.

2. Ahora vamos a probar que las funciones hg y h; generan ciclos Hamiltonianos Hy y Hi; es
decir, si x, x + 1 son vértices adyacentes entonces la funcién h; o hg deben generar una arista
en el ciclo Hy o en el ciclo Hy. Existen dos posibles casos para hg y otros dos para hq:
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a) = (z1,20) yx+1=(z1,20 + 1).
Es decir, que z,x + 1 se encuentran en el mismo renglén y son vértices consecutivos. Al
aplicar la funcién ho(x) = (21 méd ki, (xo + (ko — 1)z1) mdd ko) y ho(z + 1) = (21
moéd kq, (xg+ 14 (kg — 1)x1) mdd ko), podemos notar que la sélo difieren al sumar una
unidad en z + 1, por lo que Dy (ho(x), ho(z + 1)) = 1.
Sea eg = (ho(x), ho(x + 1)) = (z1 mdd ky, (zo + (ko — 1)z1) mdd ko, z1 mdd ky, (z¢ +
14 (ko — 1)x1) méd ko); es decir, la arista que se genera pertenece al ciclo Hy.
En la Figura 3.6.B se muestra cémo se ve este caso.

b) o' = (2], ko—1)ya'+1= (2} +1,0)
Es decir que x es el iltimo vértice de algin rengléon y x + 1 es el primer vértice del
renglén siguiente. Aplicando la funcién hg a 2’ y ' + 1 tenemos que ho(z’) = (]
méd ki, (ko—l)—l—(k‘o—l)xl) méd ko) y ho(xl—l-l) = (l‘/—Fl méd kq, O-i-(]{/‘o—l)(a?/—l-l)),
para la primera componente podemos ver que solo difiere sumando una unidad y para
la segunda componente tenemos que (kg — 1) + (kg — D)z = ko — 1 + x1ko — 21 =
x1ko —x1 + ko —1 = 04 (ko — 1)(2' + 1) por lo que estos digitos son iguales, asi la
Dp(ho(z), ho(z + 1)) = 1.
Asf la arista e; = (2§ méd k1, (kg — 1) + (ko — D)z1) méd ko, 2’ +1 mdd k1,0 + (ko —
1)(z' + 1)) estd en el ciclo Hy.
En la Figura 3.6.A se ilustra este caso.

c) " =(af,zf) y " +1=(af, 2 + 1).
Similar al caso a, "/, "' +1 se encuentran en el mismo renglén y son vértices consecutivos.
Como la funcién hy solo invierte los digitos obtenidos por la funcién hg, el primer digito
difiere en una unidad y el segundo digito es igual, por lo que Dy (hi(x),h1(z+1)) =1
Asi, la arista ea = (((z§ + (ko — 1)z}) méd ki, xz] méd ko), ((zf + 1 + (ko — 1)xf)
méd ky, 2} mdd ko)) estd en el ciclo Hy

d) 2" = () ko—1) y 2" +1= (2 +1,0).
Similar al caso b, 2’ es el tltimo vértice de algin renglén y x”/ + 1 es el primer vértice
del renglén siguiente, como la funcién hy solo invierte los digitos obtenidos por la fun-
cién hyg, el segundo digito difiere en una unidad y el primer digito es igual, por lo que
DL<h1($),h1(l‘ + 1)) =1.
Asflaaristaes = (((ko—1)(z{’+1) mdd ki, z{" mdd ko), (ko—1)(z}'+1) méd kq,z}"+
1 méd ko)) estd en el ciclo Hy

"

En el primer punto se vio que la funcién es inyectiva y en todos los casos se verificé que las
distancias de Lee Dy (ho(x),ho(x +1)) =1y Dr(hi(z),hi(x 4+ 1)) = 1, por lo que hy y hg
generan ciclos Hamiltonianos.

Q

a

A B

Figura 3.6: Casos en un Ty

3. En este punto vamos a probar que las funciones hg y h; generan ciclos Hy y H; unicos y
ajenos; es decir, las aristas e, e1,es y e3 presentadas en el caso 2 son diferentes entre si. La
demostracién la haremos por contradiccién. Supondremos que las aristas eg = ey y e1 = e3.
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Suponemos que eg que estd en Hy es igual a ea que estd en Hy, por lo que tendria que pasar
alguno de los dos casos siguientes:

a)

x1 = (xg + (ko — 1)zY) méd ky
(l‘o + (k‘o — 1)$1) méd k1 = J)/ll
1= (x5 + 1+ (ko — 1)) mdbd ky
(.’EO —+ 1 + (ko — 1)1’1) m(')d Ifl = ac'l'

1= (x5 + 1+ (ko — 1)x)) mdd ky (1)
(SIJO + (/ﬂo — 1)1’1) mod kl = x/l' (2)
x1 = (xg + (ko — 1)zY) méd ky (3)
(.130 + 1+ (k‘o — 1)$1) méd k1 = J)/ll ( )

Cualquiera de los casos @ o b no pueden ocurrir debido a que de las igualdades a.(1) y
a.(3) (xf + 1+ (ko — 1)2f) méd k1 = 1 = (zf + (ko — 1)) méd k1, lo cual no es
cierto ya que difieren en una unidad. En las igualdades b.(1) y b.(3) (xf + (ko — 1)z¥)
méd ky =21 = (zg + 1+ (ko — 1)2¥) mdd k;.

Repetimos el proceso para ver si e; que estd en Hy es igual a e3 que estd en Hy, por lo que
tendria que pasar alguno de los dos casos siguientes:

a)

) = ((ko — )(z}" +1) mdd ky

((ko — 1)($I1 —+ ].)) mod ko = [I,'/lll mod ]f()
24 1= (ko — 1)@ +1) mod ki

(k‘o — 1)(%"1 + 1) méd kg = .13/1” +1 mdd kg

~ o~~~
W~ )
— O O —

zy = (xg" + (ko — Dzy") méd ky (
(zy + (ko — 1)2}) méd ky =z’ (

2y = (' + 14 (ko — 1)z") méd ky (3

(xg+ 1+ (ko — 1)z}) méd ky = 2y’ (

Andlogamente al caso anterior, los casos a o b no pueden ocurrir debido a que la igualdad
a.(2) y a.(4) difieren en una unidad, por otro lado, la igualdad b.(1) y b.(3) también difieren
en una unidad.

Al ser las aristas pertenecientes a diferentes ciclos ajenas, concluimos que los ciclos Hy y H
son ajenos.

De los puntos anteriores podemos concluir que las funciones h; y hg son biyectivas por el punto
uno, generan ciclos Hamiltonianos por el punto dos y estos ciclos son ajenos por aristas por el
punto tres.
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Al ser hg y hy funciones biyectivas, podemos encontrar las inversas de ellas. El siguiente corolario nos
indica cémo.

Corolario 2 En un Tyrxj para k > 3 y r > 1, se pueden encontrar dos Cédigos Gray generados por
las funciones hg y hy descritas de la siguiente forma:

L] ho(x) = ($1 méd k1, ($0 + (k‘o — 1).’131) mod ko) = (al,ao)
L] hl(gc) = ((.’130 + (k’() — 1).’171) méd k1,1 méd ko) = (b17b0>

Para obtener las inversas de hg y h; recordemos que en el Teorema 6 se pidié que k" y k fueran primos
relativos por lo que al escribir (k — 1)~! nos referiremos al inverso multiplicativos del nimero (k — 1)
mod k", el cudl existe al ser primos relativos.

Dado G* un cédigo Gray obtenido por la funcién hg o hy sobre la grafica Tyr«y, las funciones hy Ly
hi' estan dadas de la siguiente forma:

= hy'(a1,a0) = (a1, (a1 + ag) mod k)

= Wt = ((by — 20)((k — 1)) méd ki, (b1 — bo(k — 1)) méd ko) =
((bl — .1?0)((k‘ — 1)_1) méd k1, (bl + bo) mod k‘o) =
(((b1 — ((by + bo) méd k))((k—1)"") méd ky, (by + bo) méd k)

Ejemplo 23 Dada la grafica Ty« 3 encontraremos paso a paso los dos cédigos Gray que nos darédn los ci-
clos Hamiltonianos ajenos por aristas. El dominio de las funciones es {00, 01, 02, 10, 11, 12, 20, 21, 22, 30,
31, 32, 40, 41, 42, 50, 51, 52, 60, 61, 62, 70, 71, 72, 80, 81, 82}.

Aplicamos la funcién hg para encontrar el primer cédigo Gray:

= hp(00) = (0,0 + (2)0 méd 3) = 00 n ho(42) = (4,2 + (2)4 méd 3) = 41
= 7p(01) = (0,1+ (2)0 méd 3) = 01 = 7o(50) = (5,0 + (2)5 méd 3) = 51
= ho(02) = (0,2 + (2)0 méd 3) = 02 . ho(51) = (5,1 + (2)5 méd 3) = 52
= ho(10) = (1,0 + (2)1 méd 3) = 12 . ho(52) = (5.2 + (2)5 méd 3) = 50
s ho(11) = (1,1 +(2)1 méd 3) = 10 - ho(60) = (6,0 4+ (2)6 méd 3) — 60
" ho(12) = (1,2+(2)1 m6d 3) =11 x fg(61) = (6,1+ (2)6 méd 3) = 61
vt e
. ho(22) = (2,2 4+ (2)2 méd 3) = 20 " ho70) = (7.0+(2)7 mbd 3) =72
= 1o(30) = (3,0 + (2)3 méd 3) = 30 = ho(71) = (7,14 (2)7 mod 3) =70
- ho(31) = (3,1 + (2)3 méd 3) = 31 = ho(72) = (7,2 +(2)7 méd 3) =71
¢ ho(32) = (3.2 4 (2)3 méd 3) = 32 x ho(80) = (8,0 + (2)8 méd 3) = 81
= h(40) = (4,0 + (2)4 méd 3) = 42 = ho(81) = (8,1+(2)8 méd 3) = 82
x hp(41) = (4,1 + (2)4 méd 3) = 40 = 70(82) = (8,2 + (2)8 méd 3) =80
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Aplicamos la funcién hy para encontrar el primer cédigo Gray:

» 71(00) = (0+ (2)0 méd 9,0 méd 3) =00 = hy(42) = (2+ (2)4 méd 9,4 méd 3) = 11
= h1(01) = (1+(2)0 m6d 9,0 méd 3) =10 w hy(50) = (0 + (2)5 méd 9,5 méd 3) = 12
= 71(02) = (24 (2)0 m6d 9,0 méd 3) =20 4 b (51) = (14 (2)5 méd 9,5 méd 3) = 22
= M) =1+ @)1 méd 9,1 méd 3) =31 6 (04 (2)6 méd 9,6 méd 3) = 30
s 7 (12) = (2+ (2)1 méd 9,1 méd 3) = 41

= 7 (61) = (1+(2)6 méd 9,6 méd 3) = 40
= 71(20) = (0+ (2)2 méd 9,2 méd 3) = 42

s 7(62) = (2+ (2)6 méd 9,6 méd 3) = 50
= hy(21) = (1+(2)2 méd 9,2 méd 3) = 52

= h1(70) = (0 + (2)7 méd 9,7 méd 3) = 51
= 7(22) = (2+(2)2 méd 9,2 méd 3) = 62
. 11(30) = (04 (2)3 m6d 9,3 méd 3) = 60 w hy(71) = (14 (2)7 méd 9,7 méd 3) =61
s (31 =(1+(2)3 méd 9,3 méd3)=70 = M(72)=(2+(2)7 méd 9,7 méd3) =71
» 71(32) = (2+ (2)3 méd 9,3 méd 3) = 80 = h1(80) = (04 (2)8 mdd 9,8 mébd 3) = 72
= h1(40) = (0 + (2)4 méd 9,4 méd 3) = 81 = h1(81) = (1+(2)8 mdd 9,8 méd 3) = 82
= hy(41) = (1+(2)4 méd 9,4 méd 3) =01 = hy(82) = (2+ (2)8 mé6d 9,8 méd 3) = 02

En la Figura 3.7, ambas graficas representan al T5yg, en la primera grafica se enumeraron los vértices
de acuerdo al ciclo Hamiltoniano generado por la funcién hj(él cual se muestra siguiendo las lineas
oscuras), en la segunda gréfica se enumeraron los vértices de acuerdo al ciclo Hamiltoniano generado
por la funcién hg el cual se muestra siguiendo las lineas punteadas.

3.6. Ciclos Hamiltonianos Ajenos en un Hipercubo

Por ultimo, mostraremos cémo encontrar los dos ciclos Hamiltonianos ajenos por aristas en un hiper-
cubo. Utilizaremos lo visto en el capitulo pasado sobre encajes en hipercubos, donde en el Lema 2 se
mostré la funcién f : (0,1) — (0, 1,2,3) en donde f(00) =0, f(01) =1, f(10) =3y f(11) =2, asi como
el Corolario 1 de esa misma seccion.

Teorema 7 Sean y m dos enteros, en el hipercubo @,, podemos encontrar | % | ciclos ajenos por aristas
utilizando la siguiente férmula:

= Sim = 2m para m > 1. Sabemos que podemos descomponer a los hipercubos de la forma:
Qn = Q2m
= Q2 X Q2 X -+ X Q2 Aplicando la funcién f tenemos:
= Qzlg X oo X Qiﬁ
= T4,m
Una vez obtenido el vértice ' de aplicar f a = encontramos un cédigo Gray en (n,4)—cubo y
utilizamos la inversa de esta funcién para regresar a Q,,. Asi:
hi(z) = hi(z') paratodai=1,--- ,n—1
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Figura 3.7: Ciclos Ajenos en un T3xg9

= Sin=2m+ 1 para m > 1. Podemos descomponer al hipercubo de la siguiente forma:

Qn = Q2m,+1 = QZm X Ql
Por lo que para encontrar las funciones que generan los ciclos Hamiltonianos ajenos:

ha(z) 0h;(x) si z < 22™
i xTr) =
1h;(2%m+1 — ) en otro caso

parat=1,--- ,n—1
Vamos a ejemplificar el Teorema anterior.

Ejemplo 24 Encontrar los ciclos Hamiltonianos ajenos por aristas dentro de un (4,2)—cubo Q4
Al ser n = 4 sabemos que tendremos L%J = 2 ciclos Hamiltonianos ajenos por aristas.

1. Primero comenzamos transformando los vértices de Qq:

00 00 — 00 11 00 — 20
00 01 — 01 1101 — 21
00 11 — 02 1111 — 22
00 10 — 03 11 10 — 23
01 00 — 10 10 00 — 30
0101 — 11 1001 — 31
0111 — 12 10 11 — 32
0110 — 13 10 10 — 33
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2. Ahora buscaremos los ciclos Hamiltonianos en el Q3 el cual también podemos ver como una malla

T5 4, por lo que sabemos que existen dos funciones hy y h1 que fueron presentadas en la Seccién

3.3, asi primero aplicamos la funcion hq:
ho(x) = ho(z1,70) = (21, (v0 — 1) mbd k)

= h(00) =
s ho(01

1,0—1) =13
. ho(11) = (1,1 —1) =10
. ho(12) = (1,2-1) =11
» ho(13) = (1,3 —1) =12

Después aplicamos la funcién hq:

h1($) = h1($1,l‘0) = ((.230 — .131) méd k,l‘l)

= h1(00) = (0—0,0) = 00
s hy(01) = (1—0,0) =10
» hy(02) = (2-0,0) =20
» h1(03) = (3—0,0) =30
« hy(10) = (0—1,1) =31
« hy(11) = (1-1,1) =01
s hy(12) =(2-1,1) =11
« h(13) = (3-1,1) =21

Para ho:
» ho(00) =00=f~1(00
» ho(01) =01=f"1(01
= ho(02) =02=f"1(02
s ho(03) =03=f"103
= ho(10) =13 =f"1(13
» ho(11) =10=f"1(10
= ho(12) =11=f71(11
= ho(13) =12 = f~1(1 2

Asi obtenemos que el primer ciclo Hamiltoniano es ho = (0000, 0001, 0011, 0010, 0110,

ho(20) = (2,0 — 2) = 22
ho(21) = (2,1 —2) = 23
ho(22) = (2,2 — 2) = 20
ho(23) = (2,3 —2) =21
ho(30) = (3,0 — 3) = 31
ho(31) = (3,1 —3) =32
ho(32) = (3,2 —3) =33
ho(33) = (3,3 —3) = 30
h1(20) = (0 —2,2) = 22
hi(21) = (1—2,2) = 32
hi(22) = (2 —2,2) = 02
hi(23) = (3 —2,2) = 12
h1(30) = (0—3,3) = 13
hi(31) = (1—3,3) =23
hi(32) = (2—3,3) =33
h1(33) = (3 —3,3) = 03

3. Por dltimo regresaremos los nimeros de los ciclos Hamiltonianos obtenidos a vértices de Q4.

ho(20) =22 = f~1(22)=1111
ho(21) =23 = f~1(23) =11 10
ho(22) =20 = f~%(2 0) =11 00
ho(23) =21 = f~1(21)=1101
ho(30) =31 = f~1(3 1) =10 01
ho(31) =32=f"1(32)=1011
ho(32) =33 = f~1(33) =10 10
ho(33) =30 = f~1(3 0) = 10 00

0100, 0101, 0111, 1111, 1110, 1100, 1101, 1001, 1011, 1010, 1000)

Para h:
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.............................

Figura 3.8: Ciclos Hamiltonianos Ajenos en un Q4

= h1(00) =00 = f~1(0 0) =00 00 » hy(20)=22=f"1(22)=1111
= h1(01) =10 = f~1(1 0) =01 00 = h1(21) =32=f"1(32)=1011
» 71(02) =20= f"1(20)=1100 = h1(22) =02 = f"1(02) =00 11
» h1(03) =30 = f~1(30)=1000 » h1(23) =12=f"1(12)=0111
= h1(10) =31=f"1(31)=1001 = h1(30) =13 = f"1(13)=0110
= hy1(11) =01 = f~1(01) =00 01 » h1(31) =23 =f"1(23)=1110
= hi(12) =11= f~1(11) =01 01 = h1(32) =33=f"133)=1010
» hi(13)=21=f"1(21)=1101 » h1(33) =03 = f"1(03)=0010

As{ obtenemos que el primer ciclo Hamiltoniano es hy = (0000, 0100, 1100, 1000, 1001,
0001, 0101, 1101, 1111, 1011, 0011, 0111, 0110, 1110, 1010, 0010)

En la Figura 3.8 en lineas punteadas se muestra el ciclo generado por la funcién hg y en la linea continua
se muestra el ciclo generado por la funcién h;.

Ejemplo 25 Encontrar los ciclos Hamiltonianos ajenos por aristas dentro de un (3,2)—cubo @3
Al ser n = 3 sabemos que tendremos L%J = 1 ciclos Hamiltonianos ajenos por aristas.

1. Primero comenzamos transformando los vértices de (Y3, al ser n impar debemos agregar un 1 o 0
a la izquierda dependiendo de la regla:

= 000— 00 = 100— 10
= 001 =01 = 101 =11
= 011 — 02 = 111 —12
= 010 — 03 = 110—13

2. Después vamos a encontrar los ciclos Hamiltonianos a través de la funcién mostrada en la Seccién

3.4:
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(1’1, (1’0 — 1’1) mod k)

ho(z1, o)

ho (.’E)

13
10
11
12

(1,(0 — 1) méd 4)
(1,(1—1) mod 4)

(1,(2—1) méd 4)

= ho(10)
» ho(11)
» ho(12)

00

(0, (0 —0) méd 4)

= hp(00)

01

x ho(01) = (0, (1 —0) méd 4)
x 76(02) = (0,(2—0) méd 4)
s 70(03) = (0,(3—0) méd 4)

02

s ho(13) = (1,(3—1) mod 4)

03

3. Ahora regresamos a

=01 01 =101

f1s)
7o)
7
7112

v ho(10) = 13
x ho(11) = 10

00 00 = 000

f7100)
(Y
f7H02)
f7H03)

" ho(00) = 00 =
= ho(01)

= hp(02)
= ho(03)

01 00 = 100

00 01 =001

01 =

01 01 =101

s ho(12) =11

00 11 =011

02 =

01 11 =111

x ho(13) = 12

00 10 = 010

03 =






Capitulo 4

La red (n, k)—cubo con fallos

En los capitulos anteriores trabajamos con la red de interconexién (n, k)—cubo QF libre de fallos ! tanto
en sus aristas como en sus vértices. Esta situacion es bastante utépica, dado que al implementar una
red Qﬁ en la vida real, las fallas son inevitables por lo que la tolerancia a fallos es importante.

En esta seccién consideraremos la posibilidad de que tanto vértices como aristas puedan presentar un
fallo. Ashir y Stewart en el articulo Fault-Tolerant embeddings of hamiltonian circuits in k-ary n-cubes
[2] mostraron que si en un (n, k)—cubo sélo hay aristas con fallos? tales que cumplen la condicién que
hay al menos dos aristas libres de fallos en cada nodo y el nimero de aristas con fallos no es mas de
4n—5 en total, atin se puede encontrar un ciclo Hamiltoniano en el (n, k)—cubo. Si tenemos tanto aristas
como vértices con fallos 3, la pregunta sobre encontrar un ciclo Hamiltoniano atin no est4 resuelta; sin
embargo, se plantearan algunas condiciones para encontrar un ciclo Hamiltoniano. Todo este capitulo
estd basado principalmete en el articulo Fault-Tolerant embeddings of hamiltonian circuits in k-ary n-
cubes [2].

Comenzaremos con la definicion de vértices con fallos y aristas con fallos.

Definicién 26 Sea QF un (n,k)—cubo y (u,v) una arista en el (n,k)—cubo, decimos que la arista
(u,v) tiene fallos (no es sana o estd daniada) si desde el vértice 4 no podemos enviar un mensaje m a v
o desde el vértice v no podemos enviar un mensaje m a u. Caso contrario decimos que la arista es libre
de fallo o estd sana.

Definicién 27 Sea QF un (n, k)—cubo y v una vértice del (n, k)—cubo, decimos que v tiene fallos (no
es sano o no estd dafiado) si cualquier arista incidente (v, ) sana con x € V(QF), el mensaje m no
puede llegar a v. En caso contrario decimos que el vértice es libre de fallo o estd sano.

4.1. Preliminares

Recordaremos algunas definiciones de teoria de graficas que nos ayudaran a construir los ciclos Hamil-
tonianos y, sobre todo, a demostrar los resultados sobre propiedades de Hamiltonicidad con tolerancia
a fallos:

= Una grafica G es una grafica Hamiltoniana si y s6lo si contiene al menos un ciclo Hamiltoniano.

1Usaremos Libre de fallos como traduccién literal de Faulty Free.
2Usaremos Aristas con fallos como traduccién literal de Faulty Edges.
3Usaremos Vértices con fallos como traduccién literal de Faulty Nodes.
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= Una grafica G es Hamiltonianamente Conexa si para cualesquiera dos vértices z,y en G existe
una trayectoria Hamiltoniana entre ellos.

Ya que planteamos las bases, pasaremos a definir formalmente la tolerancia a fallos en una grafica para
términos de esta seccion.

Sea F un conjunto de fallos* de la grafica G, éste puede contener vértices dafiados o aristas danadas.
Se denota F, = F'[V(G) como el conjunto de vértices danados y F, = F'[|V(E) el conjunto de aristas
danadas en G.

Tomamos a V(G) — F, esto nos da los vértices sin fallos de G; es decir, vértices sanos. Utilizando el
conjunto E(G) — F, sélo nos quedan las aristas sin fallos incidentes a vértices sin fallos, denotaremos a
esta sub-grafica como G — F' la cual esta libre de fallos.

Definicion 28 Sea k un entero positivo y F' un conjunto de fallas, una grafica G es k—Hamiltoniana
tolerante a fallos (abreviada como k—Hamiltoniana) si G — F' es Hamiltoniana para todo conjunto
de fallas F' tal que |F| < k.

Definicién 29 Una grafica G es k—Hamiltonianamente Conexa tolerante a fallos (abreviada
como k— Hamiltonianamente Conexa) si G — F' es Hamiltonianamente conexa para todo conjunto de
fallas F' tal que |F| < k.

Utilizaremos lo visto en el Ejemplo 3 de la Seccién 2.1, se puede crear una particiéon de Qfl en k copias
numeradas de 0 a k — 1 a lo largo de cualquiera de las n dimensiones diferentes, éstas tienen dimensién
n — 1y, de hecho, cada una de ellas es un (n — 1,k)—cubo QX _;. Ya que tenemos las k — 1 particiones
usaremos la notacion:

= QJi]: Nos referimos a la componente con la posicién .

s Qli,j]: Paracada0<i<k—1y0<j<k—1decimos que Q[i,j] comprende las componentes
[i,+1,i+2,---,7] y las aristas que unen a las componentes.

Qik-1]

Figura 4.1: Particién (n, k)—cubo

4Usaremos Conjunto de Fallas o Fallos como traduccién literal de Faulty set.
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Asi, al escribir QF[i, j] o Q[i, ] para abreviar, se hace referencia a la sub-grafica de Q¥ inducida por el
conjunto de vértices {ulu € V(QI]) : I € [i, 4]}

Definicién 30 Sea QX un (n, k)—cubo, si tenemos la particién Q[i,i+ 1] para 0 < i < k — 1, llamamos
arista de cruce sana a la arista libre de fallos (u;,v;11) con u; € Q[i] — F* y v;41 € Q[i + 1] — FtY
es decir, la arista (u;,v;41) es una arista libre de fallos que nos permite pasar de la componente Q[]
a la componente Q[i + 1]. En la Figura 4.2 las aristas de cruce entre la componente Q[i] y Q[i+] se
muestran en azul, mientras que la arista roja no es libre de fallo por lo que no es arista de cruce sana.

L] i+l
R, W IS I N U
| RS, W (PN I o N O
| PR o, NN (PN I o SN O

o ul

o a

o Q
1-———p === R T T R R
P DT Ty R A Jupu
L |

Figura 4.2: Aristas de Cruce entre Q[i] y Q[i + 1]

Ejemplo 26 En la Figura 4.3 (A) se ilustra el (2,3)—cubo. En la Figura 4.3 (B) se muestra una par-
ticién a través de la dimensién dos, asi en la componente Q[0] estdn los vértices de forma 0, en la
componente @[1] estan los vértices de forma *1 y en la componente Q[2] estan los vértices de forma *2.
Las aristas (00,01), (11,12) y (22 — 20) son ejemplos de aristas de cruce.

En la Figura 4.3 (C) se muestra una particién a través de la dimensién uno, asi en la componente Q[0]
estan los vértices de forma 0%, en la componente @Q[1] estan los vértices de forma 1% y en la componente
Q2] estan los vértices de forma 2x. Las aristas (00, 10), (11,21) y (22 — 02) son ejemplos de aristas de
cruce. Podemos observar, claramente, que cada Q[i] es un (1, 3)—cubo.

r‘k.‘} QIO
(000 (Fon

o (o on

C

Figura 4.3: Particién (2, 3)—cubo
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Figura 4.4: Q3 Bipartita

4.2. Tolerancia a fallos

Consideraremos a F' como el conjunto de los vértices o aristas con fallas. Observamos que la red
(n, k)—cubo es bipartita si y sélo si k es par, pues podemos separar a la griafica en dos. Pero si k
es par y existe un vértice danado, no existe un ciclo Hamiltoniano. En el capitulo anterior vimos dife-
rentes formas de encontrar ciclos Hamiltonianos, si un vértice z € V(QF) cualquiera dentro del ciclo
Hamiltoniano falla, la gréafica se desconecta ya que no podemos utilizar ninguna aristas incidente en .,
aunque estas aristas estén libres de fallos.

En la Figura 4.4(A) presentamos un (2,4)—cubo, Q3, en 4.4(B) mostramos una biparticién. Por iltimo
en la Figura 4.4(C) se considera al vértice 32 dafiado y aunque las aristas que inciden en él estén sanas
no las ocuparemos ya que al entrar al vértice danado no podremos salir, por lo que no se muestran las
aristas en la Figura 4.4(C). Por lo tanto al no ser conexa no podremos generar el ciclo Hamiltoniano.
Debido a lo anterior, para los siguientes lemas y teoremas supondremos que k es un entero impar tal
que k > 3. Un anillo de longitud méxima, o un ciclo Hamiltoniano en un (n, k)—cubo Q¥ con fallos
puede construirse siempre y cuando el conjunto de fallas F sea tal que |F| < 2n — 2, para n > 2.

Por otro lado, si |F| < 2n— 3, con n > 2 presentamos una construccién de un arreglo lineal de longitud
méxima, o un camino Hamiltoniano que conecta dos vértices arbitrarios en un (n,k)—cubo QF con
fallas teniendo en cuenta las siguientes dos condiciones:

= No se puede encontrar un ciclo Hamiltoniano en un Q¥ dafiado si hay 2n — 1 aristas dafiadas que
inciden en un tnico vértice.

= Suponiendo que hay 2n — 2 aristas dafiadas incidentes en el nodo x. Sean y, z dos nodos en QF,
tales que existe una arista que los conecta a x. Entonces no existe una trayectoria Hamiltoniana
que conecte al vértice y con el vértice z cuando todas las aristas incidentes en x estdn danadas,
exceptuando las aristas (z,y) y (z, 2).

Sea k un entero impar tal que k > 3 y sea n un entero con n > 2 un entero cualquiera y sea F' el
conjunto de fallos de la particién Q[I]; es decir, F C V(QF) U E(QF), lo que significa que el conjunto
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F de vértices o aristas dafiados en un (n, k)—cubo QF. Dividimos a Q¥ en Q[0],Q[1],--- ,Q[k — 1] alo
largo de alguna dimensién y sea F!' = F'n (V(Q[I]) U E(Q[l])) para toda 0 <1<k — 1.

En los siguientes tres lemas, desglosamos la construccién de las trayectorias Hamiltonianas en un Q[i, j]
danado para toda i, 5 € [0,k — 1], cuando cada Q[!] danado es Hamiltonianamente conexo para l € [, j].
Presentamos cémo construir una trayectoria Hamiltoniana entre dos vértices arbitrarios pertenecientes
a Q[i] en un Q[i, j] daniado.

Observacion 1 A partir de aqui, vamos a utilizar la siguiente notacién:

= Denotaremos como P;(u,v) a la trayectoria llamada P; que va desde el vértice u hasta el vértice
v.

= Una trayectoria puede estar formada de sub trayectorias, en esta seccidn, esto serd muy comun
por lo que se utilizara la siguiente notacion:
Si P(ug,upn) = (ug,u1,us---u;---up) es una trayectoria, podemos partirla en distintas trayecto-
rias, por ejemplo:
P = (P'(ug,u;), P"(uiv1,u,)) muestra que P fue divida en dos trayectorias P’y P”.
P = (P'(ug,u—1),ui, P"(uwig1,uy,)), aqui la trayectoria P fue dividida en dos sub trayectorias P’
y P” en las cuales el vértice u; no estd incluido, por eso se colocé aparte.

Lema 5 Seani,j € [0,k—1], ysea F C V(Q[i, j]) UE(Q]4, j]) un conjunto de fallos con |F| < 2n—3. Si
Q[l] - F' es Hamiltonianamente conexo para cada [ € [i, j], entonces existe una trayectoria Hamiltoniana
que conecta a cada par de vértices u; y v; € V(Q[i] — F?) en Qli, j] — F, para cadan >3y k > 3, con
k impar.

Demostracién: Primero veamos que una de las hipdtesis nos indica que |F| < 2n — 3. Partiremos en
dos casos, cuando i = j y cuando i # j.
Sea i = j entonces la componente Q[i,j] = Q[i,i] = Q[j,j] = Q[i], tenemos que £ = i, como
cada Q[i] — F es Hamiltonianamente conexa, hay una trayectoria Hamiltoniana conectando a
cualesquiera dos vértices.
Sea i # j, sin pérdida de generalidad, tomamos i = 0. Como Q[{] — F* es Hamiltonianamente
conexa para toda £ € [0, j] por hipétesis asf que Q[0] — F© es Hamiltonianamente conexa, existe
una trayectoria Hamiltoniana, sea Py(ug,vo) en Q[0] — F© la trayectoria.
Si en el conjunto F° sélo hay vértices danados la trayectoria Py(ug,vo) tiene longitud a lo mas
k"~1—1, debido a que V(Q[0]) = F°+(Q[0]— F?), lo que significa que en V (Q[0]) estan los vértices
con fallos més los vértices sanos. Asf, V(Q[0]) < (Q[0] — F°) por lo que en la trayectoria no estén
los vértices con fallos, esto se pude ver en la Figura 4.5 (A) podemos ver la trayectoria Py(uo, vo)
mientras que afuera existen vértices con fallos, por lo que la longitud de Py queda: | Py(ug,vo)| <
k"=t —1. Sien FY sélo existen aristas danadas, éstas no se encuentran en la trayectoria Py(ug,vo),
fuera de la trayectoria Py(ug,vg) en la componente Q[0] — F¥ hay a lo més (2n — 3) — F°. Por otro
lado, en la Figura 4.5 (B) vemos que fuera de la trayectoria Py(ug, vg) existen aristas con fallos por
lo que la la longitud de Py queda: |Py(ug,vo)| = k™' — 1. Ademas cuando n > 3 y k > 3 tenemos

n—1 i n—1 7 . n—1 0
la siguiente desigualdad fk _2|F |_1] >3 _2|F =1 (2n — 3) — | Fi|, por lo que 3 —2|F =1 S

(2n — 3) — |F?|, asf que podemos encontrar dos vértices consecutivos, wg y 2o en P(ug,vg) tal
que (wo,w1) v (20, 21) son aristas que estamos seguros que no estdn danadas; es decir, aristas de
cruce sanas con wi y z1 son los vecinos de wq y 2o en Q[1], respectivamente. En la Figura 4.6 (A)
mostramos graficamente las trayectorias Py y P; siendo unidas, a través de los vértices wg, zg, w1
y 21. Sea (ug, Po,1 (uo,wo), wo, 20, Po,2 (20,v0),v0) = Po(up,vo) y sea Pi(wi,21) una trayectoria
Hamiltoniana en Q[1] — F*. Asf Tp1 = g, Po.1(uo, wo), wo, w1, Pr(w1, 21), 21, 20, Po,2(20, v0), v0)
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Figura 4.5: Ejemplo Lema 6

es una trayectoria Hamiltoniana en Q[0,1] — F, en la Figura 4.6 (A) se muestra la construccién
de la trayectoria Tp ;.

Una vez encontrando la trayectoria Ty ; repetimos en procedimiento a los Q[i] vecinos, en el Figura
4.6 (B) damos el ejemplo de cémo se puede construir la trayectoria Ty o a partir de las trayectorias
To.1 ¥ Po(we, z2). Al tomar a una componente vecina de Q[i], ésta puede ser la que se encuentre
a la izquierda Q[i — 1] o a su derecha Q[i + 1], esto lo podemos ver en la Figura 4.6 (C) y Figura

4.6 (D).
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Figura 4.6: Ejemplo Lema 6

En el siguiente lema, se mostrara la construccion de la trayectoria Hamiltoniana entre dos vértices ar-
bitrarios u; € V(Q[i] — F*) y u; € V(Q[j] — F?) en un QF con fallas. Notamos que Q[i, 5] puede tolerar
2n — 2 fallos, que es el maximo grado de tolerancia para encajar un ciclo Hamiltoniano. Se buscan todos
los vértices en Q[j] — F7 para formar una sub-trayectoria en esa trayectoria Hamiltoniana para probar
el lema 9.
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Lema 6 Seani,j € [0,k—1], y sea F C V(Qli, j])UE(Qi, j]) un conjunto con fallos con |F| < 2n—2. Si
Q[l]— F' es Hamiltonianamente conexo para cada [ € [4, j], entonces existe una trayectoria Hamiltoniana
que conecta dos vértices arbitrarios u; € V(Q[i] — F') y u; € V(Q[j] — F7) en Q[i, j] — F tal que todos
los vértices en Q[j] — F? forman una sub-trayectoria sobre esa trayectoria Hamiltoniana para toda n y
kconn >3, k>3ykimpar.

Demostracién: Partiremos en dos casos, cuando ¢ = j y cuando i # j.

Sea i = j, esto implica que estamos hablando de una sola componente Q[i], por lo que, al ser
Hamiltonianamente conexa, existe una trayectoria Hamiltoniana asi que cualesquiera dos vértices
de Q[i] forman una sub-trayectoria.

Sea i # j. Sin pérdida de generalidad, suponemos que ¢ = 0. Por hipétesis |F| = (2n — 2), la
cantidad de vértices en Q[0] es [V (Q[0])| = k™~ 1. Si todos los vértices con fallos se encuentran
en Q0] implica k"~' — (2n —2) > 9 —4 = 5, para cadan > 3 , k > 3 y k impar. Sin embargo
estas fallas pueden estar dispersas en varios Q[i], asi que podemos encontrar a (vg, v1), una arista
de cruce sana, tal que vy # ug, con v € V(Q[0] — F°) y vy # u; con v; € V(Q[1] — F'). Co-
mo por hipétesis Q[0] y Q[1] son Hamiltonianamente conexos, para cada [ € [0,j — 1], entonces
tenemos las trayectorias Hamiltonianas Py(ug,vo) en Q[0] — F® y Py(uy,v1) en Q1] — F1. Asf la
trayectoria (ug, Po(ug,vo), v, v1, P1(v1,u1),u1) que estd uniendo a las componentes Q[0] y Q[1]
es Hamiltoniana, en la Figura 4.7 (A) podemos ver graficamente el proceso. Continuando con el
proceso, podemos extender esta trayectoria hasta la componente Q[j] como se ve en la Figura
4.7 (B), para ello suponemos que tenemos la trayectoria R(ug,v;—1) en Q0,7 — 1] — F' que une
desde la componentes Q[0] hasta la componente Q[j — 1], por hipétesis |V (Q]i])| = k"~!. Como
k"1 —(2n—2) > 9—4 = 5 el total de vértices con fallos puede ya estar en Q[0, j — 1] o atin existir
fallos en Q[j], sin embargo, podemos encontrar una arista (v;_1,v;) una arista de cruce sana, tal
que vj_1 #v1 yvj—1 € V(Q( —1) — FI7Y) vy v; #£uj y v; € V(Q(j) — F7).

Sea S(vj,u;) una trayectoria Hamiltoniana en Q[j]. Asi la trayectoria (ug, R(uo,vj-1),vj-1,v;,
S(vj,u;),u;j) es Hamiltoniana y se encuentra en Q[0, j] — F, ademés S(v;, u;) contiene a todos los
vértices sin fallos de Q[j] — FV al ser una trayectoria Hamiltoniana.

Finalmente, si queremos unir dos componentes Q[i] y Q[j] que no son vecinos contiguos, tendre-
mos que encontrar la trayectoria que une a las componentes que estan entre ellas. Por ejemplo,
si queremos encontrar una trayectoria Hamiltoniana entre Q[i] y Q[j] tenemos que encontrar la
trayectoria que une a Q[i +1,j — 1], asf la trayectoria R1(u;,v;_1) une a Q[i, j — 1], ubicamos una
arista de cruce sana para la trayectoria R2(vj,u;) para conseguir la trayectoria Hamiltoniana,
como se ilustra en la Figura 4.7 C.

En la siguiente construccién haremos una trayectoria Hamiltoniana entre dos vértices arbitrarios u; €
V(Qli] — F*) y us € V(Q[s] — F*) para s € [i, j] en una grafica Q[i, j] con fallos.

Notamos que Q[i,j] puede tolerar 2n — 3 fallos en el lema siguiente, el cual es el méximo grado de
tolerancia a fallos en un encaje de ciclo Hamiltoniano.

Lema 7 Sean i,j € [0,k — 1] y sea F C V(QJi, j]) U E(Q[i, j]) un conjunto con fallos tal que |F| <
2n — 3. Si Q[I] — F' es Hamiltonianamente conexo para cada [ € [, j], entonces existe una trayectoria
Hamiltoniana que conecta dos vértices arbitrarios u; € V(Q[i]) — F' y us € V(Q[s]) — F* en Q[i, j] — F
tal que s € [i,j] paran > 3, k > 3 y con k impar.
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Figura 4.7: Ejemplo Lema 7

Demostracién: Tenemos dos casos, cuando 7 = j y cuando i # j.
Sea i = j, esto implica que estamos hablando de una sola componente Q[i], por el lema anterior
(Lema 6) en el caso base, existe una trayectoria Hamiltoniana en Q[i] y ésta a su vez, forma una
sub-trayectoria con todos los vértices de Q[i].
Sea i # j, por lema anterior existe una trayectoria Hamiltoniana, R(u;, us) en Q[i, s]—F tal que to-
dos los vértices en Q[s] — F*® forman una sub-trayectoria en R(u;,us). Usando la siguiente desigual-

dad [knilg‘wl*l} > 377’7172‘F1'|71 > (2n — 3) — |FY|, implica que lo peor que puede pasar en este
caso es que un vértice que no esté danado, sélo se pueda acceder a él por una arista para mantener
la hipo6tesis de Hamiltonianamente conexa por lo que podemos encontrar dos vértices consecutivos
en R(u;, us), us y vs que existen en V(QIs]), tal que (us, us+1) y (vs, vs11) son aristas que no tienen
fallos; es decir, aristas de cruce, donde us 1y vs41 € V(Q[s+1]). Por el Lema 6, hay una trayectoria
Hamiltoniana S(usy1,vs41) en Q[s+1, j]—F. Sea (u;, Ry (u;, us), s, Vs, Ra(vVs, v;), v;) = R(us, us).
Asi, (u;, Ry (ui, Us), Us, Ust1, S(Ust1, Vst+1), Vst1, Vs, Ra(vs, v;), v;) forma una trayectoria Hamilto-
niana en Q[j] — F.

Q[ Q[i+1.]]
o u o us

Figura 4.8: Ejemplo Lema 8

Ejemplo 27 Consideremos la red Q3, sabemos que podemos partirlo en Q[0], Q[1], Q[2]. Para cada com-
ponente, ejemplificamos los casos del Lema 6.
En la Figura 4.9.A observamos a Q[0] donde sélo tenemos vértices con fallas. En él se muestran en verde
los vértices 000,021,022, los cuales estdn daniados y Q[0] sigue teniendo una trayectoria Hamiltoniana,
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la cual se muestra siguiendo la linea punteada en morado.

En la Figura 4.9.B observamos a Q[2] donde Unicamente hay aristas con fallas. En verde se observan
las aristas danadas (210,212), (210, 220), (210,211), se puede observar que estamos en el limite para
encontrar una trayectoria Hamiltoniana debido a que sélo hay una arista libre de dano, o arista de
cruce sana, (200,210) en el vértice 210 por la que forzosamente tendremos que usar para la trayectoria
Hamiltoniana que se visualiza por la linea punteada de color morado.

En la Figura 4.9.C observamos a Q[1] donde tenemos aristas y vértices con fallos. Resulta més facil
encontrar trayectorias Hamiltonianas.

Figura 4.9: Posibles fallas dentro de un Q3

Definicién 31 El Toro de dimensiones m x n, denotado como (m,n)—toro, es una gréfica con m x n
vértices etiquetados como ab, donde a,b son enteros tales que 0 < a <m—-1y 0<b<n-—1. Dos
vértices ab y cd son adyacentes si y sélo si ocurre cualquiera de dos casos:

a=cyb=d+£1( médn)ob=dya=cx1( méd m).

Asi, Q% es un (k, k)—Toro para toda k > 3, por definicién. El siguiente teorema relaciona la Hamilto-
nicidad y la tolerancia a fallos de el (m,n)—Toro.

Teorema 8 Sean m y n enteros, tales que m > 3 y n > 3, con n impar, entonces el (m,n)—Toro es
2—Hamiltoniano y 1—Hamiltonianamente Conexo, [2].

A continuacién ejemplificamos el Teorema 8, debido a que no se estd utilizando como objeto de estudio
la red (m,n)—toro.

Como podemos observar el m x n—toro es una grafica 4—regular, por lo que para lograr un ciclo
Hamiltoniano cada vértice debe tener al menos dos aristas incidentes a él, una por la cual entraremos
por primera vez al vértice y la otra nos servird para salir del vértice a un nuevo vértice, en el peor caso,
sobre un vértice sano inciden dos aristas danadas que es lo maximo tolerado, al ser 2—Hamiltoniana, ain
podemos entrar y salir del vértice, pero si hubiera tres aristas incidentes, podemos alcanzar al vértice,
pero ya no podemos salir, esto estd representado en la Figura 4.10 (A) donde las lineas punteadas
representan las aristas danadas y las aristas moradas representan el paso de un ciclo Hamiltoniano.
Por otro lado, si sobre un vértice sin fallas u inciden tres vértices con fallos atin podemos alcanzar al
vértice u a través de esa Unica arista para tener una trayectoria Hamiltoniana.

Corolario 3 Si k es impar, con k > 3, entonces Q5 es 2—Hamiltoniana y 1—Hamiltonianamente
Conexa.

Como vimos en la seccién pasada, podemos facilmente encajar un Q¥ en una malla, una m x n—malla
tiene la propiedad de ser 4—conexa y como sabemos los Q5 son 2(2) = 4—conexo, por lo que, po-
demos ver lo como otra representacién del Q%, y utilizando el Teorema 8 anterior concluimos que es
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Figura 4.10: 5 x 5—toro

2—Hamiltoniana y 1—Hamiltonianamente Conexa.
Usando la tolerancia a fallos Hamiltoniana y las propiedades de Hamiltonicidad Conexa de QF ;. se
mostrara la propiedad de tolerancia a fallos Hamiltoniana del (n, k)—cubo Q.

Teorema 9 Sea k un entero impar con k > 3. Si el (n — 1,k)—cubo Q¥ _; es (2n — 4)—Hamiltoniana
y (2n — 5)—Hamiltonianamente Conexa para algin n > 3, entonces el (n,k)—cubo QF es (2n —
2)—Hamiltoniana.

Demostracién: Sea F C V(QF) U E(QF); es decir, un conjunto de vértices o aristas con fallos en
un (n, k)—cubo tal que |F| < 2n — 2. Como se puede dividir al (n,k)—cubo Q¥ en Q[i] para
i € {0,k — 1}, sobre alguna dimensién tal que |F*| < 2n — 3 para cada £ con 0 < £ < k — 1.

Si en total |F'| < 2n — 3, el teorema se cumpliria, debido a que 2n — 3 < 2n — 2 y al volver a partir
a QF tenemos la (2n — 5)—Hamiltonianamente Conexa, por lo que asumiremos que |F| = 2n — 2.
Si F C E(QF); es decir, solo tenemos aristas con fallos, dividimos al (n,k)—cubo Q¥ en la di-
mension que se encuentre las aristas con fallos. Por otro lado, si no existen tales aristas con
fallos entonces F' C V(QF). lo que indica que sélo hay vértices con fallos. La cota inferior para
|F| > 2(3) — 2 = 4 para toda n > 3, tomamos dos vértices con fallos arbitrarios del (n, k)—cubo
y partiremos al (n, k)—cubo sobre alguna dimensién, de forma que estos dos vértices queden en
diferentes (n — 1, k)—cubo; o sea, en diferentes componentes. Sin pérdida de generalidad se su-
pondré que |F°| > |F*| para toda ¢ € [0,k — 1]. Tenemos tres posibles casos para la existencia de
ciclos Hamiltonianos:

(1) [FO] =2n—3; (2) [FO|=2n—45y (3) |[F% <2n—5.

A continuacion, revisamos cada uno de ellos.

Caso 1: |[F°| =2n—3

Tenemos que, por hipétesis cada (n — 1,k)—cubo Q¥ _; es (2n — 4)—Hamiltoniano, esto implica
que existe una trayectoria Hamiltoniana Py(ug,vo) en Q[0] — FY. Sean uy y v; los vecinos de ug
y v en la componente Q[1], respectivamente. Por el otro lado, sean ug_1 y vi—1 los vecinos de
up y vp en la componente Q[k — 1]. Como hay al menos alguna arista con fallo afuera de Q[0],
o las dos aristas (ug,u1), (vo,v1) son aristas sin fallo o (ug, ux—1), (vo, vk—1) son aristas sin dano,
por las que es posible cruzar entre componentes por algun par de aristas. Sin pérdida de gene-
ralidad, suponemos que las aristas sin fallos por las que podemos cruzar son (ug,u1) vy (vo,v1).
Por hipétesis (n — 1,k)—cubo QF_; es (2n — 5)—Hamiltonianamente conexa y 2n — 5 > 1 para
n >3, asi Q[f] — F* es Hamiltonianamente conexa para toda ¢ € [I,k — 1] y n > 3. Tomando
que 1 < 2n — 3, para n > 3, por el Lema 7, existe una trayectoria Hamiltoniana R(u1,v1) que



4.2. TOLERANCIA A FALLOS 73

existe en Q[1,k — 1] — F. As{ tenemos que (ug, Py(ue,v0), vo, v1, R(v1,u1),u1,ug) forma un ciclo
Hamiltoniano en Q¥ — F. En la Figura 4.11 (A) vemos la construccién del ciclo Hamiltoniano, uti-
lizando las aristas de cruce sanas (ug, 1) y (vg,v1) para unir las trayectorias Py(ug, vo) v R(u1, v1).

Caso 2: |[F°| =2n —4

Por hipétesis, cada (n — 1,k)—cubo QF | es (2n — 4)—Hamiltoniana lo cual implica que hay un
ciclo Hamiltoniano Cy que existe en Q[0] — FY. Como hay al menos dos aristas o vértices con
fallos, fuera de la componente Q[0], podemos encontrar dos vértices consecutivos ug y vo que se
encuentran en el ciclo Cy, para n > 3 tal que (ug,u1) y (vo,v1) son aristas libres de fallos tal que
u1 y v1 que estdn en Q[1] son vecinos de ug y vg, respectivamente.

Como Q[{] — F es Hamiltonianamente conexa para toda ¢, con ¢ € [1,k — 1] y n > 4, se repite la
construccién pasada, encontrando una arista de cruce sana a la siguiente componente y utilizando
el Lema 7 encontramos el ciclo Hamiltoniano.

Por otro lado, si n = 3, ademds de la componente Q[0] puede existir otra componente digamos,
Q[i] tal que Q[i] también contiene dos fallos, si las demds copias tienen a lo més un fallo, utilizamos
el procedimiento anterior, para encontrar dos aristas sin fallo; es decir, aplicamos el Lema 7 para
encontrar el ciclo Hamiltoniano. Sin embargo, ambas componentes Q[0] — F° y Q[i] — F* podrian
no ser Hamiltonianamente conexas, pero por hipotesis, cada una es Hamiltoniana. Asi que existe
un ciclo Hamiltoniano, C; en la componente @Q[i]. Podemos notar que no hay maés fallas fuera
de estas dos componentes, y por hipétesis, Q[f] — F* es Hamiltonianamente Conexa para toda
¢ # {0,i}. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que i # k — 1. Asi podemos encontrar
una arista sin fallas por la que sea seguro cruzar, (u;_1,u;), tal que u;—1 € Qi — 1] y u; € Qli].
Aplicando el Lema 7, tenemos que existe una trayectoria Hamiltoniana, R(u1,u;—1) en Q[1,i—1],
cuando ¢ = 1 entonces (u;—1,u;) = (ug,u1). Sea vg—1 € V(Q[k — 1]) un vecino de V;. Sea v;
adyacente a u; en C; tal que v; 41 que es el vecino de v; en Q[i + 1] es diferente de v_1; es decir
Vi+1 7 Vk—1. Por el Lema 7 existe una trayectoria Hamiltoniana S(v;11,vk—1) que se encuentra en
Qi + 1,k —1]. Ademas, sea Cy = (ug, Po(uo,v0),v0) ¥y Ci = (u;, P;(u;, v;),v;). Entonces, tenemos
que (ug, uy, R(uy, wi—1),ui—1,u;, B;(u;, v;), v, viv1, S(Vit1, Vk—1), Vk—1, Vo, Po(vo, o), up) es un ci-
clo Hamiltoniano en Q% — F. En la Figura 4.11(B) podemos ver la construccién de este caso a
través de la unién del ciclo Cy con la trayectoria R(ui,u;—1), €l ciclo C; y conectarlo finalmente
con la trayectoria S(viy1,vp—1).

Caso 3: [FO| <2n -5
Como k™! > 2n — 2 para k > 3 y n > 3, podemos encontrar una arista sin fallos por la que po-
demos cruzar, (ug,ux_1), donde ug € Q[1] y ux—1 € Q[k —1]. Como |F°| < 2n —5 y por hipétesis,
sabemos que QF | es (2n — 5)—Hamiltonianamente Conexa, asf Q[(] — F es Hamiltonianamente
conexa para cada ¢ con 0 < ¢ < k — 1. Aplicando el Lema 6, tenemos que existe una trayectoria
Hamiltoniana P(ug,ur—1) en Q[0,k — 1]. Asi, obtenemos que (uq, P(ug, ur—1), uk.uo) €s un ciclo
Hamiltoniano en Q¥ — F.
Esto significa que Q¥ hereda propiedades de Hamiltonicidad del Q¥ _;, atin cuando éste presenta mds
fallas. En particular, el Teorema 9 indica que si Q¥ _; tolera el conjunto de fallas F' con |F| < 2n —4, de
tal manera que QF , es una grafica Hamiltoniana; y, ademds QX ;| — F' es Hamiltonianamente conexa
para toda F con |F| < 2n — 5, entonces QF tolera conjuntos de fallas F’, con |F’| < 2n — 2, asi QF — F
es una grafica Hamiltoniana.
Usando la Hamiltonicidad de la tolerancia a fallos y las propiedades Hamiltonianamente Conexas del
Q% |, se probard la Hamiltonicidad Conexa de la tolerancia a fallos del QX en el siguiente teorema.
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Figura 4.11: Ejemplo Teorema 9

Teorema 10 Sea k un entero impar con k > 3. Si el (n — 1,k)—cubo Qf _; es (2n — 4)—Hamiltoniana
y (2n — 5)—Hamiltonianamente Conexa para algin entero n, con n > 3, entonces la gréfica (n, k)—cubo
QF es (2n — 3)—Hamiltonianamente Conexa.

Demostracién: Queremos probar que existe una trayectoria Hamiltoniana que conecta a cualesquiera

dos vértices = y y en QF — F y para toda F que cumpla |F| < 2n — 3. Supondremos que = # y y
partimos al (n, k)—cubo QF en Q[0], Q[1],--- , Q[k — 1] a través de alguna dimensién de tal forma
que x y y estén en diferentes partes QF . Por ltimo, sin pérdida de generalidad, suponemos que
|FO| > |F*| para toda £ con 0 < £ < k — 1. Tenemos tres casos generales y algunos subcasos, para
ver la existencia de las trayectorias Hamiltonianas:
Caso 1: |[F°| = 2n — 3: Caso 1.1: z € V(Q[0] — F°) y y € V(Q[i] — F?),

Caso 1.2: z € V(Qli] — F') y y € V(Qlj] — F7);

Caso 2: |FO| = 2n — 4 Caso 2.1: z € V(Q[0] — F°) y y € V(Q[i] — F?),
Caso 2.2: z € V(Q[i] — F') y y € V(Q[j] — F); y

Caso 3: |F°| = 2n — 5.
A continuacién, revisamos cada uno de ellos.

Caso 1: |FY| =2n—3

Por hipétesis, cada (n — 1, k)—cubo QF_; es (2n — 4)—Hamiltoniana, as{ que existe una trayecto-
ria Hamiltoniana Py(ug,vg) en Q[0] — FY. Como |F°| = 2n — 3 no existen més fallos en aristas o
vértices afuera de Q[0]. Asi que Q[{] es Hamiltonianamente Conexa para toda ¢ con £ € [1,k — 1].
Ahora tenemos dos casos, los cuales trataremos con detalle a continuacién.

Caso 1.1: z € V(Q[0] — F°) y y € V(Q[i] — F?), con i # 0. Tenemos que x y y no estan
en la misma componente. Sea Py(ug,vo) = (uo, Po,1(uo, wo), wo, z, Po 2(x, wo), vo). Tenemos que
|V (Py(ug,v0))| = k"1 — (2n — 3) > 32 — 3 = 6 para toda k y n tales que k > 3 y n > 3, que es
la cota inferior, asi que se supondrd que wg # ug y wo # x. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que i # 1. Asi, sean v1 y w; en @Q[1] vecinos de vy y wy, respectivamente. Ademds, sea
up—1 en Q[k — 1] el vecino de wy.

Primero consideramos el caso y # wug—1. Por el Lema 7 existe una trayectoria Hamiltoniana
R(vi,w;) en Q[1,i—1]. También por el Lema 7, existe una trayectoria Hamiltoniana S(ug_1,y) en
Q[i, k —1]. Asi (x, Py 2(, o), vo, v1, R(v1,w1), w1, wo, Po,1(wo, uo), to, uk—1,S(ur—1,%),y) es una
trayectoria Hamiltoniana en QF — F. Ahora, para el Caso 1.1, consideramos cuando y = uy,_1. Si
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n > 3, por el Lema 7, existe una trayectoria Hamiltoniana R(vi,w;) en Q[1,k — 1] — y. Entonces,
(z, Py, v0), v, v1, R(v1,w1), w1, wo, Py 1(wo, up), up, y) forma un ciclo Hamiltoniano en QF — F'.
La Figura 4.12 (A) nos permite ver gréficamente la construccién de la trayectoria, con x dentro
de la trayectoria Py en la componente Q[0] y y en la componente Q[i, k — 1], ademds de mostrar
las trayectorias R(v1,w1) y S(ug—1,Yy).

Caso 1.2: z € V(Q[i] — F?) y y € V(Q[j] — F7), tal que 4,5 # 0.

Suponemos que ¢ > j, también supongamos que x y y son vecinos ya sea de ug o de vg, si
z € Qk—1]yy € Q[1]. Sea vi_1 en Qk — 1] el vecino de vg. Al no tener fallas en Q[k — 1] ya
que todas estdn dentro de @Q[0], existe una trayectoria Hamiltoniana Pj_1(z,vr—1) en Q[k — 1].
Sea Py(uo, vo) = (uo, Po,1(uwo, wo), wo, 20, Po,2(20,v0), vo) ¥y sean wq y 2o dos vértices consecutivos
dentro de Py(up,vp). Por otro lado, sean wy, 21 € Q[1] los vecinos de wy, 2g, respectivamente.
Por el Lema 7, existe una trayectoria Hamiltoniana R(w1, 21) € Q[1,k — 2] — y. Asi, la trayecto-
ria (y, vo, Po.1(uo, wo), wo, w1, R(w1, 1), 21, 20, Po,2(20, Vo), Vo, Vk—1, Pe—1(Vk—1, ), z) es Hamilto-
niana, conectando z con y en el QX — F.

Por otro lado, supongamos que ni x ni y son vecinos de ug 0 vy, respectivamente. Sea u; € Q[1]
y vk—1 € Q[k — 1] vecinos de ug y vy respectivamente. Sin pérdida de generalidad, supone-
mos que son distintos; es decir, u; # y y vg—1 # «. Aplicando el Lema 7 tenemos que existen
dos trayectorias Hamiltonianas, S(z,vx—1) € Qli,k — 1] v T(u1,y) € Q[1,7 — 1]. Por lo que
(x,S(z,v5-1), Vk—1, V0, Po(vo,up), ug,u1, T(u1,y),y) es una trayectoria Hamiltoniana que conecta
azconyenQF —F.

La Figura 4.12 (B) nos muestra el caso donde hay un ciclo Hamiltoniano en la componente
Q[1,k — 2] y la Figura 4.12 (C) nos muestra a la trayectoria solo con la unién de las trayectorias
S(x,vk—1), Po(uo,vo) y T'(u1,y) a través de las aristas de cruce sanas (vip—1,v0) ¥ (uo, u1).
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Figura 4.12: Ejemplo Teorema 10
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Caso 2: |[F| =2n—4

Por hipétesis Q[0] es (2n — 4)—Hamiltoniana, por lo que existe Cp, un ciclo Hamiltoniano en
Q0] — F°, tomando la cardinalidad de |F|, esto implica que hay al menos una falla fuera de la
componente Q[0]. Como Q[¢] — F* es Hamiltonianamente conexa para toda ¢ con ¢ € [1,k — 1],
ahora tenemos dos casos, los cuales trataremos con detalle a continuacion.

Caso 2.1: z € V(Q[0] — F%) y y € V(Q[i] — F") cuando i # 0.

Sea ug € V(Cp) tal que ug no es vecino de y y ug es adyacente a x dentro de Cy. Sea uy €
V(Q[1] — F') el vecino de ug, como a lo mds hay un fallo fuera de la componente Q[0], su-
ponemos, sin pérdida de generalidad, que la arista (ug,u1) no presenta fallas. Por el Lema 7
existe una trayectoria Hamiltoniana R(u1,y) € Q[1,k — 1] — F, el ciclo Hamiltoniano se ve como:
Co = (z, Py(x,ugp), ug, x). Asi, la trayectoria (x, Py(x,uq), ug, u1, R(u1,y),y) es Hamiltoniana y
conecta a los vértices x,y en el QF — F. En la Figura 4.13 (A) podemos ver el caso de tener un
ciclo Hamiltoniano Cy al cual le quitaremos una arista (z,up) y a través de la arista de cruce sana
(uo,u1) lo unimos a la trayectoria R(u1,y).

Caso 2.2: z € V(Qli] — F') y y € V(Qj] — F’), tal que i # j.

Suponemos que ¢ > j, como ya sabemos que existe un fallo afuera de la componente Q[0], elegimos
dos vértices adyacentes, ug,vo € Q[0], tal que (ug,ur—1) y (vo,v1) son aristas libres de fallos, que
ademds cumplen que ug_1 # x 'y v; # y con ug_1 € Q[k—1] es vecino de ug y v1 € Q[1] es vecino de
vo. Aplicando el Lema 7 existe una trayectoria Hamiltoniana R(v1,y) € Q[1,i—1]—F, andlogamen-
te, existe S(z, ur—1) en Q[i, k—1]— F. Veremos al Ciclo Cy como: Cy = (ug, Py(ug, vo), vo, ug). Asf,
la trayectoria (z, S(x, up_1), up_1, uo, Po(ug, vo),vo, v1, R(v1,y),y) es Hamiltoniana en QX — F. En
la Figura 4.13 (B) podemos ver el caso de tener dos trayectorias, una en la componente Q[i, k — 1]
y otra en la componente Q[1,i — 1], entre las componentes se localiza la componente Q[0] en la
cual existe un ciclo Hamiltoniano, el cual partiremos.

Qllk-1] Qlik-1]

S(auk—1)

Roul,y) Rivly)

Figura 4.13: Ejemplo Teorema 10

Caso 3: |[F°| =2n -5

Como resultado de los casos anteriores, Q[¢] — F'* es Hamiltonianamente Conexa para toda £ con
¢ € [0,k — 1]. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que x € V(Q[0] — F°). Como |F| < 2n — 3,
aplicando el Lema 7 existe una trayectoria Hamiltoniana que conecta a los vértices = y y en la
componente Q[0,k — 1] — F, lo cual implica que existe la trayectoria Hamiltoniana en QF — F.

k

Este resultado también implica que QF hereda propiedades de Hamiltonicidad de la grafica QF |,
cuando ambas tiene fallas. En particular, indica que si Q¥ _; tolera cualquier conjunto de fallas F' con
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|F| < 2n —5 de tal manera que QF | — F es tal que para todo par de vértices z, y en QF — F existe
una trayectoria Hamiltoniana que los conecta y ademas Q* ;| — F’ es Hamiltoniana para todo F’ con
|F’| < 2n — 4 entonces QF tolera cualquier conjunto de fallas F” con |F"| < 2n — 3, asi Q¥ — F" posee
una trayectoria Hamiltoniana para cualquier par de vértices x, y en él.

Concluyendo, la Hamiltonicidad de tolerancia a fallos de la grafica (n,k)—cubo QF estd dada en el
siguiente teorema:

Teorema 11 Sean k y n dos enteros, tales que n > 2, k > 3 con k impar. Entonces, el (n, k)—cubo
QF resulta ser una grifica (2n — 2)—Hamiltoniana y (2n — 3)—Hamiltonianamente Conexa.

Demostracion: Teniendo los anteriores teoremas, el Teorema 9 nos da las condiciones para garan-
tizar que la grafica (n,k)—cubo es (2n — 2)—Hamiltoniana; es decir, se pide que cada subcubo
(n—1, k)—cubo sea (2n—4)—Hamiltoniano y (2n—>5)—Hamiltonianamente Conexo para poder en-
contrar al menos un ciclo Hamiltoniano dentro del (n, k)—cubo. El Teorema 10 nos da las condicio-
nes para garantizar que la gréfica (n, k)—cubo es (2n—3)—Hamiltonianamente Conexa; es decir, se
pide que cada subcubo (n—1, k)—cubo sea (2n—4)—Hamiltoniano y (2n—5)—Hamiltonianamente
Conexo para poder encontrar al menos un ciclo Hamiltoniano dentro del (n, k)—cubo.

Vemos que ambos teoremas nos piden los mismos requisitos referente a los subcubos, pode-
mos garantizar que el (n,k)—cubo QF resulta ser una gréfica (2n — 2)—Hamiltoniana y (2n —
3)—Hamiltonianamente Conexa.

Esto significa que:

1. El (n,k)—cubo con n > 2y k > 3 y k impar en una gréfica (2n — 2)—Hamiltoniana tolerante a
fallos; es decir que, para todo conjunto de fallas F, con |F| < 2n — 2 se tiene que QX — F' es una
grafica Hamiltoniana.

Queremos enfatizar que un (n, k)—cubo dafiado aun existen ciclos Hamiltonianos incluso si el
conjunto con fallas F tiene 2n — 2 aristas o vértices con fallas y como el (n, k)—cubo es una grafica
2n—regular tal cota es 6ptima.

2. El (n,k)—cubo con n > 2y k > 3 y k impar es una gréfica (2n — 3)—Hamiltonianamente Conexa
lo que significa que para todo conjunto de fallas F, con |F| < 2n — 3 se tiene que si QF — F
entonces existe una trayectoria Hamiltoniana entre cualesquiera par de vértices en él.

Para este caso, tal cota también es éptima ya que QF es 2n—regular.

Ejemplo 28

Sea el (4,3)—cubo Q} vamos ver que es 6—Hamiltoniana y 5—Hamiltonianamente Conexa, como lo dice
el Teorema 11. En la Figura 4.14 mostramos como se ve el (4,3)—cubo, en rojo resaltamos las aristas
que tienen fallos. Tenemos tres componentes y estan unidas entre ellas pero las aristas se omitieron para
que se aprecie la Figura, cada componente es un (3, 3)—cubo Q3.

Analizaremos cada componente, utilizando el Lema 5, Lema 6 y Lema 7:

Componente 0:

Las aristas con fallos de la componente son Q[0] son (0110,0111), (0111,0112) y (0122, 0222).
Primero, encontraremos una trayectoria Hamiltoniana en Q[0]. En la Figura 4.15 (A) marcamos en azul
el ciclo Hamiltoniano: Cy = (0000, 0100, 0110, 0120, 0122, 0112, 0102, 0101, 0111, 0121, 0221, 0220,
0210, 0200, 0202, 0222, 0212, 0211, 0201, 0001, 0002, 0022, 0012, 0010, 0011, 0021, 0020).
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Figura 4.14: Particién del (4, 3)—cubo

Por lo que la Componente Q[0] es 4—Hamiltoniana.

Ahora, vamos a ver que es 3—Hamiltoniana Conexa, lo cual implica que para cualesquiera dos vértices
u;,v; podemos encontrar la trayectoria Hamiltoniana P;(u;,v;), por el Lema 5 nos garantiza que es
2n — 3 = 5 y teniendo la siguiente desigualdad: 2n — 5 < 2n — 3, por lo que si es 3—Hamiltoniana.
Tomaremos dos vértices arbitrarios, 0011 y 0222, en la Figura 4.15 (B) se muestra la trayectoria
Py(0011,0222) = (0011, 0010, 0012, 0022, 0002, 0001, 0000, 0020, 0021, 0121, 0111, 0101, 0102, 0112,
0122, 0120, 0110, 0100, , 02000210, 0220, 0221, 0211, 0201, 0202, 0212, 0222).

Componente 1:

Las aristas con fallos de la componente Q[1] son (1100,1120) y (1002,1012).

Primero, encontraremos una trayectoria Hamiltoniana en Q[1]. En la Figura 4.16 (A) marcamos en azul
el ciclo Hamiltoniano: C; = (1000, 1002, 1001, 1101, 1102, 1100, 1200, 1201, 1202, 1212, 1210, 1211,
1111, 1112, 1110, 1010, 1011, 1012, 1022, 1122, 1121, 1120, 1220, 1222, 1221, 1021, 1020).

Por lo que la Componente Q[0] es 4—Hamiltoniana.

Después, vamos a ver que es 3—Hamiltoniana Conexa, lo cual implica que para cualesquiera dos vérti-
ces u;, v; podemos encontrar la trayectoria Hamiltoniana P;(u;,v;), por el Lema 5 nos garantiza que es
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Figura 4.15: Ciclo Cy y Trayectoria T7 en Q[1]

2n — 3 = 5 y teniendo la siguiente desigualdad: 2n — 5 < 2n — 3, por lo que si es 3—Hamiltoniana.
Tomaremos dos vértices arbitrarios, 0011 y 0222, en la Figura 4.16 (B) se muestra la trayectoria
Py(1101,1102) = (1101, 1111, 1121, 1021, 1020, 1022, 1012, 1011, 1010, 1000, 1001, 1002, 1202, 1201,
1211, 1212, 1222, 1221, 1220, 1210, 1200, 1100, 1110, 1120, 1122, 1112, 1102).

Figura 4.16: Ciclo Cy y Trayectoria T» en Q[2]

Componente 2:

La tnica arista con fallo de la componente Q[2] es (2202, 2222).

Primero, encontraremos una trayectoria Hamiltoniana en Q[2]. En la Figura 4.17 (A) se observa en azul
el ciclo Hamiltoniano: C; = (2000, 2001, 2002, 2012, 2010, 2011, 2021, 2022, 2020, 2120, 2110, 2100,
2101, 2111, 2121, 2122, 2112, 2102, 2202, 2201, 2211, 2212, 2222, 2221, 2220, 2010, 2200).

Por lo que la componente Q[2] es 4—Hamiltoniana.

Ahora, veamos que es 3—Hamiltoniana Conexa, lo cual implica que para cualesquiera dos vértices u;, v;
podemos encontrar la trayectoria Hamiltoniana P;(u;, v;), por el Lema 5 nos garantiza que es 2n—3 =5
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y teniendo la siguiente desigualdad: 2n — 5 < 2n — 3, por lo que si es 3—Hamiltoniana.

Tomaremos dos vértices arbitrarios, 2120 y 2222, en la Figura 4.15 (B) se muestra la trayectoria
Py(2120,2222) = (2120, 2100, 2102, 2101, 2111, 2110, 2112, 2122, 2121, 2021, 2020, 2010, 2011, 2012,
2022, 2022, 2001, 2000, 2200, 2210, 2220, 2221, 2211, 2201, 2202, 2212, 2222).

Figura 4.17: Ciclo Cy y Trayectoria Th en Q[2]

Procedemos a aplicar el Teorema 4.11 para obtener el ciclo Hamiltoniano, cada conjunto |F°|, |F| y
|F2| de su respectiva componente Q[0], Q[1] y Q[0] es |F?| < 2n—5 = 3. Del ciclo Cj quitamos la aristas
(0101,0102), nos queda la trayectoria Tp(0101,0102) y del ciclo Cy quitamos la arista (2212,2222) y
nos queda la trayectoria T5(2212,2222), esto se puede ver en la Figura 4.18 donde hay taches sobre
las aristas. Asi construimos al ciclo C' = (Ty, T1,T3) utilizando las aristas de cruce sanas (0101,1101),
(0102,1102), (1212,2212) y (1222,2222) las cuales estdn dibujadas en verdes en la Figura 4.18, este
ciclo es Hamiltoniano.

Finalmente, revisaremos que es Hamiltonianamente Conexo, tomamos dos vértices arbitrarios 2101
y 2222 y encontraremos una trayectoria Hamiltoniana entre ellos, en la Figura 4.19 estos vértices
estdn en color rosa. Se utilizé la trayectoria T) de la componente Q[1], ademds de buscar una tra-
yectoria Tp(0120,0102) en Q0] y una trayectoria T5(2120,2222) en Q[2]. Se utilizaron las aristas de
cruce sanas (0120,1102) y (0102,1102) las cuales estdn dibujadas en verde, asi tenemos la trayectoria
T = (T1,Ty,T>). A pesar de que cada componente cumple el hecho de ser (2n — 5)—Hamiltoniana Co-
nexa, no descartamos que existan mds aristas con fallos entre las componentes Q[0], Q[1] y Q[2].

De lo anterior concluimos que el (4,3)—cubo Q3 es 6—Hamiltoniana y 5—Hamiltoniana Conexa
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Figura 4.18: Ciclo Hamiltoniano en un (4, 3)—cubo con fallas
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Figura 4.19: Trayectoria Hamiltoniana en un (4, 3)—cubo con fallas



Conclusiones

A lo largo de este documento tomamos como objeto de estudio la red de interconexiéon Q¥ desde el punto
de vista de la Teorfa de graficas [5, 8, 12]; es decir, la grafica (n, k)—cubo, la cual es una generalizacién
del hipercubo (n,2)—cubo @, [10], analizamos su topologia, ademé&s revisamos y ejemplificamos tres
algoritmos para la difusién de la informacién basados en dos articulos [6, 13]. Planteamos la posibilidad
de tener fallas dentro del (n, k)—cubo y, entonces, estudiamos propiedades topolégicas més sofisticadas
como la k—Hamiltonicidad, sin olvidar la Hamiltonicidad [15, 2, 7]. Se examinaron los siguientes puntos:

Breve introduccion a los conceptos y ejemplos de redes de interconexién.

Estructura de la red (n, k)—cubo basada en la generalizacién del hipercubo, el (n, k)—cubo estd
formado recursivamente por k copias del (n — 1, k)—cubo, por lo que existen k formas diferentes
de descomponer al (n, k)—cubo.

Una métrica llamada Distancia de Lee para encontrar la distancia minima entre vértices del

(n, k)—cubo, por lo que el didmetro del (n, k)—cubo es n * ng

En un (n, k)—cubo, si tenemos dos vértices diferentes u y v, hay 2n trayectorias ajenas por vértices
entre ellos.

En la red Q¥ sin fallos, podemos aplicar algoritmos éptimos de difusién para un puerto o multi-
puertos, ademdas de mostrar un algoritmo de Ruteo Dimensional.

Vimos la forma de encajar a la grafica (n, k)—cubo en las estructuras de Anillo, Malla e Hipercubos.
Gracias a esto podemos encontrar ciclos Hamiltonianos dentro del (n, k)—cubo.

Para ayudarnos a encontrar los ciclos Hamiltonianos, generalizamos los Cédigos Gray Binarios
propios del hipercubo para los (n, k)—cubos.

Se mostraron diversas funciones que generan Cédigos Gray como f, fx, f

Teniendo como preambulo lo anterior nos centramos en encontrar ciclos Hamiltonianos ajenos por aristas
dentro de un (n, k)—cubo sin fallos.

Si tenemos un Cédigo Gray es equivalente a tener un Ciclo Hamiltoniano.

Se vi6 que la cantidad de ciclos Hamiltonianos ajenos por aristas en un (n, k)—cubo sin fallos
depende de la forma del (n,k)—cubo, por ejemplo dentro de un (2,%k)—cubo tenemos 2 ciclos
Hamiltonianos ajenos por aristas.

Para un hipercubo (n,2)—cubo podemos encontrar | %] ciclos Hamiltonianos ajenos por aristas.

83



84 CAPITULO 4. LA RED (N, K)—CUBO CON FALLOS

Concluimos el documento con el capitulo cuatro donde nos planteamos la posibilidad de que al imple-
mentarse la red QF en la vida real, presente fallas, ya sea en vértices o en aristas. Para ello analizamos
su Hamiltonicidad.

= Analizamos el hecho de que los fallos puedan encontrarse tanto en vértices como en aristas.

= Nos ayudamos de partir al (n, k)—cubo sobre la dimensién que encontremos una mayor niimero
de fallos.

Los Lemas 5, 6 y 7 nos ayudan a encontrar un ciclo Hamiltoniano y una Trayectoria Hamiltoniana.

Finalmente el Teorema 9 y el Teorema 10 nos dan las condiciones para que un (n, k)—cubo sea
(2n — 2)—Hamiltoniana y (2n — 3)—Hamiltoniana Conexa.

A lo largo del trabajo, estuvimos no sélo desglosando las demostraciones, sino también ilustrdndo-
las y ejemplificando los resultados (teoremas, lemas). Este ejercicio fue de gran importancia para la
comprensién del material.
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