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Resumen

Estudios recientes en el campo de la localización de fuentes sonoras, han incorporado las
antenas acústicas tipo guía de onda ranurada ALWA, las cuales fueron diseñadas original-
mente para radiar energía altamente direccional con un sólo elemento activo. Además, debido
a sus características de reciprocidad, se han adaptado también como sistemas receptores ca-
paces de determinar la dirección de arribo de una señal sonora con un sólo micrófono. Esto
último promete ventajas sobre los métodos de localización típicos basados en el uso de arre-
glos de micrófonos, tales como simpli�cación en la cadena de adquisición y procesamiento de
datos, particularmente en la parte electrónica. La direccionalidad de una ALWA en ambos
sentidos de operación (emisor o receptor), está en función de la frecuencia dentro de un ran-
go de operación. Es por ello que estos sistemas también suelen ser conocidos como prismas
acústicos o sistemas de escaneo de frecuencia. Se han reportado diversos diseños de ALWA,
típicamente basados en estructuras periódicas que permiten obtener distintas posibilidades
de resolución angular.

Con el �n de caracterizar las propiedades direccionales de las antenas acústicas tipo guía
de onda ranurada ALWA, en este trabajo se realiza un estudio numérico de una ALWA basado
en la solución de la ecuación de Helmholtz por el método de elemento �nito, mediante la
herramienta de código abierto FEniCS Project. El modelo bajo estudio, es una guía de onda
en 1D con ranuras en simetría axial, diseñada para operar en aire, en modo emisor, radiando
energía desde una dirección angular perpendicular (broadside), hasta una dirección angular
positiva (end�re). Se presenta una descripción del método numérico implementado, así como
la validación del código empleado mediante aproximaciones de elemento concentrado que
modelan el tipo de estructuras utilizadas. Esto permite considerar la corrección de extremo
debido a la terminación abierta de la cavidad que se forma en las ranuras de radiación,
destacando las ventajas del método numérico en este tipo de evaluaciones. Adicionalmente,
se presenta un estudio de diferentes diseños de ALWA con geometrías irregulares en donde el
análisis teórico se vuelve complicado, pero con la motivación de conseguir diferentes per�les
de radiación con características que exhiban ventajas sobre los ya existentes. Los resultados
de este trabajo resaltan la organización del código desarrollado que permite automatizar la
exploración de múltiples parámetros geométricos, así como el análisis y procesamiento de los
datos generados en cada simulación.
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Capítulo 1

Introducción

La localización de fuentes sonoras, se re�ere al problema de estimar la dirección de arribo
de una señal sonora a un punto de referencia. Este tema ha sido investigado desde hace mu-
chas décadas debido a las importantes aplicaciones que tiene en múltiples áreas, por ejemplo:
vehículos de exploración autónomos, sistemas de seguridad, audición robótica, imagenología
médica, mapeo de radiación sonora, que ha demostrado ser muy útil para reducir emisiones
de ruido en automóviles o máquinas industriales, hasta aplicaciones subacuáticas con el uso
del sonar (navegación por sonido), entre otras.

Típicamente, la localización de fuentes sonoras suele llevarse a cabo mediante el uso de
arreglos de micrófonos (o hidrófonos) ensamblados en diferentes con�guraciones geométricas,
y posteriormente, la estimación de la dirección de arribo de la señal de interés, requiere de
canales de adquisición de datos simultáneos que demandan consumo de energía, así como un
importante costo computacional [1].

Una alternativa conveniente que ha prometido ventajas sobre el uso de arreglos para
realizar este tipo de operaciones, son las antenas tipo guía de onda ranurada (leaky-wave
antenna, LWA) [2]. Se trata de un dispositivo diseñado originalmente para radiar energía
con alta direccionalidad, y que fue introducido en el campo de las telecomunicaciones en
1940 (caso electromagnético), como una antena compacta capaz de generar patrones de
radiación direccional que sólo podían conseguirse anteriormente con arreglos de múltiples
antenas [3].

El funcionamiento de una LWA se basa en el fenómeno de radiación que ocurre a partir de
la fuga de energía que puede ser por medio de una abertura uniforme a lo largo de una guía de
onda, o por ranuras a intervalos periódicos formando celdas unitarias, y la direccionalidad de
la radiación dependerá de la frecuencia de la onda dentro de la guía, así como de la longitud
de la antena, cuyo ángulo, en principio puede ir desde el caso perpendicular denominado
broadside, hasta una dirección angular positiva denominada end�re [4].
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Aprovechando las similitudes entre el caso electromagnético y el acústico, Bongard et al.,
2010 [5], introdujo la primera antena acústica tipo guía de onda ranurada, denominada en
este trabajo como ALWA (acoustic leaky-wave antenna). Dicha antena incluye obstrucciones
de membranas en cada una de las celdas unitarias para formar un metamaterial acústico
basado en la teoría de líneas de transmisión. De esta manera, se obtiene un modelo que
permite radiar energía sonora también hacia una dirección angular negativa conocida como
back�re [5].

Se han reportado evaluaciones numéricas y experimentales que demuestran las ventajas de
este tipo de antenas en modo emisor sobre el uso de arreglos lineales de múltiples elementos,
como por ejemplo Naify et al., 2016 [6] y Bustamante et al., 2019 [7].

Aprovechando las características de reciprocidad acústica de la ALWA, este sistema puede
utilizarse también como receptor. En tal caso, la antena reforzará selectivamente un rango
de frecuencias dependiendo del ángulo de arribo, convirtiéndose en un dispositivo capaz de
proporcionar información sobre la posición de una fuente sonora de amplio espectro con tan
sólo un micrófono [8].

Con el �n de caracterizar las propiedades direccionales de las ALWAs, en este trabajo
se realiza un estudio numérico de una ALWA para aire, en modo emisor, fundado en la
solución de la ecuación de Helmholtz. El estudio se llevó a cabo mediante una solución
numérica basada en el método de elemento �nito (�nite element method, FEM), usando la
herramienta de código abierto FEniCS Project. Se propuso un diseño que consta de una
guía de onda cilíndrica con ranuras en simetría axial, sin obstrucciones, que radia desde
broadside a end�re. Se describe el método numérico implementado y se presentan resultados
que validan el código de simulación empleado mediante aproximaciones teóricas de elemento
concentrado.

Adicionalmente, se propusieron nuevos diseños de celda unitaria con geometrías com-
plejas en donde las aproximaciones teóricas se vuelven complicadas pero con el objetivo de
conseguir diferentes per�les de radiación e incluso posibles ángulos de radiación negativos,
sin el uso de membranas. Se presentan resultados preliminares que resaltan la organización
del código desarrollado para implementar el estudio numérico, permitiendo automatizar la
exploración de múltiples parámetros geométricos, así como el análisis y procesamiento de los
datos generados en cada simulación.
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Capítulo 2

Marco teórico

En este capítulo se presentan los elementos teóricos para obtener la aproximación analítica
del comportamiento de una antena acústica tipo guía de onda ranurada, ALWA.

Se utilizará la siguiente convención, resaltando la dependencia armónica con el tiempo,
la cual se asumirá durante todo el trabajo:

p(x, y, z, t) = Re{P (x, y, z)e−jωt}, (1)

en donde P es la amplitud de presión compleja, ω es la frecuencia angular, t es la coordenada
temporal, y j =

√
−1.

2.1. Guías de onda

Una guía de onda acústica, es una estructura diseñada para transportar ondas acústicas
de un punto a otro, restringiendo la propagación hacia una dirección en particular con un
mínimo de perdida de energía, típicamente debido a la re�exión total en las fronteras que
con�nan la onda acústica [10]. Algunos ejemplos de guía de onda acústica utilizan paredes
rígidas para con�nar las ondas, como es el caso de los tubos de impedancias, tubos de Kundt,
o los ductos de aire que se utilizan en algunos instrumentos musicales de viento. Existen
también otros tipos de guías de onda con diferente frontera, como la que se forma entre la
super�cie y fondo de un cuerpo de agua, favoreciendo la propagación de ondas acústicas en
este medio, o la propagación de ondas en sólidos como barras metálicas, placas y membranas.
En este trabajo se estudiarán las guías de onda cilíndricas o ductos de sección transversal
circular.

3



2.1.1. Modos de propagación

Los modos de propagación en una guía de onda, indican el patrón de comportamiento
nodal de la onda dentro de la guía. La manera de obtener estos modos de propagación
es mediante la solución a la ecuación de onda de la guía, la cual estará en función de su
geometría. Además, cada modo estará determinado por las condiciones de frontera y la
longitud de onda de la señal guiada.

Existe un modo que siempre se propaga en una guía de onda y es conocido como modo
fundamental, mientras que a los modos por arriba de este se les conoce como modos de orden
superior. Cada modo de orden superior tiene una frecuencia de corte a partir de la cual se
puede propagar.

2.1.2. Guía de onda cilíndrica

El análisis modal de un ducto de paredes rígidas y sección transversal circular, se simpli-
�ca utilizando un sistema de coordenadas cilíndrico (Figura 1). La solución de este tipo de
sistemas típicamente se expresa mediante funciones de Bessel, que son correspondientes a la
geometría en la dirección radial del ducto.

r

x

y

z

θ

(r, z, θ)

x = r cos θ

y = r sin θ

z = z

Figura 1: Sistema de coordenadas cilíndricas.

Todos los modos de propagación estarán identi�cados mediante el par ordenado (m,n ∈
Z), en donde m determina el número de planos nodales y n determina el número de cilindros
nodales paralelos al eje de propagación, como se ilustra en la Figura 2 [11].

+ -
+ -

- +
+

-

(0, 0) (1, 0) (2, 0) (0, 1)(m,n)

Figura 2: Ejemplos de patrones nodales correspondientes a los modos (m,n) de una guía de onda cilíndrica.

4



De acuerdo con Blackstock, 2001 [12], la presión acústica del modo (m,n) en un ducto
cilíndrico semi in�nito y de radio a como el de la Figura 3, es la siguiente:

r

a

z

Figura 3: Ducto cilíndrico semi in�nito en la dirección positiva del eje z.

pmn = Jm

(
α′mnr

a

)
[Amn cos(mθ) +Bmn sin(mθ)]ej(zβmn−ωt), (2)

en donde Jm es la función ordinaria de Bessel, α′mn representa el cero n-ésimo de J ′m, Amn y
Bmn son los coe�cientes modales determinados por la fuente de excitación; además, ej(zβmn−ωt)

indica que se trata de una onda viajera que se propaga en la dirección positiva de z, y βmn
es el número de onda en esa dirección de z, el cuál se calcula como:

βmn =
√

(ω/c0)2 − (α′mn/a)2, (3)

y la velocidad de fase, denotada en este trabajo como cph:

cphmn =
ω

βmn
=

c0√
(1− (α′mnc0/2πfa)2

, (4)

en donde c0 es la velocidad del sonido y f es la frecuencia de oscilación de la onda.

De la expresión (4), se puede observar que la velocidad de fase se calcula para cada
modo en particular, y la frecuencia de corte de cada modo es aquella para la cuál la ve-
locidad de fase se vuelve imaginaria, dando lugar a ondas evanescentes (ondas que decaen
exponencialmente). Esa frecuencia de corte se calcula como:

f cmn =
α′mn c0

2πa
∀ m,n > 0. (5)

Se puede observar que la expresión (5), funciona únicamente para modos de orden supe-
rior, y el primero de ellos, se propaga cuando (m = 1, n = 1).

A partir de la expresión (2), que denota la solución de la guía de onda cilíndrica, se puede
observar que el modo fundamental ocurre cuando (m = 0, n = 0), y es un caso especial
que sucede en las guías de onda en forma de ductos con paredes rígidas. En ese modo, la
distribución de presión es uniforme en el plano perpendicular al eje de propagación (ver
Figura 2), por lo que también se le conoce como modo plano [11]. Entre sus características,
no tiene frecuencia de corte debido a que α′00 = 0 y, por lo tanto, la velocidad de fase
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calculada en en la expresión (4), es igual a la velocidad de la onda en campo libre, cph00 = c0.

Por otro lado, en el régimen de propagación de modos de orden superior, cada modo tiene
una velocidad de fase distinta, y a esto se le conoce como dispersión modal. La dispersión
modal es un fenómeno típico que ocurre en una guía de onda que permite la propagación de
modos superiores [12].

2.1.3. Coe�cientes de re�exión y transmisión.

Cuando una onda plana que se desplaza en la dirección de z positiva dentro de una guía
de onda (P+), incide sobre una interfase ubicada en un punto arbitrario de la guía, parte de
la onda incidente se re�eja (P−), y parte de la onda se transmite de la región I a la región II
(P tr), como se muestra en la Figura 4 [12]. La presión de cada onda se puede denotar como:

Onda incidente: P+ = P+ejkz (6)

Onda re�ejada: P− = P−e−jkz (7)

Onda transmitida: P tr = P trejkz (8)

z

I IIP+

P−
P tr

Figura 4: Guía de onda con interfase en un punto arbitrario.

Dicha interfase podría representar un ori�cio, una rami�cación secundaria, un ensan-
chamiento, una constricción en la guía, una membrana in�nitamente delgada, u otro tipo
de obstrucción. Una manera de caracterizarla, es calculando los coe�cientes de re�exión y
transmisión, de�nidos como:

R =
P−

P+
(9)

y

T =
P tr

P+
. (10)

Cabe mencionar que para que las expresiones (9) y (10) sean válidas, se deben cumplir
dos condiciones; la primera es que las presiones acústicas en ambos lados de la interfase sean
iguales, es decir:

P+ + P− = P tr. (11)
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La segunda condición requiere que la componente normal de la velocidad de partícu-
la, denotada mediante la letra U , sea continua a través de la interfase, como lo indica la
expresión (12):

U+ + U− = U tr. (12)

El método implementado en esta sección para obtener los coe�cientes de re�exión y
transmisión, es un método comúnmente utilizado en la caracterización de materiales acústicos
mediante tubos de impedancia [13]. Esta técnica requiere medir la presión compleja en dos
puntos conocidos antes y después de la interfase, para poder descomponer matemáticamente
las expresiones de las ondas incidentes y re�ejadas en cada región de la guía, basados en el
esquema de la Figura 5.

z0

I II

z1 z2 zl z3 z4

P1 P2 P3 P4

δ δ

z

Figura 5: Modelo para obtención de los coe�cientes de Re�exión y Transmisión de una interfase dentro de
una guía de onda.

En una guía de onda como la de la Figura 5, con un pistón colocado en z0, la presión
compleja en cualquier punto de la región I de la guía, en un tiempo t = 0, estará dada por
la superposición de la onda que viaja en la dirección positiva de z, y la onda re�ejada que
viaja en sentido opuesto, como se muestra en la expresión (13):

P (z) = P+ + P−

= Aejkz +Be−jkz, (13)

en donde A representa la amplitud de la onda incidente, y B representa la amplitud de la
onda re�ejada.

Para encontrar los valores de A y B, como primer paso se evalúan las presiones complejas
en los puntos P1 y P2 de la Figura 5:

P1 = Aejkz1 +Be−jkz1 . (14)

P2 = Aejkz2 +Be−jkz2 . (15)

Sustituyendo z2 = z1 + δ en la ecuación (15):

P2 = Aejk(z1+δ) +Be−jk(z1+δ). (16)
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Reacomodando la expresión (16):

P2 = Aejkz1ejkδ +Be−jkz1e−jkδ. (17)

Despejando Be−jkz1 de la expresión (14):

Be−jkz1 = P1 − Aejkz1 . (18)

Sustituyendo la expresión (18) en la expresión (17):

P2 = Aejkz1ejkδ + [ P1 − Aejkz1 ]e−jkδ

= Aejkz1ejkδ + P1e
−jkδ − Aejkz1e−jkδ. (19)

Factorizando Aejkz1 de la expresión (19):

P2 = Aejkz1 [ejkδ − e−jkδ] + P1e
−jkδ. (20)

Despejando A de la expresión (20):

A =
P2 − P1e

−jkδ

ejkδ − e−jkδ
e−jkz1 . (21)

Luego, multiplicando la expresión (21) por −e
jkδ

−ejkδ , para simpli�car el resultado:

A =

[
−ejkδ

−ejkδ

] [
P2 − P1e

−jkδ

ejkδ − e−jkδ

]
e−jkz1

=
−P2e

jkδ + P1

−e2jkδ + 1
e−jkz1 . (22)

Finalmente, la amplitud de la onda incidente A, queda:

A =
P1 − P2e

jkδ

1− e2jkδ
e−jkz1 . (23)

Ahora para encontrar B, se debe despejar Aejkz1 de la expresión (14):

Aejkz1 = P1 −Be−jkz1 . (24)
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Sustituyendo (24) en (17):

P2 = [P1 −Be−jkz1 ]ejkδ +Be−jkz1e−jkδ. (25)

Factorizando Be−jkz1 de la expresión (25):

P2 = Be−jkz1 [e−jkδ − ejkδ] + P1e
jkδ. (26)

Despejando B de la expresión (26):

B =
P2 − P1e

jkδ

e−jkδ − ejkδ
ejkz1 . (27)

Simpli�cando la expresión (27), la amplitud compleja de la onda re�ejada B, queda:

B =
P1 − P2e

−jkδ

1− e−2jkδ
ejkz1 . (28)

Respecto a la región II de la guía de onda de la Figura 5, la amplitud de presión en
cualquier punto en un tiempo t = 0, estará dada por:

P ′(z) = A′ejkz +B′e−jkz, (29)

en donde A′ representa la amplitud de la onda transmitida de la región I a la región II, y
B′ representa la amplitud de la onda re�ejada por cualquier interfase u obstáculo en algún
punto de z lejano. En caso de que se trate de una guía de onda que no permita re�exión,
B′ = 0, por ejemplo una guía de longitud in�nita.

De acuerdo al desarrollo implementado para encontrar los valores de A y B presentado
en las ecuaciones (23) y (28), con un procedimiento análogo, se obtiene:

A′ =
P3 − P4e

jkδ

1− e2jkδ
e−jkz3 , (30)

y

B′ =
P3 − P4e

−jkδ

1− e−2jkδ
ejkz3 . (31)

Por lo tanto, una vez que se han separado las amplitudes presentes en cada región, se
pueden calcular los coe�cientes de re�exión y transmisión para la interfase en z = zl, de
acuerdo a las ecuaciones (9) y (10):

R =
B′e−jkzl

Aejkzl
=
B

A
e−2jkzl , (32)
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y

T =
A′ejkzl

Aejkzl
=
A′

A
. (33)

2.2. Modelo acústico de elementos concentrados

El análisis de un sistema acústico se simpli�ca si la longitud de onda en el �uido es mucho
mayor que las dimensiones del sistema, permitiendo asumir que la presión acústica es uni-
forme en el volumen de interés. Por lo tanto, dicho elemento acústico puede ser modelado en
términos de un elemento concentrado ideal, utilizando equivalentes eléctricos conocidos como
analogías electroacústicas. Al sistema acústico cuyas dimensiones cumplen esta condición o
límite de longitud de onda, se le conoce como sistema acústico concentrado, y a su estudio
se le denota análisis de elementos acústicos concentrados [14].

2.2.1. Analogías electroacústicas

El uso de analogías electroacústicas consiste en aplicar la teoría de redes eléctricas para
resolver un problema acústico utilizando parámetros equivalentes, en donde el voltaje o
diferencia de potencial e corresponde a la presión acústica p, y la corriente eléctrica i es
análoga a la velocidad de volumen q, que �uye a través de una super�cie S. Esta última
representación es comúnmente utilizada en problemas relacionados a guías de onda, en donde
S corresponde al área de sección transversal de la guía, por lo que q = uS, siendo u la
velocidad de partícula [12, 14].

Comúnmente, en este tipo de análisis, se toma la impedancia eléctrica ZE = e/i, como
análogo de la impedancia acústica Zac, la cual se calcula como la razón entre la presión
acústica y la velocidad de volumen [12]:

Zac =
p

q
=

p

uS
. (34)

Por otra parte, la inertancia acústica se de�ne como una propiedad del sistema asociada
a la inercia del �ujo de cierto volumen de aire tal que en presencia de una presión acústica, es
capaz de desplazarse sin compresión apreciable y es análoga a la masa mecánica, por lo que
también es conocida como masa acústica. De un modo semejante, la compliancia acústica
se de�ne como una propiedad elástica de cierto volumen de aire tal que en presencia de una
presión acústica, es capaz de comprimirse o expandirse sin desplazamiento apreciable, y es
análogo a un resorte mecánico.

Para entender los análogos eléctricos de la inertancia y compliancia acústica, conviene
de�nir la impedancia mecánica Zmec, y equivale a la razón entre la fuerza Fm que actúa en
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un área determinada, y la velocidad de partícula en la misma área:

Zmec = −Fm
u
, (35)

en donde el signo negativo se estableció como convención en este trabajo.

La fuerza está asociada a la masa mecánica M mediante la segunda ley de Newton:

Fm = M
du

dt
= −jωMu, (36)

con u(z, t) = Ue−jωt.

Por lo tanto, la impedancia mecánica queda:

Zmec = −(−jωMu)

u
= jωM. (37)

Por otro lado, existe una relación entre la presión y la fuerza, ya que la presión es la
magnitud de la fuerza que actúa sobre una super�cie (p = Fm/S).

A partir de las ecuaciones (34), (35) y (37), se puede de�nir la impedancia acústica en
términos de la impedancia mecánica:

Zac =
p

uS
=
Zmec u/S

uS
=
jωM

S2
= jωMac, (38)

en donde Mac =
M

S2
, corresponde a la masa o inertancia acústica.

La expresión (38) puede relacionarse con la impedancia eléctrica ZE = jωLE. Por lo
tanto, se observa que la inertancia acústica Mac, es análoga a la inductancia eléctrica LE
[12].

Para el caso de la compliancia acústica, como ya se mencionó, es una propiedad del
sistema que se comporta como un resorte y para su análisis, se utilizarán conceptos de un
sistema mecánico. La constante de rigidez mecánica de un resorte depende implícitamente
del módulo de Young del material, y se puede expresar como:

km =
1

Cm
, (39)

en donde Cm es la compliancia mecánica.

Según la ley de Hooke que describe el comportamiento dinámico del resorte, cuando se le
aplica una fuerza Fs a un resorte, el desplazamiento z que sufre, es directamente proporcional
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a la fuerza aplicada:
Fs = −kmz. (40)

Si expresamos el desplazamiento en términos de la velocidad, tomando en cuenta que el
desplazamiento o vector de posición corresponde a la integral de la velocidad:

Fs = −km
∫
u dt = −km

u

−jω
. (41)

De la ecuación de impedancia mecánica (35) se puede deducir que Fs = pS; por lo tanto,
en términos de impedancia acústica:

Zac =
p

uS
=
Fs/S

uS
=

1

uS2

kmu

jω
=

km
jωS2

. (42)

De�niendo la constante de rigidez acústica como kac =
km
S2

, la ecuación (42) queda:

Zac =
kac
jω

=
1

jωCac
, (43)

en donde Cac =
1

kac
corresponde a la compliancia acústica.

La expresión (43) puede relacionarse con la impedancia eléctrica Ze = 1/jωCE; por
lo tanto, se observa que la compliancia acústica Cac, es análoga a la capacitancia eléctrica
CE [12].

La resistencia acústica, es una medida de la pérdida de energía acústica por fuerzas
viscosas entre las partículas de �uido, especialmente por la presencia de paredes rígidas. En
este caso, se tiene que:

p(t) = ν u(t), (44)

en donde ν es el coe�ciente de fricción viscosa, que depende del coe�ciente de viscosidad η
y del espesor de la capa del fuido. Se puede observar que la expresión (44), es equivalente a
la ley de Ohm: v(t) = R i(t); es decir, la resistencia acústica es equivalente a la resistencia
eléctrica.

La pérdida por viscosidad, juega un rol importante al caracterizar la propagación de
ondas sonoras, especialmente en ductos, aunque debido a la di�cultad de su análisis, suele
ser un término despreciado o considerado de manera aproximada [15].
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2.2.2. Impedancia acústica en la interfase dentro una guía de onda.

A partir de las ondas incidente y re�ejada dentro de un tubo con una interfase arbi-
traria, se pueden calcular tanto la impedancia acústica en la entrada del tubo Z0, como la
impedancia acústica en la interfase Zl (Figura 6).

z = 0, ξ = −l z = l, ξ = 0

ZlSZ0

Zc

Figura 6: Modelo para el cálculo de la impedancia acústica en un tubo de sección transversal S, con interfase
arbitraria ubicada en z = l ó ξ = 0.

Por comodidad, para simpli�car términos al momento de evaluar la impedancia en la
interfase, la presión compleja dentro del tubo se escribirá de la forma:

P = Aejk(ξ+l) +Be−jk(ξ+l), (45)

en donde ξ + l = z.

Luego, la velocidad de volumen Q, puede expresarse como:

Q =
1

Zc
[Aejk(ξ+l) −Be−jk(ξ+l)], (46)

donde Zc es conocida como la impedancia característica dentro del ducto:

Zc =
ρ0 c0
S

, (47)

ρ0 es la densidad del medio y S es el área de sección transversal dentro de la guía de onda
(Figura 6).

La impedancia Zl, de la interfase en ξ = 0, se puede obtener evaluando la presión y la
velocidad de volumen en dicho punto:

ZL =
P (ξ = 0)

Q(ξ = 0)
= Zc

Aejkl +Be−jkl

Aejkl −Be−jkl
. (48)

Así mismo, es posible calcular la impedancia de entrada del tubo Z0 en ξ = −l:

Z0 =
P (ξ = −l)
Q(ξ = −l)

= Zc
A+B

A−B
. (49)
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Despejando cualquiera de las amplitudes A ó B de la expresión (49) y sustituyéndola en
la expresión (48), después de reducir el álgebra, se puede obtener la impedancia de entrada
del tubo Z0 en términos de la impedancia de la interfase arbitraria Zl y la impedancia
característica Zc:

Z0 = Zc
Zl + jZc tan(kl)

Zc + jZl tan(kl)
. (50)

2.2.3. Circuito equivalente de un tubo corto con terminación abierta

En un tubo cuya longitud es pequeña comparada con la longitud de onda (l �λ), y
terminación abierta (Zl = 0), a partir de la expresión (50), la impedancia acústica de entrada
se puede reducir a:

Z0 = jZc tan(kl) ≈ jZckl = jω
ρ0 l

S
. (51)

De acuerdo al desarrollo para encontrar la inertancia en términos de la impedancia acús-
tica en la Sección 2.2.1, el resultado de la expresión (51) sugiere que ante la presencia de una
presión acústica, el volumen de aire con�nado en un tubo corto con terminación abierta, se
comporta como una inertancia acústica:

Mac =
ρ0 l

S
, (52)

es decir, que para baja frecuencia, en su análogo eléctrico, el circuito equivalente es el de una
inductancia (Figura 7) [16].

S

l

ρ0, c0

(a) (b)

ρ0 l
SQ

P

Figura 7: Modelo de un tubo corto con terminación abierta. (a) Esquema del tubo. (b) Circuito acústico
concentrado correspondiente.

2.2.4. Circuito equivalente de un tubo corto con terminación cerrada

En un tubo cuya longitud es pequeña comparada con la longitud de onda (l � λ), y
terminación cerrada (Zl → ∞), a partir de la expresión (50), la impedancia acústica de
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entrada puede reducirse a:

Z0 = jZc cot(kl) ≈ −jZc
kl

= −j 1

ω
[
S l
ρ0 c20

] . (53)

De acuerdo al desarrollo para encontrar la compliancia en términos de la impedancia
acústica en la Sección 2.2.1, el resultado de la expresión (53) sugiere que en un tubo corto
con terminación cerrada, la presión acústica genera que el volumen de aire con�nado se
comprima y expanda comportándose como un resorte mecánico, a lo que se le conoce como
compliancia acústica:

Cac =
S l

ρ0 c20
, (54)

es decir, que para baja frecuencia, en su análogo eléctrico, el circuito equivalente es el de un
capacitor (Figura 8) [16].

S

l

ρ0, c0

(a) (b)

S l
ρ0 c20

Q

P

Figura 8: Modelo de un tubo corto con terminación cerrada. (a) Esquema del tubo. (b) Circuito acústico
concentrado correspondiente.

2.2.5. Corrección de extremo

Un fenómeno particular ocurre en el comportamiento de la masa acústica de un tubo con
terminación abierta en cualquiera de sus extremos. Las partículas de aire que se encuentran
fuera del tubo en la región inmediata al extremo abierto, no se dispersan instantáneamente
de su con�guración dentro del tubo, por lo que esa región al �nal del tubo actúa como una
pequeña extensión del mismo. A esta extensión se le conoce como corrección de extremo
(∆l), y a la longitud del tubo que contempla dicha corrección se le conoce como longitud
efectiva l′ = l + ∆l, siendo l la longitud física.

El cálculo de la corrección de extremo dependerá de si el extremo abierto tiene pestaña
(�anged), Figura 9; o si está libre, Figura 10. Si el extremo abierto del tubo tiene pestaña
y la longitud de la onda guiada es su�cientemente grande con respecto al radio del tubo
(r � λ), la corrección de extremo se puede aproximar como [14]:

∆l =
8r

3π
≈ 0.85r. (55)
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Por lo tanto, la masa acústica del tubo quedaría:

Mac =
ρ0(l + 0.85r)

S
. (56)

l

l′

∆l

r

Figura 9: Corrección de extremo de un tubo con terminación abierta, con pestaña.

Si el extremo abierto del tubo está libre o sin pestaña, y la longitud de la onda guiada
es su�cientemente grande con respecto al radio del tubo (r � λ), la corrección de extremo
se puede aproximar como [14]:

∆l =
2r

π
≈ 0.64r. (57)

Por lo tanto, la masa acústica del tubo quedaría:

Mac =
ρ0(l + 0.64r)

S
. (58)

l

l′

∆l

S

r

Figura 10: Corrección de extremo de un tubo con terminación abierta, sin pestaña.

Las expresiones para obtener la longitud efectiva aquí presentadas, aplican exclusiva-
mente para tubos cilíndricos. No es trivial obtener expresiones correspondientes para otras
geometrías [5]. Este punto resulta importante mas adelante.
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2.2.6. Circuito equivalente de un tubo largo

De acuerdo a la Sección 2.1.2 de este capítulo, un tubo largo se considera como una
guía de onda, ya que es capaz de con�nar la ondas acústicas dentro de éste. Así mismo,
se mencionó que las ondas planas se pueden propagar dentro de una guía de onda cilíndri-
ca. Especí�camente, en este modo de propagación fundamental, el circuito que modela la
propagación acústica en el aire y que está basado en la teoría de líneas de trasmisión, se
puede adaptar para describir la propagación acústica en la guía de onda. Es decir, la guía
de onda se puede modelar como una red eléctrica de inertancias conectadas en serie (in-
ductores eléctricos), y compliancias conectadas en paralelo (capacitores eléctricos), como se
ilustra en la Figura 11 [17]. Los valores de inertancia y compliancia se calculan mediante las
ecuaciones (52) y (54), para secciones pequeñas del tubo (∆z � λ).

(b) Mwg ∆z

S

∆z

ρ0, c0

(a)

S

Cwg ∆z

Q

P

∆z

Figura 11: Modelo de propagación de ondas planas en un tubo largo. (a) Esquema del tubo. (b) Circuito
acústico concentrado de secciones pequeñas del tubo.

En la teoría de líneas de transmisión, al tipo de con�guración de la Figura 11.b, se le
conoce como circuito RH (Right-Handed), debido al comportamiento de sus elementos [18].

Después del desarrollo de esta sección, se puede observar de manera general que un ducto
puede tener una parte inercial y otra elástica.

2.3. Ranura en un ducto cilíndrico

En esta sección se estudiará el efecto de una ranura axisimétrica en un ducto cilíndrico,
y su circuito equivalente.
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Un ori�cio en la pared de una guía de onda, es el equivalente a conectar un tubo de muy
corta longitud y extremos abiertos, a la guía de onda principal en forma de una rami�cación
secundaria. La longitud de dicha rami�cación estará determinada por el grosor de la pared
de la guía de onda principal. Por lo tanto, de acuerdo a la Sección 2.2.3 de este capítulo, se
puede anticipar que el ori�cio se comportará como una masa acústica conectada en paralelo
al circuito equivalente de la guía.

Si el ori�cio es un corte transversal en una guía de onda cilíndrica (conocido como ranu-
ra axisimétrica), el resultado geométrico es el de un canal radial de longitud L y ancho b,
conectado a la guía de onda principal, como el de la Figura 12.a. Dicho modelo es el que se
utilizará en la construcción de la antena ALWA en este trabajo, facilitando el estudio numé-
rico mediante un sistema en dos dimensiones. De aquí en adelante, a la ranura axisimétrica
se le llamará simplemente ranura.

z
a

b

L

r

(b)

Q

P

(a)

CraMra

Yra

Figura 12: Modelo de una guía de onda cilíndrica con una ranura en simetría axial. (a) Plano longitudinal
de la guía. (b) Circuito equivalente.

Dado que la ranura axisimétrica es un canal radial, la manera de estudiarla para caracte-
rizar su impedancia de entrada, es mediante las ecuaciones de líneas de transmisión radiales,
diseñadas originalmente para ondas electromagnéticas. En dichas ecuaciones, la constante
de propagación y la impedancia característica, dependen de la coordenada radial r y, por lo
tanto, las soluciones se expresan en términos de funciones de Bessel [19]. El análisis adapta-
do para ondas acústicas, se encuentra detallado en [5], y se concluye que en el régimen de
baja frecuencia, la impedancia de entrada de la ranura puede aproximarse como una masa
acústica:

Zra = jωMra, (59)

con

Mra =
ρ0

2πb
ln

(
1 +

L

a

)
, (60)

en ambas expresiones, el subíndice ra denota ranura.

Esta aproximación es consistente con el comportamiento de cualquier ori�cio en una guía
de onda, explicado al principio de esta sección. Sin embargo, de acuerdo con Bongard, et
al., 2010 [5], la expresión (59) únicamente funciona para ranuras muy angostas comparadas
con la longitud de onda de la señal guiada (b� λ). Para frecuencias altas, el modelo puede
mejorarse agregando una compliancia en paralelo con la masa, formándose una admitancia

18



(Yra) en el circuito equivalente de la ranura o canal radial (Figura 12.b):

Yra = j

(
ωCra −

1

ωMra

)
, (61)

quedando la impedancia de entrada de la ranura como Zra = 1/Yra.

El cálculo de la compliancia Cra no es trivial por el tipo de sistema, y una forma de
obtenerlo es de manera indirecta, a partir de la frecuencia de resonancia de la admitancia
[6]; ese procedimiento se desarrollará al �nal de esta sección.

Como la ranura es una guía de onda radial abierta en sus extremos, el comportamiento
inercial del volumen de aire con�nado que describe la ecuación (60), sugiere tomar en cuenta
la corrección de extremo de las paredes de la ranura, ∆L. A diferencia de las aproximaciones
desarrolladas para guías de onda uniformes, en las expresiones (55) y (57), en el caso de la
guía de onda radial no se tiene una aproximación analítica de corrección de extremo, por lo
que se utilizará la herramienta de simulación numérica para obtener dicha corrección y, con
ello, la longitud efectiva de la pared de la ranura.

Una vez que se de�nió el circuito equivalente de la ranura en un ducto, una manera de
caracterizar su comportamiento sobre un rango de frecuencias, es calculando los coe�cientes
de re�exión y transmisión en la interfase entre el ducto y la ranura, método desarrollado
en la Sección 2.1.3, que requiere la medición de la presión acústica antes y después de
la ranura (técnica de los dos micrófonos). Cuando no se tienen dichos datos de presión
acústica, existe una alternativa para calcular los coe�cientes R y T , basada en el problema
de rami�cación secundaria en un ducto. Para ello, conviene apoyarse en la Figura 13, la cuál
ayuda a establecer las condiciones de continuidad de presión y velocidad de volumen en la
ranura, que a continuación se describen.

S
P+

P−

P1, Q1, Z1

P2, Q2, Z2

P1, Q1, Z1

Z ′0

Figura 13: Transmisión y re�exión de una onda plana debido a la rami�cación secundaria de una guía de
onda.

Mientras la longitud de onda sea muy grande comparada con las dimensiones del sistema,
la continuidad de presión en la unión de la ranura requiere que:

P+ + P− = P1 = P2, (62)
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y la continuidad de velocidad de volumen requiere que:

Q+ +Q− = Q1 +Q2. (63)

Dividiendo (63) entre (62), resulta:

Q+ +Q−

P+ + P−
=
Q1

Q1

+
Q2

Q2

, (64)

lo cuál se puede escribir también como:

1

Z ′0
=

1

Z1

+
1

Z2

. (65)

La expresión (65) sugiere que la admitancia acústica 1/Z ′0, asociada a las ondas incidente
y re�ejada antes de la ranura, es igual a la suma de las admitancias acústicas 1/Z1 y 1/Z2.

De acuerdo a la expresión (59), Z1 = Zra; además, la ranura está conectada a una ducto
con sección transversal uniforme S, por lo que se puede establecer que Z ′0 = Z2 = ρ0c/S,
recordando que S es el área de sección transversal. Con lo anterior, se puede encontrar el
coe�ciente de re�exión a partir de las expresiones (64) y (65), quedando como:

R′ =
P−

P+
= −

ρ0 c0
2S

ρ0 c0
2S

+ Zra
, (66)

Por último, la expresión (62) muestra que es posible obtener el coe�ciente de transmisión
a partir del coe�ciente de re�exión, es decir, P2/P

+ = 1 + P−/P+, en donde P2 equivale a
P tr:

T ′ =
P tr

P+
=

Zra
ρ0 c0
2S

+ Zra
. (67)

El desarrollo completo para obtener las expresiones (66) y (67), se puede encontrar por
ejemplo en [14].

Si en el modelo de la Figura 12, se considera una sección pequeña de ducto antes y
después de la ranura, el circuito equivalente estará conformado por el circuito que representa
a la ranura (Figura 12.b), y el circuito que representa a la sección del ducto antes y después
de la ranura (Figura 11.b). El resultado se muestra en la Figura 14, con:

Mwg =
ρ0
S
d, (68)
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y

Cwg =
S

ρ0c20
d, (69)

en donde ”wg” denota guía de onda (waveguide).

Mwg

CraMra Cwg Mra Ceq = Cra + Cwg

Mwg

d d

(a) (b)

Figura 14: Circuito acústico concentrado de una ranura en un ducto de longitud d. (a) Circuito completo.
(b) Circuito simpli�cado.

Reemplazando los elementos del circuito de la Figura 14.b por su impedancia y admitancia
equivalente, se tiene el circuito de la Figura 15, con:

Zse = jωMwg, (70)

y

Ysh = j

(
ωCeq −

1

ωMra

)
, (71)

en donde ”se” denota serie, ”sh” denota paralelo (shunt), y ”eq” denota equivalente.

d

Zse

Ysh

Figura 15: Circuito acústico concentrado de una ranura en un ducto de longitud d, en términos de la
impedancia y admitancia equivalentes.

2.4. Guía de onda con ranuras periódicas

Extendiendo el modelo de la Figura 12.a a un arreglo de ranuras periódicas espaciadas
una distancia d en una guía de onda, de acuerdo con Caloz et al., 2005 [18], si d es muy
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pequeña con respecto a la longitud de onda de la señal guiada (a lo que se le conoce como
condición de homogeneidad: d � λ), es posible dividir la guía en celdas unitarias, y cada
celda contendrá una ranura y la sección de ducto que conecta a la siguiente ranura. De
esta forma, cada celda se puede representar mediante un circuito equivalente como el de la
Figura 14.b.

Un manera general de estudiar el circuito de la Figura 15, es analizándolo como una línea
de transmisión y después de aplicar las leyes de corrientes y voltajes de Kirchho�, es posible
obtener las ecuaciones diferenciales parciales lineales que describen el voltaje y la corriente
a lo largo de la línea de transmisión, típicamente conocidas como ecuaciones del telegra�sta
[18]. En términos acústicos, dichas ecuaciones son las siguientes:

dP (z)

dz
= −Zse Q(z), (72)

dQ(z)

dz
= −Ysh P (z). (73)

Si se combinan las expresiones (72) y (73), se pueden obtener las ecuaciones de onda para
P y Q:

d2P (z)

dz2
− γ2 P (z) = 0, (74)

d2Q(z)

dz2
− γ2 Q(z) = 0, (75)

en donde γ es la constante compleja de propagación y está dada por:

γ =
√
ZseYsh = α + jβ, (76)

α es el coe�ciente de pérdida o atenuación, y β representa el factor de fase. Para una línea
de transmisión sin pérdidas (α = 0), la constante de propagación es puramente imaginaria,
es decir, γ = jβ.

La constante γ está asociada a la dirección de propagación de una onda viajera mediante
las soluciones:

P (z) = P+ + P− = Aejγz +Be−jγz, (77)

Q(z) = Q+ +Q− =
jγ

−Zse
(Aejγz −Be−jγz). (78)

La segunda igualdad de la expresión (78), se obtiene solucionando la ecuación (72) con
la derivada de la expresión (77).

La velocidad a la que se propaga una onda en una línea de transmisión como la de la
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Figura 14.b, es conocida como velocidad de fase, y se calcula como:

cph =
ω

β
. (79)

Una observación mas detallada sobre expresión (71), correspondiente a la admitancia
Ysh del circuito de la Figura 14.b, es que existe una frecuencia en la que ωCeq = 1/ωMra,
implicando que Ysh = 0. A esa frecuencia se le conoce como la frecuencia de resonancia de
la admitancia, y se calcula como:

ωsh =
1√

MraCeq
. (80)

A la frecuencia de resonancia ωsh, la constante de propagación γ =
√
ZseYsh = 0 y,

por lo tanto, el factor de fase β = 0, implicando una velocidad de fase nula y, por ende, no
hay propagación en la guía o línea de transmisión.

En el siguiente análisis, se considera qué sucede en las frecuencias por debajo y arriba de
la frecuencia de resonancia de Ysh, considerando la expresiones (70) y (71).

Para frecuencias por debajo de la frecuencia de resonancia (ω < ωsh), mientras más
pequeña sea la frecuencia, |ωMwg|, |ωCra| → 0, y el circuito de la Figura 14.b se reduce a un
circuito conformado únicamente por la masa Mra, lo cual no tiene mucha relevancia ya que
Zse = 0, y tampoco hay propagación en la guía.

Para frecuencias arriba de la frecuencia de resonancia (ω > ωsh). mientras más alta sea la
frecuencia, |1/ωMra| → 0, quedando un circuito conformado únicamente por la masa Mwg,
y por la complicancia Ceq, una con�guración de circuito tipo RH [18], como se muestra en
la Figura 16.

Ceq

Mwg

d

|T |

ωc
ω

(a) (b)

0

1

Figura 16: Circuito acústico concentrado de una ranura en un ducto de longitud d, para frecuencias por
arriba de la frecuencia de resonancia de Ysh. (a) Esquema del circuito tipo RH. (b) Filtro pasa bajas ideal
del circuito RH.
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Del circuito de la Figura 16.a, se puede extraer lo siguiente:

γ = jβ =
√
ZseYsh = jω

√
MwgCeq, (81)

β = ω
√
MwgCeq > 0, (82)

cph =
ω

β
=

1√
MwgCeq

> 0, (83)

Así mismo, el circuito tipo RH de la Figura 16.a, es por naturaleza un �ltro pasa bajas
(Figura 16.b), y de acuerdo con Caloz et al., 2005 [18], su frecuencia de corte se calcula como:

ωc = 2 ωRH , (84)

en donde
ωRH =

1√
MwgCeq

. (85)

Por lo tanto, desde el punto de vista de líneas de transmisión, un ducto con ranuras
periódicas, es un sistema que permite la propagación de ondas con un ancho de banda
limitado por ωsh, en donde el factor de fase βωsh = 0, y una frecuencia de corte superior
ωc. A partir de este momento, a la frecuencia ωsh, se le denominará ω0 = 2πf0.

Finalmente, se observa que es posible obtener el valor de la compliancia de la ranura Cra,
�jando la frecuencia de resonancia f0 y despejando Cra de la ecuación (80) [6]:

Ceq =
1

ω2
0Mra

, (86)

Cra + Cwg =
1

ω2
0Mra

, (87)

Cra =
1

4π2f 2
0Mra

− Cwg. (88)

2.4.1. Efecto de pérdida por viscosidad

Una onda que se propaga en un canal acústico como el de la ranura de la Figura 12.a,
con b, L � λ, está sujeta a pérdidas por viscosidad. Una manera de tomar en cuenta esta
pérdida, sería agregando una resistencia Rra en serie con la masa acústica de la Figura 12.b,
y de acuerdo con Bongard et al., 2010 [5], se puede aproximar como:

Rra =
6η

πb3
ln

(
1 +

L

a

)
. (89)
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Debido a que el circuito conformado por la resistencia Rra y la masa Mra es un circuito
resonante, se puede introducir el factor de calidad:

Q′ =
ωMra

Rra

=
ωρ0b

2

10η
. (90)

El factor de calidad se calcula para una frecuencia en especí�co y permite comparar la
magnitud de la parte reactiva ωMra con respecto a la parte resistiva Rra.

EL cálculo de la pérdida por viscosidad para el tamaño de ranura propuesto, se incluye
en el Capítulo 4; sin embargo, el interés principal de este trabajo se centra en estudiar los
corrimientos de fase que ocurren en el sistema propuesto, por lo que se despreciará la pérdida
por viscosidad.

2.4.2. Matriz de transmisión

Una alternativa típica para analizar este tipo de sistemas, es decir, una guía de onda con
N ranuras periódicas dividida en celdas unitarias, parte de modelar cada celda como una
red de dos puertos, ilustrado en la Figura 17.

P (z) P (z + d)

Q(z) Q(z + d)

z z + d

Celda
Unitaria

Celda
1

Celda
2

Celda
N

0 d 2d Nd
z

L = Nd

(a)

(b)

Figura 17: (a) Celda unitaria representada por una red de dos puertos. (b) Modelo de línea de transmisión
equivalente de una guía de onda con N celdas periódicas.

Luego, es posible obtener los parámetros de transmisión a lo largo de la red deN celdas pe-
riódicas, mediante un método conocido como la matriz de transmisión o matriz [ĀB̄C̄D̄] [20].
Antes de explicar el método, conviene establecer la convención en la que se tomarán en cuenta
los elementos de la celda para llevar a cabo el análisis. En este trabajo, cada celda unitaria
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de la guía de onda con ranuras periódicas, se va a ubicar entre la mitad de dos ranuras
consecutivas con el objetivo de que cada una tenga la misma admitancia a la entrada y la
salida, a lo que se le conoce como condición de simetría y se muestra en la Figura 18.

(a)

Zse

Ysh
2

d

(b) Ysh
2

Figura 18: Modelo de celda unitaria simétrica de una guía de onda con ranuras periódicas. (a) Plano
longitudinal de la celda. (b) Circuito de impedancias y admitancias equivalente.

La matriz de transmisión, es un método de análisis que permite caracterizar la función
de transferencia de una red de dos puertos, relacionando presión sonora P y la velocidad de
volumen Q, en la entrada y salida de la red o circuito acústico equivalente del sistema bajo
estudio, de acuerdo a las ecuaciones generales [18]:

Pin = Ā Pout + B̄ Qout, (91)

y
Qin = C̄ Pout + D̄ Qout. (92)

Luego, la matriz de transmisión queda de la siguiente manera:[
Pin
Qin

]
=

[
Ā B̄
C̄ D̄

] [
Pout
Qout

]
, (93)

[
Pout
Qout

]
=

1

ĀD̄ − B̄C̄

[
D̄ −B̄
−C̄ Ā

] [
Pin
Qint

]
, (94)

en donde los coe�cientes de la matriz (también llamados parámetros de transmisión), se
calculan como:

Ā ≡ Pin
Pout

con Qout = 0, (95)
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B̄ ≡ Pin
Qout

con Pout = 0, (96)

C̄ ≡ Qin

Pout
con Qout = 0, (97)

D̄ ≡ Qin

Qout

con Pout = 0. (98)

Para una red de N celdas conectadas en cascada como la de la Figura 17.b, se de�ne la
la k-ésima celda como: [

Pin
Qin

]
=

[
āk b̄k
c̄k d̄k

] [
Pout
Qout

]
, (99)

y la matriz de transmisión de la red es igual al producto de las matrices de transmisión de
cada celda individual: [

Āτ B̄τ

C̄τ D̄τ

]
=

N∏
k=1

[
āk b̄k
c̄k d̄k

]
, (100)

en donde el subíndice τ denota el número total de las celdas.

En el caso donde las celdas son iguales, [ākb̄kc̄kd̄k] = [ĀB̄C̄D̄] y la expresión (100) puede
reducirse a: [

Āτ B̄τ

C̄τ D̄τ

]
=

[
Ā B̄
C̄ D̄

]N
, (101)

es decir, la función de transferencia de la red de N celdas, puede obtenerse analizando una
sola celda [18].

Cada impedancia y admitancia del circuito de la Figura 18.b, se puede analizar por
separado como una red de dos puertos y mediante las expresiones (95) a (98), es posible
obtener sus parámetros de transmisión y, con ello, la matriz de cada elemento. Luego, los
parámetros de transmisión de la celda completa, se obtienen multiplicando las matrices
individuales de cada elemento de la celda, como se muestra a continuación [20]:[

Ā B̄
C̄ D̄

]
=

[
1 0
Y/2 1

] [
1 Z
0 1

] [
1 0
Y/2 1

]

=


1 +

Y Z

2
Z

Y

(
1 +

Y Z

4

)
1 +

Y Z

2

 . (102)

El análisis para obtener las matrices individuales de cada elemento de la Figura 18.b
mostradas en la primera igualdad de la expresión (102), ha sido ampliamente desarrollado
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en la teoría de redes de dos puertos, ya que se trata de con�guraciones típicas de circuitos
eléctricos y por tal motivo, no se incluye en este trabajo.

En la segunda igualdad de la expresión (102), se puede observar que Ā = D̄ y esto es
debido a que la celda es simétrica. Por otro lado, si se calcula el determinante de la matriz
de la expresión (102), se obtiene ĀD̄ − B̄C̄ = 1, y esto indica que la celda es recíproca.
En el método de análisis mediante la matriz de transmisión, las condiciones de simetría y
reciprocidad, resultan útiles en la simpli�cación algebraica, como se mostrará más adelante.

Por otro lado, para recuperar la matriz de transmisión de una celda mediante los datos
del campo acústico, se puede partir del método de medición de los dos micrófonos, descrito
en la Sección 2.1.3. Una vez que se obtienen las amplitudes de las ondas incidente, re�ejada
y transmitida, se debe evaluar la presión y velocidad de volumen en la entrada y salida de
la celda:

P0 = A+B, (103)

Q0 =
A−B
ρ0 c0

, (104)

Pd = A′ejkd +B′e−jkd, (105)

Qd =
A′ejkd −B′e−jkd

ρ0 c0
, (106)

en donde A′ y B′ corresponden a las amplitudes descritas en la expresiones (30) y (31).

Luego, de acuerdo con Song et al., 2000 [13], si la celda es simétrica y recíproca, los
coe�cientes de la matriz de transmisión se pueden calcular mediante:

Ā =
Pd Qd + P0 Q0

P0 Qd + Pd Q0

(107)

B̄ =
P 2
0 − P 2

d

P0 Qd + Pd Q0

(108)

C̄ =
Q2

0 − Q2
d

P0 Qd + Pd Q0

(109)

D̄ =
Pd Qd + P0 Q0

P0 Qd + Pd Q0

(110)
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2.4.3. Relación de dispersión

Cuando una onda se propaga a través de una estructura periódica como la de la Figura 17,
el cambio del campo acústico de una celda a la siguiente, está dada por una constante
c = eγBd, en donde γB es conocida como la constante de propagación de Bloch, y se de�ne
como γB(ω) = α(ω) + jβ(ω); β(ω) describe el corrimiento de fase que ocurre para cada
frecuencia en el proceso de propagación a lo largo de la celda de longitud d, y α(ω) es el
coe�ciente de atenuación que sufre la onda [18]. La constante de propagación de Bloch,
esencialmente equivale a la constante compleja de�nida en la expresión (76).

Lo anterior nos permite describir en términos de la presión y velocidad de volumen, el
cambio que experimenta la onda que se propaga entre una determinada celda n, y la celda
consecutiva n+ 1 [16]:

Pn+1 = e−γBd Pn, (111)

Qn+1 = e−γBd Qn. (112)

Si se comparan las expresiones (111) y (112) con la matriz de transmisión, se puede
encontrar la siguiente relación:[

Pn
Qn

]
=

[
Ā B̄
C̄ D̄

] [
Pn+1

Qn+1

]
= eγBd

[
Pn+1

Qn+1

]
. (113)

La expresión (113), indica que se puede obtener la constante de propagación de Bloch en
términos de los coe�cientes de la matriz de transmisión, resolviendo el problema de valores
propios de la matriz:([

Ā B̄
C̄ D̄

]
−
[
eγBd 0

0 eγBd

])[
Pn+1

Qn+1

]
=

[
0
0

]
, (114)

sistema que debe de tener un determinante igual a cero:

det

[
Ā− eγBd B̄

C̄ D̄ − eγBd
]

= 0, (115)

ĀD̄ − B̄C̄ + e2γBd − eγBd(Ā+ D̄) = 0 (116)

Recordando que ĀD̄ − B̄C̄ = 1, debido a que corresponde al determinante de la matriz
de transmisión, la expresión (116) puede simpli�carse a:

cosh(γBd) =
Ā+ D̄

2
. (117)
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Por otro lado, si la condición de celdas simétricas implica que Ā = D̄, la expresión (117)
se reduce a:

cosh(γBd) = Ā. (118)

Finalmente, se puede obtener la constante de propagación de Bloch:

γB =
arcosh(Ā)

d
, (119)

y el factor de fase:
β = Im(γB). (120)

La Figura 19, muestra el diagrama de dispersión típico de una estructura dispersiva como
la de la guía de onda con ranuras periódicas. La curva de dispersión, indica el corrimiento
de fase de la onda, medido entre dos puntos separados una distancia d, que es la longitud
de la celda unitaria. Una consecuencia de esto, es que a cada frecuencia le corresponde una
velocidad de fase distinta (cph = ω/β). Este tipo de dispersión, es análoga a la dispersión
cromática que ocurre bajo ciertas condiciones en el campo de la óptica. Además, en la grá�ca
de la Figura 19, se incluye número de onda en campo libre k0, también multiplicado por la
longitud de la celda, y sirve de referencia para identi�car las dos regiones del diagrama de
dispersión, cuando βd < k0d, la velocidad de fase de la onda en el ducto es mayor que la
velocidad del sonido en campo libre, y a esta región se le conoce como región de onda rápida;
y cuando βd > k0d, la velocidad de fase de la onda en el ducto es menor que la velocidad
del sonido en campo libre, y a esta región se le conoce como región de onda lenta [18]. La
onda que se propaga en la estructura periódica, es una onda guiada conocida como onda
de Bloch, y en la Figura 19, se puede observar que su ancho de banda está limitado por ω0

(frecuencia de donde parte la fase), y ωc (frecuencia de corte superior), ambas descritas en
la Sección 2.3 de este capítulo.

ω

ω0

βd[rad]

π

k0d, k0 =
ω

c0

cph < c0

cph > c0

ωc

onda lenta

onda rápida
0

Figura 19: Diagrama de dispersión de una guía de onda con ranuras periódicas, espaciadas una distancia d.
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2.4.4. Impedancia de Bloch

Una estructura periódica, también puede ser caracterizada en términos de su impedancia
característica, conocida como impedancia de Bloch (ZB), y corresponde a la razón entre la
presión y la velocidad de volumen de la onda de Bloch en los límites de determinada celda, y
de acuerdo a la ecuación (114), puede calcularse en función de la matriz de transmisión [18]:[

Ā− eγBd B̄
C̄ D̄ − eγBd

] [
Pn+1

Qn+1

]
=

[
0
0

]
. (121)

Al resolver la expresión (121), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

(Ā− eγBd)Pn+1 + B̄ Qn+1 = 0, (122)

C̄ Pn+1 + (D̄ − eγBd)Qn+1 = 0. (123)

Luego, la impedancia de Bloch se puede calcular a partir de:

ZB =
Pn+1

Qn+1

= − B̄

Ā− eγBd
= −D̄ − e

γBd

C̄
. (124)

Resolviendo la ecuación (124) para eγBd, y tomando en cuenta que ĀD̄ − B̄C̄ = 1:

eγBd =
(Ā+ D̄)±

√
(Ā+ D̄)2 − 4

2
. (125)

Sustituyendo (125) en (124):

ZB =
−2B̄

(Ā− D̄)±
√

(Ā+ D̄)2 − 4
=

(Ā− D̄)±
√

(Ā+ D̄)2 − 4

2C̄
, (126)

Eligiendo sólo la segunda igualdad de la expresión (126), la impedancia de Bloch puede
calcularse como:

ZB =
±
√
Ā2 − 1

C̄
, (127)

si Ā = D̄.

Por último, la expresión (127) puede simpli�carse a

ZB = ±
√
B̄

C̄
, (128)
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si se expresa a Ā2 − 1 como ĀD̄ − 1 = B̄C̄.

En la expresión (128), los signos ± corresponden a las soluciones de las ondas que se
desplazan en sentido positivo y negativo, producto de las señales re�ejadas y transmitidas
en los límites de cada celda; en este trabajo se utilizará únicamente el sigo positivo.

2.5. Antena acústica tipo guía de onda ranurada

En las secciones 2.3 y 2.4, se estudiaron diferentes conceptos de propagación en una guía
de onda con ranuras periódicas, en donde se asumió que la energía permanece esencialmente
con�nada dentro de la guía, es decir, que el factor de atenuación α = 0. Sin embargo, debido
a que la guía está abierta al espacio libre a través las ranuras, parte de la señal guiada se
fuga de la estructura con características direccionales, razón por la cual, la guía de onda con
ranuras puede ser utilizada como una antena acústica, conocida como antena acústica tipo
guía de onda ranurada o ALWA [18].

2.5.1. Principios fundamentales de una antena acústica tipo guía de onda ra-
nurada ALWA

Una antena acústica tipo guía onda ranurada, es una guía de onda que permite la fuga
de energía conforme se propaga a lo largo de la estructura [4]. La Figura 20.a, muestra el
esquema general de una ALWA, y se puede observar que el fenómeno de fuga, esta asociado
con una direccionalidad de�nida.

y

z

ALWA

broadside

end�reback�re

k0
θ ky

β

(b)(a)

Figura 20: Antena acústica tipo guía de onda ranurada. (a) Esquema general. (b) Relación de constantes
de propagación.

La onda que fuga de la ALWA, en la región libre inmediata a la estructura, exhibe una
forma de onda general:

P (z, y) = P0e
γzejkyy, (129)
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en donde γ = α + jβ es la constante compleja de propagación de la onda en la dirección de
la guía de onda z, y se trata de la constante de propagación de Bloch que se introdujo en
la Sección 2.4.3; mientras que ky, es la constante de propagación perpendicular a la guía de
onda, relacionada con β por:

ky =
√
k20 − β2, (130)

en donde k0 es el número de onda fuera de la antena o campo libre. Esta relación sugiere dos
posibilidades que a continuación se presentan. Si la velocidad de fase de la onda es menor
a la velocidad del sonido en campo libre, es decir, cph < c0 o β > k0, la constante ky es
imaginaria, y en consecuencia, la onda que se propaga en la dirección de y, es evanescente.
En contraste, si la velocidad de fase de la onda es mayor a la velocidad del sonido en campo
libre, es decir, cph > c0 o β < k0, la constante ky es real, dando lugar a propagación en una
dirección dada por θ, con −π < θ < π. Esto signi�ca que la onda que fuga, se propaga fuera
de la ALWA. Dentro de la Figura 19, en el contexto de la ALWA, la región de onda rápida,
es la región de radiación de la antena [18].

Otra observación sobre la Figura 20.b, es que β determina el ángulo θ de radiación del
lóbulo principal de la ALWA, el cual se puede obtener como:

θ = sin−1
(
β

k0

)
, (131)

y de acuerdo con Oliner, et al., 2007 [4], el ancho del lóbulo principal para una ALWA de
longitud l, se puede aproximar mediante:

∆θ ≈ 1

(l/λ) cos(θ)
. (132)

Como se demostró en la Sección 2.4.3, la guía de onda con ranuras periódicas, es un medio
dispersivo, es decir, que β es una función no lineal de ω. Debido a ello, en la ecuación (131)
se puede observar que el ángulo θ, estará en función de la frecuencia, y podría ir desde
θ = −90◦ (back�re), hasta θ = +90◦ (end�re), si la constante de propagación β, varía
dentro del intervalo [−k0,+k0] [18]. Notar que cuando β = 0, la radiación apuntará a θ = 0◦

(broadside).

Una manera de conseguir valores de β negativos, es incorporando obstrucciones con mem-
branas en cada celda unitaria; dichas membranas en conjunto con los ori�cios periódicos,
proporcionan comportamientos de densidad y compresibilidad del medio negativos por de-
bajo de una frecuencia de corte (ρ,B < 0), y esto a su vez ocasiona velocidades de fase
negativas, resultando en radiación que apunta a ángulos negativos. El modelo de ALWA que
incluye membranas se ha estudiado ampliamente dentro del marco de los metamateriales
acústicos [5, 21], un contexto no abordado en este trabajo.
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Capítulo 3

Método numérico

En este capítulo se describen los aspectos fundamentales del método numérico empleado
en este trabajo, así como la implementación del mismo.

3.1. Introducción a los métodos numéricos

Una manera de estudiar muchos de los fenómenos físicos que ocurren en la naturaleza
como es la propagación de ondas acústicas, es a través de métodos analíticos mediante
ecuaciones matemáticas que involucran magnitudes físicas y sus variaciones temporales y
espaciales, a lo que se le conoce como ecuaciones diferenciales parciales (EDP); y la solución
para dichas ecuaciones, estará sujeta a las condiciones de frontera del sistema bajo estudio,
es decir, los valores que toma la función incógnita o su derivada en ciertas regiones.

A pesar de que se han desarrollado ecuaciones diferenciales parciales para múltiples esce-
narios, las soluciones existentes están limitadas a un número reducido de casos, y se ha optado
por encontrar soluciones de forma aproximada mediante evaluaciones numéricas, permitien-
do resolver problemas matemáticos, de ingeniería y físicos con la ayuda de una computadora.
Por lo tanto, el análisis numérico trata de diseñar métodos para aproximar de una manera
e�ciente las soluciones de problemas expresados matemáticamente.

Existen diferentes técnicas de análisis numérico para problemas acústicos y típicamente
di�eren en la manera en la que es modelado el �uido; una de ellas es el método de elemento
�nito, en donde el medio continuo que tiene grados de libertad in�nitos, se reduce a un medio
con grados de libertad �nitos o discretos, logrando conseguir una representación geométrica
más precisa del sistema y una buena aproximación de la solución total.
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3.2. Método de elemento �nito

El método de elemento �nito ha emergido como un método numérico universal basado en
herramientas de cómputo, para la solución de una amplia gama de ecuaciones diferenciales
de una gran cantidad de áreas de la ciencia por ser analizadas y resueltas dentro de un marco
común. Para ello, una vez que se identi�có la EDP asociada al fenómeno físico, se realiza una
partición del dominio en elementos de tamaño �nito (típicamente triángulos o tetraedros,
dependiendo del número de dimensiones espaciales del sistema), y se construye una malla
que delimita cada una de las fronteras de un elemento en particular con el adyacente, como
se ilustra en la Figura 21. El método busca soluciones mediante familias de funciones depen-
dientes de un número también �nito de parámetros, de forma que el problema diferencial se
convierte en un sistema de ecuaciones algebraico que se puede resolver numéricamente [22].

Figura 21: Discretización de un resonador de Helmholtz para cómputo de Elemento Finito, en dos dimen-
siones, con base en elementos triangulares.

Para ejempli�car uno de los aspectos más importantes del método de elemento �nito, a
continuación se de�ne una EDP simple:

u′′(x) = f(x) x ∈ 0, 1. (133)

Como primer paso, se multiplican ambos lados de la EDP por una función de prueba
v(x), y se integra en un intervalo de 0 a 1:∫ 1

0

u′′(x)v(x) =

∫ 1

0

f(x)v(x). (134)

La expresión de la izquierda de la ecuación (134) se puede resolver como una integral por
partes, permitiendo reducir en uno el orden de la función incógnita u(x):

u′(x)v(x)|10 −
∫ 1

0

u′(x)v(x) =

∫ 1

0

f(x)v(x). (135)
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En la terminología del método de elemento �nito, a la integral de la EDP, se le conoce
como forma débil de la ecuación diferencial.

Lo siguiente es discretizar la ecuación débil convirtiéndola a una forma matricial en donde
se calcula la función incógnita u(x) para cada elemento de la malla del sistema. Por último
se interpolan los resultados de la evaluación de cada elemento �nito y se obtiene la solución
total del problema; dicha solución dependerá de la resolución de la malla, mientras más
re�nada sea ésta, más exacta será la aproximación a la solución.

Con lo anterior, solamente se han esbozado algunos aspectos generales del análisis me-
diante el método de elemento �nito, cabe destacar que existen muchos tipos de funciones de
prueba y diversas variantes de este tipo de método numérico. Una descripción del método
completa y detallada se puede encontrar por ejemplo en [23].

El método de elemento �nito es utilizado como una herramienta poderosa de diseño, mo-
delación y análisis de sistemas ingenieriles que permite visualizar múltiples datos de interés,
ahorrando esfuerzo y recursos.

Entre las ventajas más relevantes del método de elemento �nito con respecto a otros tipos
de análisis numéricos para problemas acústicos como es el método de volumen �nito (�nite
volume method, FVM), método de elementos de contorno (boundary element method, BEM)
y método espectral, entre otros, es que en el método de elemento �nito se pueden modelar
sin di�cultad geometrías complejas, y las condiciones de frontera, se abordan de manera fácil
y sistemática.

Aunque el método de elemento �nito se puede aplicar a problemas en los que interviene el
tiempo, en este trabajo es de particular interés la solución de problemas acústicos gobernados
por la ecuación de Helmholtz (parte independiente del tiempo de la ecuación de onda en el
caso de ondas armónicas):

∇2P + kP = 0, (136)

en donde el operador laplaciano∇2 representa la suma de las segundas derivadas con respecto
a las coordenadas cartesianas (x, y, z), y k es el número de onda en campo libre, de�nido
previamente como k = ω/c0. Es conveniente recordar que en este trabajo se estableció de
manera convencional, la dependencia armónica con el tiempo e−jωt.

En resumen, durante el estudio numérico, a partir de la posición de la fuente sonora, para
cada frecuencia se genera un campo acústico estacionario que obedece a las condiciones de
frontera del sistema, y los datos del campo acústico se almacenan en archivos que pueden
ser interpretados por una herramienta de lectura y visualización de datos numéricos. Así
mismo, es posible medir la presión compleja en cualquier punto del dominio de simulación,
colocando micrófonos virtuales, y dichos datos se pueden almacenar de manera independiente
para posteriormente ser analizados y procesados libremente.
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3.3. Implementación del método numérico

El tipo de sistema propuesto en este trabajo, es susceptible de ser modelado numérica-
mente, mediante la ecuación de Helmholtz, en dominio complejo, con un valor de k ∈ C,
dependiente de la posición k = k(~x). Se utilizaron geometrías de guías de onda formadas por
bloques de paredes rígidas, radiando dentro de un dominio cuya condición de frontera sea
absorbente y, con ello, simular condiciones de propagación en campo libre. Para implementar
el estudio, se utilizó el programa de cómputo FEniCS Project; se trata de una herramienta
robusta de código abierto, diseñada para la solución automatizada de EDPs por el método
de elemento �nito, en un entorno de programación intuitivo y �exible, implementado en los
lenguajes Python y C++ [24].

El estudio numérico se llevó a cabo en 2D (dos dimensiones), con un eje de simetría
axial que permite modelar un sistema 3D (tres dimensiones), axisimétrico. Se utilizó un
código diseñado para propósitos generales de simulación de campo acústico en aire, basado
en Python.

Dentro del dominio de simulación, las fronteras no re�ejantes se de�nieron utilizando
un valor no nulo de la parte imaginaria de k, que simula una región absorbente arti�cial
de 0.475m (adecuada para las frecuencias de interés), con una propiedad absorbente que
incrementa gradualmente, simulando el diseño de los materiales absorbentes de una cámara
anecoica, como se ilustra en la Figura 22.
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Figura 22: Dominio de simulación en 2D, en donde se puede observar el incremento gradual de la propiedad
absorbente en las fronteras izquierda, derecha y superior. El eje horizontal inferior corresponde al eje de
simetría axial.

Una vez establecido el dominio de simulación, se propuso un diseño de ALWA en modo
emisor mediante una geometría de guía de onda con ranuras en simetría axial (3D), cilíndrico,
con sección transversal circular.

Por medio de una condición de frontera de Dirichlet, se de�nió una fuente sonora tipo
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pistón oscilante en el punto de interés dentro de la guía de onda [24]. Dicha fuente genera
una señal de presión sonora de 1 Pa.

Se utilizó un re�namiento de malla tal que se tuvieran al menos 10 celdas (particiones
del dominio) por longitud de onda, y en la región circundante a la ALWA (dentro y fuera
de la estructura, así como en las ranuras), se �jó una resolución de malla más �na que en el
espacio restante, para obtener una mejor solución en dicha área de interés.

Durante el estudio numérico, la implementación de FEniCS Project permitió automatizar
la exploración de múltiples parámetros geométricos, así como el análisis y procesamiento de
los datos generados en cada simulación, mediante códigos de Python. También se utilizó
la herramienta de cómputo ParaView, una plataforma de código abierto diseñada para el
análisis y visualización de estudios numéricos, de donde se obtuvieron los per�les de radiación
y visualizaciones del dominio de simulación que se presentan en este trabajo.
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Capítulo 4

Diseño de la ALWA

El diseño de la ALWA estudiada en este trabajo, se basó en el modelo acústico de elemento
concentrado de la Figura 14.b; y en el proceso para obtener las dimensiones de la antena, se
tomaron en cuenta algunos puntos que a continuación se describen:

1. Se propuso la frecuencia a partir de la cual se deseaba obtener radiación, denominada
frecuencia de diseño, y fue de f0 = 2000Hz.

2. Como ya se ha mencionado previamente, la longitud de la celda debe ser pequeña
comparada con la longitud de onda de la señal guiada, y de acuerdo con Bongard et
al., 2010 [5], una medida óptima es que sea d = λ/10 para f0. A partir de este dato, se
encontró el radio del ducto a, el ancho de la ranura b, y la longitud efectiva de la pared
de la ranura L′, mediante las respectivas expresiones analíticas para los elementos del
circuito de la Figura 14.b.

3. Se tomó en cuenta la corrección de extremo debido a la propiedad inercial del volumen
de aire con�nado en la ranura (∆L), y para ello, fue necesario reducir la longitud del
modelo físico (L) hasta encontrar la longitud efectiva deseada (L′ = L + ∆L); esto se
llevó a cabo con la ayuda de la herramienta de simulación.

4. Adicionalmente, a la estructura de la ALWA se le agregaron guías de onda de entrada
y salida de un radio awg tal que la impedancia característica de estos ductos externos,
estuviera acoplada a la impedancia de Bloch de la ALWA, es decir, Zc = ZB, con
Zc = (ρ 0c0)/(πa

2
wg), y de esta manera, disminuir las re�exiones en la entrada y salida

de la ALWA [5]. Respecto a la longitud de las guías de onda externas, el criterio de
diseño fue asegurar que tuvieran una longitud igual o mayor que la longitud de onda
de la frecuencia mas baja de simulación; y en el caso de la guía de onda de salida, la
parte �nal se extendió para incluir una región absorbente, y así evitar la re�exión en
el ducto de salida.

Las medidas de cada parámetro geométrico, se presentan en la Tabla 1, y con estas
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Tabla 1: Parámetros geométricos de la ALWA.

Parámetro Símbolo Valor [m]
Longitud de las guías de onda de entrada y salida lwg 0.5
Radio de guías de onda de entrada y salida awg 3.25× 10−3

Radio de la ALWA a 4.95× 10−3

Ancho de la ranura b 0.5× 10−3

Pared de la ranura (longitud efectiva) L′ 0.02
Pared de la ranura (longitud física) L 0.0175
Longitud de la celda unitaria d 0.017
Región absorbente labs 0.475

medidas se construyó el modelo de la Figura 23. En este trabajo. la longitud total de la
ALWA (l), se referirá únicamente a la región periódica, las guías de onda externas quedan
descartadas de este parámetro.
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b/2

lwg lwg

labs

l

Figura 23: Modelo de antena acústica tipo guía de onda ranurada propuesto en este trabajo. (a) Vista
exterior. (b) Plano longitudinal en 2D.

En la Tabla 2, se presentan los valores teóricos de cada elemento acústico del circuito de
la Figura 14.b, calculados con los parámetros de la Tabla 1.

Con los datos de la Tabla 2, es posible calcular la frecuencia de corte superior hasta donde
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Tabla 2: Valores teóricos de los elementos acústicos del circuito equivalente del modelo de ALWA propuesta
(ver Figura 14.a).

Elemento Masa [kg/m4] Compliancia [10−12 m3/Pa]
Ranura Mra = 630.7 Cra = 0.98
Sección de guía de onda Mwg = 270.5 Cwg = 9.05

se puede propagar la onda dentro de la ALWA, mediante las ecuaciones (84) y (85):

fc =
1

π
√
Mra ∗ (Cra + Cwg)

= 6107Hz. (137)

Por lo tanto, se estima que el rango de frecuencias que se puedan propagar dentro de la
ALWA, será de f0 = 2000Hz, a fc = 6107Hz, y así queda de�nido el rango preliminar de
interés principal de este trabajo.

Por último, utilizando la ecuación (5) y la tabla Bessel para ondas cilíndricas incluida
por ejemplo en [12], se calculó la frecuencia de corte a partir de la cual se propaga el primer
modo de orden superior (m = 1, n = 1):

f c1,1 =
α′1,1 c0

2πa
= 20327Hz. (138)

Este resultado indica que toda frecuencia menor a 20327Hz, pertenece al modo de pro-
pagación fundamental dentro de la guía de onda que conforma la ALWA, con�rmando que
el rango preliminar de interés es correcto.

Como se mencionó previamente, la onda que se propaga en la ranura propuesta en este
trabajo, está sujeta al efecto de pérdida por viscosidad. Si se calcula el factor de calidad
para la frecuencia de 2000Hz mediante la ecuación (90), con η = 18.6µPa (coe�ciente
de viscosidad del aire), y ρ = 1.225 kg/m3 (densidad del aire), resulta en Q′ = 21. Una
interpretación de esto, es que la parte resistiva Rra es 21 veces menor que la parte reactiva
ωMra, y como ya se mencionó previamente, en este trabajo es de particular interés estudiar
los corrimientos de fase del sistema por lo que se despreció la pérdida por viscosidad.

Para la frecuencia de diseño, fue escogido el valor f0 = 2000Hz, porque es una frecuencia
central en el rango audible, y las dimensiones geométricas resultantes son factibles de ser
construidas físicamente.
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Capítulo 5

Validación

Con la �nalidad de validar el código de FEniCS Project empleado para el estudio numé-
rico, se llevó a cabo la simulación numérica de la ranura de la Figura 12.a, y los resultados
se compararon con aproximaciones de elemento concentrado que describen a la ranura.

Utilizando las medidas de la Tabla 1, en el dominio de simulación se construyó una guía
de onda cilíndrica de radio a, longitud 2lwg más la región absorbente, y un corte transversal
de ancho b, a la mitad del ducto.

Para el tamaño de la pared de la ranura (L), se contemplaron múltiples longitudes me-
nores a la longitud efectiva (L′), hasta encontrar la mencionada corrección de extremo ∆L,
lo cual se validó en las grá�cas que se presentan mas adelante.

Dentro de la guía de onda, se colocó una fuente sonora en el extremo izquierdo (entrada
del sistema), además de dos micrófonos antes de la ranura, y dos micrófonos después. La
Figura 24, muestra el sistema empleado para la simulación.

Fuente sonora

Micrófonos

2a

r

z

Figura 24: Modelo para validación de ranura axisimétrica.

El estudio consistió en generar una onda plana o modo fundamental dentro del ducto, y a
partir de los datos de presión compleja registrada por los micrófonos, fue posible calcular los
coe�cientes de re�exión y transmisión, así como la admitancia Yra = 1/Zra en la interfase
entre el ducto y la ranura, mediante las técnicas descritas en las secciones 2.1.3 y 2.2.2.
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El rango de frecuencias elegido para el estudio, fue de 1800Hz a 6800Hz, con el objetivo
de explorar más frecuencias de las establecidas en el rango de interés.

La Figura 25.a, muestra la grá�ca con los coe�cientes de re�exión y transmisión, mientras
que la Figura 25.b, muestra la susceptancia o parte imaginaria de la admitancia calculada en
la interfase entre el ducto y la ranura. En ambas grá�cas, los datos numéricos (FEM), per-
tenecen a un una ranura de L = 0.0175m, que fue la longitud para la cual se encontró mejor
correlación respecto a los datos teóricos, con L′ = 0.02m; asumiéndose que la corrección de
extremo equivale a ∆L = 0.0025m.

Los coe�cientes de re�exión y transmisión teóricos, se obtuvieron mediante las ecuacio-
nes (66) y (67); y los datos para gra�car la susceptancia teórica, se obtuvieron mediante
las ecuaciones (60), (61), y (88), proponiendo f0 = 2000Hz, y d = 0.017m. Se exhibe que
la correlación es buena desde 1800Hz, a 6450Hz, y en ese rango, tanto el código empleado
para el estudio numérico y pos-procesamiento de datos, como las aproximaciones acústicas
de elemento concentrado que describen a la ranura, quedan validadas.
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(a)

(b)

Figura 25: Grá�cas de validación de una ranura. Los datos teóricos corresponden a una con L′ = 0.02m,
y los datos numéricos (FEM), corresponden a una ranura con L = 0.0175m. (a) Coe�cientes de Re�exión y
Transmisión. (b) Susceptancia o parte imaginaria de la admitancia de la ranura.

44



Capítulo 6

Resultados

En esta sección se presentan los resultados del estudio numérico de la ALWA, el cual se
llevó a cabo de la siguiente manera:

1. Se realizó la simulación de una celda unitaria, de donde se obtuvo la constante de
propagación de Bloch y predicción de dirección angular de radiación a partir de los
datos de presión dentro de la guía de onda. Notar que este estudio es distinto a la
simulación de una sola ranura que se llevó a cabo en el Capítulo 5.

2. Se realizó la simulación de una ALWA con 20 celdas unitarias, y se caracterizó la
direccionalidad y constante de propagación de Bloch midiendo el campo de presión
fuera de la antena.

3. Se implementó un estudio de resolución angular como función de la longitud de la
ALWA, en la que se comparan 3 modelos de 10, 20 y 30 celdas.

4. Se exploraron nuevos diseños de celda unitaria con geometrías complejas, buscando
diferentes per�les de radiación.

El rango de frecuencias para los primeros tres estudios, en principio fue igual al rango
utilizado para la validación de la ranura, es decir, de 1800Hz a 6800Hz, y debido a los
resultados que se encontraron, el rango se amplió hasta 8350Hz; mientras que para el cuarto
estudio se utilizó un rango de frecuencias de 800Hz a 3500Hz. Los resultados se presentan
en la Figura 28.

6.1. Estudio de una celda unitaria

Para llevar a cabo el estudio de una celda unitaria de la ALWA (Figura 18), en el dominio
de simulación se construyó un modelo de celda unitaria y simétrica con las dimensiones de
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cada parámetro geométrico presentadas en la Tabla 1, incluyendo las guías de onda de entrada
y salida, además de la región absorbente al �nal de la guía de onda de salida. Se colocaron
micrófonos dentro de la guía antes y después de la celda, y una fuente sonora en la guía de
entrada. El sistema completo se muestra en la Figura 26.

r

z

2 awgMicrófonos

Celda unitaria

Figura 26: Modelo para estudio de una celda unitaria de la ALWA.

Con los datos de presión de los micrófonos, se calcularon los coe�cientes de la matriz de
transmisión (método descrito en la Sección 2.4.2), de donde se obtuvo el factor fase β con
la ecuación (118), y posteriormente se estimó la dirección de radiación para cada frecuencia
mediante la ecuación (131). Los resultados se incluyen en la Figura 28.

6.2. Estudio de una ALWA de 20 celdas unitarias

En este estudio, se extendió el modelo de celda unitaria descrita en la Sección 6.1, a
una antena de 20 celdas periódicas, como el de la Figura 23.a, y el objetivo principal, fue
analizar el campo acústico fuera de la antena para caracterizar el patrón direccional de
la señal radiada. Para ello, aprovechando las ventajas de la herramienta numérica, fuera
de la antena se colocó un arreglo semicircular de 100 micrófonos en la región angular de
interés, que va desde la dirección broadside, hasta la dirección end�re (ver Figura 20.a).
Debido a que el ancho de un lóbulo de radiación que podría apuntar a broadside, estaría
abarcando una dirección angular negativa, fue necesario colocar el arreglo desde -10 grados a
90 grados, situando un micrófono por cada grado. Por otro lado, el arreglo de micrófonos se
colocó respecto al centro geométrico de la estructura periódica de la ALWA, a una distancia
su�ciente para determinar los parámetros de radiación en campo lejano que son relevantes
para las aplicaciones buscadas. La Figura 27, muestra la posición de los micrófonos y la
referencia de la posición de la estructura de la ALWA de 20 celdas dentro del dominio de
simulación.

De manera similar a la caracterización direccional de una fuente sonora [25], mediante
el arreglo de micrófonos, se calculó la energía presente en cada ángulo desde 0 a 90 grados,
y con la evaluación de un promedio ponderado, fue posible medir a qué ángulo apunta el
lóbulo principal de radiación correspondiente a cada frecuencia. Posteriormente, a partir de
los valores de θ, se calculó el factor de fase β mediante la ecuación (131), la cuál estuvo
limitada únicamente a la región de radiación.

46



imag(k) [1/m]

2

0

4

6

8

10

12

14

16

18

20

22

24

26

28

30

0 1 2 3 4 5

z[m]

0

1

2

3

y
[m

]

Figura 27: Posición de los micrófonos para llevar a cabo la caracterización angular de la radiación de la
ALWA. Se incluye la referencia de posición de la estructura periódica.

Adicionalmente, dentro del mismo modelo de ALWA, se colocaron micrófonos a lo largo
de toda la estructura para poder analizar la presión acústica en cada sección de la antena y
poder visualizar la mencionada onda de Blog.

Cabe mencionar que también es posible medir el ángulo θ a partir de la Transformada
Rápida de Fourier FFT en 2D para las coordenadas espaciales de los datos que arroja la
simulación, pero no se utilizó esa técnica.

6.3. Parámetros de Bloch

A manera de justi�cación sobre el valor del radio de las guías de onda de entrada y salida
(awg en la Figura 23), a partir de la impedancia de Bloch teórica del análisis de una celda
unitaria, calculada mediante la ecuación (128), se eligieron diferentes valores de ZB asociados
a frecuencias dentro del rango identi�cado de radiación. Por lo tanto, se obtuvieron diferentes
valores de radio, y en un estudio numérico correspondiente con cada radio elegido, se evaluó
la magnitud de la presión acústica antes y después de la región periódica de la ALWA de 20
celdas. De esta manera, se encontró el radio óptimo para el cual se da la mejor transferencia
de energía, es decir, que las re�exiones en la entrada y salida de ALWA, son menores en el
rango de radiación. Esto sucedió con el radio que le corresponde a la impedancia de Bloch
ZB = 12.3MΩ, asociado a la frecuencia f = 2212Hz, despejado de la ecuación (47), con
Zc = ZB:

awg =

√
ρ0c0
πZB

= 3.25× 10−3m. (139)

La Figura 28, muestra el diagrama de dispersión y respuesta angular de la ALWA pro-
puesta en este trabajo, caracterizada en términos del análisis (matriz de transmisión) de una
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celda unitaria, en donde se comparan los datos numéricos con respecto a los datos teóricos;
adicionalmente, se incluyen los datos obtenidos a partir del análisis de radiación del estudio
numérico de una ALWA de 20 celdas.

(a)

(b)

θ
[◦
]

Figura 28: Caracterización de una ALWA en términos del análisis de una celda unitaria y la radiación de
una ALWA de 20 celdas. (a) Diagrama de dispersión. (b) Respuesta angular.

En el diagrama de dispersión de la Figura 28.a, se puede observar que la razón por la cual
se amplió el rango de frecuencias de estudio hasta 8350Hz, fue porque en el análisis de una
celda unitaria, tanto la curva teórica como la curva numérica, di�rieron en la frecuencia de
corte superior de operación de la ALWA, con respecto a la frecuencia calculada mediante la
ecuación (137), y se exploraron más frecuencias hasta encontrar el corrimiento de fase total
esperado de π. Se in�ere que estas diferencias se deben a que el rango de operación de la
ALWA es tan amplio, que las condiciones de homogeneidad de celda unitaria (d� λ), y de
elemento acústico concentrado (L′, b � λ), no se cumplen para todas las frecuencias, algo
no contemplado en el método teórico; notablemente se observa que esto sucede a partir de la
región de onda guiada. Pese a estas diferencias, el modelo numérico exhibe el comportamiento
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dispersivo esperado para un rango de frecuencias, y la correlación respecto al modelo teórico
es buena en la región principal de interés, que es la región de fuga o radiación.

En la Figura 28.b, la resolución angular del estudio numérico de la ALWA de 20 celdas,
corrobora que existe radiación direccional desde 12 hasta 60 grados, con un error aproximado
de ±8 grados respecto a las predicciones calculadas mediante el análisis de una celda unitaria.
Aunque estas predicciones indican que existe radiación direccional de 0 a 90 grados, en
términos de la aplicación, cuando β = 0, la velocidad de fase es nula y no existe propagación
fuera de la antena (ver Sección 2.3). Por lo tanto, la radiación se da únicamente cuando
β > 0, y el primer lóbulo detectado fue a partir de 12 grados. Por otro lado, cuando el lóbulo
de radiación apunta a un ángulo mayor a 60 grados, las re�exiones causadas por la misma
estructura de la antena, inter�eren con el lóbulo y pierde de�nición, quedando establecido
60 grados como el ángulo máximo de operación de una ALWA de 20 celdas periódicas.

La Figura 29, muestra la magnitud de la presión acústica a lo largo de la estructura de la
ALWA de 20 celdas, para diferentes frecuencias del rango de estudio. La magnitud de presión
está normalizada con respecto al valor absoluto de la amplitud de la onda incidente en la
región de entrada de la antena. El dato relevante es que se puede visualizar la onda de Bloch
y su comportamiento en cada región de la grá�ca de dispersión de la Figura 28.a. Para el caso
de f = 1850Hz, se trata de una frecuencia fuera del rango de operación de la antena, es decir
que no se puede propagar en la región periódica o región de las celdas, y notablemente se
observa que la magnitud decrece exponencialmente hasta cero, una vez que la onda cruza de
la guía de entrada a la región periódica (Figura 29.a). Cuando f = 2500Hz (Figura 29.b), la
onda se propaga en región periódica y además se fuga, mostrando un decaimiento exponencial
a mediada que atraviesa cada celda; además, la onda de Bloch exhibe una longitud de onda
mayor a la longitud de onda en la guía de entrada, debido al corrimiento de fase que ocurre
en las celdas de la antena. Posteriormente en la guía de salida, el porcentaje de la señal que
no se alcanzó a fugar, se mantiene como una onda viajera, y �nalmente decae a cero en la
región absorbente. Cuando f = 6360Hz (Figura 29.c), la onda se propaga en la estructura
periódica pero no se fuga y se mantiene como una onda viajera hasta que decae a cero en la
región absorbente. En este caso, la onda de Bloch exhibe una longitud de onda menor a la
longitud de onda en la guía de entrada. Por último, cuando f = 8350Hz (Figura 29.d), es la
primera frecuencia que cruza el rango superior de operación y, por ende, ya no se propaga
en la estructura periódica.
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Figura 29: Magnitud de la presión acústica a lo largo de la estructura de una ALWA de 20 celdas para:
(a) f = 1850Hz, (b) f = 2500Hz, (c) f = 6350Hz y (d) f = 8350Hz.

6.4. Resolución angular como función de la longitud de la ALWA

En este estudio, se analizó la resolución angular como función de la longitud de la ALWA,
y para ello, se compararon 3 antenas de 10, 20 y 30 celdas, bajo los mismos parámetros
de simulación previamente utilizados. Los resultados se presentan en la Figura 30, y cada
grá�ca incluye el ancho del lóbulo principal ∆θ, caracterizado en términos del ancho de
haz de potencia media (half power beamwidth, HPBW), a partir del cálculo de la varianza
y desviación estándar del lóbulo principal de radiación [26]. Adicionalmente, se incluye el
ancho del lóbulo estimado de manera teórica mediante la ecuación (132). En las grá�cas se
exhibe que a mayor número de celdas, la resolución angular es más direccional, e incluso en
la Figura 30.c, que representa la ALWA con más celdas, se observa que el lóbulo al ser más
angosto, puede dirigirse hasta aproximadamente 65 grados. Respecto a la comparación entre
los datos teóricos y los datos numéricos, la diferencia principal radica en que en los datos
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teóricos, cuando incrementa el valor de θ, el ancho del lóbulo aumenta proporcionalmente;
es decir, que a medida que aumenta la frecuencia y el lóbulo de radiación se desplaza de
broadside a end�re, la región que abarca el lóbulo es mayor; en los datos numéricos sucedió
lo contrario, ya que se ilustra que el ancho del lóbulo de radiación decrece a medida que
aumenta la frecuencia, y esto se debe a que en altas frecuencias la energía que fuga es menor
y, por lo tanto, el lóbulo que se forma tiene menor alcance y es más angosto. También se
puede observar que en los tres casos de la Figura 30, la dirección angular di�ere para las
mismas frecuencias en las tres antenas (especialmente en los extremos de frecuencias bajas
y altas). Esto se debe a que con cada longitud de antena, el centro del lóbulo de radiación
cambia respecto al centro geométrico de la antena, modi�cando la lectura de los micrófonos.
Si bien es un detalle que se puede ajustar de manera individual para cada antena y cada
frecuencia, no se implementó en este trabajo.

(a) (b)

(c)

θ
[◦
]

θ
[◦
]

θ
[◦
]

Figura 30: Grá�cas de resolución angular para una ALWA de: (a) 10 celdas, (b) 20 celdas y (c) 30 celdas.
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En la Figura 31, se muestra el per�l de radiación de magnitud de presión sonora en
pascales, de una ALWA con 10, 20 y 30 celdas, para una frecuencia constante de 2500Hz. La
presión está normalizada con respecto al valor absoluto de la amplitud de la onda incidente
en la guía de entrada de la antena, y se ajustó la resolución de colores con el propósito de
visualizar el patrón de radiación. Se demuestra que a medida que incrementa la longitud
de la ALWA, el lóbulo es más direccional, siendo consistente con los resultados presentados
en la Figura 30. Un punto a notar es que a medida que incrementa el número de celdas,
aparecen lóbulos secundarios no deseados que apuntan a diferentes direcciones respecto a la
dirección del lóbulo principal, aunque con menor magnitud. Un estudio más detallado sobre
resolución angular de antenas acústicas tipo guía de onda ranurada se puede encontrar por
ejemplo en [6].
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Figura 31: Per�les de radiación de una ALWA para la frecuencia constante de 2500Hz, contemplando
diferentes longitudes de la antena: (a) 10 celdas. (b) 20 cedas. (c) 30 celdas. En cada grá�ca se incluye una
marca correspondiente a la posición de la fuente sonora, la dirección de propagación de la onda dentro de la
guía de entrada y el tamaño de la estructura periódica de la ALWA, debajo de la zona de radiación principal.
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6.5. Estudio con celdas de otras geometrías

Una vez validado el código y demostrada la característica direccional de la ALWA simple
y geometría de�nida, aprovechando las ventajas del método de elemento �nito descritas en
el Capítulo 3 de este trabajo, se propuso explorar nuevos diseños de celda unitaria con geo-
metrías irregulares en donde el análisis teórico se vuelve complicado, pero con la motivación
de conseguir diferentes per�les de radiación, e incluso posibles ángulos de radiación negativa.

En este nuevo estudio, dentro de cada celda unitaria del modelo de ALWA simple, se
añadieron obstáculos que forman distintas cavidades con el objetivo de generar discontinui-
dades, para conseguir diferentes corrimientos de fase y, con ello, modi�car el comportamiento
dispersivo de la antena.

Los primeros modelos partieron añadiendo obstrucciones transversales tipo iris o resona-
dores de Helmholtz también transversales dentro de cada celda, como los que suelen utilizarse
en �ltros acústicos en guías de onda [12, 27]; posteriormente, los diseños se fueron modi�-
cando hasta conseguir que la cavidad del resonador de Helmholtz estuviera en serie, para
proporcionar un parámetro elástico en la dirección de propagación de la onda, pero sin obs-
truir el paso total. Se exploraron también cavidades elípticas y triangulares y diferentes
modelos de celda con un ancho de ranura no uniforme. En la Figura 32, se muestran algunos
de los modelos que se exploraron en este estudio, incluyendo el modelo sin obstrucciones o
geometría de�nida utilizada para los estudios anteriores.

Con cada una de las geometrías propuestas, se realizó un estudio numérico utilizando una
con�guración de 20 celdas periódicas, y cada modelo se caracterizó de la siguiente manera:

1. Análisis mediante la matriz de transmisión, considerando toda la estructura periódi-
ca, es decir, se calculó el factor de fase β de toda la región periódica, y después se
dividió entre el número de celdas, y posteriormente se obtuvo el ángulo θ mediante la
ecuación (131).

2. Análisis de radiación en campo lejano para con�rmar los posibles lóbulos direccionales,
por lo que para esta caracterización, se amplió el arreglo de micrófonos fuera de la
antena para abarcar direcciones negativas y positivas (de back�re a end�re), como se
muestra en la Figura 33.

Para este estudio, se utilizó un rango de frecuencias de estudio de 800 Hz a 3500 Hz.
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Figura 32: Modelos de geometrías exploradas. (a) Modelo simple, sin obstrucciones. (b) Iris. (c) Resonador
de Helmholtz transversal a la guía de onda. (d) Doble cavidad con iris. (e) Doble cavidad con iris mas
cerrados. (f) Cavidad elíptica y ancho de ranura no uniforme. (g) Cavidad triangular.
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Figura 33: Posición de los micrófonos para llevar a cabo la caracterización angular de la radiación de la
ALWA para diferentes geometrías.

En la Figura 34.a, se repite el análisis en términos de la propagación de la onda dentro de
la estructura de la ALWA sin obstrucciones (modelo A de la Figura 32), para otra frecuencia
de fuga distinta a la de la Figura 29.b, y se vuelve a demostrar que la onda de Bloch exhibe
una longitud de onda mayor a la longitud de onda en la guía de entrada. Esta información
se corrobora en la visualización del per�l de propagación de los resultados numéricos para
la misma frecuencia, mostrada en la Figura 34.b.
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Figura 34: Propagación dentro de la ALWA de geometría de�nida, para la frecuencia de 2600 Hz. (a) Mag-
nitud de la presión a lo largo de la estructura de la antena. (b) Per�l de propagación de los resultados
numéricos. En ambos casos, la presión está normalizada con respecto a la amplitud de la onda incidente en
la guía de entrada.

En las Figuras 35.a y 35.b, se presenta el mismo análisis de propagación dentro de la
antena, pero para el modelo C de la Figura 32, que incluye resonadores de Helmholtz trans-
versales en cada celda. En este caso, no se tiene una curva de dispersión teórica para saber si
exhibirá radiación direccional y estimar su rango de operación, pero al observar que la onda
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de Bloch exhibe una longitud de onda menor a la longitud de onda en la guía de entrada, se
puede anticipar que no existe fuga sino una onda evanescente, al menos con esa frecuencia
de estudio.
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Figura 35: Propagación dentro de la ALWA que incluye resonadores de Helmholtz en cada celda, para
la frecuencia de 2600 Hz. (a) Magnitud de la presión a lo largo de estructura de la antena. (b) Per�l de
propagación de los resultados numéricos. En ambos casos, la presión está normalizada con respecto a la
amplitud de la onda incidente en la guía de entrada.

En la Figura 36.a, se muestra el resultado del estudio de las diferentes geometrías explo-
radas en términos del análisis de la matriz de transmisión, y en la Figura 36.b, se presenta
el análisis de la radiación fuera de la antena; ambas �guras incluyen unicamente los valores
de θ correspondientes a lóbulos direccionales detectados. Se puede observar que en todos los
casos explorados, se obtuvo radiación direccional, pero en diferentes frecuencias y en rangos
de operación mucho menores al modelo sin obstrucciones. Una desventaja del análisis me-
diante la matriz de transmisión, es que estima la radiación desde ángulos muy cercanos a 0
grados, y eso no sucede en la aplicación real, ya que en el análisis de radiación fuera de la
antena, el primer lóbulo detectado fue a partir de 12 grados en adelante. Otra diferencia fue
que en algunos casos, el lóbulo de radiación medido no llegó al ángulo máximo de operación
de 60 grados, algo no previsto en el análisis mediante la matriz de transmisión. Se destaca
el resultado del modelo G (cavidades triangulares dentro de la celda), ya que de 900Hz a
1150Hz, se obtuvieron valores de θ negativos en ambos análisis, pero al veri�car ancho de
haz de potencia media del lóbulo de radiación, en las direcciones negativas se tiene un lóbulo
demasiado ancho y para la aplicación deseada, no se puede considerar como un lóbulo direc-
cional, como se muestra en la Figura 37. El siguiente paso fue examinar la magnitud de la
presión acústica dentro de la estructura de la antena y se encontró que las frecuencias para
las cuales se obtuvieron valores de fase negativos, están fuera del rango que se puede propa-
gar dentro de la estructura, y la onda de Bloch exhibe un decaimiento exponencial, como se
puede observar en la Figura 38. Se puede inferir que si bien se encontró un corrimiento de
fase negativo, la energía presente en la región de fuga no fue su�ciente para que las celdas
periódicas permitieran formar un lóbulo direccional.
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Figura 36: Clasi�cación de los diferentes modelos de geometrías exploradas, en términos de la respuesta
angular. (a) Análisis mediante la matriz de transmisión. (b) Análisis de radiación fuera de la antena.
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Figura 37: Resolución angular de la ALWA con 20 celdas de geometría G (cavidades triangulares).
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Figura 38: Magnitud de la presión acústica a lo largo de la estructura de una ALWA con modelo de celdas
G, para la frecuencia de 1000Hz.
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Capítulo 7

Conclusiones

En este trabajo, se han abordado diferentes fenómenos de propagación acústica dentro
de guías de onda y en campo libre, como re�exión, transmisión, ondas guiadas y radiación.
Dichos fenómenos resultan de la interacción de la onda con el tipo de estructuras utilizadas
para construir la antena acústica tipo guía de onda ranurada ALWA.

Se demostró el comportamiento direccional dependiente de la frecuencia de una ALWA
que opera de broadside a end�re, diseñada en modo emisor, para aire, mediante el estudio
numérico implementado. De manera análoga a las antenas tipo guía de onda ranurada dise-
ñadas en el campo del electromagnetismo, la característica directiva de la ALWA se puede
utilizar para diseñar fuentes sonoras direccionales o sensores acústicos con la capacidad de
localizar la dirección de arribo de una señal mediante un escaneo de frecuencias. Si bien la
aplicación de localización de fuentes sonoras fue una de las motivaciones principales de este
trabajo, el modelo aquí presentado es un primer paso de un sistema que podría tener algunas
ventajas respecto a las técnicas de detección convencionales basadas en arreglos de dos o más
micrófonos; sin embargo, el modo receptor de la antena, así como el procesamiento requerido
para estimar la dirección de arribo, quedaron fuera de los alcances de este trabajo.

La teoría de modelos acústicos de elementos concentrados disponible para aproximar
analíticamente una ALWA y desarrollada en el contexto de los metamateriales acústicos
basados en la teoría de líneas de transmisión, se adaptó a un modelo de antena simple
(sin membranas), y el resultado analítico se utilizó para validar el código empleado en el
estudio numérico, mostrando buena correlación entre los datos teóricos y los datos numéricos.
Además, se encontró que el modelo simple resultante tiene un rango de operación bastante
amplio que incluye la región de fuga y la región de onda guiada, y se in�ere que las condiciones
de homogeneidad de celda unitaria y de elemento concentrado, no se cumplen para todas las
frecuencias, algo no contemplado en el método analítico.

Si se desea modi�car la frecuencia de diseño f0 y recorrer el rango de operación de la
ALWA, se deben ajustar los parámetros geométricos de la antena que aparecen en algunas
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expresiones: (68), que calcula la masa correspondiente a la guía de ondaMwg; (69), que calcula
la compliancia de la guía de onda Cwg; y (60), que calcula la masa de la ranura Mra. Resalta
que no se tiene una expresión para obtener Cra directamente de los parámetros geométricos,
como en los casos anteriores, y que la ecuación (60) que calcula la masa de la ranura es una
aproximación. Estos parámetros se relacionan con f0 mediante la expresión (88). Entonces,
la manera de corroborar que f0 tiene el valor deseado, es mediante el método numérico,
observando la primera frecuencia de operación de la antena.

Se destaca el atributo del método numérico para aproximar la corrección de extremo
de la guía de onda radial o cavidad que se forma en la ranura axisimétrica utilizada en la
ALWA, ya que no es común encontrar este tipo de geometrías en la teoría reportada para
correcciones debido a la masa de radiación de cavidades pequeñas con extremos abiertos.

Se demostró que la resolución angular de una ALWA, está en función de la longitud de
la antena, ya que a mayor número de celdas, se tiene un lóbulo más direccional, pero se
debe tomar en cuenta que independientemente de la longitud de la antena, durante el di-
reccionamiento del lóbulo principal, el centro del lóbulo no se mantiene �jo con respecto al
centro geométrico de la antena y eso puede generar un sesgo en las mediciones de los micró-
fonos. También se debe tomar en cuenta la aparición de lóbulos secundarios que típicamente
apuntan a direcciones no deseadas.

Se observa que la metodología basada en la ALWA operando en modo emisor para generar
un patrón de radiación direccional, no es sensible a la energía de origen de la fuente sonora
dentro de la antena, es decir, la resolución angular no depende de la cantidad de energía
que emite la fuente sonora, mientras no se exceda el rango lineal de operación del sistema.
Se in�ere que en un sistema experimental, la cantidad de energía de la fuente sonora podría
modi�car la ganancia de los lóbulos resultantes, aunque esta información requiere de un
estudio especí�co, el cuál no se incluyó en este trabajo.

Resalta la capacidad del método numérico al proporcionar diferentes maneras de validar
los datos encontrados en cualquier análisis, como por ejemplo, los resultados del análisis me-
diante matriz de transmisión y radiación del modelo de celdas con geometría G (Sección 6.5),
los cuales arrojaron valores de θ negativos, pero el ancho del lóbulo que apunta a direcciones
negativas, es tan grande, que se descarta porque queda fuera de las aplicaciones buscadas en
este trabajo, y se pudo encontrar uno de los posibles motivos al veri�car el comportamiento
de la magnitud de la onda de Bloch para las frecuencias de interés. Sin embargo, dichos
resultados de fase negativos, abren la posibilidad de seguir explorando geometrías similares
u otro tipo de con�guración de obstrucciones y cavidades para conseguir los mencionados
ángulos de radiación negativos.

Una de las ventajas más importantes de la herramienta de código abierto FEniCS Project,
es que en cada estudio numérico, permite automatizar la exploración de múltiples paráme-
tros geométricos, y esto resulta particularmente útil en casos en donde las aproximaciones
analíticas pueden resultar complicadas, ahorrando tiempo. Cabe mencionar que la relación
entre parámetros geométricos de una ALWA es crítica, especialmente cuando se exploran
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geometrías irregulares, por lo que se requiere de un estudio minucioso para encontrar una
proporción que pudiera resultar ventajosa.

Se concluye que el método de elemento �nito demuestra ser una método poderoso de
análisis que brinda una aproximación cercana a la solución real del problema. Sin embargo,
siempre es conveniente validar los resultados mediante evaluaciones teóricas o experimentales.
Así mismo, cualquier estudio implica un entendimiento y tratamiento muy cuidadoso de los
parámetros de simulación y de los resultados.
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Apéndices

A. ALWA en modo receptor

Como se mencionó previamente, la aplicación en modo receptor de la ALWA quedó
fuera del alcance de esta trabajo. Hasta donde los autores tienen noticia, para este tipo de
dispositivo tanto el método de procesamiento de la señal capturada dentro de la antena, como
las posibles aplicaciones, aún están en desarrollo. Sin embargo, a continuación se comentan
brevemente algunos puntos.

El caso de la detección más sencilla, sería el de una fuente sonora con un contenido espec-
tral plano, es decir, una fuente de ruido blanco, en donde la antena reforzaría selectivamente
las frecuencias correspondientes al ángulo de arribo.

Evidentemente, en general las fuentes sonoras emiten señales con un contenido espectral
no plano, es decir, con energía distribuida de manera no uniforme dentro del espectro de
frecuencias. En estos casos se observa que la modi�cación del espectro que realiza la antena,
y la dirección de arribo correspondiente, pudieran determinarse mediante comparación con
una referencia. Es decir, si dicho espectro fuera previamente conocido, o registrado simultá-
neamente.

Se in�ere que los resultados presentados en este trabajo, puedan alentar al desarrollo
de este tipo de tecnologías, encontrando aplicaciones que podrían ser especí�cas dentro del
amplio campo de la localización de fuentes sonoras.
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