
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA DE MÉXICO
POSGRADO EN CIENCIAS FÍSICAS
INSTITUTO DE CIENCIAS FÍSICAS

DESARROLLOS EN ÓPTICA CUÁNTICA Y ÓPTICA DISCRETA

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:

DOCTOR EN CIENCIAS FÍSICAS

PRESENTA:

ROBERTO KENAN URIOSTEGUI UMAÑA

TUTOR PRINCIPAL:

DR. KURT BERNARDO WOLF BOGNER
INSTITUTO DE CIENCIAS FÍSICAS, UNAM

MIEMBROS DEL COMITÉ TUTOR:

DR. NATIG ATAKISHIYEV
INSTITUTO DE MATEMÁTICAS, UNAM

DR. W. LUIS MOCHÁN
INSTITUTO DE CIENCIAS FÍSICAS, UNAM

MÉXICO, CIUDAD DE MÉXICO, MAYO 2021



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



ii



iii

Miembros del Jurado Evaluador:

• Dr. Octavio Hector Castaños Garza
Instituto de Ciencias Nucleares, UNAM

• Dr. Kurt Bernardo Wolf Bogner
Instituto de Ciencias Físicas, UNAM

• Dr. Pablo Barberis Blostein
Instituto de Investigaciónes en Matemáticas Aplicadas y en Sistemas, UNAM

• Dr. José Francisco Récamier Angelini
Instituto de Ciencias Físicas, UNAM

• Dr. Hector Moya Cessa
Instituto Nacional de Astrofísica, Óptica y Electrónica



iv



v

Dedico este trabajo a Yuvia



vi



vii

Agradecimientos

Agradezco profundamente a mi esposa, Yuvia, por acompañarme durante este largo
camino. Gracias por impulsarme y fortalecerme diariamente. Su amor y amistad ha
sido el pilar principal para lograr esta meta que inició hace 10 años. Gracias por hacer
equipo conmigo.

Al Dr. Kurt Bernardo Wolf tengo mucho qué agradecerle. Gracias por introducirme
a la simetría. Gracias por permitirme entrar a su grupo de Óptica Matemática hace 7
años, cuando comencé a trabajar en mi tesis de licenciatura, desde entonces su apoyo
académico y personal han sido fundamentales para mi desarrollo profesional. En general,
gracias por todo lo que me ha enseñado.

Quiero agradecer al Dr. José F. Récamier por todo lo que me enseñó en física
cuántica, desde los primeros cursos de licenciatura hasta cursos avanzados durante el
programa de doctorado. Gracias por hacer las veces de co–asesor de esta tesis en el
tema mecanocuántico y por sus consejos profesionales.

Agradezco mucho a los Drs. Luis Mochán y Natig Atakishiyev por su apoyo como
tutores de mi proyecto doctoral y también a los Drs. Octavio Castaños, Pablo Barberis
y Hector Moya por fungir como sinodales de esta tesis.

Al Instituto de Ciencias Físicas UNAM, donde realizé mis estudios doctorales, agradezco
permitirme el uso de sus instalaciones y el apoyo que me brindaron poniendo a mi dis-
posición equipo de cómputo durante la pandemia por SARS–CoV–2.

Al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnología (CONACyT) agradezco por apoyarme
económicamente a través de su programa de becas de posgrado. También agradezco a
la DGAPA por su apoyo a través del proyecto PAPIIT-AG100120.



viii



ix

Resumen

En esta tesis se abordan tres líneas de investigación diferentes: discretización de
transformadas canónicas lineales complejas, aproximación discreta de funciones espe-
ciales y estructuras algebraicas en sistemas optomecánicos. Los trabajos realizados en
cada línea se presentan en secciones separadas, cada una de ellas incluye una intro-
ducción, conceptos fundamentales y los resultados obtenidos en la investigación. La
organización de las secciones y trabajos corresponde al orden cronológico de su desa-
rrollo.

La sección 1 contiene el trabajo realizado en la discretización de la transformada de
Bargmann. Se presentan dos esquemas de discretización distintos, el primero es un aná-
logo discreto de la transformada de Bargmann y el segundo es una discretización de la
transformada de Bargmann “normalizada” propuesta por Pei-Huang. El primer trabajo
se basa en estados coherentes del modelo de oscilador armónico finito de su(2), para
ello se construyen estados coherentes como eigenestados del operador de aniquilación
considerando que el índice n de pseudo-energía está en una lattice toroidal ZN , para N
impar. Esta transformación discreta mapea las funciones de onda del oscilador finito
a funciones de potencia complejas, tal como lo hace su análogo continuo; las funciones
de onda del oscilador repulsivo de su(1,1) se autoreproducen bajo la transformada de
Bargmann discreta; y la dinámica bajo la transformada fraccional de Fourier en el es-
pacio complejo de Bargmann corresponde, en esta transformada discreta, a la dinámica
bajo la transformada fraccional de Fourier-Kravchuk. Para invertir la transformación,
se propone usar una malla compleja de N ×N la cual permite recuperar las funciones
de oscilador finito con un error cuadrático medio del orden de 10−7, cuando N = 41. El
segundo trabajo se basa en la transformada de giración del modelo de oscilador finito
de su(2). La transformada de Bargmann normalizada mapea las funciones de Hermite-
Gauss a funciones de Laguerre-Gauss; utilizando la analogía entre funciones de Hermite-
Kravchuk y funciones de Laguerre-Kravchuk, se introduce la transformada de giración
finita para definir la transformada de Bargmann normalizada discreta. Esta transfor-
mada finita es unitaria, por lo tanto invertible; y las funciones de oscilador repulsivo
de su(1,1) se autoreproducen cualitativamente. Además, en el espacio expandido por
las funciones de oscilador de su(2), la transformada de Bargmann normalizada discreta
conmuta con la transformada de Fourier-Kravchuk.

En la sección 2 se presenta una discretización de las funciones de Bessel y funciones
de Mathieu. Este trabajo se basa en el método de separación de variables de W. Miller
Jr., aplicado a la ecuación de Helmholtz en coordenadas polares y elípticas. Este método
hace patente que el grupo euclidiano es el grupo de simetrías de la ecuación de Helmholtz,
sustituyendo en dicho grupo las rotaciones continuas por rotaciones discretas, es decir
sustituir un grupo continuo por un grupo diédrico, se definen funciones discretas de
Bessel y Mathieu. Las funciones discretas de Bessel se obtienen al hacer la separación de
variables en coordenadas polares, estas funciones mantienen propiedades importantes de



x

sus análogos continuos, entre ellos la identidad de Graf e identidades lineales. Utilizando
estas propiedades se propone una transformada discreta de Bessel entre posiciones y
‘modos’. Al separar las variables en coordenadas elípticas es posible definir funciones
discretas de Mathieu angulares y radiales, estas funciones aproximan a sus contrapartes
continuas con una diferencia que va de 10−14 a 10−16 con N = 21, en intervalos que
convergen rápidamente al aumentar la cantidad de puntos N sobre los que se evalúa la
serie de Fourier subyacente.

La sección 3 presenta un estudio de la estructura algebraica que describe la dinámica
de una cavidad optomecánica compuesta por dos espejos perfectamente reflectantes, el
primero se encuentra fijo mientras el segundo oscila alrededor de una posición de equi-
librio. En el espacio que separa los espejos se consideran un campo electromagnético
de dos modos débilmente acoplados ente sí. El fenómeno de interés en este estudio es
el efecto Casimir dinámico y la forma en que se ve afectado por el acoplamiento de los
modos de la cavidad. En este trabajo se identificó la estructura del hamiltoniano del
sistema como una combinación lineal de los generadores del álgebra so(3,2), utilizando
la ecuación tipo Schrödinger que cumple el operador de evolución temporal se relacionó
la trayectoria en el álgebra (hamiltoniano) con una trayectoria en el grupo SO(3,2) a
través del mapeo exponencial, lo que equivale a encontrar analíticamente el operador de
evolución temporal del sistema. Una vez conocido el operador de evolución temporal se
estudió el efecto Casimir dinámico, através de la evolución de los valores esperados de
los operadores de número . Se encontró que el acoplamiento entre los modos no afecta si
uno de los modos se encuentra en resonancia mientras el otro modo no lo está, es decir
el crecimiento de fotones del modo resonante no se modifica.
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Parte I

Discretización de Transformadas
Canónicas Lineales Complejas
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En 1970, Stuart A. Collins Jr. escribió el kernel de las transformadas canónicas
lineales (TCL) como un descriptor de la propagación de luz en el régimen paraxial [1].
Por otra parte, Marcos Moshinsky y Christiane Quesne, también en 1970, vieron en las
TCL la clave para entender la conservación de la relación de incertidumbre de Heisenberg
de la mecánica cuántica, además de considerarlas materia de interés intrínsecamente
matemático [2, 3, 4]. Posteriormente, en 1974, Kurt Bernado Wolf extendió formalmente
el análisis de las TCL a valores complejos, complexificando el grupo SL(2,R) para obtener
un semigrupo de SL(2,C) [5, 6, 7].

Actualmente, las TCL constituyen una herramienta matemática general con amplia
aplicación en muchos campos de la ciencia y la ingeniería [8]. Quizá las más conocidas
de ellas son: transformada de Fourier y transformada de Fresnel. Sin embargo, las TCL
describen la respuesta de cualquier sistema de fase cuadrática [9] y combinaciones de tales
sistemas. En óptica estos sistemas pueden ser lentes, propagación libre o propagación a
través de medios con índice de refracción graduado. Pueden ser aplicadas a óptica de
primer orden [10], láseres [11], procesamiento de imágenes [12], y otros. Su extensión
compleja, transformadas canónicas lineales complejas, encuentra aplicaciones en teoría
cuántica de campos [13], óptica cuántica [14], procesamiento de señales en el espacio fase
[15], sistemas ópticos con pérdida o ganancia [16], etcétera.

Existen areas donde un marco discreto para la aplicación de estas transformadas
resulta natural y deseable, tal como el procesamiento de imágenes y señales, debido a
que en el contexto digital las imágenes son un conjunto de valores discretos represen-
tados como pixeles en una pantalla. Mientras que las señales pueden ser tomadas a
través de un conjunto finito de sensores. En este campo, la TCL más estudiada ha
sido la transformada de Fourier y su versión fraccional. Los trabajos más representa-
tivos de sus discretizaciones son [17, 18], pero existe una vasta cantidad de trabajos
al respecto. La discretización de las TCL también obedece a la generación de algo-
rítmos computacionales más eficientes en tiempo y error, por lo que una exigencia es
que el cálculo numérico de estas discretizaciones aproxime a sus versiones continuas con
el mínimo error posible [19, 20]. Algunos métodos se valen de simetrías y otros con-
vierten directamente las integrales en sumas [21]. Los trabajos de discretización más
recientes son los de A. Koç, et al. [22] y D. Wei et al. [23], quienes se basan en la
teoría de operadores hiperdiferenciales para presentar álgoritmos discretos para calcular
numéricamente transformadas canónicas lineales reales y complejas, respectivamente.

En esta sección se presentan dos análogos discretos de una transformada canónica
lineal compleja, la transformada de Bargmann. Esta transformada es de especial interés
en física, fue introducida por Valentine Bargmann en (1961) [13] con el propósito de
establecer una conexión entre la representación de estados de Schrödinger y Fock. En el
capítulos 2 se hace una revisión sucinta del modelo de oscilador finito de su(2) sobre el
que se construirán estados coherentes y en el que se basa la transformada de giración.
De igual manera se hace un repaso de la teoría de transformadas canónicas lineales. En
el capítulo 3 se presenta la transformada discreta de Bargmann de su(2), y en el capítulo
4 se construye el análogo discreto de la transformada de Bargmann normalizada.
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Capítulo 1

Conceptos básicos

1.1 Oscilador armónico de su(2)

El modelo de oscilador discreto y finito de su(2) fue desarrollado por N.M. Atakishiyev,
G.S. Pogosyan y K.B. Wolf [24, 25, 26], es la base de la transformada de Fourier-Kravchuk
[27], ha sido usado en el desarrollo de métodos de rotación de arreglos Cartesianos
de datos en varias dimensiones [28], en la descripción y corrección de aberraciones en
sistemas discretos y finitos [29, 30], entre otras aplicaciones. A continuación se presentan
los fundamentos del modelo.

1.1.1 El álgebra dinámica u(2)

Sean {Ji}3i=1 los generadores de su(2) en la realización de momento angular [31] . Las
relaciones de conmutación entre ellos son

[J3, J1] = iJ2, [J3,−J2] = iJ1, [J1, J2] = iJ3. (1.1)

Al tomar en cuenta una extensión generada por el operador Ej := jI donde I es el
operador identidad, se debe añadir a (1.1) la relación de conmutación [Jk, Ej ] = 0. El
operador EJ genera por sí mismo el álgebra u(1) [32], por lo que se obtiene el álgebra
de Lie u(2) = u(1)

⊕
su(2), de dimensión 2j + 1 donde j ∈ Z+.

Para definir un modelo de oscilador armónico sobre su(2), es necesario que los gene-
radores del álgebra reciban una nueva identificación física,

J1 = Q ←→ Posición m ∈ {−j,−j + 1, · · · , j − 1, j},
−J2 = P ←→ Momento p ∈ {−j,−j + 1, · · · , j − 1, j},

J3 + (j + 1
2)I = H ←→ Hamiltoniano h ∈ {12 ,

3
2 , · · · , 2j + 1

2},
(1.2)

Se define el operador de número como

N = H − 1
2I = J3 + jI, (1.3)

cuyo espectro es n ∈ {0, 1, · · · , 2j}.
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En (1.1) los primeros dos conmutadores corresponden a las ecuaciones de Hamilton
geométrica [H,Q] = −iP , y dinámica [H,P ] = iQ de un oscilador, mientras que el
tercero es el conmutador "deformado" entre posición y momento que distingue el modelo
de oscilador discreto y finito del modelo de oscilador continuo [32],

[Q,P ] := iJ3 = i
(
H −

(
j + 1

2

)
I
)
. (1.4)

Siendo su(2) un espacio compacto, el modelo comprende una colección discreta y
finita de valores para las observables de posición, momento y modos de oscilación.

Es posible escoger la base de posición como una base de Kronecker. Dentro de la
representación de dimensión 2j + 1 en que el oscilador finito consiste de 2j + 1 puntos
equidistantes [33], hay 2j + 1 eigenestados de Kronecker, denotados de la forma

Q|j,m〉1 = m|j,m〉1, m|j−j (1.5)

J2|j,m〉1 = [j (j + 1)] |j,m〉1. (1.6)

La segunda eigenbase, llamada base de modo, se introduce como

H|j, n〉H =
(
n+ 1

2

)
|j, n〉H , n|2j

0
(1.7)

J2|j, n〉H = [j (j + 1)] |j, n〉H . (1.8)

Los generadores J1, J2 y J3 de su(2), vistos como vectores en 3 dimensiones, pueden
disponerse para formar un sistema de coordenadas ortogonal derecho, de modo que
asociamos la representación irreducible etiquetada por j al espacio generado por este
arreglo, esto es, la variedad geométrica S2 de radio j(j + 1), como se muestra en la
Figura 1.1. En este sentido la base propia de J1 está relacionada con la eigenbase de J3
por medio de una rotación de la esfera S2 alrededor del eje J2, de la forma

J1 = e−i 1
2
πJ2J3e

i 1
2
πJ2 =⇒ |j,m〉1 = e−i 1

2
πJ2 |j, j +m〉H . (1.9)

En este modelo de oscilador finito están definidos los operadores de ascenso y descenso
[34], de la siguiente manera

J+ := 1√
2
(J1 + J2), J− := 1√

2
(J1 − J2). (1.10)

La acción de estos operadores sobre los elementos de la base de modo es:

J+|j, n〉H =
√

1
2(n+ 1)(2j − n) |j, n+ 1〉H , (1.11)

J−|j, n〉H =
√

1
2n(2j − n+ 1) |j, n− 1〉H , (1.12)

cumpliéndose para el estado base J−|j, 0〉H = 0 y para el estado más alto J+|j, 2j〉H = 0.
Es posible alcanzar cualquier estado propio de modo del oscilador finito, a través de la
aplicación sucesiva de (1.11) sobre el estado base,

|j, n〉H =
2n/2

n!

(
2j

n

)− 1
2

Jn+|j, 0〉H . (1.13)
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Figura 1.1: Esfera S2
j(j+1) de los generadores del álgebra su(2) en el oscilador finito. Los valores

propios de cada operador están indicados con puntos sobre los respectivos ejes.

1.1.2 Funciones de onda del oscilador discreto y finito

Las funciones de onda del oscilador finito son superposiciones entre vectores de la base
de posiciones y la base de modo,

φn(m) := 1〈j,m|j, n〉H , n|2j
0
, m|j−j . (1.14)

Estas funciones forman un conjunto ortonormal en el espacio complejo de dimensión
2j + 1,

2j∑
n=0

φn(m)φn(m′)∗ = δm,m′ ,

j∑
m=−j

φn(m)φn′(m)∗ = δn,n′ . (1.15)

De (1.9), las funciónes de onda están dadas por

φn(m) = H〈j, j +m|ei
1
2
πJ2 |j, n〉H = djn−j,m

(
1
2π
)
, (1.16)

donde djm,m′(β) es la función “d-pequeña” de Wigner [31], la cual puede expresarse en
términos de funciones hipergeométricas Gaussianas, de la forma

djµ,µ′(β) =
(−1)µ−µ

′

(µ′ − µ)!

(
(j − µ)!(j + µ′)!

(j + µ)!(j − µ′)!

)1/2

(cos 1
2β)2j+µ−µ

′
(sin 1

2β)µ−µ
′

× 2F1(µ
′ − j,−µ− j;µ′ − µ+ 1;− tan2 1

2β). (1.17)

Puede obtenerse una relación de tres términos de la definición (1.14) de la función
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de onda, usando los operadores de ascenso y descenso (1.11)–(1.12):

mφn(m) = J1φn(m) = 1〈j,m|J1|j, n〉H
= 1〈j,m| 1√

2
(J+ + J−)|j, n〉H

= 1√
2 1〈j,m|J+|j, n〉H + 1√

2 1〈N,m|J−|N,n〉H

= 1
2

√
(n+ 1)(2j − n)1〈j,m|j, n+ 1〉H + 1

2

√
n(2j − n+ 1)1〈j,m|j, n− 1〉H

= 1
2

√
(n+ 1)(2j − n)φn+1(m) + 1

2

√
n(2j − n+ 1)φn−1(m), (1.18)

Una relación de recurrencia define de manera unívoca una familia de polinomios
ortogonales. La relación (1.18), es satisfecha por una función de los polinomios simétricos
de Kravchuk de grado n en m; definidos en términos de funciónes hipergeométricas [35],

Kn(m; 1
2 , 2j) := 2F1(−n,−j −m;−2j; 2) = (−1)nKn(2j −m; 1

2 , 2j). (1.19)

Estos son polinomios ortogonales en el intervalo simétrico [−j, j] 3 m de 2j + 1 puntos
equidistantes.

Los polinomios de Kravchuk fueron originalmente introducidos como una generali-
zación de los polinomios de Hermite, reemplazando su relación de ortogonalidad con
función de peso Gaussiana e−x2 sobre la linea real x, por una suma sobre 2j + 1 puntos
con una distribución binomial como peso [36]. Dado que la función hipergeométrica
en (1.19) es simétrica con respecto a su primer y segundo parámetro, se sigue que los
polinomios de Kravchuk son “autoduales”, es decir Kn(m; p, 2j) = Km(n; p, 2j).

A través de los polinomios de Kravchuk con paridad definida Kn(m; 1
2 , 2j), se definen

las funciones simétricas de Kravchuk que identificamos como la función de onda del
oscilador discreto y finito de su(2) debido a que cumplen con la relación (1.18) de tres
términos,

φn(m) =
(−1)n

2j

√(
2j

n

)(
2j

j +m

)
Kn(m; 1

2 , 2j), (1.20)

con n ∈ {0, 1, · · · , 2j}. Estas funciones son base ortonormal para el espacio vectorial de
dimensión 2j + 1.

La figura 1.2 muestra algunas funciones de onda del oscilador armónico finito. Se
observa que para valores pequeños de n estas funciones se asemejan a las funciones de
onda del oscilador armónico cuántico usual, mientras que para valores de n cercanos a
j la semejanza se desvanece. Los estados con número de modo grande, tienen la misma
envolvente que los estados con valores n pequeños, pero con signos alternantes entre
vecinos. Esto se debe a la paridad de las funciones de onda

φn(m) = (−1)nφn(−m), (1.21)

lo cual puede entenderse como consecuencia directa de la paridad de los polinomios de
Kravchuk (1.19), o bien por la simetría de las funciones d de Wigner (1.17).
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Figura 1.2: Funciones de onda del oscilador finito φn(m) para j = 32, es decir, 65 puntos calculados
para los estados de más baja energía n = 0, 1, 2., el estado intermedio n = 32, y los de más alta
energía n = 62, 63, 64. Los puntos m están marcados con puntos • y son conectados con líneas rectas.
Las funciones de mayor energía son la versión con signos alternantes de las funciones de baja energía,
simétricamente correspondientes con respecto al estado intermedio n = j.
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1.1.3 Ecuación de Schrödinger en diferencias finitas

La función de oscilador armónico discreto, φn(m), también cumple la siguiente ecuación
en diferencias finitas, que relaciona tres puntos vecinos y que reemplaza a la ecuación
diferencial de segundo grado de Schrödinger,

2(j − n)φn(m) =
√

(j +m+ 1)(j −m)φn(m+ 1) +
√

(j +m)(j −m+ 1)φn(m− 1),
(1.22)

reconocida como una ecuación de Schrödinger en diferencias, que define el modelo de
oscilador de su(2). Es posible escribir esta ecuación en forma espectral definiendo el
operador [24]

H
(2j)

= −1
2

[√
(j +m+ 1)(j −m)eδ − (2j + 1) +

√
(j +m)(j −m+ 1)e−δ

]
, (1.23)

donde la acción del operador eωδ es el desplazamiento eωδf(m) = f(m+ω), para alguna
función f(m). Con el operador ‘hamiltoniano’ (1.23) se obtiene la ecuación espectral

H
(2j)
φn(m) = (n+ 1

2)φn(m), n ∈ {0, 1, . . . , 2j}. (1.24)

Al construir el álgebra generadora de espectro para este Hamiltoniano, se obtiene
el álgebra de Lie asociada al grupo SO(3), el cual es isomorfo a SU(2). De modo que
las funciones de oscilador discreto y finito {φn(m)}2jn=0 para cada j ∈ {12 , 1,

3
2 , · · · },

constituyen una base para todas las representaciones irreducibles de SU(2).
Finalmente, el doble conmutador del hamiltoniano y la posición, es

[
H

(2j)
[
H

(2j)
,m
]]

=

m, tal como ocurre en mecánica cuántica (haciendo ~, ω = 1).

1.1.4 Evolución del oscilador

De la misma manera en que la transformada fraccional de Fourier, mediante la rotación
del plano fase con respecto a un eje perpendicular a él, representa la evolución temporal
del oscilador continuo, la transformada fraccional de Fourier-Kravchuk representa la
evolución temporal del oscilador finito.

La transformada fraccional de Fourier-Kravchuk [17], sobre las funciones de onda de
oscilador finito (1.20), es

Kαφn(m) = e−i 1
2
πnαφn(m), donde Kα = ei

1
4
παe−i 1

2
παHm . (1.25)

Las matrices Kα satisfacen las siguientes propiedades:

• Son unitarias: (Kα)† = K−α.

• Es una raíz cuarta de la unidad: K4 = 1.

• Se componen de la forma: Kα1Kα2 = Kα1+α2 .
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Las matrices Kα ∈ U(1) representan un subgrupo de las matrices unitarias U(2); que
generan rotaciones unitarias de las funciones de oscilador de su(2), alrededor del eje J3
(véase la figura 1.1).

Considerando que φn(m) = djn−j,m(12π), los elementos de la matriz Kα pueden ex-
presarse como

Kα
m,m′ =

2j∑
n=0

djm,n−j
(
−1

2π
)
e−i 1

2
πnαdjn−j,m

(
1
2π
)

(1.26)

= (−i)m−m′e−i 1
2
πjαdjm,m′

(
1
2π
)
. (1.27)

El kernel de la transformación es unitario, K−αm,m′ =
(
Kα
m′,m

)∗
, y representa el grupo

SO(2) con α ≡ αmod 4.

1.1.5 Contracción del modelo

La contracción del álgebra de oscilador discreto y finito su(2) extendida a U(2), al ál-
gebra de oscilador osc = {H,Q,P, I}, donde I denota la unidad, ha sido ampliamente
estudiada. En [26], los autores demuestran esta convergencia en el límite j → ∞ re-
alizando el siguiente cambio de base para los cuatro generadores de U(2) dentro de la
representación irreducible j,

Q
(j)

P
(j)

H
(j)

I

 =


j−

1
2 0 0 0

0 j−
1
2 0 0

0 0 1 1 + 1
2j
−1

0 0 0 j−1

 =


J1
J2
J3
Ej

 . (1.28)

De las relaciones de conmutación (1.1) queda claro que las relaciones de conmutación
para los nuevos generadores son:[

H
(j)
, Q

(j)

]
= iP

(j)
, (1.29)[

H
(j)
, P

(j)

]
= −iQ

(j)
, (1.30)[

Q
(j)
, P

(j)

]
= iI + ij−1H

(j)
, (1.31)

en el límite cuando j →∞, estas relaciones se convierten en las del álgebra de oscilador,[
H

(∞)
, Q

(∞)

]
= iP

(∞)
, (1.32)[

H
(∞)
, P

(∞)

]
= −iQ

(∞)
, (1.33)[

Q
(∞)
, P

(∞)

]
= iI, (1.34)
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La contracción del operador H
(j)

se encuentra a través de (1.2), (1.28) y del operador
de Casimir J2 = J2

1 + J2
2 + J2

3 = j(j + 1)I,

J2
1 + J2

2 + J2
3 = j(Q2

(j)
+ P 2

(j)
) +

[
H

(j)
−
(
j + 1

2

)
I
]2
, (1.35)

desarrollando el término cuadrático y reagrupando,

j−1
(
j(j + 1)− (j + 1

2)2
)
I = Q2

(j)
+ P 2

(j)
− 2H

(j)
+ j−1(H2

(j)
−H

(j)
). (1.36)

donde al tomar el límite cuando j → ∞ se recupera el Hamiltoniano cuadrático del
oscilador cuántico [26],

H
(∞)

= 1
2

(
Q2

(∞)
+ P 2

(∞)

)
. (1.37)

En [37, 38, 39], el autor analiza la contracción por medio de los operadores de ascenso
y descenso (1.10). Considerando que, para n� 2j →∞ se tiene

(
2j
n

)
≈ (2j)n

n! , se puede
demostrar que

j−1/2J+ −−−→
j→∞

A†, j−1/2J− −−−→
j→∞

A, (1.38)

donde A y A† son los operadores de ascenso y descenso bosónicos de la mecánica cuántica.
El conmutador entre J+ y J− se contrae a

[
A,A†

]
= I. El límite para el Hamiltoniano

del oscilador se obtiene desde J2
1 + J2

2 = (2j + 1)H −H2 − 1
4 ,

H = J3 + (j + 1
2)I

j→∞
// Hosc = A†A+ 1

2I = 1
2(P +Q) (1.39)

en donde Hosc es el operador Hamiltoniano del oscilador armónico cuántico estándar.
En esta contracción, el espectro de los operadores de posición y momento de 2j + 1
puntos, crece en número, mientras la distancia entre los puntos decrece como (2j)−1/2.

Debido a que las funciones de onda del oscilador finito son soluciones de la ecuación
de Schrödinger en diferencias finitas (1.22), se sigue de la contracción del álgebra u(2)
que en el límite cuando j −→∞ las funciones de Kravchuk φn(m) en (1.20) convergen a
las funciones de onda de Hermite del oscilador cuántico ordinario. Sin embargo, en [26]
los autores demuestran detalladamente dicha convergencia. Al tomar el límite j −→∞,
n = m + j se mantiene finito, esto es, m −→ −∞. Usando funciones “d-pequeña” de
Wigner (1.17) y el cambio de variable m→ j−1/2ξ, se demuestra que

lim
j−→∞

(−1)qj
1
4φn(ξ) = lim

j−→∞
(−1)n+jj

1
4djn−j,ξ

(
1
2π
)

(1.40)

=
e−

ξ2

2

(π)
1
4 2

n
2 (n!)

1
2

Hn(ξ) =: Φn(ξ), (1.41)

donde Hn(ξ) es el polinomio de Hermite ‘físico’ de grado n y Φn(ξ), ξ ∈ R, son las fun-
ciones de onda normalizadas del oscilador armónico cuántico unidimensional continuo.
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Como es de esperarse, cuando el kernel de la transformada fraccional de Fourier-
Kravchuk dado por (1.27), converge al kernel de la transformada integral de Fourier,

lim
j−→∞

√
jK1

ξ,ξ′ = lim
j−→∞

√
j(−i)ξ−ξ′e−ji

1
2
πdjξ,ξ′

(
1
2π
)

=
1√
2π
eiξξ

′
, (1.42)

el último término del lado derecho es el kernel integral de Fourier. Esta expresión se ha
obtenido expresando la función djξ,ξ′

(
1
2π
)
en términos de funciones hipergeométricas y

suponiendo que es convergente al menos de manera puntual [17].

1.2 Transformadas canónicas lineales

Esta sección se basa en el capítulo 9 del libro Integral Transforms in Science and Inge-
neering [8], donde el autor concentra una serie de trabajos publicados previemente.

La formulación Hamiltoniana de la mecánica clásica, permite obtener una compren-
sión más profunda de la dinámica de un sistema, por ejemplo, manifestando simetrías del
sistema inicialmente ocultas en una primer selección de coordenadas (q, p), que se hacen
evidentes en otra (q′, p′). Suponiendo el conjunto de variables (q, p) es canónico bajo el
corchete de Poisson {q, p} = 1, la transformación q → q′ = q′(q, p), p → p′ = p′(q, p) se
denomina canónica si preserva el corchete {q′(q, p), p′(q, p)} = 1. De modo que (q′, p′)
constituye un segundo conjunto de coordenadas canónicas [12].

La mecánica cuántica reemplaza las observables por operadores autoadjuntos en el
espacio de Hilbert L2(R) y los corchetes de Poisson son sustituidos por conmutadores.
En este esquema, los operadores posición Q y momento P , junto con el operdor identidad
I, cierran en un álgebra de Lie tridimensional y nilpotente conocida como álgebra de
Heisenberg–Weyl, determinada por las relaciones de conmutación[

Q,P
]

= iI,
[
Q, I

]
= 0, y

[
P, I

]
= 0. (1.43)

donde se ha escogido ~ = 1. En la realización de Schrödinger, los operadores Q y P se
definen por su acción, (

Qf
)
(q) := qf(q), (1.44a)(

Pf
)
(q) := −i d

dq
f(q). (1.44b)

con f ∈ L2(R).
En este esquema, una transformada canónica lineal estará dada por un operador

CM que produzca la transformación Q→Q′ = Q′(Q,P ), P → P ′ = P ′(Q,P ). Usando
notación vectorial [8], la acción del operador CM es(

Q′

P ′

)
= CM

(
Q

P

)
C−1M = M−1

(
Q

P

)
=

(
dQ− b P
−cQ+ aP

)
, (1.45)

donde a, b, c y d son los elementos de matriz de M,

M :=

(
a b

c d

)
, detM = 1, (1.46)



14 Conceptos básicos

esta provee la etiqueta del operador de la transformación. El conjunto de matrices (1.46)
forman el grupo especial lineal de dimensión 2, denotado por SL(2,R) si sus elementos
son reales y SL(2,C) si pertenecen al plano complejo.

El operador CM puede actuar sobre el espacio de Hilbert L2(R), de funciones f(q),
tal que

f(q)
M−→ fM (q′) =

(
CM f

)
(q′), (1.47)

su acción es lineal,

CM
(
c1f + c2g

)
= c1CM f + c2CM g, c1 , c2 ∈ C, (1.48)

por lo que resulta sencillo encontrar la transformación de (1.44) y (1.45),

(
CMQf

)
(q′) = dq′fM (q′) + ib

d
dq′

fM (q′), (1.49a)

(
CMPf

)
(q′) = −cq′fM (q′)− ia

d
dq′

fM (q′). (1.49b)

Nótese que, si M ∈ SL(2,R) entonces las transformaciones (1.49) están L2(R).

1.2.1 Transformadas canónicas reales

Una realización concreta del operador lineal CM es a través de la transformada integral

fM (q′) =
(
CM f

)
(q′) :=

∫
R
dq f(q)KM (q′, q), (1.50)

la integración toma lugar sobre toda la recta real. El kernel KM (q′, q) de la transfor-
mación, puede encontrarse por medio de las ecuaciones (1.49), quedando determinado
como

KM (q′, q) = (2πb)−1/2e−iπ/4 exp
[
i(aq2 − 2q′q + dq′2)/2b

]
. (1.51)

Para parámetros reales, (1.51) es una función que oscila fuertemente para valores grandes
de q y q′, pero de módulo constante. La inversión de la transformada con parámetros
reales, es sencillamente (

C−1
M
fM
)
(q) =

∫
R
dq′ fM (q′)KM (q′, q)∗. (1.52)

De aquí que, si M ∈ SL(2,R) la transformación canónica CM es un mapeo unitario de
L2(R) en sí mismo. Entonces, por la unitariedad de la transformación se cumple la
identidad de Parseval(

f, g
)

:=

∫
R
dq f(q)∗ g(q) =

∫
R
dq′ fM (q′)∗gM (q′) =

(
fM , gM

)
. (1.53)
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La inversa de la matriz M en (1.46), es

M−1 =

(
d e−iπb

eiπb a

)
, (1.54)

debe notarse que e−iπb = −b. Entonces, de (1.51) y (1.54), tenemos que

K
M−1 (q′, q) = KM (q, q′)∗. (1.55)

A cada matriz M corresponde una transformación CM f = fM dada por (1.50). La
composición de dos transformaciones con distintos parámetros, está dada por

CM2,1
:= CM2

CM1
= ϕCM2M1

, ϕ ∈ C, (1.56)

donde

M2M1 =

(
a2 b2
c2 d2

)(
a1 b1
c1 d1

)
=

(
a2a1 + b2c1 a2b1 + b2d1
c2a1 + d2c1 c2b1 + d2d1

)
=:

(
a21 b21
c21 d21

)
= M21. (1.57)

El parámetro libre ϕ se debe a que la transformación de similaridad que involucra CM21
y

C−1
M21

lo que permite que CM21
y CM2M1

difieran por un factor constante. En la realización
integral, este factor constante se determina a través de un análisis en el plano complejo,∫

R
dq′KM2

(q′′, q′)KM1
(q′, q) = ϕ(b2,1/b2b1)KM21

(q′′, q), (1.58)

donde

ϕ(r) =

{
1 Si arg r ∈ [0, 12 ]
−1 Si arg r ∈ [−π,−1

2 ].
(1.59)

Es de esperarse que la transformación identidad de CM corresponda a M = 1. Sin
embargo, en este caso el kernel integral (1.51) queda indeterminado, y lo mismo pasa
para toda matriz M triangular inferior. De nuevo, extendiendo a valores sobre el plano
complejo, se puede demostrar que

lim
|b|→0

KM (q′, q) =
eicq

′2/2a

√
a

δ
(
q − q′

a

)
, (1.60)

con las condiciones

arg
(
a
b

)
∈ [0, π] y Si a = 0, entonces Im b = 0. (1.61)

De (1.60), cuando la matriz M se acerca a la identidad, se tiene

lim
M→1

KM (q′, q) = δ(q − q′). (1.62)

El kernel integral actúa como un simple kernel reproductor de funciones bajo integración
y constituye la identidad del grupo de transformaciones canónicas lineales reales.
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La ecuación (1.60) también especifica la acción de los operadores de la clase de
matrices triangulares inferiores, como

(
C
M(b=0)

f
)
(q) =

eicq
2/2a

√
a

f
( q
a

)
. (1.63)

Esta es una transformación llamada geométrica; consiste de dilatación por a y multipli-
cación por gaussiana de ancho a/ic.

Subgrupos uniparamétricos

Dentro del grupo SL(2,R) de transformaciones CM existen varias formas de definir sub-
grupos uniparamétricos, una forma que manifiesta propiedades interesantes, es:

• Subgrupo hiperbólico, definido como

MH :=

(
cosh( 1

2α) − sinh( 1
2α)

− sinh( 1
2α) cosh( 1

2α)

)
, α ∈ R. (1.64)

• Subgrupo parabólico, definido como

MP :=

(
e−β/2 0

0 eβ/2

)
, β ∈ R. (1.65)

• Subgrupo elíptico, definido como

ME :=

(
cos( 1

2γ) − sin( 1
2γ)

sin( 1
2γ) cos( 1

2γ)

)
, γ ≡ γmod 4π. (1.66)

Del último subgrupo, se obtiene el kernel integral de la transformada de Fourier
cuando γ = −π, pero multiplicado por una fase,

CF = e−i 1
4
πF, F :=

(
0 1

−1 0

)
. (1.67)

Una descomposición general de las transformadas canónicas que involucra a la trans-
formada de Fourier, es (

a b

c d

)
=

(
b 0

d b
−1

)(
0 1

−1 0

)(
1 0

a/b 1

)
, (1.68)

esto significa que una función es primero multiplicada por una gaussiana de ancho imagi-
nario, luego se toma su transformada de Fourier y finalmente es sometida a una trans-
formación geométrica.



Transformadas canónicas lineales 17

1.2.2 Transformadas canónicas complejas

A pesar de haber utilizado el plano complejo para justificar el valor del factor constante
ϕ de la composición de transformaciones y la forma de la transformación cuando b = 0,
se han restringido los valores a, b, c y d (entradas de la matriz M) a los reales. Cuando
se permite que M ∈ SL(2,C), la forma del kernel (1.51) con las restricciones (1.61) y
sus propiedades de composición. Sin embargo, la transformación pierde su unitariedad,
además ya no se trata de un mapeo de L2(R) en sí mismo, por lo que la fórmula de
inversión (1.52) falla. Los operadores en (1.45) ya no son autoadjuntos bajo el producto
interno definido en (1.53), en su lugar se tiene(

Q′†

P ′†

)
= M∗

−1

(
Q†

P †

)
= M∗

−1

(
Q

P

)
= M∗

−1
M

(
Q′

P ′

)
, (1.69)

donde M∗ está formada por los elementos complejos conjugados de M y M∗
−1
M = 1

si y solo si M es real.
Para recuperar la unitariedad de la transformación y la inversión de la misma, se usa

el producto interno sesquilineal que Bargmann propuso en [13],

(
f, g
)
M

:=

∫
C
d2ωM (q, q∗)f(q)∗g(q), (1.70)

donde la integral se toma en q sobre todo el plano complejo C, con la medida

d2ωM (q, q∗) = νM (q, q∗) dRe q dIm q =: νM (q, q∗)d2q. (1.71)

La función de peso νM (q, q∗) depende de los valores de M, y de las variables independi-
entes q y q∗ [5],

νM (q, q∗) :=

(
2

πv

)1/2

exp
[

1
2v (uq2 − 2qq∗ + u∗q∗

2
)
]
, (1.72)

donde
u := a∗d− b∗c, iv := b∗a− a∗b, iw := c∗d− d∗c. (1.73)

De modo que existe una matriz de conjugación N,

N :=

(
u iv
iw u∗

)
, tal que

(
Q′†

P ′†

)
= N−1

(
Q′

P ′

)
, (1.74)

con |u|2+vw = 1. Note que v = 2 Im(b∗a), considerando las condiciónes (1.61), tenemos
que v ≥ 0 por lo que la función de peso (1.72) está bien definida. Esta medida arregla
la identidad de Parseval para M en los complejos(

f, g
)

=

∫
R
dq f(q)∗ g(q) =

∫
C
νM (q, q∗)d2q fM (q)∗gM (q) =

(
fM , gM

)
M
. (1.75)
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Habiendo obtenido esta identidad, se encuentra la transformación inversa haciendo uso
de la delta de Dirac. La transformada compleja de la delta de Dirac δp = δ(q − p), es(

CM δq
)
(q′) =: KM (q′, q)∗, (1.76)

ahora, sustituyendo KM (q′, q)∗ en (1.75) con una función continua f ∈ L2(R), se tiene

f(q) =
(
K∗
M
, f
)

=

∫
C
νM (q′, q)d2q′fM (q′)KM (q′, q)∗. (1.77)

Sustituyendo fM por (1.50) en la integral de (1.77), se tiene∫
C
νM (q′, q′∗)d2q′KM (q′, q′′)K

M′ (q
′, q)∗ = K

M′∗−1
M∗

(q′′, q) −−−−−→
M ′→M

δ(q − q′′), (1.78)

regresando a (1.77), se obtiene de regreso la función f(q), lo que demuestra que(
C
−1

M
fM
)
M

=

∫
C
νM (q′, q)d2q′fM (q′)KM (q′, q)∗ (1.79)

es la transformada canónica inversa en el espacio determinado por el producto interno
(1.70).

Transformada y espacio de Bargmann

Un caso particular de transformada canónica lineal compleja es la transformada de
Bargmann, denotada por CB . Esta fue introducida por V. Bargmann en 1961, con
el propósito de proveer una relación entre el espacio de estados de Schrödinger y el
espacio de estados de Fock [13]. En este formalismo, la matriz de la transformación es

B = 1√
2

(
1 −i
−i 1

)
. (1.80)

El kernel integral y función de peso con estos parámetros, son

KB (q′, q) =
1√

21/2π
exp

(
−q2 +

√
2qq′ − q′2

)
, (1.81)

νB (q′, q′∗) =

(
2

π

)1/2

exp
(
−|q′|2

)
, uB = 0, vB = 1. (1.82)

El espacio B de funciones enteras fB con medida d2ωB (q, q∗), es llamado espacio de
Segal-Bargmann, o sencillamente espacio de Bargmann. B es un espacio de Hilbert y
CB es un operador unitario.

Una característica importante de la transformada de Bargmann es su acción sobre
los operadores Z† = 2−1/2(Q− iP ) y Z = 2−1/2(Q+ iP ) de ascenso y descenso, respec-
tivamente,

CBZ
† = QCB , CBZ = iPCB . (1.83)
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La aplicación del operador de ascenso del oscilador armónico Z† sobre f(q) multiplica su
transformada de Bargmann fB (q′) por q′, mientras que el operador de descenso Z sobre
f(q) se transforma en d/dq′ actuando sobre fB (q′). Además, en el espacio de Bargmann
Q es el adjunto de iP y viceversa,

(QfB , gB )
B

= (fB , iPgB )
B
. (1.84)

Otra característica importante de la transformada de Bargmann, es que convierte
las funciones de oscilador armónico cuántico Φn(q) en funciones potencia en el plano
complejo C,

(CBΦn) (q′) =
(√

2π n!
)−1/2

q′n =: ΦB
n (q′). (1.85)

Debido a que el conjunto {Φn(q)}∞n=0 constituye una base ortonormal y completa para
L2(R), y la transformada de Bargmann es unitaria, se sigue que el conjunto {ΦB

n (q′)}∞n=0

constituye una base ortonormal y completa para el espacio de Bargmann B. Así, las
matemáticas de sistemas descritos en términos de funciones de onda del oscilador ar-
mónico son particularmente sencillas en el espacio de Bargmann, ya que únicamente
involucran funciones potencia.

El kernel integral de la transformada de Bargmann, tiene una representación que
relaciona las dos bases ortonormales,

KB (q′, q) =
1√

21/2π
exp

(
−q2 +

√
2qq′ − q′2

)
= (2π)−1/4

∞∑
n=0

q′n√
n!

Φn(q). (1.86)

La última igualdad se obtiene mediante la función generadora de los polinomios de
Hermite [8]. La relación (1.86) establece que el kernel de la transformada de Bargmann
es un estado coherente del oscilador armónico cuántico. La relación entre estas dos bases
conduce a la función llamada kernel reproductor, definido como

G(q1, q2) :=

∫
R
dq KB (q1, q)KB (q, q2)

∗ =
1√
2π

exp (q1 q
∗
2) . (1.87)

La cual posee la propiedad∫
C
νB (q1, q

∗
1)d2q1 fB (q1)G(q2, q1) = fB (q2), (1.88)

para toda fB ∈ B. De modo que en el espacio de Bargmann, G(q1, q2) toma el rol de la
delta de Dirac de L2(R).
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Capítulo 2

Transformada de Bargmann discreta

La transformada de Bargmann es una transformación unitaria integral entre las funciones
de cuadrado integrable sobre la recta real f(x) ∈ L2(R) y funciones analíticas fB(α)
sobre el plano complejo C que son elementos de un espacio de Hilbert BC llamado
espacio de Bargmann. La transformada de Bargmann B : L2(R)→ BC está definida por
un operador integral con kernel gaussiano,(

B f
)
(α) =

∫
R
dxK(α, x)f(x) = f

B
(α), (2.1)

K(α, x) = π−
1
4 exp

(
−1

2α
2 +
√

2αx− 1
2x

2
)

(2.2)

El espacio de Bargmann está dotado con el producto interno y medida gaussiana

〈f, g〉B =

∫
C
dω(α) f∗(α)g(α), dω(α) = π−1e−|α|

2
d2α, α ∈ C (2.3)

donde d2α = dReα d Imα. Finalmente, la transformada inversa de Bargmann B−1 :
BC → L2(R) mapea funciones através de la integración sobre el plano complejo, con el
conjugado complejo del mismo kernel integral(

B−1 fB
)
(x) = π−

1
4

∫
C
dω(α)K(α, x)∗f

B
(α) = f(x). (2.4)

El objetivo original para introducir esta transformada integral fue enlazar las repre-
sentaciones de Schrödinger y Fock de los estados de oscilador armónico. En este trabajo
se provee una transformada de Bargmann discreta y finita en correspondencia con (2.1)–
(2.2), basada en el modelo de oscilador armónico discreto y finito de su(2), que mantiene
sus propiedades básicas.

La construcción está basada en estados coherentes del modelo de oscilador finito,
como eigenvectores del operador de descenso de su(2). De estos se extrae la propuesta
de kernel de transformación y se prueba su dinámica bajo la transformada de Fourier-
Kravchuk. Primero se permite que el parámetro α sea contínuo en todo el plano complejo
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y se encuentran sus limitaciones. Posteriormente se define un conjunto finito de puntos
complejos sobre los que se permite que α tome valores. Se verifica que esta transfor-
mación lleve las funciones de oscilador armónico finito a funciones potencia en el plano
complejo. Similarmente, se verifica que las funciones de oscilador repulsivo discreto se
auto reproduzcan. Se muestra que tanto los estados coherentes discretos como el kernel
de la transformada de Bargmann discreta convergen a su contraparte continua cuando el
número de puntos y su densidad crecen sin límite. Los resultados de este trabajo fueron
publicados en [40].

2.1 Transformada de Bargmann y estados coherentes

Siguiendo cualquiera de los tres caminos posibles para definir estados coherentes [41], se
llega a la siguiente forma

Ψα(x) = e−
|α|2
2

∞∑
n=0

αn√
n!

Φn(x), (2.5)

siendo Φn(x) las funciones de onda del oscilador armónico cuántico,

Φn(x) = (
√
π2nn!)−

1
2 exp(−1

2x
2)Hn(x), (2.6)

donde Hn(x) son los polinomios de Hermite.
Sustituyendo (2.6) en (2.5) y usando la función generadora de los polinomios de

Hermite

exp(2γx− γ2) =
∞∑
n=0

γn

n!
Hn(x) con γ =

α√
2
, (2.7)

se encuentra que el kernel integral (2.2) es un estado coherente [13],

K(α, x) = Ψ̃α(x) = (π)
1
4 exp

(
−1

2α
2 +
√

2αx− 1
2x

2
)
, (2.8)

donde Ψ̃α(x) es el estado (2.5) sin el factor de normalización e−
|α|2
2 . Por esta razón, la

transformada de Bargmann es llamada transformada de estados coherentes por algunos
autores [42, 43].

2.2 Estados coherentes de su(2)

Debido a la estrecha relación entre la transformada de Fourier y la dinámica del oscilador
armónico cuántico, diversos autores han propuesto modelos discretos [43, 44, 45, 46, 47],
dentro de los cuales definen estados coherentes. En [48], K. B. Wolf y G. Krötzsch, cons-
truyen estados coherentes “tipo Glauber” para el modelo de su(2) a través del operador
de desplazamiento en SU(2). Aquí se definen estados coherentes “tipo Perelomov” como
eigenvectores del operador de descenso entre los estados de su(2). En adelante se usarán
operadores y funciones del modelo de oscilador discreto y finito de su(2) definidos en el
capítulo anterior.
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2.2.1 Estados coherentes discretos

En analogía con la mecánica cuántica (continua), se definen operadores de ascenso y
descenso a través de los operadores definidos en (1.2)

A = 1√
2

(Q+ iP ) , y A† = 1√
2

(Q− iP ) , (2.9)

cuya acción sobre las funciones de onda de Kravchuk (1.20), es

Aφn(m) =
√

1
2n(2j + 1− n)φn−1(m),

A†φn(m) =
√

1
2(n+ 1)(2j − n)φn+1(m), (2.10)

y su relación de conmutación en la base {φn} es
[
A,A†

]
= (n − j)1, con lo que nos

mantenemos dentro de los casos físicamente realizables según [49].
El modelo de oscilador de su(2) es finito en posiciones y modos, pero si pedimos que

el número de modo n se encuentre en la malla toroidal ZN , es decir n ≡ nmodN , siendo
N = 2j + 1 con j ∈ Z+ la dimensión de la representación irreducible de su(2), tal que

Aφ0(m) = φ2j(m) y A†φ2j(m) = φ0(m), (2.11)

es posible definir estados coherentes ψz(m) discretos como eigenvectores del operador de
aniquilación, esto es

Aψz(m) = z∗ψz(m), donde ψz(m) = Cz

2j∑
n=0

ωnφn(m). (2.12)

Haciendo uso de (2.10), se encuentra una relación de recurrencia para ωn que lleva a la
siguiente expresión para los estados coherentes discretos (DCS) de tipo Perelomov [50]
es

ψz(m) := Cz

2j∑
n=0

2n/2

n!

(
2j

n

)− 1
2

(z∗)nφn(m), (2.13)

y el término de normalización es

Cz :=

[
2j∑
n=0

2n

(n!)2

(
2j

n

)−1
|z|2n

]− 1
2

. (2.14)

En el modelo de oscilador de su(2), las definiciones de estados coherentes a lo largo
de las líneas de Perelomov [50] y Glauber [51] no son equivalentes entre sí. Esto se debe
a la naturaleza finita de las sumas resultantes de la acción del operador de descenso [52].
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2.2.2 Transformada fraccional de Fourier-Kravchuk sobre DCS

La transformada fraccional de Fourier como subgrupo cíclico y uniparamétrico de U(1)
del grupo de Lie Sp(2,R) de transformaciones canónicas lineales en la mecánica cuántica
unidimensional, tiene aplicaciones en el estudio del oscilador armónico [2], la óptica on-
dulatoria paraxial [1] y el procesamiento de señales [21]. En [17], los autores construyen
una transformada fraccional de Fourier basada en el modelo de oscilador armónico dis-
creto y finito (Fourier-Kravchuk); en [48] analizan la dinámica de estados coherentes
construidos mediante el operador de desplazamiento de SU(2). En esta sección se pre-
senta la dinámica de los DCS tipo Perelomov (2.13) bajo la transformada fraccional
de Fourier-Kravchuk (FFKT) Fγ , γ ∈ (−π, π]. Actuando sobre funciones de variable
discreta y finita, f(m), m ∈ {−j,−j + 1, . . . , j}, se define la FFKT como

Fγf(m) =

j∑
m′=−j

F γ(m′,m)f(m) donde F γ(m′,m) =

2j∑
n=0

φn(m)e−inγ π
2 φn(m′).

(2.15)
La acción de esta transformada sobre los DCS es

Fγψz(m) = Cz

2j∑
n=0

2
n
2

n!

(
2j

n

)− 1
2

(e−iγ π
2 z∗)nφn(m), (2.16)

por lo tanto,
Fγψz(m) = ψ

zeiγ
π
2

(m). (2.17)

El parámetro z de los DCS rota en el plano complejo como muestra la figura 2.1 para
γ ∈ [0, 1]

2.3 Transformada de Bargmann discreta

En analogía con la transformada de Bargmann (2.1), se define una transformada de
Bargmann discreta dentro del modelo de oscilador armónico discreto y finito de SU(2)
(DBT), dada por la acción del operador B

(Bf)(z) :=

j∑
m=−j

ψ̃z(m)f(m) = fB(z), ψ̃z(m) :=
ψz(m)

Cz
, (2.18)

nótese que ψ̃z(m) es el estado coherente discreto (2.13) sin la normalización Cz. En este
modelo, la transformada inversa está dada por

(B−1f)(m) :=

∫
C
d2σ(z)ψ̃∗z(m)fB(z), (2.19)

donde d2σ(z) es una medida sobre z ∈ C que buscaremos más adelante.
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Figura 2.1: Transformada fraccional de Fourier-Kravchuk sobre los estados coherentes ψz(m).
Las columnas muestran DCS con valores z = 4, 7, 10 y las filas muestran su evolucíon con γ =
0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0. La línea a trozos muestra la parte real, la línea punteada es la parte imag-
inaria y la línea sólida representa el valor absoluto. Las posiciones m son discretas, pero han sido
trazadas de forma continua para faclilitar la visualización.

Una de las propiedades principales de la transformada de Bargmann es que mapea
las funciones de Schrödinger del oscilador armónico en funciones de Fock de potencia
compleja,

(BΦn)(α) =
1√
π

∫
R
dx exp

(
−1

2α
2 +
√

2αx− 1
2x

2
)

Φn(x) = (
√

2πn!)−
1
2αn. (2.20)

En el caso discreto se tiene,

(Bφn)(z) =

j∑
m=−j

ψ̃z(m)φn(m)

=
2
n
2

n!

(
2j

n

)− 1
2

zn =: φ
B

n (z), (2.21)
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esto es, mapea las funciones de oscilador armónico discreto en funciones de potencia
complejas.

Aplicando la transformada inversa (2.19) sobre (2.21), resulta

(B−1φ
B

n )(m) = 2π
2n

(n!)2

(
2j

n

)−1
φn(m)

∫ ∞
0

dr τ(r) r2n+1. (2.22)

donde se ha realizado el cambio a coordenadas polares d2σ(z) = τ(r) r dr dθ y z = reiθ.
Para que la transformada inversa esté bien definida, es necesario que

√
2π

∫ ∞
0

dr τ(r)(
√

2r)2n+1 = (n!)2
(

2j

n

)
=

Γ(n+ 1)Γ(2j + 1)

Γ(2j + 1− n)
, (2.23)

la cual es una transformada de Mellin. Usando la fórmula [53]∫ ∞
0

dxx−νJν(x)xµ−1 =
2µ−ν−1Γ(µ2 )

Γ(ν + µ
2 + 1)

(2.24)

donde

Jν(x) =

∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ(k + ν + 1)

(x
2

)2k+ν
(2.25)

es la función de Bessel de primer tipo, y Γ(k) es la función Gamma de Euler. Con los
cambios x =

√
2r, ν = 2j + 1 y µ− 1 = 2n+ 1, y ordenando los términos, se obtiene

2
√

2

∫ ∞
0

dr (
√

2r)−2j−1J2j+1(2
√

2r)(
√

2r)2n+1 =
Γ(n+ 1)

Γ(2j + 1− n)
, para n ≤ 4j + 1

4
.

(2.26)
Comparando (2.23) y (2.26), se encuentra que la función de peso radial es

σ(r) =
2

π
Γ(2j + 1)(

√
2r)−2j−1J2j+1(2

√
2r), σ(r) > 0, r > 0, (2.27)

donde se verifica que τ(r) > 0 para r > 0, y no tiene problemas de convergencia cuando
|z| → 0 y n ≤ (4j + 1)/4. Para estos estados la inversión ocurre apropiadamente,

(B−1φ
B

n )(m) = φn(m). (2.28)

Sin embargo, la integral (2.26) solo converge para valores de 0 ≤ n ≤ j, esto es, única-
mente permite recuperar los primeros j+1 estados del oscilador discreto y finito de su(2).
Estos son los estados que mantienen su análogo con el oscilador contínuo de la mecánica
cuántica, pues los siguientes niveles n = j + 1, · · · , 2j son estados que cambian de signo
de punto a punto φn(m) = (−1)mφ2j−n(m), de modo que el estado 2j corresponde al
estado base, el estado 2j − 1 al primer estado excitado y así sucesivamente.
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2.3.1 Transformada inversa de Bargmann sobre una malla compleja

Para obtener una inversión completa de la transformada de Bargmann, se propone que
z tome valores en un conjunto finito de puntos en el plano complejo, de forma tal que
formen una malla cuadradaMC de tamaño N ×N centrada en el origen.

En el caso contínuo, el cuadrado del término de normalización de los estados coher-
entes corresponde con la medida en el espacio de Bargmann. Para mantener analogía
con la transformada discreta de Bargmann, el cuadrado de la normalización del estado
coherente discreto (2.14) será usado como medida discreta,

∆ω(z) :=

(
2j∑
n=0

2n

(n!)2

(
2j

n

)−1
|z|2n

)−1
. (2.29)

y el producto interno será

〈fB , gB 〉B :=
∑
z∈MC

∆ω(z)f∗
B

(z)gB (z) (2.30)

De modo que la transformación inversa, es

(B−1fB )(m) :=
∑
z∈MC

∆ω(z)ψ̃∗z(m)fB (z), (2.31)

para la malla MC = {z = zR + izI |zR, zI ∈ {−j,−j + 1, . . . , j}}. La acción de (2.31)
sobre las funciones de potencia discretas, es

(B−1φ
B

n )(m) =
∑
z∈MC

∆ω(z)

2j∑
s=0

2
s+n
2

s! n!

(
2j

s

)− 1
2
(

2j

n

)− 1
2

(z∗)sznφs(m)

' φn(m). (2.32)

El cálculo numérico de esta transformación inversa, muestra que mapea adecuadamente
las funciones potencia zn de vuelta en funciones de onda del oscilador de SU(2).

En la figura 2.2 se muestra la transformación de Bargmann de funciones φn(m) del
oscilador de su(2) a funciones potencia ∼ zn sobre la mallaMC . La transformada inversa
(2.31) reconstituye numéricamente las funciones originales para toda n ∈ {0, 1, . . . , 2j}.
El error promedio que produce esta aproximación,

∑
m |f(m)− (B−1fB )(m)|/(2j + 1),

depende de n y j, sin embargo puede ser sorprendentemente pequeño. Con j = 20
los estados n = 0, 2j mostraron un error promedio de 10−7, mientras los mayores se
encontraron en el nivel n = 16 con cuyo error promedio fue de 10−3. Es importante
destacar que el error tiende a disminuir al tomar valores j más grandes.

Una característica conocida de la transformada de Bargmann es la propiedad de
tener kernel reproductor,(

B(B−1f)
)

(w) =

∫
C
ewα

∗
f(α)dω(α) = f(w), (2.33)
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Figura 2.2: Transformada de Bargman discreta propuesta en (2.18). La columna izquierda muestra la
función de onda de Kravchuk del modelo de oscilador discreto de su(2), sometidas a la transformada de
Bargmann B. Aquí j = 20, por lo que las funciones de onda están definidas sobre 41 valores discretos.
A la derecha se muestra las partes reales e imaginarias de la transformada de Bargmann sobre la malla
discreteMC , de dimensión (41× 41). Los pixeles negros y blancos corresponden al mínimo y máximo,
respectivamente, mientras que el cero es representado con un tono medio de gris. La aplicación de la
transformada inversa (2.31) permite regresar a las funciones de Kravchuk con un error punto a punto
que oscila entre 10−5 y 10−8.
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que aquí es la función exponencial ewα∗ . Para la transformada de Bargmann discreta se
tiene

(
B(B−1f)

)
(r) =

∑
z∈MC

f(z)∆ω(z)

2j∑
n=0

2n

(n!)2

(
2j

n

)−1
(rz∗)n

' f(r). (2.34)

En esta suma finita, el papel de kernel reproductor es desempeñado por

N(r, z) :=

2j∑
n=0

2n

(n!)2

(
2j

n

)−1
(rz∗)n. (2.35)

La implementación numérica del resultado (2.34), muestra que (2.35) autoreproduce las
funciones de potencia en z, con un error de orden 10−3 para |r| ≤ j

2 . Si se toman valores
mayores, la propiedad reproductora de N(r, z) se pierde.

Es sabido que la transformada de Fourier F en el espacio de Bargmann actúa como
una rotación de 1

2π en el plano de posición-momento [54, Cap.11],
(
BFB−1f

)
(z) =

f(iz). Existe una relación similar entre la transformada de Bargmann discreta y la
transformada de Fourier-Kravchuk,

(
BF1B−1f

)
(z) =

∑
z∈MC

∆ω(r)f(r)

j∑
m=−j

ψ̃∗z(m)ψ̃ir(m)

=
∑
z∈MC

∆ω(r)f(r)N(ir, z) (2.36)

donde N(ir, z) es el núcleo reproductor discreto (2.35). Por lo tanto,(
BF1B−1f

)
(z) ' f(iz). (2.37)

2.3.2 Transformada del oscilador repulsivo de su(1,1)

Se dice que una función es auto recíproca bajo una transformada integral cuando,

(Tf)(x) = λf(x), λ ∈ C. (2.38)

Bajo la transformada de Bargmann (2.2), las funciones que son auto recíprocas (se
autoreproducen) son las funciones de oscilador repulsivo cuántico [7],

(BΦ±µ )(x) =
e−µ

π
4

(2π)
1
4

Φ±µ (x), con Φ±µ (x) =
ei
π
4
( 1
2
−iµ)

2
3
4π

Γ
(
1
2 − iµ

)
D− 1

2
+iµ

(
±
√

2xei
3π
4

)
(2.39)

donde D− 1
2
+iµ(x) son las funciones de cilindro parabólico [55].

Ahora, se investiga la transformada de Bargmann discreta sobre el análogo discreto
del oscilador repulsivo que en [56] se basó en la versión su(1, 1) no compacta del oscilador
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su(2). Por ello, se anticipa que estas funciones serán aproximadamente auto recíprocas
bajo esta transformada discreta. Aquí aparece el desajuste, porque la transformada de
Bargmann discreta actúa sobre valores f(m) con |m| ≤ j, mientras que las funciones de
oscilador repulsivo [56] están definidas para todo m entero,

φκλ,σ(m) = cκλ iσm
|Γ
(
1
2 + iκ+ σm

)
|

Γ(1− iλ+ σm)
2F1

(
1
2 − iκ− iλ, 12 + iκ− iλ, 1− iλ+ σm; 1

2

)
κ, λ ∈ R σ = ±1. (2.40)

donde cκλ es una constante de normalización, κ y λ son parámetros de la separación de
la red y la su(1,1) representación. La ‘energía’ es µ = κ+λ, y σ distingue el movimiento
de los estados hacia la derecha o la izquierda.

Las funciones (2.40) se autoreproducen de forma aproximada, bajo la transformada
discreta de Bargmann. Para que las funciones se autoreproduzcan se debe mantener
|z| ≤ j

2 donde los estados coherentes discretos oscilan lentamente; lo que produce solo
un intervalo (centrado en el origen) de la función de onda del oscilador repulsivo su(1,1).
En la figura 2.3 se presentan algunas funciones de onda de oscilador repulsivo y su
transformada de Bargmann discreta, normalizada. La aproximación mejora al tomar
más puntos para la transformada.

2.3.3 Convergencia de la transformada de Bargmann discreta

La contracción del álgebra de Lie su(2) al álgebra de Heisenberg-Weyl ha sido desarro-
llada en [26, 42], donde se demuestra que las funciones de oscilador armónico discreto
y finito convergen a las funciones de oscilador armónico (2.6) en el límite j → ∞.
La convergencia de los DCS (2.13), es una consecuencia directa de esta convergencia.
Realizando los cambios de variable m → j

1
2 q, r → j1/2ρ y z → j

1
2 ζ. Dado que m ∈

{−j,−j + 1, . . . j}, la posición contraída q se extenderá sobre el rango de 2j + 1 puntos
espaciados por el intervalo decreciente ∆q = j−

1
2 . La medida discreta ∆ω(ζ) en (2.35)

converge a la medida contínua en el espacio de Bargmann,

lim
j→∞

∆ω(ζ) = e−|ζ|, (2.41)

Además, la suma de la transformada de Bargmann discreta converge a la transformada
integral (2.1),

π−
1
2

j∑
m=−j

ψ̃z(m) ◦ j→∞−−−→ π−
1
4

∫
R
dqΨ̃ζ(q) ◦ , (2.42)

donde el símbolo ◦ indica el lugar de una secuencia de funciones discretas que convergen
a una continua, f (j)

(m)→ f(q), en cada caso. Para la transformación inversa el mismo
límite se mantiene,

π−2
∑
z∈MC

∆ω(z)ψ̃∗z(m) ◦ j→∞−−−→
∫
C
dσ(ζ)Ψ̃∗ζ(q) ◦ . (2.43)
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Figura 2.3: Transformada de Bargmann discreta sobre funciones de onda del oscilador repulsivo
discreto φκλ,1(m) en (2.40) para j = 56 y κ = 49. Las líneas a trozos representan la función de oscilador
repulsivo (2.39) sobre |m| ≤ 56 = j; mientras que las líneas continuas representan su transformada de
Bargmann discreta para enteros z en el subintervalo |z| ≤ 28 = 1

2
j. La columna izquierda compara

las partes reales, mientras que la columna derecha muestra las partes imaginarias. Las filas muestran
las energías µ = κ + λ = 1, 0 y −1, respectivamente donde el oscilador está arriba, sobre y debajo de
la barrera, donde la partícula cuántica (viniendo de la izquierda) pasa sobre, se atasca, o tunelea la
barrera.

Finalmente, el kernel reproductor (2.35) converge al kernel reproductor de la transfor-
mada de Bargmann continua (2.2),

lim
j→∞

N(ρ, ζ) = lim
j→∞

2j∑
n=0

(2j)n

(n!)2

(
2j

n

)−1
(ρζ∗)n = e ρζ

∗
. (2.44)

2.4 Conclusiones

Se desarrolló una transformada discreta y finita que exhibe las propiedades principales de
la transformada canónica compleja y lineal de Bargmann. Estas propiedades involucran
el comportamiento de los estados coherentes discretos de su(2) definidos como eigenfun-
ciones del operador de descenso, la transformada fraccional de Fourier-Kravchuk y la au-
toreproducción aproximada de los estados del oscilador repulsivo de su(1,1). Finalmente,
se indicó la convergencia de la transformada de Bargmann discreta a la transformada
integral.
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Este enfoque permite obtener una transformada de Bargmann inversa, observando
las opciones de un espacio complejo continuo y de una malla en él que recupera todas
las funciones de onda del oscilador armónico discreto con una buena aproximacón. La
aproximación ofrecida por la transformada discreta de Bargmann de las funciones dis-
cretas pero infinitas del oscilador repulsivo muestra que puede ser la forma correcta de
discretizar los intervalos de tales funciones para su transformada de Bargmann, hasta un
error aceptable. Parece ser que este es el primer esquema analítico para la discretización
de las transformaciones lineales canónicas complejas unitarias.
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Capítulo 3

Transformada de Bargmann
normalizada discreta

En el año 2017, Pei and Huang propusieron en el trabajo [57], una normalización de la
transformada de Bargmann repartiendo la función de peso de la medida del espacio de
Bargmann entre la transformada directa e inversa, es decir

(B f) (α) = f
B
(α) −→ (NB f) (α) :=

√
w(α)f

B
(α),

w(α) = (π)−1e−|α|
2
, (3.1)

donde B denota la transformada de Bargmann ‘usual’ introducida en (2.1)–(2.2) y NB
denota la transformada de Bargmann normalizada; w(α) es la función de peso del espacio
de Bargmann BC. De modo que, en la construcción de Pei–Huang, la medida gaussiana
de inversión se convierte en

dω̄(α) = (π)−1/2e−|α|
2
d2α. (3.2)

Debido a este cambio, la transformada ya no es un caso particular de las transformadas
canónicas lineales complejas. Sin embargo, con este cambio es posible asociar la trans-
formada de Bargmann normalizada con la transformada de giración Gγ [58], con ángulo
de rotación γ, y obtener de vuelta la transformada de Bargmann usual a través de (3.1).
La relación se establece como sigue. La acción de la transformada de Bargmann sobre
las funciones de Hermite-Gauss,

HGn(x) = (2nn!
√
π)−1/2e−x

2/2Hn(x), (3.3)

donde Hn(x) denota los polinomios de Hermite, es

(NB : HGn)(α) = LG0,n(α), (3.4)

siendo LGm,n(α) las funciones de Laguerre-Gauss,

LGm,n(α) = (−1)min{n,m}min{n,m}!√
πn!m!

e−i(n−m)φρ|n−m|e−
1
2
ρ2L
|n−m|
min{n,m}(ρ

2), (3.5)
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donde Llp(x) denota los polinomios asociados de Laguerre. En particular

LG0,n = (πn!)−1/2αne−
1
2
|α|2 . (3.6)

Por otra parte, la transformada de giración relaciona el producto de dos fuciones de
Hermite-Gauss, HGn y HGm, con las funciones de Laguerre-Gauss, de la forma(

Gπ/4 : HGnHGm

)
(α) = ei

1
2
mπLGm,n(α), (3.7)

de donde puede verse la relacón con (3.4),

(NB : HGn)(α) =
(
Gπ/4 : HGnHG0

)
(α). (3.8)

Por lo tanto, escribiendo una función f ∈ L2(R) en la base de Hermite-Gauss,

f(x) =
∞∑
n=0

fnHGn(x), (3.9)

su transformada de Bargmann normalizada será,

f
NB

(α) =

∞∑
n=0

fn
(
Gπ/4 : HGnHG0

)
(α)

=

(
Gπ/4 :

∞∑
n=0

fnHGnHG0

)
(α), (3.10)

y su transformada inversa,

f(x) =
(
G−π/4 : f

NB
)

(α)
∣∣∣
y=0

, (3.11)

donde se ha usado la propiedad G−1γ = G−γ y α = x+ iy.
Aquí se presenta un análogo discreto y finito de la transformada de Bargmann nor-

malizada (de Pei-Huang), basado en el modelo de oscilador armónico de su(2). En este
modelo, se tienen las funciones simétricas de Hermite-Kravchuk como el análogo finito de
las fuciones de Hermite-Gauss, similarmente, existen las funciones de Laguerre-Kravchuk
como equivalentes finitos de las funciones de Laguerre-Gauss. Además, en [59], K. B.
Wolf y T. Alieva construyen las transformaciones del grupo de Fourier SU(2) sobre ar-
reglos pixelados de N ×N , entre ellas se encuentra la transformada de giración discreta
y finita. Por lo tanto, siguiendo el procedimiento de Pei-Huang, se construye un análogo
discreto de la transformada de Bargmann normalizada.

En las siguientes secciones se mostrará que esta transformación discreta mapea fun-
ciones de Hermite-Kravchuk en funciones de Laguerre-Kravchuk, tal como su análogo
continuo y las funciones de oscilador repulsivo discreto de su(1,1) se autoreproducen
cualitativamente bajo la transformada de Bargmann normalizada discreta, con un error
pequeño. Además, la transformada de Bargmann nornalizada discreta conmuta con la
transformada de Fourier-Kravchuk en el espacio expandido por las funciones de onda del
oscilador armónico de su(2). Los resultados de este trabajo fueron publicados en [60].



Transformada de giración discreta 35

3.1 Transformada de giración discreta

En [59], los autores han importado las transformaciones del grupo de Fourier U(2) sobre
el modelo de SU(2) para sistemas discretos y finitos, entre ellas está la transforma-
ción de giración. La giración actúa sobre modos bidimensionales de Hermite-Kravchuk
φnx,ny(mx,my) = φnx(mx)φny(my), con la combinación lineal de coeficientes,(

Gγ φnx,ny
)

(mx,my) =
∑

n′x+n
′
y=n

e−iπµ/4d
n/2
1
2
µ, 1

2
µ′

(2γ) eiµ
′π/4φn′x,n′y(mx,my),

= φnx,ny(mx,my, γ), (3.12)

donde µ es el modo diferencia µ = nx − ny, n es el modo total n = nx + ny, y d
j
µ,µ′ son

las funciones “d-pequeña” de Wigner [31],

djµ.µ′(β) =
√

(j+µ)!(j−µ)!(j+µ′)!(j−µ′)!
∑
k

(cos 1
2β)2j−2k+µ−µ

′
(sin 1

2β)2k−µ+µ
′

k!(j+µ− k)!(j−µ′−k)!(µ′−µ+k)!
,

(3.13)
las cuales son reales y poseen la simetría djµ.µ′(β) = djµ′,µ(−β). Cuando γ = π/4, los
modos girados en (3.12) se transforman en los modos de Laguerre-Kravchuk [61],

Λnx,ny(mx,my) = eiπ(nx−ny)/2φnx,ny(mx,my,
1
4π), (3.14)

con número cuántico principal n = nx + ny y momento angular entero µ ∈ {−n,−n +
2, . . . , n}. En la figura 3.1 pueden observarse los modos de Hermite-Kravchuk (izquierda)
y los modos de Laguerre-Kravchuk (derecha). Ambos modos de funciones discretas son
una base ortonormal y completa para CN2 . También, en ambos conjuntos, el triángulo
superior de modos refleja el triángulo inferior multiplicado por signos alternantes, tipo
“tablero de ajedrez”.

En particular, para ny = 0 se tiene

Λnx,0(mx,my) = einxπ/2φnx,0(mx,my,
1
4π), (3.15)

en analogía con (3.6).

3.2 Transformada de Bargmann normalizada discreta

Se define la transformada de Bargmann normalizada discreta sobre un arreglo discreto,
como

(NB f) (m′x,m
′
y) :=

j∑
mx,my=−j

fmx,myNBmx,my ;m′x,m
′
y
, (3.16)

donde el kernel matricial de tamaño N2 ×N2, está dado por

NBmx,my ;m′x,m
′
y

:=

2j∑
n=0

∑
nx+ny=0

φnx,ny(mx,my,
1
4π)φnx,ny(m

′
x,m

′
y), (3.17)
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Figura 3.1: Izquierda: Imágenes de los modos 2D de las funciones de Hermite-Kravchuk
φnx,ny (mx,my), de puntos mx,my|j−j para j = 8, ordenados por número de modo (nx, ny). Derecha:
Modos de Laguerre-Kravchuk Λnx,ny (mx,my), ordenados por número de modo total n y el modo difer-
encia µ. Al centro (µ = 0) las funciones son reales, y a la derecha (µ > 0) son la parte real de
Λnx,ny (mx,my). Hacia la izquierda (µ < 0) están la parte imaginaria de Λnx,ny (mx,my).

y la función fmx,my es

fmx,my = f(mx)φ0(my), f(m) =

2j∑
n=0

fn φn(m), (3.18)

con coeficientes

fn =

j∑
m=−j

f(m)φn(m). (3.19)

Nótese que las coordenadasm′x ym′y pueden considerarse como la parte real e imaginaria,
respectivamente, de un número complejo z. Por ello, indicamos

f
B

(z) := (NB f) (z). (3.20)

Haciendo uso de las relaciones de ortonormalidad (1.15), el análogo discreto de (3.4), es
la relación

(NBφn) (m′x,m
′
y) = e−iπn/2Λn,0(m

′
x,m

′
y) =: φ

B

n (m′x,m
′
y). (3.21)
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Figura 3.2: Funciones de Hermite-Kravchuk y su transformada de Bargmann normalizada discreta.
Aquí j = 20 tal que hay 41 valores discretos, para facilitar la visualización se han unido con líneas
rectas. Izquierda: Las funciones de onda (modos de Hermite-Kravchuk) del oscilador discreto y finito
de su(2), sujeto a la transformada discreta NB. Derecha: Partes real e imaginaria de la transformada
de Bargmann normalizada discreta. Los pixeles grises corresponden al valor cero, los colores negro y
blanco corresponden al mínimo y máximo, respectivamente.
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Como consecuencia de la unitariedad de la transformación de giración (3.12), el
kernel de la transformada de Bargmann normalizada discreta es unitario, por lo tanto
el kernel inverso es

NB−1m′x,m′y ;mx,my
:=

2j∑
n=0

∑
nx+ny=0

φnx,ny(m
′
x,m

′
y,−1

4π)φnx,ny(mx,my), (3.22)

con la propiedad NB−1 = NB†. Entonces, la transformada inversa discreta se define de
la forma (

NB−1 f
B
)

(mx,my) :=

j∑
m′x,m

′
y=−j

fm′x,m′yNBm′x,m
′
y ;mx,my , (3.23)

de aquí se sigue que la función original se recupera del modo

f(mx) = φ0(0)−1fmx,0, (3.24)

En la figura 3.2, se muestra la transformada Bargmann normalizada discreta de algunos
modos de Hermite-Kravchuk para j = 20, representados en arreglos cuadrados de 41×41
pixeles. Se muestra la parte real e imaginaria de la transformación para comparar con los
modos de Laguerre-Kravchuk mostrados en la figura 3.1. Comparando la figura 3.2 con
la figura 2.2, puede observarse un comportamiento similar al interior del arreglo, pero la
transformada de Bargmann normalizada discreta hace que las funciones decaigan hacia
los bordes.

3.2.1 Continua vs. Discreta

Las funciones de Laguerre-Kravchuk no son aproximaciones de las funciones de Laguerre-
Gauss, son sus análogos discretos y finitos en el álgebra su(2)x ⊕ su(2)y = so(4). En
la figura 3.2 puede verse que los primeros 1

2(2j + 1)(2j + 2) estados son similares a las
funciones de Laguerre-Gauss, mientras que los otros 1

2j(2j + 1) estados son inherentes
a esta representación. De modo que, solo los primeros (j + 1) estados de Λnx,0(mx,my)
son comparables con sus análogos continuos, y lo mismo es verdad para las funciones de
oscilador finito φn(m).

Con el propósito de visualizar las diferencias y similitudes entre la transformada de
Bargmann normalizada continua vs. discreta, vamos a considerar la función modulada

fs(x) =
s−1∑
n=0

anHGn(x/
√
j), (3.25)

an = cos(2πs (n2 + n+ 1)),

donde s = 2j + 1 indica el número de funciones de Hermite-Gauss que expanden la
función original y puede ser infinito. Se ha seleccionado s = 10 y s = 41 para comparar
las transformaciones en la figura 3.3. Las funciones (3.25) se han muestreado sobre
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2j+1 = 41 puntos con intervalos ∆x = ∆y = 1. Cuando la función está expandida por los
primeras 10 funciones HGn, se observa una gran similitud entre ambas transformaciones,
esto se debe a que los primeros j + 1 estados de Laguerre-Kravchuk siguen la dinámica
de sus contrapartes continuas. Sin embargo, cuando la función fs(x) está expandida por
funciones de orden mayor se presentan diferencias notables entre ambas transformaciones
debido a que en la base de funciones Λnx,ny se involucran estados intrínsecos de esta
representación.

Figura 3.3: La fila superior muestra la función fs definida en (3.25) que ha sido muestreada sobre 41
puntos (j = 20); los puntos muestreados han sido marcados con ◦. La fila media muestra la transformada
de Bargmann normalizada continua la función, y la fila inferior muestra la transformada discreta NM
de la misma función intercambiando funciones de Hermite-Gauss por funciones Hermite-Kravchuk. Las
transformaciones se muestran sobre un arreglo de 41 × 41 puntos. Los pixeles negros corresponden al
valor cero, y los blanco corresponden al valor máximo. Izquierda: La función f10 está expandida solo por
las primeras diez funciones de Hermite-Gauss, por lo que su transformada continua (muestreada) y su
análogo discreto conservan grandes similitudes. Derecha: La función f41 está expandida por funciones
de Hermite-Gauss que no tienen contraparte discreta para el tamaño j de la representación de su(2)
elegida.
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3.2.2 Relación entre las transformadas de Bargmann y Fourier

La transformada continua de Fourier F y la transformada de Bargmann continua se
relacionan de la forma

(
BFF−1 : f

)
(z) = f(iz), esto es, en el espacio de Bargmann la

transformada de Fourier actúa como una rotación de 1
2π [54, Cap.11]. La transformada

de Bargmann normalizada discreta y la transformada de Fourier-Kravchuk Fγ conmuta
en el espacio de funciones (3.18),

(Fγ NB f) (m′x,m
′
y) =

2j∑
n=0

fn e
−iγnπ/2φ

B

n (m′x,m
′
y) = (NBFγ f) (m′x,m

′
y). (3.26)

Esto se debe a que las funciones de Hermite-Kravchuk son la base de los generadores de
ambas transformaciones.

3.2.3 Transformada del oscilador repulsivo de su(1,1)

En esta sección se presenta la transformada de Bargmann normalizada discreta sobre
las funciones de onda del oscilador repulsivo discreto de su(1,1)

φκλ,σ(m) = cκλ iσm
|Γ
(
1
2 + iκ+ σm

)
|

Γ(1− iλ+ σm)
2F1

(
1
2 − iκ− iλ, 12 + iκ− iλ, 1− iλ+ σm; 1

2

)
κ, λ ∈ R σ = ±1. (3.27)

donde κ, λ ∈ R son los parámetros de la separación de la red y de la representación de
su(1,1), cuya suma es la “energía” µ = κ + λ, el índice σ = ±1 distingue entre estados
que se mueven por la derecha o la izquierda y cκλ es la constante de normalización.
Estas funciones son aproximadamente autorecíprocas bajo la transformada de Bargmann
normalizada discreta.

En la figura 3.4 se muestran tres funciones de onda del oscilador repulsivo de su(1,1) y
sus respectivas transformaciones bajo (3.16), las cuales se han proyectado sobre el eje x.
La apariencia de las funciones bajo transformación aproxima visiblemente a las funciones
originales, a pesar del número pequeño de puntos usados en el mapeo. Sin embargo,
existe una clara discrepancia debido a que las funciones φσκ,λ están definidas para todo
m ∈ Z, mientras que la transformada discreta está definida para valores |m| ≤ j. La
aproximación mejora al tomar más puntos en la transformada de Bargmann, además a
diferencia de (2.19), funciona sobre todo el intervalo −j ≤ m ≤ j.

3.3 Conclusiones

Se presentó un análogo discreto de la transformada de Bargmann normalizada propuesta
por S. -C.Pei y S. -G.Huang. Esta discretización unitaria y finita exhibe propiedades
similares a su contraparte continua: transforma funciones de Hermite-Kravchuk en fun-
ciones de Laguerre-Kravchuk (con una fase), preservan cualitativamente la estructura
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Figura 3.4: Transformada de Bargmann normalizada discreta sobre las funciones de onda del oscilador
repulsivo φ+1

κ,λ(m) para κ = 2. Las filas corresponden a las energías µ = κ + λ = 1, 0 y −1 donde,
respectivamente, la partícula cuántica (que viene de la izquierda) pasa por encima de la barrera de
potencial, coincide con su altura o es reflejada por la barrera. Las líneas discontinuas son las funciones
del oscilador repulsivo sobre |m| ≤ 10 = j, mientras la líneas sólidas muestran su transformada de
Bargmann normalizada discreta. La columna izquierda muestra el traslape entre las partes reales,
mientras la columna derecha muestra las partes imaginarias.

general de los estados de oscilador repulsivo de su(1,1) y conmuta con la transformada
de Fourier-Kravchuk. Esta última propiedad sugiere la posibilidad de implementar la
transformada de Bargmann normalizada discreta en un arreglo bidimensional de guias
de onda, como se ha hecho con la transformada de Fourier-Kravchuk [62, 63].

La ventaja principal de la transformada discreta presentada en este capítulo sobre la
transformada de Bargmann discreta, es la unitariedad que nos permite obtener analíti-
camente una transformada discreta inversa, lo que significa que esta transformación
preserva toda la información contenida en una señal o arreglo de datos. Sin embargo,
esta requiere de gran capacidad de computo porque cada valor del arreglo maticial de-
pende de todos los demás, lo que conduce a un crecimiento de ∝N4 en el número de
operaciones a realizar. Por otro lado, la transformada de Bargmann discreta basada en
estados coherentes mantiene una mejor analogía con su contraparte discreta y puede ser
calculada rápidamente, con el inconveniente de las limitaciones de inversión.
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Parte II

Aproximación Discreta de
Funciones Especiales
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Las funciones especiales son funciones que aparecen con frecuencia en campos tan
diversos como la mecánica ondulatoria, teoría de números, mecánica cuántica, análisis
armónico, procesamiento de señales, etc., lo que las convierte en funciones importantes
para la descripción de una gran cantidad de sistemas. Usualmente aparecen como solu-
ción de ecuaciones diferenciales o integrales.

En particular, la teoría de funciones de Bessel está intimamente conectada con cierto
tipo de ecuación diferencial de primer orden conocida como ecuación de Riccati. De
hecho la ecuación diferencial conocida como ecuación de Bessel se obtiene a través de
una transformación fundamental de la ecuación de Riccati. El primero en llegar a las
funciones de Bessel (soluciones de la ecuación de Bessel) fue Daniel Bernoulli, quien
en 1738 publicó una memoria donde incluye la serie que ahora se conoce como función
de Bessel; en dicha memoria Bernoulli publicó teoremas sobre las oscilaciones de una
cadena. En 1764, Leonhard Euler, estudiando las vibraciones de una membrana estirada,
llega por primera vez a la forma de la ecuación diferencial que ahora se identifica como
la ecuación de Bessel. Fue hasta 1824 que Fiedrich Bessel, en sus estudios sobre el radio
vector en el movimiento planetario, obtiene una expresión integral para la función de
Bessel y deriva una gran cantidad de resultados y propiedades de ellas [64].

Otra familia de funciones especiales que surgen por primera vez debido al estudio de
los modos vibracionales en membranas estiradas fueron encontradas por Émile Léonard
Mathieu en 1868, en este caso se trata de membranas con fronteras elípticas. Mathieu
encontró dos ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden con la relación recí-
proca z → iz, conocidas como ecuaciones de Mathieu angulares y radiales. En 1878, E.
Heine definió las primeras soluciones de la ecuaciíon angular de Mathieu de orden entero
como series de seno y coseno, pero no calculó los coeficientes. Entre 1915 y 1941, E.
L. Ince publicó 18 artículos sobre funciones de Mathieu en los cuales calculó números
característicos, coeficientes de las series seno y coseno de las soluciones de orden entero,
ceros de esas funciones, puntos de inflexión y tablas con valores de las funciones [65].

Una gran cantidad de trabajos de diversos autores han sido publicados sobre esas dos
familias de funciones especiales, cada uno de ellos con diversas contribuciones, algunas
de las más valiosas son formas asintóticas para calcular valores concretos. Con la apari-
ción del cómputo y el aumento vertiginoso de su capacidad de procesamiento, aquellas
expresiones con límites al infinito se hicieron más accesibles; pero la naturaleza discreta
de las implementaciones computacionales sigue siendo discordante con las formas inte-
grales, peso que recae sobre los algorítmos de implementación. Además, la naturaleza
de algunos sistemas requiere de descripciones discretas.

En esta sección se presenta un esquema de discretización de funciones especiales solu-
ciónes de la ecuación de Helmholtz, en particular para el caso de coordenadas polares
y elípticas. El esquema se basa en el método de separación de variables de W. Miller
Jr., en dicho esquema se pide que las soluciones a la ecuación de Helmholtz provengan
de la transformada de Fourier sobre el círculo y se utilizan las órbitas de los operadores
de simetría para derivar las soluciones y sus propiedades. Cuando se consideran coorde-
nadas polares las soluciones de la ecuación de Helmhlotz son las funciones de Bessel y
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al considerar coordenadas elípticas las soluciones son funciones de Mathieu.
En el capítulo 6 se hará un repaso del grupo de simetrías de la ecuación de Helmholtz

y del método de separación de variables de Miller. El capítulo 7 presenta las funciones
discretas de Bessel sustituyendo las rotaciones continuas del grupo euclidiano por un
grupo diédrico, se derivan algunas propiedades e identidades lineales que las funciones
discretas conservan respecto a sus contrapartes continuas –siendo la identidad de Graf
la principal de ellas–, y se muestra cómo aproximan numéricamente otras identidades.
También se propone una transformada discreta de Bessel entre posiciones y “modos”,
señalando sus limitaciones. En el capítulo 8 se hace el mismo tratamiento pero para
el caso de coordenadas elípticas, de modo que se introducen las funciones discretas de
Mathieu angulares y radiales. Estas funciones proveen una excelente aproximación a sus
contrapartes continuas.
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Capítulo 4

Conceptos básicos

El repaso que se realizará en este capítulo es un resumen del método de separación de
variables de W. Miller Jr., presentado en su libro [67].

Considerese la ecuación de Helmholtz para campos de ondas f(x, y) de número de
onda κ ∈ Z+ fijo, (

∂2x + ∂2y + κ2
)
f(x, y) = 0, (4.1)

con ∂z ≡ ∂/∂z y (x, y) ∈ D ⊆ R2, donde D es algún conjunto abierto conexo en el
plano (D puede ser el plano en sí mismo). El conjunto de todas las soluciones f(x, y)
forman un espacio vectorial complejo F0, llamado espacio solución. Si F es el espacio
de todas las funciones complejo valuadas definidas y reales analíticas1 sobre D, se define
el operador

Q :=
(
∂2x + ∂2y + κ2

)
, (4.2)

claramente, Qf(x, y) ∈ F para f(x, y) ∈ F , por lo tanto, F0 es el espacio nulo del
operador lineal Q.

4.1 Grupo de simetría de la ecuación de Helmholtz

Decimos que un operador diferencial lineal

L = X(r)∂x + Y (r)∂y + Z(r), r = (x, y), X, Y, Z ∈ F , (4.3)

es un operador de simetría para la ecuación de Helmholtz, si

[L,Q] = R(r)Q, R ∈ F , (4.4)

donde [L,Q] = LQ − QL es conmutador de L con Q, R es una función analítica que
puede depender de L. Sea G el conjunto de todos los operadores de simetría de la
ecuación de Helmholtz. Todo operador L ∈ G mapea soluciones de (4.1) en soluciones,

1Esto significa que todas las funciones del espacio F son de la forma g(x, y) = u(x, y)+ iv(x, y) donde
u(x, y) y v(x, y) son funciones reales analíticas.
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esto es, si f(r) ∈ F0 entonces Qf(r) = 0, luego de (4.3) se sigue que [L,Q]f(r) =
LQf(r) − QLf(r) = 0, por lo que Lf(r) ∈ F0. También puede demostrarse que el
conjunto G es un álgebra de Lie compleja, tal que [L1, L2] ∈ G y a1L1 + a2L2 ∈ G para
todo a1, a2 ∈ C.

Para calcular explícitamente el álgebra de simetrías de la ecuación de Helmholtz,
basta con sustituir (4.2) y (4.3) en (4.4), de donde se obtiene que la forma del operador
de simetría L es

L = α∂x + β∂y + γ(y∂x − x∂y) + δ, (4.5)

con α, β, γ y δ ∈ C. Claramente, el álgebra de simetría G tiene dimensión cuatro y la
base es

P1 = ∂x, P2 = ∂y, M = y∂x − x∂y, E = 1, (4.6)

cuyas reglas de conmutación, son

[P1, P2] = 0, [M,P1] = P2, [M,P2] = −P1, (4.7)

y [E,L] = 0 para todo L ∈ G. El operador identidad E puede ser ignorado, para con-
centrarnos en el álgebra de Lie tridimensional E(2) generada por {P1, P2,M} la cual res-
tringiremos a coeficientes reales. El álgebra E(2) es isomorfa al álgebra de Lie euclidiana
i2o(2) asociada al grupo euclidiano I2O(2) en el plano. Los elementos E(θ, tx, ty) ∈ I2O(2)
pueden ser representados por matrices 3× 3 adjuntas,

E(θ, tx, ty) =

(
cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
tx ty 1

)
, tx, ty ∈ R, 0 ≤ θ ≤ 2π. (4.8)

El elemento identidad se identifica como E(0, 0, 0) = 1. Los elementos (4.8), pueden ser
separados de la forma

E(θ, tx, ty) = E(θ, 0, 0)E(0, tx, 0)E(0, 0, ty), (4.9)

es decir se separan en rotaciones y traslaciones en las componentes x y y, respectiva-
mente. Usando (4.9) para encontrar el álgebra de Lie i2o(2), es fácil demostrar que la
base está dada por las matrices

M =

(
0 −1 0
1 0 0
0 0 0

)
, P1 =

(
0 0 0
0 0 0
1 0 0

)
, P2 =

(
0 0 0
0 0 0
0 1 0

)
, (4.10)

tal que, cada elemento de I2O(2) tiene la forma

E(θ, tx, ty) = exp(θM) exp(txP1) exp(tyP2). (4.11)

Las relaciones de conmutación de las matrices (4.10) son exactamente las mismas que
(4.7), lo que demuestra que el álgebra de simetría de la ecuación de Helmholtz E(2) es
isomorfa al álgebra euclidiana i2o(2).
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De forma completamente análoga al desarrollo hecho con los operadores de simetría
de primer orden, es posible determinar operadores de simetría de segundo orden exten-
diendo la definición (4.5),

S = A11(r)∂xx+A12(r)∂xy +A22(r)∂yy +B1(r)∂x+B2(r)∂y +C(r), Aij , Bi, C ∈ F ,
(4.12)

tal que S será un operador de simetría de la ecuación de Helmholtz siempre que cumpla

[S,Q] = UQ, (4.13)

donde U ∈ G. Nótese que el operador de simetría de primer orden L puede ser un caso
especial de una simetría de segundo orden cuando U = Z(r). Todo operador de simetría
de segundo orden mapea soluciones de (4.1) en soluciones. Sea S el espacio vectorial de
todos los operadores de simetría de segundo orden S, de modo que G ⊂ S. Sin embargo,
S no es un álgebra de Lie porque el conmutador [S, S′] de operadores de simetría de
segundo orden es en general un operador de tercer orden, es decir [S, S′] 6∈ F . Si se
denota al conjunto de todas las simetrías triviales q = {RQ |R ∈ F}, se denotará como
S/q al espacio de todas las simetrías no triviales.

Sustituyendo (4.12) (con A22 = 0) en (4.13) e igualando coeficientes de las varias
derivadas parciales respecto a x y y en ambos lados de la relación resultante, se encuentra
que la base del espacio vectorial complejo de dimensión nueve S/q, es

P1, P2, M, E︸ ︷︷ ︸
E(2)

, P 2
1 , P1P2, M

2, {M,P1}, {M,P2}︸ ︷︷ ︸
E(2)(2)

, (4.14)

donde {A,B} = AB + BA denota el anticonmutador de A con B. Nótese que se ha
excluído el operador P 2

2 , esto se debe a que la suma P 2
1 + P 2

2 no es más que el operador
de multiplicación por −κ2. El segundo conjunto de cinco operadores en (4.14) son la
base del espacio de operadores de simetría de segundo orden E(2)

(2) generados a partir
del producto de generadores de E(2). Con esa interpretación en mente, es evidente que
el subespacio (de dimensión cinco) de operadores puramente de segundo orden en S/q
es isomorfo al espacio E(2)

(2)
/{P 2

1 + P 2
2 }, por ello es posible identificar las simetrías

puramente de segundo orden de la ecuación de Helmholtz con los elementos puramente
de segundo orden del cubrimiento universal de E(2) modulo el centro del álgebra de
cubrimiento.

4.2 Separación de variables

Sea f(x, y) una solución de
(
∂2x + ∂2y + κ2

)
f(x, y) = 0, tal que existe su transformada

de Fourier, esto es

f(x, y) =

∫∫ ∞
−∞

exp[i(κ1x+ κ2y)]h(κ1, κ2)dκ1dκ2, (4.15)
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donde h(κ1, κ2) es la transformada de Fourier de f(x, y), de modo que

(
∂2x + ∂2y + κ2

)
f(x, y) =

∫∫ ∞
−∞

(κ2 − κ21 − κ22) exp[i(κ1x+ κ2y)]h(κ1, κ2)dκ1dκ2 = 0,

(4.16)
eligiendo h(κ1, κ2) = κ−1δ(κ − s)h(ψ) donde δ(r) es la función delta de Dirac, h(ψ) ∈
L2(S1), s y ψ son coodenadas polares en el plano κ1−κ2, y dκ1dκ2 = s dsdψ. Llevando
a cabo la integración en s, se encuentra

f(x, y) =

∫ π

−π
exp[iκ(x cosψ + y sinψ)]h(ψ)dψ. (4.17)

Los elementosE(θ, tx, ty) ∈ I2O(2) actúan sobre las soluciones de la ecuación de Helmholtz
vía los operadores definidos en (4.11), los cuales se denotarán como T(E), de la forma

T(E)f(x, y) =

∫ π

−π
exp[iκ(x cosψ + y sinψ)]T(E)h(ψ)dψ, (4.18)

donde
T(E)h(ψ) = exp[iκ(tx cos(ψ − θ) + ty sin(ψ − θ))]h(ψ − θ). (4.19)

Procediendo como en (4.18) y (4.19) es posible calcular los operadores P1, P2 y M en
L2(S1) inducidos por (4.6) actuando sobre (4.17), lo que resulta en

P1 = iκ cosψ, P2 = iκ sinψ, M = −d/dψ. (4.20)

Las soluciones separables de la ecuación de Helmholtz correspondientes a un sistema
de coordenadas ortogonales separables son caracterizadas como eigenfunciones de un
operador S ∈ S(2) , es decir un operador de segundo orden en los elementos de E(2).

4.2.1 Coordenadas polares

Para calcular la descomposición espectral de S = M2 es suficiente calcular la descom-
posición de iM y el cuadrado de los eigenvalores resultantes. La ecuación de eigenvalores
correspondiente es

− i
d
dψ

h(ψ) = λh(ψ). (4.21)

Toda función h ∈ L2(S1) puede ser expandida en la forma

h(ψ) =

∞∑
n=−∞

cnhn(ψ), cn = 〈h, hn〉 :=

∫
S1
h(ψ)h∗n(ψ)dψ, (4.22)

lo que, en (4.21) conduce a ecuaciones iMhn = nhn con solución

hn(ψ) = (2π)−1/2einψ, 〈hn, hm〉 = δn,m. (4.23)
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Dado que la transformada de Fourier es una transformación unitaria, el operador M
posee el mismo espectro en la base {hn} ∈ L2(S1) que en {fn} ∈ L2(R), así en coorde-
nadas polares las eigenfunciones son

fn(r, θ) = (2π)−1/2
∫ π

−π
exp[iκr cos(ψ − θ)] exp(inψ)dψ,

= in(2π)1/2 exp(inθ)Jn(κr), (4.24)

donde Jn(κr) es función de Bessel de primer tipo de orden n.

4.2.2 Coordenadas elípticas

Para el caso S = M2 + dP 2
1 sobre un dominio D ∈ L2(S1), la ecuación de eigenvalores

S h = λh puede escribirse como

d2

dψ2
h(ψ) + (a− 2q cos 2ψ)h(ψ) = 0. a = −λ− 1

2d
2κ2, q = 1

4d
2κ2. (4.25)

La ecuación (4.25) es la ecuación angular de Mathieu, la cual tiene un número infinito
de eigenvalores discretos λn de multiplicidad uno. Las correspondientes eigenfunciones
son2

hcn(ψ) = π−1/2cen(ψ, q), n ∈ Z+ ∪ {0},
hsn(ψ) = π−1/2sen(ψ, q), n ∈ Z+, (4.26)

donde las funciones cen(ψ, q) y sen(ψ, q) son las funciones de Mathieu angulares par e
impar, respectivamente, definidas como

cen(ψ, q) =
∞∑
s=0

A2n+p
2s+p cos((2s+ p)ψ),

sen(ψ, q) =

∞∑
s=0

B2n+p
2s+p sin((2s+ p)ψ), (4.27)

con el índice de paridad p ∈ {0, 1}. Los coeficientes A2n+p
2s+p y B2n+p

2s+p dependen del
parámetro q y son determinados a partir de relaciones de recurrencia obtenidas por
sustitución directa de (4.27) en (4.25). Las funciones (4.26) forman una base ortonormal
para L2(S1), 〈

htn, h
t′
n′

〉
= δnn′δt t′ , t, t′ = s, c. (4.28)

Para evaluar las transformadas de Fourier

f tn(x, y) = π−1/2
∫ π

−π
exp[iκ(x cosψ + y sinψ)]htn(ψ)dψ, t = s, c (4.29)

2Z+ denota los números enteros positivos, similarmente, R+ denota los números reales positivos.
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se hace el cambio a coordenadas elípticas,

x = d cosh % cos θ, y = d sinh % sin θ, % ∈ R+, θ ∈ S1, (4.30)

el parámetro d es la distancia focal que puede elegirse d = 1 sin pérdida de generalidad.
En coordenadas elípticas la ecuación de Helmholtz adquiere la forma[

(∂2% + κ2 cosh2 %) + (∂2θ − κ2 cos2 θ)
]
f(%, θ) = 0, (4.31)

por lo que claramente, la variable θ de f tn(%, θ) cumple con una ecuación angular de
Mathieu, mientras que la parte radial cumple con la ecuación

d2

d%2
g(%) + (−a+ 2q cosh 2%)g(%) = 0, (4.32)

conocida como ecuación radial de Mathieu, conectada con (4.25) por el cambio θ = i%. La
ecuación (4.32) tiene soluciones Cen(%, q) = cen(i%, q) y Sen(%, q) = isen(i%, q) conocidas
como funciones radiales de Mathieu par e impar, respectivamente. Finalmente, se tiene
que las eigenfunciones son

f cn(%, θ) = cnCen(%, q)cen(θ, q), n ∈ Z+ ∪ {0},
fsn(%, θ) = snSen(%, q)sen(θ, q), n ∈ Z+, (4.33)

donde cn y sn son constantes determinadas por la integral (4.29).
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Capítulo 5

Funciones de Bessel discretas

El análisis de Fourier–Bessel se origina de la parte radial del análisis de Fourier bidi-
mensional. Las soluciones de la ecuación de onda en coordenadas cilíndricas conducen
a las funciones conocidas colectivamente como funciones cilíndricas. De entre ellas, este
capítulo se dedica particularmente a las funciones de Bessel de primer tipo y de or-
den entero, definidas desde una descomposición de onda plana que provee su función
generadora [53],

eix sinϕ = J0(x) + 2
∞∑
k=1

J2k cos(2kϕ) + 2i
∞∑
k=0

J2k+1(x) sin((2k + 1)ϕ) (5.1)

para x ∈ R y ϕ ∈ S1. En este capítulo se utilizará el método de separación de variables,
descrito en el capítulo anterior, para definir funciones de Bessel discretas que permitirán
hacer una descomposición de onda plana sobre direcciones discretas ϕm ∈ S1(N)

a través
de sumas finitas1. Además se propone una transformada discreta entre posiciones y
‘modos’ de las funciones de Bessel. Las funciones de Bessel discretas se mantienen muy
cercanas a sus contrapartes continuas en la región n + m < N , donde n es el número
de modo de la función, m es la coordenada de posición y N es el número de direcciones
angulares tomadas sobre S1. Los resultados de este trabajo pueden encontrarse en el
manuscrito [66].

5.1 Esquema de discretización

La ecuación de Helmholtz para campos de onda f(x, y), con (x, y) ∈ R2 y número de
onda κ ∈ R, es (

∂2x + ∂2y + κ2
)
f(x, y) = 0, (5.2)

donde ∂z denota la derivada parcial respecto a la coordenada z. Un supuesto clave para
introducir una estructura de espacio de Hilbert para el espacio de soluciones f(x, y) es

1S1
(N)

denota el conjunto de N puntos equiespaciados elegidos sobre el círculo unitario
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considerar aquellas funciones que se pueden escribir como una transformada de Fourier
bidimensional,

f(x, y) =
1

2π

∫∫
R2

exp i(xκx + yκy)f̃(κx, κy)dκxdκy, (5.3)

de modo que la función f̃(κx, κy) satisface la ecuación de Helmholtz transformada(
κ2 − κ2x − κ2y

)
f̃(κx, κy) = 0, (5.4)

en el espacio conjugado de Fourier (κx, κy) ∈ R2. Pasando a coordenadas polares κx =
κ cosφ, κy = κ sinφ con elemento de superficie dκxdκy = κdκdφ, las soluciones a
(5.4) se reducen a una distribución de Dirac sobre la coordenada radial, f̃(κx, κy) =√

2πκ−1δ(κ− κ̃)f◦(φ) [67, Cap.1], con f◦(φ) una función sobre el círculo S1 de radio κ̃.
Las soluciones (5.3) adquieren la forma

f(x, y) =
1√
2π

∫
S1

exp[iκ(x cosφ+ y sinφ)]f◦(φ)dφ, (5.5)

con la estructura de Hilbert basada sobre el producto interno de funciones f (1)◦ (φ) y
f
(2)
◦ (φ) sobre el círculo, 〈

f
(1)
◦ , f

(2)
◦

〉
=

∫
S1
f
(1)
◦ (φ)f

(2)
◦ (φ)dφ. (5.6)

Es aquí que se reduce la transformada de Fourier continua sobre el círculo a la transfor-
mada de Fourier discreta sobre N puntos angulares, esto es, pasamos de S1 a S1

(N)
. De

tal forma que las integrales se reemplazan por sumas y la variable continua φ ∈ S1 se
reemplaza con φm ∈ S1(N)

,∫
S1

dφF◦(φ)←→
∑

m∈S1
(N)

F (φm),
2π ↔ N,

φm = 2πm/N,
(5.7)

para m ∈ ZN ; el conjunto de N angulos discretos φm son equidistantes por un valor
de 2π/N . Las funciones f(φm) ≡ fm pueden ser interpretadas como un muestreo de
puntos de una función continua, o como componentes de un vector de dimensión N .
Este cambio corresponde a restringir la simetría de la ecuación de Helmholtz al subgrupo
I2O(N)

⊂ I2O(2) de rotaciones diédricas. Este cambio respeta la composición de grupo,

E(θk, tx, ty)E(θl, t
′
x, t
′
y) (5.8)

= E(θk + θl, tx cos θl + ty sin θl + t′x,−tx sin θl + ty cos θl + t′y),

donde θk = 2πk/N . Cuando N es par, O
(N)

contiene reflexiones a través de líneas
θk − θk+N/2; cuando N es impar, dichas reflexiones no son una simetría del sistema. En
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este esquema de discretización se considerarán N = 2j + 1, j ∈ Z+, es decir, valores
impares de N ; esto se debe a que se basa únicamente en la discretización de rotaciones
sobre el círculo. El producto interno de dos funciones discretas f (1)n y f (2)n , naturalmente
es (

f (1), f (2)
)
(N)

:=

N−1∑
n=0

f (1)∗n f (2)n , (5.9)

y es claro que el límite N →∞ conduce de vuelta del discreto al continuo, con aproxi-
maciones y límites de la teoría de Fourier.

5.2 Construcción de las funciones de Bessel discretas

La ecuación de Helmholtz (5.2)en coordenadas polares, multiplicada por r2,(
r2∂2r + r∂r + ∂2φ + κ2

)
f(r, φ) = 0, (5.10)

pone de manifiesto que la solución de Helmholtz puede ser factorizada en una función
del radio veces una función del ángulo, f(r, φ) = R(r)Φ(φ), mientras que (5.5) implica
que las soluciones angulares Φ(φ) determinarán la correspondiente solución radial R(r).
Un conjunto ortonormal y completo de eigenfunciones de ∂2φ sobre el círculo φ ∈ S1 es el
conjunto de fases Φ := (2π)−1/2 exp(inφ), con n ∈ Z, y el producto interno 〈Φn,Φn′〉 =
δnn′ . Cuando el dominio de estas funciones se restringe de φ ∈ S1 a φm ∈ S1(N)

, como en
(5.7), se mantiene el subconjunto de N funciones sobre N puntos en S1

(N)
, dadas por

Φ
(N)

n (φm) := 1√
N

exp(inφm) = 1√
N

exp(i2πmnN ) = Φ(N)

n±N (φm), (5.11)

etiquetada por el subconjunto cíclico n ∈ ZN , que también son ortonormales y completas
bajo el producto interno en S1

(N)
,

(
Φ

(N)

n ,Φ
(N)

n′

)
(N)

= δnn′ ,

N−1∑
n=0

Φ
(N)

n (φm)∗Φ
(N)

n (φm′) = δm,m′ . (5.12)

Regresando a (5.5) con (x, y) en coordenadas polares,

x = r cos θ, y = r sin θ, r ∈ [0,∞), θ ∈ (−π, π] = S1, (5.13)

y tomando para f◦(φm) la base de funciones (5.11) sobre los puntos discretos de S1(N),
las N soluciones para la ecuación de Helmholtz discreta, se escriben de la forma

fn(r, θk) =
1√
N

∑
m∈S1

(N)

exp[iκr(cos θk cosφm + sin θk sinφm)]Φ
(N)

n (φm)

=
1√
N
ein(θk+π/2)

∑
m∈S1

(N)

exp(iκr sinϕm) exp(−inϕm), (5.14)
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habiendo reemplazado ϕm := θk − φm + 1
2π en la suma sobre los N puntos discretos

sobre el círculo. Siguiendo a Miller [67, Cap.1], la fase al frente de (5.14), ein(θk+π/2) =

ine2πink/N = inΦ
(N)

n (θk), es extraída para escribir las funciones como

fn(r, θk) = in
√
NB

(N)

n (ρ) Φ
(N)

n (θk), (5.15)

donde el factor radial B(N)

n (ρ), ρ := κr, define las funciones de Bessel discretas. De
(5.14), estas funciones son reales y sus paridades, usando coeficientes {Cn, Sn} = {1, 0}
para n par y {0, 1} para n impar, pueden ser escritas como

B
(N)

n (ρ) :=
1

N

∑
m∈S1

(N)

exp(iρ sinϕm) [Cn cos(nϕm)− iSn sin(nϕm)]

=
1

N

∑
m∈S1

(N)

exp(iρ sinϕm)×


cos(nϕm), npar,

−i sin(nϕm), nimpar.
(5.16)

La distinción entre casos pares e impares de n es sutil pero importante para obtener el
resultado de todas las n’s [68]. Tal distinción resulta en que las propiedades cíclicas y
paridades de las funciones de Bessel continuas Jn(ρ) de orden entero, se mantienen

B
(N)

n (ρ) = B
(N)

n±N (ρ) = (−1)nB
(N)

−n (ρ) = (−1)nB
(N)

n (−ρ), B
(N)

n (0) = δn,0, (5.17)

así como relaciones que se mostrarán en la siguiente sección. Una onda plana de número
de onda κ a lo largo del eje y en un medio de Helmholtz tal que solo permite N direc-
ciones de propagación equidistantes sobre el círculo, puede ser obtenida por medio de
las funciones de Bessel discretas usando la relación de completez (5.12) para expandirla
en la forma

exp(iρ sinϕm) = B
(N)

0 (ρ) + 2
N−1∑
n=1

B
(N)

2n (ρ) cos(2nϕm) + 2i
N−1∑
n=0

B
(N)

2n+1(ρ) sin((2n+ 1)ϕm),

(5.18)
mostrando que las funciones de Bessel discretas pueden tomar el lugar de las funciones
continuas [53, Eq.KU120(13)] en los sistemas de naturaleza discreta. Por el esquema de
discretización utilizado (5.7), es claro que

lim
N→∞

B
(N)

n (ρ) −→ Jn(ρ), (5.19)

un hecho que se hace evidente en la sección 5.5.

5.3 Identidades lineales

Las funciones de Bessel discretas Bn(ρ) (en adelante se omitirá el súper índice (N))
obedecen diversas identidades bien conocidas para el caso continuo. La transformada de
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la serie de Fourier sobre el círculo puede discretizarse directamente a la transformada
sobre N puntos en expresiones lineales. Para simplificar, se usará el llamado

factor de Neumann: εn := 2− δn,0 =

{
1, n = 0,
2, n 6= 0.

(5.20)

Este factor permite escribir de forma compacta la suma sobre órdenes pares de las
funciones de Bessel discretas,

j∑
n=−j

B2n(ρ) =

j∑
n=0

εnB2n(ρ), (5.21)

la cual es el caso especial ϕk = 0 de la suma sobre órdenes pares e impares,

j∑
n=0

εnB2n(ρ) cos(2nϕk) = cos(ρ sinϕk), (5.22)

j∑
n=0

B2n+1(ρ) sin((2n+1)ϕk) = 1
2 sin(ρ sinϕk), (5.23)

que pueden provarse usando relaciones trigonométricas y las relaciones de paridad de
las funciones discretas de Bessel. Las ecuaciones (5.22) y (5.23) pueden compararse con
las ecuaciones [53, Eq.KU120(14), p.935] y [53, Eq.KU120(15), p.935], respectivamente,
que se cumplen para las funciones de Bessel continuas.

5.4 Identidad de Graf

Una suma de términos cuadráticos fue encontrada por Neumann en 1867 para órdenes
enteros, posteriormente fue extendida por Graf en 1893 para órdenes reales, y desde
entonces se conoce como fórmula de Graf [69, Sec.7.6.2,Eq.(6)]. Su origen en teoría de
grupos es la transformación lineal de armónicos esféricos Yl,m(θ, φ) a través de funciones
d de Wigner bajo rotación alrededor del eje y en contracción al grupo euclidiano [70].
En tal límite, tanto los armónicos esféricos como las funciones d de Wigner se vuelven
funciones de Bessel y conducen a la fórmula

∞∑
n=−∞

Jn(x)Jn′−n(x′) = Jn′(x+ x′), (5.24)

que puede ser vista como un desplazamiento y convolución de argumentos e índices.
Las funciones de Bessel discretas Bn(ρ) satisfacen una fórmula correspondiente para
N = 2j + 1, esto es

2j∑
n=−2j

Bn(ρ)Bn′−n(ρ′) = Bn′(ρ+ ρ′). (5.25)
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Para probar esta relación, se reemplazarán las funciones discretas (5.17) y se considerarán
las propiedades (5.18), lo que permitirá la suma sobre los N términos. El lado izquierdo
de la fórmula discreta de Graf, es

2j∑
n=−2j

Bn(ρ)Bn′−n(ρ′) =
1

N2

2j∑
n=−2j

j∑
k,k′=−j

exp i(ρ sinϕk + ρ′ sinϕk′)

×[Cn cos(nϕk)− iSn sin(nϕk)] (5.26)
×[Cn′−n cos((n′ − n)ϕk′)− iSn′−n sin((n′ − n)ϕk′)].

La suma sobre n actúa sobre los dos factores que separan los casos de paridad. Para n′

par, la suma sobre n se vuelve

2j∑
n=−2j

[
CnCn′−n cos(nϕk) cos((n′−n)ϕk′) + SnSn′−n sin(nϕk) sin((n′−n)ϕk′)

]
= N cos(n′ϕk) δk, k′ ,

(5.27)

mientras para n′ impar la suma es

−i
2j∑

n=−2j

[
CnSn′−n cos(nϕk) sin((n′−n)ϕk′) + SnCn′−n sin(nϕk) cos((n′−n)ϕk′)

]
= −iN sin(n′ϕk)δk, k′ .

(5.28)

Esto acerca los factores del lado izquierdo de (5.25) a la definición de Bn′(ρ + ρ′).
Sustituyendo (5.27) y (5.28) en (5.26), se obtiene

2j∑
n=−2j

Bn(ρ)Bn′−n(ρ′) = (5.29)

1

N

j∑
k,k′=−j

exp i(ρ sinϕk + ρ′ sinϕk′)
[
C̃k,k

′

n′ cos(n′ϕk)− iS̃k,k
′

n′ sin(n′ϕk)
]
,

donde se han usado los coeficientes,

C̃k,k
′

n′ =

{
0, n′ impar,
δk, k′ , n′ par, S̃k,k

′

n′ =

{
δk, k′ , n′ impar,
0, n′ par. (5.30)

Los índices k y k′ se reducen a una sola suma, donde los exponentes se unen para formar
el término (ρ+ ρ′) sinϕk y la identidad (5.25) se cumple,

1

N

j∑
k=−j

exp(i (ρ+ρ′) sinϕk)
[
Cn′ cos(n′ϕk)− iSn′ sin(n′ϕk)

]
= Bn′(ρ+ρ′). (5.31)
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Las simetrías (5.17) indican que la suma sobre 2N − 1 puntos puede se reducida a N
sumandos introduciendo el factor de Neumann εn (5.20). Así, para n′ = 0 y ρ = −ρ′, la
identidad de Graf conduce a

2j∑
n=−2j

[
Bn(ρ)

]2
=

2j∑
n=0

εn

[
Bn(ρ)

]2
= 1, (5.32)

que corresponde a fórmulas bien conocidas para las funciones de Bessel continuas, con
sumas infinitas [53, Eq.WA44, p.934]. La identidad de Graf para funciones de Bessel
discretas conduce a diversas fórmulas conocidas, usando las simetrías (5.17). Hasta este
momento se había considerado a la variable de posición ρ como contínua, en adelante se
considerarán posiciones discretas.

5.5 Aproximaciones del discreto al continuo

En esta sección se indican las igualdades aproximadas por Bn(m) ∼= Jn(m), donde
m ∈ Z es la variable de posición, y se reporta el error cuadrático medio en rangos de
los parámetros (n,m) sobre una malla de enteros en la mitad superior del plano n−m.
Para diferentes valores de N , se mide el mérito de la aproximación a través del error
cuadrático medio,

∆(N)
n :=

1

N

N−1∑
m=0

(
Jn(m)−BN

n (m)
)2
. (5.33)

El espacio de un sistema discreto de N = 2j + 1 puntos {xm}2jm=0 es generado por un
conjuto de N funciones independientes Jn(xm). Las gráficas en la figura 5.1, contienen
intervalos de m más allá de [0, 2j]. Excelentes aproximaciones entre valores de las
funciones de Bessel discretas y continuas en la malla (n,m) se encuentran en el primer
cuadrante, para n + m < N − 1; en el íntervalo [0, 2j], el error cuadrático medio entre
los valores es ∆(321)

n < 10−16, para j = 160. La figura 5.1 muestra que el intervalo
de coincidencia entre funciones discretas y continuas crece al tomar valores cada vez
mayores de N y el error entre ellas decrece, lo que hace evidente que en el límite N →∞,
las funciones de Bessel discretas convergen a las funciones de Bessel continuas. En la
siguiente sección, se utilizará esta característica para definir una transformada discreta
de Bessel entre funciones de posición m y modos n para un entero dado j.

Ahora se enlistan otras fórmulas bien conocidas para las funciones de Bessel conti-
nuas, y son remplazadas por sus versiones discretas; se da un rango de coincidencia y el
valor del error en la aproximación. Entre ellas, se encuentran

2

j∑
n=0

(−1)nB2n+1(m) =̃ sin(m), (5.34)

j∑
n=0

εn(−1)nB2n(m) =̃ cos(m), (5.35)
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Figura 5.1: Comparación de valores de funciones de Bessel discretas B2j+1
n (m) (círculos abieros) y

funciones de Bessel continuas Jn(m) (lineas) en los mismo rangos. Se muestran los casos para j ∈
{10, 30, 50}, (i.e., N ∈ {21, 61, 101} puntos discretos), para órdenes n ∈ {0, 10, 30, 50}, sobre los
rangosm ∈ [0, 3j] de posición. El error cuadrático medio es menor que 10−16 en los rangos n+m ≤ N−1.

que pueden ser comparadas con [53, WH(1,2), p.934]. Recordando que en estas fórmulas
el argumento del seno y el coseno es entero m ∈ {−j,−j + 1, . . . , j}. Para mostrar la
comparación entre estas funciones discretas y las funciones continuas, se presenta la
figura 5.2. El error cuadrático medio entre ellas es ≈ 10−6.

Las gráficas mostradas en la figura 5.3, corresponden a n = 1 y m ∈ [−j, j], las
aproximaciones son

j∑
k=0

B1(m cosϕk) cosϕk =̃
sinm

m
=: sincm, (5.36)

j∑
k=0

B1(m cosϕk) =̃
1− cosm

m
=: coscm. (5.37)

que se aproximan con un error cuadrático medio menor que 10−6 para j = 50.
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Figura 5.2: Comparación de las fórmulas dadas por (5.34) y (5.35) para enteros m ∈ [0, 100] (círculos
abiertos), con sin(m) y cos(m) para posiciones continuas m (linea) en el mismo rango; aquí, j = 50 y
N = 101.

Figura 5.3: Comparación de valores de funciones continuas y funciones de Bessel discretas, en los
lados derecho e izquierdo de las fórmulas (5.36) y (5.37), como antes, con líneas continuas y círculos
abiertos, en los mismos rangos para j = 50, N = 101.

5.6 Transformada de Bessel discreta

Considérese la matríz B =‖ Bn,m ‖ de tamaño N × N , con Bn,m := Bn(m), esta
matríz es el kernel de la transformada de Bessel discreta. Cualquier conjunto de N
vectores linealmente independientes puede usarse para definir un espacio vectorial de
dimensión N ; a pesar de que dicha independencia lineal no ha podido ser probada aquí,
verificaciones numéricas de detB 6= 0 hacen plausible esta conclusión. Por lo tanto, dada
una función de N posiciones fm, será transformada por la matriz B en una función f̃n
de N modos. La matriz inversa C := B−1 recuperará la función original de posiciones,

f̃n :=

N−1∑
m=0

Bn,m fm, fm =

N−1∑
n=0

Cm,nf̃n, CB = 1. (5.38)

Los elementos de la matríz B aproximan cercanamente los valores de Jn(m) sobre una
malla de enteros en la región 0 ≤ n + m ≤ N − 1. Nótese que Bn,0 = δn 0 = Jn(0),
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y que para 0 < m < n, Jn(m) y Bn(m) tienen valores muy pequeños. Los valores
comienzan a oscilar con amplitud máxima cuando m ≈ n y decrecen como ∼ m−1/2 a
lo largo del eje de posición m. Por lo tanto, la matríz B es efectivamente una matríz
triángular superior y su determinante estará dado por el producto de sus N elementos
diagonales, DN := detB ≈

∏N−1
n=0 Bn(n). Este determinante decrece rápidamente: para

N = {5, 11, 21, 51}, se encuentra DN ≈ {10−2, 2× 10−6, 7× 10−14, 10−39}. Esto reduce
la estabilidad numérica de calculos para N ’s grandes, impidiendo que exista la transfor-
mada de Bessel discreta para N � 1, pero no impide la existencia para valores pequeños
de N .

Las transformadas integrales o en series cuyo kernel involucra funciones de Bessel
son bastante diferentes de (5.38). La transformada de Hankel de orden n tiene kernel
∼ (pq)1/2Jn(pq), entre espacios de funciones f(q) y f̃(p); La serie armónica de Fourier-
Bessel contiene el kernel ∼ Jn(kn,mr) e

inφ en coordenadas polares, con enteros n,m y
kn,m siendo las frecuencias permitidas por las condiciones de frontera circulares. Otras
series detalladas en el tratado de Watson [64] son la c-serie de Neumann con kernel
∼ Jn+c(r), la c-serie de Kapteyn con ∼ Jn+c((n+c)r), y la µ-serie Schlömlich con Jn(µr),
para transformar entre funciones fn con n entero y f̃(r) sobre r continua. Como se puede
ver, ninguna tiene la estructura simple de la transformada de Bessel discreta (5.38).

5.7 Conclusiones

Después de las funciones trigonométricas, las funciones cilíndricas –en especial las fun-
ciones de Bessel– pueden ser consideradas como las más importantes en la física matemática.
Las funciones de Bessel tienen importantes propiedades en la teoría de grupos como ele-
mentos de matríz de representaciones irreducibles para los grupos euclidianos de rota-
ciones y traslaciones [71].

Las funciones trigonométricas son la base de las tres distintas transformaciones:
la transformada de Fourier integral, la serie de Fourier y la transformada de Fourier
finita. Las tres relacionadas a través de límites continuos y discretizaciones de la línea
real R, los enters Z y los enteros módulo N , ZN . Tal discretización de las funciones
generadoras fueron usadas aquí en Jn(m) sobre Z para definir las funciones de Bessel
discretas B(N)

n (m) sobre ZN . De hecho, la posición puede ser discreta o continua; como
ocurre en el caso de la transformada de Fourier finita, las N fases sobre el círculo pueden
ser desplazadas libremente.

El interés sobre las funciones de Bessel discretas fue propuesto en la referencia [68] de
tal modo que la discretización de señales con decaimiento, propagación de ondas radiales
o dispersión en dos o más dimensiones pueden considerarse como una superposición de
modos normales de Bessel.
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Capítulo 6

Funciones de Mathieu discretas

Las coordenadas elípticas sobre el plano generalizan las coordenadas polares del desa-
rrollo hecho en el capítulo anterior. Las coordenadas elípticas se definen en términos de
coordenadas cartesianas de la forma

x = cosh % cosψ, y = sinh % sinψ, % ∈ [0,∞), ψ ∈ (−π, π] = S1. (6.1)

donde (%, ψ) son análogos de las coordenadas polares (r, φ) por lo que se mantendrán
los nombres ‘radial’ y ‘angular’ para las variables. Para % o φ fija, los puntos (x, y) ∈ R2

que satisfacen
x2

cosh2%
+

y2

sinh2%
= 1,

x2

cos2ψ
− y2

sin2ψ
= 1. (6.2)

definen familias de elipses confocales o hiṕerbolas, respectivamente; véase la figura 6.1.
En % = 0, ψ ∈ S1 dibuja dos veces la línea entre los focos (x, y) = (±1, 0) para ψ = (0, π).
Los semiejes mayor y menor de las elipses son cosh % y sinh % respectivamente, por lo
que sus excentricidades son 1/ cosh %, que tienden al círculo cuando % → ∞. Por otro
lado, para ψ ∈ S1 en cada uno de los cuadrantes, dado que % ≥ 0, únicamente uno de
los cuatro brazos de la hipérbola es marcado. Por lo tanto, se esperan cuatro casos de
paridad de las dos reflexiones a través de los ejes x y y. Comparando el caso polar,
también r ≥ 0 pero todas las reflexiones son equivalentes, tal que (−1)n provee los dos
casos de paridad de las funciones de Bessel. Los resultados de este trabajo se encuentran
en el manuscrito [73].

6.1 Funciones angulares de Mathieu discretas

La ecuación diferencial de Helmholtz (4.1), escrita en coordenadas elípticas (6.1), es
claramente separable,

[(∂2% + κ2 cosh2%) + (∂2ψ − κ2 cos2ψ)] f(%, ψ) = 0, (6.3)

de modo que las soluciones pueden ser escritas en la forma del producto f(%, ψ) ∼
P (%)Ψ(ψ). Dividiendo por f , se obtienen dos ecuaciones acopladas en % y ψ, la última
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Figura 6.1: Conjunto discreto de puntos equiespaciados sobre elipses (6.1) de las coordenadas angu-
lares {ψm} ∈ S1

N para N = 21, e hipérbolas para coordenadas radiales % ∈ {0.5, 1, 1.5}.

es una ecuación de eigenvalores en la coordenada angular,

(∂2ψ − 2q cos 2ψ) Ψ(ψ, q) = νΨ(ψ, q), q := 1
4κ

2, (6.4)

conocida como ecuación diferencial angular de Mathieu. La coordenada angular ψ es
periódica y un método de solución bien conocido consisite en expandir soluciones de
(6.4) en la base de Fourier ∼ exp(inψ) sobre todos los enteros n. Esto define las fun-
ciones de Mathieu de primer tipo (funciones angulares) cen(ψ, q) y sen(ψ, q) con n entero
[65], caracterizada por un índice de paridad p ∈ {0, 1} para casos pares e impares [53,
Eq.(8.61)]. En una expresión de dos líneas los casos pueden ser escritos como[

ce2n+p(ψ, q)

se2n+p(ψ, q)

]
=

∞∑
s=0

[
A2n+p

2s+p cos((2s+p)ψ)

B2n+p
2s+p sin((2s+p)ψ)

]
. (6.5)

Las paridades son: par cen(−ψ, q) = cen(ψ, q), impar sen(−ψ, q) = −sen(ψ, q), y
se0(ψ, q) ≡ 0. Los coeficientes A2n+p

2s+p y B2n+p
2s+p se encuentran introduciendo el desar-

rollo (6.5) en (6.4) para encontrar relaciones de recursión [53, Eq.(8.62)]. También es
posible escribirlos usando la serie de Fourier,[

Ans
Bn
s

]
=

1

π

∫
S1

dψ
[

cos(sψ) cen(ψ, q)

sin(sψ) sen(ψ, q)

]
, (6.6)

para n 6= 0, mientras An0 = (2π)−1
∫
S1 cen(ψ, q)dψ y Bn

0 ≡ 0. Las funciones de
Mathieu angulares (6.5) son ortogonales sobre el círculo bajo el producto interno (7.6),
〈cem, cen〉 = πδm,n, 〈sem, sen〉 = πδm,n para n 6= 0 –cero otro caso, y (cem, sen)◦ = 0.

Ahora restringimos el rango de la coordenada angular ψ de S1 a S1
(N)

, mostrado para
las coordenadas elípticas en la figura 6.1, en correspondencia con el desarrollo hecho en
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Figura 6.2: Funciones angulares de Mathieu discretas vs. continuas para N = 41, q = 2. Los valores
de las funciones discretas ce(N)

n (ψm, q) y se(N)
n (ψm, q) en ψm, 0 ≤ m ≤ N−1, son indicadas por círculos.

Las funciones de Mathieu continuas cen(ψ, q) y sen(ψ, q) están marcadas por líneas negras en todo el
rango 0 ≤ ψ < 2π. La diferencia es menor que 10−16 para todos los puntos ψm.

el capítulo anterior para las funciones de Bessel, siguiendo el esquema de discretización
desarrollado en la sección 7.1. Entonces se definen las funciones angulares de Mathieu
discretas sobre ψm ∈ S1(N)

, como[
ce(N)

2n+p(ψm, q)

se(N)

2n+p(ψm, q)

]
:=

N−1∑
s=0

[
a2n+p2s+p cos((2s+p)ψm)

b2n+p2s+p sin((2s+p)ψm)

]
, (6.7)

con coeficientes ans , bns . La transformada de Fourier finita sobre N puntos los aproxima
mediante la sustitución (7.7) en (6.6), tal que[

ans
bns

]
:=

1

N

N−1∑
m=0

[
cos(sψm) ce(N)

n (ψm, q)

sin(sψm) se(N)
n (ψm, q)

]
' 1

2

[
Ans
Bn
s

]
, (6.8)

para s 6= 0, mientras que an0 = An0 , bn0 = 0, y b0s = 0.
La relación (6.8) es una igualdad aproximada, cuya validez depende del cálculo

numérico y de la comparación entre los coeficientes de las minúsculas y las mayús-
culas dentro de un rango de sus índices en, 0 ≤ n, s ≤ N − 1, que a su vez se refleja
en las funciones de Mathieu discretas. En la figura 6.2 se compara un muestreo de fun-
ciones angulares de Mathieu continuas con su aproximación discreta (6.7). Las funciones
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Figura 6.3: Comparación entre las funciones angulares de Mathieu discretas ce(N)

0 (ψm, q) cuyo argu-
mento se ha graficado continuo ψm ∈ S1 (línea gris) vs. la función angular de Mathieu continua cen(ψ, q)
(línea negra), para número de puntos N ∈ {5, 11, 21} y q = 2. Los puntos discretos ψm ∈ S1

(N) son el
conjunto de puntos de intersección.

angulares de Mathieu discretas satisfacen relaciones de ortogonalidad bajo el producto
interno discreto (7.9),

(ce(N)
n , ce(N)

n′ )(N) = 1
2Nδn,n′ , (se(N)

n , se(N)

n′ 6=0)(N) = 1
2Nδn,n′ , (ce(N)

n , se(N)

n′ )(N) = 0. (6.9)

Por construcción las paridades de las funciones angulares de Mathieu discretas también
son: par ce(N)

n (−ψm, q) = ce(N)
n (ψm, q), e impar se(N)

n (−ψm, q) = −se(N)
n (ψm, q).

En este punto es ilustrativo indagar en el modo en que las funciones discretas apro-
ximan a las continuas. Considérese como ejemplo ce

(N)

0 (ψm, q), cuya definición permite
calcularlo de forma continua, ψm ∈ S1, y compararla con ce0(ψ, q) en todo el intervalo
[0, 2π]. En la figura 6.3, se hace para N pequeños, observando que donde las líneas
continuas de ψm toman sus valores, se cruzan con la línea –propiamente continua–
de ψ; aunque las líneas se cruzan también en otros puntos, las línea siguen siendo
notablemente distintas. Las líneas se cruzan en más puntos que los correspondientes
a ψm con m ∈ {0, 1, . . . , N − 1} debido a que la simetría de las funciones angulares
permitiría que m tome valores semi-enteros, m ∈ {0, 12 , 1,

3
2 , 2, . . . , N −

3
2 , N − 1}, pero

este desarrollo se limita a considerar m entera porque, siguiendo el método de Miller,
las funciones (6.7) se utilizarán para encontrar las correspondientes funciones radiales
discretas; incluir m semi-entera permitiría ejes de reflexión en el grupo, dicho de otro
modo, convertiría un valor impar de N en una cantidad par de puntos. Como muestra la
figura 6.3, la aproximación no es válida para todo ψ, sino únicamente en los direcciones
radiales ψm = 2πm/N .

6.2 Funciones radiales de Mathieu discretas

Procediendo como en (7.14), pero usando las funciones angulares de Mathieu discretas
ce

(N)

n y se
(N)

n se obtienen soluciones de Helmholtz fn(%, ψk) sobre el plano por paridades
y subíndices n, que darán lugar a las funciones radiales de Mathieu discretas, que serán
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correspondientemente indicadas como Ce
(N)

n (%, q) y Se
(N)

n (%, q),[
f c
2n+p(%, ψk)

f s
2n+p+1(%, ψk)

]
=

1

N

N−1∑
m=1

[
ce(N)
n (ψm, q)

se(N)
n (ψm, q)

]
exp[iκ(x cosψm + y sinψm) (6.10)

=:

[
cn(q) Ce(N)

n (%, q) ce(N)
n (ψk, q)

sn(q) Se(N)
n (%, q) se(N)

n (ψk, q)

]
, (6.11)

donde cn(q) y sn(q) son constantes. Usando las coordenadas elípticas donde el factor
angular ha sido discretizado x(%, ψk) = cosh % cosψk y y(%, ψk) = sinh % sinψk en (6.1),
el exponente en la fase es entonces iκ = 2i

√
q veces x cosψm+y sinψm = cosh % cosψk×

cosψm + sinh % sinψk sinψm. Como fue hecho antes, se extraen las nuevas funciones
radiales discretas usando las relaciones de ortogonalidad (6.9),[

Ce(N)

2n+p(%, q)

Se(N)

2n+p+1(%, q)

]
=

[
1/N c2n+p(q) ce(N)

2n+p(ψk, q)

1/N s2n+p+1(q) se(N)

2n+p+1(ψk, q)

]N−1∑
m=0

[
ce(N)

2n+p(ψm, q)

se(N)

2n+p+1(ψm, q)

]
× exp[2i√q (cosh % cosψk cosψm + sinh % sinψk sinψm)].

(6.12)

Los coeficientes frente a la suma serán ahora determinados considerado valores específicos
para la coordenada ‘angular’ ψ ↔ ψk, comparándolos con expresiones de las funciones
radiales de Mathieu continuas obtenidas como expresiones integrales, tabuladas en [53,
§6.92]. Allí los exponentes aparecen con un solo sumando, ya sea seno o coseno. Esto
ocurre en (6.12) solo para ψk = 0 o 1

2π. A pesar de que el segundo valor no se encuentra
en el conjunto S1

(N)
, dado que N es impar, en la expresión (6.12) ψk es solo un parámetro.

Considerando el caso de paridad p = 0 y el ángulo ψ = 1
2π en (6.12), la fórmula se

reduce a[
Ce(N)

2n (%, q)

Se(N)

2n+1(%, q)

]
=

[
Kc

2n

Ks
2n+1

]N−1∑
m=0

[
ce(N)

2n (ψm, q)

se(N)

2n+1(ψm, q)

]
exp(2i

√
q sinh % sinψm), (6.13)

donde los coeficientes al frente de la suma se han expresado de forma genérica Kc
2n y

Ks
2n+1. Comparando esta fórmula con las expresiones integrales tabuladas en [53, §6.92],

a saber [
Ce2n(%, q)

Se2n+1(%, q)

]
=

[
ce2n(0, q)/2π A2n

0

−ise′2n+1(0, q)/2π B
2n+1
1
√
q

]
×
∫
S1

dψ
[

ce2n(ψ, q)

se2n+1(ψ, q)

]
exp(2i

√
q sinh % sinψ),

(6.14)

se concluye que los coeficientes (6.13), identificando antes 2π ↔ N , A2n
0 = a2n0 y B2n+1

1 '
2b2n+1

1 , son

Kc
2n =

ce2n(0, q)

a2n0 N
, Ks

2n+1 =
−i se′2n+1(0, q)

2b2n+1
1
√
q N

. (6.15)
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Figura 6.4: Funciones radiales de Mathieu discretas vs. continuas en el intervalo 0 ≤ % < 3.3,
para N ∈ {5, 11, 21} y con q = 2. Las funciones discretas Ce(N)

n (%, q) y Se(N)
n (%, q) con el argumento

continuo % (línea gris), es comparada con las funciones continuas Cen(%, q) y Sen(%, q) (línea negra
delgada). Donde ambas coinciden con error menor o igual a 10−16 son reemplazadas con líneas negras
gruesas. Las funciones radiales de Mathieu, cuando son calculadas con el algorítmo comercial Wolfram
Mathematica c© oscilan fuertemente después de un valor superior que disminuye con valores crecientes
de q.

donde se′n(0, q) := d sen(ψ, q)/dψ|ψ=0. En la figura 6.4, se muestra una comparación
entre funciones radiales de Mathieu discretas y continuas, notando que las dos líneas
coinciden muy bien en el rango % ∈ [0, π), pero el algorítmo de Wolfram Mathematica c©,
usado para calcular las funciones continuas, oscila fuertemente más allá de π. Ahora
considérese el caso de paridad p = 1 en el valor ψ = 0. La línea superior en (6.12), lleva
a

Ce(N)

2n+1(%, q) = Kc
2n+1

N−1∑
m=0

ce(N)

2n+1(ψm, q) exp(2i
√
q cosh % cosψm), (6.16)

que se comparará con la integral de la función radial de Mathieu continua en [53, §6.92],

Ce2n+1(%, q) =
i ce′2n+1(

1
2π, q)

2πA2n+1
1
√
q

∫
S1

dψ ce2n+1(ψ, q) exp(2i
√
q cosh % cosψ), (6.17)

donde ce′2n+1(ψ, q) es una derivada de la función de Mathieu. De nuevo, explorando las
correspondencias, N ↔ 2π y A2n+1

1 ' 2a2n+1
1 , se concluye que la constante en (6.16) es

Kc
2n+1 =

i ce′2n+1(
1
2π, q)

2 a2n+1
1
√
q N

. (6.18)

El últmo caso a ser considerado es el de paridad p = 1 e índice par, identificado
como Se2n+2(%, q). Este caso presenta un problema, porque la suma es identicamente
cero para ψ = 0 y 1

2π dadas las paridades en los términos de la suma. Sin embargo,
es diferente de cero en el intervalo 0 < ψ < 1

2π, entonces, escogiendo ψ = 1
4π, ambos
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sumandos en el exponente se vuelven 1/
√

2, y se puede escribir

Se(N)

2n+2(%, q) = Ks
2n+2

N−1∑
m=0

se(N)

2n+2(ψm, q)

× exp[i
√

2q (cosh % cosψm + sinh % sinψm)].

(6.19)

Este caso no se puede comparar directamente con su contraparte continua, porque no
existe una fórmula integral correspondiente en [53, §6.92]. La ausencia de una expresión
integral de onda plana similar para las funciones de Mathieu continuas ha sido notado
en [76] sin explicación. Sin embargo, en este trabajo se ha revisado numéricamente la
aproximación del discreto al continuo a través de la expresión

Se(N)

2n+2(%, q) ' −ise2n+2(i%, q) = Se2n+2(%, q), (6.20)

que es una igualdad para funciones continuas, cf. [53, 8.611.4 y 8.631.4]. Para 0 < % < 2
la diferencia en (6.20) es menor que 10−14. Se hace notar que, en general, las funciones
discretas radiales y angulares de Mathieu no se relacionan intercambiando el argumento
por un valor imaginario, tal como lo hacen las funciones continuas de Mathieu, ya que
las sumas (6.5) involucrarían términos hiperbólicos, esto es

Se(N)

2n+p+1(%, q) 6= −ise
(N)

2n+p+1(i%, q) =
N−1∑
m=0

b2n+p+1
2m+p+1 sinh[(2m+p+1)%]. (6.21)

6.3 Conclusiones

Tal como se expresó un desarrollo de onda plana en términos de funciones de Bessel
discretas (7.18), una afirmación similar será válida cuando el campo de ondas se desar-
rolla en funciones discretas de Mathieu con las fases determinadas por los puntos de
una elipse, como se representa en la figura 6.1. Es posible que tales campos puedan
producirse en microcavidades bidimensionales resonantes alimentadas por una serie de
canales de activación.

El tratamiento completo y la exploración de las propiedades para la función discreta
de Mathieu que aquí se presenta no es exhaustivo, pero debería ser suficiente para
indicar que el método de aproximación que consiste en la sustitución de un subgrupo
continuo cerrado del grupo de simetría de una ecuación diferencial parcial por un grupo
discreto finito es definitivamente de interés. En el presente caso de dos dimensiones,
el grupo ortogonal fue reducido al grupo diédrico. En tres dimensiones, la simetría
euclidiana podría reducir su subgrupo de rotación tridimensional por cualquiera de sus
subgrupos poliédricos, cuyas funciones pueden servir para describir campos de ondas
con un subconjunto correspondientes de direcciones de propagación de ondas. Aquí se
ha presentado un conjunto de relaciones cuya cercanía de aproximación fue estimada
mediante cálculo numérico, y otras que sólo han sido sugeridas por ese enfoque.



70 Funciones de Mathieu discretas



71

Parte III

Estructuras Algebraicas en Sistemas
Optomecánicos
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Una cavidad optomecánica, tipo Fabry-Perot, es un sistema compuesto por dos es-
pejos macroscópicos separados por una distancia L y un campo electromagnético cuan-
tizado entre ellos, uno de los espejos se encuentra fijo mientras que el segundo describe
una trayectoria oscilante, el acoplamiento entre los espejos y el campo se debe a la pre-
sión de radiación [77]. En el modelo más simple y más usado se considera un solo modo
del campo electromagnético acoplado a un solo modo del oscilador mecánico. Cuando
los fotones del campo se reflejan sobre los espejos perfectos, existe una transferencia de
momento entre el campo y el espejo, como la resonancia de la cavidad depende de su
longitud, el desplazamiento mecánico afecta a su vez al campo dentro de la cavidad [78].

El estudio de los sistemas optomecánicos se ha venido desarrollando desde 1967
cuando Braginskĭı y Manukin [79] realizaron trabajos pioneros con cavidades de mi-
croondas. Desde entonces, una gran cantidad de experimentos [80, 81, 82] y trabajos
teóricos han descubierto y descrito fenómenos sorprendentes debidos a la transferencia
de momento de fotones hacia átomos y objetos macroscópicos. Entre ellos se encuentra
la emisión de fotones de un espejo con movimiento no uniforme [83], efecto Casimir
dinámico [84, 85, 86], generación de estados comprimidos [94], mediciones cuánticas sin
destrucción [87], etc..

En todos estos avances tiene un papel fundamental la capacidad de describir teóri-
camente los sistemas físicos en consideración, de modo que se pueda encontrar –a través
del modelo en cuestión–, la dirección apropiada de indagación experimental, así como
la interpretación y manipulación de los datos obtenidos en las mediciones. En física
cuántica, la formulación hamiltoniana ha resultado ser una de las formas más efectivas
para describir la dinámica de los sistemas. Sin embargo, en muchas ocasiones, a pesar
de que se pueda plantear el hamiltoniano del sistema la soluciónes no son accesibles por
métodos convencionales, por lo que su descripción se limita a situaciones estacionarias
o se utilizan métodos de aproximación.

Los métodos algebraicos de Lie han demostrado ser de gran utilidad para abor-
dar sistemas cuánticos. Recientemente se ha abordado con estos métodos el sistema
formado por una cavidad optomecánica con un átomo de dos niveles en su interior
acoplado al campo de la cavidad [88], el sistema formado por dos hamiltonianos de
Jaynes–Cummings [89], el oscilador paramétrico en un medio de Kerr [90], entre otros.

En esta sección se utilizan los métodos de Lie para encontrar el operador de evolución
temporal de un sistema formado por una cavidad optomecánica con dos modos de campo
electromagnético en su interior, débilmente acoplados entre sí. Cuando los operadores
que forman el hamiltoniano de un sistema son los generadores de un álgebra de Lie, es
posible mapear la trayectoria descrita por el hamiltoniano en el álgebra, a una trayectoria
en el grupo asociado a dicha álgebra a través del mapeo exponencial. En física cuántica,
esta relación se cumple gracias a la ecuación tipo Schrödinger que satisface el operador
de evolución temporal. Usando el esquema de Schwinger, se encuentra que el álgebra
subyacente al sistema es so(3,2); una vez encontrado de forma exacta el operador de
evolución temporal, se estudia el efecto Casimir dinámico y la influencia del acoplamiento
de los modos de la cavidad.
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Capítulo 7

Conceptos básicos

7.1 Esquema de Schwinger

En 1952, J. Schwinger introdujo un tratamiento del momento angular (para j = 1
2),

basado en el método de segunda cuantización, que permite implementar un enfoque de
teoría de grupos con las técnicas de operadores explícitos de la mecánica cuántica [91].

Considerese dos conjuntos de operadores de creación-aniquilación {â†i , âi} con las
relaciones de conmutación usuales [â†i , âj ] = δi,j , i, j = 1, 2, y sus respectivos operadores
de número n̂i = â†i âi. Se define un espacio |n1, n2〉 = |n1〉 ⊗ |n2〉, tal que

|n1, n2〉 =
(â†1)

n1(â†2)
n2

√
n1!
√
n2!

|0, 0〉, âi|0, 0〉 = 0, (7.1)

entonces,
n̂1|n1, n2〉 = n1|n1, n2〉, n̂2|n1, n2〉 = n2|n1, n2〉 (7.2)

los estados (7.1) son eigenestados de los operadores de número. Se introduce una nueva
identificación del producto y combinación lineal de los operadores â†i y âi,

Ĵ+ := â†1â2, Ĵ− := â1â
†
2, Ĵz := 1

2(n̂1 − n̂2), (7.3)

K̂+ := â†1â
†
2, K̂− := â1â2, K̂0 := 1

2(n̂1 + n̂2 + 1), (7.4)

cuyas relaciones de conmutación son:[
Ĵ+, Ĵ−

]
= 2Ĵz,

[
Ĵz, Ĵ±

]
= ±Ĵ±, (7.5)

[
K̂+, K̂−

]
= −2K̂0,

[
K̂0, K̂±

]
= ±K̂±, (7.6)

de modo que el conjunto de operadores {Ĵ+, Ĵ−, Ĵz} son los generadores del álgebra su(2)
y el conjunto {K̂+, K̂−, K̂0} generan el álgebra so(2,1). Si se interpreta al sistema como
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un conjunto de bosones donde n1 es el número de espines ‘arriba’ y n2 es el número de
espines ‘abajo’, entonces la acción de los operadores (7.3) y (7.4), es

Ĵz |n1, n2〉 = 1
2(n1 − n2) |n1, n2〉 = m |n1, n2〉, (7.7)

con m = 1
2(n1 − n2) siendo la proyección en z;

Ĵ+ |n1, n2〉 =
√
n2(n1 + 1) |n1 + 1, n2 − 1〉, (7.8)

Ĵ+ crea un espín arriba y destruye un espín abajo, entonces la proyección en la compo-
nente z crece una unidad;

Ĵ− |n1, n2〉 =
√
n1(n2 + 1) |n1 − 1, n2 + 1〉, (7.9)

Ĵ− destruye un espín arriba y crea un espín abajo, entonces la componente z decrece
una unidad;

K̂0 |n1, n2〉 = 1
2(n1 + n2 + 1) |n1, n2〉 = (j + 1

2) |n1, n2〉, (7.10)

con j = 1
2(n1 + n2) siendo el espín total del sistema;

K̂+ |n1, n2〉 =
√

(n1 + 1)(n2 + 1) |n1 + 1, n2 + 1〉, (7.11)

K̂+ crea un espín arriba y también crea un espín abajo, de modo el espín total aumenta
una unidad pero la componente en z no cambia;

K̂− |n1, n2〉 =
√
n1n2 |n1 − 1, n2 − 1〉, (7.12)

K̂− destruye un espín arriba y también destruye un espín abajo, de modo que el espín
total disminuye una unidad, pero la proyección en z no cambia.

Por su parte los operadores de Casimir Ĵ2 = Ĵ2
z + 1

2(Ĵ+Ĵ− + Ĵ−Ĵ+) y K̂2 = K̂2
0 −

1
2(K̂+K̂− + K̂−K̂+) adquieren la forma

Ĵ2 |n1, n2〉 = j(j + 1) |n1, n2〉 = (K̂0 − 1
2)(K̂0 + 1

2) |n1, n2〉
= (K̂2

0 − 1
4) |n1, n2〉, (7.13)

K̂2 |n1, n2〉 = (m2 − 1
4) |n1, n2〉 = (Ĵz − 1

2)(Ĵz + 1
2) |n1, n2〉

= (Ĵ2
z − 1

4) |n1, n2〉. (7.14)

Diversas construcciones de estos operadores han sido utilizadas para describir sistemas
bosónicos [92, 93].



Hamiltoniano efectivo del sistema 77

7.2 Hamiltoniano efectivo del sistema

El sistema descrito en este trabajo está modelado por el hamiltoniano propuesto por
C. K. Law en el artículo [78]. En esta sección se presentan someramente las ideas que
conducejeron a Law al hamiltoniano efectivo para la radiación dentro de una cavidad
optomecánica con un medio dieléctrico.

Considérese una cavidad unidimensional formada por dos espejos perfectamente re-
flectantes, separados por una distancia L. Uno de los espejos está fijo en x = 0 y el otro
oscila en la trayectoria x = q(t). El espacio entre espejos contiene un medio dieléctrico
no dispersivo, lineal y sin pérdida. La permitividad eléctrica dependerá del tiempo y la
posición ε(x, t) y la permeabilidad magnética se considerará constante.

Considerando únicamente polarización lineal, la ecuación de onda que satisface el
potencial vectorial Λ(x, t) del sistema, es

∂2xΛ(x, t) = ∂t [ε(x, t)∂tΛ(x, t)] , Λ(0, t) = Λ(q(t), t) = 0. (7.15)

La cuantización del campo se logra construyendo un operador Λ̂(x, t) asociado al vector
potencial, tal que las soluciones a (7.15) satisfagan las siguientes relaciones de con-
mutación:

[Λ̂(x, t), Λ̂(x′, t)] = [π̂(x, t), π̂(x′, t)] = 0, (7.16)

[Λ̂(x, t), π̂(x′, t)] = iδ(x− x′), (7.17)

donde x, x′ ∈ (0, L). El operador π̂(x, t) := ε(x, t)∂tΛ̂(x, t) es el momento conjugado.
La descripción de la interacción entre el espejo oscilante y el campo puede ser muy
complicada, pero considerando que Λ̂(x, t) desapacece en las fronteras se logra considerar
el efecto de dichas oscilaciones en una forma simplificada a través de la trayectoria q(t).
La dinámica hamiltoniana se puede recuperar utilizando la base especial dependiente
del tiempo {φk(x, t)}, que cumple con la ecuación diferencial de Hill

∂2xφk + ε(x, t)ω2
k(t)φk(x, t) = 0, φk(0, t) = φk(q(t), t) = 0, (7.18)

con eigenvalores ωk(t). Un caso especial de la ecuación de Hill es la ecuación angular de
Mathieu, la ecuación radial no es un caso especial debido a que el producto ε(x, t)ω2(t)
debe ser una función periódica de x. Nótese que en esta base t sólo es un parámetro.
Este conjunto de funciones es ortonormal y completo en el espacio (0, q(t)),∫ q(t)

0
ε(x, t)φn(x, t)φ∗m(x, t)dx = δn,m, (7.19)

y son descritas detalladamente por la teoría de Floquet. Por lo tanto, Λ̂(x, t) y π̂(x, t)
pueden ser expandidas en términos de φk(x, t),

Λ̂(x, t) =
∑
k

Q̂k(t)φk(x, t), π̂(x, t) =
∑
k

P̂k(t)φk(x, t), (7.20)



78 Conceptos básicos

donde Q̂k(t) y P̂k(t) están definidas como

Q̂k(t) =

∫ q(t)

0
ε(x, t)Λ̂(x, t)φk(x, t)dx, P̂k(t) =

∫ q(t)

0
π̂(x, t)φk(x, t)dx. (7.21)

Como consecuencia de las relaciones de conmutación (7.16), los operadores (7.21) gene-
ran un semigrupo de oscilador para cada k,

[Q̂k(t), Q̂j(t)] = [P̂k(t), P̂j(t)] = 0, (7.22)

[Q̂k(t), P̂j(t)] = iδk,j , t ∈ R+, (7.23)

por lo que resulta natural identificar a Q̂k(t) y P̂k(t) como operadores de posición y mo-
mento, respectivamente. Usando los operadores (7.21) se definen operadores de creación-
aniquilación para pasar al espacio de Fock,

â†k = (2ωk(t))
−1/2

[
ωk(t)Q̂k − iP̂k

]
, âk = (2ωk(t))

−1/2
[
ωk(t)Q̂k + iP̂k

]
. (7.24)

La derivada de estos operadores conducirá a las derivadas de los operadores de posición
y momento,

d
dt
Q̂k = P̂k +

∑
j

Gk,j(t)Q̂j(t),
d
dt
P̂k = −ω2(t)Q̂k −

∑
j

Gj,k(t)P̂j(t), (7.25)

Gk,j(t) := −
∫ q(t)

0
ε(x, t)φk(x, t)∂tφj(x, t)dx. (7.26)

Comparando directamente las derivadas de (7.24) con sus correspodientes ecuaciones de
movimiento de Heisenberg, se encuentra que la forma final del hamiltoniano del sistema
es

H =
∑
k

ωk(t)â
†
kâk+i

∑
k

ξk(t)
[
(â†k)

2 − (âk)
2
]
+ 1

2 i
∑
k,j
k 6=j

µk,j

[
â†kâ
†
j + â†kâj − âj âk − â

†
j âk

]
,

(7.27)
donde se han introducido los coeficientes

ξk(t) = 1
2Gk,k(t) +

1

4ωk(t)

d
dt
ωk(t), µk,j(t) =

(
ωk(t)

ωj(t)

)1/2

Gk,j(t). (7.28)

Inspeccionando el hamiltoniano (7.27) se puede identificar que ωk(t) es la frecuencia de
oscilación del k-ésimo modo del campo electromagnético dentro de la cavidad y ξk(t)
es su correspondiente término de squeezing; µk,j(t) son los términos de acoplamiento
intermodal. El hamiltoniano (7.27) describe procesos no adiabáticos de dos tipos, el
primero se debe a los términos â†kâj que dispersan fotones de un modo a otro sin cambiar
el número total de fotones, el segundo se debe a los términos â†kâ

†
j y (â†k)

2 que crean
pares de fotones desde el estado de vacío.
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Capítulo 8

Efecto Casimir dinámico

Se denomina efecto Casimir dinámico (ECD) a la generación de fotones desde el estado
cuántico de vacío como consecuencia de la dependencia temporal de las condiciones de
frontera de una cavidad optomecánica. El primero en mostrar teóricamente la existencia
de esta posibilidad, fue G. T. Moore [84], en 1970; pero el nombre con el que se conoce
actualmente a este fenómeno fue sugerido 19 años después [85, 86].

Frecuentemente, el ECD es estudiado con un modelo hamiltoniano, cuyo ingrediente
principal es que el efecto del cambio de longitud de la cavidad debido a la trayectoria
oscilante de uno de los espejos se introduce mediante parámetros dependientes del tiempo
[94, 95]. Existen estudios realizados con este modelo, que muestran que el acomplamiento
resonante entre modos de una cavidad optomecánica en una dimensión o más, produce
un decremento del número de fotones emitidos [96, 97, 98].

En este capítulo se estudia el problema desde un enfoque algebraico. Para ello se
usa el hamiltoniano efectivo descrito en el capítulo anterior y se utiliza el esquema de
Schwinger para identificar el álgebra que generan los operadores del sistema. Posterior-
mente se utilizan métodos de Lie para encontrar el operador de evolución temporal, lo
que permite evaluar el número de fotones en cada modo y su suma.

8.1 Estructura algebraica del modelo

En ausencia del medio dieléctrico y considerando únicamente dos modos, el hamiltoniano
(7.27) para una cavidad optomecánica en el régimen débilmente acoplado, adquiere la
forma:

ˆ̃H(t) =

2∑
k=1

ωk(t)â
†
kâk + iξ(t)

2∑
k=1

[
(â†k)

2 − (âk)
2
]

+ i12

2∑
j 6=k=1

µk,j(t)
[
â†kâ
†
j + â†kâj − âj âk − â

†
j âk

]
, (8.1)
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donde se ha considerado ξ1(t)=ξ2(t)=ξ(t). Aquí âk y â†k son los operadores bosónicos
que satisfacen la relación de conmutación [âk, â

†
j ] = δkj . Una elección apropiada para la

trayectoria del espejo, propuesta por C. K. Law [78], es

q(t) = L exp
(q0
L

sin Ωt
)
, (8.2)

siedo L la longitud de la cavidad en equilibrio, q0 � L es la amplitud de oscilación
del espejo y Ω es la frecuencia de oscilación. Entonces, la frecuencia instantánea de los
modos, el término de squeezing y los coeficientes de acoplamiento intermodal adquieren
la forma

ωk(t) =
kπ

L
exp

(
−q0
L

sin Ωt
)
, ξ(t) = − q0

4L
Ω sin Ωt,

µk,j(t) = −q0
L

Ω cos Ωt
j k

j2 − k2

(
k

j

)1/2

. (8.3)

El hamiltoniano (8.1) está formado por diez operadores que pueden interpretarse en el
esquema de Schwinger. Se introducen las definiciones (7.3) y (7.4),

Ĵ+ = â†1â2, Ĵ− = â1â
†
2, Ĵz = 1

2(n̂1 − n̂2), (8.4)

K̂+ = â†1â
†
2, K̂− = â1â2, K̂0 = 1

2(n̂1 + n̂2 + 1), (8.5)

interpretando a los operadores â†k y âk como los operadores de creación-aniquilación de
cada modo de la cavidad. Se sabe de las relaciones de conmutación (7.5) y (7.6), que
los operadores (8.3) y (8.4) generan un álgebra su(2) y so(2,1), respectivamente, pero
representan sólo seis de los diez operadores del sistema. Los otros cuatro surgen de las
relaciones de conmutación entre ellos, que en esta representación son:[

Ĵ+, K̂+

]
= (â†1)

2,
[
Ĵ−, K̂+

]
= (â†2)

2, (8.6)[
Ĵ+, K̂−

]
= −(â2)

2,
[
Ĵ−, K̂−

]
= −(â1)

2, (8.7)[
Ĵz, K̂±

]
=
[
K̂0, Ĵ±

]
=
[
Ĵz, K̂0

]
= 0. (8.8)

Por simplicidad se harán las definiciones:

Â+
1 := (â†1)

2, Â−1 := (â1)
2, Â+

2 := (â†2)
2, Â−2 := (â2)

2. (8.9)

De modo que el hamiltoniano se puede escribir en términos del conjunto de operadores
H̃ = {Ĵz, Ĵ+, Ĵ−, K̂0, K̂+, K̂−, Â

+
1 , Â

−
1 , Â

+
2 , Â

−
2 , Î}, siendo Î el operador identidad. El

hamiltoniano (8.1), se escribe de la forma

ˆ̃H(t) = ω0(t)K̂0 + ωz(t)Ĵz + iξ(t)
2∑

k=1

(
Â+
k − Â

−
k

)
(8.10)

+ iµ+(t)
(
K̂+ − K̂−

)
− iµ−(t)

(
Ĵ+ − Ĵ−

)
− ω0(t)Î .
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con los coeficientes definidos

ω0(t) = ω1(t) + ω2(t), ωz(t) = ω1(t)− ω2(t),

µ+(t) = 1
2 (µ1,2(t) + µ2,1(t)) , µ−(t) = 1

2 (µ1,2(t)− µ2,1(t)) . (8.11)

El operador Î sólo añadirá una fase global al sistema, [Î , Ô] = 0 para todo Ô ∈ H̃, por
lo que, en la representación de Heisenberg puede ser ignorado. Se considerará que la
dinámica del sistema está completamente descrita por

Ĥ(t) = ˆ̃H(t) + ω0(t)Î . (8.12)

Para identificar el álgebra del sistema, se calcularán relaciones de conmutación de los
operadores: [

Ĵ±, K̂±

]
= ±Â±1 ,

[
Ĵ±, K̂∓

]
= ∓Â∓2 , (8.13)[

Ĵ±, Â
±
1

]
= 0,

[
Ĵ±, Â

∓
1

]
= ∓2K̂∓, (8.14)[

Ĵ±, Â
±
2

]
= ±2K̂±,

[
Ĵ±, Â

∓
2

]
= 0, (8.15)[

K̂±, Â
±
1

]
= 0,

[
K̂±, Â

∓
1

]
= ∓2Ĵ∓, (8.16)[

K̂±, Â
±
2

]
= 0,

[
K̂±, Â

∓
2

]
= ∓2Ĵ±, (8.17)

Además, se puede identificar que cada conjunto {K̂0 + Ĵz, Â
+
1 , Â

−
1 } y {K̂0− Ĵz, Â+

2 , Â
−
2 }

genera un álgebra so(2,1),[
Â+

1 , Â
−
1

]
= −4(K̂0 + Ĵz),

[
Â+

2 , Â
−
2

]
= −4(K̂0 − Ĵz), (8.18)[

K̂0 + Ĵz , Â
±
1

]
= ±2Â±1 ,

[
K̂0 − Ĵz , Â±2

]
= ±2Â±2 , (8.19)[

Â±1 , Â
±
2

]
=
[
Â±1 , Â

∓
2

]
= 0, (8.20)

Observando las relaciones de conmutación (7.5)–(7.6), (8.6)–(8.8) y (8.13)–(8.20), se
identifica que el conjunto H = {Ĵz, Ĵ+, Ĵ−, K̂0, K̂+, K̂−, Â

+
1 , Â

−
1 , Â

+
2 , Â

−
2 } genera el ál-

gebra no compacta so(3,2), que contiene las subálgebras so(2,1) ⊕ su(2) y otras dos
subálgebras so(2,1) [99].

El álgebra so(3,2) tiene 10 generadores:

4 compactos −→ 2 centros: K̂0, Ĵz y 2 rotaciones : Ĵ+, Ĵ−
6 no compactos −→ 6 boost: K̂+, K̂−, Â

+
1 , Â

+
2 , Â

−
1 , Â

−
2

(8.21)
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8.2 Mapeo exponencial del álgebra so(3,2)

Dado que el conjunto de operadores H, forma el álgebra de Lie so(3,2) –de dimensión
10, compleja y simple–, entonces, para t ∈ R cualquier combinación lineal

Ĥ(t) =
10∑
j=1

hj(t)Ôj (8.22)

con Ôk ∈ H es una curva en so(3,2). En la teoría de grupos de Lie, toda álgebra está
asociada a un grupo a través del mapeo exponencial, esto es, para todo elemento Ô ∈ g
siendo g un álgebra de Lie, existe una familia paramétrica Ĝ(α) en el grupo G asociada
al elemento Ô mediante el mapeo exponencial

Ĝ(α) =
∞∑
n=0

αn

n!
Ôn =: eαÔ, (8.23)

donde α pertenece a algún campo, usualmente al campo de los reales o los complejos.
El grupo asociado al álgebra so(3,2) mediante el mapeo (8.23) se denota como SO(3,2),
de modo que cualquier curva en so(3,2) define una curva en SO(3,2).

En física cuántica existe una relación completamente análoga entre el hamiltoniano
del sistema Ĥ y el operador de evolución temporal Û(t). Esta relación se debe a que el
operador de evolución temporal satisface una ecuación tipo Schrödinger,

i
d

dt
Û(t) = Ĥ(t)Û(t), Û(0) = Î , t ∈ R. (8.24)

En el caso particular en que los operadores que forman el hamiltoniano generan un
álgebra de Lie, tal como en (8.22), entonces cada elemento del álgebra cumplirá con una
ecuación diferencial,

i
d

dt
Û
Ôk

(t) = α̇k(t)ÔkÛÔk
(t), Û

Ôk
(0) = Î , (8.25)

cuya solución es de la forma (8.23), pero donde el parámetro α = α(t) se vuelve una
función del tiempo. De este modo, el operador de evolución del sistema resulta ser el
producto

Û(t) =

dim(g)∏
k=1

eαk(t)Ôk , (8.26)

este resultado es conocido como teorema de Wei-Norman [100], y provee una solución
exacta a la ecuación (8.24). Este método involucra una cantidad de funciones αk(t) igual
a la dimensión del álgebra en cuestión, en este caso implica 10 funciones, las cuales se
definirán de acuerdo al orden del producto (8.26).

Para conocer estas las funciones αk(t) se desarrolla la derivada en la ecuación (8.24),

i
d

dt
Û(t) = i

10∑
k=1

α̇k(t)
k−1∏
i=1

Ad(αi(t)Ôi)Ôk Û(t), (8.27)
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donde α̇i(t) = dαi(t)/dt y Ad(αi(t)Ôi) denota la acción adjunta de SO(3,2) sobre so(3,2),

Ad(αi(t)Ôi)Ôk = eαi(t)ÔiÔke
−αi(t)Ôi , eαi(t)Ôi ∈ SO(3,2), Ôk ∈ so(3,2). (8.28)

Comparando (8.22), (8.24) y (8.27) se obtiene,

Ĥ(t) =

10∑
j=1

hj(t)Ôj = i
10∑
k=1

α̇k(t)

k−1∏
i=1

Ad(αi(t)Ôi)Ôk. (8.29)

Por la propiedad de grupo, se tiene que

k−1∏
i=1

Ad(αi(t)Ôi)Ôk =

10∑
j=1

Mj,kÔj (8.30)

sustituyendo en (8.29), se sigue

10∑
j=1

hj(t)Ôj = i
10∑
k=1

α̇k(t)
10∑
j=1

Mj,kÔj = i
10∑
j=1

10∑
k=1

Mj,kα̇k(t)Ôj (8.31)

de donde se encuentra una expresión que relaciona las funciones hi(t) y α̇i(t), es decir, se
obtiene un sistema de diez funciones diferenciales ordinarias de primer orden acopladas,

hj(t) = i
10∑
k=1

Mj,kα̇k(t), j ∈ {1, . . . , 10}, (8.32)

que se puede expresar en forma matricial,

h(t) = iM α̇(t), α̇(t) = −iM−1 h(t). (8.33)

Existen varias formas de encontrar los elementosMj,k usando estos generadores, una
forma de hacerlo es calcular la acción adjunta de todos los generadores en SO(3,2) sobre
so(3,2), utilizando la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff.

Debido a la no conmutatividad del álgebra so(3,2), se debe elegir el orden en que
se expresará el desenredamiento (8.26). De acuerdo a la definición bosónica de los
generadores del álgebra, se elige un orden que sigue de cerca el ordenamiento normal de
uso común en la mecánica cuántica,

U(t) = eα1(t)Â
+
1 eα2(t)Â

+
2 eα3(t)K̂+eα4(t)Ĵ+eα5(t)Ĵ−eα6(t)K̂0eα7(t)Ĵzeα8(t)Â

−
1 eα9(t)Â

−
2 eα10(t)K̂− .

(8.34)
Siguiendo el orden (8.34), después de calcular todas las acciones (8.28) y siguiendo la
ecuación (8.30), se encuentra que los elementos de matriz Mj,k son los siguientes:
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Mj,1 = δj,1, Mj,2 = δj,2, Mj,3 = δj,3, (8.35)

Mj,4 = −α3δj,1 − 2α2δj,3 + δj,4, (8.36)

Mj,5 = −α4(2α1 − α3α4)δj,1 + (−α3 + 2α2α4)δj,2

− 2(α1 − α2α
2
4)δj,3 − α2

4δj,4 + δj,5 + 2α4δj,7, (8.37)

Mj,6 = −α1δj,1 − α2δj,2 − α3δj,3 + δj,6, (8.38)

Mj,7 = [α3α4(1 + α4α5)− α1(1 + 2α4α5)] δj,1 + [α2(1 + 2α4α2)− α3α5] δj,2

+ [2α2α4(1 + α4α5)− 2α1α5] δj,3 − α4(1 + α4α5)δj,4 + α5δj,5

+ (1 + 2α4α5)δj,7, (8.39)

eα6+α7Mj,8 = (2α1 − α3α4)
2δj,1 + (α3 − 2α2α4)

2δj,2 + 2(2α1 − α3α4)(α3 − 2α2α4)δj,3

+ 2α4(2α1 − α3α4)δj,4 − 2(α3 − 2α2α4)δj,5

− 4 [α1 − α4(α3 − α2α4)] δj,6 − 4(α1 − α2α
2
4)δj,7 + δj,8

+ α2
4δj,9 − 2α4δj,10, (8.40)

eα6−α7Mj,9 = [2α1α5 − α3(1 + α4α5)]
2 δj,1 + [α3α5 − 2α2(1 + α4α5)]

2 δj,2

+
[
4α2α3(1 + α4α5)

2 − 2α5(4α1α2 + α2
3)(1 + α4α5) + 4α1α3α

2
5

]
δj,3

+ 2(1 + α4α5) [2α1α5 − α3(1 + α4α5)] δj,4

− 2α5 [α3α5 − 2α2(1 + α4α5)] δj,5

−4
[
α2(1 + α4α5)

2 − α3α5(1 + α4α5) + α1α
2
5

]
δj,6

+4
[
α2(1 + α4α5)

2 − α1α
2
5

]
δj,7

+α2
5δj,8 + (1 + α4α5)

2δj,9 − 2α5(1 + α4α5)δj,10, (8.41)

eα6Mj,10 =
[
2α1α3(1 + 2α4α5)− α2

3α4(1 + α4α5)− 4α2
1α5

]
δj,1

+
[
2α2α3(1 + 2α4α5)− 4α2

2α4(1 + α4α5)− α2
3α5

]
δj,2

+
[
(α2

3 + 4α1α2)(1 + 2α4α5)− 4α2α3α4(1 + α4α5)− 4α1α3α5

]
δj,3

+2 [α3α4(1 + α4α5)− α1(1 + 2α4α5)] δj,4

+2 [α3α5 − α2(1 + 2α4α5)] δj,5

+2 [2α2α4(1 + α4α5)− α3(1 + 2α4α5)− 2α1α5] δj,6

−4 [α1α5 + α2α4(1 + α4α5)] δj,7 − α5δj,8

−α4(1 + α4α5)δj,9 + (1 + 2α4α5)δj,10. (8.42)
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Mientras que el vector h(t) está determinado por los coeficientes en (8.12),

h(t) =
(
iξ(t), iξ(t), iµ+(t), −iµ−(t), iµ−(t), ω0(t), ωz(t), −iξ(t), −iξ(t), −iµ+(t)

)
.

(8.43)
En este punto se conoce todo lo necesario para plantear y resolver el sistema de ecua-
ciones (8.32), Una vez que ha sido resuelto, el operador de evolución temporal Û(t) está
completamente determinado y se puede estudiar la evolución del sistema. En este tra-
bajo se ha utilizado el programa Wolfram Mathematica c© para resolver numéricamente
el sistema de ecuaciones diferenciales.

8.3 Evolución temporal del sistema

La dinámica del sistema será descrita en términos de los operadores de creación-aniquilación
de los modos de la cavidad representados en el esquema de Heisenberg. Aplicando el
operador de evolución temporal (8.34), se encuentra

Û †(t)âÛ(t) = â(t) = U(t)â (8.44)

donde se han utilizado las definiciones

U(t) :=


u11 u12 u13 u14
u∗12 u∗11 u∗14 u∗13
u31 u32 u33 u34
u∗32 u∗31 u∗34 u∗33

 , â :=


â1
â†1
â2
â†2

 , (8.45)

y cada elemento de matriz ui,j = ui,j(t) está definido a través de las funciones αk(t):

u11 = (1 + α4α5)e
1
2
(α6+α7) − 2α8(2α1 − α3α4)e

− 1
2
(α6+α7)

+ α10 (2α1α5 − α3(1 + α4α5)) e
− 1

2
(α6−α7), (8.46)

u12 = (2α1 − α3α4)e
− 1

2
(α6+α7), (8.47)

u13 = α4e
1
2
(α6−α7) − α10(2α1 − α3α4)e

− 1
2
(α6+α7),

+ 2α9 (2α1α5 − α3(1 + α4α5)) e
− 1

2
(α6−α7) (8.48)

u14 = − (2α1α5 − α3(1 + α4α5)) e
− 1

2
(α6−α7), (8.49)

u31 = α5e
1
2
(α6+α7) − 2α8(α3 − 2α2α4)e

− 1
2
(α6+α7)

+ α10(α3α5 − 2α2α4α5 − 2α2)e
− 1

2
(α6−α7),

u32 = (α3 − 2α2α4)e
− 1

2
(α6+α7), (8.50)

u33 = e
1
2
(α6−α7) − α10(α3 − 2α2α4)e

− 1
2
(α6+α7)

+ 2α9(α3α5 − 2α2α4α5 − 2α2)e
− 1

2
(α6−α7), (8.51)

u34 = −(α3α5 − 2α2α4α5 − 2α2)e
− 1

2
(α6−α7). (8.52)



86 Efecto Casimir dinámico

Figura 8.1: En la gráfica superior izquierda se muestra la evolución temporal del valor esperado de
los modos 〈n̂1(t)〉 (línea roja) y 〈n̂2(t)〉 (línea azul) cuando se encuentran acoplados. En la gráfica
inferior izquierda se muestra la suma de ambos modos. También se muestra una comparación de los
modos cuando se encuentran acoplados y cuando no lo están. La gráfica superior derecha muestra la
comparación del modo uno y la gráfica inferior derecha muestra la comparación del modo 2. En estos
cálculos se consideran los valores L = 1, q0 = 1/12 y Ω = 2. El tiempo se encuentra expresado en
unidades atómicas.

De modo que cada operador ‘escalera’ en la representación de Heisenberg es una com-
binación de los cuatro operadores ‘escalera’ en la representación de Schrödinger, con
coeficientes que dependen del tiempo. Lo primero que se analizará es el valor esperado
del número de fotones en cada modo expresando el operador de número de la forma

n̂k(t) = Û †(t)n̂kÛ(t) = Û †(t)â†kÛ(t)Û †(t)âkÛ(t) = â†k(t)âk(t), (8.53)

donde se ha utilizado la unitariedad del operador de evolución temporal Û †(t)Û(t) = Î.
Los valores esperados se calcularán tomando como estado inicial el estado vacío |0〉⊗|0〉.

En la figura 8.1 se muestra la evolución temporal del número promedio de fotones
para cada modo de la cavidad, además de mostrar el comportamiento que manifiestan
si eliminamos el acoplamiento en el modelo. Se representan en color rojo las cantidades
del modo uno y en color azul las que corresponden al modo dos. Dado que la frecuencia
del espejo oscilante está en resonancia con el modo uno, el número promedio de fotones
en este modo se incrementa rápidamente mientras el número de fotones del modo dos
incrementa lentamente y presenta algunas fluctuaciones. Es bien conocido que en condi-
ciones de resonancia la generación de fotones de un solo modo alcanza un crecimiento
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Figura 8.2: La primera fila muestra los valores esperados 〈n̂1(t)〉 (línea roja) y 〈n̂2(t)〉 (línea azul),
la segunda muestra la suma de ambos modos. En la columna izquierda se ha considerado L = 1.5,
mientras que en la columna derecha el valor es L = 2. Como antes, el tiempo se encuentra en unidades
atómicas.

exponencial, aquí se muestra que ocurre el mismo crecimiento aun en presencia de un
segundo modo acoplado débilmente, sin embargo, el modo no resonante sí parece ser
afectado por el coplamiento.

En la figura 8.2, se muestra la evolución temporal de los valores esperados del número
de fotones, pero la longitud L ha sido modificada, adquiriendo valores 1.5 y 2, esto cambia
directamente la razón q0/L. En la figura 8.1 los casos mostrados corresponden al valor
q0/L = 1/12, en la figura 8.2 se muestran casos con valores q0/L = 1/18 y 1/24. El
cambio de la longitud de equilibrio de la cavidad, también modifica la expresión para la
frecuencia de oscilación de los modos, véanse las expresiones (8.3). En el caso, L = 1.5
puede verse que ambos modos entran en resonancia, sin embargo la generación de fotones
es menor que cuando únicamente un modo lo hace. Cuando L = 2, es el segundo modo
el que se encuentra en resonancia, el primer modo aumenta lentamente su número de
fotones mientras presenta grandes fluctuaciones.
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8.4 Conclusiones

En este capítulo se ha estudiado la estructura algebraica de un sistema optomecánico.
Se encontró que el hamiltoniano del sistema describe una curva en el álgebra so(3,2), por
lo tanto, el operador de evolución temporal se encuentra en el grupo SO(3,2). Utilizando
métodos de Lie se desarrolló la forma exacta del operador de evolución temporal y una
expresión ‘desenredada’ para facilitar su aplicación sobre los operadores del sistema.

El tratamiento algebraico realizado en este trabajo provee expresiones exactas para la
dinámica, además permite utilizar el esquema de Heisenberg para estudiar las propiedades
del sistema. Los resultados encontrados demuestran su validéz al estar en concordancia
con estudios realizados previamente, en el régimen de acoplamiento resonante de dos
modos [96], sin embargo se presentaron resultados que van más allá de dicho caso al
considerar parámetros que dependen del tiempo, incluídas las frecuencias de oscilación.
Este tratamiento se puede aplicar para cualquier trayectoria q(t), además, una vez cal-
culada la evolución temporal de los operadores de creación-aniquilación resulta sencillo
estudiar otros fenómenos en el sistema, tal como generación de estados comprimidos.
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