
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA
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137 p
2021



Resumen

Uno de los mecanismos propuestos para explicar las velocidades de escape de estrellas
de neutrones es la emisión anisotrópica de neutrinos debida a la presencia de campos
magnéticos intensos. En las primeras etapas de la evolución de estos objetos astrof́ısicos,
en donde la producción de neutrinos es mayor, las interacciones entre neutrinos y el medio
que conforma a la estrella implican que el camino libre medio de los neutrinos es mucho
menor que el radio de la estrella, por lo que la emisión asimétrica se diluye y su efecto no
es suficiente para explicar las velocidades observadas en las estrellas.

En este trabajo se estudió la posibilidad de que los neutrinos puedan tener un cambio
en su quiralidad, producido por la presencia de un posible momento magnético. Si los
neutrinos, originalmente izquierdos, cambian su quiralidad y se convierten en derechos,
sus interacciones con la materia se suprimen y pueden escapar libremente de la estrella,
siempre y cuando el tiempo que les tome cambiar de quiralidad sea menor que el tiempo
que les tome recorrer un camino libre medio. Esta condición implica una cota inferior al
momento magnético del neutrino, pues si éste es menor que 4.7 × 10−15µB, donde µB
es el magnetón de Bohr, el mecanismo de cambio de quiralidad no será eficiente y por
lo tanto los neutrinos interactuarán con la materia de la estrella antes de cambiar de
quiralidad. Esta cota inferior, junto con la cota superior, deducida a partir del ĺımite de
luminosidad de supernovas, da un intervalo de valores para el momento magnético del
neutrino 4.7× 10−15 ≤ µν/µB ≤ (0.1− 0.4)× 10−11.

Si el momento magnético del neutrino se encuentra dentro del intervalo encontrado,
entonces el mecanismo de cambio de quiralidad es un mecanismo eficiente para explicar las
velocidades de escape de las estrellas de neutrones, que se pueden obtener al considerar la
anisotroṕıa en la emisión causada por la presencia del campo magnético.

En este trabajo se estudió la emisión asimétrica de neutrinos del núcleo de una proto-
estrella de neutrones, el cual está compuesto por materia de quarks extraños magnetizada.
A partir de la termodinámica de este gas, se pudo calcular la velocidad de escape de las
estrellas. Los resultados obtenidos son consistentes con las velocidades observadas en los
pulsares y abarcan el rango de radios y campos magnéticos que se cree que tienen los
núcleos de las protoestrellas de neutrones.

Este trabajo está organizado como sigue: En el Caṕıtulo 1 se da una introducción
histórica a los objetos compactos, en particular a las estrellas de neutrones, a los neutrinos
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y a la relación entre las estrellas de neutrones y los neutrinos; además, se presentan algunas
cantidades observadas y se plantea el problema de las velocidades de escape. En el Caṕıtulo
2 se presentan los principales resultados sobre la f́ısica de las estrellas de neutrones, como
el Ĺımite de Chandrasekhar, su estructura, su composición, su evolución y, además, se
expone el modelo más simple de enfriamiento de las estrellas de neutrones. En el Caṕıtulo
3 se plantea con detenimiento el problema de las velocidades de escape y se presentan
los principales mecanismos que se han considerado para estudiar este fenómeno. En el
Caṕıtulo 4 se muestran los principales resultados de la f́ısica de los neutrinos dentro del
Modelo Estándar de part́ıculas elementales, como la Ecuación de Dirac, el Modelo de
Weinberg-Salam y la masa de los neutrinos dentro de esta teoŕıa; además, se presentan las
interacciones de neutrinos en medios densos y calientes, con especial enfoque en el camino
libre medio de los neutrinos en el interior de las estrellas de neutrones; finalmente se hace
una introducción a la f́ısica de los neutrinos más allá del Modelo Estándar, como la masa
de los neutrinos, las oscilaciones y sus propiedades electromagnéticas, poniendo énfasis
en el momento magnético que tienen los neutrinos masivos. En el Caṕıtulo 5 se presenta
el formalismo de las teoŕıas de campos a temperatura finita, dentro del formalismo de
integrales de camino y de operadores, que se utiliza para obtener una expresión para la
tasa de producción de neutrinos derechos, y en el Caṕıtulo 6, se obtiene expĺıcitamente
la tasa de producción de neutrinos derechos, utilizándola para determinar un intervalo
de valores del momento magnético del neutrino, dentro del cual, el proceso de cambio de
quiralidad es eficiente. En el Caṕıtulo 7 se muestra el cálculo de las velocidades de escape
de estrellas de neutrones y se presentan los resultados obtenidos, siempre que el valor del
momento magnético del neutrino esté dentro del intervalo propuesto. Finalmente, en el
Caṕıtulo 8, se presentan las conclusiones de este trabajo.
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Volkoff y un ĺımite superior para la masa . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2.2. La estructura interna de una estrella de neutrones y su composición 16
2.3. Evolución de una estrella de neutrones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Fábrega, el Dr. Atahualpa Kraemer y el Dr. Manuel Torres Labansat.

vii



viii



“Entre los muchos y variados estudios sobre las letras y las artes, con los que se
vivifican las inteligencias de los hombres, pienso que principalmente han de

abarcarse y seguirse con el mayor afán las que versan sobre las cosas más bellas y
más dignas del saber. Tales son las que tratan de las maravillosas revoluciones del
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cielo y que finalmente explican la forma total. Pues, ¿qué hay más hermoso que el
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Caṕıtulo 1

Introducción

Desde tiempos prehistóricos, la humanidad ha observado el cielo y los cuerpos celestes
que están presentes en él, más aun, los ha utilizado como métodos de orientación y para
medir el paso del tiempo. Después de siglos de observación, se empezaron a encontrar
patrones en el movimiento de dichos cuerpos, y se hizo el intento de describir su movimiento
y entenderlo. Con la llegada de las grandes civilizaciones de la antigüedad, la descripción fue
cada vez más precisa y se empezaron a predecir los movimientos observados, incluso algunas
culturas fueron capaces de deducir las diferentes naturalezas de los cuerpos celestes que a
simple vista parećıan ser similares, solamente por sus distintos movimientos, por ejemplo,
se observaron cinco estrellas cuyo movimiento era errante con respecto a las demás, por lo
que se les llamó planetas, del griego estrella errante o vagabunda. Incluso, algunas culturas
como las que florecieron en la antigua Mesopotamia o en la civilización maya antigua,
atribuyeron un carácter divino a los planetas.

Con el advenimiento de la astronomı́a moderna en Occidente, en particular del estudio
de las estrellas, se comenzaron a formular algunas preguntas sobre la evolución estelar:
¿Las estrellas nacen? y si es aśı, ¿cómo y bajo qué condiciones lo hacen?, ¿cómo viven y
qué cambios sufren a lo largo de su vida?, ¿las estrellas mueren? y si lo hacen, ¿qué queda
después? La respuesta a algunas de estas preguntas ha ido cambiando históricamente, pues
la concepción aristotélica, que permeó en gran parte de la antigüedad y de la edad media,
era que la esfera estelar, y todo lo que conteńıa era imperturbable, por lo que las estrellas
no pod́ıan morir ni nacer. Gracias a la observación de las ahora llamadas supernovas, aśı
como la utilización del telescopio con fines astronómicos, se observó que la esfera estelar
no era imperturbable, y por tanto, las estrellas pod́ıan nacer, evolucionar e incluso morir.
De especial interés para este trabajo son las preguntas relativas a su muerte y a lo que que
queda después.

A partir de los estudios de termodinámica y la mecánica de fluidos, Frank H. Shu [1]
establece dos importantes propiedades que gobiernan a las estrellas ordinarias:

(a) Las estrellas ordinarias son un fluido auto gravitante y, por lo tanto, tienen que estar
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2 Introducción

calientes en su interior para que la presión evite el colapso gravitacional.

(b) El espacio exterior es obscuro y fŕıo, por lo que existe un flujo de calor continuo de
la estrella al universo.

Si la estrella se comporta como un gas clásico, no hay equilibrio termodinámico bajo esas
circunstancias y la estrella se pondrá cada vez más caliente en comparación con el universo.
La presión, que expande, no será suficiente para que la estrella se mantenga en equilibrio
con la gravedad, que comprime, y eventualmente la estrella morirá con una explosión más
o menos violenta. Los astrónomos creen que hay cuatro posibles escenarios para lo que
queda después de que una estrella muere [1]:

Nada: si la explosión es suficientemente violenta, toda la materia será dispersada por
el universo. En palabras de Shu, esto seŕıa “la máxima victoria para la termo-
dinámica”([1] p. 125).

Enana Blanca: el núcleo expuesto de una estrella vieja. Este objeto estaŕıa muy caliente
en un principio, pero eventualmente se enfriaŕıa y apagaŕıa. Representaŕıa una tregua
entre la presión y la gravedad mediada por los electrones presentes.

Estrella de Neutrones: el núcleo que implotó de una estrella sumamente evolucionada,
durante un corto periodo “enviaŕıa señales de vida” (pulsos), pero finalmente llegará
a un equilibrio (“sin vida”) con el universo. Representaŕıa una tregua entre la presión
y la gravedad mediada por los bariones presentes.

Agujero Negro: como dice Shu: “el Drácula estelar” ([1] p. 126), un objeto que espera
para atrapar más materia para que comparta su destino. Representaŕıa la “máxima
victoria para la auto gravedad”.

A los objetos que quedan después de la muerte de la estrella (¡si es que algo queda!) se
conocen como objetos compactos y serán el tema de la siguiente sección.

1.1. Objetos compactos y estrellas de neutrones

Al final de la evolución estelar se encuentran una clase de objetos astrof́ısicos conocidos
como objetos compactos. Son parte del remanente que deja la estrella después de que
terminó su combustible y se dio el colapso gravitacional. De acuerdo con Max Camenzind
[2], dependiendo de las caracteŕısticas de la estrella progenitora, como su masa y radio, se
pueden formar distintos tipos de objetos, como enanas blancas, estrellas de neutrones y
agujeros negros.

Los objetos compactos difieren de las estrellas ordinarias en al menos tres aspectos:

No queman combustible nuclear y la presión térmica no puede mantener el colapso
gravitacional.
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Tienen un tamaño mucho más pequeño que las estrellas ordinarias y por lo tanto,
tienen un campo gravitacional mucho más intenso en la superficie.

Comúnmente, los objetos tienen campos magnéticos muy intensos, mayores que los
de las estrellas ordinarias.

A continuación se presentará una discusión más detallada de estos objetos.

1.1.1. Enanas blancas

Las enanas blancas son estrellas cuya masa es aproximadamente igual a la masa del
Sol y que tienen un radio caracteŕıstico de 5000 km, lo que corresponde a una densidad
de 106g/cm3. La primer enana blanca fue descubierta en 1844 por el astrónomo alemán
Friedrich Bessel (1784 – 1846), quien observó que la estrella más brillante del cielo, Sirio,
se alejaba y acercaba ligeramente, como si otro cuerpo la orbitara. El también astrónomo
alemán C. H. F. Peters (1813 – 1890) determinó, en 1851, la órbita y masa que deb́ıa de
tener la compañera de Sirio, actualmente llamada Sirio B. En 1865, el óptico estadounidense
Alvan Graham Clarke (1832 – 1897) logró resolver a Sirio B, y a partir de la magnitud
absoluta (y la distancia a la que se encuentra) se pudo calcular el radio de Sirio B (∼ 4000
km, que es menor que el de la Tierra), por lo que se conoció su densidad. Por cuestiones
hidrostáticas, densidades tan altas no permiten que la estrella sea autogravitante, por lo que
algún mecanismo desconocido hacia finales del siglo XIX deb́ıa de estar presente. Hasta las
primeras décadas del siglo XX, se créıa que una vez que las estrellas terminaban su fuente
de enerǵıa, todas se convertiŕıan en enanas blancas.

En 1926, el inglés Ralph H. Fowler (1889 – 1944), basándose en la formulación que
hiciera el también inglés Paul A. M. Dirac (1902 – 1984) de la estad́ıstica de Fermi - Dirac
en ese mismo año, identificó que la presión que sosteńıa a las enanas blancas del colapso
gravitacional era la presión de degeneración de los electrones.

El astrónomo indio, Subrahmanyan Chandrasekhar (1910 – 1995), en un viaje en barco
de la India a Inglaterra, que hizo en 1930, combinó el trabajo de Fowler con la Teoŕıa de
la Relatividad Especial y encontró que cuando la masa de la enana blanca es mayor que
una masa solar, la gravedad comprime a esa masa, generando densidades muy altas que
reduciŕıan el espacio entre part́ıculas (∆x), por lo que los electrones ganaŕıan un momento
relativo muy alto, ya que, por el Principio de Incertidumbre de Heissenberg se tiene que
∆p ∼ h/∆x. Aśı, los electrones se volverán relativistas, pero la presión de degeneración
de los electrones relativistas es menor que la de los no relativistas, por lo que el radio
de la enana blanca se acercaŕıa a cero. Cuando esto ocurre, la masa corresponde a un
ĺımite conocido como Ĺımite de Chandrasekhar, que establece que estrellas suficientemente
masivas no podrán ser enanas blancas.

Cuando la masa de la enana blanca supera el Ĺımite de Chandrasekhar, la presión de
degeneración de los electrones no es suficiente para detener el colapso gravitacional, por lo
que la presión de degeneración de los neutrones es el último mecanismo que podŕıa evitar
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el colapso total. Los objetos en los que las fuerzas gravitacionales son balanceadas por la
presión de degeneración de los neutrones y la repulsión producida por la fuerza nuclear, se
conocen como estrellas de neutrones, y son el tema central de este trabajo.

Al igual que en el caso de las enanas blancas, cuando la masa es suficientemente grande,
la fuerza gravitacional vence a la presión de degeneración de los neutrones y se forma un
agujero negro.

Para continuar con la discusión de los objetos compactos se seguirá con los agujeros
negros, sin embargo, el tema central de este trabajo son las estrellas de neutrones, por lo
que se tratarán con mayor profundidad y detenimiento más adelante.

1.1.2. Agujeros negros

En el siglo XVIII, después de que el astrónomo danés Ole Rømer (1644 – 1710 ) diera, en
1676, la primera medición de la velocidad de la luz probando aśı que dicha velocidad no era
infinita, el naturalista francés Pierre Simon Laplace (1749 – 1827) y, de forma independiente
el también naturalista inglés John Michell (1724 – 1783), plantearon el concepto de “estrella
oscura”: un objeto tan denso que su velocidad de escape es mayor que la velocidad de la
luz.

Laplace dedujo que una estrella de dichas caracteŕısticas debeŕıa de tener un radio
RSch = 2GM/c2 (posteriormente llamado radio de Schwarzschild). Esta deducción contiene
dos errores importantes, sin embargo el valor al que llegó es el correcto. Después de la
publicación de la Teoŕıa General de la Relatividad de Albert Einstein (1879 – 1955), el
alemán Karl Schwarzschild (1873 – 1916) publicó en 1916 una solución a las Ecuaciones de
Campo de Einstein, deduciendo el mismo valor dado por Laplace. Fue el estadounidense
John A. Wheeler (1911 – 2008) quien, en 1969, llamó a dichos objetos agujero negro [1].

Un agujero negro estelar es una estrella sumamente masiva, que después de consumir
todo su combustible y explotar, sufre el colapso gravitacional que, debido a que su masa es
tan grande, nada lo puede contener. La superficie donde la velocidad de escape del agujero
negro es igual a la velocidad de la luz, se conoce como horizonte de sucesos, donde, en una
primera aproximación, dicha superficie es una esfera cuyo radio es el radio de Schwarzschild,
RSch.

Aunque la idea de los agujeros negros es bastante antigua, su existencia no era plena-
mente aceptada hasta mediados de la década de 1960, cuando la evidencia observacional
de una de las fuentes de rayos X más intensas del cielo, el sistema binario de Cygnus X–1,
mostró que uno de los dos cuerpos que conforman al sistema es un objeto compacto, cuya
masa es cercana a quince veces la masa solar. Para un cuerpo de esta masa, los modelos
predicen que el colapso gravitacional es inevitable, y por tanto, es un agujero negro [2].

Existen cuatro soluciones principales a las Ecuaciones de Campo de Einstein para des-
cribir un agujero negro:

Solución de Schwarzschild (1916): para un cuerpo estático y con una simetŕıa esférica.
Tanto su momento angular total, como su carga eléctrica son cero.
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Solución de Reissner - Nordstrøm (1918): para un cuerpo estático, cargado y con
una simetŕıa esférica. Su momento angular total es cero, pero su carga eléctrica es
distinta de cero.

Solución de Kerr (1963): para un cuerpo estacionario y con una simetŕıa axial. Su mo-
mento angular total es diferente de cero, pero su carga eléctrica es cero.

Solución de Kerr - Newman (1965): para un cuerpo estacionario, cargado y con una
simetŕıa axial. Tanto su momento angular total como su carga eléctrica son diferentes
de cero.

Todas las soluciones anteriores son estacionarias, y se cree que todo agujero negro
aislado, eventualmente, llegará a ser estacionario. La importancia de esta afirmación es
que un agujero negro estacionario está caracterizado solamente por tres cantidades: su
masa, su carga y su momento angular total, aunque se cree que la carga eléctrica debe ser
muy pequeña [3].

1.1.3. Estrellas de neutrones

Cuando la masa de la estrella supera el Ĺımite de Chandrasekhar, la presión de degene-
ración de los electrones no es suficiente para detener el colapso gravitacional, por lo que los
electrones serán forzados a combinarse con los protones presentes para formar neutrones
mediante el decaimiento beta inverso: e− + p → n + ν. Este proceso es conocido como la
neutronización.

Nuevamente, como en el caso de las enanas blancas, los neutrones se pueden estudiar
como un gas de fermiones, y su presión de degeneración y repulsión nuclear será la que
contrarreste el colapso gravitacional. Cuando la masa de la estrella de neutrones sea su-
ficientemente grande, ni siquiera la presión de degeneración ni la repulsión nuclear de los
neutrones serán capaces de detener el colapso gravitacional y la estrella se convertirá en
un agujero negro, por lo que debe existir un ĺımite superior para la masa de las estrellas
de neutrones. Debido a la naturaleza de las interacciones nucleares presentes dentro de la
estrella, no se conoce con certeza la ecuación de estado a densidades supranucleares, por
lo que dicha cota superior permanece desconocida. Sin embargo, por argumentos de causa-
lidad relacionados con la propagación del sonido dentro de la estrella, aśı como la validez
de la relatividad general, se ha podido estimar que la cota superior para la masa de estos
objetos es inferior a tres masas solares [1, 2].

Poco después del descubrimiento del neutrón por el inglés James Chadwick (1891 –
1974) en 1932, el alemán Walter Baade (1893 – 1960) y el suizo de origen búlgaro, Fritz
Zwicky (1898 – 1974), predijeron, en 1934, la existencia de estrellas compuestas principal-
mente por neutrones, como producto de la explosión de una supernova. En 1939, Robert
Oppenheimer (1904 – 1967) y George Volkoff (1914 – 2000) e, independientemente Lev D.
Landau (1908 – 1968), analizaron la estructura de una estrella formada por un gas dege-
nerado de neutrones, y predijeron la masa y densidad que debeŕıa tener un objeto de esta
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naturaleza. A mediados de la década de 1960, se propuso que las estrellas de neutrones
debeŕıan tener un campo magnético sumamente intenso, del orden de 1010G. En 1967,
Franco Pacini (1939 – 2012) sugirió que una estrella de neutrones altamente magnetizada
y que gira rápidamente, liberaŕıa su enerǵıa rotacional y produciŕıa un flujo de part́ıculas
relativistas.

Al igual que los agujeros negros, la existencia de las estrellas de neutrones no fue plena-
mente aceptada hasta finales de la década de 1960 cuando, en 1967, Jocelyn Bell - Burnell
(nacida en 1943) y Anthony Hewish (nacido en 1924) descubrieron una fuente regular y
pulsante de radio en la constelación de Vulpecula que llamaron pulsar [4]. Thomas Gold
(1920 – 2004) sugirió que dicha fuente era una estrella de neutrones que gira y altamente
magnetizada, sin embargo, su modelo no fue totalmente aceptado hasta el descubrimiento
del pulsar de la Nebulosa del Cangrejo en 1968. Para ese mismo año, cerca de veinte pul-
sares hab́ıan sido descubiertos y para el año 2020, el número se ha incrementado a más de
dos mil ochocientos 1.

En los más de cincuenta años que han pasado desde el descubrimiento observacional de
las estrellas de neutrones, y en particular de los pulsares, una variedad de nuevos fenóme-
nos y desarrollos independientes han puesto a estos objetos en el centro de la investigación
cient́ıfica de frontera en el mundo pues son escenario de condiciones que no se pueden
reproducir en laboratorios terrestres y que permiten una colaboración estrecha entre espe-
cialistas de distintas áreas de la f́ısica y la astrof́ısica. Por ejemplo, el estudio de la materia
en el interior de las estrellas de neutrones y el estudio del diagrama de fase de la Cro-
modinámica Cuántica, en la región de alta densidad, se retroalimentan entre si. Además,
las estrellas de neutrones, en particular aquellas que se encuentran en sistemas binarios,
permiten someter a prueba las predicciones hechas por la Teoŕıa de la Relatividad Gene-
ral. Por ejemplo, en 2017 la colaboración LIGO - VIRGO anunció la detección de ondas
gravitacionales provenientes de la fusión de un sistema binario de estrellas de neutrones.

1.2. Estrellas de neutrones y neutrinos

En 1914, J. Chadwick encontró que el espectro de enerǵıa de los electrones, emitidos en
decaimientos radioactivos β, es continuo, lo cual violaba la conservación de la enerǵıa, pues
en un decaimiento de dos cuerpos, la enerǵıa de estos tiene un valor fijo y único. Ante ese
escenario, en 1930, el austriaco Wolfgang Pauli (1900 – 1958), para preservar la conservación
de la enerǵıa, propuso la existencia de una nueva part́ıcula neutra y ligera (con una masa
menor o igual que la del electrón), que llamó “neutrón”. En 1934, el italiano Enrico Fermi
(1901 – 1954) formuló la teoŕıa del decaimiento β y, dado que el nombre de neutrón ya
se le hab́ıa dado a la part́ıcula descubierta en 1932 por Chadwick, Fermi renombró a la

1Uno de los catálogos más completos de pulsares se encuentra en el sitio web del Australian Telescope
National Facility (ATNF)

https://www.atnf.csiro.au/research/pulsar/psrcat/
https://www.atnf.csiro.au/research/pulsar/psrcat/
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part́ıcula de Pauli como neutrino 2. Fermi describió a la interacción débil, que daba origen
al decaimiento β como una interacción entre cuatro fermiones (protón, neutrón, electrón y
neutrino), descrita por la Lagrangiana efectiva

LFermi =
GF√

2
(p̄γµn) (ēγµν) , (1.1)

donde GF = 1.1664× 10−5 GeV−2 es la constante de Fermi, p, n, e y ν son los campos del
protón, neutrón, electrón y neutrino, es decir, de cada uno de los fermiones involucrados y
γµ son las matrices de Dirac en su representación quiral, que se definen mediante la relación
de anticonmutatividad γµγν + γνγµ = {γµ, γν} = 2gµν , con gµν la métrica de Minkowski.
La teoŕıa de Fermi permitió calcular la sección eficaz de la dispersión de un neutrino y un
neutrón. Ese mismo año, los alemanes Hans Bethe (1906 – 2005) y Rudolf Peierls (1905 –
1995) obtuvieron dicha sección eficaz

σ(n+ ν → e− + p) ∼ Eν(MeV)× 1043 cm2, (1.2)

donde Eν es la enerǵıa del neutrino. Este resultado implica que una columna de agua de
50 años luz de longitud seŕıa necesaria para detener a un neutrino cuya enerǵıa es 1 MeV,
por lo que la detección de los neutrinos parećıa imposible [6].

En 1937, los estadounidenses Carl D. Anderson (1905 – 1991) y Seth Neddermeyer
(1907–1988) descubrieron al muon, y diez años después, el italo-ruso, Bruno Pontecorvo
(1913 – 1993) propuso que la teoŕıa de Fermi para el decaimiento β debeŕıa aplicarse tanto
a los electrones como a los muones. En 1956, los estadounidenses Frederick Reines (1918 –
1998) y Clyde Cowan (1919 – 1974) descubrieron observacionalmente al neutrino.

Durante la Segunda Guerra Mundial, y en los años posteriores, la investigación en
f́ısica nuclear tuvo grandes avances e incluso fue aplicada a la teoŕıa del colapso estelar.
A principios de la década de 1960, el chino Hong-Yee Chiu (nacido en 1932) mostró que
los recientemente descubiertos neutrinos se debeŕıan de producir en grandes cantidades en
las últimas etapas de la evolución estelar, aśı como durante el colapso gravitacional, por lo
que los neutrinos debeŕıan jugar un papel importante en el nacimiento de las estrellas de
neutrones [7].

Con el descubrimiento observacional de las estrellas de neutrones y los posteriores
modelos de su formación, el papel de los neutrinos en la formación y evolución de las
estrellas de neutrones se ha vuelto una importante herramienta para dilucidar la estructura
interna de estos cuerpos, mediante el estudio de su enfriamiento, aśı como para comprender
los fenómenos observados en los remanentes de supernova que tienen asociados una estrella
de neutrones, entre muchos otros temas de investigación.

2El sufijo ino en italiano significa “pequeño”. La ráız de la palabra, neuter, significa en lat́ın “ni siquiera”
[5].
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1.3. Observaciones de estrellas de neutrones y movimiento
propio

Desde el descubrimiento del primer pulsar por J. Bell - Burrel y A. Hewish, las obser-
vaciones en longitudes de onda distintas a la luz visible, como el radio (especialmente en
frecuencias cercanas a 1.4 GHz), los rayos X y la radiación gamma, han permitido obtener
una gran cantidad de información nueva acerca de estos objetos. Por ejemplo, se ha podido
determinar su periodo, P , y la derivada de éste, Ṗ , encontrando que el periodo está en el
intervalo entre 1.4 ms y 8.5 s, mientras que su derivada es muy pequeña, por lo que el pulso
observado es casi constante. A la cantidad τc = P/2Ṗ se le conoce como edad caracteŕıstica
y es una estimación de la edad del pulsar. Aśı mismo, la intensidad de campo magnético
en la superficie se puede estimar por B = 3.2× 1019(PṖ )1/2 G [4, 8]. En un diagrama P –
Ṗ , como el de la Figura 1.1, se muestran ĺıneas de edad, intensidad de campo magnético y
tasa de pérdida de enerǵıa rotacional constantes.

Los pulsares “normales” (P ∼ 0.5 s y Ṗ ∼ 10−15s s−1, por lo que τc ∼ 107 años y
B ∼ 1012 G), forman la aglomeración principal, mientras que los pulsares de milisegundos
(P ∼ 3 ms y Ṗ ∼ 10−20 s s−1, por lo que τc ∼ 109 años y B ∼ 108 G) se encuentran en la
parte inferior izquierda del diagrama.

La posición de mil seiscientos pulsares en coordenadas galácticas (`, b) se muestran en
la Figura 1.2. Nótese la concentración de la gran mayoŕıa de los pulsares a lo largo del
plano galáctico (b = 0). En particular, casi la totalidad de los pulsares jóvenes (aquellos
cuya edad caracteŕıstica τc es menor a tres millones de años) se encuentran en dicho plano
[8].

Con el desarrollo de técnicas cada vez más precisas en astronomı́a, se han podido
medir caracteŕısticas de las estrellas de neutrones que corroboran o contradicen las teoŕıas
existentes, aśı como aportar nuevos elementos para el desarrollo de las mismas; uno de ellos
es el descubrimiento de que muchos de los pulsares observados presentan un movimiento
propio o velocidad de escape (en inglés proper motion o kick velocity), que no estaba
presente en las estrellas progenitoras, pues el remanente de la supernova que se forma
junto con el pulsar no lo presenta. Estas velocidades se han medido en unas centenas de
pulsares [9] y diversos mecanismos han sido propuestos para explicarlos [10, 11], cada uno
con sus ventajas y desventajas.

El objetivo del presente trabajo es proponer un mecanismo para explicar dichas veloci-
dades y será expuesto con detenimiento en caṕıtulos posteriores. Para ello, en el siguiente
caṕıtulo, se comenzará por una breve discusión acerca de las principales teoŕıas que estudian
a las estrellas de neutrones, como lo son su ecuación de estado, su estructura, composición
y su evolución térmica.
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Figura 1.1: Diagrama P – Ṗ de pulsares de radio aislados y en sistemas binarios, pulsares
que no emiten radio, repetidores de gammas suaves (SGR) y pulsares de rayos X anómalos.
Imagen de M. Kramer [8].
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Figura 1.2: Distribución de 1600 pulsares en coordenadas galácticas. Se muestra la alta
concentración a lo largo del plano galáctico. Imagen de A. Lyne y F. Graham - Smith [4].



Caṕıtulo 2

La f́ısica de las estrellas de
neutrones

2.1. Ĺımite de Chandrasekhar

Como se mencionó en el caṕıtulo anterior, las enanas blancas tienen una cota superior
para su masa, conocida como el Ĺımite de Chandrasekhar. Cuando la masa de la enana
se acerca a dicho ĺımite, la presión de degeneración de los electrones no es suficiente para
detener el colapso gravitacional.

A continuación se presenta un esbozo del cálculo del Ĺımite de Chandrasekhar, siguiendo
a [1, 12–14]: considérese un gas de electrones a una temperatura T , cercana a cero. Dado
que la degeneración de esṕın de los electrones g = 2, el número de estados de un electrón
en un volumen V , con un momento en el intervalo p+ dp, es:

2 · 4π p2 dp · V
(2π~)3

= V
p2 dp

π2~3
, (2.1)

donde ~ = h/2π = 1.0546 × 10−27 cm2 g s−1 es la constante reducida de Planck. Los
electrones ocupan todos los estados con momento desde cero a un ĺımite p = pF , llamado
el radio de la esfera de Fermi en el espacio de momentos. Por tanto, el número total
de electrones será la integral del número de estados sobre los momentos que ocupan los
electrones, es decir,

Ne =
V

π2~3

∫ pF

0
p2 dp =

V p3
F

3π2~3
, (2.2)

por lo que el momento de Fermi, pF estará dado por

pF = (3π2)1/3 (Ne/V )1/3 ~. (2.3)

11
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La enerǵıa total del gas se obtiene de multiplicar el número de estados (ecuación (2.1)) por
p2/2me e integrar sobre todos los momentos:

E =
V

2π2~3me

∫ pF

0
p4 dp =

V p5
F

10π2~3me
. (2.4)

Si se sustituye el valor del momento de Fermi (ecuación (2.3)), se encuentra que

E =
3 (3π2)2/3

10

~2

2me

(
Ne

V

)2/3

Ne. (2.5)

Por otro lado, la enerǵıa promedio del gas de electrones

E =

∫
dε

ε g(ε)

z−1eβε − 1
, (2.6)

donde z = eβµ es la fugacidad y

g(ε) =
V

4π2

(
2me

~2

)3/2

ε1/2. (2.7)

Como se considera que dentro de la estrella hay flujo de enerǵıa y materia, el ensamble
termodinámico a utilizar será el gran canónico. El gran potencial Ω, está relacionado con
la función de partición gran canónica Z mediante

Ω = −PeV =
1

β
logZ =

1

β

∫
dε g(ε) log

(
1 + z e−βε

)
, (2.8)

al hacer la integral de la ecuación anterior por partes, y dado que g(ε) ∼ ε1/2 se encuentra
que

Ω = −2

3

∫
dε

εg(ε)

z−1eβε + 1
= −2

3
E. (2.9)

Por lo tanto, PeV = 2
3E. Dado que E está dada por la ecuación (2.5), se encontrará que

Pe =
(3π2)2/3

5

~2

2me

(
Ne

V

)5/3

=
1

20

(
3

π

)2/3 h2 n
5/3
e

me
. (2.10)

Dado que en la enana blanca se tiene una carga total neutra, si se tienen n+ iones positivos,
de número atómico Z y masa atómica A, entonces Z n+ = ne. Además, la densidad, ρ, está
dada por ρ = Amp n+ +me ne ≈ Amp n+, pues la masa de los electrones es mucho menor
que la masa de los protones. Por lo tanto, de la neutralidad de la carga se encuentra que

ne =
Z

A

ρ

mp
, (2.11)
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que al sustituirla en la ecuación (2.10) se obtiene una expresión para la presión de degene-
ración de los electrones

Pe =
1

20

(
3

π

)2/3 h2

me

(
Z

A

)5/3( ρ

mp

)5/3

. (2.12)

Por otro lado, la presión que se ejerce sobre un elemento de volumen ciĺındrico en el centro
de la estrella, debe ser igual al peso por unidad de área de material que hay sobre dicho
elemento. Es decir, debe ser proporcional a GM2/R2. A partir de cálculos hidrostáticos se
encuentra que la constante de proporcionalidad es ≈ 0.770, y la densidad en el centro de
la enana blanca está dada por ρc = 1.43M/R3. En la condición de equilibrio, la presión de
degeneración de los electrones es igual a la presión hidrostática, por lo que sustituyendo el
valor de la densidad central en la ecuación (2.12), e igualando con la presión hidrostática,
se encuentra que

R = 0.114
h2

Gmem
5/3
p

(
Z

A

)5/3

M−1/3. (2.13)

La ecuación (2.13) da una relación entre el radio de la enana blanca y su masa, tal que
cuando la masa aumenta, el radio disminuye.

Como se discutió anteriormente, cuando la masa de la enana blanca es grande, por la
ecuación (2.13), el radio disminuye y por lo tanto la densidad aumenta; esto hace que los
electrones sean relativistas y las expresiones anteriores pierden su validez pues la velocidad
de los electrones se acerca a la velocidad de la luz. Si se utiliza el hecho de que la velocidad
de los electrones es muy cercana a la de la luz, se puede encontrar que la presión, dada por
la ecuación (2.10) se modifica a

Pe =
(3π2)1/3

4
~c
[(

Z

A

)
ρ

mp

]4/3

. (2.14)

La presión de degeneración dada por la ecuación (2.12) implica que Pe ∝ ρ5/3, mientras
que la dada por la ecuación (2.14) implica que Pe ∝ ρ4/3. Este cambio genera que la enana
blanca ya no sea dinámicamente estable y una pequeña perturbación generará un colapso
gravitacional. Por otro lado, la constante de proporcionalidad para la presión hidrostática
cambia cuando Pe ∝ ρ4/3, ahora es ≈ 11.0, mientras que la densidad central está dada por
ρc = 54.2 3M

4πR3 , por lo que al igualar la presión de degeneración relativista con la nueva
presión hidrostática se llega a

MCh = 0.198

(
hc

G

)3/2(Z
A

)2

m−2
p (2.15)

La masa que da la ecuación (2.15) es conocida como el Ĺımite de Chandrasekhar y para
Z/A = 0.5 se encuentra el valor numérico de

MCh = 1.4M�, (2.16)
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donde M�
1 es la masa del Sol.

En el desarrollo anterior se utilizó la termodinámica del gas ideal de fermiones en el
caso degenerado, relativista y no relativista, para encontrar el Ĺımite de Chandrasekhar.
Sin embargo, de acuerdo con Camenzind op. cit., la ecuación de estado del gas de fermiones
se modifica debido a las interacciones electrostáticas, pues la distribución de carga es no
uniforme: las cargas positivas presentes en iones, junto con las altas densidades, causan
que la distancia promedio entre ellos y los electrones sea menor que la distancia promedio
entre electrones, por lo que el potencial atractivo que actúa sobre los electrones, reduce la
presión para una densidad dada. Se ha demostrado que la presión debida a la interacción
coulombiana está dada por:

PC = − 3

10

(
4π

3

)1/3

Z2/3e2n4/3
e . (2.17)

La presión total, P = Pe+PC , donde Pe está dada por la ecuación (2.10), se puede comparar
con Pe

P

Pe
= 1− Z2/3

21/3πa0n
−1/3
e

, (2.18)

donde a0 = ~2/mec
2 es el Radio de Bohr, por lo que la ecuación anterior predeciŕıa P = 0

para

ncrite =
Z2

2π3a3
0

, (2.19)

que corresponde a una densidad, para A w 2Z,

ρcrit w 0.4Z2gm cm−3. (2.20)

Finalmente, otra corrección que se puede hacer a la presión es la debida al decaimiento
beta inverso (e−+p→ n+ν) [2], el cual solamente sucede cuando la densidad es muy alta.
Esta corrección se basa en que los electrones, al combinarse con átomos de hierro, forman
manganeso y, al combinarse con éstos, forman cromo, lo cual genera una reducción de la
presión.

2.2. Estructura de una estrella de neutrones

2.2.1. La estructura global: Las ecuaciones de Tolman – Oppenheimer –
Volkoff y un ĺımite superior para la masa

Con el desarrollo de la Teoŕıa de la Relatividad General, fue posible estudiar la estruc-
tura que tendŕıan las estrellas en las que los efectos relativistas son importantes, como es
el caso de los objetos compactos.

1La masa solar es M� = 1.989× 1033 g.
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La primera aproximación a la estructura de las estrellas de neutrones, y en general
a toda estrella, es un conjunto de ecuaciones que dedujeron, en 1939, R. Oppenheimer
y G. Volkoff a partir del trabajo de Richard Tolman (1881 – 1948). Este conjunto de
ecuaciones, conocidas como las ecuaciones de Tolman – Oppenheimer – Volkoff (T – O –
V) o las ecuaciones de estructura estelar, describen la estructura de un cuerpo estático
con simetŕıa esférica que no rota. Para ello se considera una métrica del espacio–tiempo
estático, asintóticamente plano y con simetŕıa esférica:

ds2 = −e2Φ(r) dt2 + e2λ(r) dr2 + r2 dΩ2, (2.21)

donde Φ(r) se relaciona con el corrimiento al rojo gravitacional mediante z = e−Φ(r)− 1, y
λ(r) está relacionada con la masa de la estrella. La masa total de la estrella, dentro de un
radio r, se define como

M(r) = 4π

∫ r

0
%(r′)r′2 dr′, (2.22)

donde % es la distribución de masa - enerǵıa, que se define como % = %0

(
1 + ε/%0c

2
)
, donde

%0 es la densidad de masa y ε es la densidad de enerǵıa interna de la estrella.

La estructura completa de la estrella está descrita por las ecuaciones T – O – V, cuya
deducción se puede encontrar en Camenzind op. cit. :

dM(r)

dr
= 4π%(r) r2 (2.23a)

dP (r)

dr
= −GM(r)%(r)

r2

(
1 +

P (r)

%(r)c2

)(
1 +

4πr3P (r)

M(r)c2

)(
1− 2GM(r)

c2r

)−1

(2.23b)

e−2λ(r) = 1− 2GM(r)

c2r
(2.23c)

dΦ(r)

dr
=

1

1− 2GM(r)/c2r

(
GM(r)

c2r2
+

4πGrP

c4

)
, (2.23d)

que se reducen al caso newtoniano cuando se dan las siguientes condiciones:

P � %c2, es decir, cuando la velocidad de propagación del sonido es mucho menor
que la de la luz

2GM(r)/c2 � r, es decir, cuando el objeto no es “muy compacto”

4πr3P (r)�M(r)c2, es decir, cuando el objeto tiene una presión baja

Dada una ecuación de estado, P = P (%), las ecuaciones T – O – V (2.23) se pueden
integrar, junto con las condiciones iniciales M(0) = 0 y un valor arbitrario para la densidad
en el centro, %c = %(0), hasta que la presión se haga cero para un cierto radio R. Es decir,
se obtendrá una relación para la masa y el radio de la estrella, análoga a la ecuación (2.13).
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Para cada posible ecuación de estado, se obtiene una familia de estrellas parametrizadas
por la densidad en el centro [2].

Por otro lado, si se denota por R∗ al radio donde la presión se hace cero, es decir,
P (R∗) = 0, y la masa total M = M(R∗), entonces la solución de (2.23) para r > R∗ es
la solución de Schwarzschild. La razón R∗/RSch es una medida de qué tan compacta es la
estrella. Cuando dicha razón es cercana a uno, el objeto colapsará y formará un agujero
negro, por lo tanto, una ecuación de estado que dé una relación entre masa y radio, tal que
R∗/RSch ≤ 1, no será consistente con la Relatividad General. Además, por la condición
de causalidad, que se traduce en que la velocidad de propagación del sonido dentro de la
estrella sea menor que la velocidad de la luz, la razón R∗/RSch . 1.412 no será consistente
con la causalidad [15]. Aśı, tanto la gravedad como la causalidad, dictan una cota inferior
a la relación entre la masa y el radio de la estrella.

Por otro lado, a partir de igualar la velocidad de rotación de la estrella con la de una
part́ıcula que orbita a la estrella sobre la superficie, se encuentra una cota superior para la
relación entre la masa y el radio de la estrella. La frecuencia de rotación máxima recibe el
nombre de frecuencia kepleriana, νk, y está dada por:

νk = (2π)−1
√
GM/R3. (2.24)

Dicha cota superior, aśı como la cota inferior, se resumen en la Figura 2.1.

El ĺımite para la masa máxima de la estrella es MTOV w (2− 3)M�, dependiendo de la
ecuación de estado que se utilice, como se puede ver en la Figura 2.1 [17]. Recientemente, en
marzo de 2020, Capano et al. [18] combinaron las observaciones de la radiación gravitacional
proveniente de la fusión de un sistema binario de estrellas de neutrones, por parte de
la colaboración LIGO - VIRGO, con las contrapartes electromagnéticas reportadas para
el mismo evento, aśı como con desarrollos teóricos dentro del marco de una teoŕıa de
campos efectiva quiral, para encontrar que la cota superior para el radio de una estrella de
neutrones, cuya masa es 1.4M�, es 11.0+0.9

−0.6 km, con un intervalo de confianza del 90 %.

2.2.2. La estructura interna de una estrella de neutrones y su composi-
ción

El interior de una estrella de neutrones está dividido en cinco regiones principales que,
yendo de la más externa hacia el centro de la estrella, se muestran en la Figura 2.2 [2, 16, 19]:

1. Atmósfera: Contiene una cantidad de materia despreciable y tiene un grosor de
unos cuantos cent́ımetros. Está compuesta de hidrógeno y, posiblemente, algunos
elementos pesados o una superficie de condensados magnéticos. Es importante para
determinar el espectro de fotones emergentes de la estrella.

2. Envoltura: Al igual que la atmósfera, contiene una cantidad de materia despreciable
y tiene un grosor de unas decenas de metros. Aqúı, la materia no está totalmente
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Figura 2.1: Diagrama de masa y radio de una estrella de neutrones. En rojo se muestra la
región prohibida debido a la rotación, en verde la que viola la causalidad y en azul la que
no es consistente con la relatividad general. Imagen de J. Lattimer y M. Prakash [16].
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degenerada y tiene un gran impacto en el transporte y en la emisión de enerǵıa
térmica de la superficie de la estrella, pues actúa como un aislante térmico entre el
interior de la estrella y su superficie.

3. Corteza: Es una región inhomogénea que abarca entre doscientos metros y dos
kilometros (o más) hacia el interior de la estrella y principalmente contiene núcleos
atómicos que forman cerca del uno por ciento de la masa de la estrella. Se divide en
dos partes: la corteza externa y la interna. La externa consiste en una red de núcleos
similares al hierro, y un ĺıquido de Fermi de electrones relativistas degenerados; es
muy similar a la materia de las enanas blancas. La corteza interna contiene núcleos
con cerca de doscientos nucleones pero con una fracción protónica muy baja. Tiene
una densidad cercana a la densidad nuclear y, en sus regiones más densas, la mayor
parte de la materia se concentra en un estado superfluido de neutrones, quedando
una menor cantidad en los núcleos.

4. Núcleo Externo: Es una región homogénea, en cuya interfaz con la corteza, los
núcleos están casi en contacto entre ellos. La frontera entre esta región y la corteza es
conocida como la “pasta nuclear”, pues por la alta densidad que hay, los núcleos se
empiezan a elongar, pasan de ser esferas tridimensionales (albóndigas) a ser cilindros
bidimensionales (espaguetis), luego forman estructuras bidimensionales planas con los
neutrones superfluidos entre ellas (lasañas), que pasan a ser cilindros bidimensionales
del superfluido (ziti) y posteriormente forman burbujas de neutrones inmersas en un
ĺıquido de neutrones y protones (fase de queso suizo), que finalmente pasará a ser la
materia nucleónica uniforme que compone al resto del núcleo externo (salsa).

5. Núcleo Interno: Es una región desconocida donde se pueden encontrar part́ıculas
exóticas como mesones cargados π− o K−; hiperones con carga extraña como Σ− o Λ;
condensados de quarks y / o materia de quarks desconfinados (esto último implicaŕıa
una fase mixta de pasta), posiblemente en estados de superconductividad de color.

Diversos modelos y ecuaciones de estado para la materia en el núcleo de la estrella han
sido propuestos y se resumen en Heiselberg et al. [20, 21]. Entre ellos están los que suponen
que la materia está compuesta de nucleones; dichos modelos utilizan la aproximacion de
campo medio, métodos de Brueckner – Hartree – Fock y Monte Carlo o métodos variacio-
nales para llegar a una ecuacion de estado. Por otro lado, se espera que el potencial qúımico
de los neutrones sea mayor que su masa y la de muchos hadrones, más aún, como la enerǵıa
de los neutrones es alta, estos decaerán mediante el decaimiento beta (n→ p+ e− + νe) a
un estado de menor enerǵıa, facilitando la formación de hadrones, en particular, se pueden
formar hadrones con carga extraña. Por esto, existen modelos que suponen que la materia,
además de tener nucleones, tiene hadrones presentes, como mesones cargados negativamen-
te o hiperones: hay una abundante producción de bariones ∆ negativos, neutros, positivos
y doble positivos; si la densidad es cercana a dos veces la densidad nuclear hay producción
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Figura 2.2: Principales regiones y posibles composiciones de una estrella de neutrones.
Imagen de D. Page [20].
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de hiperones Λ aśı como una pequeña cantidad de hiperones Σ y Ξ [17]. Estos modelos
requieren una menor enerǵıa que los modelos para materia nucleónica, si la densidad es
suficientemente alta.

Dado que el radio de un nucleón es del orden de un fermi (rN ∼ 1 fm), entonces los
nucleones entrarán en contacto si la densidad es del orden de 1.5n0, con n0 = 0.16fm−3

la densidad nuclear ((4πr3
N/3)−1 w 0.24 fm−3 = 1.5n0) [17], por tanto, los hadrones se

mezclaran y sufrirán una transición de fase de primer orden [22] a materia compuesta por
sus componentes fundamentales: quarks desconfinados [17, 21–23]. Más aún, para las den-
sidades en las que se da el deconfinamiento de quarks, los quarks u y d son suficientemente
energéticos para transformarse en quarks s, pues la masa de éste es aproximadamente 93
MeV. Por lo tanto, si existe materia de quarks en el núcleo de la estrella, estará formada
por los tres quarks más ligeros: u, d y s. Para la aparición del siguiente quark más pesado,
el quark c, se necesitaŕıa una densidad cercana a cien veces la densidad nuclear [17]. Es
posible que en ciertas regiones del núcleo externo, la densidad no sea lo suficientemente alta
como para permitir el desconfinamiento de los quarks, por lo que deben de existir estrellas
h́ıbridas, las cuales están compuestas de un núcleo de materia de quarks, una fase donde
se hallan tanto hadrones como quarks y otra donde solamente haya hadrones. En Keranen
et al. [22], se aborda con mayor detenimiento la formación de las estrellas de quarks e
h́ıbridas.

Recientemente, Annala et al., en [24], argumentaron que las estrellas de neutrones
estables más masivas, cuya masa M ≈ 2M�, exhiben caracteŕısticas consistentes con una
fase de materia de quarks desconfinados, lo que interpretan como la presencia de un núcleo
de materia de quarks. Entre sus resultados muestran que si en una estrella muy masiva, la
velocidad del sonido satisface c2

s ≤ 1/3, entonces el núcleo debeŕıa ser una fase de quarks.
Además, encuentran que para una estrella de neutrones con radio de 12 km y masa de
2M�, el núcleo de quarks tendŕıa una masa entre 0.7 y 0.8 M�, mientras que la masa
máxima que puede tener una estrella de neutrones con un núcleo de quarks de entre 6 y
6.5 km de radio es entre 1.8 y 2.05 M�.

Por otro lado, en la fase de desconfinamiento, si la densidad es extremadamente alta,
los quarks formarán pares de Cooper, que romperán la simetŕıa local de color y harán
que los gluones adquieran masa. A este fenómeno se le conoce como superconductividad
de color, y cuando la densidad es extremadamente alta, se forma una nueva fase conocida
como Color-Flavor-Locked (CFL), que es una fase superfluida, eléctricamente neutra y en
la que se rompe la simetŕıa quiral. por lo que en las zonas más internas del núcleo puede
existir una fase CFL. Sin embargo, los efectos de dicha fase contribuiŕıan a segundo orden y
no son observables [2, 17, 21, 25]. En la Figura 2.3, se muestra la estructura interna de una
estrella de neutrones para tres distintas composiciones (materia hadrónica, estrella h́ıbrida
y estrella h́ıbrida con núcleo en fase CFL) como función de la frecuencia de rotación, la
cual es menor que la frecuencia kepleriana, dada por la ecuación (2.24). Dicha rotación
modifica la estructura interna de la estrella.



2.3 Evolución de una estrella de neutrones 21

Figura 2.3: Estructura interna de una estrella de neutrones para tres composiciones dis-
tintas (izquierda: materia con hiperones, centro: composición de quarks-h́ıbrida, derecha:
composición de quarks-h́ıbrida, pero con un núcleo en una fase CFL. La masa de la estrella
es de 1.4M� y gira con una frecuencia ν, menor que la frecuencia kepleriana νk. Imagen
de F. Weber, R. Negreiros y P. Rosenfield [17].

2.3. Evolución de una estrella de neutrones

Como se ha planteado en secciones precedentes, las estrellas de neutrones nacen después
de que el núcleo de una estrella masiva (> 8M�) sufre el colapso gravitacional al final de su
vida, lo que desencadena una explosión, conocida como supernova tipo II, en la que la mayor
parte de la enerǵıa es emitida como neutrinos y antineutrinos de todos los sabores y en
proporciones similares. A continuación se describirá cómo evoluciona el núcleo de la estrella
progenitora para formar una estrella de neutrones, siguiendo la descripción de Lattimer y
Prakash [16]: la estrella recién formada, conocida como proto-estrella de neutrones (PNS),
tiene una alta fracción de leptones, principalmente electrones y neutrinos electrónicos.

Etapa I: El colapso del núcleo de la estrella progenitora se detiene cuando alcanza una
densidad cercana a la densidad nuclear, lo cual desencadena la formación de una onda
de choque en la frontera externa del núcleo que se propaga entre cien y doscientos
kilometros antes de que se diluya, pues la enerǵıa que transporta la onda, disocia
los núcleos de las capas externas de la estrella y, además, produce neutrinos. (Etapa
I, Figura 2.4). Los neutrinos provenientes del núcleo, posiblemente aunados a otros
factores como la rotación, campos magnéticos y fenómenos de convección, reaniman
a la onda de choque, que despoja a la estrella de su masivo manto estelar.

Etapa II: La PNS se encoje rápidamente debido a la pérdida de presión ocasionada por
el escape de los neutrinos en su periferia. Esto ocurre en un tiempo de difusión
τ ∼= 3R2/λc ≈ 10 s, donde λ ∼ 10 cm es el camino libre medio de los neutrinos.
(Etapa II, Figura 2.4).

Etapa III: La pérdida de neutrinos, que hace que los electrones y protones se combinen
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Figura 2.4: Principales etapas de la evolución de una estrella de neutrones. El radio R y la
temperatura del centro, Tc de la estrella, se indican para distintos tiempos t. Imagen de J.
Lattimer y M. Prakash [16].
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para hacer materia rica en neutrones, calienta el interior de la estrella, llegando a
duplicar la temperatura en el núcleo (∼ 50 MeV = 6 × 1011 K). (Etapa III, Figura
2.4).

Etapa IV: Después de diez a veinte segundos, la emisión de neutrinos enfŕıa el interior de
la estrella. Como la sección eficaz de la interacción entre la materia y los neutrinos
(σ ∝ λ−1) escala como el cuadrado de la enerǵıa promedio de los neutrinos, el camino
libre medio se hace más grande que el radio de la estrella en un tiempo cercano a
los 50 segundos, por lo que escapan fácilmente y su tasa de enfriamiento se acelera.
(Etapa IV, Figura 2.4).

Etapa V: Dentro de los primeros diez a cien años, el transporte de calor por electrones
desde la corteza hacia el interior, donde es radiado como neutrinos, crea una estructu-
ra isotérmica. Además, emite fotones muy energéticos (rayos X), pero dicha emisión
es cien veces menor que la de los neutrinos. (Etapa V, Figura 2.4).

Etapa VI: Cuando la temperatura de la estrella de neutrones está entre 108 − 106 K, la
emisión de fotones pasa a ser el mecanismo principal de emisión y de enfriamiento de
la estrella. La luminosidad de la estrella decae hasta que está lo suficientemente fŕıa
para que la emisión térmica sea muy pequeña y ya no sea visible. Esto ocurre cuando
la estrella de neutrones tiene una edad de millones de años. (Etapa VI, Figura 2.4).

2.3.1. Evolución térmica de las estrellas de neutrones

Prácticamente todo estado de la materia en condiciones de alta densidad, tal y como
se encuentra en el núcleo de una estrella de neutrones, emitirá neutrinos, y si éstos son
capaces de escapar, la materia se enfriará de diferentes maneras, por lo que el estudio del
enfriamiento de las estrellas de neutrones puede dar pistas sobre la composición de estos
objetos.

A continuación se presentan algunos resultados que se han obtenido en el estudio del
enfriamiento de las estrellas de neutrones, siguiendo a [2, 19, 26]. Suponiendo que el interior
de la estrella tiene una temperatura uniforme T (etapa IV, Figura 2.4), si Eth es el contenido
de enerǵıa térmica de la estrella y Cv su calor espećıfico, entonces, de acuerdo con la Ley
de Enfriamiento de Newton:

dEth
dt

=
dEth
dT

dT

dt
= Cv

dT

dt
= −Lν − Lγ +H. (2.25)

La ecuación (2.25) dice que el cambio en Eth es la suma de las pérdidas de enerǵıa debidas
a la emisión de neutrinos, Lν , del interior de la estrella; a la emisión de fotones, Lγ , de
la superficie y, posiblemente, compensado por un mecanismo de calentamiento, H, el cual
puede incuir procesos disipativos que convierten enerǵıa rotacional, magnética o qúımica
en calor. Por el momento, dicho término se considerará cero, es decir, H = 0.
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El calor espećıfico por unidad de volumen, cv, será la suma de los calores espećıficos de
cada especie constituyente, cv,i, donde i = electrones, muones, protones, neutrones, quarks,
etc. La integral de cv sobre el volumen de toda la estrella será igual a Cv. Además,

cv,i =

(
m∗i pF,i
π2~3

)
π2

3
k2
B T, (2.26)

donde pF,i es el momento de Fermi, relacionado con su densidad de número por la ecuación
(2.3), kB es la constante de Boltzmann y m∗i es la masa efectiva, definida por

m∗i := pF,i

(
∂εi(p)

∂p

∣∣∣∣
p=pF,i

)−1

, (2.27)

con εi(p) la enerǵıa de excitación de una part́ıcula.
El proceso más eficiente de emisión de neutrinos en el núcleo de una estrella es el

llamado proceso directo de URCA (DURCA) 2:

n→ p+ e− + ν̄e y p+ e− → n+ νe, (2.28)

es decir, el decaimiento beta y el decaimiento beta inverso del neutrón. Este proceso sola-
mente puede ocurrir si se conservan el momento y la enerǵıa: la conservación de la enerǵıa
implica que si los neutrinos escapan de la estrella y tienen un potencial qúımico cero, en-
tonces la relación de equilibrio qúımico, µn = µp + µe, es siempre cierta. Sin embargo,
la conservación del momento implica que pF,n ≤ pF,p + pF,e. Debido a la neutralidad de
la carga total, y si los protones y electrones son las únicas part́ıculas cargadas presentes,
entonces a partir de la ecuación (2.3), se encuentra que la fracción protónica xp = np/nB,
con nB la densidad bariónica, debe satisfacer la siguiente desigualdad:

xp ≥
1

9
' 11 %. (2.29)

Durante muchos años se consideró que dicha fracción protónica era sumamente alta y
que no se encontraŕıa en el interior de las estrellas, por lo que el proceso DURCA no
conservaŕıa el momento, y por lo tanto, no ocurriŕıa. Sin embargo, en 1991, Lattimer et
al. [28] mostraron que para las densidades presentes en el núcleo de la estrella, la fracción
protónica se encuentra entre el 11 % y 15 %, por lo que el proceso DURCA ocurrirá.

El proceso URCA modificado (MURCA)

n+ n′ → p+ n′ + e− + ν̄e y p+ n′ + e− → n+ n′ + νe (2.30)

2El nombre de proceso URCA fue dado por el ruso George Gamow (1904 – 1968) y el brasileño Mário
Schenberg (1914 – 1990) cuando visitaban el “Cassino da - Urca” de Rio de Janeiro y se preguntaban por
qué la enerǵıa en el núcleo de una supernova desaparece tan rápidamente. En el dialecto del sur de Rusia,
en particular de Odessa, que hablaba G. Gamow, la palabra urca se utiliza coloquialmente para referirse a
un ladrón o mafioso. [27]
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tiene la ventaja de no estar cinemáticamente prohibido, pues el neutron n′ asegura que
el momento se conserve, sin embargo, es seis órdenes de magnitud menos eficiente que el
proceso DURCA, creando aśı la diferenciación entre los procesos rápidos y lentos.

Existen procesos análogos al DURCA y MURCA, donde se reemplaza al neutrón de
las ecuaciones (2.28) y (2.30) por otros hadrones o quarks desconfinados, que pueden estar
presentes en el núcleo de la estrella. Dichos procesos se pueden encontrar en la Tabla 11.1
de [19, 26].

Además de los procesos de tipo URCA, existen otros procesos que deben de ocurrir en
el núcleo de la estrella y que emiten pares de neutrinos y antineutrinos de cualquier sabor
(νe, νµ y ντ ) y se discuten con detenimiento en Yakovlev et al. [29]. Entre éstos destacan el
bremsstrahlung de neutrones (n+n→ n+n+νiν̄i) o electrones (e−+e− → e−+e−+νiν̄i), la
formación de pares de Cooper (n+n→ [nn]+νiν̄i) y la aniquilación de pares (e−+e+ → νν̄).
Por otro lado, en etapas tempranas de la estrella, la evolución térmica de la corteza y del
núcleo son independientes, por lo que la corteza también participa en el enfriamiento de
la estrella. Los dos procesos dominantes en la corteza son el decaimiento de plasmones
(Γ→ νν̄) y el bremsstrahlung de un electrón con un ion (e−+ núcleo→ e−+ núcleo + νν̄).

Existen diferentes soluciones a la emisividad de neutrinos y fotones de la ecuación
(2.25), las cuales se muestran en [19, 26, 29, 30]. Una solución anaĺıtica al enfriamiento de
las estrellas de neutrones está dada por [2, 19, 26]

Cv = C · T, Lslowν = N s · T 8, Lfastν = Nf · T 6, (2.31)

donde C = 1029 − 1030 ergK−2, Lslowν y Lfastν son la emisividad de neutrinos para pro-
cesos lentos y rápidos, respectivamente; N s = 10−34 − 10−32 erg s−1K−8 y Nf = 0 −
10−9 erg s−1K−6. Para la emisividad de fotones de la superficie

Lγ = 4πR2σSBT
4
e = ST 2+4α, (2.32)

donde R es el radio de la estrella; σSB es la constante de Stefan – Boltzmann; Te ∝ T 0.5+α

es la temperatura efectiva o superficial, es decir: la temperatura que mediŕıa un observador
“situado en infinito”, T∞, está relacionada con la temperatura efectiva mediante T∞ =
eΦTe, donde e2Φ es la componente temporal de la métrica del espaciotiempo, y satisface la
ecuación (2.23); S = 2× 1015 − 4× 1014 ergs−1K−2−4α y α = 0.05− 0.1.

Al comparar Lν con Lγ se encuentra que para épocas tempranas en la evolución de
la estrella, la emisión de neutrinos será el principal mecanismo de enfriamiento, mientras
que, cuando la temperatura es suficientemente baja, la emisión de fotones pasará a ser
el mecanismo principal. La temperatura, Tshift, a partir de la cual el enfriamiento se da
principalmente por la emisión de fotones, se puede determinar al igualar Lν con Lγ : para
los procesos lentos, Tshift estará dada por

T sshift '
(
S

N s

)1/6

∼ 108K, (2.33)
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con Te ∼ 106K. Y para procesos rápidos, Tshift estará dada por

T fshift '
(
S

Nf

)1/4

∼ 106K, (2.34)

con Te ∼ 105K. Además, la solución de la ecuación (2.25) en la época del enfriamiento por
neutrinos es, para procesos lentos

t =
C

6N s

(
1

T 6
− 1

T 6
0

)
, (2.35)

donde T0 es la temperatura inicial a t = t0. Y para procesos rápidos, la solución a la
ecuación (2.25) es

t =
C

4Nf

(
1

T 4
− 1

T 4
0

)
. (2.36)

Las ecuaciones (2.35) y (2.36) se pueden invertir fácilmente, es decir, expresar a la tem-
peratura como función del tiempo, y aśı obtener la escala de tiempo del enfriamiento por
neutrinos: τ slowν ∼ 6 meses y τ fastν ∼ 4 minutos, si T0 ∼ 109 K.

Por otro lado, la solución de la ecuación (2.25) en la época del enfriamiento por fotones
es

t = t1 +
C

4αS

(
1

T 4α
− 1

T 4α
1

)
, (2.37)

donde T1 es la temperatura al tiempo t1. Las constantes α y S dependen de la cantidad de
elementos ligeros y pesados que existen en la envoltura, por lo que afectarán considerable-
mente el valor numérico de la ecuación (2.37).

El enfriamiento es afectado por múltiples causas, por ejemplo: la presencia de campos
magnéticos (pues éstos afectan el transporte de calor), los efectos de superconductividad y
superfluidez (ya que la formación de pares que caracteriza a estos fenómenos altera a los
procesos en los que se producen neutrinos) y las diferentes composiciones que pueda tener
la estrella, tanto en el núcleo como en la envoltura (pues las reacciones que produzcan
neutrinos cambiarán y, por tanto, la emisividad de éstos) [19, 26, 29, 30].

Dado que la composición del núcleo modifica la emisividad de neutrinos, diferentes
ecuaciones de estado podŕıan predecir enfriamientos suficientemente distintos para poder
discernir si dicha ecuación de estado es válida. Sin embargo, escenarios muy distintos de
enfriamiento, aśı como ecuaciones de estado, llevan a resultados muy similares, por lo que
las observaciones no han sido capaces de determinar una mejor ecuación de estado.



Caṕıtulo 3

Velocidades de escape de estrellas
de neutrones

Entre 1970 y 1974, Manchester, Taylor y Van [31], observaron la regularidad con la que
se observan los pulsos de PSR B1133 + 16, uno de los pulsares más cercanos a la Tierra (a
una distancia ∼ 350 pc1), y encontraron que el residuo en la llegada del pulso aumentaba
debido a que el pulsar tiene un movimiento propio con una velocidad de 380 km s−1.
Aunque dicho movimiento ya se hab́ıa observado en el pulsar en la Nebulosa del Cangrejo,
aśı como de otros cinco pulsares (que no se encontraban en el centro del remanente de la
supernova), ésa fue la primera medición de la velocidad del movimiento propio de un pulsar.
Las primeras velocidades que se midieron eran relativamente pequeñas, sin embargo, con
la medición del movimiento propio de algunos pulsares como Circinus X - 1, el arco de
choque de la Nebulosa de la Guitarra, entre otros, se determinó la existencia de pulsares
de alta velocidad ( & 1000 km s−1) [10].

En 2005, Hobbs et al. [9] publicaron un estudio estad́ıstico del movimiento propio de
doscientos treinta y tres pulsares, cuyas trayectorias se indican en la Figura 3.1, mostrando
que las velocidades medidas siguen una distribución maxwelliana, cuyo promedio es de 400
km s−1. Cerca de una cuarta parte de los pulsares tienen una velocidad superior a 500 km
s−1 [4, 9], es decir, mayor que la velocidad de escape de la Via Láctea (∼ 550 km s−1), por
lo que eventualmente terminarán en el espacio intergaláctico.

Si todos los pulsares nacen cerca del plano galáctico, aśı como lo parece indicar la Figura
1.2, entonces su edad cinemática se define como la razón entre la distancia a la que están
del plano galáctico y la velocidad a la que se “alejan” de él. Dicha edad cinemática se puede
comparar con la edad caracteŕıstica: para los pulsares jóvenes ambas edades coinciden, pero
para los pulsares viejos, la edad cinemática y la caracteŕıstica difieren (hasta por millones
de años) [4]. Además, como se puede ver en la Figura 1.1, hay una menor cantidad de
pulsares viejos que de pulsares normales, más aún, casi no se observan pulsares viejos de

11 pc = 3.2615 años luz = 3.0856× 1018 cm

27
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Figura 3.1: Movimiento propio de los 233 pulsares reportados en [9]. La posición del pulsar
se indica por un ćırculo y la ĺınea indica su movimiento durante el último millón de años,
asumiendo que no tiene velocidad radial. Imagen de G. Hobbs, D. R. Lorimer, A. G. Lyne
y M. Kramer [9].

alta velocidad, lo cual podŕıa indicar que dichos objetos ya se alejaron tanto del plano
galáctico, que ya no son visibles desde la vecindad del Sol [4].

Una explicación natural al movimiento propio es que las explosiones de supernova en las
que nacen los pulsares son asimétricas, por lo que los pulsares reciben un impulso o patada
(kick en inglés) al nacer que les da esa velocidad, sin embargo, conforme se han acumulado
más observaciones del movimiento propio de los pulsares, el origen de sus velocidades de
escape no es claro. En los pulsares del Cangrejo y de la Vela hay evidencia de que la
dirección de movimiento del pulsar corresponde con la dirección del eje de giro. En otros
pulsares también parece haberla, pero en menor medida que en los ya mencionados [10, 11].

Se han propuesto diferentes mecanismos para explicar las velocidades de kick y se
revisan en [10, 11]. Entre ellos destacan:

Kick debido a perturbaciones hidrodinámicas: este mecanismo depende de
perturbaciones hidrodinámicas durante el colapso del núcleo y en la explosión de su-
pernova. Inestabilidades locales podŕıan generar velocidades ∼ 100 km s−1, mientras
que perturbaciones asimétricas globales generan velocidades mayores a 1000 km s−1.

Kick debido a la formación de jets asimétricos: la combinación de un núcleo
de hierro que gira rápidamente, con un campo magnético, puede formar dos jets en
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los polos de la estrella. En el caso de una asimetŕıa entre estos jets, la explosión de
supernova generaŕıa una velocidad alta.

Kick debido al rompimiento de un sistema binario: cuando en un sistema bi-
nario, una de las compañeras explota como supernova, la otra se va con una velocidad
similar a su velocidad orbital.

Kick debido a la fragmentación de un núcleo giratorio en un sistema bina-
rio de PNS: un núcleo que gira rápidamente y se fragmenta formando un sistema
binario de PNS. La explosión de la PNS más ligera (después de la transferencia de
masa) podŕıa darle a la otra estrella el impulso necesario.

Kick debido a un efecto cohete electromagnético: radiación proveniente de
un dipolo rotatorio fuera del centro le imparte una aceleración gradual al pulsar a lo
largo de su eje de giro.

Kick debido a emisión anisotrópica de neutrinos: una emisión asimétrica de
neutrinos inducida por los intensos campos magnéticos (> 1015 G) presentes en el
interior de la estrella.

A continuación se presenta una discusión más detallada de dichos mecanismos, aśı como
de las evidencias observacionales que podŕıan descartar o apoyar a cada uno de ellos.

3.1. Kick debido a perturbaciones hidrodinámicas

Si en las explosiones de supernovas, en las que tienen su origen las estrellas de neutrones,
existe una dirección en la que, por algún motivo, sean más fuertes, la PNS recibirá un
impulso por conservación de momento. Por ejemplo, en Scheck et al. [32], se muestra una
simulación numérica de la explosión de una supernova en la que la enerǵıa de los neutrinos
emitidos se deposita entre la PNS y la onda de choque de la supernova, generando asimetŕıas
suficientes para que la estrella de neutrones alcance velocidades superiores a 500 km s−1,
e incluso, en casos extremos, alcanzar velocidades de miles de km s−1.

En Burrows y Hayes [33], la asimetŕıa es generada por una anisotroṕıa dipolar en la
masa del núcleo colapsado menor al 0.1 % (o en cualquier capa de masa menor al 2 %),
además de una anisotroṕıa inicial cuadrupolar total de 0.008 % (normalizada a 2/3). En
dicho trabajo la velocidad de la estrella de neutrones alcanzó 530 km s−1.

En general, los diferentes trabajos que se han hecho suponen una inestabilidad local
en el núcleo colapsado de la estrella y en el manto estelar en el que se propaga la onda de
choque de la supernova. Los modelos que suponen una rotación del núcleo colapsado no
muestran ningún impacto en la velocidad de kick de origen hidrodinámico [10], sin embargo,
el impulso general śı será afectado por la rotación promedio si el patrón asimétrico generado
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por la onda de choque rota con la materia con un periodo menor que la escala de tiempo
del kick, τkick, que en este mecanismo es τkick ∼ 10− 100 ms.

Page et al. argumentaron en [34], que en el remanente de la supernova SN1987A parece
haber una estrella de neutrones, que además está desplazada del centro de la supernova una
distancia consistente con la predicción del kick hidrodinámico (moviéndose a una velocidad
entre 160 y 700 km s−1).

Los escenarios que se describen con este mecanismo parecen reproducir la velocidad
promedio, pues las velocidades estándar producidas son cercanas a 500 km s−1 y, además, es
capaz de generar las velocidades más altas que se han observado. Sin embargo, se necesitan
condiciones de asimetŕıa muy extremas que pueden no ser completamente ciertas en todos
los casos.

3.2. Kick debido a la formación de jets asimétricos

Este mecanismo, propuesto por Kholkhlov et al. [35] en 1999, supone que en el colapso
del núcleo de la estrella progenitora, debido a mecanismos magnetorrotacionales (la rápida
rotación del núcleo, junto con la presencia de un campo magnético), se forman dos jets
supersónicos de alta densidad, en los polos del núcleo colapsado. Se estima que estos jets
colimados tendŕıan un tiempo caracteŕıstico ∼ 1 s.

Suponiendo que la masa de cada jet Mj ∼ 1M�, la asimetŕıa en la velocidad de los
jets suficiente para generar una velocidad de 1000 km s−1 debe ser ∆vj/vj ∼ 1, con vj la
velocidad del jet. Si la duración de los jets se duplica, entonces la asimetŕıa en la velocidad
de los jets disminuye a 0.5.

3.3. Kick debido al rompimiento de un sistema binario

De acuerdo con Gott et al. [36], algunas estrellas con movimiento propio se han podido
relacionar con un antiguo sistema binario, formado por dos estrellas de neutrones o una
estrella de neutrones con una estrella de secuencia principal 2, una enana blanca masiva o
una binaria masiva de rayos X 3 [11].

Para estudiar este mecanismo, siguiendo a Gott et al. y a Wang et al. [11, 36] con-
sidérense dos estrellas en órbita circular, es decir, con excentricidad ei = 0 y semieje mayor
ai: una estrella A de masa mA, que puede ser una estrella de neutrones, una estrella de
secuencia principal o una enana blanca masiva; y una estrella B, que es una estrella prin-
cipalmente compuesta de helio, lista para explotar como supernova, cuya masa antes de

2Estrellas que son qúımicamente homogéneas y transforman hidrógeno en helio en su núcleo. Las dife-
rentes cantidades de elementos más pesados que el hidrógeno y el helio tienen poco impacto en este tipo de
estrellas. Una discusión más amplia sobre este tipo de objetos se puede encontrar en [1].

3Un sistema binario en el que la estrella compañera de la estrella de neutrones le transfiere masa,
generalmente formando un disco de acreción del que se emiten rayos X. Una discusión más amplia sobre
este tipo de sistemas se puede encontrar en [1].
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la explosión es mB,i. La duración de la supernova se puede considerar instantánea pues es
mucho menor que el periodo orbital del sistema binario. Cuando B explota, deja una es-
trella de neutrones con masa mB < mB,i, que además, puede recibir una velocidad de kick,
Vk, durante la explosión, por alguno de los métodos listados anteriormente. En general,
la estrella A no es afectada por la supernova, es decir, tanto su masa, como su velocidad,
antes y después de la supernova, son iguales.

Debido a la pérdida de masa de la estrella B, aśı como el impulso que ésta recibe, la
órbita posterior a la supernova tendrá, en general, una excentricidad ef 6= 0, y si mB,i −
mA > 2(mB,i −mB), entonces ef > 1 [36]. Si V∞ es la velocidad relativa entre A y B en
infinito y Vc es la velocidad del centro de masa, entonces

Vc =
G1/2mA (mB,i −mB)

a
1/2
i (mB,i +mA)1/2 (mA +mB)

, (3.1)

V∞ =

[
G (mB,i −mA − 2mB)

ai

]1/2

. (3.2)

Si las velocidades de las estrellas en el marco de referencia del laboratorio son vA y vB,
y el ángulo entre ellas es ψ, entonces

|vB|
|vA|

=
mA[

m2
B,i − 2mB (mB,i +mA)

]1/2
=

vB · vA
|vB||vA|

= cosψ. (3.3)

Por otro lado, Wang et al., op. cit., encuentra unas restricciones al impulso que puede
recibir B en su explosión: si el ángulo entre Vk y el momento angular orbital anterior a la
supernova, Li, es γ, su semieje mayor posterior a la supernova es af y su momento angular
orbital posterior a la supernova, Lf , hace un un ángulo θ con Li, entonces, a partir de la
conservación del momento angular y de la enerǵıa se encuentra que

V 2
k =

GMf

af

[
2ξ − 1 + ξη−1 − 2

(
1− e2

f

)1/2
ξ3/2η−1/2 cos θ

]
, (3.4)

cos2 γ =
ξ2
(

1− e2
f

)
sin2 θ

2ξ − 1 + ξη−1 − 2
(

1− e2
f

)1/2
ξ3/2η−1/2 cos θ

, (3.5)

donde Mf = mA + mB, Mi = mA + mB,i, η = Mf/Mi < 1 y ξ = af/ai, que satisface
(1 + ef )−1 < ξ < (1− ef )−1.

Las ecuaciones anteriores se usan para encontrar el valor de las velocidades de kick de
sistemas binarios. Por ejemplo, Gott et al. en op. cit., las aplican al pulsar que se encuentra
en la Nebulosa del Cangrejo (PSR B0531 + 21) y a su pulsar más cercano (PSR B0525 +
21), que dista cerca de un grado de dicha nebulosa. La predicción de la velocidad de dichos
objetos es cercana a la observada.
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Por otro lado, en Wang et al. op. cit. se encuentran los intervalos de velocidades que
debeŕıan de tener veintidos objetos, y aunque los intervalos en ocasiones son muy amplios
(algunos son de decenas a miles de km s−1), éstos parecen estar de acuerdo con los valores
reportados en Hobbs op. cit.

3.4. Kick debido a la fragmentación de un núcleo giratorio
en un sistema binario de protoestrellas de neutrones

Este mecanismo supone que durante el colapso de un núcleo giratorio, se pueden formar
una o más protuberancias de materia neutrónica en órbitas cerradas alrededor de la PNS.
El transporte de masa del objeto más ligero al más pesado causa que el primero llegue al
ĺımite inferior para la masa de una estrella de neutrones y, por lo tanto, explotará generando
un escenario de rompimiento del sistema binario [37] como el descrito anteriormente.

La formación de una compañera ligera en los alrededores de la estrella de neutrones
principal implica el rompimiento de las simetŕıas esférica y axial durante el colapso. Colpi
et al. [37] argumenta que la rápida rotación de cuerpos en equilibrio lleva a la formación
de inestabilidades dinámicas que no tienen simetŕıa axial, que pueden crecer en el núcleo
de la PNS, formando estructuras de barras, las cuales se pueden fragmentar de la PNS al
interactuar con la materia que las circunda. Fryer et al. [38] argumentan que la fragmen-
tación solamente puede ocurrir cuando la razón entre la enerǵıa rotacional y la enerǵıa de
ligadura gravitacional es mayor a 0.25 . Sin embargo, el núcleo se vuelve dinámicamente
inestable cuando esa razón es mayor que 0.14 . Incluso en núcleos muy masivos y que
rotan sumamente rápido, dicha razón parece ser apenas superior a 0.1 y, por lo tanto, la
fragmentación del núcleo no ocurrirá.

Sin embargo, suponiendo que es posible la formación de una compañera ligera cuya
masa es 0.1 − 0.3M�, la transferencia de masa de la compañera ligera a la pesada se da
por la formación de un disco de acreción, hasta que la compañera ligera llegue a tener una
masa igual al ĺımite inferior que puede tener una estrella de neutrones (véase la Figura 2.1)
y explota, rompiendo el sistema binario y generando velocidades cercanas y superiores a
1000 km s−1. Colpi et al., en op. cit., argumentan que las velocidades de kick sumamente
altas podŕıan ser indicio de la fragmentación del núcleo.

3.5. Kick debido a un efecto cohete electromagnético

En 1975, Harrison et al. [39] mostraron que la radiación electromagnética de un dipolo
magnético giratorio descentrado impulsa al pulsar en la dirección de su eje de giro. Este
mecanismo es diferente a los ya expuestos, pues asume un escenario para el kick posnatal,
donde el impulso que se le imprime a la estrella implica una aceleración gradual en el
pulsar, proveniente de la enerǵıa cinética de giro. Para estudiar este mecanismo, siguiendo
a Lai et al. y Harrison et al. [10, 39], sean µz, µρ, µφ las componentes del dipolo magnético
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en coordenadas ciĺındricas, en donde z está en la dirección del eje de giro del pulsar y φ es
el ángulo coordenado. Si el dipolo está desplazado una distancia s del eje de giro, la fuerza
ejercida sobre el pulsar estará dada (a primer orden) por

F =
8

15

(
Ωs

c

)
Ω4µzµφ
c4

, (3.6)

donde Ω es la velocidad angular del pulsar, y si F es negativa, entonces implica que la
velocidad de kick, Vk, es paralela al eje de giro. Los términos dominantes de la luminosidad,
o tasa de radiación de enerǵıa, serán, por tanto:

L =
2Ω4

3c3

(
µ2
ρ + µ2

φ +
2Ω2s2µ2

z

5c2

)
. (3.7)

En una situación “t́ıpica”, µz ∼ µρ ∼ µφ y el factor de asimetŕıa en la radiación
emitida ε := F/(L/c) es del orden de 0.4(Ωs/c). Para una Ω dada, la máxima asimetŕıa,
εmax = 0.63, sucede cuando µρ/µz = 0 y µφ/µz =

√
0.4(Ωs/c). Las ecuaciones diferenciales

que determinan al momento lineal y angular para un pulsar de masa m, momento de inercia
I y que se mueve a una velocidad Vk, están dadas a segundo orden por

d

dt
(mVk) =

L

c

(
ε− Vk

c

)
, (3.8)

d

dt
(IΩ) = −L

c

(
1 +

εVk
c

)
. (3.9)

Estas ecuaciones tienen como solución a

Vk ' 140R2
10

s

10 km

( νi
1 kHz

)3
[

1−
(
ν

νi

)3
]

km s−1, (3.10)

donde R10 = R/10 km, con R el radio de la estrella de neutrones, νi es la frecuencia de giro
inicial, ν es la frecuencia de giro observada y, para llegar a la ecuación (3.10), se asumió
una situación “t́ıpica”.

En la situación “óptima”, en la que µρ = 0, µφ/µz =
√

0.4(Ωs/c) y
ε =
√

0.4
[
2ΩiΩ/(Ω

2 + Ω2
i )
]
, la velocidad máxima de kick será

vmax ' 1400R2
10

( νi
1 kHz

)2
[
1− 4.66

(
ν

νi
− tan−1 ν

νi

)]
km s−1. (3.11)

Por lo tanto, si el pulsar nace con una frecuencia de giro νi & 1 kHz, es posible que alcance
velocidades de algunos cientos de km s−1 o incluso 1000 km s−1.

Para obtener las ecuaciones (3.11) y (3.10) se asumió que la enerǵıa rotacional del pulsar
se transforma en su totalidad en radiación electromagnética. Sin embargo, de acuerdo con
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Lai et al. en op. cit., si el pulsar tiene una frecuencia de giro ν & 100 Hz, perderá una
cantidad significativa de momento angular en la forma de radiación gravitacional.

En Lai et al. op. cit., se argumenta que los pulsares tienen un periodo al nacer de 0.02 –
0.5 s, por lo que la frecuencia de giro necesaria para reproducir las velocidades observadas
es mucho mayor. Sin embargo, existen sistemas como el Pulsar del Cangrejo y el de la Vela
en donde la frecuencia de giro inicial parece indicar que este mecanismo podŕıa entrar en
funcionamiento.

3.6. Kick debido a emisión anisotrópica de neutrinos

Cuando una estrella de neutrones nace, su temperatura es del orden de 1011 K. A estas
temperaturas, la emisión de neutrinos es el principal mecanismo por el cual la estrella se
enfŕıa, hasta que alcanza una temperatura entre 108 y 106 K (ecuaciones (2.35) y (2.36)),
a partir de entonces, el mecanismo de enfriamiento dominante pasa a ser la emisión de
fotones, lo cual ocurre en aproximadamente un millón de años. Más aún, la enerǵıa emitida
en forma de neutrinos por una estrella de neutrones es aproximadamente el 99 % de la
enerǵıa de ligadura gravitacional (∼ 1053 erg), por lo que este proceso podŕıa jugar un
papel importante en las velocidades de kick.

La mayor parte de los neutrinos que se producen en el interior de las estrellas de
neutrones se originan en procesos mediados por la interacción débil; ésta presenta una
violación a la simetŕıa de paridad, P , que es la transformación que invierte las coordenadas
espaciales: ~x → −~x, es decir, es una reflexión en un espejo más una rotación de 180o con
respecto a un eje perpendicular al espejo. Por la violación a esta simetŕıa, aśı como por
la presencia de campos magnéticos que orientan la emisión de neutrinos, esta puede ser
asimétrica. También puede deberse a la presencia de un campo magnético asimétrico en
una PNS altamente magnetizada 4.

Como resultado de la conservación del momento, si la emisión de neutrinos es asimétrica,
la estrella recibirá un kick en la dirección contraria a aquella en la que la emisión es más
intensa, y que es opuesta a la dirección del campo magnético. De acuerdo con [41], si se
considera una estrella de neutrones de masa 1.4M�, con una velocidad de kick de 1000 km
s−1, el momento de los neutrinos emitidos será

pν =
Eν
c
' 3× 1053 erg

3× 1010 cm s−1
= 1043 erg·s

cm , (3.12)

mientras que el momento de la estrella de neutrones será

pNS = MNS · vkick = 1.4M� · 108 cm
s ' 2.8× 1041 erg·s

cm ' 0.03 pν . (3.13)

Por lo tanto, una asimetŕıa del 3 % será suficiente para proporcionarle una velocidad de
1000 km s−1 a una estrella de masa 1.4M�. Más aún, P. Arras y D. Lai [42] encontraron

4Véase, por ejemplo [40]
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que, bajo una aproximación no relativista en la propagación de los neutrinos en el interior
de la estrella, una asimetŕıa cercana al 1 % en la luminosidad total de neutrinos (∼ 1053 erg)
podŕıa ser suficiente para explicar las velocidades de kick observadas

El problema de las velocidades de kick mediante la emisión anisotrópica de neutrinos ha
sido abordado de diferentes maneras, entre ellas destacan [41–48] y se revisarán brevemente
a continuación.

Dorofeev et al. [47], estudiaron, en 1984, el proceso DURCA en un campo magnético
intenso y encontraron que si el campo magnético satisface

B ≥ 1
2Bc(µ

2
e − 1), (3.14)

donde Bc = m2
ec

3/(e~) es el campo magnético cŕıtico del electrón y µe es el potencial
qúımico del electrón, entonces el coeficiente de asimetŕıa en la radiación de neutrinos será
máximo. En el año de la publicación de este trabajo, las velocidades de kick observadas eran
del orden de 100 km s−1, lo que implicaŕıa que el campo magnético debeŕıa ser del orden de
1014−1015 G, si la temperatura y el potencial qúımico electrónico, al momento del colapso
de la estrella progenitora, tuvieran valores T = (3−4)×1010K y µe = (3−4)(kBT/(mc

2)),
respectivamente.

Varios autores [42, 43, 45, 46], han estudiado las asimetŕıas generadas en las secciones
eficaces de los procesos de dispersión de neutrinos por nucleones y electrones, aśı como los
procesos de absorción, en un medio nuclear denso y magnetizado. En [45, 46] se estudia la
contribución que podŕıan tener los hiperones Λ. Posteriormente, se utilizan dichas secciones
eficaces para resolver la Ecuación de Transporte de Boltzmann y encontrar la transferencia
de momento a la estrella.

En [42, 43], los autores encuentran que campos magnéticos del orden de 1015 − 1016

G podŕıan generar una asimetŕıa suficiente en la dispersión y absorción de neutrinos para
que la velocidad de la estrella sea de unos cuantos cientos de km s−1. Por otro lado, en
[45, 46] se encuentra que un campo magnético del orden de 1017 G aumentaŕıa la sección
eficaz de los procesos de absorción y reduciŕıa la de los procesos de dispersión por un 1 –
3 % en la dirección contraria al campo magnético (antártica), generando aśı una asimetŕıa
en la emisión de neutrinos que podŕıa generar velocidades de 580 km s−1 ó 520 km s−1, si
hay o no presentes hiperones Λ, respectivamente.

Akhmedov et al. [48], argumentan que si los neutrinos adquieren un momento magnético
transitorio al resonar entre los distintos sabores (para neutrinos de Dirac: νeL ↔ νxR , con
x = µ ó τ ó νe,xL ↔ ν̄s, donde s indica al hipotético neutrino estéril; o para neutrinos
de Majorana: νe ↔ ν̄µ ó ν̄τ ), entonces escaparán libremente de la estrella y, más aún, el
mecanismo de resonancia generará una asimetŕıa en el momento de los neutrinos emitidos,
que si es del orden de 10−2 (suficiente para generar velocidades del orden de 1000 km s−1,
de acuerdo con la ecuación (3.13)), entonces el campo magnético deberá ser B & 4× 1015

G y el momento magnético del neutrino deberá ser

µν & 10−14µB (10−15µB), (3.15)
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para neutrinos de Dirac (Majorana).

Ayala et al. y Sagert et al. [41, 44] consideran que el núcleo de la estrella de neutrones
está compuesto de un gas de quarks u, d y s libres, aśı como de electrones en un cam-
po magnético que forma un ángulo muy pequeño con el eje de rotación del pulsar. La
conservación de momento y de momento angular en un proceso que viola la simetŕıa de
paridad implica que la polarización del esṕın de los neutrinos y positrones (anti-neutrinos
y electrones) emitidos esté correlacionada con su dirección de movimiento, proyectada a lo
largo u opuesta a la dirección del campo magnético. Por lo tanto, el número de neutrinos
o antineutrinos emitidos en una u otra dirección se puede determinar de la asimetŕıa de
esṕın. La velocidad de kick estará dada por

dv =
χ

MNS

4

3
πR3εdt (3.16)

donde v, MNS y R son la velocidad, la masa y el radio del pulsar, respectivamente, ε es la
emisividad de neutrinos y χ es la polarización del esṕın de los electrones, que determina
la fracción de neutrinos asimétricamente emitidos. Sagert y Schaffner-Bielich [41] utilizan
la Ley de Enfriamiento de Newton (ecuación (2.25)), aśı como una aproximación a primer
orden en la densidad de enerǵıa interna, que sirve para aproximar a la capacidad caloŕıfica
del núcleo de la estrella, y aśı poder integrar a la ecuación (3.16) y obtener

v =
2

3
πR3 χ

MNS
9

(
1− 2αs

π

)
µ2
q

(
T 2
i − T 2

f

)
∼ 40

km

s

( µq
400 MeV

)2
(

Ti
MeV

)2( R

10 km

)3(1.4M�
MNS

)
, (3.17)

donde αs = g2/(4π) es la constante de acoplamiento fuerte y g, el factor de degeneración,
µq es el potencial qúımico de los quarks y Tf y Ti son la temperatura final e inicial de la
estrella, respectivamente. Para obtener la ecuación (3.17), se utilizó que Tf es menor que
1 MeV, pues dentro del primer minuto, la estrella se enfŕıa a esas temperaturas [16], y por
lo tanto, su contribución a la velocidad es despreciable; además, la capacidad caloŕıfica se
aproximó como la capacidad caloŕıfica de los quarks pues el potencial qúımico de los quarks
es mucho más grande que el de los electrones; y finalmente, se consideró a χ = 1, pues para
temperaturas bajas y campos magnéticos intensos, dicho valor es una buena aproximación.

Los resultados de Sagert et al., en op. cit., reproducen velocidades mayores a 1000 km
s−1 para Ti > 5 MeV y R < 10 km, siempre y cuando, la intensidad del campo magnético
sea del orden de 1017 G, pues si no, la polarización no será total. Además, también reproduce
velocidades inferiores, del orden de 100 km s−1. Estos autores continuan su discusión sobre
los efectos que tienen las interacciones de los neutrinos con la materia de la estrella en las
velocidades de kick, pues el camino libre medio es mucho menor que el radio de la estrella
y, por lo tanto, los neutrinos se dispersarán, impidiendo que su emisión asimétrica genere
el impulso sobre la estrella. Además, los efectos de una fase de superconductividad de color
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(CFL) implicaŕıan que el radio de la fase de quarks de la estrella debeŕıa de ser más grande,
∼ 14 km [41], lo cual está en contradicción con el ĺımite al radio que encontraron Capano
et al. [18].

Por otro lado, Ayala et al [44] integran la ecuación (3.16) de forma directa, para obtener

v = −803.925 km
s

(
1.4M�
MNS

)(
R

10 km

)3( I

MeV fm−3

)
, (3.18)

donde I está definida por

I =

∫ Tf

Ti

χCv dT, (3.19)

con Cv la capacidad caloŕıfica del núcleo de la estrella. En la ecuación (3.18) no se utiliza
ninguna aproximación sobre la capacidad caloŕıfica ni la polarización del esṕın de los elec-
trones, dichas cantidades las obtienen a partir de la termodinámica del gas de fermiones
que compone al núcleo de la estrella, utilizando expresiones exactas para χ y Cv. Los resul-
tados de Ayala et al., op. cit., reproducen velocidades a partir de 100 km s−1, e inclusive
superiores a 1000 km s−1, para campos magnéticos entre 1015 y 1018 G y para densidades
entre 3 y 8 veces la densidad nuclear. Además, sus resultados se aproximan a los obtenidos
en Sagert et al., op. cit, cuando el campo magnético aumenta.

Aunque los resultados de Ayala et al. [44] reproducen las velocidades observadas, el
efecto de las interacciones entre los neutrinos y la materia que compone a la estrella no se
toma en cuenta, por lo que su efecto disminuiŕıa las velocidades encontradas. El objetivo
de esta tesis es proponer un mecanismo para que dichas interacciones no modifiquen la
emisión de neutrinos, y tomando como base a Ayala et al., op. cit., calcular las velocidades
que alcanzarán las estrellas de neutrones.

Kusenko, Segre y Vilenkin argumentan en [49], mediante su “teorema de no se va” (“the
no-go theorem”, en inglés), que si la estrella se encuentra en equilibrio térmico, no se puede
producir ninguna asimetŕıa en la emisión de neutrinos, incluso en la presencia de procesos
que violen la simetŕıa de paridad. Más aún, los mecańısmos que pretenden explicar las
velocidades de kick como la amplificación por la suma de pequeñas asimetŕıas, debidas
a múltiples colisiones, serán imposibles, pues las múltiples colisiones implicaŕıan que los
neutrinos, que se producen en procesos térmicos, continuaŕıan estando en un equilibrio
estad́ıstico. Sin embargo, como los mismos autores mencionan, las estrellas de neutrones
nacen en explosiones de supernovas como cuerpos calientes, que en muy poco tiempo dis-
minuyen su temperatura en varios ordenes de magnitud, por lo tanto, no se encuentran
en un equilibrio térmico en sus primeras etapas, en donde la emisión de neutrinos es más
importante. Si además, la transición a una fase de quarks desconfinados no ocurre en los
primeros instantes y, de acuerdo con los autores de [22], toma ∼ 0.1 ms en volver a estar
en equilibrio, entonces dicha transición volverá a sacar a la estrella de su equilibrio 5.

5De acuerdo con [50], los hadrones que componen a la materia nuclear se desconfinan a materia de quarks
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Murayama et al. [45] mencionan que el resultado de Kusenko et al., op. cit., solamente
toma en cuenta las colisiones de neutrinos y neutrones (dispersión de neutrinos), y desprecia
los efectos de la estad́ıstica de Fermi-Dirac, por lo que el “teorema de no se va” sólo
es válido en la región de muy baja densidad. Además, argumentan que la dispersión de
neutrinos dentro de la materia nuclear no se ve reflejada en la evolución térmica ni en la
propagación de los neutrinos que se encuentran fuera de equilibrio, más aún, como ellos
mismos demuestran, la absorción de neutrinos juega un papel importante en la asimetŕıa
de la emisión.

Para finalizar con la discusión sobre el kick debido a la emisión anisotrópica de neutri-
nos, y con los diferentes mecanismos que se han propuesto para explicarlo, es importante
hacer notar que la alineación entre el eje de giro y la dirección del kick es una condición
necesaria en la mayoŕıa de los mecanismos aqúı descritos. Actualmente, los dos mecanis-
mos de mayor aceptación dentro de la comunidad cient́ıfica internacional son los debidos
a perturbaciones hidrodinámicas y a la emisión anisotrópica de neutrinos; el primero no
necesita una alineación entre el eje de giro y la dirección del kick, mientras que el segundo
śı. Como se mencionó anteriormente, las observaciones parecen indicar que en la mayoŕıa
de los pulsares existe dicha alineación. Sin embargo, en aquellos pulsares en los que no se
diera la alineación entre el eje de giro y la dirección del kick, la emisión anisotrópica de
neutrinos podŕıa no ser la explicación de su movimiento propio. Además, el movimiento
propio de los pulsares podŕıa ser la suma de dos o más de los mecanismos aqúı expuestos
(y los no expuestos también).

en una escala de tiempo de la interacción fuerte del orden de ∼ 10−23 s. El gas de quarks de dos sabores
que se forma no está en equilibrio bajo interacciones débiles, las cuales equilibrarán qúımicamente al gas
en una escala de tiempo de ∼ 10−8 s, formando materia de quarks extraños y emitiendo neutrinos.



Caṕıtulo 4

La f́ısica de los neutrinos

Uno de los distintos mecanismos que se han planteado para explicar las velocidades
de escape de las estrellas de neutrones es por la emisión anisotrópica de neutrinos que se
generan conforme la estrella se enfŕıa Como se ha mencionado, el objetivo de este trabajo
es proponer un mecanismo para que las interacciones entre los neutrinos y la materia de
la estrella de neutrones se supriman y éstos puedan escapar libremente, por lo que es
importante revisar la f́ısica de los neutrinos 1.

Los neutrinos son part́ıculas elementales fermiónicas, es decir, tienen un esṕın de un
medio de ~, y no tienen carga. Son leptones, es decir, no interactúan fuertemente y son
part́ıculas ultrarrelativistas, es decir, viajan a velocidades tan próximas a la velocidad de
la luz que se puede considerar que su velocidad es la de la luz. Uno de los temas más
importantes de investigación actualmente es el concerniente a la masa de estas part́ıculas.
Varios experimentos han concluido que, si tienen masa, esta es muy pequeña (. eV).
Actualmente se conocen tres tipos de neutrinos: el neutrino del electrón, νe, el neutrino del
muón, νµ, y el neutrino del tau, ντ .

4.1. Neutrinos en el Modelo Estándar de part́ıculas elemen-
tales

El Modelo Estándar de part́ıculas elementales (SM) es la teoŕıa que describe las interac-
ciones fuertes, electromagnéticas y débiles de las part́ıculas elementales bajo el formalismo
de la teoŕıa cuántica de campos. El SM es una teoŕıa de norma basada en el grupo de
simetŕıas local SU(3)C⊗SU(2)L⊗U(1)Y , donde los sub́ındices C, L e Y denotan las cargas
de color, quiralidad izquierda e hipercarga. Este grupo de simetŕıas determina únicamente
las interacciones y el número de bosones vectoriales que corresponden con los generadores
del grupo.

1A partir de este caṕıtulo, y en los caṕıtulos subsecuentes, se utilizarán unidades naturales, es decir
c = ~ = kB = 1, salvo donde se indique.
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En el SM existen ocho gluones no masivos que corresponden con los ocho generadores
del grupo SU(3)C y son los intermediarios de las interacciones fuertes; además, cuatro
bosones de norma: tres masivos (W± y Z) y uno no masivo (el fotón γ), que corresponden
con los tres generadores de SU(2)L y el generador de U(1)Y , responsables de la interacción
electrodébil.

La teoŕıa de las interacciones electrodébiles fue formulada por el pakistańı Abdus Salam
(1926 – 1996) y el estadounidense Steven Weinberg (nacido en 1933). Éstas se pueden estu-
diar de forma independiente a las interacciones fuertes, ya que la simetŕıa del grupo de color,
SU(3)C , se mantiene y no hay mezclas entre los sectores electrodébiles (SU(2)L ⊗U(1)Y ) y
fuertes. Por esto, para estudiar a los neutrinos que no interactúan fuertemente, basta con
considerar al grupo de simetŕıa local (SU(2)L ⊗U(1)Y ) [51].

El grupo de simetŕıa del SM fija las interacciones, es decir, el número de propiedades de
los bosones vectoriales de norma, y adicionalmente se requieren tres parámetros indepen-
dientes que están indeterminados, que se llaman constantes de acoplamiento, y se obtienen
a partir de experimentos.

4.1.1. Neutrinos y la ecuación de Dirac

Los neutrinos, al ser fermiones ultrarrelativistas están descritos por la ecuación de
Dirac.

Para un campo fermiónico libre, ψ(x), la ecuación de Dirac se obtiene a partir de la
Lagrangiana

L(x) = ψ(x)
(
i/∂ −m

)
ψ(x), (4.1)

donde ψ ≡ ψ†γ0 y donde se ha introducido la notación /a = γµaµ de Feynman 2. Las
ecuaciones de Euler-Lagrange,

∂µ
∂L

∂ (∂µψ)
− ∂L
∂ψ

= 0 y ∂µ
∂L

∂
(
∂µψ

) − ∂L
∂ψ

= 0, (4.2)

dan, entonces, la ecuación de Dirac:(
i/∂ −m

)
ψ(x) = 0 y −

(
i/∂ +m

)
ψ(x) = 0, (4.3)

donde la segunda ecuación de (4.3) es el conjugado hermitiano de la primera.

2De acuerdo con [51], la Lagrangiana de Dirac debe escribirse L′(x) = ψ(x)
(
i
←→
/∂ −m

)
ψ(x), donde

←→
∂µ = 1

2
(
−→
∂µ −

←−
∂µ),

−→
∂µ es el operador de derivada normal, que actúa a la derecha, y

←−
∂µ es el operador de

derivada que actúa a la izquierda. Esto es aśı ya que la Lagrangiana debe ser expĺıcitamente real. Esta
Lagrangiana difiere de aquella de la ecuación (4.1) por la derivada total L − L′ = i

2
∂µ

(
ψγµψ

)
. Por el

teorema de Gauss, la integral de una derivada total es un término de frontera, que es invariante bajo la
variación que da origen a las ecuaciones de Euler-Lagrange, y como consecuencia, se obtendrá la misma
ecuación de movimiento.
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Además, si se multiplica por la izquierda a la ecuación de Dirac por
(
−i/∂ −m

)
, entonces

se obtiene la ecuación de Klein-Gordon:(
∂2 +m2

)
ψ(x) =

(
�+m2

)
ψ(x) = 0. (4.4)

Por otro lado, la matriz γ5 ≡ γ5 := i γ0γ1γ2γ3, llamada matriz de quiralidad, tiene
dos valores propios: ± 1. Además, siempre es posible descomponer un campo ψ en sus
componentes izquierda, ψL, y derecha, ψR, las cuales son funciones propias de γ5, con
valores propios + 1 y − 1, respectivamente, de tal forma que

ψ = ψR + ψL, (4.5)

donde

ψR =
1

2

(
1 + γ5

)
ψ := Rψ y ψL =

1

2

(
1− γ5

)
ψ := Lψ. (4.6)

Ahora, si se sustituye la descomposición del campo en sus componentes izquierda y
derecha en la Lagrangiana (ecuación (4.1)) se obtendrá

L(x) =
(
ψR(x) + ψL(x)

) (
i/∂ −m

)
(ψR(x) + ψL(x))

= ψR(x) i /∂ ψR(x) + ψL(x) i /∂ ψL(x)−m
(
ψR(x)ψL(x) + ψL(x)ψR(x)

)
. (4.7)

Es decir, las componentes izquierdas y derechas tienen términos cinemáticos independientes
pero están acopladas por la masa. Más aun, las ecuaciones de Euler-Lagrange que satisfacen
estos campos son

i /∂ ψR = mψL y i /∂ ψL = mψR, (4.8)

por lo que la evolución de cada componente está relacionada por la masa m.

Campo sin masa

Ahora, en el caso de que el campo sea no masivo, las ecuaciones (4.8) se convierten en
la Ecuación de Dirac para campos no masivos

i /∂ ψR = 0 y i /∂ ψL = 0. (4.9)

De estas ecuaciones se concluye que una part́ıcula no masiva de quiralidad izquierda (o
derecha) no podrá cambiar a una part́ıcula de quiralidad derecha (o izquierda) [52]. Más
aun, si ψ(x, p) es una solución de la Ecuación de Dirac para campos no masivos, entonces,
al escribir de forma más expĺıcita esa ecuación, se llega a(

γ0 |~p| − ~γ · ~p
)
ψ(x, p) = 0, (4.10)

y si se define a
~Σ =

(
i γ2γ3, i γ3γ1, i γ1γ2

)
, (4.11)
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es decir, Σk = γ0γkγ5, y se multiplica a la Ecuación de Dirac no masiva por γ5γ0, entonces
se encuentra que

~Σ · ~p
|~p|

ψ(x, p) = γ5ψ(x, p), (4.12)

donde se reconoce al operador de helicidad

ĥ =
~S · ~P
s |~P |

=
~Σ · ~P
|~P |

, (4.13)

si Pµ → pµ.
La ecuación (4.12) muestra que la helicidad de las funciones propias del operador de

momento, que son soluciones de la ecuación de Dirac para campos no masivos, coincide con
la quiralidad de esas funciones propias. En particular, las funciones propias de la matriz
de quiralidad son funciones propias del operador de helicidad con el mismo valor propio:

~Σ · ~p
|~p|

ψR(x, p) = + ψR(x, p) y
~Σ · ~p
|~p|

ψL(x, p) = − ψL(x, p). (4.14)

Por lo tanto, la componente derecha de un campo no masivo con momento definido tiene
helicidad positiva, mientras que la componente izquierda de un campo no masivo con
momento definido tiene helicidad negativa [51]. Es importante mencionar que aunque en
el caso de part́ıculas sin masa, la helicidad y la quiralidad son idénticas, en general no
son lo mismo para part́ıculas masivas: la helicidad nos dice si el esṕın y el momento de
la part́ıcula son paralelos o antiparalelos, y por lo tanto depende del marco de referencia
en el que se mida. Se puede pensar que las part́ıculas masivas, que son descritas por la
Ecuación de Dirac, oscilan en el tiempo entre estados izquierdos y derechos, con una tasa
determinada por su masa [52].

4.1.2. Solución a la ecuación no masiva de Dirac

Siguiendo a [51, 53], la solución general a la Ecuación de Dirac (ecuación (4.3)) se
obtiene a partir de la expansión de Fourier del campo de Dirac

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3 2E

∑
h=±1

(
a(h)(p)u(h)(p) e−ip·x + b(h)†(p) v(h)(p) eip·x

)
, (4.15a)

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3 2E

∑
h=±1

(
b(h)(p) v(h)(p) e−ip·x + a(h)†(p)u(h)(p) eip·x

)
, (4.15b)

donde h es la helicidad, p0 = E =
√
~p2 +m2, u(h)(p) y v(h)(p) son espinores y a(h)(p)

y b(h)(p) son coeficientes numéricos, operadores de creación y aniquilación. Además, los
espinores u(h) y v(h) satisfacen, cada uno, las ecuaciones

(i /∂ −m)u(h)(p) = 0 y (i /∂ +m) v(h)(p) = 0, (4.16)
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aśı como las análogas para los espinores adjuntos. De las ecuaciones anteriores se deduce
que esos espinores son ortogonales

u(h)(p)v(h′)(p) = 0. (4.17)

Los espinores u(h) y v(h) deben estar normalizados, es decir,

u(h)(p)u(h′)(p) = 2mδhh
′
, (4.18)

v(h)(p)v(h′)(p) = −2mδhh
′
. (4.19)

A partir de las condiciones de normalización de u(h) y v(h), aśı como las ecuaciones
(4.16), se encuentra que los operadores de creación y aniquilación a(h)(p) y b(h)(p) están
dados por

a(h)(p) =

∫
d3xu(h)†(p)ψ(x) eip·x, (4.20)

b(h)(p) =

∫
d3xψ†(x) v(h)(p) eip·x. (4.21)

Además, la normalización del campo,∫
d3x |ψ(x)|2 = 1, (4.22)

implica que los coeficientes a(h)(p) y b(h)(p) están restringidos por∫
d3p

(2π)3 2E

∑
h=±1

[∣∣∣a(h)(p)
∣∣∣2 +

∣∣∣b(h)(p)
∣∣∣2] = 1. (4.23)

En el caso particular en el que la part́ıcula no tiene masa, los espinores u(±) y v(±)

tienen solamente dos componentes diferentes de cero, por lo que las componentes quirales
del campo estarán dadas por

ψR,L(x) =

∫
d3p

(2π)3 2E

∑
h=±1

(
a(h)(p)u

(h)
R,L(p) e−ip·x + b(h)†(p) v

(h)
R,L(p) eip·x

)
, (4.24)

donde

u
(+)
L (p) = u

(−)
R (p) = v

(+)
R (p) = v

(−)
L (p) = 0, (4.25)

y se define a

u
(+)
R (p) = u(+)(p), u

(−)
L (p) = u(−)(p), v

(−)
R (p) = v(−)(p), v

(+)
L (p) = v(+)(p). (4.26)
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(a) Estados de helicidad posibles de ψR.

~p

part́ıcula

~s

~p

antipart́ıcula

~s

(b) Estados de helicidad posibles de ψL.

Figura 4.1: Estados de helicidad posibles de ψR y ψL. Figura del autor, basada en la Figura
2.1 de [51]

Por lo tanto, la expansión de Fourier de los campos quirales no masivos será

ψR(x) =

∫
d3p

(2π)3 2E

(
a(+)(p)u(+)(p) e−ip·x + b(−)†(p) v(−)(p) eip·x

)
, (4.27)

ψL(x) =

∫
d3p

(2π)3 2E

(
a(−)(p)u(−)(p) e−ip·x + b(+)†(p) v(+)(p) eip·x

)
. (4.28)

De las ecuaciones (4.27), se comprueba que los campos ψR y ψL son independientes,
aśı como se hab́ıa discutido anteriormente. Más aun, la componente de enerǵıa positiva de
ψR y ψL tiene helicidad positiva y negativa, respectivamente. Por lo tanto, ψR solamente
describe part́ıculas con helicidad positiva y antipart́ıculas con helicidad negativa, mientras
que ψL describe part́ıculas con helicidad negativa y antipart́ıculas con helicidad positiva.
Esto se muestra gráficamente en la Figura 4.1

4.1.3. El Modelo de Weinberg-Salam

Los neutrinos son part́ıculas que solamente interactúan débilmente, mediante el inter-
cambio de un bosón W± o Z con otros fermiones, sin embargo, en la interacción débil,
el campo Wµ que describe al bosón W± solamente se acopla con fermiones de quiralidad
izquierda, es decir, solamente un fermión izquierdo puede intercambiar un bosón W±. Por
ejemplo, un electrón masivo, que oscila entre sus componentes izquierda y derecha sola-
mente puede emitir un bosón W− (y, al hacerlo, convertirse en un neutrino) cuando es un
electrón izquierdo [52]. La teoŕıa que describe estas interacciones en el SM se conoce como
el Modelo de Weingberg-Salam y se presentará a continuación, siguiendo a T. Lancaster y
S. Blundell [52] 3.

3En Peskin y Schroeder [53] se presenta con mayor profundidad y formalidad ese desarrollo.



4.1 Neutrinos en SM 45

Teoŕıas de Yang-Mills

Las teoŕıas de Yang-Mills son teoŕıas en las que las simetŕıas locales provienen de
transformaciones no abelianas, por ejemplo del grupo SU(2).

En el caso de las simetrias del grupo SU(2), considérese la Lagrangiana para dos fer-
miones, f y g de masa m, dada por

L = f
(
i /∂ −m

)
f + g

(
i /∂ −m

)
g

= Ψ
(
i /∂ −m

)
Ψ, (4.29)

donde

Ψ =

(
f

g

)
y Ψ =

(
f g

)
. (4.30)

La Lagrangiana de la ecuación (4.29) es invariante bajo las transformaciones globales del
grupo SU(2) 4

Ψ→ e
1
2τ ·αΨ, y Ψ→ Ψe−

1
2τ ·α, (4.31)

donde τ = (τx, τy, τz) son las matrices de isoesṕın de Pauli. La carga que se conserva a

partir de esta simetŕıa es el isoesṕın Î =
∫
d3xΨ̂† τ2 Ψ̂.

Las transformaciones anteriores se pueden escribir, en su forma infinitesimal, como

Ψ→
(

1 +
i

2
τ ·α

)
Ψ y ΨΨ→ ΨΨ

[
1 +O

(
α2
)]
. (4.32)

Ahora, si α es una función del espacio-tiempo x, el término de masa de la Lagrangiana
(4.29) se mantendrá invariante por la forma en la que se transforman ΨΨ en la ecuación
(4.32). Sin embargo, la derivada se transformará como

∂µΨ→ ∂µΨ +
i

2
[τ ·α(x)] ∂µΨ +

i

2
[τ · ∂µα(x)] Ψ, (4.33)

por lo que el último término evita que ∂µΨ se transforme como Ψ, y por lo tanto no sea
invariante.

Para hacer que la derivada sea invariante bajo las transformaciones de SU(2) se debe de
introducir el campo de norma Wµ(x) que tiene tres componentes internas
(W 1

µ(x),W 2
µ(x),W 3

µ(x)), cada una de las cuales tiene cuatro componentes en el espacio-
tiempo de Minkowski. Este campo se combina con el operador de derivada para definir la
derivada covariante

Dµ = ∂µ −
i

2
g τ ·Wµ(x), (4.34)

4El grupo SU(n) es el grupo de matrices complejas cuadradas, de n × n, que son unitarias, es decir,
MM† = M†M = 1; y que además tienen determinante uno, es decir, detM = 1.
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donde g es la carga de la teoŕıa e indica qué tan fuerte interactúa el campo Wµ con las
part́ıculas Ψ. El campo Wµ se transforma de acuerdo con

τ ·Wµ → τ ·Wµ +
1

g
τ · (∂µα)− τ · (α×Wµ) . (4.35)

El acoplamiento entre una part́ıcula fermiónica y un campo de norma externo se da
a partir del Principio de Acoplamiento Mı́nimo, que en el caso de la interacción electro-
magnética corresponde, en el ĺımite no relativista, con la interacción dipolar magnética.
Las part́ıculas con estructura no trivial, es decir aquellas que no son puntuales y tienen
una posible distribución de carga, pueden tener interacciones adicionales (conocidas como
acoplamiento no mı́nimo) debidas a su estructura. El Principio de Acoplamiento Mı́ni-
mo establece que para una part́ıcula puntual, el acoplamiento se da con el menor de los
multipolos de su posible distribución de carga; en una part́ıcula con multipolos de orden
superior no nulos, no aplica [54]. En el Modelo de Weinberg-Salam, las part́ıculas descritas
se consideran puntuales a primer orden, por lo que el Principio de Acoplamiento Mı́nimo
es válido y aśı, la interacción entre el campo de norma y el campo fermiónico está dada
por la multiplicación del término que incluye a la derivada covariante en la Lagrangiana
de Dirac, es decir,

Ψi /DΨ = Ψi/∂Ψ +
g

2
Ψγµ τ ·WµΨ. (4.36)

Al cuantizar el campo de norma Wµ, se encontrarán excitaciones en ese campo que
mediarán las interacciones entre los fermiones de la teoŕıa. Se espera que W 1, W 2 y W 3

sean part́ıculas no masivas y similares al fotón, cada una con dos posibles polarizaciones
transversales.

Además de la contribución que tiene el campo de norma a la derivada covariante, éste
también contribuye a la Lagrangiana, por un término − 1

4Gµν ·Gµν , donde

Gµν = ∂µWν − ∂νWµ + g (Wµ ×Wν) , (4.37)

lo que indica que Gµν es una función no lineal del campo de norma.

Por lo tanto, la expresión para la Lagrangiana localmente invariante bajo SU(2) es

L = Ψ
(
i /D −m

)
Ψ− 1

4
Gµν ·Gµν . (4.38)

El rompimiento de la simetŕıa y el Mecanismo de Higgs

Para entender más fácilmente al Modelo de Weinberg-Salam, es conveniente pensar en
el universo temprano, unos instantes después del Big Bang. En esta época, los campos
leptónicos tienen una simetŕıa interna SU(2) ⊗ U(1). Aproximadamente 10−12 segundos
después del Big Bang, el universo alcanzó una temperatura de 1016 K y sufrió una transición
de fase que rompió la simetŕıa que teńıa.
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Tabla 4.1:
Tabla de hipercarga débil, Y , e isoesṕın, I e I3.

Carga νe eL eR
Y − 1 − 1 − 2

I + 1/2 + 1/2 0

I3 + 1/2 − 1/2 0

Antes del rompimiento de la simetŕıa, los neutrinos, que en este modelo solamente
se considerarán izquierdos, y los electrones (que existen tanto derechos como izquierdos)
eran part́ıculas no masivas. Por esto, la Lagrangiana que describe a estos campos será la
Lagrangiana de Dirac para part́ıculas no masivas:

L(x) = νe(x) i /∂νe(x) + eL(x) i /∂eL(x) + eR(x) i /∂eR(x)

= Ψ(x) i /∂Ψ(x), (4.39)

donde νe es el campo del neutrino, eL es el campo del electrón izquierdo y eR es el campo
del electrón derecho. Además, en la segunda igualdad se definió a

Ψ(x) =

νe(x)
eL(x)
eR(x)

 . (4.40)

En esta teoŕıa existirán dos cargas conservadas: la hipercarga débil, Y , y el isoesṕın
débil, I, que se relacionarán con la carga electromagnética, Q, mediante

Q = I3 +
Y

2
, (4.41)

donde los valores de Y , I e I3 se presentan en la tabla 4.1. La ecuación (4.41) se conoce
como la relación de Gell-Mann–Nishijima

Esta teoŕıa tiene dos simetŕıas. La primera es una simetŕıa local U(1). Las transfor-
maciones de U(1) hacen que el campo adquiera un factor de fase eiβ(x). Para asegurar la
invariancia de la Lagrangiana, se introduce el campo de norma Bµ(x), que se transforma
como Bµ(x)→ Bµ(x) + 1

g′∂µβ(x), donde g′ indica qué tan fuerte será la interacción de las
part́ıculas. Además, los campos fermiónicos se transformarán como

Ψ(x) =

νe(x)
eL(x)
eR(x)

→
e−

iβ(x)
2 0 0

0 e−
iβ(x)

2 0

0 0 e− iβ(x)


νe(x)
eL(x)
eR(x)

 . (4.42)

La otra simetŕıa que tiene la teoŕıa es una simetŕıa local SU(2). Los campos fermiónicos
se transformarán de acuerdo a lo descrito anteriormente:(

νe
eL

)
→ e

i
2τ ·α(x)

(
νe
eL

)
y eR → eR. (4.43)
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Además, para garantizar la invariancia local, es necesaria la existencia del campo de norma
Wµ(x), que se transforma siguiendo a la ecuación (4.35).

Juntando las dos simetŕıas presentes en la teoŕıa, se forma un mayor grupo de trans-
formaciones: SU(2)⊗U(1). Para que la Lagrangiana sea expĺıcitamente simétrica bajo este
grupo, se deben de sustituir a las derivadas por las derivadas covariantes de cada simetŕıa

U(1) : DµΨ = ∂µΨ− i

2
g′Y Bµ(x)Ψ (4.44)

SU(2) : DµΨ = ∂µΨ− i g I τ ·Wµ(x)Ψ. (4.45)

Como las part́ıculas de quiralidad izquierda tienen los mismos valores de carga Y e I,
mientras que los valores para el electrón derecho son diferentes, se pueden reescribir los
campos para no tener que escribir expĺıcitamente las cargas de cada part́ıcula:

Ψ =

(
L

R

)
, donde L =

(
νe
eL

)
, R = eR. (4.46)

Por lo tanto, las derivadas covariantes se escriben, en términos de los nuevos campos, como:

DµL = ∂µL−
i

2
g τ ·Wµ L+

i

2
g′Bµ(x)L, (4.47)

DµR = ∂µR− i g′BµR. (4.48)

Por lo tanto, la Lagrangiana localmente simétrica, será

L = R i γµ
(
∂µ + i g′Bµ

)
R+ L i γµ

(
∂µ −

i

2
g′ τ ·Wµ +

i

2
gBµ

)
L

− 1

4
G(W )
µν ·G(W )µν − 1

4
F (B)
µν · F (B)µν , (4.49)

donde G
(W )
µν = ∂µWν − ∂νWµ + g (Wµ ×Wν) y F

(B)
µν = ∂µBν − ∂νBµ.

Si se agregara un término de masa a la Lagrangiana de la ecuación (4.49), entonces
se violaŕıa la simetŕıa local que se introdujo, pues un término de masa relacionaŕıa las
componentes izquierdas y derechas del campo electrónico, pero como las transformaciones
de SU(2) actúan de modo diferente en la parte izquierda que en la derecha, entonces un
término de masa no debe estar presente en esta Lagrangiana.

Ahora, se debe introducir un campo escalar complejo en el universo, llamado el campo
de Higgs. El campo de Higgs tiene cuatro componentes dadas por

φ =

(
φ+

φ0

)
=

1√
2

(
φ3 + iφ4

φ1 + iφ2

)
, (4.50)

donde además,

φ†φ =
(
φ+
)∗
φ+ +

(
φ0
)∗
φ0 =

1

2

(
φ2

1 + φ2
2 + φ2

3 + φ2
4

)
. (4.51)
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Se define que el campo de Higgs tiene hipercarga débil Y = + 1 e isoesṕın débil I = + 1/2,
por lo que, bajo los grupos de transformaciones U(1) y SU(2), se transforma como(

φ+

φ0

)
→

(
e
i
2
β 0

0 e
i
2
β

)(
φ+

φ0

)
,

(
φ+

φ0

)
→ e

i
2
τ ·α
(
φ+

φ0

)
. (4.52)

Esto implica que la derivada covariante del campo de Higgs será

Dµφ = ∂µφ−
i

2
g τ ·Wµ φ−

i

2
g′Bµφ. (4.53)

El campo de Higgs contribuirá a la Lagrangiana de (4.49) con

Lφ = (Dµφ)† (Dµφ) +
m2
h

2
φ†φ− λ

4

(
φ†φ
)4
. (4.54)

Como el término de masa es positivo, entonces el potencial será como el que se muestra
en la Figura 4.2, en el que se deberá hacer el rompimiento expĺıcito de la simetŕıa, pues el
estado base del campo de Higgs en el origen es diferente de cero.

La interacción entre el campo de Higgs y los campos de los electrones y neutrinos está
dada por

LI = −Ge
(
LφR+Rφ† L

)
, (4.55)

donde Ge es la constante de acoplamiento entre el campo de Higgs y los campos leptónicos.
Finalmente, la Lagrangiana del modelo de Weinberg-Salam será

L = L i /DL+R i /DR+ (Dµφ)† (Dµφ) +
m2
h

2
φ†φ− λ

4

(
φ†φ
)4
−Ge

(
LφR+Rφ† L

)
− 1

4
G(W )
µν ·G(W )µν − 1

4
F (B)
µν · F (B)µν , (4.56)

donde las derivadas covariantes son las apropiadas para cada campo, es decir, las corres-
pondientes a las ecuaciones (4.47), (4.48) y (4.53).

Una vez que pasan 10−12 segundos, después del Big Bang, el universo está a una tempe-
ratura menor a 1016 K, y su estado base rompe la simetŕıa de SU(2)⊗U(1). El mı́nimo del
potencial del campo de Higgs, descrito en la ecuación (4.54) no se encuentra en (φ)0 = 0, si
no en

(
φ†φ
)

0
= v2 = m2

h/λ, por lo que el rompimiento de la simetŕıa con un nuevo estado
base será en

(φ1)2
0 =

2m2
h

λ
, (φ2)0 = 0, (φ3)0 = 0, (φ4)0 = 0. (4.57)

Si (φ1)0 =
(

2m2
h

λ

)1/2
=
√

2v, entonces el estado base del campo será

(φ)0 =

(
φ†

φ0

)
0

=

(
0

v

)
(4.58)
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Figura 4.2: Potencial del campo de Higgs.



4.1 Neutrinos en SM 51

Aunque con la elección de este estado base se ha roto la simetŕıa no abeliana que tiene la
teoŕıa, la elección del estado base es invariante bajo un subconjunto de las transformaciones
de simetŕıa originales, por lo que esas simetŕıas no están rotas. El vaćıo que se escogió tiene

la propiedad de que es invariante bajo las transformaciones locales Û = e
i
(
Y
2 +I3τ3

)
α(x)

, que
al sustituir la relación de Gell-Mann–Nishijima (ecuación (4.41)), se hace equivalente a las
transformaciones de U(1), eiQα(x). Esta invariancia tiene como resultado el electromagne-
tismo de Maxwell.

Para buscar los estados excitados del estado base, basta con considerar al campo como

φ =

(
0

v + h(x)
2

)
. (4.59)

A partir de la Lagrangiana (ecuación (4.7)), se puede esperar que la masa de los elec-
trones en la Lagrangiana del modelo de Weinberg-Salam provendrá del término que tenga
la combinación

(
ψRψL + ψLψR

)
, multiplicado por una cantidad escalar. Un término aśı se

encuentra en el término de interacción entre el campo de Higgs y el campo leptónico, dado
por la Lagrangiana de la ecuación (4.55). Insertando el estado excitado con rompimiento
de la simetŕıa en esa ecuación se llega a

LI = −Ge
(
LφR+RφL

)
= −Ge

((
νe eL

)( 0

v + h(x)√
2

)
eR + eR

(
0
(
v + h(x)√

2

))(νe
eL

))

= −Ge (eL v eR + eR v eL)−Ge
(
eL

h(x)√
2
eR + eR

h(x)√
2
eL

)
. (4.60)

El primer término tiene la forma del término de masa, por lo que los electrones ad-
quirirán una masa me = Ge v. Además, el campo del neutrino no aparece, por lo que se
mantendrá como una part́ıcula no masiva.

Para terminar, si se hace el rompimiento de la simetŕıa en la derivada covariante del
campo de Higgs, se encuentra que las part́ıculas vectoriales W 1

µ y W 2
µ se hicieron masivas,

con masas M2
W = (g v)2/2. Además, la combinación de los campos de norma (gW 3

µ −g′Bµ)
también adquirió masa, MZ = MW / cos θW , donde θW es el ángulo de Weinberg, definido
como tan θW = g′/g, es decir, la masa de la combinación (gW 3

µ − g′Bµ), depende de
las constantes de acoplamiento g y g′. Las excitaciones de estos campos se llaman los
bosones W+, W− y Z. Finalmente, la combinación lineal ortogonal al campo Z, (g′W 3

µ +
gBµ) no adquiere masa, y se propone que sea proporcional a Aµ, es decir, al fotón del
electromagnetismo.

Como los campos Wµ y Zµ adquirieron masa, del orden de MW ∼ 80 GeV, entonces,
comparada con la interacción electromagnética, la interacción débil es de corto alcance,
pues su efecto es importante a distancias menores que 1/MW .

Los vértices de la interacción electrodébil que predice el modelo de Weinberg-Salam se
muestran en la figura 4.3.
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Figura 4.3: Vértices de la interacción electrodébil predichos por el modelo de Weinberg-
Salam.
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El modelo aqúı presentado, no corresponde con la teoŕıa completa, pues solamente está
presente la primer generación de leptones y tampoco aparecen los quarks. Sin embargo,
los principales resultados de la teoŕıa se pueden resumir en que los electrones, muones, tau
y quarks adquieren su masa mediante la interacción con el campo de Higgs, mientras que
los neutrinos no adquieren masa, y por lo tanto, en el SM no tienen masa. Además, los
bosones que median las interacciones débiles son masivos, mientras que el bosón que media
la interacción electromagnética es no masivo.

4.1.4. La masa del neutrino en el Modelo Estándar

Tal y como se ha mostrado, en el modelo de Weinberg-Salam los neutrinos no adquieren
masa mediante el mecanismo de Higgs. Sin embargo, solamente se considera la existencia
de los neutrinos izquierdos, por lo que no pueden adquirir una masa como las part́ıculas
de Dirac, pues los dos estados de helicidad se requieren para que puedan adquirirla. En
general, los neutrinos podŕıan adquirir un término de masa alternativo, llamado masa de
Majorana, que es de la forma νTLC

−1νL, donde C es la matriz de conjugación de carga. Esta
forma requiere un solo estado de helicidad para la part́ıcula, y utiliza el estado de helicidad
contrario de la antipart́ıcula. Sin embargo, νL es parte del doblete del campo de SU(2)L y
tiene número leptónico + 1, por lo que el término de masa de Majorana se transformaŕıa
como un triplete de SU(2)L, que no es invariante de norma y separa al número leptónico
en dos unidades. Más aun, la Lagrangiana del SM tiene una simetŕıa de conservación del
número leptónico exacta, por lo que incluso en teoŕıa de perturbaciones los términos de
masa de Majorana no pueden surgir en ningún orden. Por lo tanto, los neutrinos no tienen
masa en ningún orden perturbativo [55]. Incluso bajo efectos no perturbativos, como la
cancelación de la anomaĺıa, donde la conservación de los números leptónico, L, y bariónico,
B, se rompe. Sin embargo, la conservación del número de bariones menos leptones, B−L,
debe conservarse a todos los órdenes, por lo que los efectos no perturbativos no pueden
introducir una violación a la conservación de B − L. El operador de masa del neutrino
violaŕıa la conservación de este número, por lo que incluso en la presencia de efectos no
perturbativos, la masa de los neutrinos deberá ser cero, dentro del modelo estándar [55].

4.2. Interacciones de neutrinos en medios densos y calientes

Dentro del SM, los neutrinos solamente interactúan débilmente. Sus interacciones con-
sisten en el intercambio de los bosones de norma W± y Z, por lo que están muy suprimidas,
en especial cuando se propagan en el vaćıo y en los medios poco densos. Sin embargo, en los
medios densos y calientes, como objetos astrof́ısicos (estrellas, los remanentes de superno-
vas) o el universo temprano (cerca de un segundo después del Big Bang), las interacciones
de los neutrinos con el medio en el que se propagan son relevantes.
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4.2.1. F́ısica de neutrinos en medios materiales

Existen múltiples trabajos acerca de las interacciones de los neutrinos en medios densos.
Por ejemplo en [55] se presentan los principales efectos que modifican la f́ısica de los neu-
trinos que se propagan por medios materiales, como su relación de dispersión, la cual, bajo
una aproximación a primer orden, es EP = P ±

√
2GF (ne−−ne+), donde GF es la constan-

te de Fermi, el signo positivo se toma para neutrinos, y el negativo, para antineutrinos, y
ne± es la densidad de número de electrones y positrones. Además, algunos efectos electro-
magnéticos aparecen en los neutrinos, por ejemplo, adquieren una carga eléctrica efectiva

eeff = 1
4 eGF ne β (g

(e)
V + 1), donde g

(e)
V es el acoplamiento de la corriente cargada vectorial;

más aun, se pueden dar: el decaimiento de plasmones a un par neutrino-antineutrino, el
efecto Čerenkov de neutrinos y, si los neutrinos son masivos, puede ocurrir un decaimiento
radiativo.

4.2.2. Camino libre medio de neutrinos en estrellas de neutrones

En el caso de la propagación de los neutrinos en estrellas de neutrones, existen dos tipos
de procesos predominantes: la absorción y la dispersión de neutrinos, por las part́ıculas del
medio que conforma a la estrella. La sección eficaz y el camino libre medio de los neutrinos,
para esos procesos, se ha calculado en [45, 56–63], cada uno con sus consideraciones y
aproximaciones propias.

Por ejemplo, A. Burrows, en [63], calculó la emisividad de neutrinos de estrellas de
quarks que se emiten mediante el proceso URCA de quarks a altas temperaturas, conside-
rando que los quarks que componen a la estrella están libres y los electrones no se encuen-
tran en un estado degenerado, debido a las altas temperaturas. Además, sus resultados
muestran que las temperaturas de las estrellas de quarks son similares a las observadas.

N. Iwamoto, en [57], estudió la emisividad de neutrinos mediante diferentes procesos,
como los procesos DURCA y MURCA de quarks, tomando en cuenta la presencia del
quark s; el bremsstrahlung de quarks y el decaimiento de plasmones de color, aśı como
el efecto que tienen todos estos procesos en el enfriamiento de las estrellas de neutrones.
Además, presenta el cálculo del camino libre medio de los neutrinos en materia de quarks,
para los procesos de absorción (d + νe → u + e y su inverso) y dispersión de neutrinos
(a + ν → a′ + ν ′) degenerados y no degenerados, que se muestran en la Figura 4.4, y
compara los resultados del camino libre medio de los neutrinos en materia de quarks con
aquellos para otras posibles materias que compongan a las estrellas de neutrones, como
neutrones degenerados y condensados de piones. Sus resultados muestran que el camino
libre medio de los neutrinos en materia de quarks y materia ordinaria de neutrones están
dentro del mismo orden de magnitud y un orden de magnitud mayores que para la materia
con condensados de piones. El camino libre medio, para temperaturas del orden de 10 MeV,
es del orden de 102 − 103 m.

Por otro lado, Reddy et al., en [56], obtienen las secciones eficaces de los procesos de
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Figura 4.4: Diagramas de Feynman al orden más bajo para los procesos de absorción (a)
y dispersión (b) de neutrinos. Las part́ıculas etiquetadas como Bi son bariones o quarks,
mientras que la part́ıcula de cuadrimomento qµ es un bosón W para la absorción y un W
o Z en la dispersión.

absorción y dispersión de neutrinos por bariones (Figura 4.4), como neutrones, protones,
electrones, muones, hiperones Σ, Λ y Ξ, bajo diferentes aproximaciones. Por ejemplo, en
un medio compuesto por bariones, que pueden o no interactuar entre ellos, que pueden
o no ser relativistas, aśı como el contenido de extrañeza del medio. Con esos resultados
obtienen las fracciones de cada uno de los compontentes del medio, el potencial qúımico de
los neutrinos, el camino libre medio de los neutrinos en diferentes situaciones - que tiene
valores entre décimas y decenas de metros -, para temperaturas entre 30 y 60 MeV. A partir
de esos resultados, obtienen la opacidad y los coeficientes de difusión de los neutrinos.

Reddy et al., en [62], consideraron las interacciones de neutrinos que se propagan a
través de la fase CFL de la estrella de quarks. Encuentran una expresión anaĺıtica para el
camino libre medio y para la emisividad de neutrinos por esta fase. Aśı determinan que el
camino libre medio de los neutrinos, para temperaturas entre 5 y 30 MeV, es entre 100 y
1 m, respectivamente.

Maruyama et al. [45], estudian con métodos perturbativos, bajo la aproximación de
campo medio relativista, la dispersión y la absorción de neutrinos por materia de estrellas
de neutrones (neutrones, protones y electrones) que contiene hiperones Λ. Este trabajo
es similar al trabajo de Reddy et al. [56], pero con la diferencia de que Maruyama et
al. consideran los efectos de campos magnéticos intensos en las secciones eficaces de los
procesos de absorción y dispersión. El resultado que obtienen es que el campo magnético
no tiene un impacto significativo en la sección eficaz de los procesos de dispersión, sin
embargo, el campo magnético suprime la sección eficaz para la absorción en la dirección
paralela al campo por un factor de 2–4 %, y la aumenta en la dirección antiparalela a éste
por un factor cercano al 1 %. A partir de la sección eficaz que obtienen, encuentran el
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camino libre medio de los neutrinos, a temperaturas de 20 y 40 MeV, que tiene valores de
decenas de cent́ımetros a algunos metros.

Pastore et al., en [60], describen, bajo diferentes aproximaciones, las interacciones de
la materia nuclear que compone a la estrella de neutrones dentro del formalismo de los
Funcionales de Brusselas-Montreal Skyrme, para el cual argumentan que describe muy
bien las propiedades de gran variedad de núcleos y ha reproducido varias constricciones
que se han dado a la materia nuclear. Con este formalismo, encuentran que el camino
libre medio de los neutrinos, debido a la dispersión, a temperatura baja (0–2 MeV), como
función de la densidad de la materia que conforma a la estrella y la enerǵıa del neutrino,
es del orden de centenas de metros a decenas de kilómetros.

Rrapaj et al., en [58], estudian la razón de absorción por neutrinos en la neutrinósfera
de las PNS, es decir, en sus capas más externas. Mediante el estudio de las reacciones de
corrientes cargadas, bajo la aproximación de Hartree-Fock, estudian el diagrama de absor-
ción de la Figura 4.4 (a), en donde B2 y B4 son un neutrón y un protón, respectivamente,
aśı como el bremsstrahlung inverso. Para una temperatura de 8 MeV, el camino libre me-
dio de los neutrinos en la neutrinósfera es del orden de decenas de metros a decenas de
kilómetros, dependiendo de si la reacción involucra neutrinos o antineutrinos. Además, en-
cuentran que la tasa de absorción de neutrinos aumenta, mientras que la de antineutrinos
se suprime, es decir, la materia de la neutrinósfera absorbe en una mayor proporción a los
neutrinos que a los antineutrinos, por lo que el camino libre medio de los últimos es mayor.
Roberts y Reddy, en [59], modifican el trabajo de Rrapaj op. cit, al aplicar la aproximación
de campo medio y correcciones relativistas a las corrientes cargadas de nucleones, entre
otras correcciones, a la razón de absorción. Sus resultados del camino libre medio, para una
temperatura de 10 MeV y densidades bajas, son equivalentes a los resultados de Reddy et
al. [56], sin embargo, para densidades supranucleares, como las que hay en el interior de
las estrellas de neutrones, las correcciones son más relevantes.

Torres Patiño et al. [61], estudian la dispersión de neutrinos por neutrones (Figura 4.4
(b)). La materia que conforma a la estrella consiste de neutrones polarizados por campos
magnéticos intensos, descrita bajo la aproximación no relativista de Brueckner-Hartree-
Fock. Sus resultados muestran que, para campos magnéticos de intensidad 1017 − 1018 G
y una temperatura de 30 MeV, el camino libre medio de los neutrinos es de 1 a 10 metros.

Finalmente, Sagert et al. [41], a partir del trabajo de Iwamoto op. cit., da unas expre-
siones aproximadas para los caminos libres medios de los procesos de absorción y dispersión
de neutrinos en materia de quarks, compuesta de quarks u, d y s. Aunque estas expresio-
nes no toman en cuenta la influencia del campo magnético, ilustran de buena manera el
comportamiento del camino libre medio, como función de la temperatura. A continuación
se resume el trabajo de Sagert op. cit.

El camino libre medio para el proceso de absorción de neutrinos no degenerados, λabs,
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está dado por

λabs =
π4

4

(
αsGF cos2 ΘC pF (d) pF (u) pF (e)

)−1
(

1 + e− Eν/T

E2
ν + (πT )2

)

∼
(

3× 104 m
)( µe

MeV

)−1 ( µq
400 MeV

)−2
(

T

MeV

)−2

, (4.61)

donde αs es la constante de acoplamiento fuerte de las interacciones entre quarks, GF es
la constante de Fermi, cos2 ΘC = 0.948 es el ángulo de Cabbibo, pF (i) es el momento de
Fermi de la part́ıcula i, Eν es la enerǵıa del neutrino absorbido y que se aproximará por
Eν ∼ πT , µe es el potencial qúımico del electrón y µq es el potencial qúımico de los quarks,
que se supone es igual para todas las especies.

Por otro lado, el camino libre medio para el proceso de dispersión por la part́ıcula i en
materia de quarks, en donde no se consideran las interacciones entre quarks, está dado por

λiscat =
20

C2
V i + C2

Ai

π2

µ2
q σ0me

(
me

Eν

)3

, (4.62)

donde CV y CA son las constantes de acoplamiento vectorial y axial, que se encuentran en
la Tabla II de Iwamoto op. cit., σ0 = 4m2

eG
2
F /π. El inverso del camino libre medio de dis-

persión total, λ−1
scat, se define como la suma de los inversos de los caminos libres medios de

dispersión por cada part́ıcula, es decir, la suma del inverso de la ecuación (4.62), para cada
part́ıcula. La dispersión de neutrinos por electrones se considera como un proceso subdo-
minante con respecto a la dispersión por quarks, y no se tomará en cuenta su contribución.
Por lo tanto, el camino libre medio de dispersión total, estará dado por

λscat =

 ∑
i=u,d,s

1

λiscat

−1

∼
(

4× 104 m
)( µq

400 MeV

)−2
(

T

MeV

)−3

(4.63)

donde, nuevamente, se aproximó Eν ∼ πT . El camino libre medio de los neutrinos, para
los procesos de absorción y dispersión, dados por las ecuaciones (4.61) y (4.63) se muestra
en la Figura 4.5 (a).

De acuerdo con Sagert op. cit., el camino libre medio total, debido a la absorción y a
la dispersión, está dado por

λtot =

(
1

λscat
+

1

λabs

)−1

, (4.64)

mientras que Reddy et al. [56], argumentan que debe estar dado por

λtot =
(

1− f(Eν)
)( 1

λscat
+

1

λabs

)−1

, (4.65)
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donde f(Eν) es la distribución de Fermi-Dirac, Eν es la enerǵıa del neutrino y se aproximará
por el potencial qúımico del neutrino. El factor (1− f(Eν)) toma en cuenta al proceso
inverso. En la Figura 4.5 (b), se muestra el camino libre medio total de los neutrinos, dado
por las ecuaciones (4.64) y (4.65).

A partir de los valores que se han discutido en esta sección, aśı como los que se muestran
en la Figura 4.5, se puede concluir que el orden de magnitud del camino libre medio de los
neutrinos en materia de quarks de una PNS es de un metro.

4.3. F́ısica de neutrinos más allá del Modelo Estándar

En 1964, los estadounidenses Raymond Davis (1914 – 2006) y John Bahcall (1934
– 2005) propusieron un experimento para detectar y medir el flujo de neutrinos del Sol,
basándose en el modelo solar de Bahcall, que posteriormente seŕıa conocido como el Modelo
Estándar Solar. Los resultados del experimento mostraron que solamente se detectaron
cerca de la tercera parte de los neutrinos que se esperaban, por lo que hab́ıa algo mal con
el experimento, el modelo solar o la f́ısica de neutrinos del SM. A la deficiencia en el flujo
se le conoce como el problema de los neutrinos solares.

A partir de la instalación y puesta en marcha de otros experimentos, a finales de la
década de 1980, como el (Super) Kamiokande, en Japón; SAGE, en Rusia; GALLEX y
GNO, en Italia; aśı como SNO, en Canadá, se pudo comprobar que, en efecto, se detectaban
cerca de la tercera parte de los neutrinos esperados e incluso, se detectaban neutrinos del
electrón, del muón y del tau, cuando se esperaba que solamente se observaran neutrinos
electrónicos. Más aun, otras predicciones del Modelo Estándar Solar (como los temblores
solares), que utilizan las mismas hipótesis que aquellas que se utilizan para predecir el flujo
de neutrinos, mostraron que el modelo era suficientemente correcto como para predecir el
flujo correcto de neutrinos. Por lo tanto, hab́ıa algo erróneo con la f́ısica de los neutrinos
que aparece en el SM.

La explicación al problema de los neutrinos solares se encontró en la suposición de la
masa de los neutrinos: si los neutrinos son masivos, entonces a partir del fenómeno de las
oscilaciones de neutrinos, el cual puede ocurrir debido a que los neutrinos son masivos, se
pudo resolver el problema de los neutrinos solares.

A partir de las mediciones del espectro de enerǵıa del decaimiento β, se ha podido
determinar que la masa del neutrino electrónico debe ser menor que 2.05 eV. Por otro
lado, las mediciones de las masas de los neutrinos del muón y del tau no han sido muy
restrictivas, sin embargo, Peskin [64] argumenta que las masas de los neutrinos distan a lo
más 1 eV, entre ellas. Además, si la masa de los neutrinos es suficientemente grande, en el
universo temprano hubieran transferido su enerǵıa y modificado la formación de estructura,
por lo que la ausencia de estos efectos da la cota de∑

i=e,µ,τ

mi < 0.23 eV (4.66)
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(a) Camino libre medio de absorción y dispersión

(b) Camino libre medio total

Figura 4.5: Camino libre medio de los neutrinos como función de la temperatura. En el
panel superior (a) se muestran los caminos libres medios debidos a los procesos de absorción
y de dispersión, dados por las ecuaciones (4.61) y (4.63), con µe = 400 MeV y µq = 340
MeV. En el panel inferior (b) se muestra el camino libre medio total, dado por las ecuaciones
(4.64) y (4.65), en donde µν = 325 MeV.
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4.3.1. La masa de los neutrinos

Como se mostró anteriormente, las part́ıculas que conforman al SM adquieren masa
a través del mecanismo de Higgs. En la versión ya presentada del modelo de Weinberg-
Salam, existen electrones derechos e izquierdos, aśı como neutrinos izquierdos. Incluso
en la versión completa del modelo de Weinberg-Salam, en donde se consideran las tres
generaciones de quarks y leptones, los neutrinos solamente existen como part́ıculas de
quiralidad izquierda, mientras que los demás fermiones tienen las dos componentes. Esto
plantea la pregunta de por qué no aparecen las componentes derechas de los neutrinos,
pues si estos existieran, posiblemente podŕıan formar un término de masa, aśı como los
demás fermiones. Además, aunque los neutrinos que se han observado son todos izquierdos
(y los antineutrinos, derechos), esto no implica que no existan los neutrinos derechos (y los
antineutrinos izquierdos), pues no hay ninguna razón fundamental para no incluirlos.

La evidencia que dio el problema de los neutrinos solares mostró que los neutrinos tienen
masa. Existen varios modelos para explicar la masa de los neutrinos, como por ejemplo los
modelos de simetŕıa izquierda y derecha, los modelos de gran unificación, los modelos de
supersimetŕıa y los modelos de grandes mezclas, entre otros. Estos modelos se revisan con
cierto detalle en Pal et al. [55], pero para los propósitos de este trabajo basta con considerar
el modelo conocido como la “mı́nima extensión del SM” o “con sector fermiónico crecido”,
que se presenta a continuación, siguiendo a Pal et al., op. cit. y Zukanovich Funchal et al.
[6], el cual también está basado en el grupo de norma SU(2)L ⊗U(1)Y .

Como ya se mencionó, en la Lagrangiana del SM todas las part́ıculas tienen sus com-
ponentes izquierda y derecha, menos los neutrinos, por lo que se agregarán singletes de
SU(2)L, es decir, campos neutros N`R correspondientes a cada leptón cargado `. La rela-
cion de Gell-Mann–Nishijima (ecuacion (4.41)) implica que los singletes tienen hipercarga
débil Y = 0. Esto se representa como N`R : (1, 0). Además, estos campos son singletes del
grupo de norma entero, es decir, no interactúan con los bosones de norma. Sin embargo,
aunque estos campos no interactúan, afectarán al modelo de forma no trivial, pues su pre-
sencia implicará nuevas interacciones de norma que aparecen en el sector de Yukawa de la
Lagrangiana, es decir

− L′Y =
∑
`,`′

f``′Lφ̂N`′R + h.c. , (4.67)

donde f``′ son las nuevas constantes de acoplamiento, L es el doblete leptónico de la ecua-
ción (4.46) y φ es el campo de Higgs (con el mismo valor del estado base definido anterior-
mente), que hará que aparezca en la Lagrangiana un término de masa

− Lmasa =
∑
``′

v√
2
ν`LN`′R + h.c. . (4.68)

Este es un término de masa para los neutrinos si se identifica a los campos N`R con las
componentes derechas de los neutrinos, es decir, N`R = ν`R. La matriz de masa M``′ =
v√
2
f``′ , en general no es diagonal, por lo que los campos ν`L y N`R no corresponden con
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las proyecciones izquierda y derecha de los campos f́ısicos, sin embargo, si se encuentran
los vectores propios de la matriz M , mediante la transformación biunitaria U †MV = m,
donde m es una matriz diagonal, entonces los nuevos estados, definidos por las relaciones

ν`L :=
∑
α

U`αναL, (4.69)

N`R :=
∑
α

V`αNαR, (4.70)

se pueden sustituir en el término de masa de la Lagrangiana para los neutrinos, obteniendo

− Lmasa =
∑
α

ναLmαναR + h.c., (4.71)

donde mα es el elemento α-ésimo de la diagonal de la matriz m. Este término de masa
de la Lagrangiana muestra que los campos να son campos con masa definida mα y, por lo
tanto, son part́ıculas f́ısicas.

Sin el término de masa de los neutrinos, la Lagrangiana era invariante bajo las trans-
formaciones

eα → eiφα eα y να → eiφα να (4.72)

y además, los números leptónicos de cada familia, Le, Lµ y Lτ se conservaban. Pero ahora,
como los neutrinos tienen masa, los términos ναLναR y (iναL/∂ναL + iναR /∂ναR) no pue-
den ser invariantes ante esta transformación al mismo tiempo. Por lo tanto, los números
leptónicos de cada familia no se conservan, pero el número leptónico total, que se define
como la suma de los tres, śı se conserva.

Más aun, como muestran Zukanovich Funchal et al. [6] y Giunti et al. [51], las corrientes
leptónicas, neutra y cargada, para neutrinos, no dependen de las componentes derechas de
los campos de los neutrinos, por lo que no participan en ninguna reacción, y por lo tanto son
estériles. Esto se conoce como el mecanismo de Glashow Iliopolos Miani (GIM). Como los
campos de quiralidad izquierda son independientes de los derechos, los grados de libertad
activos y estériles permanecen desacoplados y la oscilación entre estados activos y estériles
no es posible bajo las interacciones débiles.

Un problema del modelo aqúı presentado, de la masa de los neutrinos, es que no ex-
plica por qué las masas de los neutrinos son tan pequeñas, en comparación con las de los
demás fermiones, además, la inclusión de los neutrinos derechos que se presentó es un poco
arbitraria, por lo que se han propuesto modelos más sofisticados, sin embargo, para los
propósitos de este trabajo basta con asumir que los neutrinos son masivos y examinar las
consecuencias que esto tiene.

4.3.2. Oscilaciones de neutrinos

Una de las consecuencias más importantes que tiene la existencia de masa de los neu-
trinos es el efecto de las oscilaciones de neutrinos, en el que éstos se estudian como una
superposición de los distintos sabores.
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El modelo más simple de oscilaciones de neutrinos supone que los estados propios de
la interacción débil (sabores), νe, νµ, y ντ , difieren de los estados propios de masa, que se
denotan por νi, i = 1, 2, 3. Más aun, no es de importancia el mecanismo que hace masivos
a los neutrinos, solamente importa que lo son.

Para explicar el fenómeno de las oscilaciones de neutrinos, siguiendo a Pal et al. [55],
Giunti et al. [51] y a Zukanovich Funchal et al. [6], se debe descomponer al estado propio
de sabor, να, en la base de estados propios de masa.

Suponiendo que: existen n especies diferentes de neutrinos, y que la base de los estados
propios de sabor y la de los estados propios de masa están relacionados por una matriz
unitaria U .

Dado que los neutrinos, de sabor α, son producidos por las corrientes cargadas de la
interacción débil a partir de un leptón cargado, `−α , o junto con un anti leptón, `+α , como
paquetes de onda localizados alrededor de una fuente de posición x0 = (t0, x0), por lo que
el estado del neutrino debeŕıa estar dado por

|να(t)〉 =
∑
i

U∗αi

∫
d3p

(2π)3
fj(~p) e

− i Ei(t−t0) ei ~p·(~x−~x0) |νi〉 , (4.73)

donde |να(0)〉 = |να〉. Sin embargo, como los estados de neutrinos masivos |νi〉 son estados
propios del Hamiltoniano, entonces

H |νi〉 = Ei |νi〉 , (4.74)

con valores propios de enerǵıa E2
i = p2 +m2

i . Además, la ecuación de Schrödinger,

i
d

dt
|νi(t)〉 = H |νi〉 , (4.75)

implica que los estados de neutrinos masivos evolucionan en el tiempo como ondas planas

|νi(t)〉 = e− i Eit |νi〉 . (4.76)

Es decir, bajo una primera aproximación se pueden utilizar ondas planas, aunque es inco-
rrecto conceptualmente, pues los neutrinos son part́ıculas ultrarrelativistas, y por lo tanto
están descritos por la ecuación de Dirac, no por la de Schrödinger. Sin embargo, la aproxi-
mación de ondas planas da el resultado correcto [6], por lo que la evolución del estado de
sabor es

|να(t)〉 =
∑
i

U∗αi |νi(t)〉 , (4.77)

donde todos los |νi〉 tienen el mismo momento p, pero al tener diferente masa, su enerǵıa
es diferente 5. En general, el neutrino creado, να, no es una part́ıcula f́ısica, sino una

5Debido al Principio de Incertidumbre de Heissenberg, esta suposición no es totalmente cierta, pues si p
está muy bien determinado, la posición del punto donde se producen los neutrinos tendrá una incertidumbre
muy grande. Por lo tanto, un tratamiento correcto deberá considerar a los neutrinos como un paquete de
ondas que tendrá diferentes valores de momento. Sin embargo, como Pal et al. [55] mencionan, el tratamiento
formal llega al mismo resultado.



4.3 Neutrinos más allá del SM 63

superposición de los campos νi con masas diferentes mi. Además, la suma de la ecuación
anterior no limita el número de neutrinos masivos, pues aunque se conocen tres sabores,
el número de neutrinos masivos es mayor o igual a tres: si este número es mayor que tres,
los neutrinos adicionales en la base de sabores serán estériles, es decir, no interactúan
débilmente [51].

El operador να =
∑

i Uαiνi aniquila part́ıculas y crea antipart́ıculas, mientras que να =∑
i U
∗
αiνi crea part́ıculas y aniquila antipart́ıculas. Por lo tanto, el estado |να〉 es creado

por el operador να.
Por otro lado, como la matriz U es unitaria, entonces la ecuación (4.77) se puede

invertir a |νi〉 =
∑

α Uαi|να〉, y al sustituir esta expresión, junto con la evolución del estado
de neutrinos masivos en el tiempo (ecuación (4.76)) se obtiene

|να(t)〉 =
∑
β

(∑
i

U∗αie
− iEitUβi

)
|νβ〉 . (4.78)

En consecuencia, la superposición de estados de neutrinos masivos, |να(t)〉, que es el estado
puro de sabor en el tiempo t = 0, se convierte en una superposición de estados de diferentes
sabores en el tiempo t > 0.

Ahora, la probabilidad de transición al estado de sabor β es

Pαβ(t) = |〈να(t)| νβ〉|2 =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

UαiU
∗
βie
− iEit

∣∣∣∣∣
2

, (4.79)

donde se aplicó el hecho que los estados propios de masa son ortonormales. Como los
neutrinos son part́ıculas ultrarrelativistas, entonces se puede expandir la enerǵıa en serie
de Taylor y obtener

Ei ≈ p+
m2
i

2p
:= E +

m2
i

2E
. (4.80)

Ahora, la probabilidad de transición, después de que el neutrino recorrió una distancia
L ' t, es

Pαβ(L) =

n∑
i,j=1

UαiU
∗
βiU

∗
αjUβj e

−
i∆m2

ij
2E

L, (4.81)

donde ∆m2
ij = m2

i −m2
j .

La matriz U es una matriz cuadrada de n×n que recibe el nombre de matriz de mezcla
y, en general, depende de n2 parámetros, de los cuales n(n− 1)/2 son ángulos de mezcla y
n(n+1)/2 son fases. En el caso más simple, en el que n = 2, es decir que solamente existen
dos sabores de neutrinos (e y µ), existe un único ángulo de mezcla, θ, aśı como una fase δ
que toma en cuenta la violación de la simetŕıa CP. Por lo tanto, en el caso más general, la
matriz U se escribe como

U =

(
cos θ e−iδ sin θ

− eiδ sin θ cos θ

)
, (4.82)
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y aśı, las probabilidades de oscilación son

Peµ(L) = sin2 2θ sin2

(
∆m2

21L

4E

)
= sin2 2θ sin2

(
πL

Losc

)
, (4.83)

Pee(L) = 1− Peµ(L), (4.84)

donde Losc = 4πE
∆M2

12
es la longitud de oscilación. Nótese que Peµ es la probabilidad de conver-

sión (o transición) y Pee es la probabilidad de supervivencia de los neutrinos electrónicos y
la fase δ, relacionada con la violación a la simetŕıa de CP, no aparece. Además, si L� Losc,
entonces la probabilidad de conversión se reduce a

Peµ(L) = sin2 2θ, (4.85)

que es de gran importancia experimental.

Por otro lado, si se consideran los tres sabores de neutrinos (e, µ y τ), la matriz U
tendrá tres ángulos de mezcla y una fase que corresponde con la violación de la simetŕıa
CP. Por lo tanto, U se puede parametrizar por

U =

 c12 c13 s12 c13 s13 e
−iδ

− s12 c23 − c12 s13 s23 e
iδ c12 c23 − s12 s13 s23 e

iδ c13 s23

s12 s23 − c12 s13 c23 e
iδ − c12 s23 − s12 s13 c23 e

iδ c13 c23

 , (4.86)

donde cij = cos θij , sij = sin θij y δ es la fase, con θij ∈ [0, π/2] y δ ∈ [0, 2π]. Además, la
diferencia de masa satisface

∆m2
31 = ∆m2

32 + ∆m2
21. (4.87)

Un caso de interés es para cuáles valores de |Uαi|2 y |Uβi|2, que aparecen en la ecuación
(4.81), con α 6= β, la probabilidad de transición es máxima. Giunti y Kim, en [51] encuen-
tran, a partir del método de multiplicadores de Lagrange, que el promedio de la máxima
probabilidad de supervivencia es

〈Pαβ〉max =
1

n
, (4.88)

donde n es el número de neutrinos masivos. Además, el promedio de la mı́nima probabilidad
de supervivencia de los neutrinos es

〈Pαα〉min =
1

n
. (4.89)

Si todos los elementos de la matriz de mezcla tienen el mismo valor absoluto, esto co-
rresponde con la mı́nima probabilidad promedio de supervivencia y máxima probabilidad
promedio de transición.
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f(p) f(p′)

Aλ(q)

Figura 4.6: Vértice electromagnético efectivo de un fermión.

La conclusión de lo expuesto anteriormente es que se puede detectar la presencia de
las pequeñas masas de los neutrinos si los neutrinos oscilan entre los diferentes sabores, es
decir, el efecto de un término de masa es generar oscilaciones de sabor que, además, son
función de la distancia a la que están de la fuente de neutrinos. Por ejemplo, para neutrinos
de enerǵıas del orden de MeV con masas del orden de 10−2 eV, o para neutrinos de enerǵıas
del orden de GeV con masas del orden de 10−1 eV, la escala de longitud de la oscilación
es del orden de kilómetros [64].

4.3.3. Propiedades electromagnéticas de los neutrinos y su momento
magnético

Como se ha mencionado, los neutrinos, al propagarse en medios materiales adquieren
algunas propiedades electromagnéticas, como carga eléctrica efectiva. Más aun, al consi-
derar neutrinos masivos, las propiedades electromagnéticas de los neutrinos adquieren una
mayor relevancia.

Las propiedades electromagnéticas de cualquier fermión aparecen, dentro de las teoŕıas
cuánticas de campos, como su interacción con el fotón, y están descritas por el vértice de
interacción efectivo, que se muestra en el diagrama de la Figura 4.6 [55]. Para fermiones
cargados, existe un diagrama de esta forma incluso al nivel árbol, pues la Lagrangiana de
interacción contiene un término Lint = eQψγλψA

λ, donde e es la carga del positrón y Q es
la carga del fermión, en unidades de e. Para fermiones sin carga, como los neutrinos, este
término está ausente, por lo que las interacciones solamente surgen al nivel de lazos, y por
lo tanto, en general, dependen del momento. En analoǵıa con el término de interacción de
la Lagrangiana para fermiones cargados, la interacción efectiva para los neutrinos se puede
escribir como

Leff = ψOλψAλ ≡ jλ(x)Aλ(x), (4.90)

donde jλ es la corriente electromagnética. El elemento de matriz de esta Lagrangiana
efectiva, entre dos estados de una part́ıcula es〈

p′, s′
∣∣ jλ(0) |p, s〉 = us′(p

′)Vλ(p, p′)us(p), (4.91)
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donde us(p) es un espinor, que es una solución de onda plana y enerǵıa positiva de la
ecuación de Dirac y Vλ es el vértice efectivo de la interacción.

Además, la conservación de la corriente electromagnética implica que

0 =
〈
p′, s′

∣∣ ∂λjλ(x) |p, s〉
= iqλ u(p′)Vλ(p, p′)u(p), (4.92)

donde q = p − p′. Mientras esta ecuación es general para fermiones, una condición más
restrictiva para fermiones sin carga, como los neutrinos, se obtiene de la identidad de Ward

qλ Vλ(p, p′) = 0. (4.93)

Por tanto, la forma más general para Vλ, que es consistente con la covariancia de Lorentz
es

Vλ(p, p′) =
(
q2γλ − qλ/q

) [
R(q2) + r(q2)γ5

]
+ σλρq

ρ
[
DM (q2) + iDE(q2)γ5

]
. (4.94)

Es importante recalcar que Vλ depende solamente del vector q, y no de p+ p′, pues todos
los términos posibles que involucren a p+ p′ se pueden convertir a términos que involucren
a q mediante la identidad de Gordon,

u(p′)γµu(p) = u(p′)

[
p′µ + pµ

2m
+
iσµνqν

2m

]
u(p). (4.95)

Además, la hermiticidad de la Lagrangiana implica que Vλ(p, p′) = γ0V
†
λ (p, p′)γ0, por lo

que las funciones R, r, DM y DE , llamados factores de forma, son reales e invariantes de
Lorentz. Como p2 = p′2 = m2, donde m es la masa del fermion f , solamente existe una
cantidad dinámica independiente, es decir q2, que también es un invariante de Lorentz. Por
tanto, los factores de forma solamente dependen de q2 [55].

El significado f́ısico de los factores de forma se obtiene en el ĺımite no relativista: bajo
este, DM (q2) se reduce a DM (0)σ ·B, donde B es el campo magnético. Por lo tanto, DM (0)
es el momento magnético de la part́ıcula. En general, DM (q2) es llamado el factor de forma
magnético. Similarmente, DE(q2) es el factor de forma eléctrico, pues d = DE(0) es el
momento dipolar eléctrico. La cantidad R(q2) se llama el radio de carga, y r(q2) es el radio
de carga axial [55].

Como ya se hab́ıa mencionado, los factores de forma R(q2) y r(q2) son diferentes de cero,
incluso cuando la masa del neutrino se considera cero, mientras que DM (q2) = DE(q2) = 0
si la masa del neutrino es cero.

En la mı́nima extensión del SM, basada en el grupo de norma SU(2)L ⊗ U(1)Y , los
diagramas de Feynman a orden lazo, que contribuyen a los vértices electromagnéticos de los
neutrinos, se muestran en la figura 4.7. Bajo la suposición de que mα �MW y mα � m`,
el vértice efectivo será [55]

Vλ = − eGF

4
√

2π2
(mαR+mα′ L) σλρ q

ρ
∑
`

U`αU
∗
`α′f(r`), (4.96)
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να ` να′

W W

Aλ

(a)

να W να′

` `

Aλ

(b)

Figura 4.7: Diagramas de Feynman a orden lazo para el decaimiento να → να + γ.

donde r` = (m`/MW )2 y

f(r) :=
3

4(1− r)2

[
− 2 + 5r − r2 +

2r2 ln r

1− r

]
' − 3

2
+

3

4
r + . . . (4.97)

Donde la aproximación en la ecuación anterior es válida para r � 1. Ahora, si se considera
al elemento de matriz para να = να′ , el factor (mαR+mα′ L) en la amplitud se convierte
en mα. Esto quiere decir que, exista o no la violación a la simetŕıa CP, el momento dipolar
eléctrico se hace cero en el nivel lazo. Sin embargo, el momento magnético de να está dado
por [51, 55, 65–68]

µα = − eGF

4
√

2π2
mα

∑
`

U∗`αU`αf(r`)

=
3 eGF

8
√

2π2
mα =

3 eGF memα

4π2
√

2
µB, (4.98)

donde µB es el magnetón de Bohr. Es importante recalcar que el momento magnético es
proporcional a la masa del neutrino, por lo que si la masa del neutrino es cero, su momento
magnético también lo será. El valor numérico del momento magnético, dado por la ecuación
(4.98) es

µν ≈ 3.2× 10−19
( mν

1 eV

)
µB ≥ (4× 10−20)µB (4.99)

donde la desigualdad de la ecuación anterior se da a partir de los parámetros que se han
deducido del análisis de los experimentos de neutrinos atmosféricos, solares y de reactores
nucleares [68]. Sin embargo, su magnitud es demasiado pequeña para poder ser medida.

Por otro lado, a partir de condiciones astrof́ısicas (principalmente a partir de las su-
pernovas, estrellas de neutrones y el sol) y cosmológicas se han podido establecer algunas
restricciones para el valor que tenga el momento magnético de los neutrinos, de forma que
sean independientes del modelo que les dé masa.
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A partir de la supernova SN1987A, en la que la señal de 19 neutrinos fue observa-
da por las colaboraciones Kamiokande (K II) [69] e Irvine-Michigan-Brookhaven (IMB)
[70], varios autores [71–73] infirieron algunas propiedades de los neutrinos observados.
Por ejemplo, Goldman et al. [71] encontraron que el momento magnético debeŕıa ser
µνe . (10−13 − 10−12)µB. Por otro lado, Lattimer y Cooperstein [72] estiman, a partir
de la enerǵıa de los neutrinos observados aśı como del tiempo de difusión de éstos en la
estrella de neutrones, que su momento magnético debe ser µν < 3× 10−13µB. Además, al
considerar los efectos del cambio de helicidad de los neutrinos debido al campo magnético
presente en el medio interestelar, encuentran que µν ∼ (10−12−10−13)µB. Bajo considera-
ciones similares, Barbieri y Mohapatra [73], estudiaron el proceso de cambio de quiralidad
por la interacción con el campo magnético de la estrella, aśı como la dispersión de neutri-
nos por fermiones cargados, por ejemplo νL + e → νR + e y νL + p → νR + p. A partir
de esto encuentran que µν . (0.1 − 0.8) × 10−11µB. Todas estas cotas superiores están,
aproximadamente, en el mismo orden de magnitud.

Ayala et al. en [74, 75], consideran que el proceso de conversión de neutrinos izquierdos
a derechos ocurre mediante la dispersión por electrones del medio, por el intercambio
de fotones efectivos tipo espacio. Encuentran que al comparar la cota de luminosidad
de neutrinos derechos con la que se observó en SN1987A, el momento magnético de los
neutrinos es µν ≤ (0.1− 0.4)× 10−11µB.

Adicionalmente, Ayala et al. [75], dan una cota a partir de condiciones cosmológicas,
pues consideran la producción de neutrinos derechos en el universo temprano. Si la tasa
de producción de éstos hubiera sido lo suficientemente grande como para mantenerlos en
equilibrio termodinámico con el resto de las part́ıculas en el plasma que conformaba al
universo temprano, entonces los neutrinos derechos hubieran contribuido a los grados de
libertad y modificado la nucleośıntesis primordial, hasta la etapa de desacoplamiento. Para
evitar que este efecto sucediera, los neutrinos derechos debieron desacoplarse antes de
encontrarse en equilibrio termodinámico, es decir, la razón entre su tasa de interacción por
part́ıcula por unidad de tiempo y la tasa de crecimiento del volumen que los contiene, es
decir el parámetro de Hubble, debe ser menor que uno 6. Ayala et al. encuentran que el
momento magnético de los neutrinos debe ser µν < 2.9 × 10−10µB, el cual es más grande
que las cotas de origen astrof́ısico.

6El porqué se debe dar esta desigualdad escapa los objetivos de este trabajo. Una explicación detallada
se encuentra en el libro de Kolb y Turner “The Early Universe”, publicado por CRC Press.



Caṕıtulo 5

Resultados de teoŕıa de campos a
temperatura finita

En los caṕıtulos anteriores se planteó el problema que este trabajo busca resolver.
Además, se introdujeron los principales conceptos y resultados de los sistemas y compo-
nentes que conforman al problema, es decir, se introdujeron las estrellas de neutrones y
sus condiciones f́ısicas, aśı como los neutrinos y sus principales propiedades. Este caṕıtulo
introducirá el formalismo teórico con el que se buscará resolver el problema de las veloci-
dades de escape de neutrinos: el formalismo de tiempo imaginario de las teoŕıas de campo
a temperatura finita.

Un elemento que jugará un papel importante en este trabajo es el efecto que tienen
las interacciones en la forma en la que se propaga una part́ıcula, por lo que se comenzará
con introducir el concepto de autoenerǵıa, el cual es un concepto importante en todas las
teoŕıas de campos. Posteriormente se dará una breve introducción al formalismo de tiempo
imaginario de las teoŕıas de campo a temperatura finita y se mostrarán algunos resultados
de importancia.

5.1. La autoenerǵıa

Una de las teoŕıas más simples es aquella en la que las part́ıculas que describe no
interactúan, descrita por un Hamiltoniano libre. A partir de éste se definen los operadores
de evolución del campo y el estado base del Hamiltoniano. Además, la función de Green
o propagador de Feynman, para la part́ıcula escalar libre que describe la evolución de la
part́ıcula -la amplitud de probabilidad de que esta se propague- con un momento p, entre
dos puntos está dada por

G̃0(p) =
i

p2 −m2 + iε
, (5.1)
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= + 1PI

+ 1PI 1PI + . . .

Figura 5.1: Versión diagramática de la ecuación (5.4).

donde la masa de la part́ıcula está dada por el polo de esta función. Ahora, si la teoŕıa
permite las interacciones de las part́ıculas, entonces las propiedades de estas cambiarán; en
part́ıcular, si la teoŕıa es perturbativa, la función de Green se puede calcular a partir de la
suma de los diagramas de Feynman, es decir

G̃(p) =
∑(

Todos los diagramas de Feynman

conexos con dos ĺıneas externas

)
. (5.2)

De acuerdo con Lancaster y Blundell [52], la función de Green se puede imaginar como
dos ĺıneas externas con todo aquello que se pueda insertar entre ellas. Esto que se pudiera
insertar recibe el nombre de autoenerǵıa, y se describe utilizando el llamado diagrama
irreductible a una parte (diagrama 1PI), que se define como un diagrama conexo que no
se hace disconexo al cortar una ĺınea interna [52], es decir, no se puede separar en dos
diagramas al quitar una sola ĺınea [53]. La suma de los diagramas 1PI, con dos ĺıneas
externas, forma una función de Green conocida como la autoenerǵıa 1PI, Σ̃(p), dada por

− iΣ̃(p) =
∑(

Todos los diagramas 1PI

con dos ĺıneas externas

)
. (5.3)

Ahora, el propagador de la teoŕıa interactuante se puede escribir como una serie de in-
teracciones, es decir, es la amplitud de propagación sin interacciónes más la amplitud de
propagación interrumpida por una interacción con Σ̃ más la amplitud de propagación in-
terrumpida por dos interacciones con Σ̃, etc. Esta serie se muestra diagramáticamente en
la figura 5.1, y en forma de ecuación, para una part́ıcula escalar se escribe como

G̃(p) =
i

p2 −m2
+

i

p2 −m2

[
− i Σ̃(p)

] i

p2 −m2

+
i

p2 −m2

[
− i Σ̃(p)

] i

p2 −m2

[
− i Σ̃(p)

] i

p2 −m2
+ . . . (5.4)
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La ecuación anterior representa una serie geométrica, por lo que

G̃(p) =
i

p2 −m2

{
1 +

[
− i Σ̃(p)

] i

p2 −m2

+
[
− i Σ̃(p)

] i

p2 −m2

[
− i Σ̃(p)

] i

p2 −m2
+ . . .

}
=

i

p2 −m2

{
1− Σ̃(p)

p2 −m2

}−1

=
i

p2 −m2 − Σ̃(p) + iε
. (5.5)

A partir de la ecuación (5.5), se ve que el propagador de la teoŕıa interactuante es muy
similar al de la teoŕıa libre, excepto por la autoenerǵıa que aparece en el denominador.
Esta función de Green recibe el nombre de propagador vestido.

Además, la masa f́ısica de la part́ıcula está dada por la posición del polo en el propa-
gador, es decir,

p2 −m2 − Re
(

Σ̃(p)
)

= 0, (5.6)

cuando p2 = m2
P . Por lo tanto, la masa f́ısica de la part́ıcula está dada por

m2
P = m2 + Re

(
Σ̃(p2 = m2

P )
)
, (5.7)

por lo que la parte real de la autoenerǵıa indica qué tanto modifican las interacciones a la
masa de la part́ıcula. Además, la parte imaginaria de la autoenerǵıa está relacionada con
la tasa de decaimiento de la part́ıcula, pues tomar la parte imaginaria de la autoenerǵıa,
por ejemplo a nivel lazo, es equivalente a cortar el lazo por la mitad y quedarse con una
de las mitades, que representa un decaimiento.

5.2. El formalismo de tiempo imaginario de la teoŕıa térmica
de campos

Antes de comenzar con la descripción del formalismo de tiempo imaginario o de Matsu-
bara, se presentará brevemente el formalismo de integrales de camino de la teoŕıa de cam-
pos, siguiendo a Le Bellac [76], Laine y Vuorinen [77] y Das [78]. En las teoŕıas de campo
a temperatura cero, es usual realizar la continuación anaĺıtica de tiempo real a imaginario:
t → − iτ ó x0 → − ix4, donde t (x4) es real. Esto significa ir de un espacio de Minkowski
a uno Euclideano, pues la métrica de Minkowski se transforma en una métrica Euclideana
(con un cambio de signo) bajo t2−x2 → − (τ2 + x2). Además, en el espacio de momentos,
la transformación correspondiente es k0 → − ix4.
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5.2.1. El formalismo de integrales de camino

En la mecánica cuántica convencional, el movimiento de una part́ıcula, en un potencial
independiente del tiempo, V (q), puede ser descrito por la amplitud de probabilidad

F (q′, t′; q, t) =
〈
q′
∣∣ e− iĤ(t′−t) |q〉 (5.8)

donde Ĥ es el Hamiltoniano completo, independiente del tiempo, y que por simplicidad
solamente tendrá una dimensión de movimiento espacial. Ahora, haciendo la continuación
anaĺıtica de F al tiempo imaginario:

t→ − iτ, t′ → − iτ ′, (5.9)

F (q′,− iτ ′; q,− iτ) =
〈
q′
∣∣ e− Ĥ(τ ′−τ) |q〉 . (5.10)

Si se subdivide el intervalo [τ, τ ′] en (n + 1) subintervalos, cada uno de longitud ε =
(τ−τ ′)/(n+1), con n→∞; si se considera que las part́ıculas que describe el Hamiltoniano
no tienen esṕın, entonces éste se puede escribir como Ĥ = p̂2/2m + V (q̂), donde p̂ y q̂
son los operadores de momento y posición, respectivamente; si se escribe F a partir de un
conjunto completo de estados propios del operador de posición q̂ en los tiempos imaginarios
τ1, . . . , τn, entonces

F (q′,− iτ ′; q,− iτ) = ĺım
ε→0

∫ n∏
l=1

dql 〈ql+1| exp
(
− εV (q̂)

)
× exp

(
− ε p̂

2

2m

)
|ql〉 . (5.11)

La acción de V (q̂) sobre el ket es trivial, mientras que para el elemento de matriz de la
parte cinética del Hamiltoniano se debe recordar que los estados propios, |pl〉, del operador
de momento son completos, por lo que satisfacen las siguientes relaciones:

〈ql| pl〉 = eipx, 1 =

∫
dql |ql〉 〈ql| , 1 =

∫
dpl
2π
|pl〉 〈pl| , l = 1, . . . , n (5.12)

y por lo tanto,

〈ql+1| exp

(
− ε p̂

2

2m

)
|ql〉 =

∫
dpl 〈ql+1| exp

(
− ε p̂

2

2m

)
|pl〉 〈pl |ql〉

=

∫
dpl
2π

ei(ql+1−ql)ple− εp
2
l /2m+O(ε)

=
( m

2πε

)1/2
e−m(ql+1−ql)2/2ε. (5.13)

donde los términos O(ε), que son de frontera, se pueden eliminar en el ĺımite ε → 0, es
decir, n→∞.
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Sustituyendo la ecuación anterior en la ecuación (5.11), se encuentra que

F (q′,− iτ ′; q,− iτ) = ĺım
ε→0

( m

2πε

)1/2
∫ n∏

l=1

[( m

2πε

)1/2
dql

]

× exp

[
− ε

(
n∑
l=0

m(ql+1 − ql)2

2ε2
+

n∑
l=1

V

(
ql + ql+1

2

))]
. (5.14)

El argumento del potencial se escribe aśı por razones estéticas. A la medida de integración
de la ecuación (5.14) se le llamará Dq(τ ′′) y, además, la suma que aparece en la exponencial
se puede identificar con una suma de Riemann, es decir

SE(τ − τ ′) =

∫ τ ′

τ
dτ ′′

[
1

2
mq̇2(τ ′′) + V (q(τ ′′))

]
, (5.15)

donde los puntos indican derivadas con respecto a τ ; SE recibe el nombre de acción Eucli-
deana. Finalmente, se puede escribir a F en la forma de integral de camino

F (q′,− iτ ′; q,− iτ) =

∫
Dq(τ ′′) exp

[
−
∫ τ ′

τ
dτ ′′

(
1

2
mq̇2(τ ′′) + V (q(τ ′′))

)]
=

∫
Dq(τ ′′) exp

[
−SE(τ − τ ′)

]
, (5.16)

donde las condiciones de frontera en los caminos q(τ ′′) son q(τ) = q, q(τ ′) = q′.

El desarrollo anterior se puede conectar con la mecánica estad́ıstica, al relacionar la
ecuación (5.16) con la función de partición. Para esto, recuérdese que la función de partición,
Z, se define a partir de la matriz de densidad % como

Z(β) = Tr %(β) = Tr e− βĤ =
∑
n

〈n| e− βĤ |n〉 =
∑
n

e− βEn , (5.17)

donde la traza se evaluó sobre el conjunto de vectores propios de Ĥ: Ĥ|n〉 = En|n〉. Tam-
bién, la traza de la función de partición se puede escribir utilizando un conjunto completo
de vectores propios del operador de posición, es decir,

Z(β) = Tr e− βĤ =

∫
dq 〈q| e− βĤ |q〉 , (5.18)

por lo que la matriz de densidad, %, se puede interpretar formalmente como un operador
de evolución en tiempo imaginario. Comparando la ecuación (5.18) con la ecuación (5.10),
se puede ver que

Z(β) =

∫
dq F (q,− iβ; q, 0), (5.19)
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por lo que, a partir de la ecuación (5.16), se puede escribir la función de partición como
una integral de camino

Z(β) =

∫
Dq(τ) exp

[
−
∫ β

0
dτ

(
1

2
mq̇2(τ) + V (q(τ))

)]
=

∫
Dq(τ) exp[− SE(β)], (5.20)

donde los caminos están sujetos a la condición de periodicidad q(β) = q(0), es decir, sobre
caminos con periodo β en tiempo imaginario.

Más aun, la funcional generadora Z(β; j), con Z(β) = Z(β; j = 0) y j, el término de
fuente, se define como

Z(β; j) =

∫
Dq(τ) exp

[
− SE(β) +

∫ β

0
j(τ)q(τ)dτ

]
. (5.21)

La derivada funcional de la funcional generadora está relacionada con el propagador en
tiempo imaginario mediante

1

Z(β)

δ2Z(β; j)

δj(τ1)δj(τ2)

∣∣∣∣
j=0

=
1

Z(β)

∫
Dq(τ) q(τ1)q(τ2) e− SE(β). (5.22)

Nótese que en la teoŕıa de campos a temperatura cero es usual que la funcional generadora
que aparece en el denominador del lado izquierdo de la ecuación (5.22) sea Z(J = 0), sin
embargo, por la condición de periodicidad q(β) = q(0), esta definición es equivalente.

Ahora, se debe probar que el lado derecho de la ecuación (5.22) está relacionado con el
promedio térmico de un producto de operadores de posición ordenados temporalmente:

〈T (q̂(− iτ1)q̂(− iτ2))〉β =
1

Z(β)
Tr
[
e− βĤT (q̂(− iτ1)q̂(− iτ2))

]
, (5.23)

donde q̂(− iτ) es el operador de posición en la descripción de Heissenberg, es decir, q̂(t) =

eiĤtq̂ e− iĤt y q̂(− iτ) = eĤτ q̂ e− Ĥτ . El promedio térmico 〈A〉β de un operador Â se define
como

〈Â〉β =
1

Z(β)
Tr
(
Âe− βĤ

)
=

Tr e−βĤÂ

Tr e−βĤ
, (5.24)

y el producto ordenado temporalmente en tiempo imaginario se define como

T (q̂(− iτ1)q̂(− iτ2)) =

{
q̂(− iτ1)q̂(− iτ2) si τ1 > τ2

q̂(− iτ2)q̂(− iτ1) si τ2 > τ1

. (5.25)

Ahora, la diferenciación funcional de la funcional generadora Z(β; j) da el promedio térmico
de un producto ordenado temporalmente de operadores de posición pues, si por ejemplo
τ1 > τ2, entonces

Z(β)〈T (q̂(− iτ1)q̂(− iτ2))〉β =

∫
dq 〈q| e− (β−τ1)Ĥ q̂ e− (τ1−τ2)Ĥ q̂ e− τ2Ĥ |q〉 , (5.26)
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donde la igualdad se da al sustituir en la definición de promedio térmico la ecuación (5.18).
Al insertar un conjunto completo de estados propios del operador de posición en los tiempos
imaginarios τ1 y τ2, se llega a una situación similar a la de la ecuación (5.14), por lo que
se obtiene la integral de camino análoga a la ecuación (5.16).

Por otro lado, a partir de la condición de periodicidad de los caminos de integración,
el propagador satisface

〈T (q̂(− iβ)q̂(− iτ))〉β = 〈T (q̂(0)q̂(− iτ))〉β, (5.27)

por lo que se puede definir a la función ∆(τ), en el intervalo [−β, β], periódica en el tiempo
imaginario, como

∆(τ) = 〈T (q̂(− iτ)q̂(0))〉β, (5.28)

que es conocida como propagador de Matsubara y satisface que ∆(τ − β) = ∆(τ), para
cualquier τ ∈ [0, β].

5.2.2. El formalismo de operadores y las densidades espectrales

En la presentación que se hizo del formalismo de integrales de camino se desarrollaron
algunos conceptos del formalismo de operadores. A continuación se presentará brevemente,
con la intención de estudiar los propagadores e introducir las densidades espectrales, el
formalismo de operadores, siguiendo nuevamente a Le Bellac [76]. Previamente, el tiem-
po estaba restringido a ser puramente imaginario, a partir de ahora, esta restricción se
levantará, pues son de particular interés los valores reales del tiempo.

Para comenzar, se definirán los correladores para el campo φ:

D+(x, y) = 〈φ(x)φ(y)〉β, (5.29)

D−(x, y) = 〈φ(y)φ(x)〉β = D+(y, x), (5.30)

Si se inserta un conjunto completo de estados propios del Hamiltoniano, |n〉, es decir,
Ĥ|n〉 = En|n〉, entonces se expresa al correlador D+ como

D+(x, y) =
1

Z(β)

∑
n,m

〈n| e− βĤφ(x) |m〉 〈m|φ(y) |n〉

=
1

Z(β)

∑
n,m

e− βEn 〈n| eipxφ(0)e− ipx |m〉 〈m| eipyφ(0)e− ipy |n〉

=
1

Z(β)

∑
n,m

e− βEnei(pn−pm)(x−y) |〈n|φ(0) |m〉|2 , (5.31)

y análogamente para D−:

D−(x, y) =
1

Z(β)

∑
n,m

e− βEnei(pm−pn)(x−y) |〈n|φ(0) |m〉|2 . (5.32)
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Las ecuaciones anteriores muestran que los correladores son, en realidad, funciones de
(x − y) y, si por simplicidad, solamente se considera el argumento temporal de x e y, es
decir, t y t′, respectivamente, y si, además, la convergencia de las series la controlan las
exponenciales, entonces D+(t, t′) está definida para − β ≤ Im(t − t′) ≤ 0, mientras que
D−(t, t′) está definida para 0 ≤ Im(t− t′) ≤ β.

Por otro lado,

D+(t− iβ, t′) =
1

Z(β)

∑
n,m

e− βEnei(En−Em)(t−iβ−t′) |〈n|φ(0) |m〉|2

=
1

Z(β)

∑
n,m

e− βEmei(En−Em)(t−t′) |〈n|φ(0) |m〉|2

= D−(t, t′). (5.33)

La ecuación (5.33) es conocida como la relación de Kubo-Martin-Schwinger (KMS).
La transformada de Fourier de los correladores es

D+(k) =

∫
d4x eik·xD+(x)

=
1

Z(β)

∑
n,m

e− βEn |〈n|φ(0) |m〉|2
∫
d4x ei(pn−pm)(x)eik·x

=
(2π)4

Z(β)

∑
n,m

e− βEn |〈n|φ(0) |m〉|2 δ(4)(k − pn + pm), (5.34)

en particular, si solamente se considera la componente energética,

D+(k0) =

∫ ∞
−∞

dteik0tD+(t), (5.35)

además, para el correlador D− se encuentra que

D−(k0) =

∫ ∞
−∞

dt eik0tD−(t) = eik0(iβ)

∫ ∞
−∞

dt eik0(t−iβ)D+(t− iβ)

= e−βk0D+(k0) (5.36)

donde la segunda igualdad se da al usar la relación KMS. La ecuación (5.36) está relacionada
con el balance detallado, que establece que si se conoce la probabilidad de transición de
un estado n a otro estado m, Pn→m, y además se conoce la probabilidad de transición del
estado m a n, Pm→n, entonces se conoce la condición de equilibrio para N = Nn + Nm

part́ıculas distribuidas entre los dos estados, dada por NnPn→m = NmPm→n.
A partir de los correladores se puede definir la densidad espectral

ρ(k0) = D+(k0)−D−(k0)

=
(
eβk0 − 1

)
D−(k0) (5.37)
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donde la segunda igualdad se da a partir de la ecuación (5.36). Las densidades espectrales
contienen las discontinuidades a lo largo del eje real. Su soporte depende de si el cua-
drimomento está dentro o fuera del cono de luz: para cuadrimomentos tipo tiempo, las
densidades espectrales tienen soporte en los polos de cuasiparticulas, mientras que para
cuadrimomentos tipo espacio, su soporte está en el intervalo completo que corresponde
al cambio de rama del propagador. Por lo tanto, los correladores se pueden reescribir en
términos de la densidad espectral como

D+(k0) = (1 + f(k0)) ρ(k0) (5.38)

D−(k0) = f(k0)ρ(k0) (5.39)

donde f(k0) =
(
eβk0 − 1

)
es la distribución de Bose-Einstein.

Por otro lado, como la densidad espectral está definida en términos de los correladores
en el espacio de Fourier, éstos se pueden escribir en términos de su representación en el
tiempo, es decir, usando la ecuación (5.34):

ρ(k0) =
2π

Z(β)

∑
n,m

e−βEn |〈n|φ(0) |m〉|2 [δ(k0 − Em + En)− δ(k0 + Em − En)] , (5.40)

por lo tanto, la densidad espectral es una función impar, es decir, ρ(−k0) = −ρ(k0), y
además, es positiva definida, es decir, ε(k0)ρ(k0) > 0, donde ε(k0) es la función signo.

Como
D+(t)−D−(t) = 〈φ(t)φ(0)〉β − 〈φ(0)φ(t)〉β = 〈 [φ(t), φ(0)] 〉β, (5.41)

es decir, la densidad espectral es la transformada de Fourier del promedio térmico del
conmutador [φ(t), φ(0)], entonces

d

dt

(
D+(t)−D−(t)

)
=

d

dt
〈 [φ(t), φ(0)] 〉β = −〈 [φ(0),Π(t)] 〉β , (5.42)

lo que corresponde con la relación de conmutación canónica [φ(t),Π(t′)]|t=t′ = i, si se
considera el ĺımite t → 0. Además, la ultima igualdad de la ecuación (5.42) se da por la
definición del momento conjugado al campo:

Π =
∂L

∂(∂0φ)
=
∂φ

∂t
, (5.43)

y el hecho de que
d

dt
〈 [φ(t), φ(0)] 〉β =

〈[
d

dt
φ(t), φ(0)

]〉
β

. (5.44)

Por otro lado,

d

dt
(D+(t)−D−(t)) =

d

dt

∫
dk0

2π
e−ik0t

(
D+(k0)−D−(k0)

)
= − i

∫
dk0

2π
k0 e

−ik0tρ(k0), (5.45)
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por lo que, si se toma el ĺımite t→ 0 en las últimas dos ecuaciones, se obtendrá∫
dk0

2π
k0ρ(k0) = 1. (5.46)

Esta última ecuación muestra que la densidad espectral está acotada para k0 grande. Más
aun, cuando |k0| → ∞, para que la identidad se mantenga, ρ(k0)→ (k0)−α, con α ≥ 2.

Un ejemplo interesante es el campo libre, que se define como aquel que

φ(t) ∼ 1√
2ωk

(
a e−iωkt + a† eiωkt

)
, (5.47)

donde [a, a†] = 1. Los detalles de este cálculo se pueden encontrar en Le Bellac [76], pero
a partir del valor del conmutador de los operadores de creación y aniquilación, se muestra
que D+(t)−D−(t) = 1

2ωk
(e−iωkt−eiωkt), y por lo tanto, la transformada de Fourier de esta

igualdad, será la densidad espectral, es decir,

ρ(k0) = 2πε(k0)δ
(
(k0)2 − ω2

k

)
. (5.48)

Es importante notar que esta densidad espectral satisface las propiedades que se hab́ıan
probado: es positiva definida, impar y satisface la ecuación (5.46).

5.2.3. El propagador de Matsubara

La transformada de Fourier del propagador de Matsubara de un campo bosónico , ∆(τ),
es

∆(iωn) =

∫ β

0
dτ eiωnτ∆(τ), (5.49)

y su inversa es:

∆(τ) = T
∑
n

e−iωnτ∆(iωn). (5.50)

Como ∆(τ) es periódica, basta con considerar su transformada de Fourier en el intervalo
[0, β], por lo que

∆(iωn) =

∫ β

0
dτ eiωnτ∆(τ) =

∫ β

0
dτ eiωnτ∆(τ + β)

=

∫ 2β

β
dτ ′ eiωn(τ ′−β)∆(τ ′)

= e−iωnβ
∫ β

0
dτ ′eiωnτ

′
∆(τ ′) = eiωnβ∆(iωn), (5.51)

por lo tanto, las frecuencias ωn toman valores discretos, es decir,

ωn = 2πnT, n ∈ Z. (5.52)
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Estas frecuencias reciben el nombre de frecuencias de Matsubara para bosones.
Por otro lado, si τ está en el intervalo [0, β], entonces la relación entre el propagador

en tiempos real e imaginario puede encontrarse como

∆(τ) = D+(t = −iτ), (5.53)

y por lo tanto,

∆(τ) =

∫
dk0

2π
e−k0τD+(k0)

=

∫
dk0

2π
e−k0τ [1 + f(k0)] ρ(k0). (5.54)

E incluso, a partir de la última ecuación y de la ecuación (5.49) se puede encontrar, mediante
un cómputo directo, que

∆(iωn) = −
∫
dk0

2π

ρ(k0)

iωn − k0
(5.55)

Este propagador de Matsubara está definido solamente para valores discretos de frecuencia,
y su continuación anaĺıtica a valores arbitrarios de las frecuencias, no es única.

5.2.4. El propagagador fermiónico a temperatura y potencial qúımico
finito

Como una śıntesis de lo presentado en las secciones precedentes de este caṕıtulo, se mos-
trará el propagador para los fermiones a temperatura y potencial qúımico finito, siguiendo
a Le Bellac [76] y Kapusta y Gale [79].

El campo de Dirac a temperatura finita

En el estudio del campo de Dirac, surge naturalmente el concepto de álgebra de Grass-
mann, A, la cual se genera por n números complejos, η1, . . . , ηn, que anticonmutan y
satisfacen las siguientes propiedades:

1. Si ηi y ηj ∈ A, entonces {ηi, ηj} = 0

2. Si ηi y ηj ∈ A, entonces ληi+µηj ∈ A, donde λ y µ son números complejos arbitrarios

3. Si ηi y ηj ∈ A, entonces ηiηj ∈ A

Una consecuencia importante de los números de Grassmann es que, debido a la propiedad
de anticonmutatividad, η2 = 0, y por lo tanto, al desarrollar una función de variables de
Grassmann como serie de Taylor, solamente puede aparecer una potencia de la variable,
por lo que la expresión más general para una función de una variable de Grassmann es

f(η) = λ+ µη. (5.56)
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La derivada y la integral de esta clase de funciones también están definidas mediante

∂

∂η
η = 1,

∂

∂η
λ = 0,

∫
dη η = 1,

∫
dη = 0. (5.57)

Algunos resultados importantes que surgen de estas definiciones son: el operador de de-
rivada anticonmuta con los números de Grassmann; la diferenciación y la integración de
funciones de variables de Grassmann llevan al mismo resultado (en particular, si la función

es de una sola variable: ∂f(η)
∂η = µ,

∫
dη f(η) = µ). Como consecuencia, la integración de un

polinomio de dos variables, η y η∗, g(η, η∗) = λ0 +λ1η+λ2η
∗+λ12η

∗η, da como resultado∫
dη∗dη g(η, η∗) = − λ12, (5.58)

y por lo tanto, ∫
dη∗dη exp(−λη∗η) =

∫
dη∗dη (1− λη∗η) = λ. (5.59)

Esta última ecuación se generaliza para una matriz M a:∫ n∏
i=1

dη∗i dηi exp

− n∑
j=1

η∗iMijηi

 = detM. (5.60)

Por otro lado, el campo de Dirac libre satisface la ecuación de Dirac (ecuación (4.3))(
i/∂ −m

)
ψ(x) = 0, (5.61)

y además, se puede expresar a partir de su expansión de Fourier, tal como se hizo en la
ecuación (4.15):

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3 2Ep

2∑
r=1

(
br(p)ur(p) e

−ip·x + d†r(p) vr(p) e
ip·x
)
, (5.62)

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3 2Ep

2∑
r=1

(
dr(p) vr(p) e

−ip·x + b†r(p)ur(p) e
ip·x
)
, (5.63)

donde ahora r es un ı́ndice de esṕın (que puede ser la helicidad, como en la ecuación (4.15))
y los operadores br(p) y dr(p) satisfacen las relaciones de anticonmutatividad{

br(p), bs(p
′)
}

=
{
dr(p), ds(p

′)
}

= 0 (5.64){
br(p), b

†
s(p
′)
}

=
{
dr(p), d

†
s(p
′)
}

= (2π)3 2Ep δrs δ
(3)(~p− ~p′). (5.65)

Además, el campo de Dirac obedece las relaciones canónicas de anticonmutatividad de
mismo tiempo {

ψα(x), ψ†β(x′)
}∣∣∣
t=t′

= δαβ δ
(3)(~x− ~x′), (5.66)
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donde α y β denotan los componentes espinoriales del operador de campo de cuatro com-
ponentes ψ(x).

Aśı como en el caso bosónico que se trató anteriormente, se puede definir a los correla-
dores S+ y S− como

S+
αβ(x, y) =

〈
ψα(x)ψβ(y)

〉
β

(5.67)

S−αβ(x, y) = −
〈
ψβ(y)ψα(x)

〉
β
. (5.68)

De forma análoga al caso bosónico, se puede utilizar el hecho de que exp(−βH) es un
operador de evolución en tiempo imaginario, aśı como la propiedad ćıclica de la traza, para
deducir la relación KMS:

S+
αβ(t, ~x; t′, y) = S−αβ(t+ iβ, ~x; t′, y). (5.69)

La transformada de Fourier del correlador está dada por

S+
αβ(p) =

∫
dxe−ip·xS+

αβ(x), (5.70)

y al sustituir la ecuación (5.69) y siguiendo un procedimiento análogo al que se utilizó para
llegar a la ecuación (5.36), se obtiene que

S−αβ(p0) = −e−βp0S+
αβ(p0). (5.71)

Nuevamente, se puede definir la densidad espectral como

ραβ(p) = S+
αβ(p)− S−αβ(p), (5.72)

y aśı, los correladores se pueden escribir en términos de las densidades espectrales como

S+
αβ(p) = (1− f̃(p0))ραβ(p) (5.73)

S−αβ(p) = −f̃(p0)ραβ(p), (5.74)

donde f̃(p0) es la distribución de Fermi-Dirac

f̃(p0) =
1

eβp0 + 1
. (5.75)

Como la densidad espectral debe ser invariante rotacionalmente, entonces se puede des-
componer como

ρ(p) = γ0ρ0(p)− ~γ · ~pρp(p) + ρm(p). (5.76)

La densidad espectral nuevamente satisfará las propiedades que se dedujeron para el caso
bosónico.
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A partir de la descomposición de Fourier del campo de Dirac y de las relaciones de
anticonmutatividad, se obtiene la densidad espectral para el caso libre:

ρF (x) =

∫
d3p

(2π)3 2Ep

[
Λ+(~p)e−ip·x − Λ−(~p)eip·x

]
, (5.77)

donde Λ+ y Λ− son los proyectores a estados de enerǵıa positiva y negativa, respectiva-
mente, dados por

Λ+(~p) =

2∑
r=1

urur = γ0Ep − ~γ · ~p+m (5.78)

Λ−(~p) = −
2∑
r=1

vrvr = − γ0Ep + ~γ · ~p+m. (5.79)

La ecuación (5.80) es equivalente a

ρF (p) = 2π ε(p0)
(
/p+m

)
δ(p2 −m2) (5.80)

por lo que los correladores estarán dados por

S+
F (p) = 2π (1− f̃(p0)) ε(p0)

(
/p+m

)
δ(p2 −m2) (5.81)

S−F (p) = − 2π f̃(p0) ε(p0)
(
/p+m

)
δ(p2 −m2). (5.82)

Por otro lado, el propagador de Matsubara

Sαβ(τ, ~x; τ ′, ~y) =
〈
T (ψα(−iτ, ~x)ψβ(−iτ ′, ~y))

〉
β

= θ(τ − τ ′)S+
αβ(τ, ~x; τ ′, ~y) + θ(τ ′ − τ)S−αβ(τ, ~x; τ ′, ~y), (5.83)

satisface la condición de antiperiodicidad

Sαβ(τ − β; ~x; τ ′, ~y) = −Sαβ(τ, ~x; τ ′, ~y), (5.84)

para 0 ≤ τ ≤ β, que implica que ψ(τ − β, ~x) = ψ(τ, ~x) y por lo tanto, las frecuencias de
Matsubara estarán dadas por ω̃n = (2n+)πT, n ∈ Z. La condición de antiperiodicidad que
satisfacen los campos fermiónicos, solamente implica una fase (el signo menos) y por lo
tanto no es observable.

Finalmente, la representación de Fourier del propagador libre de Matsubara es:

SF (iω̃n, ~p) = −
∫ ∞
− ı́nf

dp0

2π

ρF (p0, ~p)

iω̃n − p0
= − /p+m

ω̃2
n + E2

p

. (5.85)
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El campo de Dirac a potencial qúımico finito

Ahora se considerará el campo de Dirac a potencial qúımico µ 6= 0. Para ello, el Ha-
miltoniano libre de Dirac está dado por

Ĥ =

∫
d3xψ†(x)γ0 (− i~γ · ∇+m)ψ(x). (5.86)

Cuando el potencial qúımico es diferente de cero, el Hamiltoniano libre de Dirac debe
sustituirse por

Ĥ ′ = Ĥ − µQ̂ = Ĥ − µ
∫
d3xψ†γ0ψ. (5.87)

La carga Q̂ se conserva y satisface las siguientes relaciones de conmutatividad:

[Q̂, ψ(x)] = −ψ(x) , [Q̂, ψ(x)] = ψ(x). (5.88)

La función de partición está dada por

Z =

∫
ψα(β)=−ψα(0)

D(ψ∗α, ψα) exp

(
−
∫ β

0
[ψ∗α(∂τ − µ)ψα +H(ψ∗α, ψα)] dτ

)
, (5.89)

donde ψα y ψ∗α son variables de Grassmann y no operadores (a diferencia de la ecuación
(5.87)), es decir, se obtiene el resultado al hacer las sustituciones

∂τψ → (∂τ − µ)ψ, ∂τψ
∗ → (∂τ + µ)ψ∗, iω̃n → iω̃n + µ = i(2n+ 1)πT + µ. (5.90)

5.3. La aproximación de Hard Thermal Loops

Como se mostró en la sección anterior, en el formalismo de tiempo imaginario de la
teoŕıa de campos a temperatura finita, la única diferencia entre el caso de temperatura
cero y temperatura finita es la forma de los propagadores que llevan la dependencia en
la temperatura: los vértices de interacción de la teoŕıa se definen igual que en el caso de
temperatura cero, pues estos se obtienen directamente de la teoŕıa que se está estudiando.
Por lo tanto, dada una teoŕıa se pueden hacer los cálculos de interés termodinámico de
forma perturbativa a partir del cálculo de diagramas de Feynman [78].

Más aun, dentro del formalismo de tiempo imaginario que se expuso, el tiempo se
considera como un parámetro imaginario, por lo que la teoŕıa se hace una teoŕıa Euclideana.
Aśı, los cálculos diagramáticos se pueden hacer de forma análoga al caso de temperatura
cero, con la única diferencia de que, como los valores de la enerǵıa están ahora cuantizados,
las integrales de enerǵıa intermedias deben reemplazarse por sumas sobre valores discretos
[78], es decir, ∫

d4kE
(2π)4

→ T
∑
n

∫
d3k

(2π)3
. (5.91)
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Dentro de un régimen perturbativo, cuando se hacen cálculos a nivel lazo en una teoŕıa
de campos a temperatura finita, surgen divergencias y dificultades que hacen que esta
tarea sea sumamente compleja. Una forma de simplificarla es escribir el diagrama como
una contribución a temperatura cero más la contribución a temperatura finita. Gracias
a esto, la contribución a temperatura finita carece de divergencias ultravioletas, y en el
ĺımite de alta temperatura, la contribución de temperatura cero se puede despreciar. Para
esto se considera que existen dos escalas naturales de momentos: la temperatura T , que se
llama escala dura (proviene del nombre inglés hard, que significa duro), y gT , donde g es
la constante de acoplamiento de la teoŕıa y recibe el nombre de escala suave (proviene del
nombre inglés soft, que significa suave). Se dice que un momento Pµ = (p0, ~p) es suave si
p0 y p = |~p| son del orden de gT , mientras que si alguna de sus componentes es de orden
T , el momento será duro. Estas escalas, dentro del régimen perturbativo, se distinguen
solamente en el ĺımite de que g � 1, que es una suposición básica para que las escalas sean
distintas.

En las teoŕıas de norma a temperatura alta se pierde la conexión usual entre el orden de
la expansión en lazos y las potencias de la constante de acoplamiento, por lo que Pisarski y
Braaten [80–82], aśı como Frenkel y Taylor [83], desarrollaron un procedimiento sistemático
que suma el subconjunto infinito de gráficas que surgen al hacer esta expansión. Aquellos
diagramas que deben resumarse a propagadores efectivos y vértices, reciben el nombre
de Hard Thermal Loops (lazos térmicos duros, en inglés), y por lo tanto, este método de
aproximación es conocido con este nombre, o por sus siglas HTL.

En particular, en el cálculo de autoenerǵıas en el ĺımite de alta temperatura, las part́ıcu-
las adquieren, mediante la interacción con el medio, masas efectivas, las cuales son mucho
más grandes que la masa de la part́ıcula en el ĺımite de temperatura alta, por lo que esta
última, en general, se considera cero. Sin embargo, hay part́ıculas muy masivas (con masas
del orden de la temperatura) que no se pueden considerar de masa cero.

De acuerdo con Le Bellac [76], la aproximación HTL se puede resumir en dos reglas:

Regla 1: Los momentos externos se pueden despreciar si aparecen en el numerador y se
deben despreciar a lo largo de todo el cálculo.

Regla 2: Para los momentos del lazo, se deben ignorar los términos cuadráticos de es-
tos momentos en el numerador, excepto cuando la expresión a temperatura cero es
cuadráticamente divergente. Esta divergencia solamente ocurre en el caso de la au-
toenerǵıa de la part́ıcula de norma.

Por ejemplo, en el cálculo de la aproximación a un lazo del propagador del fotón bajo la
aproximación HTL, el tensor de polarización del fotón (o la autoenerǵıa del fotón), Πµν ,
que se muestra diagramáticamente en la Figura 5.2, está dada por

Πµν = e2T
∑
n

∫
d3k

(2π)3
Tr
[
γµ /Kγν

(
/K − /Q

)]
∆̃(K)∆̃(K −Q). (5.92)
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Πµν = −
Q

K

K −Q

Figura 5.2: Aproximación a un lazo del propagador del fotón.

El cálculo completo de este tensor se muestra con detalle en múltiples textos, como en
[76, 79]. Sin embargo, para ejemplificar la aproximación de HTL se mostrarán aqúı las
aproximaciones utilizadas.

Por ejemplo, una integral de lazo que aparece en Πµν es

J = T
∑
n

∫
d3k

(2π)3
k2∆̃(K)∆̃(K −Q), (5.93)

si θ es el ángulo entre ~k y ~q, y se denota por E1 = k y E2 = |~q − ~k|, entonces se puede
mostrar que

J = − 1

8π2

∫
k2dk dΩ

4π

k2

E1E2

[(
1− f̃(E1)− f̃(E2)

)( 1

iω − E1 − E2
− 1

iω + E1 + E2

)
−
(
f̃(E1)− f̃(E2)

)( 1

iω + E1 − E2
− 1

iω − E1 + E2

)]
. (5.94)

En la aproximación de HTL, es decir, en el ĺımite de alta temperatura, se considera que
k � q, pues la contribución principal a la integral proviene de la región k ∼ T , por esto se
aproximarán las siguientes cantidades como

E2 ' k − q cos θ, f̃(E2) ' f̃(k − q cos θ) ' f̃(k)− q cos θ
df̃(k)

dk
, (5.95)

donde el śımbolo ' indica que se ha aplicado la aproximación de HTL. Estas dos aproxi-
maciones provienen de la expansión a orden lineal en serie de Taylor.

Bajo estas aproximaciones se puede escribir la autoenerǵıa del fotón como

Πµν ' 2m2
γ

∫
dΩ

4π

(
iωK̂µK̂ν

Q · K̂
+ δµ4δν4

)
, (5.96)

donde K̂ = (−i, ~̂k) y m2
γ = e2T 2/6, que es la masa térmica del fotón.



86 Resultados de TFT

A temperatura cero, Πµν es complejo para valores de Q2 > 0. Esto proviene del hecho
de que un fotón virtual puede decaer en estados f́ısicos finales, y la parte imaginaria de Πµν

está directamente relacionada con la tasa de decaimiento. Por otro lado, la contribución
principal en T tiene la propiedad opuesta, pues Πµν es real para Q2 > 0 y compleja para
Q2 < 0: aqúı, la parte imaginaria proviene de la dispersión de electrones y positrones
con momento del orden de T para momentos suaves del fotón. En la f́ısica de plasmas este
fenómeno se conoce como amortiguamiento de Landau, en el que el campo de norma (fotón)
le transfiere enerǵıa al plasma, que constituye el medio en el que se propaga, en forma de
trabajo mecánico realizado por el campo eléctrico en las part́ıculas cargadas. La disipación
de enerǵıa en el plasma ocurre en un plasma sin colisiones y no está relacionada con un
incremento en la entroṕıa del sistema. La disipación de enerǵıa proviene de electrones cuya
componente de velocidad a lo largo del vector de onda ~q del fotón es cercana a la enerǵıa
disipada. Los electrones que se mueven a una velocidad un poco mayor le ceden enerǵıa al
plasma, mientras que los que se mueven a una velocidad un poco menor reciben enerǵıa
del plasma [76].

5.4. Tasa de amortiguamiento y tasa de producción de fer-
miones a altas temperaturas

A lo largo del caṕıtulo anterior y en éste, se ha planteado cómo las propiedades de una
part́ıcula que se propaga en un medio, en particular los neutrinos, se modifican con respecto
a aquellas que tiene en el vaćıo, es decir, sus interacciones se visten. De forma más general,
se habla de la propagación de modos colectivos, o cuasipart́ıculas, que surgen a partir
de las interacciones presentes. Los modos colectivos están caracterizados por relaciones
de dispersión, que relacionan su enerǵıa como función de su momento. Más aun, estos
modos colectivos no tienen una vida media infinita, por lo que la tasa de decaimiento o
amortiguamiento de las cuasipart́ıculas es otra cantidad importante en su descripción [76].

En general, los modos colectivos surgen matemáticamente como polos de los propaga-
dores con números cuánticos bien definidos en el plano complejo de la enerǵıa: la parte
real del polo da la relación de dispersión, mientras que la parte imaginaria da la tasa de
amortiguamiento [76].

Ahora, si Pµ = (ω, ~p) es el cuadrimomento de un modo fermiónico en el marco de
referencia del medio, el correspondiente polo del propagador está localizado, en general, en
el valor complejo

ω = ωp − i
γ

2
, (5.97)

donde ωp y γ son funciones reales de p y corresponden con la enerǵıa y la tasa de amorti-
guación del modo, respectivamente. En particular, mf ≡ ωp=0 se puede interpretar como
la masa de la excitación fermiónica y γ−1, de acuerdo con la teoŕıa de respuesta lineal, da
la escala de tiempo caracteŕıstica para el decaimiento del modo. Dentro de la descripción
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dada por la teoŕıa de campos, ωp y γ se determinan, en el caso de amortiguamiento débil,
a partir de la parte real e imaginaria de la autoenerǵıa del fermión, respectivamente.

Por otro lado, existe otra cantidad relacionada con la parte imaginaria de la autoenerǵıa
del fermión, que es la tasa de reacción total Γ. La interpretación usual de esta cantidad
es que su inverso da la escala de tiempo para que la distribución de fermiones alcance el
equilibrio. D’Olivo y Nieves, en [84], mostraron que la tasa de amortiguamiento y la tasa
de reacción total son equivalentes para fermiones quirales que interactúan con un campo
escalar mediante una interacción del tipo de Yukawa. Su resultado es que

Γ = γ, (5.98)

si Γ está definida mediante funciones de onda apropiadas para el modo fermiónico quiral
en el medio.

Posteriormente, Ayala et al., en [85], mostraron que, bajo la aproximación de HTL, la
equivalencia entre la tasa de amortiguamiento y la tasa de reacción de un modo fermiónico
que se propaga en un medio, es siempre válida.

Siguiendo a Ayala et al., op. cit., se mostrará a continuación cómo la tasa de amorti-
guamiento se puede expresar en términos de la parte imaginaria de la autoenerǵıa.

De acuerdo con las ecuaciones (5.5) y (5.85), y bajo la aproximación de HTL, en donde
la masa del fermión es mucho menor que la temperatura, el inverso del propagador de un
fermión quiral en un medio se puede escribir como

iS−1(P ) = /P − Σ, (5.99)

donde Σ es la autoenergia efectiva inducida por el medio. A T = 0, la teoŕıa es invariante
de quiralidad, pues la masa del fermión es muy pequeña. Para comenzar, se expresará al
inverso del propagador, en sus dos proyecciones de la razón de helicidad, positiva o negativa,
sobre quiralidad, como

iS−1(P ) =
1

2
X+ (γ0 − ~γ · p̂) +

1

2
X− (γ0 + ~γ · p̂) , (5.100)

y al propagador mismo, en términos de los correladores, como

− iS(P ) =
1

2
∆+(P ) (γ0 − ~γ · p̂) +

1

2
∆−(P ) (γ0 + ~γ · p̂) , (5.101)

donde p̂ = ~p/p. A partir de las ecuaciones anteriores se obtiene que

1 =
(
iS−1(P )

)
(−iS(P ))

=

(
1

2
X+ (γ0 − ~γ · p̂) +

1

2
X− (γ0 + ~γ · p̂)

)(
1

2
∆+(P ) (γ0 − ~γ · p̂) +

1

2
∆−(P ) (γ0 + ~γ · p̂)

)
=

1

2
X+∆−(P )γ0 (γ0 + ~γ · p̂) +

1

2
X−∆+(P )γ0 (γ0 − ~γ · p̂) (5.102)
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donde la última igualdad se da a partir de las identidades A.1.5 y A.1.6, que se demues-
tran en el Apéndice. Además, para que la última igualdad sea igual a uno, la siguientes
condiciones deben satisfacerse:

X+∆−(P ) = 1, X−∆+(P ) = 1 ⇐⇒ ∆−(P ) = X−1
+ , ∆+(P ) = X−1

− (5.103)

Como la invariancia de quiralidad no es afectada por la presencia del medio, entonces el
inverso del propagador, en el marco de referencia del medio, se puede escribir como

iS−1(P ) = A0γ0 −As~γ · p̂

=
1

2
∆−1

+ (P ) (γ0 − ~γ · p̂) +
1

2
∆−1
− (P ) (γ0 + ~γ · p̂) , (5.104)

donde ∆±(P ) = (A0 ∓As)−1. Los polos del propagador están dados por ∆−1
± (P ) = 0. En el

sector de enerǵıa positiva, la ecuación (5.104) da lugar a cuatro modos de propagación: dos
con la razón entre helicidad y quiralidad positiva, y dos con la razón negativa. Considerando
una solución con helicidad negativa aśı como polos de enerǵıa positiva en ∆+(P ) 1.

En general, ∆−1
− (ω, p) tiene partes real e imaginaria, por lo que, si se escribe a ω como

en (5.97), la ecuación que determina los polos del propagador es

Re ∆−1
+ (ωp − i

γ

2
, p) + i Im ∆−1

+ (ωp − i
γ

2
, p) = 0. (5.105)

Si se considera el caso de amortiguamiento débil , es decir, γ � ωp, la ecuación (5.105) se
puede resolver al expandir en serie de Taylor, de potencias de γ, hasta orden lineal en γ y
Im ∆−1

+ :

∆−1
+ (ωp, p) = ∆−1

+ (ωp − i
γ

2
, p) + i

γ

2

∂

∂ω

(
∆−1

+ (ωp)
)

+ . . . (5.106)

La ecuación (5.105) implica a orden cero que

Re ∆−1
+ (ωp, p) = 0, (5.107)

mientras que a primer orden en γ

Im ∆−1
+ (ωp, p) =

γ

2
Re

(
∂

∂ω
∆−1

+ (ωp − i
γ

2
, p)

)
⇐⇒ γ

2
= Zp Im ∆−1

+ (ωp, p), (5.108)

donde

Z−1
p =

[
∂

∂ω
Re ∆−1

+ (ωp, p)

]
ω=ωp

. (5.109)

El factor Zp coincide con el residuo en el polo de la contribución de una part́ıcula al
propagador, y por lo tanto es un factor de normalización que debe ser tomado en cuenta

1El mismo argumento es válido para soluciones de enerǵıa negativa y helicidad positiva, y los polos de
∆−(P )
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en la construcción de espinores que representan estados de una part́ıcula. Además, en el
contexto de la f́ısica de muchos cuerpos, Zp representa el factor de probabilidad que se
necesita considerar para los diferentes procesos que involucran al modo fermiónico.

Por otro lado, para relacionar γ a la parte imaginaria de la autoenerǵıa, se debe consi-
derar que los estados de una part́ıcula están representados por espinores que satisfacen la
ecuación de Dirac efectiva (

/P − Re Σ
)
u(P ) = 0, (5.110)

que se obtiene al despreciar la parte absorbente de la autoenerǵıa efectiva. Además, las
partes real e imaginara de la autoenerǵıa se definen como 2

Re Σ =
1

2

(
Σ + γ0Σ†γ0

)
,

Im Σ =
1

2i

(
Σ− γ0Σ†γ0

)
. (5.111)

Las soluciones a la ecuacion efectiva de Dirac (ecuación (5.110)) no son necesarias para este
análisis, solamente son de interés los operadores de proyección correspondientes. Ahora, se
debe escoger una normalización que corresponda a aquellas de los estados de una part́ıcula,
por lo que el proyector para la solución buscada se puede escribir como

u(P )u(P ) = ZpωpL/n (5.112)

donde L = (1− γ5)/2 y nµ es un cuadrivector con componentes nµ = (1, p̂) en el marco de
referencia del plasma.

A partir de sustituir la ecuación (5.99) en la ecuacion (5.104), y ésta en la ecuación
(5.108) se llega a una expresión para γ:

γ = − Zp
2

Tr [/n Im Σ(ωp, p)] , (5.113)

donde la autoenerǵıa está evaluada en ω = ωp. Además, si se sustituye la ecuación (5.112)
en la ecuación (5.113) se llega a

γ = − 1

ωp
u(P ) Im Σ(ωp, p)u(P ). (5.114)

Las ecuaciones (5.113) y (5.114) son válidas independientemente de cualquier esquema de
aproximación, perturbativo o no, y solamente requieren que la tasa de amortiguamiento
sea pequeña comparada con la enerǵıa del modo colectivo.

Por lo tanto, a partir de la equivalencia dada por Ayala et al., Γ = γ, se puede encontrar
la tasa total de reacción, a partir de la parte imaginaria de la autoenerǵıa.

2Nótese la similtud entre estas definiciones para las partes real e imaginaria con la definición de partes
real e imaginaria usuales del Campo Complejo: 2 Re z = z + z y 2i Im z = z − z.
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Caṕıtulo 6

Cambio de quiralidad en neutrinos
y una cota al momento magnético
del neutrino

6.1. Tasa de producción de neutrinos derechos

Como se ha planteado anteriormente, el camino libre medio de los neutrinos en épocas
tempranas de la evolución de las estrellas de neutrones es mucho menor que su radio, por
lo que los neutrinos emitidos se dispersarán y no podrán transmitirle momento a la PNS
al escapar de forma asimétrica. Para ello es necesario incluir un mecanismo que suprima
las posibles interacciones. Este mecanismo podŕıa consistir en que los neutrinos que se
producen mediante los procesos térmicos por los cuales se enfŕıan las estrellas (DURCA,
MURCA, entre otros), se conviertan en neutrinos estériles, que no interactúen: por ejemplo,
la conversión de neutrinos izquierdos en derechos, que son estériles, y por lo tanto escaparán
libremente de la estrella, transfiriéndole momento.

Siguiendo a Ayala et al. [74], considérese un plasma de QED en equilibrio térmico a una
temperatura T , tal que T y µe � me, donde µe y me son el potencial quimico y la masa
del electrón, respectivamente. Como se mostró en el caṕıtulo anterior (ecuación (5.113)), la
tasa de producción de neutrinos derechos con enerǵıa p0 y momento ~p, a partir de neutrinos
izquierdos, está dada, de acuerdo con [74, 75, 86], por

Γ(p0) =
nF (p0)

2p0
Tr
[
/PR Im Σ

]
, (6.1)

donde nF es la distribución de Fermi-Dirac para los neutrinos derechos, Pµ = (p0, ~p),
‖~p‖ = p, los proyectores R,L = 1

2(1 ± γ5) y Σ es la autoenerǵıa del neutrino derecho. El
cálculo de Im Σ se hará dentro del formalismo de tiempo imaginario de la Teoŕıa Térmica

91
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P P −K P

K K

Figura 6.1: Diagrama de Feynman de la autoenerǵıa del neutrino derecho. El propagador
vestido del fotón, bajo la aproximación de HTL, se denota por la mota.

de Campos 1. La contribución a la autoenerǵıa a un lazo se muestra en la figura 6.1, y está
dada por

Σ(P ) = T
∑
n

∫
d3k

(2π)3
V ρ(K)SF (/P − /K)LV λ(K)Dρλ(K), (6.2)

donde Kα = (k0,~k), ‖~k‖ = k, V µ es la función del vértice neutrino-fotón, SF es el propa-
gador fermiónico del neutrino, el cual se considera libre, y Dρλ es el propagador vestido del
fotón.

Para el vértice neutrino-fotón se considera la interacción dipolar magnética, dada por
Vµ(K) = µνσαµK

α, donde µν es el momento magnético del neutrino 2 y σαρ = i
2 [γα, γρ],

pues los vértices efectivos electromagnéticos se pueden despreciar, ya que provienen de la
interacción débil de las part́ıculas en el medio, y conservan la quiralidad. Si se sustituye la
forma expĺıcita del vértice, la ecuación (6.1) se reescribe como

Σ(P ) = µ2T
∑
n

∫
d3k

(2π)3
Kα σ

αρSF (/P − /K)LKβ σ
βλDρλ(K). (6.3)

Por otro lado, el propagador del fotón se puede separar en sus componentes longitudinal
y transversal:

Dρλ(K) = ∆L(K)PLρλ + ∆T (K)P Tρλ. (6.4)

Definiendo a P1 = P −K y P2 = P , y sustituyendo la ecuación (6.2) en la (6.1), la traza
se separará en dos términos, correspondientes a las partes longitudinales y transversales
del propagador bosónico:

CT = P TρλKαKβ Tr
[
/P 2Rσ

αρ /P 1Lσ
βλ
]

(6.5)

1Como Ayala et al. [74, 75] prueban, la parte imaginaria de la autoenerǵıa se puede obtener tanto del
formalismo de tiempo imaginario, como del formalismo de tiempo real, llegando al mismo resultado.

2Nótese que en este caso, ν no es un ı́ndice de Lorentz, es una etiqueta para denotar al momento
magnético del neutrino.
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y

CL = PLρλKαKβ Tr
[
/P 2Rσ

αρ /P 1Lσ
βλ
]
. (6.6)

Para evaluar las funciones CT y CL se requieren las identidades [L, σαρ] = 0 (ecuación
(A.3)) y Rγµ = γµL (ecuación (A.10)), las cuales se prueban en las identidades A.1.1 y
A.1.2, del apéndice. Por lo tanto, al sustituir las ecuaciones (A.3) y (A.10) en las ecuaciones
(6.5) y (6.6), y utilizar que R2 = R (ecuación (A.13), que se prueba en la identidad A.1.3
del apéndice), aśı como la propiedad ćıclica de la traza (Tr[ABC] = Tr[CAB] = Tr[BCA]),
se llega a

CT = P TρλKαKβ Tr
[
σαρ /P 1σ

βλ /P 2R
]

(6.7)

y

CL = PLρλKαKβ Tr
[
σαρ /P 1σ

βλ /P 2R
]
. (6.8)

Por lo tanto, después de una inspección visual de las ecuaciones (6.7) y (6.8), se ve que la
traza a calcular es la misma:

P1σP2η Tr

[
i

2
(γαγρ − γργα) γσ i2

(
γβγλ − γλγβ

)
γη

1

2

(
1 + γ5

)]
= − 1

8
P1σP2η

{
Tr
[
γαγργσγβγλγη

(
1 + γ5

)]
− Tr

[
γργαγσγβγλγη

(
1 + γ5

)]
− Tr

[
γαγργσγλγβγη

(
1 + γ5

)]
+ Tr

[
γργαγσγλγβγη

(
1 + γ5

)]}
. (6.9)

La ecuación (6.9) es la suma de dos términos asimétricos ante el intercambio α ↔ ρ.
Para evaluarlos se comenzará por calcular el término que contiene al “1”, que se denotará
por {1}. Utilizando la paqueteŕıa FeynCalc de Mathematica, y despúes de simplificar el
resultado, se encuentra que

{1} → 16
{
− gασ

(
gρβgλη − gρλgβη

)
+ gρσ

(
gαβgλη − gαλgβη

)
+

− gαβ
(
gρλgση − gρηgβλ

)
+ gρβ

(
gαλgση − gαηgσλ

)
+

− gσβ
(
gαλgρη − gαηgρλ

)}
. (6.10)

Además, si en el término con “γ5”, que se denotará por
{
γ5
}

, se utiliza FeynCalc, y se
simplifica el resultado, se encuentra que{

γ5
}
→ − 16 i

{
− gασερβλη + gσρεαβλη − gληεβαρσ + gβηελαρσ

}
. (6.11)

Las trazas de las ecuaciones (6.7) y (6.8) deben de contraerse con tensores simétricos

en los ı́ndices “ρ λ”
(
PLρλ

)
y “αβ” (KαKβ), y como {γ5} es un tensor antisimétrico ante

“ρ λ” o ante “αβ”, entonces su contracción no contribuye.
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Ahora,

P Tρλ = −gρλ −
KρKλ

K2
+
K · U
K2

(KρUλ +KλUρ)−
K2

k2
UρUλ (6.12)

y

PLρλ = −gρλ +
KρKλ

K2
− P Tρλ (6.13)

donde Uα = (1, 0, 0, 0), además, como el vértice es Kασ
αρ ó Kβσ

βλ, cuando una o dos Kρ,
Kλ ó KρKλ, que provengan de P Tρλ ó PLρλ, la contracción se anulará, por lo que P Tρλ →
−gρλ − K2

k2 UρUλ y PLρλ → −
K2

k2 UρUλ.
A partir de (6.9) y (6.10) se obtiene que

KαKβ Tr
[
σαρ /P 1σ

βλ /P 2R
]

=

− 2
{

2gρλ (K · P1) (K · P2)−Kλ (P ρ1 (K · P2) + P ρ2 (K · P1))−K2
(
P ρ1 P

λ
2 + P λ1 P

ρ
2

)
+Kρ

(
P λ2 (K · P1) + P λ1 (K · P2)

)
− (P1 · P2)

(
K2gρλ −KρKλ

)}
, (6.14)

y por lo tanto,

CL = − 2
K2

k2

{
2K2 [(P1 · U)(P2 · U)] + 2(K · P1)(K · P2)− (P1 · P2)

[
K2 − (K · U)2

]
− 2(K · U) [(P1 · U)(K · P2) + (P2 · U)(K · P1)]

}
. (6.15)

Como P1 = P − K y P2 = P corresponden con los cuadrimomentos de los neutrinos, y
dado que para un neutrino P 2 = p2

0 − ~p 2 = 0, pues la masa se considera cero, entonces
P 2

1 = P 2
2 = 0 y por lo tanto 1

2(P1 + P2)2 = P1 · P2, que al sustituirlo en CL, junto con el
valor de los productos punto, se obtiene

CL = −2
k2

0 − k2

k2

{
2(k2

0 − k2)(p0 − k0)p0 + 2(K · P −K2)(K · P )

−2k0

[
(p0 − k0)(K · P ) + p0(K · P −K2)

]
+
k2

2
(K2 − 4P ·K)

}
. (6.16)

Antes de continuar reduciendo la expresión de CL, se debe expresar la suma sobre frecuen-
cias de Matsubara, ML,T , en términos de las densidades espectrales:

ML,T = T
∑
n

∆L,T (iωn)∆̃F (i(ω − ωn)). (6.17)

Ahora, la parte imaginaria de ML,T se puede escribir como

Im [ML,T ] = π
(
eβ(p0−µ) + 1

)∫ ∞
−∞

dk0

2π

∫ ∞
−∞

dp′0
2π

δ(p0 − k0 − p′0)

× f(k0) f̃(p′0 − µ) ρF (p′0) ρL,T (k0), (6.18)
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y se prueba en las identidades A.2.1 y A.2.2, junto con su generalización para potencial
qúımico finito, la identidad A.2.3.

Por lo tanto, la expresión buscada para Γ(p0) involucra, salvo el factor de µ2
ν
nF
2p0

, a la
siguiente cantidad:

π
(
eβ(p0−µ) + 1

)∫ d3k

(2π)3

∫ ∞
−∞

dk0

2π

∫ ∞
−∞

dp′0
2π

f(k0)f̃(p′0 − µ)

× δ(p0 − k0 − p′0) ρF (p′0)
∑
i=L,T

Ciρi(k0). (6.19)

Como el fermión se considera libre, entonces ρF (p′0) = (2π)ε(p′0)δ(p′0
2 − E2

p), donde Ep =√
‖~P − ~K‖2 +m2 y ε(p′0) = θ(p′0)− θ(−p′0) es la función signo, con θ la función escalón.
Por lo tanto, la ecuación anterior se reescribirá como

π
(
eβ(p0−µ) + 1

)∫ d3k

(2π)3

∫ ∞
−∞

dk0

2π

∫ ∞
−∞

dp′0
2π

f(k0)f̃(p′0 − µ)

× δ(p0 − k0 − p′0) 2πε(p′0)δ(p′0
2 − E2

p)
∑
i=L,T

Ciρi(k0). (6.20)

Por otro lado, para poder reescribir la δ(p′0
2−E2

p) de forma adecuada, se debe de considerar
a g(p′0) = p′0

2 − E2
p , por lo que las ráıces de la función g se encuentran en p′0 = ±Ep, y

además, g′(p′0) = 2p′0. Dado que

δ(g(x)) =
∑
a,

g(a)=0,
g′(a)6=0

δ(x− a)

‖g′(a)‖
, (6.21)

entonces δ(p′0
2 − E2

p) = 1
2Ep

(δ(p′0 − Ep) + δ(p′0 + Ep)), y por lo tanto ε(p′0)δ(p′0
2 − E2

p) =
1

2Ep
(δ(p′0 − Ep)− δ(p′0 + Ep)). Con esto se puede realizar la integración sobre dp′0 y obtener

π
(
eβ(p0−µ) + 1

)∫ d3k

(2π)3

∫ ∞
−∞

dk0

2π
f(k0)

 ∑
i=L,T

Ciρi(k0)


× 1

2Ep

[
f̃(Ep − µ) δ(Ep − (p0 − k0))−

(
1− f̃(Ep + µ))

)
δ(Ep − (p0 − k0))

]
. (6.22)

Ahora, el término de la ecuación (6.22) que es proporcional a f̃(Ep − µ) corresponde al
caso en el que el neutrino izquierdo está en el estado inicial, mientras que el término

proporcional a
(

1− f̃(Ep + µ)
)

es el caso en el que está en el estado final, donde lo hace

como un antineutrino. Dado que se busca producir neutrinos derechos a partir de neutrinos
izquierdos, sólo se deberá considerar el primer término.
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Separando la integral en d3k en su parte radial y su componente angular, se puede
realizar la integración de la componente axial y obtener

π
(
eβ(p0−µ) + 1

)∫ ∞
0

k2dk

(2π)2

∫ 1

−1
d(cos Θ)

∫ ∞
−∞

dk0

2π
f(k0)

×

 ∑
i=L,T

Ciρi(k0)

 1

2Ep
f̃(Ep − µ)δ(Ep − (p0 − k0)), (6.23)

donde Θ es el ángulo entre el momento del neutrino entrante (izquierdo) y el del fotón
virtual. Ahora, como δ(Ep − (p0 − k0)) = δ(

√
p2 + k2 − 2pk cos Θ − p0 + k0), entonces,

cuando se integre, junto con el hecho de que los neutrinos (derechos) son no masivos, se
tendrá la siguiente igualdad:

√
p2 + k2 − 2pk cos Θ = p0 − k0 ⇐⇒ cos Θ = −2p0k0 − k2

2pk
. (6.24)

Como la función coseno es acotada, −1 ≤ cos Θ ≤ 1, entonces, de la ecuación (6.24), se
desprenden las siguientes desigualdades:

k0 ≤ k, (6.25)

2p− k0 − k ≥ 0, (6.26)

k0 ≥ k, (6.27)

k0 − 2p− k ≥ 0. (6.28)

La desigualdad (6.26) implica una función escalón θ(2p0 − k0 − k), además es válida en la
región −k ≤ k0 ≤ k. Más aun, las desigualdades (6.25), (6.26), (6.27) y (6.28) se satisfacen
sólo si

− k ≤ k0 ≤ k. (6.29)

La desigualdad (6.29) implica que el corte de Landau solamente contribuirá en ρL,T (k0).

Ahora, regresando al cálculo de CL: como K · P = k0p0 − kp cos Θ, si se sustituye la
ecuación (6.24), se obtiene que K · P = K2

2 , por lo que al sustituir este resultado en la
ecuación (6.16) se llega a:

CL = −
(
k2

0 − k2
)2

k2
(2p0 − k0)2 , (6.30)

Definiendo x := k0
k y sustituyendo en la ecuación (6.30) se llega, finalmente, a:

CL = −k2
(
1− x2

)2
(2p0 − k0)2. (6.31)
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Por otro lado, por las ecuaciones (6.7) y (6.8), CL y CT son proporcionales a PLρλ y

P Tρλ, respectivamente. Como P Tρλ = PLρλ − gρλ, entonces para calcular CT se debe contraer
la ecuación (6.14) con −gρλ y restarle CL. Por lo tanto, el resultado de CT es:

CT = k2(1− x2)2
[
(2p0 − k0)2 − k2

]
. (6.32)

Por otro lado, como∣∣∣∣ d

d(cos Θ)

(√
p2 + k2 − 2pk cos Θ− (p0 − k0)

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ pk√
p2 + k2 − 2pk cos Θ

∣∣∣∣∣ , (6.33)

sustituyendo en esta última ecuación la ecuación (6.24), se llega a∣∣∣∣ d

d(cos Θ)

(√
p2 + k2 − 2pk cos Θ− (p0 − k0)

)∣∣∣∣ =
p0k

Ep
, (6.34)

y por lo tanto,

δ(Ep − (pp − k0)) =
Ep
p0k

δ(
√
p2 + k2 − 2pk cos Θ− p0 + k0). (6.35)

Entonces, si se sustituye la condición (6.29); CL, viz., (6.31); CT , viz., (6.32) y la ecuación
(6.35) en la ecuación (6.23), y se realiza la integración sobre d(cos Θ) se obtiene

π
(
eβ(p0−µ) + 1

)∫ ∞
0

dk

(2π)2
k2

∫ k

−k

dk0

2π

1

2p0k
f(k0) f̃(Ep − µ) θ(2p0 − k0 − k)

×
(
−k2(1− x2)2 (2p0 − k0)2 ρL(k0) + k2(1− x2)2

[
(2p0 − k0)2 − k2

]
ρT (k0)

)
. (6.36)

Ahora, si se hace el cambio k0 → −k0, como las densidades espectrales son funciones
impares, es decir, ρ(E) = −ρ(−E), entonces ρL,T → −ρL,T . Además, Ep = p0 − k0 →
p0 + k0; f(k0) → f(−k0) = −(1 + f(k0)). Finalmente, como nF (p0) = (eβ(p0−µ) + 1)−1, si
se sustituyen estos cambios en la ecuación (6.36) y ésta en la ecuación (6.1), se obtiene la
expresión para Γ(p0):

Γ(p0) =
µ2
ν

32π2 p2
0

∫ ∞
0

dk k3

∫ k

−k
dk0 [1 + f(k0)] f̃(p0 + k0 − µ) θ(2p0 + k0 − k)

× (1− x2)2 (2p0 + k0)2

[
−ρL(k0) +

(
1− k2

(2p0 + k0)2

)
ρT (k0)

]
. (6.37)

De acuerdo con Le Bellac [76], las densidades espectrales del fotón están dadas por:

ρL(k0) =
2πm2

γx[
k2 + 2m2

γ

(
1− x

2 ln
∣∣∣x+1
x−1

∣∣∣)]2
+
[
πm2

γx
]2 , (6.38)
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donde m2
γ = e2

2π2

(
µ2
e + π2T 2

3

)
es la masa térmica del fotón y

ρT (k0) =
2πm2

γx(1− x2)[
k2(1− x2) +m2

γ

(
x2 + x

2 (1− x2) ln
∣∣∣x+1
x−1

∣∣∣)]2
+
[
π
2m

2
γx(1− x2)

]2 . (6.39)

Por otro lado, ρL está dada por la ecuación (6.38), y debe corresponder con un propa-
gador longitudinal definido como

∆L(q0) =
Q2

q2

−1

Q2 − F
, (6.40)

donde F = −2m2
γQ

2

q2 Q1( iωq ) y Q1(z) = z
2 ln z+1

z−1−1 es un polinomio de Legendre del segundo

tipo. Esto significa que se debe restaurar el factor Q2

q2 , es decir, hay que multiplicar a ρL

(dada por la ecuación (6.38)) por q2

Q2 = 1
x2−1

= − 1
1−x2 para obtener la densidad espectral

apropiada. Si se hace eso se llega, finalmente, a la expresión para Γ(p0):

Γ(p0) =
µ2
ν

32π2p2
0

∫ ∞
0

dk k3

∫ k

−k
dk0 θ(2p0 + k0 − k) [1 + f(k0)] f̃(p0 + k0 − µ)

×(2p0 + k0)2 (1− k2
0

k2
)2

[
ρL(k0) +

(
1− k2

(2p0 + k0)2

)
ρT (k0)

]
, (6.41)

donde ρT está dada por la ecuación (6.39) y ρL está dada por

ρL(k0) =
2πm2

γ x

(1− x2)

{[
k2 + 2m2

γ

(
1− x

2 ln
∣∣∣x+1
x−1

∣∣∣)]2
+
[
πm2

γx
]2} . (6.42)

Ahora que se tiene una expresión para Γ(p0), esta se puede evaluar numéricamente.
En la Figura 6.2 se muestran los valores que toma para las temperaturas y potenciales
qúımicos que existen en las etapas tempranas de la evolución de la PNS (transición de la
etapa III a la IV, según la clasificación de [16], Figura 2.4).

6.2. Una cota inferior para el momento magnético del neu-
trino

Si se escribe el momento magnético del neutrino en unidades del magnetón de Bohr,
µB = e~

2mec
= 0.296342 MeV−1, es decir,

µν = aµB, (6.43)
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Figura 6.2: Gráfica de Γ(p0)/µ2
ν para distintas temperaturas T = 50 y T = 30 MeV, y

potencial qúımico del neutrino µ = 300 MeV y del electrón µe = 275 MeV.
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entonces, Γ(p0) se reescribirá de la siguiente forma:

Γ(p0) =
a2µ2

B

32π2p2
0

∫ ∞
0

dk k3

∫ k

−k
dk0 θ(2p0 + k0 − k) [1 + f(k0)] f̃(p0 + k0 − µ)

×(2p0 + k0)2(1− k2
0

k2
)2

[
ρL(k0, k) +

(
1− k2

(2p0 + k0)2

)
ρT (k0, k)

]
(6.44)

Ahora, la tasa total de producción de neutrinos derechos, Γ, se define como la integral
de Γ(p0) sobre todo el espacio fase accesibe, es decir,

Γ =

∫
d3r d3p

(2π)3
Γ(p0)

= V

∫
d3p

(2π)3
Γ(p0), (6.45)

donde V es el volumen en el que ocurre la reacción. La tasa total de producción depende
paramétricamente de la temperatura y del potencial qúımico del electrón y del neutrino.
Aunque los últimos dos son función de la temperatura, se puede considerar que se mantienen
constantes, sin embargo, como se ve en las Figuras 6.2 y 6.3, Γ(p0), y por tanto Γ, śı vaŕıan
considerablemente con respecto a la temperatura. Por ello es necesario considerar a la tasa
de producción promedio, definida como

〈Γ〉T =
1

Tf − Ti

∫ Tf

Ti

ΓdT. (6.46)

Reescribiendo
∫
d3p =

∫
dp0 dΩ p2

0 = 4π
∫ pmax0

pmin0
dp0 p

2
0 y sustituyendo la ecuación (6.44) en

las ecuaciones (6.45) y (6.46) se llega a:

〈Γ〉T = a2 µ
2
BV

64π4

1

Tf − Ti

∫ Tf

Ti

dT

∫ pmax0

pmin0

dp0 p
2
0

∫ ∞
0

dk k3

∫ k

−k
dk0 θ(2p0 + k0 − k)

×[1 + f(k0)] f̃(p0 + k0 − µ)(2p0 + k0)2(1− k2
0

k2
)2

×
[
ρL(k0, k) +

(
1− k2

(2p0 + k0)2

)
ρT (k0, k)

]
= a2 µ

2
BV

64π4
I(µ), (6.47)

donde pmin0 = 0 y pmax0 son los valores mı́nimo y máximo, respectivamente, de la enerǵıa
del neutrino en el decaimiento beta, el cual está mediado por el intercambio de un bosón
W intermedio, el cual tiene una masa (≈ 80.2 GeV) mucho mayor que la t́ıpica escala de
enerǵıas en el nacimiento de las PNS (decenas de MeV), por lo que pmax0 = 1.2 MeV, que
es el valor máximo de enerǵıa de un neutrino no masivo proveniente del decaimento en el
vaćıo.
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Figura 6.3: Gráfica de Γ/V µ2
ν para temperaturas entre 50 y 30 MeV, y potencial qúımico

del neutrino µ = 300 MeV y del electrón µe = 275 MeV.
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Dado que los neutrinos derechos son estériles, no interactuarán con la materia del núcleo
de la PNS, por lo que podrán escapar libremente. De modo que, para que este proceso sea
lo más eficiente, el cambio de quiralidad de los neutrinos deberá ocurrir antes de que éstos
interactúen con el medio, es decir, el tiempo t́ıpico que le toma al proceso deberá ser menor
que el tiempo necesario para que un neutrino recorra en el núcleo de la PNS, a la velocidad
de la luz, un camino libre medio.

Por otro lado, el tiempo t́ıpico que le toma al proceso, τ , se define como el inverso de
Γ, es decir

τ =
1

Γ
, (6.48)

y aśı, el tiempo t́ıpico promedio será

〈τ〉T =
1

〈Γ〉T
. (6.49)

Por lo tanto, para que el proceso sea lo más eficiente

〈τ〉T ≤ λ, (6.50)

donde λ es el camino libre medio de los neutrinos en el medio. Sustituyendo el valor de 〈τ〉
en dicha desigualdad se obtiene

a2 µ
2
BV

64π4
I(µ) ≥ 1

λ
⇐⇒ a2 ≥ 64π4

λV µ2
B

(I(µ))−1 . (6.51)

A partir de la desigualdad (6.51) se puede encontrar una cota inferior para el valor del
momento magnético del neutrino, en unidades del magnetón de Bohr.

El volumen en el que ocurre la reacción, V , es un cilindro cuya altura es el camino libre
medio, λ, y el radio de su base es la escala en la que la aproximación de campo magnético
uniforme es válida, conocida como longitud de coherencia magnética, lm, que se define, en
Lattimer y Prakash [87], y está dada, bajo la aproximación de campo magnético fuerte
como

lm ≈ 2πne
(
λ2
e/b
)2 ≈ 2000 fm, (6.52)

donde ne es la densidad de número de electrones, λe es la longitud de onda de Compton
del electrón, dada por λe = ~/mec y b = B/Bc

e, con Bc
e = (~c/e)λ−2

e el campo magnético
cŕıtico del electrón. Por tanto, el volumen de reacción estará dado por

V = 4π3n2
e(λ

2
e/b)

4λ = 4π3n2
0λ

8
e

(
ne
n0

)2( λ
b4

)
≈ 1.3 fm3 (6.53)

y la desigualdad (6.51) se reescribirá como

a2 ≥ 16π

µ2
Bn

2
0λ

8
e

b4

λ2

(
ne
n0

)−2

(I(µ))−1 . (6.54)



6.3 Una cota superior para el momento magnético del neutrino 103

Para evaluar la desigualdad (6.54), se considerará que pmin0 = 0, pmax0 ' 1.2MeV ,
B ∼ 5 × 1016 G, Tf = 50 MeV, Ti = 30 MeV, µ = 300 MeV, µe = 275 MeV, λ ∼ 1 m y
lm ≈ 2000 fm, por lo que

a ≥ 4.7× 10−15, (6.55)

es decir,

µν ≥ 4.7× 10−15µB. (6.56)

Por lo tanto, para que todos los neutrinos escapen del núcleo de la estrella, y lo puedan
hacer de forma asimétrica, transfiriéndole momento a la estrella, el valor del momento
magnético de los neutrinos deberá ser mayor que 4.7×10−15µB, de lo contrario, el neutrino
interactuará con la materia presente en el núcleo y la emisión asimétrica no ocurrirá.

Como ya se mencionó anteriormente, Akhmedov et al. [48] (ecuación (3.15)), encon-
traron, mediante el mecanismo de resonancia entre distintos sabores de neutrinos, que los
neutrinos debeŕıan obtener un momento magnético transitorio mayor que 10−14(10−15)µB.
Esta cota coincide con la que se obtuvo aqúı, ecuación (6.56), mediante el mecanismo des-
crito.

6.3. Una cota superior para el momento magnético del neu-
trino

Siguiendo a Ayala et al. [74, 75], la luminosidad del núcleo de neutrinos derechos,
inmediatamente después de su colapso en una supernova, se puede obtener como

QνR = V

∫
d3p

(2π)3
p0 Γ(p0), (6.57)

donde V es el volumen del plasma. Tomando en cuenta los parámetros promedio de la
supernova SN1987A [7, 55, 88], es decir: una densidad constante ρ = 8 × 1014 g cm−3,
un volumen V = 8 × 1018 cm3, una razón de electrones y bariones Ye ' Yp ' 0.3, y
temperaturas en el intervalo T = 30 ∼ 60 MeV, que corresponden a un gas de electrones
degenerados con potencial qúımico electrónico µe con valores entre 307 y 280 MeV. El
potencial qúımico de los neutrinos se considera µ ≈ 160 MeV. Sustituyendo estos valores
en la ecuación (6.57), Ayala et al., op. cit. obtuvieron

QνR =

(
µν
µB

)2

(0.7− 4.3)× 1076 erg s−1. (6.58)

Si la emisión de neutrinos derechos dura cerca de un segundo, la cota de luminosidad es
QνR ≤ 1053 erg s−1, por lo que los autores obtuvieron una cota superior para el momento
magnético del neutrino

µν ≤ (0.1− 0.4)× 10−11µB, (6.59)
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que es la cota superior más restrictiva que se ha encontrado.
Combinando las ecuaciones (6.56) y (6.59), se obtiene un rango de valores para el

momento magnético del neutrino, para el cual, el proceso considerado será lo más eficiente:

4.7× 10−15 ≤ µν
µB
≤ (0.1− 0.4)× 10−11. (6.60)



Caṕıtulo 7

Cálculo de las velocidades de
escape en estrellas de neutrones

En el caṕıtulo anterior se planteó un mecanismo para que los neutrinos que se emitan
en el enfriamiento de la estrella de neutrones puedan escapar libremente, en épocas en las
que el camino libre medio de los neutrinos es menor que el radio de la estrella. Para esto, se
planteó que los neutrinos izquierdos que se producen se transforman en neutrinos derechos,
que al ser estériles escapan libremente, si su momento magnético está en el intervalo dado
por la ecuación (6.60)

4.7× 10−15 ≤ µν
µB
≤ (0.1− 0.4)× 10−11. (7.1)

Suponiendo que se da esta condición, los neutrinos escaparán libremente de forma
asimétrica y serán capaces de transmitirle un momento a la estrella, relacionado con esa
asimetŕıa. En este caṕıtulo se calculará la velocidad que adquiere la PNS debida a la emisión
anisotrópica de neutrinos, siguiendo a [44].

7.1. Velocidad de escape de estrellas de neutrones

En el caṕıtulo sobre la f́ısica de las estrellas de neutrones, en la sección sobre su evolu-
ción térmica, se argumentó que el principal mecanismo de enfriamiento de las estrellas de
neutrones, en sus primeras etapas, es por la emisión de neutrinos. En particular, en épocas
tempranas, la emisión principal de estas part́ıculas proviene del núcleo, además, la emisión
de neutrinos en la corteza es independiente de la del núcleo, por lo que, en una primera
aproximación, bastará con considerar que la emisión de neutrinos proviene del núcleo de
la PNS.

El núcleo de la PNS se considerará compuesto de materia de quarks extraña magneti-
zada (MSQM, por sus siglas en inglés). Al considerar este tipo de materia, la densidad del
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núcleo deberá ser tan alta, que los grados de libertad relevantes son los quarks u, d y s.
Además, la emisión de neutrinos, o antineutrinos, será a partir del decaimiento β (proceso
DURCA para quarks, es decir, solamente el proceso dominante). Como el decaimiento β
es un proceso que viola la simetŕıa de paridad, la cantidad relevante en el cálculo de la
velocidad de kick es la asimetŕıa en la polarización del esṕın del electrón, el cual se define
como la razón entre la diferencia y la suma de los espines polarizados de los electrones en
las direcciones a lo largo y opuestas al campo magnético. La conservación de momento y de
momento angular en un proceso que viola la simetŕıa de paridad implica que la polarización
del esṕın de los neutrinos y positrones (anti-neutrinos y electrones) emitidos, esté correla-
cionada con su dirección de movimiento, proyectada a lo largo u opuesta a la dirección del
campo magnético. Por lo tanto, el número de neutrinos o antineutrinos emitidos en una u
otra dirección se puede determinar de la asimetŕıa de esṕın.

A lo largo de este cálculo se supondrá que el ángulo entre la dirección del campo
magnético y el eje de rotación es tan pequeño que se consideran paralelos. Lattimer y Pra-
kash [87] argumentan que el campo magnético se puede considerar uniforme para distancias
microscópicas (e incluso para distancias del tamaño del núcleo de la estrella de neutrones),
por lo que dicha hipótesis se considerará en el cálculo siguiente.

De acuerdo con Ayala et al. y Sagert et al. [41, 44], la velocidad de kick de la PNS está
dada por

dv =
χ

MNS

4

3
πR3εdt, (7.2)

donde v es la velocidad de la estrella, MNS es la masa de la estrella, R es el radio del núcleo
de la estrella (pues es donde se da la principal emisión de neutrinos), χ es la polarización
del esṕın del electrón y ε es la emisividad de neutrinos. La ecuación anterior plantea que
la fuerza que se ejerce sobre la estrella es igual a la fracción de neutrinos emitidos por el
núcleo, en una dirección.

La emisividad es función de la temperatura, campo magnético y potencial qúımico del
núcleo de la estrella, sin embargo, se puede utilizar una ecuación de enfriamiento (Ley de
enfriamiento de Newton, ecuación (2.25)) para expresar su dependencia con la temperatura,
es decir,

− ε =
dU

dt
=
dU

dT

dT

dt
= Cv

dT

dt
, (7.3)

donde U es la densidad de enerǵıa interna y Cv es la capacidad caloŕıfica de la estrella. Por
lo tanto, al sustituir la ecuación de enfriamiento (7.3), la ecuación (7.2) se puede integrar
y obtener

v = − 1

MNS

4

3
πR3

∫ Tf

Ti

χCv dT, (7.4)

la cual se puede escribir de la siguiente forma

v = − 803.925
km

s

(
1.4M�
MNS

)(
R

10 km

)3( I

MeV fm−3

)
, (7.5)
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donde

I =

∫ Tf

Ti

χCv dT. (7.6)

La integral I es una función de Cv y χ, y las dos dependen del campo magnético, potencial
qúımico y temperatura. Para poder evaluar a I, y aśı encontrar la velocidad de la PNS, se
deberá encontrar la polarización del esṕın del electrón y la capacidad caloŕıfica a partir de
la termodinámica del núcleo de la PNS.

7.2. Termodinámica de fermiones magnetizados

El núcleo de la PNS se estudiará como un gas compuesto de quarks u, d y s, aśı como
electrones e y neutrinos ν, en presencia de un campo magnético, es decir, el núcleo está
compuesto de MSQM.

Para cada una de las especies f de los fermiones cargados que componen al núcleo, en
presencia de un campo magnetico B en la dirección ẑ, el gran potencial termodinámico
está dado por [44, 89, 90]

Ωf (B,µf , T ) = −
efdfB

2π2

∫ ∞
0

dp3

∞∑
l=0

(2− δl0)

[
Elf +

1

β
ln
(

1 + e−β(Elf−µf)
)]

(7.7)

donde

Elf =
√
p2

3 + 2 |ef |Bl +m2
f , l = j +

1

2
+
s

2
, j = 0, 1, 2, . . . , s = ±1, (7.8)

con ef y mf la carga y masa del fermión, respectivamente, df es el factor de degeneración
de los fermiones, que para el electrón es 1 y para los quarks es 3; l es el nivel de Landau,
s es el esṕın de la part́ıcula y p3 es el momento a lo largo del campo magnético B.

Para los neutrinos, que son los únicos fermiones no cargados presentes, el gran potencial
está dado por [91]

Ων(µ, T ) = − T 4

π2

∫ ∞
0

dy y2 ln
[(

1 + e
µ
T
−y
)(

1 + e−
µ
T
−y
)]
. (7.9)

Las cantidades termodinámicas relevantes, tales como la densidad de número, la en-
troṕıa y la capacidad caloŕıfica se obtienen a partir de los potenciales anteriores, y están
dadas por

nf = −
∂Ωf

∂µf
, (7.10a)

Sf = −
∂Ωf

∂T
, (7.10b)

Cvf = T
∂Sf
∂T

. (7.10c)
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Al sustituir la ecuación (7.7) en las ecuaciones (7.10) se encuentran sus expresiones
exactas para cada especie de fermión cargada

nf =
dfm

3
f

2π2
bf

∞∑
l=0

(2− δl0)

∫ ∞
0

dx3
1

e
mf
T

(√
x2

3+1+2lbf−xf
)

+ 1

, (7.11)

Sf =
dfm

2
f

2π2
bf

∫ ∞
0

dp3

∞∑
l=0

(2− δl0)

[
ln
(

1 + e−
1
T (Elf−µf)

)
+

1

T

Elf − µf
e

1
T (Elf−µf) + 1

]
,(7.12)

Cvf =
dfm

2
f

4π2 T 2
bf

∫ ∞
0

dp3

∞∑
l=0

(2− δl0)
(Elf − µf )2[

1 + cosh
(
Elf−µf

T

)] , (7.13)

donde x3 = p3/mf es el momento adimensional en la dirección del campo magnético,
xf = µf/mf es el potencial qúımico adimensional y bf = B/Bc

f , con Bc
f = m2

f/ef el campo

magnético cŕıtico. Como referencia, se tomará el campo cŕıtico del electrón Bc
e = m2

e/ee =
4.41× 1013 G, que se denotará por be ≡ b.

Por otro lado, para los neutrinos, se obtiene que

nν =
T 3

π2

∫ ∞
0

dy
y2 sinh

( µ
T

)(
cosh

( µ
T

)
+ cosh(y)

) , (7.14)

Sν =
2T 2

π2

∫ ∞
0

dy y2 e
µ
T

+y

4T
(
cosh

( µ
T

)
+ cosh(y)

)
ln
(
2e−y

(
cosh

( µ
T

)
+ cosh(y)

))(
e
µ
T + ey

)(
e
µ
T

+y + 1
)

−
µ sinh

( µ
T

)(
e
µ
T + ey

)(
e
µ
T

+y + 1
)
 , (7.15)

Cvν =
T

π2

∫ ∞
0

dy y2

(
12T 2 ln

(
2e−y

(
cosh

(µ
T

)
+ cosh(y)

))

+
µ
(
µ− 3T sinh

(
2µ
T

)
+ cosh(y)

(
µ cosh

( µ
T

)
− 6T sinh

( µ
T

)))
(
cosh

( µ
T

)
+ cosh(y)

)2
 . (7.16)

Además, la capacidad caloŕıfica será la suma de las capacidades caloŕıficas de cada
especie que constituye a la MSQM, es decir,

Cv =
∑
f

Cvf . (7.17)

Por tanto, la capacidad caloŕıfica se obtendrá como la suma de las ecuaciones (7.13), para
cada especie, y la ecuación (7.16). Estas expresiones se deben evaluar numéricamente,

Para evaluar la integral I, ecuación (7.6), se necesita la capacidad caloŕıfica y la po-
larización del esṕın del electrón, que ya se definió como la razón entre la diferencia y la
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suma de los espines polarizados de los electrones en las direcciones a lo largo y opuestas al
campo magnético, que se obtendrá a partir de la ecuación (7.11).

7.2.1. Polarización de los electrones en un campo magnético

Como ya se mencionó, la fraccion de neutrinos emitidos asimétricamente es igual al
número de electrones con esṕın polarizado en la presencia del campo magnético.

Los electrones en un nivel de Landau l 6= 0 cuyo esṕın apunta hacia arriba (s = +1), se
alinean paralelamente con el campo magnético, mientras que aquellos cuyo esṕın apunta
hacia abajo (s = − 1) se alinean de forma antiparalela. Además, los electrones en el nivel
más bajo de Landau, l = 0, solamente pueden alinearse en dirección antiparalela al campo
magnético, pues por la relación entre l y s, ecuación (7.8), si l = 0, entonces j = 0 y
s = − 1.

La fracción de espines de electrones polarizados, χ, puede calcularse como

χ =
n− − n+

n− + n+
, (7.18)

donde n± son las densidades de número que corresponden a los electrones orientados pa-
ralela y antiparalelamente con la dirección del campo magnético, respectivamente.

A partir de la relación entre l, j y s, que se da en la ecuación (7.8), se puede reemplazar
la suma sobre niveles de Landau

∑∞
l=0(2− δl0)→

∑
s=±1

∑∞
j=0, y aśı expresar a n± como

n+ =
dem

3
e

2π2
b

∞∑
j=1

∫ ∞
0

dx3
1

e
me
T

(√
x2

3+1+2jb−xe
)

+ 1

, (7.19)

n− =
dem

3
e

2π2
b
∞∑
j=0

∫ ∞
0

dx3
1

e
me
T

(√
x2

3+1+2jb−xe
)

+ 1

. (7.20)

Por lo tanto, al sustituir las ecuaciones (7.19) y (7.20) en la ecuación (7.18), se encuentra
a χ, como función de los parámetros B, T y µe

χ =


1 +

2

∞∑
j=1

∫ ∞
0

dx3
1

e
me
T

(√
x2

3+1+2jb−xe
)

+ 1∫ ∞
0

dx3
1

e
me
T

(√
x2

3+1−xe
)

+ 1



−1

. (7.21)

En la Figura 7.1 se muestra la polarización del esṕın del electrón como función de
la temperatura, para distintas intensidades del campo magnético y diferentes densidades
bariónicas. Como es de esperarse, debido al alto intervalo de temperaturas, la polarización
de los espines de los electrones no es total, incluso para campos magnéticos tan altos como
B = 1018 G.
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(a) Densidad bariónica fija.

(b) Campo magnético fijo.

Figura 7.1: Polarización del esṕın del electrón como función de la temperatura. En el panel
superior (a) se grafica para distintas intensidades de campo magnético b = 103, 104 y 105,
donde b es el campo magnético normalizado por el campo magnético cŕıtico del electrón,
b = B/Bc

e = B/(m2
e/e), que corresponde con campos magnéticos B ∼ 1016, 1017 y 1018

G, y densidad bariónica fija nB = 5n0. En el panel inferior (b) se grafica para distintas
densidades bariónicas nB = 3n0, 5n0 y 8n0, y para una intensidad de campo magnético
fija B ∼ 1018 G .
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7.2.2. Condiciones de equilibrio estelar

Ya que se tienen las expresiones expĺıcitas para la polarización del esṕın del electrón,
χ, y la capacidad caloŕıfica, Cv, necesarias para determinar la velocidad de kick, se debe
de considerar su dependencia con el campo magnético, potencial qúımico y temperatura,
para los valores presentes en la PNS.

A diferencia del trabajo de Ayala et al. [44], donde se considera un escenario posnatal
para la emisión de neutrinos que da origen a las velocidades de kick, en este trabajo se
supondrá un origen natal, es decir, ocurre en la transición de la etapa III a la IV, de acuerdo
con la clasificación de Lattimer y Prakash [16] (Figura 2.4). Por lo tanto, la emisión principal
de neutrinos ocurrirá entre 15 y 50 segundos después de la explosión de la supernova.
Entonces, se deben de imponer las condiciones que existen en el núcleo de la PNS en esas
épocas, tales como el equilibrio en el decaimiento β entre las especies de quarks, es decir,

d→ u+ e+ ν̄e, (7.22a)

s→ u+ e+ ν̄e, (7.22b)

u+ e→ d+ νe, (7.22c)

u+ d→ u+ s. (7.22d)

Además, se debe imponer la conservación de la carga, la conservación del número bariónico
y una razón entre electrones más neutrinos y bariones, YL, de 0.4, tal como se argumenta
que debe de existir en [45, 46, 56, 92], es decir,

YL =
ne + nνe
nB

= 0.4, (7.23)

donde nB es la denisdad bariónica. Las ecuaciones (7.22) y (7.23), aśı como la conservación
de la carga y del número bariónico se resumen en

µd − µu − µe + µνe = 0, (7.24a)

µd − µs = 0, (7.24b)

µνe − µν̄e = 0, (7.24c)

2nu − nd − ns − 3ne = 0, (7.24d)

nu + nd + ns − 3nB = 0, (7.24e)

ne + nν − 0.4nB = 0. (7.24f)

Las ecuaciones (7.24) se referirán como las Ecuaciones de Equilibrio Estelar.

Las ecuaciones (7.24), a, b, c son consecuencia del equilibrio β entre las especies de
quarks, ecuaciones (7.22), mientras que la d es consecuencia de la conservación de la carga,
la e de la conservación del número bariónico y la f de la condición dada por la ecuación
(7.23).
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(a) Densidad bariónica fija.

(b) Campo magnético fijo.

Figura 7.2: Potencial qúımico del quark u como función de la temperatura. En el panel
superior (a) se grafica para distintas intensidades de campo magnético b = 103, 104 y 105,
donde b es el campo magnético normalizado por el campo magnético cŕıtico del electrón,
b = B/Bc

e = B/(m2
e/e), que corresponde con campos magnéticos B ∼ 1016, 1017 y 1018

G, y densidad bariónica fija nB = 5n0. En el panel inferior (b) se grafica para distintas
densidades bariónicas nB = 3n0, 5n0 y 8n0, y para una intensidad de campo magnético
fija B ∼ 1018 G .
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(a) Densidad bariónica fija.

(b) Campo magnético fijo.

Figura 7.3: Potencial qúımico de los quarks d y s como función de la temperatura. En
el panel superior (a) se grafica para distintas intensidades de campo magnético b = 103,
104 y 105, donde b es el campo magnético normalizado por el campo magnético cŕıtico del
electrón, b = B/Bc

e = B/(m2
e/e), que corresponde con campos magnéticos B ∼ 1016, 1017 y

1018 G, y densidad bariónica fija nB = 5n0. En el panel inferior (b) se grafica para distintas
densidades bariónicas nB = 3n0, 5n0 y 8n0, y para una intensidad de campo magnético
fija B ∼ 1018 G .
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(a) Densidad bariónica fija.

(b) Campo magnético fijo.

Figura 7.4: Potencial qúımico del electrón como función de la temperatura. En el panel
superior (a) se grafica para distintas intensidades de campo magnético b = 103, 104 y 105,
donde b es el campo magnético normalizado por el campo magnético cŕıtico del electrón,
b = B/Bc

e = B/(m2
e/e), que corresponde con campos magnéticos B ∼ 1016, 1017 y 1018

G, y densidad bariónica fija nB = 5n0. En el panel inferior (b) se grafica para distintas
densidades bariónicas nB = 3n0, 5n0 y 8n0, y para una intensidad de campo magnético
fija B ∼ 1018 G .
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(a) Densidad bariónica fija.

(b) Campo magnético fijo.

Figura 7.5: Potencial qúımico del neutrino como función de la temperatura. En el panel
superior (a) se grafica para distintas intensidades de campo magnético b = 103, 104 y 105,
donde b es el campo magnético normalizado por el campo magnético cŕıtico del electrón,
b = B/Bc

e = B/(m2
e/e), que corresponde con campos magnéticos B ∼ 1016, 1017 y 1018

G, y densidad bariónica fija nB = 5n0. En el panel inferior (b) se grafica para distintas
densidades bariónicas nB = 3n0, 5n0 y 8n0, y para una intensidad de campo magnético
fija B ∼ 1018 G .
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7.3. Resultados

La solución a las Ecuaciones de Equilibrio Estelar, ecuaciones (7.24) (potencial qúımico
de las diferentes especies fermiónicas como función de la temperatura), se muestra en las
Figuras 7.2, 7.3, 7.4 y 7.5, para intensidades de campo magnético B = 1016 − 1018 G, y
densidades bariónicas nB = (3− 8)n0, donde n0 = 0.16 fm−3 es la densidad de saturación
nuclear. Para densidad fija, y campo magnético más intenso, el cambio en el potencial
qúımico es muy poco significativo para todas las especies, sin embargo, los cambios en el
potencial qúımico del electrón y del neutrino son los más significativos. Los resultados para
el potencial qúımico del neutrino son consistentes con los resultados obtenidos por Lugones
y Benvenuto [50], en donde estudian los efectos del gas de neutrinos en la transición de
fase de materia hadrónica a materia de quarks extraños.

En la Figura 7.6 se muestra a la capacidad caloŕıfica como función de la temperatura,
para distintas intensidades del campo magnético y diferentes densidades bariónicas. Pa-
ra densidad fija, el cambio en la intensidad de campo magnético es apenas notorio, sin
embargo, para campo magnético fijo, el cambio en la densidad es significativo.

Con los resultados que se tienen de la capacidad caloŕıfica y de la polarización del
esṕın del electrón, se puede encontrar la velocidad de kick que adquiere la estrella a partir
de la ecuación (7.5), que relaciona la velocidad de kick con la capacidad caloŕıfica, la
polarizaćıon de esṕın del electrón, la masa y el radio de la estrella; pues ya se puede
evaluar a la integral I, que es la integral sobre el intervalo de temperaturas del producto
de la capacidad caloŕıfica por la polarización del esṕın del electrón, (ecuación (7.6)). En
la figura 7.7 se muestra la velocidad de kick obtenida como función del radio del núcleo
de una PNS de masa 1.4M�, para densidades bariónicas nB = (3 − 8)n0 e intensidad de
campo magnético B = 1016− 1018 G. El intervalo de velocidades encontradas reproduce el
intervalo de las velocidades observadas [9].

Para una intensidad de campo magnético fija, los cambios en la densidad bariónica no
tienen un efecto significativo en la velocidad de la estrella, sin embargo, para una densidad
fija, los cambios en la intensidad del campo magnético tienen un efecto importante en la
velocidad. Esto se debe a que, como la velocidad es proporcional a la integral del producto
de la capacidad caloŕıfica, Cv, y la polarización del esṕın del electrón, χ, y dado que un
cambio en la intensidad de campo magnético genera un aumento importante en χ, pero
mı́nimo en Cv, mientras que un aumento en la densidad bariónica aumenta Cv y disminuye
χ, por lo que el cambio se anula en el producto.
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(a) Densidad bariónica fija.

(b) Campo magnético fijo.

Figura 7.6: Capacidad caloŕıfica como función de la temperatura. En el panel superior
(a) se grafica para distintas intensidades de campo magnético b = 103, 104 y 105, donde
b es el campo magnético normalizado por el campo magnético cŕıtico del electrón, b =
B/Bc

e = B/(m2
e/e), que corresponde con campos magnéticos B ∼ 1016, 1017 y 1018 G,

y densidad bariónica fija nB = 5n0. En el panel inferior (b) se grafica para distintas
densidades bariónicas nB = 3n0, 5n0 y 8n0, y para una intensidad de campo magnético
fija B ∼ 1018 G .
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(a) Densidad bariónica fija.

(b) Campo magnético fijo.

Figura 7.7: Velocidad de kick como función del radio del núcleo de una PNS de masa 1.4M�.
En el panel superior (a) se grafican las velocidades encontradas para distintas intensidades
de campo magnético b = 103, 104 y 105, donde b es el campo magnético normalizado por el
campo magnético cŕıtico del electrón, b = B/Bc

e = B/(m2
e/e), que corresponde con campos

magnéticos B ∼ 1016, 1017 y 1018 G, y densidad bariónica fija nB = 5n0. En el panel
inferior (b) se grafican las velocidades encontradas para distintas densidades bariónicas
nB = 3n0, 5n0 y 8n0, y para una intensidad de campo magnético fija B ∼ 1018 G .
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Conclusiones

El problema de las velocidades de escape de estrellas de neutrones ha sido un tema de
investigación sumamente activo en los últimos años y se han propuesto múltiples posibles
soluciones para explicarlo. Las dos propuestas más aceptadas, el modelo hidrodinámico y
la emisión anisotrópica de neutrinos, han recibido argumentos a favor y en contra.

En particular, respecto a la emisión anisotrópica de neutrinos se ha argumentado que
una vez que la estrella llega al equilibrio térmico no puede haber ningún proceso que genere
la anisotroṕıa necesaria para que la estrella alcance las velocidades que se han observado,
por lo que la emisión de neutrinos en las etapas más tempranas de la evolución de la
estrella de neutrones, donde la luminosidad de neutrinos es mayor, parece ser el escenario
natural para este modelo. Sin embargo, en las primeras etapas de la evolución de las
estrellas de neutrones los neutrinos quedan atrapados, por lo que es necesario considerar
las interacciones de neutrinos con el material que conforma al núcleo de una protoestrella
de neutrones, en donde el camino libre medio de los neutrinos es mucho menor que el radio
del núcleo de la estrella.

Para ello, en este trabajo se consideró el mecanismo del cambio de quiralidad producido
por la presencia de un posible momento magnético del neutrino. Cuando los neutrinos,
originalmente izquierdos, cambian su quiralidad y se hacen derechos, sus interacciones con
la materia se suprimen y estos pueden escapar libremente de la estrella, siempre y cuando el
tiempo que les tome cambiar su quiralidad sea menor que el tiempo que les toma recorrer
un camino libre medio. Esta condición da una cota inferior al momento magnético del
neutrino, que junto con la cota superior que se obtiene del ĺımite de luminosidad observado
en supernovas, da un intervalo de valores para el momento magnético del neutrino que
permiten explicar las velocidades de escape de las estrellas de neutrones:

4.7× 10−15 ≤ µν
µB
≤ (0.1− 0.4)× 10−11. (8.1)

El ĺımite inferior de este intervalo es mayor que el valor t́ıpico dado en una mı́nima extensión
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del modelo estándar:

µν ≈ 3.2× 10−19
( mν

1eV

)
µB ≥ (4× 10−20)µB, (8.2)

sin embargo, este valor depende directamente de la masa de los neutrinos, que es una canti-
dad que todav́ıa no está bien determinada, y por lo tanto, el valor del momento magnético
del neutrino dentro del modelo estándar aún queda por determinar. Además, el ĺımite in-
ferior que se obtuvo es consistente con el valor del momento magnético transitorio que
adquieren los neutrinos al resonar entre los distintos sabores, como encontraron Akhmedov
et al. en [48].

Si el momento magnético de los neutrinos está dentro del intervalo encontrado, enton-
ces los neutrinos producidos por el decaimiento β para quarks podrán escapar libremente
de la estrella, y debido a la violación de la simetŕıa de paridad, y la presencia del campo
magnético, su emisión será asimétrica, por lo que transferirán momento a la estrella. Para
determinar la velocidad que adquirirá la estrella se consideró que el núcleo de la proto-
estrella de neutrones está hecho de materia de quarks extraños magnetizados, y a partir
de la Ley de Enfriamiento de Newton, se pudo relacionar la velocidad de escape con cier-
tas cantidades termodinámicas que se pueden obtener para la materia de quarks extraños
magnetizados. Las velocidades que se encontraron para una estrella de 1.4 masas solares,
con campos magnéticos sumamente intensos, en el intervalo 1016 − 1018 G, y densidades
bariónicas de 3 − 8 veces la densidad de saturación nuclear, están en el intervalo de las
velocidades observadas en pulsares, y reproducen tanto las velocidades más bajas (decenas
de km s−1), como las más altas (superiores a 1500 km s−1). Además, se encontró que la
densidad bariónica de la estrella no es un parámetro significativo, pues cambios en esta
cantidad no se reflejan en la velocidad que adquiere la estrella.

De acuerdo con las recientes estimaciones de Annala et al. [24], los núcleos de quarks
solamente ocurriŕıan en las estrellas más masivas, con masas superiores a dos masas solares,
y además, el núcleo de quarks tendŕıa una masa inferior a una masa solar y su radio debeŕıa
ser aproximadamente 6 km. Por lo tanto, dado que el cálculo que se presentó aqúı muestra
que la velocidad es proporcional a la masa del núcleo, si las estimaciones de Annala et al.
son correctas, entonces las velocidades encontradas debeŕıan ser un poco menores, pero
dentro del mismo orden de magnitud.

Por lo tanto, el cambio de quiralidad de neutrinos durante el nacimiento de una estrella
de neutrones, con núcleo de materia de quarks extraños, parece ser un mecanismo eficiente
para explicar las velocidades de escape de las estrellas de neutrones, siempre y cuando
el momento magnético de los neutrinos esté dentro del intervalo propuesto. Más aun, los
resultados obtenidos parecen indicar que las estrellas de neutrones con velocidades de escape
muy grandes podŕıan ser consistentes con la presencia de un núcleo de quarks sujeto a un
campo magnético muy intenso.

Sin embargo, en este trabajo no se descarta que las estrellas puedan adquirir parte de su
velocidad mediante el mecanismo hidrodinámico. Mediciones más precisas de la alineación
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entre el eje de giro y la velocidad de escape de múltiples estrellas (tal como se ha hecho
con los pulsares del Cangrejo y de la Vela) podrán mostrar si la hipótesis básica para la
emisión asimétrica de neutrinos (la alineación entre el eje de giro y el campo magnético)
es verdadera y aśı arrojar evidencia sobre el origen de las velocidades de escape.

Cuando los neutrinos escapan de la estrella de neutrones recién nacida, mediante el
mecanismo aqúı planteado, las condiciones en el núcleo de las estrellas, en el periodo en
el que éstas radian su enerǵıa de ligadura gravitacional, podŕıan cambiar, por lo que estas
condiciones se deberán tomar en cuenta en las simulaciones modernas de transporte y
evolución de las estrellas de neutrones en sus primeras etapas. Estas consideraciones podŕıan
proveer nuevas caracteŕısticas observacionales de las estrellas de neutrones, que gracias a
los nuevos detectores de neutrinos de alta enerǵıa, puestos en marcha en los últimos años,
podŕıan dar luz sobre los procesos de enfriamiento a los que están sujetas, aśı como dilucidar
aspectos relacionados con la f́ısica de los neutrinos.

[a\
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Apéndice A

A.1. Identidades de matrices gamma

Identidad A.1.1. Si L = 1
2(1− γ5) y σµν = i

2 [γµ, γν ], entonces

[L, σµν ] = 0. (A.1)

Demostración.

[L, σαρ] =
i

4

[
1− γ5, [γα, γρ]

]
=
i

4

(
[1, [γα, γρ]]−

[
γ5, [γα, γρ]

])
, (A.2)

como [1, [γα, γρ]] = 0 y
{
γ5, γα

}
= 0, entonces

[
γ5, [γα, γρ]

]
= 0 y por tanto, se obtiene

que
[L, σαρ] = 0. (A.3)

Identidad A.1.2. Si R,L = 1
2(1± γ5), entonces

Rγµ = γµL. (A.4)

Demostración. Primero, se probará que

{R, γµ} = γµ, (A.5)

pues

{R, γµ} =
1

2

{
1 + γ5, γµ

}
=

1

2

{
γµ + γµ + γ5γµ + γµγ5

}
= γµ +

1

2

{
γ5, γµ

}
. (A.6)

Pero {γ5, γµ} = 0, y por lo tanto
{R, γµ} = γµ. (A.7)

La identidad anterior se puede escribir expĺıcitamente como

1

2

(
1 + γ5

)
γµ +

1

2
γµ
(
1 + γ5

)
= γµ (A.8)
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1

2

(
1 + γ5

)
γµ = γµ − 1

2
γµ
(
1 + γ5

)
=

1

2
γµ
(
1− γ5

)
, (A.9)

Por lo tanto,
Rγµ = γµL. (A.10)

Identidad A.1.3. Si R = 1
2(1 + γ5), entonces

R2 = R. (A.11)

Demostración.

R2 =
1

2

(
1 + γ5

) 1

2

(
1 + γ5

)
=

1

4

(
1 + 2γ5 +

(
γ5
)2)

. (A.12)

Como
(
γ5
)2

= 1, entonces
R2 = R. (A.13)

Identidad A.1.4. Si |~p| = p y p̂ = ~p/p, entonces

(~γ · p̂)2 = −1. (A.14)

Demostración.

(~γ · p̂)2 = γi p
iγj p

j = γiγj p
ipj

=
1

2
([γi, γj ] + {γi, γj}) pipj = −gij pipj

= − p̂2 = − 1. (A.15)

Identidad A.1.5. (
γ0 ∓ ~γ · p̂

) (
γ0 ± ~γ · p̂

)
= 2γ0

(
γ0 ± ~γ · p̂

)
. (A.16)

Demostración.(
γ0 ∓ ~γ · p̂

) (
γ0 ± ~γ · p̂

)
= (γ0)2 ± γ0~γ · p̂∓ (~γ · p̂)γ0 − (~γ · p̂)2

= 2± γ0~γ · p̂∓ (~γ · p̂)γ0, (A.17)

donde la segunda igualdad se da al sustituir la identidad (A.15) y (γ0)2 = 1. Como γ0~γ =
− ~γγ0, entonces se prueba la identidad(

γ0 ∓ ~γ · p̂
) (
γ0 ± ~γ · p̂

)
= 2γ0

(
γ0 ± ~γ · p̂

)
. (A.18)
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Identidad A.1.6. (
γ0 ± ~γ · p̂

) (
γ0 ± ~γ · p̂

)
= 0. (A.19)

Demostración.(
γ0 ± ~γ · p̂

) (
γ0 ± ~γ · p̂

)
= (γ0)2 ± γ0~γ · p̂± (~γ · p̂)γ0 − (~γ · p̂)2

= ±γ0~γ · p̂± (~γ · p̂)γ0

= 0. (A.20)

donde la segunda igualdad se da al sustituir la identidad (A.15) y (γ0)2 = 1 y la última
igualda es debida a que γ0~γ = − ~γγ0.

A.2. Sumas de frecuencias de Matsubara

Identidad A.2.1. Si la suma de frecuencias de Matsubara para la interacción fermión-
bosón esta dada por

ML,T = T
∑
n

∆L,T (iωn)∆̃F (i(ω − ωn)), (A.21)

entonces su parte imaginaria será:

Im [ML,T ] = π
(
eβp0 + 1

)∫ ∞
−∞

dk0

2π

∫ ∞
−∞

dp′0
2π

δ(p0 − k0 − p′0)f(k0)f̃(p′0)ρF (p′0)ρL,T (k0).

(A.22)

Demostración. Para calcular la parte imaginaria de la suma, se escribirán los correladores
en términos del tiempo imaginario:

Im [ML,T ] = Im

{
T
∑
n

∆L,T (iωn)∆̃F (i(ω − ωn))

}

= Im

{
T
∑
n

∫ β

0
dτ

∫ β

0
dτ ′
(
eiωτeiωn(τ ′−τ)∆L,T (τ ′)∆̃F (τ)

)}
, (A.23)

ahora, en la ecuación (A.23) aparece el término T
∑

n e
iωn(τ ′−τ), que satisface la siguiente

igualdad:

T
∑
n

eiωn(τ ′−τ) =
∑
p

δ(τ ′ − τ − pβ), (A.24)

que al integrar sobre τ o τ ′ solamente contribuirá el término con p = 0, por lo que la
ecuación (A.23) se reescribe de la siguiente forma:

Im[ML,T ] = Im

{∫ β

0
dτ
(
eiωτ∆L,T (τ)∆̃F (τ)

)}
. (A.25)
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Bajo la representación de Fourier, las funciones de correlación ∆̃F y ∆L,T se escriben como:

∆̃F (τ) =

∫ ∞
−∞

dp′0
2π

e−p
′
0τ ∆̃F (p′0) (A.26)

y

∆L,T (τ) =

∫ ∞
−∞

dk0

2π
e−k0τ∆L,T (k0), (A.27)

por lo que la ecuación (A.25) se reescribe como

Im[ML,T ] = Im

{∫ ∞
−∞

dk0

2π

∫ ∞
−∞

dp′0
2π

∫ β

0
dτ
(
eτ(iω−k0−p′0)∆L,T (k0)∆̃F (p′0)

)}
= Im

{∫ ∞
−∞

dk0

2π

∫ ∞
−∞

dp′0
2π

(
eβ(iω−k0−p′0) − 1

iω − k0 − p′0
∆L,T (k0)∆̃F (p′0)

)}
.(A.28)

Ahora, se puede escibir a los correladores ∆L,T y ∆̃F en su representación espectral, es
decir

∆L,T (k0) = (1 + f(k0))ρL,T (k0), (A.29)

donde f(z) = 1
eβz−1

es la distribución de Bose-Einstein y ρL,T es la densidad espectral del
fotón, en su modo longitudinal o transversal; y para el caso fermiónico, el correlador en su
representación espectral se escribe como

∆̃F (p′0) = (1− f̃(p′0))ρF (p′0), (A.30)

donde f̃(z) = 1
eβ(z−µ̃)+1

es la distribución de Fermi-Dirac y ρF es la densidad espectral del
neutrino.

Sustituyendo las funciones de correlación ∆L,T y ∆̃F en la ecuación (A.28) se obtiene

Im[ML,T ] = Im

{∫ ∞
−∞

dk0

2π

∫ ∞
−∞

dp′0
2π

eβ(iω−k0−p′0) − 1

iω − k0 − p′0

×(1− f̃(p′0))ρF (p′0)(1 + f(k0))ρL,T (k0)

}
. (A.31)

Ahora, en el proceso estudiado se tiene un fermión entrante, por lo que ω = 2π(m + 1)T ,
con m ∈ Z, por lo que eβiω = −1 y, por tanto, en la fracción que contiene a la exponencial
se puede factorizar un −1.

Por otro lado, si se desarrolla
(
e−β(k0+p′0) + 1

)
(1− f̃(p′0))(1 + f(k0)):(

e−β(k0+p′0) + 1
)

(1− f̃(p′0))(1 + f(k0)) =(
1 + f(k0)− f̃(p′0)

)
+
(

1 + f(k0)− f̃(p′0)
)
e−β(k0+p′0) − f(k0)f̃(p′0)

(
e−β(k0+p′0) + 1

)
, (A.32)
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pero

(
1 + f(k0)− f̃(p′0)

)
=

(
eβk0 − 1

) (
eβp
′
0 + 1

)
+ eβp

′
0 + 1− eβk0 + 1

(eβk0 − 1)
(
eβp
′
0 + 1

)
=

eβ(k0+p′0) + 1

(eβk0 − 1)
(
eβp
′
0 + 1

)
= f(k0)f̃(p′0)

(
eβ(k0+p′0) + 1

)
. (A.33)

Entonces, al sustituir la última ecuación en el segundo término de la ecuación (A.32), se
puede simplificar dicho término de la siguiente forma:

f(k0)f̃(p′0)
(
eβ(k0+p′0) + 1

)
e−β(k0+p′0) = f(k0)f̃(p′0)

(
e−β(k0+p′0) + 1

)
, (A.34)

por lo que el segundo y tercer término de la ecuación (A.32) se cancelan y ésta se reescribe
como (

e−β(k0+p′0) + 1
)

(1− f̃(p′0))(1 + f(k0)) = f(k0)f̃(p′0)
(
eβ(k0+p′0) + 1

)
=
(
eβp0 + 1

)
f(k0)f̃(p′0), (A.35)

donde la última igualdad de la ecuación (A.35) se da por conservación de momento.

Si se sustituye la ecuación (A.35) en la ecuación (A.31) se obtiene:

Im[ML,T ] = − Im

{(
eβp0 + 1

)∫ ∞
−∞

dk0

2π

∫ ∞
−∞

dp′0
2π

1

iω − k0 − p′0

×f(k0)f̃(p′0)ρF (p′0)ρL,T (k0)

}
, (A.36)

la única parte que no es real en los dos términos de esta ecuación es el factor 1
iω−k0−p′0

, por lo

que su parte imaginaria será solamente la parte imaginaria de 1
iω−k0−p′0

. Para encontrarla,

primero se identifica a iω → p0 + iε y se desarrolla su parte imaginaria:

Im

(
1

iω − k0 − p′0

)
= ĺım

ε→0
Im

(
1

p0 − k0 − p′0 + iε

)
= ĺım

ε→0

1

2i

(
1

p0 − k0 − p′0 + iε
− 1

p0 − k0 − p′0 − iε

)
. (A.37)

Ahora, los términos del lado derecho de la ecuación (A.37) se pueden desarrollar como

1

p0 − k0 − p′0 + iε
− 1

p0 − k0 − p′0 − iε
=

−2iε

(p0 − k0 − p′0)2 + ε2
, (A.38)
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pero

ĺım
a→0

a

x2 + a2
= πδ(x), (A.39)

por lo que

Im

(
1

p0 − k0 − p′0

)
= −πδ(p0 − k0 − p′0), (A.40)

y si se sustituye la ecuación (A.40) en la ecuación (A.36) se obtiene finalmente que la
ecuación (A.23) es igual a

Im[ML,T ] = π
(
eβp0 + 1

)∫ ∞
−∞

dk0

2π

∫ ∞
−∞

dp′0
2π

δ(p0 − k0 − p′0)f(k0)f̃(p′0)ρF (p′0)ρL,T (k0).

(A.41)

Identidad A.2.2. Si la suma de frecuencias de Matsubara para la interacción fermión-
bosón esta dada por

ML,T = T
∑
n

(iωn)m∆L,T (iωn)∆̃F (i(ω − ωn)), (A.42)

con m ≥ 1, entonces su parte imaginaria será:

[ML,T ] = π
(
eβp0 + 1

)∫ ∞
−∞

dk0

2π

∫ ∞
−∞

dp′0
2π

δ(p0 − k0 − p′0)

× (k0)m f(k0) f̃(p′0) ρF (p′0) ρL,T (k0). (A.43)

Demostración. Nuevamente, para calcular la parte imaginaria de la suma, se escribirán los
correladores en términos del tiempo imaginario:

Im[ML,T ] = Im

{
T
∑
n

(iωn)m∆L,T (iωn)∆̃F (i(ω − ωn))

}

= Im

{
T
∑
n

∫ β

0
dτ

∫ β

0
dτ ′(iωn)m

(
eiωτeiωn(τ ′−τ)∆̃F (τ)∆L,T (τ ′)

)}
. (A.44)

Ahora,

T
∑
n

(iωn)meiωn(τ ′−τ) =
∂m

∂τ ′m

(
T
∑
n

eiωn(τ ′−τ)

)
=

∂m

∂τ ′m
δ(τ ′− τ) := δ(m)(τ ′− τ), (A.45)

donde se introdujo la notación f (m), para referirse a la m-ésima derivada de la función.
Sustituyendo a la ecuación anterior en la ecuación (A.44)

Im[ML,T ] = Im

{∫ β

0
dτ

∫ β

0
dτ ′δ(m)(τ ′ − τ)

(
eiωτ∆L,T (τ ′)∆̃F (τ)

)}
. (A.46)
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La derivada de la Delta de Dirac satisface la igualdad∫
dx δ(n)(x− a)f(x) = (−1)nf (n)(a), (A.47)

por lo que se puede reescribir la ecuación (A.46) como

Im[ML,T ] = Im

{
(−1)m

∫ β

0
dτ
(
eiωτ∆

(m)
L,T (τ)∆̃F (τ)

)}
. (A.48)

Por lo tanto, si se escribe a los correladores ∆̃F y ∆L,T en su representación de Fourier:

∆̃F (τ) =

∫ ∞
−∞

dp′0
2π

e−p
′
0τ ∆̃F (p′0) (A.49)

y

∆
(m)
L,T (τ) =

∂m

∂τm

∫ ∞
−∞

dk0

2π
e−k0τ∆L,T (k0) =

∫ ∞
−∞

dk0

2π
(−k0)me−k0τ∆L,T (k0), (A.50)

y se sustituyen en la ecuación (A.48) se obtiene:

Im[ML,T ] = Im

{
(−1)m

∫ ∞
−∞

dk0

2π

∫ ∞
−∞

dp′0
2π

∫ β

0
dτ(

eτ(iω−k0−p′0)(−k0)m∆L,T (k0)∆̃F (p′0)
)}

. (A.51)

Si se compara la ecuación (A.51) con la (A.28) se pude ver que solamente difieren por el
factor de (k0)m, que no modifica la integral sobre τ ni la parte imaginaria, por lo que todos
los pasos que siguen para probar la identidad A.2.1 son iguales. Por lo tanto se obtiene
como resultado final

Im [ML,T ] = π
(
eβp0 + 1

)∫ ∞
−∞

dk0

2π

∫ ∞
−∞

dp′0
2π

δ(p0 − k0 − p′0)

(k0)m f(k0) f̃(p′0) ρF (p′0) ρL,T (k0). (A.52)

De la ecuación (A.52) se puede concluir que cuando aparecen potencias de (iωn) en las
sumas sobre frecuencias de Matsubara, estas se traducen en potencias de k0, por lo que se
puede utilizar la ecuación sin potencias de (iωn), es decir, la identidad A.2.1.

Identidad A.2.3. Si la suma de frecuencias de Matsubara para la interacción fermión-
bosón esta dada por

ML,T = T
∑
n

∆L,T (iωn)∆̃F (i(ω − ωn)), (A.53)

donde el potencial qúımico del fermión µ 6= 0, entonces su parte imaginaria será:

[ML,T ] = π
(
eβ(p0−µ) + 1

)∫ ∞
−∞

dk0

2π

∫ ∞
−∞

dp′0
2π

f(k0) f̃(p′0 − µ)

× δ(p0 − k0 − p′0) ρF (p′0) ρL,T (k0). (A.54)
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Demostración. Para encontrar la parte imaginaria de la suma, se escribirán los correladores
en términos del tiempo imaginario y bajo su representación espectral:

∆L,T (iωn) =

∫ β

0
dτeiωnτ∆L,T (τ) =

∫ β

0
dτ

∫
dk0

2π
e(iωn−k0)τ [1 + f(k0)] ρL,T (k0), (A.55)

y análogamente,

∆̃F (i(ω − ωn)) =

∫ β

0
dτ

∫
dp′0
2π

e(i(ω−ωn)−p′0+µ)τ
[
1− f̃(p′0 − µ)

]
ρF (p′0). (A.56)

Sustituyendo a los correladores bosónico y fermiónico en ML,T , ésta se reecribe como

ML,T = T
∑
n

∫ β

0
dτ

∫ β

0
dτ ′
∫
dk0

2π

∫
dp′0
2π

e(iωn−k0)τ ei(ω−ωn−(p′0−µ))τ ′

× [1 + f(k0)] ρL,T (k0)
[
1− f̃(p′0 − µ)

]
ρF (p′0), (A.57)

y dado que T
∑

n e
iωn(τ−τ ′) = δ(τ − τ ′), entonces

ML,T =

∫ β

0
dτ

∫
dk0

2π

∫
dp′0
2π

e(iω−k0−p′0+µ)τ [1 + f(k0)] ρL,T (k0)

×
[
1− f̃(p′0 − µ)

]
ρF (p′0)

=

∫
dk0

2π

∫
dp′0
2π

[1 + f(k0)]
[
1− f̃(p′0 − µ)

]
ρL,T (k0)

× ρF (p′0)
e(iω−k0−p′0+µ)β − 1

iω + µ− k0 − p′0
. (A.58)

Nuevamente, como iω es frecuencia de fermión, entonces es un múltiplo impar de πT , por
lo que si se sigue un procedimiento análogo al de las ecuaciones (A.31), (A.32), (A.35),
y (A.36), aśı como el de las ecuaciones (A.37) y (A.40), pero haciendo la sustitución de
iω + µ→ p0 + iε, se llega a

Im[ML,T ] = π
(
eβ(p0−µ) + 1

)∫ ∞
−∞

dk0

2π

∫ ∞
−∞

dp′0
2π

f(k0) f̃(p′0 − µ)

× δ(p0 − k0 − p′0)ρL,T (k0)ρF (p′0). (A.59)

La ecuación (A.59) coincide con la ecuación (A.41), pero generalizada para potencial qúımi-
co finito. Por lo tanto, la identidad A.2.3 generaliza a las identidades A.2.1 y A.2.2
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