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Resumen:

La presente tesis es el resultado del disefio e implementacion de una propuesta de ensefianza-
aprendizaje sobre el principio fundamental del conteo para el bachillerato. Aunque este principio
es el tema central de la propuesta, también se retomaron y profundizaron algunos contenidos de la
educacion bésica con el fin de fomentar en los estudiantes la reflexion, el andlisis, la intuicion y la
evaluacion. La propuesta se implemento6 en el CCH plantel sur y se dividi6 en dos sesiones.

Durante la primera sesion los estudiantes resolvieron problemas matematicos de proporcionalidad,;
esto con el proposito de fomentar el pensamiento reflexivo y el andlisis sobre situaciones en las
que se requiere aplicar e interpretar dos 0 mas operaciones basicas.

En la segunda sesion los estudiantes resolvieron problemas que requieren de una 0 mas
aplicaciones del principio fundamental del conteo; estos se disefiaron de tal modo que su solucién
no sea evidente; de modo que los estudiantes tuvieron que analizar los problemas e intuir métodos
de solucion.

Ambas sesiones se implementaron bajo el modelo de Aula Invertida; para esto, se editaron dos
textos cuya lectura se encomendoé a los estudiantes como una actividad extra-clase previa a cada
sesion. En total se evalu6 a los estudiantes con tres problemas, uno de proporcionalidad y dos de
conteo. En esta tesis se presentan los resultados de la evaluacion; asi como un analisis exhaustivo
de los métodos intuidos por los estudiantes para llegar a la solucion de los problemas.

Palabras clave: Intuicion, conteo, anélisis combinatorio, regla de tres, aula invertida.
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INTRODUCCION

Las matematicas son el resultado de siglos de evolucion humana, y su campo de estudio es tan
amplio que seria aventurado precisar cuando y donde tuvo su origen. Lo que es un hecho, es que
una de las practicas matematicas méas antiguas entre los seres humanos es el acto de contar. Desde
la antiguedad, el hombre se ha visto en la necesidad de contar un sinfin de objetos (reales o
ficticios) que le ha permitido avanzar hacia diversas direcciones; como es el desarrollo del
calendario, la medicion de la tierra, el desarrollo del comercio, etc. A nuestros dias, se han creado
técnicas cada vez maés sofisticadas de conteo, a partir de las cuales es posible el célculo y la
estimacion de cantidades que, pese a ser finitas, pueden llegar a ser tan grandes como una persona

podria (0 no) imaginar.

En el sistema educativo vigente, las primeras técnicas de conteo las aprenden los estudiantes
desde la educacion basica; y estas son las operaciones elementales (la suma, la resta, la
multiplicacién y la divisién). Sin embargo, en la vida cotidiana es posible encontrar situaciones en
las que contar supone dificultades mayores, que van méas alld de un dominio basico de las
operaciones elementales. Por ello, es necesario el desarrollo de técnicas cada vez més sofisticadas
de conteo. El Analisis Combinatorio es la rama de las matematicas responsable de crear y evaluar
métodos cada vez mas sofisticados de conteo; y sin duda alguna, uno de sus frutos mas importantes

es el Principio Fundamental del Conteo.

El presente trabajo es el resultado del disefio e implementacion de una propuesta de ensefianza-
aprendizaje del principio fundamental del conteo para el bachillerato; esto ultimo bajo el modelo
de aula invertida. Ademas, se tomo como guia el paradigma de la educacion matematica realista
para el disefio de la propuesta, tltimo que es atribuido a Hans Freudenthal y que se caracteriza por
el peso que da al contexto personal, social y cultural en el que se desarrollan los estudiantes, tanto

dentro como fuera del aula.

Por su parte, el modelo de aula invertida es un modelo de ensefianza-aprendizaje que ha ganado
popularidad en las ultimas décadas frente al modelo tradicional; y el cual consiste en invertir los
papeles que desempefian los alumnos dentro y fuera del aula. Esto Gltimo significa que los alumnos

adquieren por cuenta propia los conocimientos mas elementales del tema a aprender; mientras que
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las sesiones de clase son utilizadas para implementar actividades que requieren de una

participacion activa por parte de los estudiantes.

La propuesta aqui desarrollada comprende el disefio de dos sesiones de clase, las cuales fueron
implementadas en un grupo de 39 estudiantes del Colegio de Ciencias y Humanidades (CCH)
plantel Sur, con una asistencia de 34 y 36 alumnos a dichas sesiones. La primera de las sesiones
fue disefiada con el proposito de fomentar la reflexion y el analisis sobre el uso de la division en
la resolucion de problemas de conteo basicos de la vida cotidiana, operacion que suele aplicarse
de forma puramente intuitiva. Para ello, se disefiaron problemas de conteo que requerian de una
aplicacion de la regla de tres; sin embargo, se solicito a los estudiantes interpretar cada una de las

operaciones implicadas, con lo que se fomentd el pensamiento reflexivo.

Por su parte, la segunda sesion de trabajo se disefié para introducir el Principio Fundamental
del Conteo; desde sus fundamentos, hasta las ventajas y dificultades que pueden surgir en relacion
con su aplicacién. La instruccién en torno a este principio estuvo enfocada al analisis de sus
fundamentos tedricos y, sobre todo, a detonar en los estudiantes intuiciones que les permitieron
proponer métodos de solucién a problemas de conteo que no pueden resolverse con una aplicacion
inmediata del principio fundamental; esto debido a la presencia de dos o mas eventos (0

fendmenos) con alguna relacion de dependencia entre si.

Dado que se eligio el modelo de aula invertida para el disefio de la propuesta, el presente trabajo
también comprende el disefio y redaccion de dos textos que sirvieron a los alumnos como un
material introductorio; ultimo que se les encomend6 leer como una actividad extra-clase previa a
las sesiones de trabajo. Aunque el modelo de aula invertida sugiere implementar material
audiovisual para dichos fines, en el presente trabajo se optd por la edicion de material de lectura
debido a diversas razones; tltimas que seran enlistadas en el capitulo 1. Por ahora conviene decir
que una de las razones es la de fomentar en los estudiantes el habito de la lectura sobre textos de
matematicas; ademas de que la lectura permite a los estudiantes sumergirse en un espacio de
analisis y reflexion sobre los temas que se abordan, de tal modo que pueden hacer una pausa en

aquellos puntos que exigen un mayor grado de reflexion.

Tanto el material de lectura, asi como los problemas implementados durante la instruccion y la

evaluacion de la propuesta, se disefiaron tomando como referencia el contexto personal, social,
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cultural y profesional en el que se desarrollan los estudiantes mexicanos que residen en alguna de

las zonas metropolitanas del pais.

Ademas, como parte del disefio del presente trabajo se propusieron cuatro puntos que, se espera,
sirvan como un modelo para la planeacion y el disefio de secuencias didacticas de ensefianza-
aprendizaje dentro del campo del analisis combinatorio; puntos que serdn introducidos y
explicados durante el capitulo 3.

Es oportuno sefialar que para el proceso de evaluacion se propuso no solo evaluar los
aprendizajes alcanzados; sino que también se llevd a cabo un analisis exhaustivo de los errores
detectados, especialmente aquellos que derivan de un andlisis erréneo del problema, o bien, de
alguna intuicion erronea por parte de los estudiantes. También se llevé a cabo un al analisis de los
métodos de solucion validos empleados por los estudiantes que guardan relacion con aquellos

utilizados durante el proceso de instruccion.

Ahora bien, en lo que refiere a la estructura y organizacion del presente trabajo, este esta
dividido y organizado en un total de seis capitulos. En el primer capitulo se explica el fundamento
psicolégico y pedagdgico que da sustento a la propuesta de ensefianza-aprendizaje aqui
desarrollada. Por su parte, en el capitulo 2 se analizan y describen los contenidos del analisis
combinatorio que forman parte de los programas de estudio de la Escuela Nacional Preparatoria
(ENP), asi como del CCH, ambas instituciones de educacién media superior, pertenecientes a la
Universidad Nacional Auténoma de México (UNAM). Ademas, durante el segundo capitulo
también se analizan algunas de las investigaciones mas relevantes que hay con relacion a la

ensefianza-aprendizaje del analisis combinatorio.

En el capitulo 3 se presenta un analisis de la problematica actual que hay en torno a la
enseflanza-aprendizaje de las matematicas en general y, en particular, en el analisis combinatorio.
Finalmente, se introduciran los cuatro puntos que, en opinion del autor del presente trabajo, deben
guiar la planeacion y el disefio de cualquier secuencia didactica de ensefianza-aprendizaje dentro
del campo del analisis combinatorio. Estos ultimos fueron propuestos tomando en cuenta el
paradigma de la educacion matematica realista de Freudenthal (véase Goffree, 2000), las
investigaciones de Fischbein (1975), y la obra de Kline (1990).
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Los capitulos 4 y 5 presentan el desarrollo de las dos sesiones implementadas, donde cada
capitulo esta dedicada a una sesion. En ellos se describe tanto el proceso de instruccion, asi como
el proceso de evaluacion, se anexan y analizan los resultados, y se presentan las conclusiones
particulares de cada sesion. Por altimo, en el capitulo 6 se retoman y contrastan las conclusiones
mas importantes de ambas sesiones. En ese mismo capitulo también se analizard de que forma
podria mejorarse la propuesta aqui desarrollada; esto con base a los resultados de la evaluacion y

a la experiencia del autor tras la implementacion de la propuesta.



CAPITULO 1:

SUSTENTO PEDAGOGICO

En este capitulo se revisara parte del fundamento psicoldgico y pedagogico que dara sustento a la
propuesta de ensefianza-aprendizaje desarrollada en el presente trabajo. El capitulo esta dividido
en dos secciones. En la primera de ellas se explica de forma muy general las teorias de Ausubel,
Piaget y Vygotsky, las cuales han servido como punto de partida para el desarrollo de una variedad
de paradigmas y modelos pedagogicos. Entre ellos se encuentra el modelo de Aula Invertida y el
paradigma de la Educacion Matematica Realista, los cuales sirvieron de guia para el disefio y la
elaboracion de la propuesta de ensefianza-aprendizaje aqui desarrollada. Ambos modelos seran

explicados en la segunda seccion de este capitulo.
1.1 TEORIAS DEL APRENDIZAJE Y DEL DESARROLLO COGNITIVO

El desarrollo de la psicologia durante el siglo XX dio origen a una variedad de teorias que permiten
explicar y describir como se lleva a cabo el proceso de aprendizaje, asi como también el desarrollo
del conocimiento en los individuos (esto es el desarrollo cognitivo). Entre dichas teorias se
encuentran la del Aprendizaje Significativo de David P. Ausubel, las teorias de los Estadios de
Jean Piaget, y la teoria Sociocultural de Lev Vygotsky. Conviene mencionar que Moreira (1997)
enfatiza que, a diferencia de la teoria de Ausubel que se trata de una teoria del aprendizaje, las

teorias de Piaget y VVygotsky son teorias del desarrollo cognitivo.

El estudio de las teorias del aprendizaje es de relevancia en el contexto educativo y en particular
para la ensefianza de las matematicas, pues permiten conocer sobre el proceso de aprendizaje de
los individuos, y a partir de ello, disefiar propuestas de ensefianza-aprendizaje que sean efectivas
para los objetivos establecidos por cada una de las instituciones educativas del pais, y las cuales

comprenden desde la educacion basica hasta la educacion superior.

A lo largo de la presente seccion se proporcionara una breve explicacion de las tres teorias del
aprendizaje y del desarrollo cognitivo antes mencionadas, asi como también se explicaran sus
implicaciones en la ensefianza-aprendizaje de las matematicas dentro de los sistemas de educacion

media superior.
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1.1.1 Lateoria del aprendizaje significativo de Ausubel

De acuerdo con Ausubel (1963, citado en Moreira 1997), el aprendizaje significativo es el proceso
por excelencia a través del cual los estudiantes incorporan a su estructura cognitiva los nuevos
conocimientos. Un aspecto bastante relevante de esta teoria es que, a diferencia de otras teorias del
aprendizaje, la teoria de Ausubel esté orientada al contexto escolar, ademéas de permanecer vigente
hasta nuestros dias (Hernandez 1998).

El aprendizaje significativo se caracteriza por ser sustancial y no arbitrario, contrario al
aprendizaje memoristico (0 mecéanico) que consiste en la retencion literal de la informacion a
aprender. En este contexto, sustancial significa que lo que el alumno aprende no es el concepto en
su forma literal, sino el significado (o la sustancia) que yace en el mismo, y el cual puede ser
enunciado de multiples formas. Por su parte, la no arbitrariedad se refiere a que el nuevo
conocimiento debe estar conectado con aquellos conocimientos que han sido adquiridos de forma
previa por el estudiante (Moreira 1997).

La no arbitrariedad de los conocimientos toma gran importancia en el contexto de la ensefianza
de las matematicas, pues suele haber una conexion entre los resultados y de los conocimientos que
integran esta disciplina. Ejemplo de ello es que el estudio del algebra y del plano cartesiano en el
primer afio de educacion media superior es un paso necesario para el estudio de la geometria
analitica durante el segundo afio de bachillerato. Al mismo tiempo, el estudio de la representacion
grafica de la recta, asi como de la pendiente que la determina es fundamental para el estudio del

célculo diferencial durante el tercer afio de educacion media superior.

Por otro lado, Ausubel (1968, citado en Moreira 1997) menciona que existe una tercera
condicion para que pueda llevarse a cabo el aprendizaje significativo; y es que debe existir una
predisposicion por parte del individuo para aprender un nuevo conocimiento. Por esta razon, es
importante desarrollar en los estudiantes la motivacion necesaria para aprender un tema o
contenido nuevo, pues en caso contrario sera poco probable que los alumnos desarrollen un

aprendizaje significativo del mismo.

De este modo, los docentes, y en particular los docentes en matematicas tienen la obligacion de
asegurase que los alumnos cuentan con los conocimientos previos necesarios antes de la ensefianza

de un tema nuevo. En el caso de haber algin conocimiento previo deficiente por parte de los
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estudiantes, el docente debe mostrarse flexible y valerse de su ingenio para introducir los temas
necesarios previos a la ensefianza del tema nuevo. Esto Gltimo sin perder de vista que debe de

mantener la motivacion en los estudiantes para fomentar el aprendizaje.
1.1.2 Lateoria de los estadios de Jean Piaget

De forma general, la teoria de los estadios de Piaget define cuatro etapas en el desarrollo cognitivo
de los individuos, las cuales van desde las primeras conductas inteligentes posteriores al

nacimiento, hasta el desarrollo del pensamiento I6gico-deductivo durante la adolescencia.

Las cuatro etapas del desarrollo cognitivo, las cuales Piaget llama Estadios, estan jerarquizadas
y no es posible que un individuo alcance alguna de ellas sin haber pasado previamente por las
anteriores. Estas son, en orden de jerarquia, la etapa sensoriomotora, la etapa preoperatoria, la
etapa de las operaciones concretas y, finalmente, la etapa de las operaciones formales. Hernandez
(1998) resume algunas de las caracteristicas mas importantes de las cuatro etapas de la teoria

Piagetiana, y las cuales se describen de forma breve en el siguiente cuadro:

Se caracteriza porque el nifio activa y pone en practica los reflejos con
los que nace, para posteriormente desarrollar sus primeras acciones del
tipo sensoriomotor. Estos Ultimos aumentan progresivamente en
Etapa Sensoriomotora complejidad hasta desembocar en los primeros actos inteligentes donde
el nifio ya persigue un fin especifico. Otro aspecto importante de esta

(De los 0 a los 2 afios

. etapa es que el nifio comienza a percibir el mundo de forma tal que los
aproximadamente) P g P g

objetos, a pesar de que desaparecen momentaneamente, permanecen en
el mundo.

En esta etapa, el nifio ya es capaz de crearse representaciones mentales,
lo que da lugar al desarrollo del lenguaje y del dibujo. Por otra parte, es
capaz de usar conceptos incompletos (o parcialmente erréneos), y su
Etapa del Pensamiento orientacion hacia los problemas es de carécter cualitativo. Ademas, se

Preoperatorio dice que el pensamiento del nifio es egocéntrico, lo cual significa que
dificilmente tomara en cuenta su propio punto de vista y el de otras

(De los 2 a los 8 afios

. ersonas de manera simultanea. Su razonamiento es de caracter intuitivo
aproximadamente) P

(se deja llevar facilmente por las apariencias), y su moral es heteronoma
(determinada por la autoridad de los demas).
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En esta etapa, los nifios son capaces de emplear conceptos y no se dejan

llevar tan facilmente por las apariencias. Son capaces de clasificar y
Etapa de las

. seriar distintos objetos y, en particular, comprenden la nocién de ndmero.
Operaciones ) i = ) )
Ademas, su orientacién a los problemas se vuelve mas de caracter

Concretas
cuantitativo, mientras que su forma de razonamiento es del tipo
(De los 8 a los 12 afios inductivo. Su pensamiento es concreto, es decir; apegado situaciones
aproximadamente) reales. Sobre el trabajo cooperativo, son capaces de tomar en cuenta su
propio punto de vista y el de los demas. En adicidn, el nifio comienza a
formarse una moral mas auténoma (es capaz de discernir por si mismo).
Etapa de las En esta etapa, el ahora adolescente desarrolla una capacidad de
Operaciones Formales razonamiento que se caracteriza por ser del tipo hipotético-deductivo, al

. mismo tiempo que adquiere la capacidad de comprender conceptos
(De los 12 a los 16 afios o o
. abstractos que van mas alla de las situaciones reales.
aproximadamente)

La teoria de los estadios de Piaget es de relevancia para la ensefianza de las matematicas, pues
esta Ultima explica los diferentes niveles de razonamiento que adquiere un individuo de acuerdo
con la etapa del desarrollo cognitivo en la que se encuentra. De este modo, la ensefianza de las
matematicas en el bachillerato debe aspirar a que los alumnos alcancen la etapa de las operaciones
formales. Para ello, es importante aplicar las matematicas desde situaciones concretas hasta casos

con cierto grado de abstraccion.

Ahora bien, en lo que se refiere al aprendizaje del Analisis Combinatorio (rama de las
matematicas que comprende el tema del que trata la propuesta de ensefianza-aprendizaje aqui
planteada), Inhelder y Piaget (1985) investigaron las diferencias entre la forma de razonamiento
de nifios y adolescentes pertenecientes a las etapas del pensamiento preoperatorio, de las
operaciones concretas, asi como de la etapa de las operaciones formales; esto en relacion con el

calculo y la enumeracion del conjunto de combinaciones posibles de una situacion determinada.

En el siguiente capitulo se hara una descripcion breve de los resultados obtenidos por ambos
investigadores con relacion a esta ultima investigacion. Lo anterior toma relevancia porque permite

conocer tanto las dificultades, asi como también las facilidades que presenta un individuo al
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momento de razonar y llevar a cabo una tarea de conteo; esto ultimo de acuerdo con la etapa del

desarrollo cognitivo en la que se encuentra dicho individuo.
1.1.3 Lateoria sociocultural de Vygotsky

Una de las caracteristicas méas destacadas de la teoria de Vygotsky es la importancia que adquiere
el entorno social y cultural como un factor para el desarrollo cognitivo de un individuo (Moreira
1997, Hernandez 1998). Para los fines de la presente subseccidn, conviene conocer algunos de los

términos sobre los que Vygotsky edifico su teoria.

Vygotsky habla de las funciones psicoldgicas del individuo y las clasifica en dos tipos que son
las funciones psicologicas inferiores y las superiores (Hernandez 1998). Las funciones
psicoldgicas inferiores son aquellas que el ser humano tiene en comun con las demas especies del
reino animal; es decir, se tratan de aquellas funciones que hacen del ser humano una especie mas
en el mundo. Por el contrario, las funciones psicoldgicas superiores son aquellas que caracterizan
al ser humano y se desarrollan dentro del entorno social y cultural en el que se desarrolla, y dentro

de las cuales se encuentra el lenguaje.

Otro aspecto relevante de la teoria de VVygotsky es la apropiacion de signos y herramientas por
parte de los individuos (Moreira 1997, Hernandez 1998). Desde la perspectiva epistemoldgica de
la relacidn sujeto-objeto, los signos son aquellos objetos que producen una transformacion en el
sujeto, mientras que las herramientas son aquellas que el sujeto emplea para estudiar al objeto, asi

como para realizar transformaciones en este ultimo (Hernadndez 1998).

Cabe mencionar que las matematicas, en conjunto, pueden concebirse como una herramienta,
pues es a traves de ella que resulta posible estudiar y comprender la diversidad de fenémenos que
tienen lugar en el mundo. Por ejemplo, la l6gica establece las reglas que dan estructura al lenguaje,
y a partir de las cuales es posible determinar cuando una oracién es equivalente a otra, o bien,
cuando un enunciado implica a otro. Otro ejemplo es el caso del Analisis Combinatorio, rama de
las matematicas que permite cuantificar el nimero de formas posibles como puede llegar a ocurrir

un fendmeno o un conjunto de fendmenos determinados.

Por otro lado, dentro de las mismas matematicas se emplean una diversidad de signos (como es
el caso de los digitos, los simbolos de las operaciones basicas, las variables, etc.) y herramientas

(el &baco, la calculadora, la regla, el compas, etc.) que son de relevancia para el estudio y el
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desarrollo de esta disciplina. A su vez, estas cumplen una funcion en la ensefianza y el aprendizaje

de las mismas matematicas.

Ahora bien, en un contexto mas general, Moreira (1997) clasifica a los signos en un total de

tres clases, y estas son:

a)

b)

Indicadores: se refiere al caso de aquellos signos que definen una relacion de causa y
efecto. Por ejemplo: las ojeras en una persona significan que dicha persona no ha dormido
lo suficiente (causa: falta de suefio, efecto: ojeras).

Iconicos: son representaciones graficas (o iméagenes) e intuitivas del objeto o fendmeno
que representan. Ejemplo de este tipo de signos son los denominados ‘emojis’ que hoy en
dia se emplean en las redes sociales para expresar acciones, sentimientos y emociones por
parte de quienes los usan.

Simbdlicos: son representaciones abstractas de aquello que simbolizan. Ejemplo de este
tipo de signos son las letras del alfabeto que representan los diferentes sonidos del lenguaje
oral; asi como también las palabras que con ellas de construyen (la palabra ‘casa’ escrita o
pronunciada se refiere a una edificacién en la que habita una persona o una familia). Otro
ejemplo son los simbolos usados por algunas culturas para representar a l1os nimeros
enteros positivos, como es el caso de los nimeros arabigos (1, 2, 3, etc.) y los nimeros

romanos (I, 11, 111, 1V, etc.).

A un conjunto de signos con determinada funcién social o cultural se le denomina sistema de

signos. Ejemplos de ellos son el lenguaje oral, el lenguaje escrito, los sistemas de numeracion, el

lenguaje musical (tono y tiempo), entre otros. De acuerdo con Vygotsky (citado en Moreira 1997),

es a través de la internalizacion de los sistemas de signos y herramientas que se lleva a cabo el

desarrollo cognitivo del individuo. Sobre este punto, Hernandez (1998) enfatiza que:

A partir de una serie de estudios realizados por Vygotsky y sus colegas, se demostrd que el
desarrollo psicoldgico debe ser entendido como una serie de transformaciones cualitativas,
asociadas con cambios en el uso de los instrumentos psicoldgicos [herramientas y sistemas de
signos]. En este sentido, se producen cambios en las formas de mediacion, los cuales hacen que
los sujetos realicen operaciones mas complejas (de orden cualitativamente superior) sobre los
objetos (p. 222).

Cabe destacar que si hay algo que caracteriza a las matematicas es que esta disciplina

comprende su propio sistema de signos; ultimo que ha evolucionado a traves de la historia y el
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cual presenta variaciones de un pais a otro, e incluso de una comunidad a otra. Ejemplo de ello es
que desde la educacion prescolar se ensefia a los nifios a representar los primeros nimeros a través
de diez signos llamados digitos. Méas adelante, en la educacién primaria, se les ensefia a representar
nimeros mas grandes y a operar con ellos; y para ello se introducen simbolos que permitan

representar las cuatro operaciones basicas.

Hoy en dia, para bien o para mal, el sistema de signos empleado en matemaéticas es vasto, y
comprende desde los simbolos elementales introducidos en la educacion basica, hasta aquellos
simbolos que se emplean en las matematicas mas avanzadas, ultimas que tienen lugar en el ambito
profesional. De este modo, cada estudiante debe internalizar una parte del sistema de signos que
integra esta disciplina, esto Gltimo con base en el nivel educativo que se encuentra cursando y de

acuerdo con las funciones que este desempefie.

Un altimo punto por destacar sobre la teoria de Vygotsky es la funcion que desempefia la
interaccion social para el desarrollo cognitivo del individuo. De acuerdo con Vygotsky (citado en
Moreira 1997), el conocimiento primero se construye en conjunto con los demas integrantes de

una sociedad para que posteriormente sea internalizado por el individuo.

Este ultimo aspecto de la teoria de Vygotsky ha inspirado uno de los paradigmas en educacién
mas importantes que es el paradigma de la cognicion situada, ultimo que también es aplicable a la
ensefianza-aprendizaje de las matematicas. Bajo este paradigma, las matematicas deben ser
ensefiadas tomando como referencia el contexto social y cultural en el que se desenvuelven los

estudiantes, y nunca deben ser ensefiadas como algo ajeno a ello.

El paradigma de la cognicién situada, el cual sera abordado con mas detalle en la siguiente
seccion, también guarda relacion con la teoria del aprendizaje significativo de Ausubel, pues al
ensefar las matematicas haciendo enfasis en el contexto social y cultural de los estudiantes, se esta
dando significado a los contenidos planteados, pues se esta creando una conexion entre el contexto

social y cultural que es familiar a los estudiantes con los con los contenidos planteados.

Bajo el enfoque vygotskyano, el aprendizaje se concibe como el proceso a través del cual el
individuo internaliza los sistemas de signos y las herramientas; esto Gltimo en un proceso donde
ambos son definidos y adquiridos a través de la interaccion social con otros individuos de la misma
comunidad (Moreira 1997).
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En lo que al docente se refiere, Hernandez (1998) concibe al profesor como un guia quien
interactta con el estudiante con el proposito de instruirlo sobre aquellos saberes que el estudiante
debe adquirir. Sin embargo, el profesor debera ceder al alumno, de forma paulatina, el control de
su propio proceso de aprendizaje, fomentando asi el desarrollo de su autonomia. En el proceso, el
docente también debera fomentar la interaccion social entre sus estudiantes, esto a través de
permitir el intercambio de ideas y opiniones entre ellos, y de tal modo que los conocimientos y las

ideas se construyan de forma colaborativa.
1.2 MODELOS PEDAGOGICOS

Una de las funciones méas importantes que desempefia el docente es definir cuéles son los fines
que espera lograr con sus estudiantes. Para ello, el profesor tendra que valerse de todo su ingenio
con el propdsito de hallar el mejor de los medios que le permita alcanzar cada uno de los objetivos

definidos.

En lo que a los fines se refiere, toda propuesta de ensefianza-aprendizaje debe partir de objetivos
bien definidos que determinen una direccion para su disefio, asi como para su elaboracion e
implementacién. Para ello, existen modelos pedagdgicos que permiten definir de forma clara y
especifica cudles son los objetivos propuestos para el disefio de una propuesta de ensefianza-
aprendizaje. Ejemplos de estos son el modelo de objetivos de aprendizaje y el modelo de
competencias, Gltimos que se tomaron como referencia para definir los objetivos de la propuesta

de ensefianza aprendizaje aqui presentada.

Ahora bien, en lo que a los medios se refiere, las teorias de aprendizaje y del desarrollo
cognitivo dieron paso a una diversidad de modelos pedagdgicos de ensefianza-aprendizaje que
guian el disefio de una secuencia didactica que permita lograr los fines propuestos. Algunos de
ellos son el modelo de aula invertida y el paradigma de la educacion matematica realista, Gltimos

que también se tomaron como referencia para el disefio e implementacién de la propuesta.

A lo largo de la presente seccion se introduciran y explicaran de forma breve cada uno de los
modelos pedagogicos que sirvieron guiaron el disefio, elaboracion e implementacion de la

propuesta.
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1.2.1 Laensefianza basada en objetivos de aprendizaje.

Un problema que se presenta a menudo en las instituciones de educacion media superior es que
los docentes se dedican a cubrir el temario del curso con el Unico proposito de transmitir a sus
alumnos la informacidn referente a los contenidos del programa. En tal caso, se pierde de vista lo
verdaderamente importante: ;Cuéles son los aprendizajes que el alumno debe adquirir a lo largo

del curso?

En relacién con la cuestion anterior, Fallahi (2011) sugiere que los docentes no deberian
preocuparse por cubrir la totalidad de los temas que integran un programa de estudio, de tal modo
que les sea posible centrarse en aquellos temas que, a su juicio, sean relevantes para la formacion
de los estudiantes. Fallahi también destaca la importancia de disefiar actividades que fomenten una
participacion activa por parte de los estudiantes y para las cuales sea necesario aplicar los
aprendizajes adquiridos sobre un contexto de la vida real, ya sea en el &mbito personal, en el social,
0 bien, en el profesional.

De ahi que, al principio del curso, y en particular, al principio de cada unidad tematica, el
docente debe darse a la tarea de definir cuéles son los objetivos de aprendizaje que espera lograr
en sus alumnos, y los cuales seran el esqueleto del curso mismo. De acuerdo con Zarzar (2009)
“De los objetivos planteados dependera la estructuracion del contenido, la organizacion del curso,
el disefio de actividades de aprendizaje dentro y fuera del aula, asi como los criterios y mecanismos

de evaluacion” (p. 17).

No existe un modelo Unico para definir los objetivos de ensefianza-aprendizaje que guiaran el
disefio de un curso o unidad tematica. Sin embargo, uno de los modelos mas empleados por los
docentes para dicho proposito es la Taxonomia de Bloom, a través de la cual es posible definir los

objetivos de ensefianza-aprendizaje dentro de seis niveles que son:

1) Conocimiento: recuerdo de la informacion en su forma literal.

2) Comprension: se refiere a la asimilacion del contenido sustancial de la informacion; es
decir, a la asimilacion del significado de la informacion.

3) Aplicacién: hacer uso de la informacion ensefiada.

4) Andlisis: descomposicion de la informacion en las partes que lo constituyen, asi como la

revision de dichas partes.
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5) Sintesis: Integracion de las partes que componen la informacién con el proposito de formar

un todo.

6) Evaluacion: emitir un juicio sobre la informacion adquirida.

Por su parte, Zarzar (2009) plantea que los objetivos de aprendizaje deben definirse con base
en tres categorias generales, que son: la adquisicion de informacion, el desarrollo de capacidades
y el desarrollo de la subjetividad. A su vez, las anteriores abarcan distintos rubros los cuales se

presentan de forma resumida en el siguiente cuadro:

ADQUISICION DE
LA INFORMACION

Conocer la informacidn: es el equivalente al primer nivel de la taxonomia
de Bloom, en el que el alumno recuerda la informacién, aunque no exista

una comprension como tal de la misma.

Comprender la informacién: es el equivalente al segundo nivel de la
taxonomia de Bloom, en el cual el alumno es capaz no sélo de recordar la
informacioén, sino también de explicarla o parafrasearla (con sus propias

palabras).

Manejar la informacion: es el equivalente al tercer nivel de la taxonomia
de Bloom, y se refiere a que el alumno sea capaz de emplear la informacion

en diferentes contextos.

DESARROLLO DE
CAPACIDADES

Lenguajes: se refiere al aprendizaje y constante desarrollo de los distintos
tipos de lenguaje. Estos abarcan desde un idioma en su forma verbal y
escrita hasta los lenguajes de programacion, el lenguaje algebraico, el
lenguaje de sefias, entre otros.

Habilidades de pensamiento: se refiere a aquellas capacidades de caracter
intelectual. Entre ellas encontramos el andlisis, la sintesis, que
corresponden con el cuarto y quinto nivel (respectivamente) de la
taxonomia de Bloom. Zarzar (2009) también incluye habilidades como son
la induccion, la deduccion y la abstraccion. Aunque Zarzar no las
menciona, aqui también se deben incluir la reflexion, la intuicion y la
argumentacion (estas Gltimas seran explicadas mas adelante en el presente

trabajo).




MAT. ALBERTO SANTANA CRUZ

Destrezas fisicas 0 motoras: son aquellas capacidades del tipo motriz. Por
ejemplo, a manejar un automovil, tocar un instrumento o practicar un

deporte exige el aprendizaje de cierto tipo de capacidades motrices.

Métodos: de acuerdo con la Real Academia Espafiola (RAE), un método
DESARROLLO DE

CAPACIDADES

es “un modo de decir o hacer con orden”. Zarzar (2009) menciona los
métodos de investigacion, los procedimientos de trabajo y los métodos de
estudio, entre otros. En matematicas existen una diversidad de métodos de
calculo; sin embargo, a menudo se requiere proponer y evaluar nuevos

métodos para situaciones especificas.

Habitos: la RAE define los habitos como una conducta que se lleva a cabo
de forma periddica y repetitiva. Zarzar (2009) menciona el habito de

estudio, de trabajo, los habitos personales, entre otros.

Actitudes: Zarzar (2009) define las actitudes como “... [la] predisposicion
DESARROLLO DE

LA SUBJETIVIDAD

aprendida a responder positiva o negativamente a cierto objeto, situacion,
institucion o persona” (p. 24), y entre ellas considera la responsabilidad, el

profesionalismo, el respeto hacia los demés y hacia uno mismo, entre otros.

Valores: para Zarzar (2009) los valores son aquellas cualidades que
contribuyen a la formacion moral de los individuos. Entre ellos menciona

la honestidad, la ética, la paz, la democracia, entre otros.

Con base en las tres categorias de la tabla anterior, Zarzar (2009) clasifica los objetivos de
aprendizaje en dos tipos: los objetivos informativos (referentes a la adquisicién de la informacion)
y los objetivos formativos (referentes al desarrollo de capacidades y al desarrollo de la
subjetividad). De acuerdo con este autor, los objetivos informativos estan directamente
relacionados con los contenidos tematicos que integran una materia y pueden ser concebidos como
una meta que debe ser alcanzada al término del curso. Por su parte, los objetivos formativos van
mas allad de los contenidos de un curso, pues lo que plantean es contribuir al desarrollo de
cualidades que dificilmente seran perfeccionadas a través de un tnico curso, ni a través de una sola

materia o disciplina.
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En lo que a la ensefianza de las matematicas se refiere, es importante que el docente identifique
cuéles son las habilidades y actitudes que un alumno debe desarrollar en relacion con esta
disciplina. En matematicas es fundamental el desarrollo de capacidades como son la intuicion, la
argumentacion, el pensamiento inductivo, el razonamiento légico-deductivo, el pensamiento
reflexivo, la aplicacion de métodos para la solucién de problemas, asi como el disefio de métodos
novedosos que cubran las deficiencias de los ya existentes. También es importante fomentar
hébitos como son el de la lectura y la investigacion, y actitudes tales como la curiosidad y la
perseverancia; todas ellas de relevancia para el aprendizaje de la disciplina.

1.2.2 Laensefianza basada en competencias

Otro de los modelos que permiten fijar los fines de una propuesta de ensefianza-aprendizaje es el
modelo basado en la adquisicion de competencias. De acuerdo con Zarzar (2010), “una persona es
competente cuando nos consta que es capaz de hacer algo bien hecho. Una competencia, por lo
tanto, es la demostracion de la capacidad para hacer algo bien hecho” (p. 1). De este modo, una

competencia debe comprender los siguientes tres elementos:

a) Se trata de una capacidad que se demuestra.
b) Es una capacidad para hacer algo.

c) Ese algo debe estar bien hecho.

Bajo un enfoque de ensefianza de competencias, el docente debe darse a la tarea de identificar
cudles son las competencias que desea que sus alumnos adquieran a lo largo del ciclo escolar, y a
partir de ahi disefiar la estructura del curso. De este modo, serdn las competencias las que
determinaran cudles son los contenidos que deberan ser abordados a lo largo del ciclo escolar, y

no al revés (Zarzar, 2010).

Para ello, Zarzar (2010) propone que los docentes deben responder las tres preguntas que les
permitiran determinar cuales son las competencias que espera los alumnos adquieran. Estas son

las siguientes:

1) ¢Qué capacidad quiero que el alumno desarrolle?
2) ¢Qué debe aprender a hacer con esas capacidades?

3) ¢Como me va a demostrar que ya es capaz de hacer eso?
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De este modo, la descripcion de una competencia dentro de un plan de estudios debera contener

los siguientes elementos:

1) El verbo activo: se refiere a la accion que el alumno debe ser capaz de hacer una vez que
ha adquirido la competencia.

2) El objeto sobre el que recae la accion: el docente debe determinar cuéles serdn los
productos o conductas observables que demostraran si el alumno ha adquirido la
competencia en cuestion.

3) Elementos adicionales: se refiere a condiciones especificas y adicionales que recaen sobre

el verbo activo, o bien, sobre el producto (o conducta) esperado.

En adicion, el docente debe darse a la tarea de identificar cuales son los conocimientos,
habilidades y actitudes que un alumno debe adquirir para desarrollar la competencia propuesta. En
este caso, los objetivos de ensefianza-aprendizaje vistos en la seccion anterior pasan a definirse
como los requisitos cognitivos (adquisicion, comprension y aplicacion de la informacién),
procedimentales (desarrollo de lenguajes, habilidades, destrezas y métodos) y actitudinales

(habitos, actitudes y valores) que forman parte integral de una competencia (Zarzar 2010).

Para el disefio de la propuesta de ensefianza-aprendizaje aqui presentada se tomé como base el
modelo de competencias. La razon de esto es que la propuesta no se limita a que los alumnos
conozcan y comprendan el principio fundamental del conteo. Por el contrario, se definié como
proposito que los estudiantes sean capaces de aplicar dicho principio en la resolucién de problemas
contextualizados de conteo; es decir, en problemas donde los alumnos tengan que realizar el conteo
de un conjunto numeroso de formas o posibilidades sobre situaciones que sean familiares a su

entorno personal y social.
1.2.3 El modelo de aula invertida

El modelo de aula invertida (o flipped classroom por su nombre en inglés) es un modelo de
ensefianza-aprendizaje que se caracteriza por invertir las actividades que los estudiantes
desempefian dentro y fuera del aula con respecto al modelo tradicional. Para describir mejor el

modelo, conviene hacer una breve narracién de su historia.

El origen del modelo es atribuido a Eric Mazur, un profesor de fisica de la Universidad de

Harvard quien, a principios de los 90’s, propuso e implement6 este modelo bajo el nombre de
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instruccidn entre pares (peer instruction en inglés). En su obra, Mazur (1997) relata dos sucesos
que fueron decisivos para la propuesta e implementacion del modelo. Primero, Mazur observé que
sus estudiantes se dejaban llevar por intuiciones falsas adquiridas a través de la experiencia, aun
cuando estas se contradecian con los hechos cientificos abordados en clase. Sobre el segundo
suceso, Mazur relata que al principio del semestre solia entregar a sus estudiantes un compendio
de sus notas de clase; esto para ahorrarles el trabajo de escribir sus propias notas, y con el proposito
de que prestaran mayor atencién a la clase. Sin embargo, algunos de sus estudiantes le reclamaron
porque su clase se limitaba a reproducir las notas que él mismo habia entregado con anterioridad.

Frente a los hechos anteriores, Mazur reflexiond y puso en marcha un modelo que consiste en
solicitar a sus estudiantes leer las notas de clase (0 en su defecto el libro de texto) como una
actividad extra-clase previa a la sesion, de tal modo que las sesiones fueran utilizadas para
implementar actividades que requieran de una mayor participacion por parte de los estudiantes.
Dichas actividades estarian enfocadas a profundizar los temas y discutir sobre aquellas cuestiones
que van en contra de la intuicion general de los estudiantes:

El objetivo principal de la Instruccion en Pares es aprovechar la capacidad de interaccion de

los estudiantes durante las sesiones y enfocar su atencion en subrayar los conceptos. En lugar

de presentar el nivel de detalle cubierto por el libro de texto o las notas de clase [del profesor],
las sesiones consisten en presentaciones cortas de puntos clave, cada una seguida de un
cuestionario de conceptos — preguntas conceptuales cortas sobre el tema a discutir. Primero se
les da tiempo a los estudiantes para formular respuestas y después se les solicita discutir dichas
respuestas con sus demas compafieros. Este proceso (a) obliga a los estudiantes a pensar bien

los argumentos desarrollados, y (b) les proporciona (asi como al docente) un camino para
evaluar su nivel de comprension sobre el concepto. (Mazur, 1997, p. 10, trad.)

Afos més tarde, a finales de los 90’s, un grupo de profesores de economia de la Universidad de
Miami aplicaron el modelo (Lage, Platt y Treglia, 2000) bajo el nombre de invertir el aula
(inverting the classroom en inglés); aunque con una metodologia y recursos diferentes de los
utilizados por Mazur. Para ello, los profesores se valieron de herramientas digitales;
especificamente, presentaciones en PowerPoint con sonido, asi como hojas de trabajo y

videograbaciones donde se desarrolla el tema a trabajar.

Por otra parte, Baker (2000) presento el modelo bajo el nombre de la vuelta del aula (the
classroom flip en inglés), y para ello utilizé programas en la web disefiados especificamente para
realizar cursos en linea. Baker vio en dichos programas un medio a través del cual los estudiantes

podian tener acceso a textos digitalizados que debian leer como una actividad previa a la clase.



MAT. ALBERTO SANTANA CRUZ

Para garantizar que los estudiantes llevaran a cabo la lectura de los textos correspondientes, Baker
considera importante la implementacidn de cuestionarios, los cuales deberan ser resueltos por los
estudiantes como una actividad complementaria. Por su parte, el tiempo de las sesiones es
destinado para: 1) aclarar cualquier duda que los estudiantes puedan plantear, 2) expandir el
conocimiento a través de un ambiente de didlogo favorezca la oportunidad de compartir alguna
experiencia personal o algun conocimiento que guarde relacidn con el tema en cuestion, 3) aplicar
el conocimiento adquirido en diversas situaciones, y 4) practicar lo aprendido a través del trabajo
colaborativo y del pensamiento creativo.

Maés tarde, en el afio 2006, los profesores de quimica Jonathan Bergmann y Aron Sams de la
Woodland Park High School propusieron una solucion ante la problemética de que sus estudiantes
tenian dificultades para asistir a clase por causa de las actividades extracurriculares. Ellos se
enteraron de la existencia de un programa que permitia anexar grabaciones de voz a las
presentaciones de PowerPoint y convertir ambas cosas en un archivo de video unico que podia ser
distribuido via internet. Asi, en el afio 2007, comenzaron a editar una serie de videos con el
proposito inicial de que aquellos estudiantes que no podian asistir a alguna de las sesiones tuvieran

acceso a los contenidos trabajados durante la clase.

Sin embargo, Bergmann y Sams no tardaron en darse cuenta de que los estudiantes no tenian
dificultades para adquirir la informacion que se les presentaba en las grabaciones. Por el contrario,
las dificultades surgian al momento de asimilar y aplicar los conocimientos que estas desarrollan.
De este modo, ambos profesores acordaron invertir las actividades que normalmente se realizaban
dentro y fuera del horario de clase; de tal modo que ahora los estudiantes revisarian la informacion
presentada en las videograbaciones como una actividad extra-clase, mientras que el tiempo en el
aula seria utilizado para aclarar dudas y realizar otras actividades que exigen una mayor actividad

por parte de los estudiantes.

De acuerdo con Bergmann y Sams (2012), sus videos se volvieron populares entre estudiantes
y profesores de todo el mundo, y su obra contribuyé a la popularizacion del modelo. Casi al mismo
tiempo, el modelo de aula invertida también fue popularizado por Salman Khan, fundador de la
hoy conocida Khan Academy; una plataforma a través de la cual los estudiantes y profesores tienen

acceso a una diversidad de videos y contenidos en linea donde se introducen temas sobre
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matematicas y otras disciplinas. Su trabajo fue dado a conocer en su charla de las conferencias

TED 2011, con lo que contribuy6 a la popularizaciéon del modelo.

Como se infiere de la historia del modelo de aula invertida, lo que este propone es invertir las
actividades que los estudiantes realizan dentro y fuera del aula con respecto al modelo tradicional.
Bajo el modelo tradicional, el tiempo de clase es destinado para que los profesores den una charla
o conferencia de los contenidos a trabajar, de tal modo que los estudiantes se limitan a recibir
pasivamente la informacidn transmitida por los profesores. Luego, los profesores dejan actividades
que los estudiantes deberan trabajar fuera de clase para asimilar, aplicar y profundizar los temas
vistos en clase. Por su parte, lo que hace el modelo de aula invertida es invertir el momento y el

lugar en el que se llevan a cabo dichas actividades.

Bajo este ultimo modelo, el profesor ahora debe proporcionar a los estudiantes el material
necesario (documentos, videos, grabaciones, etc.) que les permita adquirir la informacion basica
respecto al tema que se pretende desarrollar; para ello se les encomienda revisar el material como
una actividad extra-clase previa a la sesién de trabajo. Ya en clase, la tarea del profesor es
retroalimentar a los estudiantes y, mas importante ain, proponer y mediar actividades que
requieran de una participacion activa por parte de los mismos. Esto Gltimo favorece el trabajar
niveles mas altos de la taxonomia de Bloom, tales como son la aplicacion del conocimiento, el

analisis, la sintesis y la evaluacion (Jordan, Pérez y Sanabria, 2014).

Es importante hacer la aclaracion de que, aunque el modelo de aula invertida se ha popularizado
bajo la idea de usar materiales del tipo audiovisual, el modelo no se restringe al uso de este tipo de
materiales como medio Unico para la adquisicién de informacion por parte de los estudiantes. Un
profesor que desee implementar el modelo puede apoyarse de las tecnologias de la informacién y
de la comunicacion (TIC), pero no es un elemento necesario, ni tampoco es lo que define al
modelo. El modelo de aula invertida no se define por los materiales y herramientas que con él se
implementa, sino por la accion de invertir las actividades que los estudiantes realizan dentro y
fuera del aula; de tal modo que ahora adquieren la informacion fuera del horario de clase, mientras
que en las sesiones se implementan actividades que favorecen su participacion activa. Sobre este
punto, Correa (2015) sefiala que:

Como podemos ver, invertir el aula no se trata de la tecnologia, sino de la pedagogia. Es
innegable que la tecnologia puede mejorar la forma de invertir el aula de la misma forma en
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que puede mejorar la forma de explicar un tema. El punto de ambos, de este paradigmay de la
pedagogia critica, es expandir los objetivos de aprendizaje a través de transferir la
responsabilidad del aprendizaje al estudiante. Ahora, es el estudiante quien, después de asimilar
la informacién desde su casa, debe presentarse a clase y poner en préctica el conocimiento
adquirido (p. 120, trad.).

Aqui conviene mencionar que, para la implementacién de la presente propuesta de ensefianza-

aprendizaje, se optd por elaborar un material de lectura en lugar de realizar la grabacion de una

videoconferencia. EI material esta compuesto por dos textos (anexos A 'y B) que fueron disefiados

de tal modo que su lectura permita a los estudiantes retomar sus conocimientos previos,

profundizar en ellos, y enlazarlos con el tema de la propuesta.

Hay cuatro razones por las cuales se optd por la elaboracion de un material de lectura en lugar

de la edicion de una videoconferencia (o de utilizar videos realizados por terceros); razones que

van mas alla de las dificultades y los recursos que suponen la edicion de material audiovisual. Las

razones son las siguientes:

a)

b)

d)

La elaboracion de un material propio permite dar un enfoque personalizado de acuerdo con
los objetivos de la propuesta; por dar un ejemplo, el texto del anexo B no se limitd a s6lo
introducir el principio fundamental del conteo y sus fundamentos, sino que también se
ejemplificaron y explicaron algunos casos en los que no es posible aplicar el principio para
realizar el conteo de un conjunto de elementos.

Presentar la informacion a través de un texto permite a los estudiantes hacer pausas en
aquellos fragmentos que le exigen un mayor grado de reflexion y comprension, de tal modo
que cada estudiante puede leer el texto a su propio ritmo.

Los estudiantes pueden utilizar estrategias (tales como el subrayado) que les permitan
identificar las ideas principales y los conceptos importantes; por lo que sera mas facil
identificar y recapitular una idea en caso de tener que consultarla mas adelante.

No se puede negar que la prensa escrita sigue y seguira teniendo un papel crucial en la
difusion de la informacion (ya sea a traves de medios impresos o digitales); razon por la

que es crucial fomentar el habito de la lectura en los estudiantes.
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1.2.4 El paradigma de la cognicién situada

Un punto importante que los docentes deben tener en cuenta en su dia a dia, es que los alumnos
adquieren aprendizajes més alla del aula. Aprenden cuando visitan un museo, cuando leen un
articulo periodistico, cuando ven un documental en la TV y cuando interaccionan con otras
personas (familia y amigos principalmente). Por esta razén, han surgido modelos pedagdgicos los
cuales plantean la necesidad de guiar el proceso de ensefianza-aprendizaje a partir del contexto
social y cultural en el cual se desarrollan los alumnos. Uno de estos modelos pedagogicos es el
paradigma de la cognicion situada. De acuerdo con Diaz Barriga (2013):

Los tedricos de la cognicion situada... cuestionan la forma en que se ensefian aprendizajes

declarativos abstractos y descontextualizados, conocimientos inertes, poco Utiles y escasamente

motivantes, de relevancia social limitada... donde el conocimiento se trata como Si fuera

neutral, ajeno, autosuficiente e independiente de las situaciones de la vida real o de las practicas
sociales de la cultura a la que se pertenece (p. 3).

El paradigma de la cognicion situada plantea la necesidad de orientar el proceso de ensefianza-
aprendizaje de tal modo que los estudiantes se desarrollen tanto en un contexto individual como
también en el social. Bajo este paradigma, se espera que los alumnos adquieran conocimientos que
les resulten utiles para su vida personal y la social. De este modo, los docentes deben darse a la
tarea de disefiar actividades que sean ricas en contexto personal, social y cultural para guiar el
aprendizaje de sus estudiantes.

En lo que se refiere al campo de las matematicas, el paradigma de la cognicién situada esta
implicito en otro paradigma denominado como educacion matematica realista, y el cual es
atribuido a los trabajos realizados en el Instituto para el Desarrollo de la Educacién Matemaética
bajo la direccion de Hans Freudenthal (Goffree, 2000). Dicho paradigma se fundamenta bajo la
premisa de que la educacion matematica debe partir de aquellos conocimientos que los alumnos

han adquirido en su dia a dia, y no necesariamente dentro del contexto escolar.

De lo anterior surge la necesidad de hacer de las matematicas algo concreto, para lo cual Goffree
(2000) sefala que:

La palabra concreto a menudo se interpreta en el sentido de manipulativo, algo que, incluso
para los nifios mas pequerfios, es solo parte de la verdad. Concreto no significa Gnicamente
materializable, sino también algo que puedan imaginar facilmente, por ejemplo, un viaje en
autobus (p. 155).
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El paradigma de la educacion matematica realista da importancia al contexto en el cual se
desenvuelven los alumnos, y que debera ser tomado en cuenta como un punto de partida para
abordar los temas a cubrir. De este modo, el docente debe darse a la tarea de conectar los
contenidos matematicos con las situaciones que los alumnos viven en su dia a dia, incluyendo

aquellas experiencias que han adquirido fuera del contexto escolar.

En adicién, Goffree (2000) menciona la existencia de cinco principios de ensefianza y cinco
principios de aprendizaje, los cuales sirven como esqueleto de una educacion matematica realista.

Estos principios son los siguientes:

Principios de aprendizaje de una educacion
matematica realista

Principios de ensefianza de una educacion

matematica realista

Construccion: el estudiante no absorbe el

conocimiento matematico, sino que lo construye.

Bases concretas para la orientacion: el docente debe
hacer de las matematicas algo concreto; es decir,
partir del contexto del alumno para abordar los

contenidos de matematicas.

Subiendo el nivel: el proceso de aprendizaje de las
matematicas se da en diferentes niveles, que van
desde las primeras nociones (intuitivas) del nifio,

hasta las matematicas formales de los profesionistas.

Modelos: proporcionar a los alumnos modelos de
pensamiento a partir de alguna situacion concreta, de
tal modo que puedan analizarla y aplicarla a otro tipo

de situaciones.

La reflexion: la RAE define el verbo reflexionar
como: pensar atenta y detenidamente sobre algo. La
reflexion es el proceso a través del cual un individuo

asimila y se apodera del nuevo conocimiento.

Momentos de reflexion: el docente debe fomentar la
reflexion en sus alumnos sobre los conceptos y
métodos matematicos abordados, asi como sobre sus

aplicaciones.

El contexto social: las personas también aprenden de

forma colaborativa. Los estudiantes deben

intercambiar ideas con otros estudiantes, establecer
acuerdos y enfrentarse a posturas que difieren de las

personales.

Lecciones de matematicas interactivas: el profesor

debe fomentar la interaccion social entre sus
estudiantes, y encaminarla hacia un aprendizaje

colaborativo del nuevo conocimiento matematico.
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Estructuracion: este principio hace referencia a la
teoria piagetiana. El nuevo conocimiento es
asimilado, o bien, requiere de una acomodacion del

conocimiento matematico previo que dé lugar a la

Entretejer los hilos del aprendizaje: para hacer de las
matematicas algo concreto, el docente debe darse a la
relacionar el conocimiento

tarea de nuevo

matematico con situaciones de la vida real, o bien, de

asimilacion del nuevo conocimiento. De este modo, || otras areas del conocimiento (matematizacion

el conocimiento matematico se concibe como una || horizontal). Por otra parte, el nuevo conocimiento

estructura integrada de conocimientos relacionados || matematico también debe relacionarse con el

entre si, y también relacionados con otros || conocimiento matematico previo, dando un sentido

conocimientos del mundo real. I6gico a los contenidos de la materia (matematizacion

vertical).

Es conveniente que los docentes en matematicas tengan presentes los cinco principios de
ensefianza-aprendizaje antes mencionados al momento de disefiar la secuencia didactica de los
temas a impartir. En particular, cabe resaltar la importancia de la reflexion en el proceso de
ensefianza-aprendizaje, pues es a traveés de la reflexion que los alumnos se plantean preguntas sobre
el nuevo conocimiento, acto que los lleva a desarrollar un mayor grado de profundidad sobre tales

conocimientos.

Por su parte, Bishop (2000) menciona la existencia de dos constructos que son de relevancia
para la educacion matematica; estos son la etnomatematica y la alfabetizacién numérica. De
acuerdo con este autor, la etnomatematica “se refiere tanto al estudio de las relaciones entre las
matematicas y la cultura como a las practicas matematicas concretas que se llevan a cabo dentro

de las comunidades donde se halla ubicada la escuela” (p. 40).

Por su parte, la alfabetizacion numérica se define como “...[el] conocimiento de las
matematicas necesarias para vivir en sociedad como individuo plenamente funcional” (Bishop,
2000, p. 40). La etnomatematica, al igual que la alfabetizacién numérica, plantean la importancia
de que los investigadores en matematica educativa, asi como los docentes, se den a la tarea de
conocer cuales son las practicas matematicas que desempefian las personas dentro de su comunidad
(en el ambito personal, familiar, social y profesional), esto con el propdésito de encaminar la
ensefianza de las matematicas en una direccién que permita formar estudiantes con conocimientos

matematicos de relevancia para la vida.
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Kline (1990), quien hace una fuerte critica a lo que él llama la ensefianza moderna de las

matematicas, destaca la importancia de que las matematicas deben ser ensefiadas sobre un contexto

en el cual se muestre su utilidad y aplicabilidad en el mundo real:

Naturalmente, la matematica no es un campo aislado y autosuficiente de conocimientos. Existe
sobre todo para ayudar al hombre a comprender y dominar el mundo fisico y también, en alguna
medida, los mundos econdmico y social. La matematica esta al servicio de determinados fines
y propositos. Si no fuese asi, no habria lugar para ella en los programas de ensefianza. Si las
matematicas son objeto de gran demanda y se les concede tanta importancia, la razon es que
son un instrumento de gran ayuda (p. 92).

Por su parte, Bishop (2000) define seis categorias de practicas matematicas que, él considera,

estan presentes en todas las culturas del mundo, razén por la que deben ser concebidas como una

parte integral de la alfabetizacion numeérica. Estas categorias son contar, localizar, medir, disefiar,

jugar y explicar, las cuales también pueden considerarse como habilidades matematicas que los

individuos deben desarrollar como parte de su formacion. En el siguiente cuadro se explica de

forma resumida cada una de las categorias antes mencionadas.

CONTAR

Es una de las actividades mas comunes que llevan a cabo las personas en su dia
a dia. Desde cosas tan basicas como contar el dinero o los dias del afio, hasta
otras mas sofisticadas como elaborar estadisticas en relacion con diversos temas
de alta relevancia social. Por tanto, contar no se limita al caso de cantidades

pequefias, sino que también se incluye el conteo de cantidades grandes.

LOCALIZAR

Esté relacionado con el estudio del plano y del espacio euclidiano. Su relevancia
social se ve reflejada en actividades a diferentes escalas; como construir una
casa con una orientacion adecuada para aprovechar la luz natural, elaborar un
proyecto para conectar dos ciudades mediante una carretera o, incluso, poner en
Orbita un satélite alrededor de la Tierra.

MEDIR

Al igual que contar, medir es una de las actividades mas comunes que el ser
humano lleva a cabo en su dia a dia. Hoy en dia existe la necesidad de medir
casi todo: se mide la distancia, la temperatura, la fuerza, el volumen de un
liquido, la masa de una sustancia, etc. Medir no se limita al caso de magnitudes
fisicas, sino también de cualidades abstractas (como es el caso de usar un

instrumento para calificar el desempefio de un alumno durante un ciclo escolar).
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DISENAR

El hombre se enfrenta a la necesidad de disefiar objetos para llevar a cabo
diferentes fines. Al igual que los puntos anteriores, esto puede darse a diferentes
escalas; desde el disefio de un instrumento de tamafio menor (una calculadora,
una prenda de vestir, etc.), hasta objetos de gran tamafio (como una casa o un
satélite). Disefiar tampoco se limita a objetos que ocupen un espacio fisico,
también se incluye el disefiar un programa de computadora o, incluso, la

planeacion de una clase o actividad.

JUGAR

Los juegos también son parte de la vida cotidiana de las personas, y es bien
sabido que una cantidad considerable de ellos guardan una estrecha relacion con
las matematicas, desde los juegos de mesa (como el ajedrez, las damas chinas,
juegos de cartas, etc.), hasta los deportes populares (como el futbol, el
basquetbol y el beisbol). Incluso es posible encontrar juegos de video con

contenido matematico implicito.

EXPLICAR

El hombre, desde la antigliedad, ha buscado explicaciones a los distintos
fendmenos fisicos, asi como también a los sociales. La relevancia social de esta
categoria es evidente; en el dia a dia las personas se encuentran con articulos de
ciencia, cultura, politica y muchos otros temas en los que los autores hacen un
esfuerzo para explicar un fenémeno o situacion importante. Explicar implica
poner en practica los conocimientos adquiridos, asi como las habilidades y
actitudes desarrolladas. Demanda expresar las ideas de forma clara y con
coherencia l6gica entre ellas.




CAPITULO 2:

ANTECEDENTES SOBRE LA ENSENANZA Y
EL APRENDIZAJE DEL CONTEO

En México, las técnicas de conteo no forman parte del curriculo obligatorio de los sistemas de
educacion media superior. Por lo general, dichas técnicas son introducidas en cursos mas
especializados que se imparten en el Gltimo afio de educacién media superior y los cuales son de
caracter optativo. Al hablar de técnicas de conteo, podemos entender el término ‘técnica’ como lo
define la RAE: "Conjunto de procedimientos o recursos de que se sirve una ciencia o un arte". De
este modo, las técnicas de conteo son el conjunto de métodos con los que se lleva a cabo la accion
de contar y son empleados para resolver problemas de conteo; es decir, problemas o situaciones
en las que se debe calcular del nimero de objetos que conforman un conjunto (real o ficticio), o
bien, el numero de formas posibles como podria llegar a ocurrir un fenémeno. La rama de las

matematicas que estudia las técnicas de conteo recibe el nombre de Andlisis Combinatorio.

Recordemos que el término ‘analisis’, de acuerdo con la Taxonomia de Bloom, se refiere a la
descomposicion de la informacion en sus partes que la constituyen. En efecto, resolver problemas
de conteo exige analizar el problema a resolver, estudiar cuales son las partes que lo componeny,
posteriormente, proponer y fundamentar un método que permita llegar a su solucién. Para esto,
una vez que se ha validado un méetodo de solucion a un problema de conteo determinado, dicho
método puede llegar a convertirse en un modelo que permita resolver problemas de conteo méas

generales, enriqueciendo a su vez la caja de herramientas que conforma al Andlisis Combinatorio.

En este capitulo se revisaran tres aspectos sobre la ensefianza del conteo que son de relevancia
para el presente trabajo. Se comenzara por analizar los planes de estudio de aquellas materias de
la Escuela Nacional Preparatoria (ENP), asi como del Colegio de Ciencias y Humanidades (CCH),
ambas instituciones de la Universidad Nacional Autonoma de México (UNAM), dentro de las

cuales se da un lugar a la ensefianza del Analisis Combinatorio.

Un segundo punto por revisar en este capitulo son algunas de las investigaciones que se han

llevado a cabo en torno a la ensefianza-aprendizaje del Analisis Combinatorio, que van desde las
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investigaciones realizadas por Piaget e Inhelder, pasando por las investigaciones de Fischbein y,
finalmente, llegando a las investigaciones de Navarro-Pelayo, Batanero y Godino (1996), asi como
las de Roa, Batanero y Godino (2003).

2.1 LA ENSENANZA DEL CONTEO EN EL NIVEL MEDIO SUPERIOR

Las técnicas de conteo, en el sistema educativo mexicano, no es un tema que forme parte del
curriculo obligatorio que deben cursar los estudiantes de educacién media superior. Sin embargo,
dichas técnicas si son introducidas en algunas de las materias optativas que los alumnos pueden

cursar durante el ultimo afo de este nivel educativo.

Para el caso de la ENP, las técnicas de conteo forman parte de los programas de estudios de la
materia Estadistica y Probabilidad, asi como también de la materia Temas Selectos de
Matematicas, ambas correspondientes al 6° grado de dicha institucion, equivalente al tercer afio de
bachillerato. Conviene mencionar que, mientras que la primera corresponde a una materia optativa
para cualquiera de las cuatro areas del conocimiento, la segunda es una materia optativa exclusiva
del area de las Ciencias Fisico-Matematicas, también llamada Area I. Por su parte, las técnicas de
conteo también forman parte de los programas de estudios de las materias Estadistica y
Probabilidad I y 11 que se imparten en el CCH.

Para el caso de la ENP, los programas de estudio de las dos materias antes mencionadas
comprenden esencialmente cuatro temas del conteo que son: 1) El Principio Fundamental del
Conteo, 2) Ordenaciones con repeticién, 3) Ordenaciones sin repeticion y 4) Combinaciones sin
repeticion. En general, los temas anteriores comprenden el estudio de distintos tipos de arreglos
ordenados (ordenaciones) y un tipo de arreglos no ordenados (combinaciones). Para el caso de los
cursos de Estadistica y Probabilidad 1y 11 del CCH, el programa de estudios también comprende
al Analisis Combinatorio, pero no menciona de forma explicita cuales son los temas de conteo que

se debe cubrir en dichos cursos.
2.1.1 Los contenidos que integran la ensefianza del conteo

En esta subseccion hablaremos, de forma resumida, sobre los contenidos del conteo que forman
parte de los programas de estudios de las materias de Temas Selectos de Matematicas y Estadistica

y Probabilidad de la ENP, asi como de las materias Estadistica y Probabilidad Iy Il del CCH.
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Como se menciono6 con anterioridad, en el Analisis Combinatorio se estudian técnicas para
contar los arreglos ordenados y los no ordenados. Un ejemplo de arreglo ordenado son las palabras
que escribimos; por ejemplo, palabras como ‘amor’, ‘mora’ y ‘ramo’ son arreglos ordenados,

distintos entre si, formados con las mismas cuatro letras.

En el contexto del leguaje escrito, se puede pensar en el conjunto de todas las palabras de 4
letras que pueden escribirse usando libremente las 27 letras del alfabeto (sea que tengan un
significado o no), y a dicho conjunto se le denomina las ordenaciones con repeticion de 27
tomadas de 4 en 4. En el caso anterior, el término ‘con repeticion’ hace alusion al hecho de que se
permite la repeticion de cada tipo de letra dentro de su composicion, tal y como ocurre con las

palabras ‘casa’, ‘solo’, ‘rama’, entre otras.

Por otra parte, también se puede pensar en el conjunto de palabras de 4 letras que pueden ser
escritas con las 27 letras del alfabeto, pero esta vez bajo la restriccion de que no se permite repetir
letras dentro de la composicion de una misma palabra. En este caso, el conjunto recibe el nombre
de las ordenaciones sin repeticion de 27 tomadas de 4 en 4. Aqui, el término ‘sin repeticion’ hace

alusion al hecho de que no se permite repetir letras dentro de una misma palabra.

Los arreglos ordenados no se limitan al contexto de las palabras escritas. En una carrera de
autos, por ejemplo, la tabla de posiciones de los competidores es un ejemplo de una ordenacion
sin repeticion, pues cada competidor ocupa un lugar Gnico en la tabla dependiendo de su posicion
en la competencia. Mas adn, dicha tabla se va modificando durante el transcurso de la competencia,
mostrando distintos tipos de arreglos ordenados.

Por otra parte, el marcador de un partido de Futbol es un ejemplo de ordenaciones con
repeticion, pues en la primera posicion del marcador se muestra el nimero de goles anotados por
el equipo anfitrion, mientras que en la segunda posicion se muestra el nimero de goles del equipo
visitante. Dado que es posible el empate, es valido la repeticion de nimeros en el marcador, tal

como es el caso del marcador 3-3 que corresponde a un empate de 3 goles por cada equipo.

Finalmente, para hablar de los arreglos no ordenados, conviene pensar en el juego tradicional
de la loteria mexicana. En este juego se tienen 54 tarjetas con diferentes ilustraciones (el nUmero
puede variar) y a cada jugador se le entrega un tablero que contiene 16 imagenes de entre las que

aparecen en las tarjetas. En dichos tableros, no importa el orden en que estdn acomodadas las
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iméagenes, pero todos los tableros deben ser diferentes en el conjunto de ilustraciones que
contienen; es decir, no debe haber dos 0 mas tableros que contengan exactamente las mismas
ilustraciones, aunque si pueden tener ilustraciones en comun. Al conjunto de posibilidades para
formar un tablero de juego de la loteria mexicana se le denomina las combinaciones de 54 tomadas
de 16 en 16; donde cada tablero se concibe como un arreglo no ordenado (o combinacion) de 16
iméagenes diferentes entre si, tomadas de las 57 ilustraciones disponibles (pues el orden en que las

imagenes son colocadas en el tablero no tienen relevancia alguna para el juego).

Los arreglos no ordenados también estan presentes en otras situaciones de la vida cotidiana. Por
ejemplo, al comprar una ensalada para la cual se da a elegir entre cierto nimero de ingredientes
disponibles, o bien, al comprar un paquete de comida china para el cual se da a elegir tres guisados
de entre los que se encuentran en una barra del menu. Para los dos casos anteriores, se trata de
arreglos no ordenados porque no importa el orden para solicitar los ingredientes de la ensalada,
como tampoco importa el orden para la eleccion de los tres guisados que se elegiran en el paquete

de comida china (en estos casos el orden no altera el producto final).

En términos estrictamente formales, dado un repertorio de n objetos distintos entre si (donde
‘n’ denota un nimero natural), las ordenaciones con repeticion de n objetos tomados de m en m
(donde ‘m’ también es un numero natural) se refiere a la totalidad de arreglos posibles que resultan
de extraer, y luego acomodar en una linea recta hipotética, a un total de m objetos de entre los n
que conforman el repertorio, y para lo cual se permite la extraccién de elementos repetidos. Al

numero total de arreglos posibles se le denota por OR;},.

Para el caso de las ordenaciones sin repeticion, el nimero m de objetos a extraer debe ser menor
que el nimero n de objetos que conforman el repertorio, pues es una condicidn necesaria para que
no haya elementos repetidos. En este caso, O], denotara el niUmero ordenaciones sin repeticion de
n objetos tomados de m en m; es decir, el nimero total de formas como podrian extraerse, y luego
acomodarse en una linea recta hipotética, m objetos diferentes entre si de entre los n que conforman

el repertorio.

Por ultimo, se denota por C;} al nimero de combinaciones de n objetos tomados de m en m; es
decir, el nimero de posibilidades como podrian ser extraidos un total de m objetos de entre los n
que conforman el repertorio, esto Gltimo sin permitir la repeticion de elementos y sin que importe

el orden de extraccién de los mismos. En este caso, el nUmero m también debe ser menor a n.
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De este modo, OR},, O} y CJ} representan variables dependientes que estan determinadas por
los valores que se les asigne a las variables independientes n'y m. Existen formulas matematicas
que permiten calcular cada uno de los valores antes mencionados en términos de ny m, y las cuales

son presentadas en la siguiente tabla:

NUmero de ordenaciones con NUmero de ordenaciones sin NUmero de combinaciones de

repeticion de n objetos repeticion de n objetos n objetos tomados de men m
tomados de men m tomados de men m
no_pm n! n!
(n —m)! m!(n —m)!

Donde n! es el producto de los

primeros n nimeros naturales:

n=1x2xXx3X..Xn

En la vida real existe una diversidad de fendmenos que pueden ser estudiados a traves de los
conceptos y de las formulas anteriores. Por ejemplo, la contrasefia que introduce un usuario para
acceder a su correo electrénico es una ordenacion con repeticion (suponiendo que el sistema
permita la repeticion de caracteres). En este caso, calcular el nimero de contrasefias posibles es un

factor importante para evaluar el nivel de seguridad del sistema.

Por otro lado, las combinaciones sirven como fundamento para definir a la distribucion
binomial, la cual permite calcular la probabilidad de que, en dos o més fendmenos aleatorios
idénticos e independientes entre si, se obtenga el mismo resultado un nimero determinado de veces

(este tema estéa relacionado con el analisis de riesgos).

Las primeras dos formulas presentadas en el cuadro anterior son una implicacion directa de un
resultado matematico conocido como El Principio Fundamental del Conteo, el cual puede
enunciarse de la siguiente forma: supongamos que se presenta una secuencia de m eventos (0
fendmenos) tales que el primero de ellos puede ocurrir de n,; formas posibles, el segundo de n,

formas posibles, y asi sucesivamente hasta el evento m que puede ocurrir de n,, formas posibles,
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entonces los resultados de los eventos, en secuencia, pueden suceder de n; X n, X ... X n,, formas

posibles.

Para ilustrar lo que dice el Principio Fundamental del Conteo se puede plantear la siguiente
situacion: el menu de un restaurante permite elegir entre 2 opciones de sopa, 5 opciones de platillo
fuerte y 3 opciones de postre, ademas que ofrecen una jarra de agua con 2 opciones de sabor: ¢De
cuantas formas puede armarse el mend? En este problema, cada eleccion se asocia con un evento,
y la respuesta estd dada por el resultado de la operacion: 2x5x3x2=60; es decir, hay un total de 60

posibilidades para armar el menu.

Las formulas para calcular el nimero de ordenaciones con y sin repeticion son casos especificos
de aplicacion del Principio Fundamental del Conteo. Por su parte, la formula para calcular el
numero de combinaciones no puede obtenerse de forma directa a partir de dicho principio; sin

embargo, este Gltimo si cumple un papel importante para su deduccion.

El Principio Fundamental del Conteo tiene su fundamento en una de las herramientas mas
intuitivas del conteo: los diagramas de arbol. De forma general, un diagrama de arbol es un dibujo
que consiste en trazar, a partir de un punto inicial, un namero de ramificaciones igual al nimero
de posibilidades como podria suceder el primer evento (cada posibilidad esta representada por una
y s6lo una de las ramas). Después, para cada una de las ramas anteriores, se prolongan nuevas
ramas igual al numero de posibilidades como puede suceder el segundo evento. Se continGa con
este proceso hasta concluir la totalidad de los eventos. Al completar el diagrama, el nimero de

ramas finales equivale al nimero total de formas como podrian suceder los eventos en secuencia.

Para mostrar como se ve un diagrama de arbol, conviene replantear el ejemplo del restaurante
de la siguiente forma: ahora para armar el men( hay dos opciones de sopa, tres opciones para el

platillo fuerte y dos opciones de postre. En este caso, el diagrama de arbol es el siguiente:



MAT. ALBERTO SANTANA CRUZ

Platillo #1 i‘: Postre #1

Postre #2

Sopa #1 Platillo #2 i Postre #1
Postre #2

Platillo #3 <: Postre #1

Postre #2

Platillo #1 ——» Postre #1

\ Postre #2

Sopa #2 Platillo #2 —————# Postre #1
\ Postre #2

Platillo #3 ? Postre #1

Postre #2

El diagrama de arbol comienza con 2 ramas (opciones de sopa), y de cada una de ellas se
desprenden 3 ramas (opciones de platillo). Por Gltimo, se desprenden 2 ramas nuevas por cada una
de las anteriores (opciones de postre), concluyendo que hay 12 ramas finales, y cada una de ellas
representa una forma unica de armar el menu. Asi, por ejemplo, la sexta rama final (contando de

arriba hacia abajo) representa pedir la sopa #1, con el platillo #3 y el postre #2.

Los diagramas de arbol permiten visualiza todos los resultados posibles de una secuencia de
eventos o fendbmenos. Sin embargo, no son una herramienta practica para aquellos casos que
resulten en un numero grande de posibilidades. Pese a esta dificultad, los diagramas de arbol son
el pilar sobre el que se sostiene el Principio Fundamental del Conteo. Por ejemplo, en el diagrama
anterior, del primer evento se desprenden 2 ramas iniciales, y luego por cada una de estas ramas
se desprenden 3 ramas nuevas, teniendo hasta aqui un total de 3 x 2 = 6 ramas. Por ultimo, por
cada una de las 6 ramas anteriores se desprenden 2 ramas nuevas, teniendo una totalidad de
6 X 2 = 12 ramas finales. Por esta razon, el nimero de ramas finales estd determinado por la

operacion 2 X 3 x 2 = 12.

Ahora bien, existen algunas condiciones que deben cumplirse para poder aplicar el Principio
Fundamental del Conteo. La primera de ellas es que los eventos deben estar bien definidos y ser
distinguibles entre si. Seria un error, por ejemplo, utilizar el Principio Fundamental del Conteo
para calcular el nimero de fichas que hay en un juego tradicional de dominé. Alguien podria intuir,
de forma erronea, que un primer evento consiste en asignar un valor numérico (del 0 al 6) al lado
izquierdo de una ficha de domino y, en un segundo evento, asignar el valor al lado derecho de la

ficha, de lo que se obtiene un total de 7 X 7 = 49 fichas. Sin embargo, el juego tradicional de
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domind esta conformado por un total de 28 fichas. El error se debe a que las fichas de domind no
poseen un lado izquierdo ni tampoco un lado derecho. Asi, por ejemplo, los valores 1-6 y 6-1
representan a la misma ficha; sin embargo, al aplicar el Principio Fundamental del Conteo se estan
contando como si trataran de fichas distintas.

La segunda condicion es que el niamero de posibilidades como podrian resultar cada uno de los
eventos se debe mantener constante, esto independientemente del resultado obtenido en los demas
eventos. Lo anterior es especialmente importante en el caso de eventos que guarden alguna relacion
de dependencia entre si. Por ejemplo, se sabe que un afio no bisiesto tiene un total de 365 dias, y
determinar una fecha especifica del afio puede concebirse como una secuencia de dos eventos: en
el primero se determina el mes del afio y en el segundo se especifica el dia del mes. Sin embargo,
hay meses con 30 dias, otros con 31 dias y febrero posee solo 28 dias, por lo que el nUmero de
posibilidades del segundo evento varia dependiendo del valor que tome el primer evento. De este
modo, no es posible aplicar el Principio Fundamental del Conteo para calcular el nimero de dias

que conforman un afio.

Lo anterior deriva en la siguiente pregunta: ;/Qué pasa cuando cambia el conjunto de
posibilidades de un evento en funcién de otro, pero el nimero de posibilidades se mantiene
constante en cada caso? Por ejemplo, para el caso de una competencia olimpica en la que participan
3 competidores, el resultado final de dicha competencia puede concebirse como una secuencia de
tres eventos: en el primero se determina al primer lugar de la competencia, en un segundo se
determina al segundo lugar y en el tercero se determina al tercer lugar. En este caso, el conjunto
de posibilidades del segundo evento cambia dependiendo de cual competidor se haya posicionado
en el primer lugar. Por ejemplo, si el competidor #2 queda en la primera posicion, entonces sélo
los competidores #1 y #3 podrian quedar en el segundo lugar, mientras que, si el competidor #3
queda en el primer lugar, en este caso s6lo los competidores #1 y #2 podrian quedar en la segunda
posicion. El siguiente diagrama de arbol presenta la totalidad de resultados posibles para dicha

competencia:
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Competidor #1 = * Competidor #2 —*  Competidor #3
\ Competidor#3  ____,  Competidor £2
Competidor #2 Competidor #1 5 Competidor #3
? Competidor #3 _ 5 Competidor #1
Competidor #3 T Competidor #1 —+» Competidor #2

Competidor #2 — » Competidor #1

En el diagrama anterior se observa que, a pesar de que el conjunto de posibilidades del segundo
evento varia dependiendo del resultado obtenido en el primero, el nimero de resultados posibles
se mantiene constante, pues en cada caso sélo hay dos resultados posibles (esto porque cada una
de las ramas iniciales ramifica exactamente 2 veces). Lo mismo ocurre con el tercer evento, en el
que solo hay una posibilidad de ocurrencia para cada caso. Del diagrama se infiere que el nimero
de posibilidades para el resultado final de la competencia puede calcularse mediante la operacion
3x2x1=6(estoes 3! =6).

El caso anterior muestra que es posible aplicar el Principio Fundamental del Conteo incluso en
aquellas situaciones cuando el conjunto de posibilidades de uno 0 mas eventos varia debido a
alguna relacién de dependencia entre ellos; aunque esto siempre y cuando el nimero de resultados
posibles de dichos eventos se mantenga constante para cada caso. De esta Gltima observacion se
infiere la formula para calcular el nimero de ordenaciones sin repeticion O] presentada en la tabla
anterior, aunque también se debe llevar a cabo cierta manipulacién algebraica sobre la notacion
factorial. En particular se infiere que m objetos pueden ser acomodados, en linea recta, de m!

formas posibles.

El Principio Fundamental del Conteo es una herramienta que simplifica la tarea de contar. Sin
embargo, como se ha mostrado en los parrafos anteriores, debe ser manipulado con cuidado para
evitar caer en resultados erroneos. La clave esta en visualizar el diagrama de arbol implicito que
hay detras de cada aplicacion particular del principio. En general, se debe verificar que el nUmero
de ramificaciones sea el mismo dentro de un mismo nivel de ramificacion del diagrama. Esto
Gltimo se traduce en comprobar que el nimero de resultados posibles de cada evento se mantenga
constante, sin importar que el conjunto de posibilidades varie (tal y como se mostr6 con el ejemplo

de la competencia olimpica).
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De acuerdo con Fischbein (1975) los diagramas de arbol representan un método de construccion
que resulta intuitivo a los estudiantes, por lo que este autor concibe a los diagramas de arbol como
una parte fundamental en el proceso de ensefianza-aprendizaje del Anélisis Combinatorio. En una

seccion posterior retomaremos algunas de las ideas de Fischbein en torno a los diagramas de arbol.

Ahora bien, para el caso de las combinaciones de n objetos tomados de m en m, la deduccién
de su formula parte de la observacion de que los elementos que conforman cada combinacion (de
m elementos) pueden ser ordenados, en linea recta, de m! formas distintas. Esto significa que cada
una de las combinaciones posibles determina de forma Unica un conjunto de m! ordenaciones sin
repeticién. Ademas, dichos conjuntos son ajenos entre si (esto es que no tienen elementos en
comun), pues cualquier forma de ordenar dos combinaciones diferentes resultard en dos

ordenaciones diferentes entre si.

Por ejemplo, al comprar un paquete de comida china, y para el cual se tiene la opcion de elegir
3 guisados diferentes de entre un mend de 20, cada posible elecciéon de los guisados es una
combinacion de 3 objetos. Para pedir los guisados, estos pueden ser solicitados en cualquier orden
sin que aquello altere el producto final; y para ello hay un total de 3! formas distintas de hacerlo.
Esto significa que cada eleccion de los tres guisados es una combinacion asociada a un conjunto
de 3! ordenaciones sin repeticion que, en este caso, representan a las 3! formas posibles de solicitar

los guisados de manera ordenada.

De este modo, el nimero de combinaciones C;} multiplicado por el nimero de formas en que
pueden ser ordenadas cada una de ellas (esto es m!) da como resultado el nimero de ordenaciones

sin repeticion 0;}. Esto significa que:
m!Cy, = 05,

Despejando a CJ} en la férmula anterior se obtiene la férmula para calcular el namero de
combinaciones en términos de las ordenaciones sin repeticion:

n

Ch = O_m

m!
Si en la férmula de arriba se sustituye el valor O} por su formula en términos de las variables
ny m (presentada con anterioridad en esta misma seccion), se obtiene la siguiente version de la

férmula para calcular el nimero de combinaciones:
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n!
n _—_
Cm = m! (n —m)!

Esta Gltima version de la formula es la que suele presentarse en la mayoria de los libros de texto
de matematicas que abordan el analisis combinatorio. Sin embargo, esta tiene la desventaja de

ocultar el razonamiento a partir del cual se deduce la formula.
2.1.2 Elenfoque de la ENP para la ensefianza del conteo

La Escuela Nacional Preparatoria de la UNAM plantea dos enfoques distintos para la ensefianza
del conteo, los cuales pertenecen a las materias de Temas Selectos de Matematicas y Estadistica 'y
Probabilidad. Ambas materias son optativas del 6° grado de la ENP; grado equivalente al tercer
afio de bachillerato. Sin embargo, la primera de ellas esta dirigida exclusivamente a estudiantes
que cursan el Area de las Ciencias Fisico Matematicas y las Ingenierias, mientras que la segunda

esta dirigida a las cuatro areas del conocimiento.

En el caso de Temas Selectos de Matematicas, el programa de estudios de la materia plantea
que el enfoque que debe predominar a lo largo de curso es ... el desarrollo del pensamiento logico
y abstracto, mediante el uso de las herramientas de la matematica formal, a través de las cuales el
alumno plantee conjeturas, refute o demuestre afirmaciones, infiera entre otros” (Programa: Temas
Selectos de Matematicas, 2018, p. 2). De este modo, el plan de estudios de esta materia concede
importancia a los métodos de demostracion y considera que los resultados presentados deben ser,

en la medida de lo posible, demostrados.

En lo que al Analisis Combinatorio se refiere, el programa de estudios sugiere seguir un enfoque
bidireccional. Por un lado, uno de los objetivos especificos establece que el alumno “Desarrollara
habilidades de pensamiento numérico y abstracto, a través del planteamiento y solucion de
problemas del célculo combinatorio...” (Programa: Temas Selectos de Matematicas, 2018, p. 6).
De este modo, el programa de estudios sugiere que el tema sea abordado con cierto grado de
abstraccién, lo que implica la aplicacién de los contenidos a situaciones abstractas tal y como es
el caso de la demostracion del Teorema del Binomio, el cual también forma parte del programa de
estudios de la materia. Aqui, conviene mencionar que Kline (1990) hace una critica en contra de
este enfoque de ensefianza de las matematicas, el cual es conocido bajo el nombre de ‘matemaética

moderna’.
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Por otro lado, el programa de estudios de la materia también otorga lugar a la resolucion de
problemas de conteo que guarden una conexion con situaciones de la vida real, pues como parte
de los contenidos procedimentales se propone el “Planteamiento y solucion de problemas
significativos y de su entorno que involucren ordenaciones con repeticion, ordenaciones,

permutaciones y combinaciones” (Programa: Temas Selectos de Matematicas, 2018, p. 7).

En general, el programa de estudios de Temas Selectos de Matemaéticas sugiere aplicar los
resultados elementales del Analisis Combinatorio tanto a problemas concretos, como también a

situaciones abstractas de la matematica pura.

Ahora bien, en el caso de la materia Estadistica y Probabilidad, el programa de estudios plantea
como objetivo general que los estudiantes desarrollen habilidades de pensamiento estadistico y
probabilistico:

El proposito de la materia Estadistica y Probabilidad es que los estudiantes consoliden sus

conocimientos sobre estadistica descriptiva e inicien el transito hacia el pensamiento

estocastico. Este transito requiere una base sdlida sobre el concepto de probabilidad, que en la

actualidad es un elemento fundamental para describir fendmenos naturales y sociales que
abarcan las cuatro areas del conocimiento... (Programa: Estadistica y Probabilidad, 2018, p. 2).

Las técnicas de conteo son una herramienta necesaria para el calculo de la cardinalidad del
espacio muestral de una diversidad de fendmenos; es decir, son una herramienta que permite
estimar, e incluso calcular con exactitud el nimero de formas posibles como podria llegar a ocurrir
algun fenémeno determinado. Por ello, no es de sorprenderse que el Analisis Combinatorio forme

parte de los contenidos de Estadistica y Probabilidad.

A diferencia de Temas Selectos de Matematicas, en Estadistica y Probabilidad se promueve un
enfoque de ensefianza basado “...en el analisis de datos reales, en la solucion de problemas y en
el desarrollo de proyectos de investigacion; de esta manera se promueve un aprendizaje
significativo, autbnomo, no memoristico y que puede trascender en su vida académica y personal”
(Programa: Estadistica y Probabilidad, 2018, p. 2).

Con base en lo anterior, los contenidos de Estadistica y Probabilidad deben ser abordados desde
lo concreto, tomando en cuenta el contexto personal, social, cultural y profesional de los
estudiantes. Para el caso especifico del Analisis Combinatorio, dentro de los contenidos

conceptuales se mencionan las ordenaciones con y sin repeticion, las permutaciones (que son un
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caso particular de las ordenaciones sin repeticion), y las combinaciones. Sin embargo, los
contenidos procedimentales sugieren la aplicacion de diagramas de arbol para la representacion
del espacio muestral de fenomenos aleatorios. Esta es una de las grandes diferencias entre los
programas de estudio de Estadistica y Probabilidad y Temas Selectos de Matematicas de la ENP.
El primero hace una referencia explicita al empleo de diagramas de arbol como una herramienta

del conteo, mientras que el segundo lo omite.

Como se menciond en la subseccion anterior, los diagramas de arbol son un fundamento
intuitivo del Principio Fundamental del Conteo; ultimo que se aplica de forma directa o indirecta
para la deduccion de las formulas elementales del conteo, ademas de ser una herramienta practica

para el calculo y la estimacion de cantidades grandes.
2.1.3 El enfoque del CCH para la ensefianza del conteo

Para el caso del Colegio de Ciencias y Humanidades, Gltimo que sigue un plan de estudios
semestral, la materia Estadistica y Probabilidad se divide en los cursos | y Il. Por lo general, los
profesores de esta materia imparten ambos cursos de forma seriada y dedican el primer curso a la
estadistica y el segundo a la probabilidad, tal y como lo sugiere el programa de estudios de la
materia (Programa de Estudios de Estadistica y Probabilidad I y Il, s.f.).

El programa de estudios de Estadistica y Probabilidad 1 'y 1l no enlista de forma explicita cuales
son las técnicas de conteo que deberén abordarse a lo largo del curso; de hecho, el programa solo
menciona que las técnicas de conteo deberan abordarse a un nivel elemental, y a partir de la
seleccidn de experimentos aleatorios sencillos. Por su parte, también se plantea el uso de diagramas

de arbol para la descripcion del espacio muestral de un fenémeno determinado.

Al igual que para el caso de la ENP, en las materias Estadistica y Probabilidad 1y 1l del CCH
se sugiere un enfoque de ensefianza-aprendizaje basado en el planteamiento y resolucion de
problemas, asi como también se promueve fomentar el aprendizaje autonomo por parte de los
estudiantes. Sin embargo, algo que hay que destacar del enfoque de ensefianza-aprendizaje de las
materias Estadistica y Probabilidad I y Il es que se sugiere que los alumnos lean textos cientificos,
escolares y de divulgacién que contribuyan a su formaciéon en la materia, algo que esta
estrechamente relacionado con el modelo de aula invertida, ultimo que forma parte del disefio de

la propuesta de ensefianza-aprendizaje sobre la que trata el presente trabajo. En adicion, el
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programa también promueve desarrollar el pensamiento reflexivo de los alumnos, asi como

también el pensamiento deductivo e inductivo.
2.2 INVESTIGACIONES SOBRE LA ENSENANZA-ARPENDIZAJE DEL CONTEO

En lo que se refiere a la ensefianza-aprendizaje del andlisis combinatorio, destacan las
investigaciones de Piaget e Inhelder y, posteriormente, las de Fischbein. En esta seccion se
analizaran sélo algunas de las investigaciones realizadas por estos tres investigadores. Por ultimo,
se analizaran algunas de las investigaciones mas recientes que se han realizado en torno a este tema

durante las Gltimas tres décadas.
2.2.1 Las investigaciones de Piaget e Inhelder

Como se menciond en la seccion 1.1.2, la teoria del desarrollo cognitivo de Piaget plantea que la
estructura cognitiva de los individuos evoluciona a traves de cuatro etapas, que van desde la etapa
sensoriomotora hasta la etapa de las operaciones formales, pasando antes por la etapa del

pensamiento preoperatorio y la etapa de las operaciones concretas en ese orden.

Piaget y su colaboradora Inhelder concedieron a las matematicas y a las ciencias fisicas un papel
importante dentro del desarrollo cognitivo de las personas. Esto se ve reflejado en sus
investigaciones de 1951 y 1955, en las que estudiaron la evolucién en la forma de razonar de los
individuos sobre determinados fenémenos en relacion con las dos disciplinas antes mencionadas.
Para esto, Piaget e Inhelder llevaron a cabo diversos estudios sobre la evolucién del pensamiento
de los nifios a través de las etapas del pensamiento preoperatorio, de las operaciones concretas y
de las operaciones formales. Piaget e Inhelder (1985) se refieren a las tres etapas anteriores como
Estadios I, Il y 111 respectivamente.

En su publicacion de 1951 (citado en Inhelder y Piaget, 1985), los autores estudiaron el
razonamiento combinatorio en nifios de los estadios I, 11 y 111, especificamente en lo que se refiere
a las permutaciones y las combinaciones (siendo las primeras un caso particular de las

ordenaciones sin repeticion).

Mas adelante, en su obra de 1955 (véase Inhelder y Piaget, 1985), estudiaron el razonamiento

combinatorio en nifios de los estadios I, 11 y Ill, esta vez para el caso especifico de las
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combinaciones. Dedicaremos el resto de esta subseccion para describir los resultados obtenidos en

esta Ultima publicacion, los cuales son semejantes a los presentados en su publicacion de 1951.

El experimento realizado por Piaget e Inhelder consistio en presentar a los sujetos de estudio
un total de cinco frascos los cuales contenian: 1) acido sulfurico diluido, 2) agua, 3) agua
oxigenada, 4) tiosulfato y 5) ioduro de potasio. Los quimicos de los frascos 1 a 4 son incoloros e
inoloros, de tal modo que lucen idénticos ante la percepcién. Por su parte, el frasco 5 tenia un

cuentagotas que lo distinguia de los demas frascos.

Si se combina el &cido sulfirico diluido con el agua oxigenada, y luego se agregan unas gotas
de ioduro de potasio, se produce una nueva sustancia de color amarillo. Por su parte, si a la mezcla
anterior se le agrega tiosulfato, este ultimo decolora la mezcla de tal modo que se pierde el color
amarillo previamente adquirido. En resumen, si se combinan los frascos 1, 3 y 5 se obtiene una

sustancia amarilla, la adicién de 2 no altera la mezcla, mientras que la adicion de 4 la decolora.

Al comienzo del experimento se colocaban dos frascos frente al sujeto de estudio. El primero
de ellos contenia una mezcla de 1y 3, mientras que el segundo contenia solo agua. Posteriormente
se afiadian unas gotas de ioduro de potasio a ambos frascos y se le pedia al individuo que observara
las reacciones. Finalmente, se le solicitaba que reprodujera el experimento utilizando los cinco

frascos antes mencionados.

El experimento antes descrito se llevo a cabo con nifios de los estadios I, I1'y I11, y se observaron
diferencias significativas en el razonamiento combinatorio entre los nifios de los tres estadios. Para
ello, Piaget e Inhelder dividieron cada uno de los estadios 11 y Ill en dos subestadios, a los que

Ilamaron subestadios 1A, 11B, I11A 'y I1I1B respectivamente.

Los nifios del subestadio IIA procedieron a mezclar cada uno de los frascos del 1 al 4 con el
ioduro de potasio. Sin embargo, para que mezclaran entre si dos o0 mas de los frascos del 1 al 4 se
les tuvo que sugerir esta opcidn. Sélo algunos nifios procedieron a mezclar, sin sugerencia del
investigador, el contenido de los cinco frascos, por lo que el cambio de color se presentaba o no
dependiendo del orden en que agregaban los compuestos. Por ejemplo, 1, 2, 3 y 5 mezclados en
cualquier orden producen el cambio de color, pero afiadir el contenido del frasco 4 antes de mezclar

1, 3y 5 hace que falle el experimento. Incluso para el caso de aquellos nifios quienes sugirieron
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que el cambio de color dependia del orden, s6lo probaron con un orden especifico y con su orden

inverso.

Inhelder y Piaget concluyeron que en el subestadio IIA “no existe aun operacion combinatoria
alguna en sentido estricto, sino s6lo correspondencias y seriaciones” (1985, p. 101). Es importante
mencionar que dichos autores definen la seriacion como la accién de ordenar un grupo de objetos
a partir de algun criterio especifico (Piaget e Inhelder, 1997), algo que difiere de la nocion de

permutaciones que consiste en encontrar la totalidad de los 6rdenes posibles.

Por su parte, los nifios del subestadio 11B mostraron resultados semejantes a los del subestadio
I1A, pero con la diferencia de que procedieron a combinar de forma espontanea los compuestos de
los frascos 1 a 4 de dos en dos y de tres en tres. Lo anterior es una diferencia importante si se
considera que a los sujetos del subestadio 1A se les tuvo que sugerir que probaran combinando
con dos o tres sustancias de los frascos 1 a 4. Sin embargo, los sujetos de ambos subestadios no
lograron completar la totalidad de combinaciones de dos en dos que pueden formarse con las

sustancias de los frascos 1 a 4.

Para el caso de los nifios del subestadio I11A hubo dos diferencias significativas con respecto a
los nifios del subestadio I1A. La primera de ellas es que los nifios del subestadio I11A desarrollaron
un método sistematico que les permitié enunciar la totalidad de las combinaciones de dos en dos
que pueden formarse con los frascos del 1 al 4. Uno de los nifios incluso recurrio a enlistar las
combinaciones que habia probado para llevar un control y evitar la repeticién de las mismas. La
segunda diferencia fue que los nifios del subestadio I11A no se conformaron con haber reproducido
el experimento, sino que mostraron interés en verificar si habia otras formas de llegar al mismo
resultado. Al continuar experimentando, los nifios del subestadio 1A llegaron a deducir que el
contenido del frasco 2 se trataba de agua, mientras que el contenido del frasco 4 es lo que
decoloraba la mezcla. Conviene recordar que el razonamiento logico-deductivo es una de las

principales caracteristicas del estadio I11; es decir, de la etapa de las operaciones formales.

Por altimo, en el caso de los sujetos del subestadio I11B los resultados fueron semejantes al de
los nifios del subestadio I11A. Piaget e Inhelder mencionan que, la Gnica diferencia entre los sujetos
de ambos estadios consiste en que los sujetos del estadio IIIA emplean métodos alun mas
sistematicos al momento de combinar, asi como para deducir la funcién que cumplen cada uno de

los compuestos al ser mezclados entre si. De acuerdo con ambos autores, lo anterior significa que
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los sujetos del subestadio IIIA estan en un proceso de organizacién de sus esguemas
combinatorios, mientras que en el caso de los sujetos del subestadio I1I1B dichos esquemas ya estan

en un estado de equilibrio.

De este modo, Piaget e Inhelder concluyen que es hasta la etapa de las operaciones formales
que los individuos han adquirido los esquemas combinatorios necesarios para emplear métodos
sisteméticos que permitan obtener la totalidad de las combinaciones posibles de un conjunto de
objetos determinado. Ademas, ambos autores consideran que en el razonamiento combinatorio
estd la clave para combinar ideas e hipoétesis, creando nuevos operadores 1dgicos que hasta ese
momento eran desconocidos por el individuo; como es el caso de la implicacion ldogica, la
disyuncion exclusiva (decir que ‘o es una cosa o la otra, pero no ambas’), asi como la operacion

bicondicional, sélo por mencionar algunas (Piaget e Inhelder, 1997).
2.2.2 Las investigaciones de Fischbein sobre la intuicion

La intuicion, sin duda alguna, juega un papel fundamental en el aprendizaje de las matematicas; e
incluso, en el desarrollo de la disciplina misma. Aqui, cabe hacer la aclaracion que la nocion de
intuicion tiene diferentes significados ain dentro de las matemaéticas. La RAE define la intuicion
como la facultad de comprender las cosas de forma instantaneay sin la necesidad de razonamiento.
Esta ultima definicion esta ligada con la nocion de concreto expuesta por Goffree (2000), quien
considera que hacer de las matematicas algo concreto significa abordar las matematicas desde
situaciones que sean faciles de imaginar por los alumnos. Bajo este contexto, la intuicion se
concibe como un recurso para la ensefianza-aprendizaje de las matematicas, donde se califica como

intuitivo aquello que es facil de imaginar y, por lo tanto, de comprender.

Sin embargo, las matematicas no se limitan a formular y comprender conceptos, pues también
es importante aplicarlos con el proposito de resolver problemas, o bien, con el de responder a
nuevas interrogantes que surgen en torno a los primeros. Resolver un problema matemaético no
siempre se limita a seguir una receta que permita llegar a la solucion del problema. De hecho, los
problemas matematicos auténticos exigen llevar a cabo un analisis a fondo del problema y, a partir
de ello, disefiar uno o mas métodos de solucion. Sobre este Gltimo punto, Félix Klein (citado en
Kline, 1990) sefala que:

A menudo oye decir a los no matematicos, especialmente a los filésofos, que las matematicas
consisten exclusivamente en sacar conclusiones de unas premisas claramente establecidas...
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Pero una persona que haya hecho un trabajo matematico productivo hablara de forma
diferente... el investigador en matematicas como en cualquier otra ciencia, no trabaja con un
modelo deductivo riguroso. Por el contrario, esencialmente hace uso de su imaginacion, y
procede intuitivamente ayudado por métodos heuristicos (p. 54).

Llevando el pensamiento de Klein al contexto de la solucién de problemas matematicos, lo que
este matematico expone es que hacer matematicas no se limita a seguir un conjunto de reglas
establecidas, sino que también implica analizar y dejarse guiar por la intuicion con el propdsito de

hallar una 0 mas estrategias que permitan llegar a la solucién del problema.

Para ejemplificar lo anterior, se puede considerar el caso de un estudiante de bachillerato quien
pretende resolver un sistema de ecuaciones, teniendo la libertad de escoger el método de solucion
gue mas le convenga. En tal caso, el estudiante no procedera a elegir arbitrariamente el método de
solucién, sino que, guiado por su intuicion, seguird el método que considere mas practico para

resolver el sistema de ecuaciones que le fue presentado.

Desde la experiencia individual del autor de la presente tesis, la intuicion puede concebirse
como una voz interna que sugiere por dénde se debe buscar la solucién a un problema matematico
determinado. Desde luego, para que dicha voz pueda manifestarse, antes es necesario haber
realizado un andlisis a fondo del problema a resolver y, para ello, también es importante
comprender los conceptos matematicos que, de forma implicita o explicita, yacen inmersos en el

contenido del problema.

Aqui conviene aclarar que el pensamiento intuitivo de ningin modo resta importancia al
pensamiento légico-deductivo. Ambas formas de pensamiento son fundamentales para el
desarrollo del conocimiento matematico, y deben operar de forma articulada. Sobre esto ultimo,
Crespo (2008) enfatiza que la intuicidn, sin un proceso de razonamiento y argumentacion que la
respalde, puede derivar en afirmaciones matematicamente falsas, o bien, en proponer un método
de solucién invalido a un problema determinado. Un ejemplo comun es que los alumnos tienden a
intuir, de forma erronea, que la division de cualquier nimero real entre el numero cero esté definida
y que, en tal caso, el cociente de la division también es cero. Sin embargo, tras un proceso de
observacién y de argumentacion, se puede comprobar que la division de un nimero real entre cero
no esta definida. Una forma de hacerlo consiste en observar que, al dividir un nimero positivo

especifico (digamos el 1) entre numeros positivos cada vez mas pequefios (como el 0.1, 0.01,
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0.001, 0.0001, etc.), se obtendra como resultado un nimero cada vez mas grande; es decir, la

secuencia de resultados obtenidos de las operaciones tendera hacia infinito.

Por la razon anterior, la intuicion no debe concebirse como algo desarticulado de lo que es el
razonamiento hipotético-deductivo. Sobre este ultimo punto, Henri Lebesgue (citado en Kline,
1990) senala que “... los descubrimientos resultan del trabajo de la imaginacion creadora... Una
vez que un descubrimiento ha sido hecho, la légica interviene como un control; es la I6gica la que

decide finalmente si el descubrimiento es verdadero o ilusorio” (p. 59).

Ahora bien, ya que se ha abordado de forma general el papel que juega la intuicion dentro de
las matematicas, es natural preguntarse si el desarrollo de determinado tipo de intuiciones se
adquiere de forma espontanea, o bien, si es necesaria la instruccion para ser adquiridas. Las
investigaciones de Fischbein sobre los efectos de la instruccion en el aprendizaje del analisis

combinatorio estan encaminadas en esa direccion.

De acuerdo con Fischbein (1975), una intuicion es un proceso cognitivo “cuya funcion es la de
engranar el conocimiento hacia la accion [fisica o mental]” (p. 15, trad.). Por otra parte, cuando se
trata de hallar la solucion a un problema determinado, Fischbein atribuye a la intuicion el momento
del “insight’; es decir, aquel momento especifico en el que un individuo tiene una idea que podria

resultar (o no) en la solucién del problema.

Para esto, Fischbein clasifica las intuiciones en dos tipos: las intuiciones primarias y las
secundarias. Las intuiciones primarias son aquellas que un individuo adquiere de forma
independiente a la instruccion; por ejemplo, antes de cruzar una calle se puede intuir la rapidez
con la que se aproximan los vehiculos y, a partir de ello, decidir si es conveniente o no cruzar la
calle en un momento determinado. Por su parte, las intuiciones secundarias son aquellas que se

adquieren como resultado de un proceso sistematico de instruccion.

En lo que se refiere a la formacion de intuiciones secundarias, Fischbein (1975) concede gran
importancia a lo que él llama modelos generativos. Un modelo generativo es aquél que puede ser
aplicado a un namero infinito de situaciones con caracteristicas comunes entre si, ademas que
dicho modelo también puede llegar a modificarse de tal modo que se ajuste y sea aplicable a

situaciones con cualidades diferentes de aquellas para las que fue disefiado.
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En el caso particular del Andlisis Combinatorio, un modelo generativo de gran importancia es
el diagrama de arbol. Los diagramas de arbol pueden ser ensefiados con el proposito de obtener la
totalidad de ordenaciones con repeticion de 2 objetos tomados de 2 en 2 y, una vez aprendido este
modelo, puede aplicarse para obtener las ordenaciones con repeticion de los mismos 2 objetos,
pero esta vez tomados de 3 en 3, de 4 en 4 o de 5 en 5. También podria aplicarse para obtener todas
las ordenaciones con repeticion ahora de 3 objetos tomados de 2 en 2 o de 3 en 3. Ademas, a partir
de un andlisis adecuado, el modelo puede ser adaptado para el caso de las ordenaciones sin

repeticion e, incluso, para el caso de las combinaciones.

En su investigacion, Fischbein, Pampu y Minzat (1970) ensefiaron a nifios de 10, 12 y 14 afios
el modelo de los diagramas de arbol como una herramienta para elaborar los inventarios de las
ordenaciones con repeticion de 2 objetos tomados de 3 en 3 y de 4 en 4, asi como para las
permutaciones de 3, 4 y 5 objetos. Observaron que incluso los individuos de 10 afios fueron
capaces de comprender y emplear el modelo. De acuerdo con Fischbein (1975), “la construccion
de intuiciones secundarias por métodos pedagogicos puede, a fin de cuentas, ser reducido a la tarea
de crear y usar modelos generativos adecuados” (p. 116, trad.).

2.2.3 El modelo combinatorio implicito

Entre las investigaciones mas recientes sobre la resolucion de problemas combinatorios por parte
de estudiantes, destacan las llevadas a cabo por Navarro-Pelayo, Batanero y Godino (1996) y Roa,
Batanero y Godino (2003). En la primera de ellas se disefié un cuestionario compuesto de trece
problemas combinatorios simples (aquellos que se resuelven con una Unica operacién
combinatoria), y el cual se implementé a un total de 720 alumnos de entre 14 y 15 afios
pertenecientes a 9 institutos de Granada y Cérdoba (Espafia), y de entre los cuales 352 alumnos
habian recibido instruccion previa en combinatoria, mientras que los 368 restantes no recibieron

instruccion alguna sobre el tema.

Para el disefio y elaboracion de los items, los autores consideraron como una variable
importante lo que ellos denominan el modelo combinatorio implicito, que consiste en un modelo
de clasificacion para los problemas combinatorios, y el cual fue propuesto por Dubois (1984,
citado en Navarro-Pelayo, Batanero y Godino 1996). Dicho modelo clasifica los problemas
combinatorios en tres clases que son los de seleccidn, los de colocacion y los de particion. Los

problemas combinatorios de seleccion son aquellos en los que se desea conocer de cuantas formas
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se puede extraer o seleccionar una muestra de elementos. En los problemas de colocacion, por su
parte, interesa calcular de cuantas formas posibles pueden ser colocados u acomodados un
conjunto de objetos. Finalmente, los problemas combinatorios de particion consisten en partir o

agrupar un determinado conjunto de elementos.

El cuestionario elaborado por Navarro-Pelayo et al. (1996) estaba compuesto por 5 problemas
de seleccion, 5 de colocacién y 3 de particion. Ademas, cada uno los items se resuelven con una
operacion combinatoria Unica, y de entre los cuales se encuentran 3 items de combinaciones, 3 de
permutaciones con repeticion, 3 de ordenaciones con repeticion, 2 de permutaciones y 2 de
ordenaciones sin repeticion. Los cinco items de seleccion y los cinco de colocacion del
cuestionario comprenden problemas sobre las cinco operaciones combinatorias antes enlistadas,
mientras que los tres items de particion s6lo comprenden problemas referentes a las tres primeras

operaciones combinatorias enlistadas.

Tras la implementacion del cuestionario, los autores observaron que el grupo que recibio
instruccion previa en combinatoria tuvo mejores resultados que el grupo que no recibio
instruccion. Sin embargo, incluso los alumnos que recibieron instruccién mostraron dificultades
para resolver los problemas del cuestionario, pues en 9 de los 13 items se obtuvo un porcentaje de
aciertos inferior al 50% por parte del grupo que recibid instruccion.

Ademas, Navarro-Pelayo y colaboradores analizaron y clasificaron los errores cometidos por
los estudiantes en 11 tipos diferentes. Para esto, observaron que dentro del grupo que recibi6
instruccion los errores mas frecuentes fueron los de orden (identificar si el orden es relevante o
no), seguido por los errores de repeticion (si es valida o no la repeticion de elementos), y por un
empleo erroneo de los pardmetros n y m de las operaciones combinatorias (donde n es el nimero
total de elementos que conforman un repertorio y m es el nimero de elementos que seran extraidos
de dicho repertorio). Por otro lado, para el grupo que no recibi0 instruccion el mayor nimero de

errores fue el resultado de un proceso de enumeracién no sistematico.

Por su parte, los dos items que presentaron un menor porcentaje de aciertos entre el grupo que
recibid instruccion fueron aquellos que involucraban una operacion combinatoria donde el
parametro n era menor que el parametro m, uno de los cuales corresponde al modelo de particion

y el otro al de colocacion. Finalmente, los autores concluyen que el modelo combinatorio implicito
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influye en el grado de dificultad de los problemas combinatorios simples, asi como tambiéen esta

relacionado con los tipos de errores que cometen los alumnos.

Posteriormente Roa, Batanero y Godino (2003) estudiaron las estrategias empleadas por
estudiantes de la licenciatura en Matematicas de la Universidad de Granada, en la resolucion de
problemas combinatorios simples y compuestos (estos ultimos son aquellos que involucra mas de
una operacion combinatoria). Para ello, se disefié un cuestionario de 13 items el cual retomaba 11
de los items del cuestionario de Navarro-Pelayo et al. (1996), mas 2 items que consistian en dos

problemas combinatorios compuestos.

El cuestionario fue implementado en 91 alumnos de la licenciatura en Matematicas de la
Universidad de Granada, y quienes ya habian recibido instruccion en combinatoria durante sus
cursos previos de probabilidad en la misma licenciatura. Los resultados mostraron que incluso los
estudiantes con una formacion matematica avanzada presentan dificultades para resolver

problemas combinatorios.

Al comparar los resultados de los estudiantes de licenciatura con los obtenidos por el grupo que
recibi6 instruccion en la investigacion de Navarro-Pelayo et al. (1996), se observa que en tres de
los items los porcentajes de aciertos obtenidos por ambos grupos fueron semejantes (el porcentaje
de aciertos obtenido en ambos grupos presenta a una diferencia no mayor del 5%). Incluso se tuvo
el caso de dos items en los que el grupo de licenciatura tuvo un porcentaje de aciertos inferior al
del grupo de estudiantes de 14 y 15 afios que recibid instruccion (con una diferencia respectiva del
11% y del 19% entre el porcentaje de aciertos obtenidos por ambos grupos en los dos items).

En general, el grupo de licenciatura tuvo un porcentaje de aciertos inferior al 50% en ocho de
los trece items del cuestionario, siete de los cuales corresponden al cuestionario original de
Navarro-Pelayo, mientras que el item restante se trataba de uno de los problemas combinatorios
compuestos, y en el cual se tuvo un porcentaje de aciertos del 6.6%. Esto corrobora que incluso
los estudiantes con preparacion matematica avanzada presentan dificultades para solucionar

problemas combinatorios.

Por otra parte, Roa et al. (2003) analizaron las estrategias empleadas por los estudiantes de
licenciatura para resolver problemas combinatorios y las clasificaron en estrategias generales y

estrategias aritmeticas. Las estrategias generales son tres: la traduccion del problema
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combinatorio a otro equivalente (como podria ser el acto de reinterpretar un problema de
colocacion en un problema de seleccidon), fijar variables, y la descomposicion del problema

combinatorio en subproblemas combinatorios méas simples.

En lo que a las estrategias aritméticas se refiere, estas son la regla de la suma, la regla del
producto y la regla del cociente. La regla de la suma consiste en contar por separado dos conjuntos
ajenos entre si (esto es que carecen de elementos comunes), y cuya union equivale a la totalidad
del conjunto a contar. Por su parte, la regla del producto se refiere a la aplicacion del Principio
Fundamental del Conteo, el cual ya fue introducido y explicado con anterioridad. Finalmente, la
regla del cociente consiste en aplicar la operacion division como una herramienta que permite
contar cuantas veces cabe una cantidad dentro de otra, o bien, para determinar cuantos elementos
le corresponden a cada parte en el caso de que se desee partir una cantidad en algin nimero

determinado de partes iguales entre si.

Roa et al. (2003) observaron que la regla de la suma y la del cociente fueron poco utilizadas
por los estudiantes de licenciatura, y consideran que la regla del cociente resulta poco intuitiva
para llevar a cabo la resolucién de problemas combinatorios. Por otra parte, la regla del producto
fue mucho mas utilizada por los estudiantes de licenciatura, sin embargo, Roa y colaboradores
consideran que los resultados obtenidos sobre la aplicacion de esta regla deberian mejorarse.

Finalmente, Roa y colaboradores concluyen que la ensefianza del analisis combinatorio no debe
limitarse a ensefiar e identificar las operaciones combinatorias elementales como la Unica
estrategia para solucionar problemas combinatorios, sino que también atribuyen importancia a
identificar el modelo combinatorio implicito, asi como a la aplicacién de estrategias generales y
aritméticas con el proposito de incrementar el repertorio de herramientas del que disponen los

estudiantes para solucionar este tipo de problemas.
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CAPITULO 3:

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA'Y
JUSTIFICACION DE LA PROPUESTA

El presente capitulo tiene como proposito hacer un analisis de la problematica que hay en torno a
la ensefianza-aprendizaje de las matematicas y, en particular, del Analisis Combinatorio. Con base
en lo anterior, se reafirma la importancia del Andlisis Combinatorio como parte integral del
curriculo de matematicas del nivel medio superior. También se proponen cuatro puntos que, de
acuerdo con el autor de la presente tesis, deben guiar la ensefianza-aprendizaje del Analisis
Combinatorio. Finalmente, se justifica la presente propuesta de ensefianza-aprendizaje del
principio fundamental del conteo; disefiada para implementarse en el nivel medio superior bajo el

modelo de aula invertida y con base a los principios de la educacion matematica realista.
3.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

No es nuevo que las matematicas sean consideradas por la mayoria de los estudiantes como una
de las materias mas dificiles de cada ciclo escolar. Analizar cuales son las causas que dan a esta
disciplina el calificativo de ‘dificil’ es algo complejo, y seria ambicioso mencionar todas las
razones que hay detras de ello. Lo que es un hecho, es que en México la mayoria de los alumnos
presentan dificultades en el aprendizaje de esta disciplina y en su aplicacion a la vida real; y esto

altimo no es excepcion para el caso de aquellos estudiantes quienes cursan el nivel medio superior.

De lo anterior hay suficiente evidencia en los resultados arrojados por el Plan Nacional para la
Evaluacidn de los Aprendizajes (Planea) del Instituto Nacional para la Evaluacién de la Educacion
(INEE) en el 2017. Por su parte, los resultados del Programa para la Evaluacion Internacional de
Alumnos (PISA por sus siglas en inglés), llevado a cabo por la Organizacion para la Cooperacion
y el Desarrollo Econémico (OCDE) en el 2015, aportan informacion sobre los conocimientos y
habilidades que poseen aquellos estudiantes que han concluido la educacién basica y que ingresan

al nivel medio superior.



CAPITULO 3: PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y JUSTIFICACION DE LA PROPUESTA

3.1.1 Los resultados de la prueba Planea 2017

En lo que se refiere a la prueba Planea (INEE, 2017), esta define cuatro niveles de logro en el
extracto matematicas. Dentro del Nivel | se encuentran aquellos estudiantes quienes tienen
dificultades para realizar operaciones con fracciones y operaciones que involucren incognitas
(estas son valores numeéricos desconocidos representados por literales), asi como para analizar y
relacionar dos variables cuando el valor numérico de una varia en funcion de la otra. Los resultados
de Planea 2017 (INNE, 2017) muestran que el 66.2% de los estudiantes del nivel medio superior
se encuentran en el Nivel 1; esto significa que la mayoria de los alumnos de este nivel presentan

dificultades para comprender y aplicar el conocimiento matematico.
3.1.2 Los resultados de la prueba PISA 2015

En lo que refiere a la prueba PISA 2015 (OCDE, 2016), ultima que fue aplicada a estudiantes de
15 afios de edad en un total de 72 paises, entre ellos México, los resultados mostraron que el 57%
de los estudiantes mexicanos no alcanzaron el nivel basico en competencias matematicas. Esto
significa, entre otras cosas, que la mayoria de los estudiantes mexicanos son capaces de resolver
problemas matematicos en un contexto que les sea familiar y s6lo cuando se les proporciona la
informacidn de forma explicita, con instrucciones bien definidas sobre coémo resolver un problema;
pero presentan dificultades para resolver problemas donde la informacion debe ser analizada y
extraida. En general, México mostro resultados por debajo del promedio OCDE en matematicas,

ciencias y comprension lectora.

La prueba PISA 2015 pone en evidencia que hay una deficiencia en el logro de aprendizajes
sobre matematicas, esto por parte de aquellos estudiantes mexicanos que estan por ingresar al nivel
medio superior. Por su parte, la prueba Planea 2017 da evidencia de esta deficiencia en aquellos

estudiantes que ya se encuentran cursando el nivel medio superior.

Las pruebas Planea y PISA enfocan la evaluacion en aspectos diferentes del aprendizaje de las
matematicas. Para el caso de la prueba Planea (INEE, 2017), esta pretende evaluar el conocimiento
algebraico adquirido por los estudiantes en relacion con los contenidos que integran el curriculo

de ensefianza del nivel medio superior.
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Por su parte, la prueba PISA tiene como propdsito evaluar si los estudiantes que estan por
concluir la educacién basica (adolescentes de 15 afios) han desarrollado las competencias lectoras,
matema@ticas y cientificas que, de acuerdo con la OCDE, son necesarias para el analisis y la
resolucion de problemas en un contexto personal, social y profesional (OCDE, s.f.). Es importante
mencionar que la prueba PISA es independiente del curriculo de ensefianza que se implementa en

cada pais.
3.1.3 El problema con el curriculo en matematicas

Si bien, es importante hacer énfasis en que las causas que dificultan la ensefianza-aprendizaje de
las matematicas son numerosas y diversas, tampoco cabe duda de que la problematica guarda
relacion con el curriculo en matematicas y con el modelo tradicional de ensefianza que aun

predomina dentro de las instituciones de educacién secundaria y del nivel medio superior.

A menudo, los profesores ven el programa de estudios como una lista de temas que deben cubrir
en su totalidad. Aparte de que esto va en contra de los modelos pedagdgicos vigentes (como es el
caso del modelo por competencias), hay que afiadir que los programas de estudio en matematicas
suelen estar integrados por una cantidad abrumadora de temas, cada uno con sus propias
dificultades de ensefianza-aprendizaje. Por si fuera poco, los contenidos del curriculo en
matematicas suelen ser acumulativos; es decir, que lo que se ha aprendido sobre un tema sera

determinante para alcanzar un aprendizaje satisfactorio de los temas subsecuentes.

Lo anterior deriva en dos grandes problemas. El primero de ellos es que los docentes, por la
presion de concluir el programa de estudios, no promueven en sus alumnos la reflexién sobre los
contenidos a estudiar, ni tampoco sobre los estudiados en cursos anteriores. Ante la falta de
reflexion, los alumnos dificilmente alcanzaran un grado superior de asimilacion y comprension de
los temas vistos en clase. Sobre esto ultimo, Goffree (2000) sefiala que “El maestro debe encontrar

el momento oportuno para incluir la reflexion en la clase de matematicas” (p. 156).

El otro gran problema es que, al abordar temas que requieren de cierto bagaje de conocimientos
previos, los docentes no siempre dedican el tiempo necesario para evaluar si los estudiantes
cuentan con dichos conocimientos, y tampoco invierten el tiempo necesario para su repaso. Lo

anterior tiene serias repercusiones en el proceso de aprendizaje de los estudiantes.
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Ligado a lo anterior, los contenidos que conforman los programas de estudio suelen ser
ensefiados con una total descontextualizacion de sus aplicaciones a la vida real, y cuando los
estudiantes cuestionan a los docentes sobre el proposito de aprender dichos contenidos, a menudo
los profesores responden con el argumento de que ‘podria ser de utilidad en el futuro’. Sobre este
punto, Kline (1990) sefala que “A los jovenes no se les puede pedir seriamente que aprendan algo

porque pueden necesitarlo en afios sucesivos” (p. 13).

De este modo, un programa de estudios de matematicas no debe ser concebido como una lista
de temas a cubrir como si fuera una lista de pendientes. Centrarse sélo en cubrir el programa de
estudios puede derivar en una pérdida de vision sobre el verdadero propoésito de la educacion;
altimo que va mas alla de la adquisicién de conocimientos informativos por parte de los
estudiantes, pues mas importante ain es el desarrollo de habilidades, destrezas y actitudes

relevantes para la vida personal, social y profesional de los estudiantes.
3.1.4 El problema con el modelo tradicional de ensefianza en matematicas

Uno de los modelos de ensefianza de las matematicas que alun prevalece entre las instituciones de
educacion secundaria y de nivel medio superior es el llamado modelo tradicional. Bajo este
modelo, el profesor ensefia a los estudiantes una diversidad de procedimientos para determinados

fines, pero lo hace sin promover la reflexion y el fundamento de los temas abordados.

Por ejemplo, cuando un profesor ensefia a sus alumnos la division de fracciones bajo el modelo
tradicional, ejemplifica el procedimiento que se debe seguir para resolver la operacion. Sin
embargo, casi nunca hay una explicacion intuitiva del porqué se hace de tal forma; tampoco se
asigna el tiempo suficiente para que los estudiantes analicen las diversas interpretaciones que hay
en torno a dicha operacion. Asi, el énfasis recae en un proceso mecanico de resolver operaciones,

maés alla de comprender su fundamento e interpretacion en diferentes contextos.
Asi, bajo el modelo tradicional los alumnos son capaces de resolver 1/2 + 1/3 = 3/2, pero no

hay una interpretacion de la operacion, ni tampoco de su resultado; como seria decir que 1/2

equivale a tres mitades de la magnitud 1/3, 0 bien, que 1/2 equivale al 150% de 1/3. Tampoco se

explica el fundamento del procedimiento, ultimo que se describe a continuacion:
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1) Seinterpreta que dividir 1/2 entre 1/3 significa calcular cuantas veces cabe la fraccion 1/3
dentro de la fraccion 1/,.

2) Para lograr el objetivo del inciso anterior, conviene convertir las fracciones 1/3 y 1/2 a
fracciones equivalentes con el mismo denominador entre si; esto permitird compararlas. Las

fracciones pueden ser 2/6 y 3/6 respectivamente.

3) Ahora se desea calcular cuantas veces cabe 2/6 dentro de 3/6. Como ambas fracciones

tienen el mismo denominador, la solucién equivale a calcular cuantas veces cabe el

numerador de la primera fraccién dentro del numerador de la segunda; la respuesta esta

dada por la operacion 3 + 2 = 3/, = 1.5.

Otro caso donde los estudiantes ignorar el fundamento del procedimiento es el que refiere a la
aplicacién y resolucion de la regla de tres; método que permite calcular un valor desconocido a
partir de 3 valores dados, todos ellos relacionados por una regla de proporcion. Bajo el modelo
tradicional, los alumnos organizan y operan los datos mecanicamente con el fin de calcular el valor
faltante. Sin embargo, rara vez interpretan las operaciones implicadas; tampoco distinguen bajo

qué condiciones es valido o no aplicar dicha regla.

Ignorar el fundamento l6gico de un procedimiento es justificable en aquellos casos donde la
complejidad va més alla del nivel general de los estudiantes. Sin embargo, debe abordarse tanto
como sea posible; pues al hacerlo se fomentara el pensamiento critico de los estudiantes y les
evitara cometer errores de intuicion e interpretacion. Ademas, al comprender el sustento légico de
un conjunto de métodos, también seran capaces de crear y proponer sus propios métodos para

resolver problemas mas complejos.

Conviene sefialar que el modelo tradicional de ensefianza en matematicas ha sido criticado por
Kline (1990), quien sefiala que “... los alumnos se enfrentan con una variedad desconcertante de
procedimientos que aprenden de memoria a fin de dominarlos. Casi siempre el aprendizaje es
completamente memoristico” (p. 10). Sobre este Gltimo punto es importante recordar que, de
acuerdo con la teoria del aprendizaje significativo de Ausubel, el aprendizaje memoristico es un

tipo de aprendizaje propenso al olvido.
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Para el autor del presente trabajo, aplicar un método sin interpretar el resultado es analogo a
poseer una herramienta y no saber qué hacer con ella. Bajo esta misma analogia, ignorar el
fundamento que hay detras de un método equivale a ignorar como funciona la herramienta; a veces
esto puede provocar accidentes que, en el contexto de las matematicas, se traducen en errores de
intuicion, de analisis, o bien, de interpretacion. Los resultados de la prueba PISA 2015 (OCDE,
2016) podrian ser la consecuencia de que, hoy en dia, prevalece el sistema tradicional en la

ensefianza de las matematicas.
3.1.5 La problematica en la ensefianza-aprendizaje del Analisis Combinatorio

En el capitulo anterior se analizaron y compararon las investigaciones de Navarro-Pelayo,
Batanero y Godino (1996) y Roa, Batanero y Godino (2003), a partir de las cuales se concluy6 que
aun en los niveles de educacion superior existe una dificultad generalizada para resolver problemas
de conteo, incluso tratandose de aquellos problemas que se resuelven con una operacion

combinatoria Unica, denominados problemas combinatorios simples.

Mas evidencia de esta problemaética se encuentra en la investigacion de Sastre y Panella (2008),
quienes estudiaron los errores mas frecuentes cometidos por estudiantes de licenciatura en la
materia de Matematicas Discretas; ultima que comprende los contenidos del Analisis
Combinatorio. Por su parte, Melusova y Vidermanova (2015), quienes estudiaron la relacion que
hay entre las estrategias empleadas por estudiantes para resolver problemas de conteo y el nivel de
éxito logrado, consideran que el analisis combinatorio es uno de los topicos mas dificiles en la

ensefianza-aprendizaje de las matemaéticas.

Ante dicha problematica, la pregunta natural es: ;Cuéles son las dificultades en torno a la
ensefianza y el aprendizaje del anélisis combinatorio? Antes de responder a la pregunta anterior,
conviene describir las caracteristicas de una clase de analisis combinatorio bajo el modelo

tradicional de ensefianza.

Bajo el modelo tradicional, el profesor invierte la mayoria del tiempo de clase para introducir
y explicar a los estudiantes los conceptos y formulas caracteristicas del analisis combinatorio; estas
refieren a las ordenaciones con repeticion, a las permutaciones, a las ordenaciones sin repeticion y

las combinaciones sin repeticion. Lo anterior generalmente se hace bajo el modelo combinatorio
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de seleccion (véase Roa et al., 2003); es decir, interpretando cada una de las nociones como una

extraccion de objetos, o bien, como una seleccion de ellos.

Una vez que los conceptos y formulas han sido introducidos y explicados por el profesor, resta
poco tiempo para abordar algunos ejemplos concretos. De este modo, los alumnos se limitan a
seguir pasivamente la explicacion del profesor, quien ejemplifica como utilizar las férmulas y
cémo aplicar el principio fundamental del conteo para el caso de las ordenaciones con y sin
repeticion. Cabe sefialar que resolver un problema de conteo exige un analisis riguroso del

problema, por lo que los estudiantes deben mostrarse activos frente al problema.

Dado que la cantidad de temas es extensa y el tiempo para abordarlos es reducido, no se dispone
de tiempo suficiente para promover la reflexion ni el analisis de los temas, tampoco para aplicar
los conocimientos en situaciones concretas. Rara vez se discute el fundamento de las formulas y
de los métodos empleados vy, si se hace, es con argumentos superficiales que poco ayudan al
estudiante a comprender lo que ocurre de fondo.

En lo que al principio fundamental del conteo se refiere, suele suponerse que los estudiantes
conocen los fundamentos del principio, Gltimos que se remontan a la educacion béasica; esto a pesar
de que los resultados de la prueba PISA 2015 (OCDE, 2016) sefialan que existe una deficiencia en
el aprendizaje de aquellos temas por parte de los estudiantes. El profesor tampoco ejemplifica
problemas de conteo donde no sea valido aplicar el principio fundamental, al menos no de forma

inmediata.

Aunado a lo anterior se debe considerar que, para resolver un problema de conteo, los alumnos
deben aplicar e interpretar las operaciones basicas con un nivel de complejidad superior al que
utilizan en la vida cotidiana. Para el caso de la multiplicacion, los estudiantes se enfrentan a
situaciones cotidianas en las que deben calcular el producto de dos y sélo dos numeros; por
ejemplo, al calcular el costo de solicitar un nimero determinado de fotocopias en la papeleria. Sin
embargo, aplicar el principio fundamental del conteo generalmente implica calcular e interpretar
el producto de tres 0 mas numeros naturales; operacion que esta asociada con calcular el nimero
de ramas finales de un diagrama de é&rbol, asi como con la cardinalidad de espacios n-

dimensionales.
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Para el caso de la division, los alumnos estan familiarizados con aplicar esta operacion en
situaciones donde requieren partir una cantidad en un nimero determinado de partes iguales entre
si. Ejemplo de esto se da cuando un grupo de estudiantes deben pagar el costo de un material y
deciden dividirse el gasto de forma igualitaria. En este contexto, el cociente de la division refiere

a la cantidad que le corresponde a cada una de las partes.

Sin embargo, en el caso del Analisis Combinatorio, la division suele aplicarse en un sentido
mas complejo, y generalmente implica comparar dos cantidades enteras de gran tamafio. Ejemplo
de esto es la deduccion de la formula para calcular el nimero de combinaciones posibles al extraer
cierto nimero de objetos de un conjunto dado. En este caso se emplea la division para calcular
cuantos grupos de ordenaciones sin repeticion se forman si se integran en un mismo grupo aquellas
ordenaciones formadas con exactamente el mismo subconjunto de elementos. A esta aplicacion de

la division se le denomina la regla del cociente.

En su investigacion, Roa et al. (2003) observaron que la regla del cociente fue una de las
estrategias aritméticas menos empleadas por los estudiantes de la licenciatura en Matemaéticas de
la Universidad de Granada. Por la razon anterior, concluyeron que la regla del cociente es la menos
intuitiva de las estrategias aritméticas. También observaron que la regla del producto fue la
estrategia mas empleada por dichos estudiantes, y por lo tanto la mas intuitiva; aunque consideran
que los resultados obtenidos deben mejorarse. Esta ultima regla es la que refiere al principio

fundamental del conteo.

En sintesis, el problema con la ensefianza del Anélisis Combinatorio radica en que el profesor
apenas dispone del tiempo de clase suficiente para introducir los conceptos y formulas elementales,
asi como para ejemplificar la resolucion de algunos problemas sencillos. Rara vez se destina
tiempo para reflexionar sobre los fundamentos del conteo. Por otra parte, los problemas de
aprendizaje se deben a que los estudiantes se limitan a escuchar pasivamente la clase del profesor;
esto en lugar de tener una participacién activa en la resolucién de problemas combinatorios.
Tampoco se retoman ni profundizan aquellos conocimientos de la educacién basica que se
entrelazan con el Analisis Combinatorio y que son indispensables para desarrollar el pensamiento

critico de los estudiantes.

Para el autor del presente trabajo, el énfasis en la ensefianza-aprendizaje del Analisis

Combinatorio no debe recaer en cubrir la totalidad de los temas que integran el programa de
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estudios. Por el contrario, se debe priorizar el desarrollo de aquellas habilidades y capacidades que
forman parte del pensamiento combinatorio del estudiante; estas son el analisis, la intuicion y la
evaluacion, asi como también la reflexion y la profundizacion de los conocimientos adquiridos
durante la educacion basica. De este modo, los conceptos, fundamentos y formulas del Analisis
Combinatorio adquieren importancia solo como un medio para lograr el desarrollo de habilidades

y capacidades relevantes, no sélo para las matematicas, sino también para la vida misma.

Con base en lo anterior, se ha propuesto cuatro puntos que, se espera, sirvan como un modelo
a los docentes para guiar la planeacion y el disefio de secuencias didacticas de ensefianza-
aprendizaje dentro del campo del Andlisis Combinatorio. Estos cuatro puntos son presentados y
explicados en el siguiente cuadro:

No se puede negar que los conceptos y formulas del analisis
combinatorio son relevantes para la creacion de modelos

estadisticos avanzados. Sin embargo, es ambicioso introducir un

Fomentar la reflexion concepto o formula cuando los alumnos carecen de las bases
sobre el uso y aplicacion I6gicas necesarias. Por esta razén, promover la reflexién sobre los
de las reglas aritméticas fundamentos del conteo y las estrategias aritméticas debe tener
que dan fundamento a mayor prioridad que introducir las férmulas elementales del

las operaciones conteo. Esto implica retomar y profundizar aquellos
combinatorias conocimientos adquiridos durante la educacion bésica; de tal
elementales. modo que los estudiantes reflexionen sobre la aplicacion de las

operaciones elementales en diferentes contextos, especialmente

para el caso de la multiplicacion y de la division.

I No olvidemos que el término ‘Analisis Combinatorio’ recibe su

nombre porque dar solucion a un problema de conteo exige llevar
Plantear a los alumnos

REAETES a cabo un andlisis previo del problema que se desea resolver. Aqui

. conviene mencionar que en la vida cotidiana existen situaciones
contextualizados de

. sobre las cuales es posible disefiar problemas contextualizados de
conteo que permitan

; conteo cuya solucidn no es evidente para los estudiantes e, incluso,
desarrollar su capacidad

L para el mismo docente. Estos problemas fomentan un pensamiento
de anlisis.

analitico en aquellos quienes acepten el reto de resolverlos.
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Guiar la instruccion con
el proposito de detonar
el desarrollo de
intuiciones secundarias

en los estudiantes.

Para resolver un problema de conteo, los estudiantes deben dejarse
guiar por su intuicion, esto con el proposito de hallar un método
de solucién al problema planteado. Sin embargo, hay intuiciones
que para ser detonadas se requiere del aprendizaje previo de
modelos generativos, tal como es el caso de los diagramas de arbol
(Fischbein, 1975), asi como de formas de razonamiento que se

desarrollan a través de la reflexion mediada por la instruccion.

v

Solicitar a los
estudiantes que

argumenten la validez

Si bien la intuicién es el medio a través del cual un estudiante
propone un método de solucién a un problema combinatorio
determinado, el estudiante aln debe corroborar que el método
intuido sea valido en todos los sentidos. Para ello, debe analizar
una vez mas el problema combinatorio; pero esta vez debe hacerlo

en conjunto con el método de solucién intuido y evaluar si las

del método de solucion operaciones aritméticas que lo integran son las correctas bajo las

propuesto para un condiciones del problema. Es en este paso cuando se articula el

problema de conteo. razonamiento intuitivo con el de tipo deductivo. Esta articulacién
es importante, pues como sefiala Crespo (2008), un resultado
intuitivo sin una argumentacion légica que la respalde puede

conducir a un resultado erréneo.

3.2 DISENO Y JUSTIFICACION DE UNA PROPUESTA DE ENSENANZA

Para el presente trabajo se plante6 como un objetivo original desarrollar una propuesta de
ensefianza-aprendizaje que cubriera la totalidad de los temas del Analisis Combinatorio que
forman parte del programa de estudios de la materia Estadistica y Probabilidad de la ENP. Sin
embargo, implementar la propuesta bajo este propdsito inicial habria exigido mas tiempo para su
disefio e implementacion del que se disponia; razon por la cual se tomé la decision de acotar el
proyecto sélo al tema del Principio Fundamental del Conteo, por tratarse del punto de partida para

abordar los demas temas del Analisis Combinatorio.

Resolver problemas de conteo requiere desarrollar un pensamiento reflexivo sobre las

operaciones basicas, especialmente la multiplicacion y la division. Por esa razon, también se llevd
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a cabo el disefio e implementacion de una sesion cuyo objetivo fue promover la reflexion sobre la
aplicacion de las operaciones béasicas en diversos contextos de la vida cotidiana; sesion que
también sirvié como un diagnostico para evaluar los conocimientos previos y las habilidades de

los estudiantes, necesarias para el estudio del Analisis Combinatorio.

El desarrollo metodoldgico y la evaluacion de los resultados se abordarén a lo largo de los
capitulos 4 y 5. Mientras tanto, en lo que resta del presente capitulo se enunciardn algunas de las
razones que ratifican la importancia del del Analisis Combinatorio como parte del curriculo de
matematicas del nivel medio superior, asi como también se justificara el disefio e implementacion
de la presente propuesta de ensefianza-aprendizaje. Por Gltimo, se enlistaran los objetivos generales

y especificos de este trabajo.
3.2.1 Justificacion de una propuesta de ensefianza-aprendizaje

En la seccion anterior se planted la problemética que hay en torno a la ensefianza-aprendizaje del
Analisis Combinatorio. Sin embargo, es conveniente preguntarse: ¢Por qué es importante ensefiar
el analisis combinatorio a los estudiantes del nivel medio superior? Uno de los grandes problemas
con el curriculo de matematicas tanto de la ENP como del CCH es que integra una cantidad extensa
de contenidos; el Analisis Combinatorio, por si solo, comprende la ensefianza del principio
fundamental del conteo, las ordenaciones con repeticion, las permutaciones, las ordenaciones sin

repeticion y las combinaciones.

Por la razén anterior, se deben tener motivos que ratifiquen al Andlisis Combinatorio como
parte integral del curriculo de matematicas en el nivel medio superior. A continuacion, se presentan

algunas de estas razones:

a) Resolver problemas de conteo permite desarrollar mayores niveles de comprension sobre
el uso y la aplicacion de las operaciones basicas a problemas y situaciones de la vida
cotidiana. Los resultados de la prueba PISA 2015 (OCDE, 2016) dan evidencia de lo
importante que es reflexionar y profundizar en torno a dichas operaciones; las cuales son
una pieza clave para desarrollar el pensamiento critico de los estudiantes.

b) Los problemas reales de conteo no siempre pueden resolverse mediante la aplicacién
mecanica de una formula. Por el contrario, en la vida real es posible encontrar situaciones

que derivan en problemas de conteo que, para ser resueltos, se debe llevar a cabo un analisis
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a fondo del problema o situacion, de tal modo que sea posible proponer un método de
solucion. Por esta razon, resolver problemas de conteo fomenta el desarrollo de habilidades
como la reflexion, el analisis, la intuicion y la evaluacion.

c) No estd de mas decir que el Analisis Combinatorio sienta las bases de métodos
probabilisticos y estadisticos avanzados que son abordados en los niveles de educacion
superior. Hoy en dia la estadistica y la probabilidad juega un papel fundamental en la

investigacion, y las técnicas de conteo son parte integral de ambas disciplinas.

De acuerdo con Crespo (2008), “es necesario que los nifios aprendan a intuir, plantear hipotesis,
hacer conjeturas, generalizar y cuando sea posible, ensayar pequefias argumentaciones y
demostraciones, aunque sin exigencia de formalizacion” (pp. 117-118). El estudio del Anlisis
Combinatorio permite a los estudiantes desarrollar algunas de las habilidades matematicas antes
mencionadas. Para resolver un problema de conteo, el estudiante debe analizar el problema y
después intuir un método de solucién. Posteriormente, debera analizar el problema una vez mas;
pero esta vez con el propdsito de evaluar si el método intuido es o no valido como método de
solucién bajo las condiciones del problema. En el caso de que se compruebe la validez del método,
este puede ser generalizado y aplicado a situaciones analogas a las del problema para el que fue

originalmente propuesto.

Por otra parte, en OCDE (s. f.) se menciona que “El concepto general de competencia
matematica se refiere a la capacidad del alumno para razonar, analizar y comunicar operaciones
matematicas... e implica la capacidad de emplear el razonamiento matematico en la solucién de
problemas de la vida cotidiana” (p. 12). En este sentido, el estudio del Analisis Combinatorio
contribuye al desarrollo de la competencia matematica en los estudiantes, pues resolver problemas
de conteo definidos sobre un contexto real permite a los estudiantes desarrollar habilidades como

son la reflexion, el anélisis, la intuicién y la evaluacion.

Conviene recordar que Bishop (2000) considera que contar es una de las practicas matematicas
que estan presentes en todas las culturas, razén por la cual es importante que los individuos
desarrollen su capacidad para la estimacion y el calculo de cantidades grandes. EI Analisis
Combinatorio aporta herramientas a dicho fin, y el Principio Fundamental del Conteo (cuyo
fundamento yace en los diagramas de arbol) es quiza la herramienta mas importante de esa rama

de las matematicas.
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Tomando en cuenta todo lo anterior, se justifica el disefio e implementacion de la presente
propuesta de ensefianza-aprendizaje del principio fundamental del conteo para el nivel medio
superior; esto bajo el modelo de aula invertida. Asi, se encomienda a los estudiantes la tarea de
estudiar los conceptos méas elementales de forma autdnoma, mientras que el tiempo de clase es
destinado para fomentar un aprendizaje activo de su parte. Asi, durante la clase, los estudiantes
participan en la resolucién de problemas concretos de conteo que les exigen poner en practica

habilidades como son la reflexion, el andlisis, la intuicion y la evaluacion.

Por otra parte, la propuesta también se disefié bajo el modelo de competencias; esto permitid
centrar los objetivos sobre las capacidades que se espera desarrollar en los estudiantes; asi como
en las habilidades necesarias para ello. A su vez, se tomé como base el paradigma de la educacion
matematica realista de Freudenthal (véase Goffree, 2000) para el disefio de los problemas
combinatorios y de conteo que integran la propuesta; de tal modo que los estudiantes aplicaron sus

conocimientos sobre situaciones reales.
3.2.2 Objetivo general y objetivos especificos

Como objetivo general del presente trabajo se propuso el disefio de una propuesta de ensefianza-
aprendizaje del Principio Fundamental del Conteo para ser implementada en los cursos de
Estadistica y Probabilidad del nivel medio superior, y para lo cual se tomé como base los
programas de estudio de Estadistica y Probabilidad 1 y 1l del CCH, asi como el de Estadistica y
Probabilidad de la ENP. La propuesta fue disefiada bajo el modelo de aula invertida (vease la
subseccion 1.2.3 del capitulo 1) y con base en los principios del paradigma de la educacion

matematica realista de Freudenthal (Goffree, 2000).

Aunque la propuesta fue disefiada para ser implementada en los sistemas de educacion media
superior de la UNAM, esta es, en general, aplicable a todos los sistemas de educacion media
superior que tienen sus sedes dentro de las zonas urbanas de México. Este punto es muy importante
porque para el disefio de la propuesta se ha tomado como referencia el contexto personal, social y
cultural que caracteriza a aquellos estudiantes de bachillerato que residen dentro de alguna de las

zonas metropolitanas del pais.

Conviene sefialar que la razon por la cual se eligié el modelo de aula invertida para el disefio

de la propuesta es porque los conocimientos mas elementales en torno al Principio Fundamental
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del Conteo pueden ser estudiados de forma autdnoma por los estudiantes; esto con el apoyo de
recursos didacticos adecuados. Para esto, el disefio de la propuesta incluye la edicién de dos
documentos (anexos A 'y B) que sirven como texto introductorio del Principio Fundamental del
Conteo. Dicho material fue disefiado para ser estudiado por los estudiantes como una actividad
extra-clase. Conviene recordar que en la subseccion 1.2.3 del capitulo 1 se expusieron diversas
razones que motivaron el disefio y edicion del material de lectura en lugar de otro tipo de

materiales.

El primero de los textos (anexo A) tiene como propdsito que los estudiantes retomen aquellos
conocimientos de la educacion basica necesarios para el estudio del Analisis Combinatorio. Por su
parte, el segundo texto (anexo B) introduce los fundamentos del Principio Fundamental del Conteo
y proporciona ejemplos concretos de aplicacion del principio; tltimos que presentan un bajo grado
de dificultad en comparacion con los problemas implementados durante la clase. Este Gltimo texto

también comprende algunos ejemplos donde no es valido aplicar el principio.

Por su parte, las sesiones de clase fueron disefiadas para promover la reflexion en los estudiantes
sobre los fundamentos y las aplicaciones de los temas que la propuesta comprende, asi como para
analizar y resolver problemas de conteo con un grado de dificultad mayor a los ejemplificados en
los textos de los anexos Ay B.

Como objetivo especifico se propuso implementar la propuesta en un grupo de la materia
Estadistica y Probabilidad | del CCH plantel Sur, asi como evaluar los aprendizajes alcanzados
por los estudiantes. La propuesta comprende el disefio e implementacion de tres problemas que
fueron analizados, discutidos y resueltos de manera grupal y con la guia del profesor. Por su parte,
se disefiaron otros tres problemas para el proceso de evaluacién; los estudiantes también los

trabajaron de forma colaborativa, aunque esta vez sin la guia del profesor.

En lo que refiere a los resultados de la evaluacion, se llevé a cabo un analisis meticuloso sobre
los métodos de solucidn redactados por los estudiantes, se analizaron y describieron los errores, y
también se llevd a cabo un andlisis sobre las intuiciones implicitas en cada uno de los métodos

presentados.



CAPITULO 4

DESARROLLO METODOLOGICOY
ANALISIS DE LA PRIMERA SESION

Como se describié en capitulos anteriores, la presente tesis es el resultado del disefio e
implementacion de una propuesta de ensefianza-aprendizaje sobre el Principio Fundamental del
Conteo. Aunqgue este Gltimo es el tema central de la propuesta; en ella también se retomaron y
profundizaron algunos temas de la educacion béasica referentes a la aplicacion e interpretacion de

las operaciones elementales en diversos contextos de la vida real.

La propuesta se disefié bajo el modelo de aula invertida y fue implementada en un grupo de
materia Estadistica y Probabilidad | del turno matutino del CCH plantel Sur, el cual estaba
conformado por un total de 39 estudiantes. Para su implementacién, se dispuso de dos sesiones de
100 minutos cada una, mas una sesion previa de 20 minutos en la que se explicd y encomend6 a
los estudiantes las actividades extra-clase que debian llevar acabo de forma previa a cada una de

las sesiones de clase.

Para el disefio de la propuesta también se tomé como referencia el paradigma de la educacién
matematica realista de Freudenthal (Goffree, 2000), ultimo que ya fue descrito en el capitulo 1 de
la tesis. Cabe destacar que, aunque se tomaron como base los programas de estudio de Estadistica
y Probabilidad | y 1l del CCH, asi como el de Estadistica y Probabilidad y Temas Selectos de
Matematicas de la ENP, la propuesta estd disefiada para ser implementada en cualquiera de las
instituciones de educacion media superior de las diferentes zonas metropolitanas de Meéxico. Esto
altimo es importante porque para el disefio de la propuesta se tomd en cuenta el contexto personal,

social y cultural en el que se desenvuelve un estudiante promedio de dichas zonas.

En este capitulo se describira el desarrollo metodologico seguido durante la implementacion de
la 12 sesién de la propuesta, la cual comprende tanto un proceso de instruccion como también uno
de evaluacion. En lo que refiere al proceso de instruccion, se anexa una transcripcion literal de las
participaciones de los alumnos y la guia del profesor. Respecto a la evaluacion, se presentaran los

resultados de la misma, seguido de un analisis riguroso de los resultados, y con especial énfasis en
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los métodos y procedimientos realizados por los estudiantes para resolver los problemas

planteados durante la evaluacion.

Aqui conviene mencionar que en total se llevaron a cabo dos evaluaciones, las cuales
corresponden con las dos sesiones implementadas. Ambas evaluaciones fueron disefiadas con el
proposito de desarrollar y evaluar en los estudiantes su capacidad para analizar un problema de
conteo, comprenderlo, y después intuir, evaluar y aplicar un método que permita calcular con
precision el conjunto de objetos o posibilidades que se desea contar. En particular, uno de los

aspectos que se desea evaluar es el desarrollo de intuiciones por parte de los estudiantes.

La primera sesion tiene el propdsito de retomar algunos contenidos de la educacion bésica
referente a la aplicacion e interpretacion de las operaciones aritméticas elementales en diferentes
contextos de la vida real. Con ello se espera que los alumnos desarrollen su capacidad para analizar
y resolver problemas que requieren de la aplicacion e interpretacion de mdaltiples operaciones, y
asi fomentar habilidades caracteristicas del pensamiento matematico como son la reflexién, el
analisis, la intuicion y la evaluacion. También se espera fomentar en los estudiantes el
razonamiento deductivo y articularlo con el de tipo intuitivo. Aunque los temas abordados durante
la primera sesion refieren a la educacion bésica, los estudiantes no siempre desarrollan un
aprendizaje profundo de ellos; evidencia de esto se encuentra en los resultados de la prueba PISA
2015 (véase OCDE 2016).

La primera clase también sirvié como un diagndstico, pues el profesor implementador tuvo la
oportunidad de conocer mejor al grupo y de evaluar sus conocimientos previos. En forma general,
durante sesion se promovid en los estudiantes la reflexion y la aplicacion e interpretacion de la
regla del cociente en una diversidad de situaciones concretas. Aunque este tema se abordé bajo la
restriccion de operar so6lo con numeros naturales y sélo cuando la division es exacta, esta

restriccion fue omitida durante el analisis de algunos de los problemas planteados.

En lo que refiere a la segunda sesion, su propésito fue que los estudiantes aprendieran y
aplicaran el Principio Fundamental del Conteo, de tal modo que les sea posible llevar a cabo el
conteo de cantidades grandes. Los estudiantes aprendieron los fundamentos del principio como
una actividad extra-clase; mientras que en el aula analizaron y resolvieron problemas en los que
deben llevar a cabo el conteo de cantidades grandes, y cuya estructura les impide aplicar el

principio fundamental de forma inmediata. El objetivo de esto fue que los estudiantes intuyeran,
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evaluaran y aplicaran métodos de solucion con los cuales se pueden resolver las dificultades que
este tipo de problemas presentan. Lo referente a la implementacion y evaluacion de la segunda
sesion serd abordado en el capitulo siguiente; pues el presente capitulo se limitara a la descripcion

y evaluacién de la primera sesion.

Aclarado lo anterior, conviene hacer una breve descripcion sobre el contenido del capitulo. En
la primera seccion se describira el desarrollo de la sesion previa de 20 minutos que tuvo lugar antes
de la implementacion de la propuesta. En la segunda seccién, se discutirdn diversos aspectos
referentes al disefio y la planeacion de la primera sesién. En la tercera seccion se hard una
descripcion del proceso de instruccion, también se llevara a cabo una autocritica sobre el desarrollo
de la misma. En la cuarta seccidon se describird el proceso de evaluacion, se presentaran los
resultados, y se analizaran de manera rigurosa. Finalmente, en la quinta y Gltima seccion se
presentaran las conclusiones generales referentes a la implementacion y evaluacion de la primera

sesion.
4.1 DESARROLLO DE LA SESION PREVIA

Como ya se mencion6 con anterioridad, la propuesta fue implementada en un grupo de la materia
Estadistica y Probabilidad I del turno matutino del CCH plantel sur, y el cual estaba conformado
por 39 alumnos. La propuesta fue implementada por el autor de la presente tesis, quien se presentd
con el grupo una semana antes de la fecha programada para la implementacion. Para evitar
confusion, se referira al autor de esta tesis como ‘el profesor implementador’, 0 simplemente como
‘el profesor’; mientras que a la profesora titular del grupo se le referira como ‘la profesora titular’,

0 bien, como ‘la profesora’.

Como parte de sus estrategias docentes, la profesora ya habia acordado una forma de estar en
contacto con sus estudiantes a través de la creacion de un grupo en la red social de Facebook; de
este modo de fue posible compartir a los estudiantes las tareas, actividades y material relacionado
con la materia de Estadistica y Probabilidad I y I1. Esto Gltimo trajo muchas facilidades al profesor
implementador, quien fue agregado al grupo en Facebook de tal modo que le fue posible estar en
comunicacion con el grupo durante el periodo de la implementacion, asi como también le facilito
la tarea de enviar a los estudiantes el material extra-clase que se les encomendd estudiar de forma

previa a cada sesion.
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La sesion previa tuvo lugar el lunes 5 de noviembre del 2018, la profesora titular otorgé al
profesor implementador un espacio de 20 minutos para que pudiera presentarse frente al grupo; y
asi explicarles en qué consistia la propuesta, la fecha de las sesiones, y las actividades que ellos

debian realizar como una actividad extra-clase previa a cada sesion.

Sobre esto Ultimo, el profesor notificd a los estudiantes que, a través de la plataforma de
Facebook, se les proporcionaria un primer texto (anexo A) el cual se les encomendd estudiar como
una actividad extra-clase previa a la primera sesion, ultima que se llevo a cabo una semana
después: el dia lunes 12 de noviembre del 2018. Ademas, se les encomendd contestar un
cuestionario de opinién (anexo D) sobre la lectura del anexo A; Gltimo que también debian

imprimir y contestar como una actividad extra-clase.

El propdsito del cuestionario de opinion fue que los alumnos evaluaran el texto del anexo A, de
tal modo que al final de la implementacion se contara con una base de opiniones sobre las
cualidades y deficiencias del texto. También se disefié un cuestionario similar (anexo E) para la
evaluacion del texto del anexo B; el cual se encomendo a los estudiantes leer como una actividad

extra-clase previa a la segunda sesion.

El texto del anexo A 'y su respectivo cuestionario de opinién (anexo D) se compartieron en el
grupo de Facebook el dia miércoles 7 de noviembre del 2018, de tal modo que los estudiantes
contaron con al menos cuatro dias para estudiar el documento, asi como para contestar el
cuestionario de opinién. Aqui conviene mencionar que, minutos antes de que diera inicio la
primera sesion, algunos estudiantes expusieron una duda al profesor referente a la Gltima pregunta
del cuestionario. Al revisarla, el profesor identificé un error en la pregunta que tuvo lugar durante
la edicion del documento. Los detalles sobre el primer cuestionario de opinion seran abordados

mas adelante en este mismo capitulo.
4.2 DESARROLLO METODOLOGICO DE LA 12 SESION

La propuesta se desarrollé con el objetivo de que los estudiantes desarrollen su capacidad para
resolver problemas contextualizados de conteo; esta Ultima es la competencia general por
desarrollar en la propuesta. Recuerde que los problemas de conteo refieren a aquellas situaciones
en las que se debe llevar a cabo el conteo de un conjunto de elementos, o bien, de posibilidades;

algo que a menudo implica trabajar con cantidades grandes y poco intuitivas. Cuando se habla de
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problemas contextualizados, se refiere a situaciones que son familiares a los estudiantes con base

a su contexto personal, social, cultural o profesional.

No obstante, los problemas de conteo abarcan un gran nimero de situaciones, y muchas de ellas
requieren de técnicas especificas; algunas de las cuales se escapan de los limites definidos para la
presente propuesta. De este modo, la propuesta aqui desarrollada solo abarca algunas de las
subcompetencias que conforman a la competencia general. Especificamente, la propuesta

desarrolla dos subcompetencias que contribuyen al desarrollo de la competencia mas general.

En lo que refiera a la primera sesion, se propuso que los estudiantes desarrollen su capacidad
para resolver problemas de conteo que no exigen el desarrollo de un pensamiento combinatorio;
pero si exigen un pensamiento reflexivo sobre la aplicacién e interpretacion de las operaciones

aritméticas elementales en una diversidad de contextos.

Por su parte, la segunda sesion si tiene la finalidad de que los estudiantes desarrollen su
capacidad para resolver problemas de conteo que involucran un pensamiento combinatorio;
especificamente de aquellas situaciones en las que se requiere la aplicacion del Principio
Fundamental del Conteo. Este principio permite conocer el conjunto de posibilidades como puede
ocurrir una secuencia de eventos; el término ‘evento’ puede tener distintos significados segtn el
contexto, pero por lo general este refiere a una situacion o fenémeno que puede ocurrir de maltiples

formas posibles.
4.2.1 Lacompetencia por desarrollar durante la 1 sesion

La primera sesion tiene como proposito que los alumnos desarrollen su capacidad para resolver
problemas contextualizados de conteo mediante la aplicacion e interpretacion de las operaciones
aritméticas elementales; esta es la primera de las dos competencias a trabajar en la propuesta. Para
esto, se hizo especial énfasis en la aplicacion e interpretacion de la regla del cociente; Gltima que
refiere a la aplicacidn de la operacion division. Esta regla juega un papel importante en el analisis
combinatorio, y puede interpretarse de mas de una forma. En su investigacion, Roa et al. (2003)
llegd a la conclusion de que la regla del cociente es poco intuitiva, incluso para estudiantes con

una educacién matematica avanzada.

La regla del cociente estd implicita al aplicar y resolver una regla de tres. Sin embargo, esta

ultima regla suele ser aplicada por los alumnos de una forma parcialmente mecénica; es decir, no
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hay una interpretacion de las operaciones aritméticas implicadas. En la primera sesion los

estudiantes resolvieron problemas que requieren la aplicacion de una regla de tres; sin embargo,

se les solicitd que interpretaran cada una de las operaciones implicadas, esto con el fin de hacer

explicita la regla del cociente durante el procedimiento.

Ademas, la primera sesioén también puede concebirse como un diagndstico que permitio al

profesor implementador conocer mejor al grupo, asi como evaluar los conocimientos previos de

los estudiantes. En la siguiente tabla se presenta los requisitos cognitivos, procedimentales y

actitudinales que integran la competencia a desarrollar durante la primera sesion.

Competencia general: resuelve problemas contextualizados de conteo.

Competencia particular: resuelve problemas contextualizados de

interpretacion de las operaciones aritméticas elementales.

conteo mediante la aplicacion e

Requisitos cognitivos Requisitos procedimentales

Requisitos actitudinales

e Interpreta en situaciones || e Analiza problemas basicos de

concretas el resultado conteo y  extrae la
obtenido al multiplicar dos informacion cuantitativa
ndmeros naturales, esto a relevante que yace implicita.

partir de la definicion || e Intuye, evalla y aplica un

elemental de la método de solucion personal
multiplicacion. para llegar a la solucién de un
e Interpreta en situaciones problema basico de conteo.

concretas el resultado de
dividir un ndmero natural
entre otro; cuando se desea
partir una cantidad en partes
iguales y cuando se pretende
comparar ambas cantidades.

o Interpreta y aplica las
operaciones aritméticas
basicas para extraer la
informacion cuantitativa

relevante.

Fomenta el héabito de Ila
lectura como un medio para el
autoaprendizaje.

Fomenta el aprendizaje
cooperativo, para lo cual
expresara sus propias ideas y
también escuchard las ideas

de sus compafieros.
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4.2.2 Disefoy planeacion de la 12 sesion

Para la implementacion de la primera sesion se redactd una planeacion que le sirviera de guia al
profesor durante la instruccion. Esta planeacion puede consultarse en el anexo F de la presente
tesis. Sin embargo, ya durante la implementacion se tomo la decision de omitir algunas fases de la
planeacion original y, al mismo tiempo, se considerd abordar algunos puntos y actividades que no
formaban parte de su disefio.

Respecto a la evaluacion de la primera sesion, se disefid e implement6 un problema que puede
consultarse en el anexo H de la tesis. Dicho problema les fue entregado a los estudiantes de forma
impresa; posteriormente se les solicito resolverlo y redactar ahi mismo el método de solucion
aplicado, y bajo la instruccion de que debian escribir y explicar el proposito de cada una de las
operaciones implicadas. También se disefid un segundo problema el cual se considerd para la
evaluacion y el cual puede consultarse en el anexo I; sin embargo, durante la sesion se tomo la

decision de implementar el problema como parte de la instruccion.

Como ya se comento, durante la implementacion de la primera sesion se tomé la decision de
hacer algunas modificaciones al disefio original de la planeacion (anexo F), y la cual poseia la

siguiente estructura:

1) Al comienzo de la sesion se solicita a los alumnos entregar el cuestionario de opinion
(anexo D) sobre el texto del anexo A, ultimo que se les encomendd contestar como una
actividad extra-clase junto con la lectura del texto.

2) Se cuestiona a los alumnos sobre cuales son los nimeros naturales.

3) Se discuten con los estudiantes algunas estrategias que facilitan el calculo mental de ciertas
clases de multiplicaciones.

4) Se discute con los estudiantes las diferentes interpretaciones del cociente de la division al
aplicar esta operacion en una diversidad de contextos de la vida cotidiana. Se abordan los
problemas #1 y #2 de la planeacion (anexo D) y se invita a los estudiantes a reflexionar
sobre las diferencias que hay entre las dos formas de interpretar el cociente de una misma
division.

5) Se cuestiona a los alumnos qué sucede cuando no es posible dividir un nimero entre otro

de forma exacta; esto es cuando el residuo es distinto de cero.



CAPITULO 4: DESARROLLO METODOLOGICO Y ANALISIS DE LA PRIMERA SESION

6)

7)

8)

Se plantea a los alumnos el problema #3 y se guia la instruccién para que los alumnos
lleguen a la solucion del problema. Para esto, se les pone como condicion que interpreten
cada una de las operaciones implicadas; de tal modo que no se permite la aplicacion
mecanizada de la regla de tres.

El profesor entrega a los alumnos el problema impreso del anexo H. Después se solicita a
los alumnos resolver el problema y redactar en la misma hoja el método de solucion
aplicado; para ello se les da la instruccion de escribir y explicar el proposito de cada una
de las operaciones aplicadas. Se les otorga el tiempo necesario para que resuelvan el
problema y redacten el procedimiento aplicado.

En el caso de que reste tiempo tras la implementacion del problema del anexo H, se
complementa la evaluacion con el problema el anexo I; tltimo que el profesor debe escribir

en el pizarron para que los alumnos puedan escribirlo en una hoja de su cuaderno.

Sin embargo, durante la implementacion se opt6 por hacer modificaciones al disefio original de

la planeacion (anexo F). Estas modificaciones consistieron en omitir el paso 3, pues se considerd

que podria resultar tedioso a los estudiantes. También se abrié un espacio para abordar algunos

puntos que no se habian considerado en la planeacion original. Un ultimo cambio fue que el

problema del anexo | no se implementé como un problema de evaluacién; este se abord6 hacia el

cierre de la sesion de tal modo que los estudiantes lo resolvieron con la guia del profesor. De este

modo, la primera sesidn quedo integrada por las siguientes fases:

1)

2)

3)

Fase I: Al comienzo de la sesion se solicito a los estudiantes entregar el cuestionario de
opinidn sobre la lectura del anexo A. También se cuestion6 a los estudiantes sobre su
opinidén general del texto.

Fase I1: Se cuestiona a los estudiantes sobre cuales son los nimeros naturales; también se
les pregunta si el cero forma parte de dicho conjunto de nimeros. Se llega al acuerdo de
que, para los fines de la propuesta, se excluira al namero cero del conjunto de los nimeros
naturales.

Fase I1l: Los estudiantes leen y resuelven los problemas #1 y #2 de la planeacion del anexo
F; luego se les invita a reflexionar sobre las diferentes interpretaciones y aplicaciones de la

misma division que resuelve ambos problemas.
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4) Fase IV: Las conclusiones de la fase Il se trasladan al caso de los nimeros racionales. Esta
parte de se trabaja con una analogia donde se identifican los componentes de la division.

5) Fase V: Se cuestiona a los alumnos sobre qué sucede cuando la division de dos numeros
naturales no es exacta.

6) Fase VI Esta es la fase mas importante de la instruccion de la primera sesion. En ella se
plantea a los estudiantes el problema #3 de la planeacion del anexo F y se guia la
instruccion para que los estudiantes resuelvan el problema. Para esto, se pone como
condicion a los estudiantes que interpreten cada una de las operaciones implicadas; de tal
modo que no se considera valido aplicar la regla de tres de forma mecanica.

7) Fase VII: Da inicio el proceso de evaluacion. Los estudiantes reciben una copia impresa
del problema del anexo H; cuentan con un tiempo limite de 50 minutos para resolverlo y
redactar el método de solucion aplicado. Todos los estudiantes concluyeron la actividad en
un tiempo inferior a 30 minutos, de tal modo que restaron 20 minutos para implementar la
siguiente fase.

8) Fase VIII: El profesor escribe en el pizarrén el problema del anexo |y guia la instruccién
para que los alumnos lleguen a la solucién del problema.

Observe que la fase VII corresponde al proceso de evaluacion de la primera sesion; los
resultados seran presentados y analizados mas adelante en este capitulo. Mientras tanto, en la
siguiente seccion se llevara a cabo una descripcidn detallada de la instruccion; también se realizara

un analisis y una autocritica de la misma.
4.3 LA INSTRUCCION DURANTE LA 12 SESION

En esta seccidn se describira el proceso de instruccion de la primera sesion. Para esto, se realizd
la grabacion de un audio con el cual se registré el desarrollo de la instruccion. Sin embargo, la
calidad del audio grabado no permitio registrar todas las participaciones de los estudiantes; por
esta razdn s6lo se analizaran las participaciones de aquellos alumnos cuya voz fue registrada en la

grabacion.

La seccion sera dividida en siete subsecciones, cada una refiere a la descripcion y el analisis de
alguna de las fases que integraron la instruccién de la primera sesion. Ademas, en algunas
subsecciones se anexard la transcripcion literal de las participaciones de los estudiantes. Esto

ultimo dependera de la calidad del audio registrado durante la implementacion de la propuesta, asi
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como de la relevancia de las participaciones para su analisis y su discusion. En algunas

subsecciones también se realizara una autocritica sobre el desarrollo de la instruccion.

Aqui conviene explicar como se presentara la transcripcion de las participaciones del profesor
y de los estudiantes. Cada participacion sera enumerada conforme a la fase en la que tuvieron
lugar; ademas, a un conjunto de participaciones se le referira como ‘dialogo’. Las participaciones
se transcribieron de la forma mas fiel posible; sin embargo, debido a la calidad del audio, no se
descarta que haya alguna transcripcién erronea debido a las limitaciones de la percepcién humana.
Aquellos fragmentos de las participaciones que no fueron registrados por la grabacion seran
omitidos y referidos con puntos suspensivos ...’; por su parte, se usaran corchetes ‘[...]” para
explicar y describir las reacciones de los estudiantes; ultimas que no pueden ser percibidas en la

transcripcion.

Dado que el profesor no conocid al grupo hasta una semana antes de la implementacién, no
conocio a los estudiantes lo suficiente como para reconocer y diferenciar la voz de cada uno. Por
esa razon, no le fue posible identificar y dar seguimiento a las participaciones de todos los
estudiantes. Si bien fue posible dar seguimiento a la participacion de algunos estudiantes en
especifico, tampoco se estd exento de haber omitido alguna de sus participaciones, o bien, de

confundir sus voces con las de los demas estudiantes.

Para tener un registro de las participaciones, los didlogos seran enumerados con los nimeros
romanos | a VI, y con el nimero VIII; de tal modo que la numeracién coincida con el namero de
la fase en la que tuvo lugar; por ejemplo, el dialogo VI referird a las participaciones registradas
durante la fase VI de la instruccion. Las participaciones del profesor implementador seran referidas
con las siglas ‘PI’; por su parte, las participaciones de las alumnas se referirdn con la letra ‘A’ y la
de los alumnos con la letra ‘O’. Para el caso de aquellos estudiantes a quienes se le dio seguimiento
a su participacion, se les citara con los codigos ‘A-1°, ‘A-2°, ‘A-3’, etc. para el caso de las alumnas,

y ‘O-1’, ‘O-2, ‘0-3’, etc. para el caso de los alumnos.

Los didlogos permitiran llevar a cabo un andlisis de las participaciones méas importantes;
también permitiran realizar una autocritica de la instruccion realizada por el autor de la presente
tesis. Ademas, se reportaran los errores de instruccién en caso de haberlos, y se compartiran

algunas reflexiones sobre como mejorar la propuesta.
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4.3.1 Fase I: Entrega del primer cuestionario de opinion

La primera sesion se llevo a cabo el lunes 12 de noviembre del 2018 y dio inicio una vez que
transcurrieron los 10 minutos de tolerancia otorgados. No obstante, se permitio el acceso al salén

a aquellos alumnos quienes llegaron después del tiempo de tolerancia.

Algunos estudiantes entregaron el cuestionario de opinion (anexo D) antes de que les fuera
solicitado; también notificaron al profesor que tenian una duda sobre la Ultima pregunta abierta del
cuestionario. Al revisarlo, el profesor detect6 un error de edicion en la pregunta. EI cuestionario
completo puede consultarse en el anexo D; la pregunta con el error de edicion se muestra en la

siguiente imagen:

Considero que Totalmente en | En desocuerdo. | Nide acuerdo De acuerdo. Totalmente de
el texto “Dos desacuerdo. ni en acuerdo
operaciones desocuerdo.

bdsicas para la

vida" me () (. () () ()

progorciono
herramientas

para analizar y
solucionar
problemas.

Sobre los temas que se desarrollaron en texto “Contando contraseifias y otras cosas”, menciona qué temas
fueron nuevos para ti v de cuales ya tenias conocimiento.

Recuerde que el documento del anexo D consiste en un cuestionario de opinion disefiado con
el proposito de que los estudiantes evallen el texto del anexo A, esto con el fin de contar con un
conjunto de opiniones que sirvan de referencia para redisefiar el texto como parte de un proyecto
futuro. Sin embargo, al editar el cuestionario, en la Gltima pregunta abierta se cometio el error de

referir al texto del anexo B en lugar de referir al texto del anexo A.

El profesor notificd sobre este error a los estudiantes quienes preguntaron; no obstante, la
mayoria de los estudiantes pasaron por alto el error gracias al contexto del cuestionario y de la
pregunta de escala Likert que la precedia y que referia al titulo correcto del texto. Note que el
cuestionario de opinion esta integrado por cinco preguntas de escala Likert y cinco preguntas de
respuesta abierta; estas vienen en pares, de tal modo que las preguntas de respuesta abierta
complementan a las de escala Likert.
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Una vez que concluyeron los 10 minutos de tolerancia, se solicito al resto de los estudiantes
que entregaran del cuestionario de opinién. Luego se cuestiond sobre cual fue su opinion general
del texto del anexo A, ultimo que fue editado con el propdsito de que los estudiantes retomaran y
reflexionaran sobre algunos conocimientos adquiridos durante la educacién basica. En general, se
escucharon respuestas positivas entre los alumnos, tal como puede apreciarse en el siguiente

dialogo:

Dialogo I:

(1,1) PI: De forma muy general, les voy a preguntar: ;Cémo sintieron la lectura? ¢La sintieron muy
dificil?

(1,2) O-1: Muy ligera

(1,3) A-1: Si bastante ligera. El lenguaje que ocupas esta muy bien para que sigamos leyendo y no
digamos: jHay! otra ronda de dos horas.

(1,4) O-1: Ademas empatiza con el lector...

(1,5) A: Tiene ejemplos y entonces eso es facil.

Observe que el texto del anexo A fue redactado con un lenguaje informal y en primera persona;
esto con el fin de que los estudiantes lo relacionen con su contexto personal y social. EI comentario
(1,3) de la alumna A-1 refiere al estilo de redaccion; pues sefiala que el lenguaje le resulté cémodo
para mantener un ritmo de lectura constante y sin mayores complicaciones. Ademas, el texto
incluye ejemplos concretos de la vida real y analogias que relacionan sus conocimientos previos

con situaciones cotidianas, algo que fue sefialado por dos estudiantes en (1,4) y (1,5).
Resultados del cuestionario de opinién sobre la lectura del anexo A

Recuerde que el cuestionario de opinion del anexo D esta conformado por cinco preguntas de
escala Likert y cinco preguntas de respuesta abierta que complementan a las primeras. La siguiente
tabla presenta los resultados obtenidos en cada una de las preguntas de escala Likert del

cuestionario, ultimo que fue contestado por un total de 30 estudiantes:
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1. Considero que la seccion “La propiedad conmutativa de la multiplicacién” se desarrolla de forma

clara.

Totalmente en
desacuerdo

7%

En desacuerdo

0%

Ni de acuerdo
ni en

desacuerdo

0%

De acuerdo

40%

Totalmente de

acuerdo

50%

Respuesta

anulada

3%

2. Considero que la seccion “La propiedad asociativa de la multiplicacién” se desarrolla de forma

clara.

Totalmente en

desacuerdo

7%

En desacuerdo

0%

Ni de acuerdo
ni en

desacuerdo

7%

De acuerdo

30%

Totalmente de

acuerdo

53%

Respuesta

anulada

3%

3. Considero que la seccidn “La division como operacion inversa de la multiplicacion” se desarrolla

de forma clara.

Totalmente en
desacuerdo

7%

En desacuerdo

0%

Ni de acuerdo
ni en

desacuerdo

0%

De acuerdo

27%

Totalmente de

acuerdo

66%

Respuesta

anulada

0%

4. Considero que la seccion “Dos

usos prdacticos de

la division” se desarrolla de forma clara.

Totalmente en
desacuerdo

7%

En desacuerdo

3%

Ni de acuerdo
ni en

desacuerdo

3%

De acuerdo

33%

Totalmente de
acuerdo

54%

Respuesta
anulada

0%
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5. Considero que el texto “Dos operaciones bdsicas para la vida” me proporciond herramientas para

analizar y solucionar problemas.

Totalmente en || En desacuerdo || Ni de acuerdo De acuerdo Totalmente de Respuesta
desacuerdo ni en acuerdo anulada
desacuerdo
7% 10% 43% 3%
° 0% 37% ° °

El rubro “Respuesta anulada” refiere al caso de aquellos estudiantes quienes olvidaron marcar

alguna de las respuestas posibles, o bien, quienes marcaron mas de una opcion.

En general, los resultados muestran que los alumnos tuvieron una opinion positiva sobre el texto
del anexo A. Sin embargo, en las preguntas abiertas al menos 11 alumnos sefialaron que el
contenido del texto no les aporté algo nuevo. Aqui conviene recordar que el proposito del texto es
retomar algunos contenidos de la educacion basica con el fin de promover un pensamiento
reflexivo de los mismos, profundizarlos y aplicarlos en situaciones concretas que exigen llevar a

cabo un proceso de analisis.

También se tuvo el caso de dos alumnos quienes marcaron “Totalmente en desacuerdo” en
todas las preguntas de escala Likert del cuestionario; sin embargo, en las preguntas abiertas
sefialaron que el texto les parecio facil de entender. Por ello, hay razones para creer que quienes

marcaron “totalmente en desacuerdo” se debe a una comprension errénea del cuestionario.

No se hara un analisis riguroso sobre las respuestas redactadas por los alumnos. Sin embargo,
se compartiran algunas de las opiniones mas significativas sobre los aspectos positivos y negativos
del texto del anexo A. Recuerde que el proposito del cuestionario es tener una base de opiniones

que sirvan de referencia para una posible reedicion del texto del anexo A.

En el siguiente cuadro se comparten algunas de las respuestas mas significativas; estas fueron
seleccionadas bajo el criterio del autor de la tesis y no representan la opinion general del grupo.
No obstante, permiten darse una idea de la diversidad de opiniones expresadas por los estudiantes

en relacion con el texto del anexo A.
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PREGUNTA 1: Escribe tu opinion sobre la seccion “La propiedad conmutativa de la multiplicacion”,

haciendo énfasis sobre lo que te parecio claro y lo que te resulté confuso de la misma.

Alumna #1: Sinceramente, al menos para mi, fue bastante claro y no encontré algo que no me quedara

claro. Aunque habia conceptos que no lograba entender del todo.
Alumno #2: Me gusté ya que todo esté claro en esa parte, ademas de que es concreto.
Alumna #3: Toda la seccion me quedé clara porque es un tema sencillo.

Alumna #4: Esta seccion fue clara, ya que el desarrollo venia acompafiado de ejemplos lo cual facilitaba
la comprension del tema, ademas no habia términos confusos y la redaccidn era de algin modo personal,

a lo que me refiero es [que se siente] como si un amigo me lo explicara.

Alumna #5: Es sencilla y clara, deja claro que al multiplicar dos nimeros no importa el orden que se

realice la operacidn, el resultado es el mismo.
Alumna #6: En esta seccidn todo me result6 totalmente claro.

Alumno #7: Lo que me pareci6 claro fue la introduccion a aquella seccion porque me hizo clavarme
mas en la lectura por recordar las clases que tomé cuando era pequefio. No me resulté confusa ninguna
parte de la seccion debido a que esta explicado de tal manera que hasta un nifio pueda entender (ayuda

mucho los recursos gréaficos que estan incluidos).

PREGUNTA 2: Escribe tu opinion sobre la seccion “La propiedad asociativa de la multiplicacion”,

haciendo énfasis sobre lo que te parecio claro y lo que te resulté confuso de la misma.

Alumna #1: Igual que la parte anterior del texto, no me resulté complicado poder comprender el texto.
Alumno #2: Es concreta y deja muy clara la idea.
Alumna #3: Me gusto el ejemplo de los prismas porque no s6lo pude razonar la propiedad, sino verla.

Alumna #4: Al igual que en el primer caso esta seccién fue clara, ya que los ejemplos fueron sencillos

y faciles de entender, no hay términos confusos y la redaccion en buena.
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Alumna #5: Como la anterior, es clara la explicacion, aungue sea casi lo mismo que la propiedad
conmutativa, solo que aqui se usan de tres 0 mas nimeros en la operacion. Se nos explica que en una

multiplicacion no importa que nimeros (par) se resuelvan primero, sigue siendo el mismo resultado.

Alumna #6: En esta nueva seccion sigue estando todo claro, mas aparte me reconozco conforme con la

relacion [la alumna quizé quiso escribir ‘redaccion’] de los apartados.

Alumno #7: Absolutamente todo me qued6 claro (hasta sorprendido por la manera en la que se

representa una multiplicacién de tres nimeros en forma de prisma). Ninguna parte me resulté confusa.

PREGUNTA 3: Escribe tu opinion sobre la seccion “La division como operacion inversa de la

multiplicacion”, haciendo énfasis sobre lo que te parecio claro y lo que te resulté confuso de la misma.

Alumna #1: Incluso me pareci6 interesante y amena la lectura por el lenguaje utilizado.
Alumno #2: Me gusté ya que deja clara la comparacion.
Alumna #3: Todo me pareci6 claro, sobre todo los ejemplos.

Alumna #4: Esta seccion es también clara, el autor relaciona muy bien las situaciones de la vida
cotidiana con el tema, haciendo de este algo divertido y nada pesada al leerlo, los ejemplos son claros,
no hay términos dificiles de entender.

Almuna #5: Se me hace una explicacion agradable para definir la division y decirnos sus partes, ademéas

de para qué sirve.
Alumna #6: Nuevamente todo ha quedado de forma fina, se me hace buena la explicacion.

Alumno #7: La manera en la que se explica el funcionamiento de la division resulta fascinante, porque
a mi tnicamente me ensefiaron a aplicarla, pero no a entender el como funciona. Todo qued6 muy claro

y no hubo confusion alguna.

PREGUNTA 4: Escribe tu opinion sobre la seccion “Dos usos prdcticos de la division”, haciendo
énfasis sobre lo que te parecié claro y lo que te resulté confuso de la misma.
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Alumna #1: Me pareci6 un texto con la informacién bastante sintetizada, pero que logra dar todo el

mensaje o informacion.
Alumno #2: Muy buenas las diferencias las cuales deja claras.
Alumna #3: Me parecio claro todo.

Alumna #4: En esta parte se muestran dos usos de la division, el primer uso era que a partir de una
cantidad se obtengan partes iguales, y el segundo es “dadas dos cantidades, nos interesa saber cuantas
veces cabe la segunda en la primera”, el primer caso se me hizo mas facil de asimilar que el segundo,
ya que ambos casos al momento de leerlos se me hicieron similares, pero al leer el ejemplo del caso dos

lo diferencié del ejemplo, asi que gracias al ejemplo logré diferenciar el caso 1 del caso 2.

Alumna #5: Esta seccion si se me hizo més dificil de comprender, porque me revolvio con el caso 1y
el 2, aunque al final creo que el 2° era para ver cuantas veces el nimero cabe en el dividendo y el 1° para
mostrar en cuanto se debe dividir el dividendo... [los puntos suspensivos anteriores los escribio la

alumna] sigue algo confuso.

Alumna #6: Estad muy clara, tanto aqui como en las anteriores no pongo el énfasis en lo que me parece

claro ya que todo me parece esté correcto.

Alumno #7: Siendo préacticamente puros ejemplos en esta seccidn, la explicacion tedrica por la cual se
utilizan los casos mencionados es dada de manera clara y concisa. En ningin momento me perdi en la

lectura, 0 me parecio confusa.

PREGUNTA 5: Sobre los temas que se desarrollaron en el texto “Contando contraserias y otras cosas”
[aqui esta el error de edicion, la pregunta debia decir “Dos operaciones bdsicas para la vida’],

menciona qué temas fueron nuevos para ti y de cuéles ya tenias conocimiento.

Alumna #1: — Qué la division se podia “clasificar en 2”. — No recordaba las propiedades de la

multiplicacion.

Alumno #2: Précticamente tenia conocimiento de todo, s6lo que no sabia ni el nombre ni habia razonado
bien como lo hacia, mi cabeza lo hacia inconscientemente y aqui conoci bien paso a paso como se
desarrolla.
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Alumna #3: La verdad ya tenia conocimiento de los temas porque, como dice la lectura, es algo que te
ensefian desde la primaria, pero nunca lo habia visto tan detalladamente o tan enfocado en el por qué es

asi.
Alumna #4: [Sin respuesta].
Alumna #5: En esta lectura se vio la multiplicacion y la division.

En el tema de la multiplicacién ya sabia que esta era una suma abreviada y que el orden no afecta el
producto, lo que no sabia es que lo segundo que mencioné se divide en propiedad conmutativa y en

asociativa.

En la parte de la division sabia que era la inversa de la multiplicacion, y de cierta forma que incluia
suma, resta y multiplicacion. Lo que si me confundio fue lo de los usos (caso 1y 2), sé que se usa para
ver cuantas veces un nimero cabe en otro o en cuénto se debe dividir uno, pero la forma en que lo lei

siento que debe de ser otra cosa lo que yo entendi.

Alumna #6: No me proporcion6 exactamente algo nuevo, no por lo escrito ni la ejemplificacion, sino

por el simple hecho de que son cuestiones basicas, de hecho, para un novato es un texto idoneo.

Alumno #7: Lo Gnico nuevo que aprendi, que en mi interior ya sabia, pero no era una definicion clara,
son las propiedades conmutativa y asociativa. Por otra parte, ya tenia conocimiento sobre la

multiplicacion y la division, al igual que los casos en las que se utilizan ambas operaciones.

En el cuadro anterior se anexaron las opiniones de cinco alumnas y dos alumnos; a cada
estudiante se le refiere con un nimero del 1 al 7 de tal modo que se le pueda dar seguimiento a sus
respuestas. La enumeracion antes descrita es exclusiva para este recuadro, y no guarda relacion

con los dialogos y participaciones registradas en esta tesis.

Conviene discutir algunas de las respuestas de los estudiantes. Como ya se menciono, la primera
lectura tiene el propdsito de fomentar el pensamiento reflexivo sobre la interpretacion de las
operaciones elementales; especialmente de la multiplicacién y la division. Las respuestas de la
alumna #3 a las preguntas 2 y 5 dan evidencia de que reflexiono las implicaciones de la
interpretacion geometrica del producto de tres numeros. La propiedad asociativa de la

multiplicacion tiene su justificacion en esa interpretacion; sin embargo, los estudiantes se
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convencerse de su veracidad porgue se les ensefia como un dogma. El texto del anexo A también
tiene el propdsito de que los estudiantes reflexionen sobre la justificacion logica de algunos

conocimientos que adquirieron durante la educacion basica.

Durante la educacion basica, los estudiantes aprenden a aplicar la division de forma intuitiva,
pero no siempre hay un proceso de reflexion que haga explicito que no soélo se divide para partir
una cantidad en partes iguales; sino que también se divide para comparar cudntas veces cabe una
cantidad dentro de otra. Las respuestas de las alumnas #4 y #5 a la pregunta 4 dan evidencia de
gue este conocimiento es puramente intuitivo, pues tuvieron dificultades para diferenciar entre un
caso y el otro. Los ejemplos facilitaron la comprension de esta parte del texto; sin embargo, la
parte tedrica debe redisefiarse para que sea mas precisa y sintética.

En general, el contenido del texto del anexo A debe hacerse mas sintético y con explicaciones
menos redundantes, pero preservando los temas desarrollados de tal modo que se fomente la
reflexion sobre aquellos conocimientos que los estudiantes adquirieron por intuicién durante la
educacion basica; esto a fin de articular el razonamiento deductivo con el intuitivo. Esta
articulacion es necesaria para que los estudiantes resuelvan problemas mas complejos donde se
requieren aplicar e interpretar maltiples operaciones; desde aplicar una regla de tres hasta resolver
problemas combinatorios complejos.

4.3.2 Fase Il: Concepcidn del conjunto de los nimeros naturales

El proceso de instruccion inicio justo después de preguntar a los estudiantes su opinion sobre el
texto del anexo A. Para esto, se explico a los estudiantes que el proposito de la primera sesion es
retomar algunos temas de la educacion basica referentes al concepto y aplicacion de las
operaciones elementales; ademas de que esta sesion serviria como un diagnostico para evaluar si

las aplican correctamente para resolver problemas de la vida cotidiana.

El profesor también explicd que las técnicas del conteo se limitan a aplicar y resolver
operaciones elementales. No obstante, enfatizo que resolver un problema de conteo exige llevar a
cabo un proceso de analisis riguroso del problema; algo que implica utilizar e interpretar las

operaciones béasicas de forma correcta.

Después de la explicacion anterior, se cuestiono a los estudiantes si sabian cuales son los

numeros naturales. El propdsito de esta pregunta fue informar a los estudiantes que, hoy en dia, no
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hay un acuerdo solido entre matematicos y filosofos acerca de si el nimero cero debe o no ser
considerado un numero natural. También se indicé a los estudiantes que, para los fines de las dos
sesiones a trabajar, el cero sera excluido de los nimeros naturales. A continuacion, se anexa una

parte del didlogo que tuvo lugar en esta fase:

Diélogo Il (12 parte):
(11,1) PI: ¢Cuales son los numeros naturales?
(11,2) Es: [Se muestran confundidos]

(IL,3) PI: A ver, a qué les suena, para empezar, la palabra ‘natural’. O sea, ‘numero natural’ ;Por qué

creen que se les llama asi?

(11,4) A: Los gue no son negativos ni son fracciones

(11,5) PI: ¢Esos nimeros que no son negativos ni son fracciones para qué los utilizamos en la vida real?
(11,6) O: Para contar

(1,7) PI: Para contar... [responde en forma afirmativa]. Son los nimeros que ustedes aprenden desde
que son pequefiitos, desde que iban en el kinder. Esos son los nimeros naturales. Se dice que se llaman
naturales porque, supuestamente, el hombre los descubrié de forma ‘natural’, desde la antigiiedad...

¢Creen que el cero sea un nimero natural?

Narracion:

Frente a la pregunta planteada al final del fragmento (11,7), los estudiantes se mostraron inseguros de
dar una respuesta. Por ello, el profesor solicitod que alzaran la mano aquellos quienes consideraban que
el cero si es un numero natural. Luego solicitd que alzaran la mano aquellos quienes piensan que no es
un namero natural. Cabe sefialar que no todos los estudiantes levantaron la mano; sin embargo, se

percibi6 una opinién dividida entre el grupo.

Dialogo Il (22 parte):

(11,8) PI: Ok, les comento que, entre matematicos, no hay un acuerdo de si el cero debe ser considerado
como un numero natural o no... La verdad es que, al final, cada quien lo termina tomando més a su

conveniencia. Hay veces que conviene que el cero si sea [un nimero] natural, y hay veces que no. Pero
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ahi hay mucha pelea, sobre todo con los filosofos... Los filésofos son los que dicen que no, porque

dicen que el cero no fue descubierto de forma natural...
(11,9) O: Pero: ¢Y los mayas?

(11,10) PI: Los mayas, de hecho, fijense ahi la importancia del cero. Nuestro sistema de numeracién
utiliza el cero para marcar posiciones ;No? Ahora si que, sabemos que, entre mas ceros, mas vale el
numero. Bueno, ese fue el gran avance de los mayas, justamente, que ellos introdujeron el cero para el
sistema posicional, que es el que ocupamos hasta la fecha. La diferencia es que los mayas utilizaban la
base 20; es decir, ellos contaban de 20 en 20, y nosotros: ;Qué base ocupamos?

(11,11) A: La base 10, ¢no?

(11,12) PI: La base 10 [Confirma]

Aqui conviene sefialar que el proposito de la primera sesion no es estudiar la historia ni el origen
del nimero cero; por un lado, porque implicaria desviarse de los objetivos definidos y, por el otro
lado, porque el profesor no cuenta con una formacion en filosofia de la ciencia ni en historia de las
matematicas. Sin embargo, tal como se menciond en el dialogo (11,8), no hay un acuerdo de si el
namero cero debe o0 no ser considerado un namero natural. Prueba de ello es que existen textos en
matematicas avanzadas que refieren al cero como parte de los nimeros naturales (véase Kunen,
1980, p. 19); pero también hay otros textos que lo excluyen de dicho conjunto de numeros (véase
Apostol, 1998, p. 1).

A continuacién, se hara un breve analisis sobre el desarrollo del didlogo 1l y, posteriormente,
se presentara una autocritica sobre posibles deficiencias y errores en esta parte de la instruccion.
También, se compartiran algunas reflexiones en respecto a haber implementado esta parte en la

planeacion.
Analisis del dialogo I1:

Al principio los estudiantes se mostraron confusos sobre cuales son los nimeros naturales; aunque
si mostraron sefales de tenerlos identificados. En lo que a esta cuestion se refiere, la respuesta de
la alumna del fragmento (I1,4) es parcialmente correcta. La razon de esto es que existen nimeros

que cumplen la propiedad de no ser una fraccion (sin mencionar que todo nimero natural puede
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expresarse como una fraccion con denominador 1), asi como la propiedad de no ser un nimero

negativo; pero que no cumplen la propiedad de ser un nimero natural. Dichos nimeros son los

irracionales positivos como es el caso de my v/2. Los conceptos de niimero natural, entero, racional
e irracional se introducen de forma superficial en el nivel medio superior; de tal modo que los
alumnos trabajan con ellos, pero no siempre tienen presente el nombre y las caracteristicas de cada
conjunto de numeros. No obstante, en (I1,6) un alumno mencion6 cual es la cualidad mas

importante que caracteriza a los nimeros naturales.

En lo que se refiere a la segunda parte del dialogo Il, el comentario del alumno en (11,9) es
acertado; la cultura maya tenia conocimiento del nimero cero, lo empleaban en su sistema de
numeracion y ademas tenian una forma de representarlo. De hecho, los mayas desarrollaron un
sistema de numeracion posicional en parte semejante al sistema decimal que empleamos hoy en
dia, pero con la principal diferencia de que su sistema posicional era vigesimal; es decir, agrupaban
las cifras en potencias de 20. Ademas, los mayas utilizaban so6lo tres simbolos para representar sus
digitos del 0 al 19; a diferencia de nuestro sistema decimal que utiliza un simbolo Unico para
representar a cada uno de los digitos de la base, estos son los digitos del 0 al 9.

Autocritica sobre la instruccién de la fase I1:

El propésito principal de la fase Il fue el de informar a los estudiantes que no hay un acuerdo sobre
si el cero debe 0 no ser considerado como un nimero natural; ademas de acordar excluirlo de dicho
conjunto solamente para los fines de las dos sesiones a trabajar. Al hacer esto, se evita caer en
ciertas complicaciones que, por cuestiones de tiempo, convenia evitar; como demostrar la igualdad

0! =1, entre otras.

No obstante, durante la implementacion surgieron algunos temas que no se consideraron en la
planeacion; razon por la cual no se tuvo la intencion de profundizar en ellos; algunos por falta de
tiempo, y otros porque el profesor no tenia conocimiento en historia de las matematicas ni en

filosofia de la ciencia.

Especificamente en los fragmentos (11,7), (11,8) y (11,10) se abordaron algunos temas en los que
no hubo una planeacion previa; lo que resulto en una explicacion deficiente por parte del profesor
implementador. En el dialogo (11,7), la expresion ‘descubierto de forma natural’ es ambigua; pues

no se tiene una definicién precisa de lo que significa que un conocimiento se descubra de forma
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natural. Una de las razones por las cuales algunos teoricos excluyen al cero de los nimeros
naturales es debido a que la mayoria de las culturas de la antigliedad no tenian un conocimiento
explicito del mismo. Quiza una expresion mas adecuada seria decir que el cero no surgié con la

misma naturalidad que el nimero uno y sus sucesores inmediatos.

Por otro lado, en el didlogo (11,8) el profesor menciond que, por lo general, son los filésofos
quienes no conciben al cero como parte de los nimeros naturales. Aqui conviene sefialar que este
comentario fue el resultado de un prejuicio por parte del profesor que, mas alla de ser falso o
verdadero, no dispone de fuentes que lo respalde. Esta fue una afirmacion espontanea del profesor

sobre una percepcion personal él que podria estar lejos de la realidad.

En lo que al fragmento (11,10) se refiere, el profesor empled una expresion que llega a ser falsa
si se interpreta de forma literal. La frase es la siguiente: ‘entre mas ceros, mas vale el nimero’;
con ello el profesor quiso decir que el valor de una expresion numérica incrementa conforme
agregan digitos cero la derecha de la expresion. Sin embargo, la frase es ambigua y llega a ser falsa
si se interpreta de forma literal; por ejemplo, el nimero 1,000 tiene mas digitos cero que el nimero
19,890, pero el segundo es mayor que el primero. Esta frase fue empleada de forma espontanea

durante la instruccion; pues este tema no se concibi6 dentro de lo planeado.
Reflexion sobre sobre la fase I1:

La fase Il no aportd algo significativo a la instruccion. Se integré a la planeacion para acordar
excluir al nimero cero de los naturales; esto con el fin de evitar algunas complicaciones que
podrian surgir en el caso de no hacer dicha aclaracién. Ademas, es importante que los alumnos
estén conscientes de no existe un acuerdo sobre si el cero es un nimero natural o no, pues en la

bibliografia es posible encontrar fuentes que dicen que si y otras que afirman que no.

Adentrarse en la cuestion sobre si el cero debe 0 no ser considerado como un nimero natural
requiere llevar a cabo una investigacion profunda sobre cada uno de los sistemas de numeracion
que empleaban las culturas de la antigiiedad; no solo de aquellas que se desarrollaron en oriente y

en occidente, sino también de aquellas que se desarrollaron en el continente americano.

En opinion del autor, analizar y discutir el sistema de numeracién maya y como se emplea el
cero en dicho sistema, es un tema relevante para ser abordado como parte de los contenidos de

bases numéricas y sistemas de numeracion posicional. Los estudiantes pueden aprender a convertir
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un numero del sistema decimal a su equivalente del sistema vigesimal maya y viceversa; ademas
se pueden discutir las ventajas y desventajas de ambos sistemas de numeracion. Sin embargo, este

tema va mas alla de los objetivos de la propuesta.
4.3.3 Fase Il1: Analisis de las situaciones #1 y #2

Una vez que se acordd con los alumnos el excluir al cero de los naturales, el profesor cuestion6 a
los estudiantes si habian comprendido la seccion del texto del anexo A referente a la operacion
multiplicacion. En ese momento, el profesor consider6 apropiado omitir una parte de la planeacion
original del anexo F, parte que fue disefiada con el propdsito de promover la reflexion sobre el
concepto de multiplicacion; esto a través de estrategias que facilitan el calculo de esta operacién

en situaciones determinadas.

De este modo, el profesor procedid a escribir en el pizarrén los problemas #1 y #2 que se
encuentran en la planeacion del anexo F, e hizo la aclaracion a los alumnos de que, mas alla de ser
problemas basicos, el propdsito es analizar, discutir y reflexionar sobre las diferencias entre ambos

problemas y operacion que los soluciona.
Descripcion de la fase 111:
El profesor escribid en el pizarrén las siguientes situaciones:

a) Situacion #1: En un grupo de 30 alumnos se desean formar equipos de 5 alumnos cada
uno. ¢Cuantos equipos se pueden formar?
b) Situacion #2: En un grupo de 30 alumnos el profesor desea formar 5 equipos con igual

numero de alumnos. ¢(Cuantos alumnos deberan integrar cada equipo?

Aunque las situaciones anteriores son basicas y no suponen un problema para los estudiantes,
el proposito es que analicen sus diferencias. Ambas situaciones se resuelven con la misma
operacion: 30 + 5 = 6; sin embargo, esta se aplica con fines distintos. En la lectura del anexo A
se habla de esta diferencia; de tal modo que la fase Il puede concebirse como un proceso de
exploracion sobre los aprendizajes y los conocimientos previos que poseen los estudiantes en

relacion con el contenido de texto.

En el caso de la situacion #2, la division se aplica con el proposito partir una cantidad en un

namero determinado de partes iguales. Esta forma de aplicar la division tiene un uso recurrente en
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la vida cotidiana de las personas; razon por la que resulta familiar a los estudiantes. Desde la
experiencia personal del autor, la idea de dividir un numero entre otro se asocia con la accion de
partir una cantidad en un nimero determinado de cantidades iguales; esta accidn estd presente en

el dia a dia de las personas.

Por otra parte, en el caso de la situacion #1 la division se aplica con un objetivo diferente: el de
comparar el tamafio de dos cantidades. Asi, bajo el contexto de esta situacion, se resuelve la
division 30 + 5 para calcular cuantas veces cabe el nimero 5 dentro del 30; es decir, se calcula
cuéntos subconjuntos de 5 unidades pueden formarse a partir de un conjunto de 30 elementos.
Desde la experiencia personal del autor, los estudiantes no siempre poseen una intuicion directa
que asocie la division con este fin; sino que hay una intuicion intermedia que primero asocia la
multiplicacion con este fin. Asi, un alumno se pregunta: ‘;Cuantas veces cabe el nimero 5 en el
30?” de tal modo que plantea y resuelve la ecuacion 5x = 30; ultima que tiene su solucion en la

operacion x = 30 + 5.

Esta ultima forma de aplicar la division es sumamente importante en la ensefianza-aprendizaje
de las matematicas; pues esta implicita en multiples conceptos y métodos de la disciplina como es
el caso de la regla de tres, la definicion de la probabilidad condicional, el limite con el cual se
define y calcula la derivada de una funcion, asi como también en la formula para calcular el namero

de combinaciones posibles que pueden formarse con los elementos de un conjunto.

Hay razones para concebir esta forma de aplicar la division como poco intuitiva; esto a pesar
de su importancia en matematicas; tanto en las puras como en las aplicadas. En lo que refiere al
analisis combinatorio, Roa et al. (2003) consideran que la regla del cociente es la menos intuitiva

de las estrategias aritméticas para la resolucién de problemas combinatorios.

A continuacion, se anexa el dialogo que tuvo lugar durante la fase 111, y en el cual se tienen

registradas las participaciones de los estudiantes:

Dialogo 111 (12 parte):
(111,1) PI: [Solicita a uno de los alumnos leer la situacion #1]

(111,2) A: [Lee en voz alta la situacion #1]
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(111,3) PI: ¢Cual es la respuesta a este problema?

(111,4) Es: Seis

(111,5) PI: Seis, exacto ¢Seis qué?

(111,6) Es: Equipos [EI profesor escribe en el pizarron ‘R=6 equipos’ justo debajo de la situacion #1]
(111,7) PI: [Solicita a uno de los alumnos leer en voz alta la situacion #2]

(111,8) A: [Lee la situacién #2]

(111,9) PI: ¢Entonces la respuesta es?

(111,10) Es: Seis

(111,11) PI: ¢ Seis que?

(111,12) Es: Alumnos [El profesor escribe en el pizarron ‘R=6 alumnos’ justo debajo de la situacion #2]
(111,13) PI: {Coémo lo resolvieron?

(111,14) Es: Dividiendo

(111,15) PI: Con una division [El profesor se da cuenta que no hizo la misma pregunta para el caso de la

situacion #1] ¢En ambos casos?

(111,16) Es: Si

(111,17) A-1: Yo lo pensé como multiplicacion. O sea, buscar el nimero que multiplicado por 5 te dé 30.
(111,18) PI: Aja, ¢ Y por qué lo pensaste de ese modo?

(111,19) A-1: Bueno, porque para mi es mas facil asi. Porque al final de cuentas es como una division

también.

(111,20) PI: Es justamente porque la division es la operacion inversa de la multiplicacion ¢Verdad?
[Algunos estudiantes responden en voz baja: Si]

(111,21) PI: Ok, lo que yo quiero aqui es que se den cuenta, [cambia de expresion] que me digan: ;Cual
es la diferencia entre el problema 1 y el problema 2? Ambos se resuelven con una [misma] division,

ambos dan el mismo resultado, pero si se dan cuenta... [Una alumna interrumpe]
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(111,22) A: Pero es que hay diferentes maneras de pensarlo

(111,23) A: Ajé, porque dice formar 5 grupos con igual nimero de alumnos, entonces tengo que formar
5 pero con diferente cantidad de alumnos.

(111,24) O: Pero ¢No seré por la propiedad conmutativa? ;No?
(II1,25) PI: [El profesor duda] Ahorita checamos esa parte...

(111,26) A-1: Aja, es que yo digo gue en el problema 1 podiamos hacer los equipos, 6sea, los equipos
gue nos decian, pero de los alumnos que quisiéramos, el nimero variable, y en el otro no porque son
equipos de cinco. [La alumna confundi6 el nimero del problema, pero su explicacion es parcialmente

correcta].

(11,27) PI: Aqui [refiere a la situacidn #1] ¢ Qué es lo que estamos desconociendo?
(111,28) Es: Los equipos.

(111,29) PI: EI nimero de equipos, exactamente y queremos que sean equipos de 5 alumnos.
(111,30) PI: Aqui [refiere a la situacion #2] ;Qué es lo que estamos desconociendo?
(111,31) Es: Los alumnos.

(111,32) PI: Los alumnos [confirma]. Si se dan cuenta son problemas totalmente diferentes, que se
resuelven con la misma operacion. Sélo que aqui [refiere a la situacion #2] nos da el niimero de equipos
y aqui [refiere a la situacion #1] el nimero de alumnos. Y es porque, en realidad, estamos aplicando la

division para hacer cosas diferentes.

(111,33) PI: En el primero ¢Qué es lo que estamos haciendo ahi?

(111,34) O: Distribuir equitativamente.

(111,35) PI: [Duda] De hecho fijense bien, en el primero no... [Un alumno interrumpe]
(111,36) A: Agrupar alumnos.

(111,37) PI: Exactamente, lo que estamos haciendo aqui es agrupar [El profesor escribe en el pizarron la
palabra ‘agrupar’ debajo de la situacion #1 y comienza a dibujar un grafico mientras explica]. Dijiste

una palabra clave... que es ‘agrupar’.
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Agrupar

(111,38) PI: Tenemos nuestro conjunto: ¢De cuantos alumnos?
(111,39) Es: Treinta.

(111,40) PI: Treinta en total [responde de forma afirmativa]. Tenemos nuestro conjunto de 30 alumnos,

y lo que nos estan pidiendo es: ;Qué? Formar equipos de: ¢Cuantos?

(111,41) Es: Cinco

(111,42) PI: Entonces lo que se esta haciendo es [El profesor deja que los alumnos completen la oracion]
(111,43) A: Agrupar

(111,44) O: Agrupar 30

(111,45) PI: Estan agrupando su conjunto en grupos de: ;Cuantos?

(111,46) Es: De cinco

(111,47) PI: Exacto, y vimos que entonces nos salieron, seis en total

(111,48) PI: [Después de dibujar el diagrama el profesor retoma] ¢ Cuantos grupos les salieron?
(111,49) Es: Seis.

(111,50) PI: Seis [Confirma] ;Eso qué significa? ;Cuantas veces cabe el 5 en el 30?

(111,51) Es: Seis veces.

(111,52) PI: Efectivamente. Bueno, esta es la primera forma en que solemos ocupar la division en la vida

real, que tiene que ver con la agrupacién, como dice su compafiera.
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(111,53) PI: Ahora, yo les voy a preguntar. Vuelvan a leer el problema #2 y diganme: ;Qué estamos
haciendo?

(111,54) Es: [Audio inaudible]

(111,55) PI: ¢Distribuyendo? Ok [Escribe en el pizarron la palabra distribuir debajo de la situacion #2]

¢Se les ocurre alguna otra palabra? ¢Algun sindnimo?
(111,56) A: Ordenando
(111,57) A: Repartir.

(111,58) PI: Aj4, repartir [Confirma y escribe en el pizarron la palabra ‘repartir’, justo a la derecha de la

palabra “distribuir’]
(111,59) A-1: Haciendo conjuntos

(111,60) PI: Bueno, haciendo conjuntos también podria ocuparse para esto ¢no? [refiere a la situacién
#1]. Pero, de hecho, creo que ya dijeron las dos palabras claves: ‘distribuir’ o ‘repartir’. Es como el
clasico problema de cuando compran una pizza... y dicen: nos toca de a tantas rebanadas. Algo parecido
estan haciendo aqui [problema #2], sélo que: ;Qué es lo que pasa? Ustedes tienen su grupo de 30

alumnos ¢ Verdad? Entonces ustedes lo que quieren hacer es formar 5 equipos [Una alumna interrumpe]
(111,61) A: Equipos iguales.

(111,62) Iguales, exactamente. Entonces ¢Qué es lo que estan haciendo? [El profesor procede a dibujar
en el pizarron un gréfico mientras continta con la explicacion]. Lo que ustedes hacen es que empiezan
a repartir los 30 alumnos que tienen en los 5 cinco grupos que ustedes ya decidieron, y dividen para

averiguar: ¢Para qué dividen?

Distribuir, repartir
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(111,63) Es: [Muchos estudiantes responden a la vez y el audio es inaudible en esta parte]

(111,64) PI: Para saber cuanto le toca a cada equipo, y después llegan a la conclusion de que son seis.
Entonces, si se dan cuenta, son dos usos completamente distintos y muchas veces los usamos sin estar

conscientes de ello.

Narracion:

Después de (111,64) se explicd a los estudiantes que en la vida cotidiana se aplica la division con fines
equivalentes a las situaciones #1 y #2, pero no siempre se reflexiona lo suficiente sobre las diferencias
entre ambos casos. También se menciond que es importante reflexionar esta diferencia porque hay
situaciones mas complejas donde se debe identificar en qué sentido interpretar el cociente de la division;
esto a fin de evitar posibles errores de interpretacion.

Dialogo 111 (22 parte):

(II1,65) PI: Entonces... ustedes: ;Como definirian en sus propias palabras la division?
(111,66) Es: Como una distribucion.

(111,67) PI: Como una distribucion, ok. [Ratifica] ¢Qué mas?

(111,68) A: Un reparto.

(111,69) PI: Un reparto, ok ;Qué mas?

(1I,70) A: Repatrtir... [en el audio no se distingue el resto de la frase]

(111,71) O: Dividir en partes iguales

(111,72) PI: Estan dejando esto de lado [el profesor se refiere a la situacion #1].

(II,73) A: Una agrupacion infinita [el profesor no prestd atencion a la palabra ‘infinita’ hasta el

momento de revisar el audio]
(111,74) PI: Una agrupacion [responde en forma afirmativa]

(111,75) O: Ordenar
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Analisis del dialogo I1I:

Hay razones para suponer que los estudiantes estan méas familiarizados con aplicar la division en
el sentido de la situacion #2 que en el de la situacion #1. Por ejemplo, un grupo de estudiantes
aplican la division en el sentido de la situacion #2 cuando desean repartirse un gasto de forma
igualitaria entre sus miembros; ya sea para pagar un material de trabajo, para imprimir un ensayo,

0 bien, al comprar lo necesario para un convivio.

Por su parte, las situaciones que requieren aplicar la division para comparar dos cantidades son
menos frecuentes en la vida cotidiana; a pesar de ser relevante para el estudio de diversos
fendmenos. De hecho, esta forma de concebir la division tiene relevancia en las matematicas puras
y en las aplicadas. Sin embargo, no siempre hay una intuicion directa que asocie la operacién
division con el proposito de comparar dos cantidades; sino que este ultimo esta mas asociado con

la multiplicacion.

Lo anterior se ve reflejado en los comentarios de la alumna A-1 en los fragmentos (111,17) y
(111,19). Ella comenté que, para resolver la situacion #1, le fue mas intuitivo pensar en una
multiplicacion; luego, reflexiond y refirid al hecho de que hay una relacién entre la multiplicacion
y la division. El proceder de la alumna sugiere que, cuando se trata de resolver una situacion en la
que se debe de comparar dos cantidades, a veces es mas intuitivo pensar en una multiplicacion que

en una division.

Este tipo de razonamientos son relevantes en el estudio del andlisis combinatorio, pues la
division puede ser poco intuitiva cuando se trabaja con cantidades grandes, o bien, con situaciones
abstractas; por ejemplo, al deducir la férmula que permite calcular el nGmero de combinaciones
C;} que se obtienen al extraer m objetos distintos de un conjunto conformado por n elementos. La
formula para C}, fue introducida en el capitulo 2; no obstante, conviene explicar la deduccion de
la formula una vez mas, esta vez con el fin de enfatizar el uso de la division en el sentido de la

situacion #1 durante el proceso de deduccion.

Suponga que se desea calcular de cuantas formas posibles se pueden elegir 3 vocales distintas
de entre las 5 vocales existentes: ‘A’, ‘E’, ‘I, ‘O, y ‘U’, esto es C3. Recuerde que al hablar de
combinaciones no se considera el orden en el que se eligen las vocales; no obstante, observe que

cada combinacion de 3 vocales puede ser ordenada de 6 formas distintas. Por ejemplo, si se elige
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la combinacion de vocales ‘A’, ‘I’ y ‘U’, estas pueden ordenarse como ‘AlIU’, ‘AUI’, ‘IAU’,
‘IUA’, ‘UAI’, y ‘UIA’. Esto significa que cada combinacion estd asociada a un conjunto de 6

ordenaciones exclusivas de esa combinacion.

Por lo anterior, el conjunto de todas las ordenaciones de 3 vocales distintas entre si puede
partirse en subconjuntos de 6 ordenaciones; de modo que cada subconjunto comprenda las
ordenaciones asociadas a una combinacion de vocales especifica. De este modo, hay un
subconjunto para las seis ordenaciones de ‘A’, ‘I’ y ‘U’, y lo mismo para cada una de las
combinaciones posibles. Ademas, todos los grupos son ajenos entre si; de tal modo que calcular el
nimero de combinaciones equivale a responder la pregunta: ¢Cuéntos grupos de 6 ordenaciones

pueden formarse con el conjunto total de ordenaciones?

De este modo, el numero de combinaciones posibles de 3 vocales distintas entre si esta

determinado por la siguiente operacion:

. _ Numero de ordenaciones posibles formadas con 3 vocales distintas

C
m 6

El numerador de la expresion anterior esta determinado por la operacion 03 = 5 x 4 x 3 = 60;
es decir, hay 60 ordenaciones sin repeticion posibles. Asi, el nimero de combinaciones de tres
vocales queda determinado por la division 60 +~ 6 = 10; de esto se concluye que hay C3 = 10
combinaciones. En general, la formula para calcular el nimero de combinaciones C;J; de un

conjunto de n objetos tomados de m en m es:

Deducir la férmula anterior no solo requiere un andlisis riguroso de la situacion; sino que
también debe intuirse la division que permite realizar el calculo final. Por esta razon es importante
que los estudiantes reflexionen sobre esta forma de aplicar la division; pues es de relevancia tanto

en las matematicas puras como en las aplicadas.

Retomando el analisis del didlogo 111, conviene discutir la cuestion referida por un alumno en
el fragmento (111,24); quien cuestiono si la diferencia entre la resolucion de las situaciones #1 y #2
guarda alguna relacién con la propiedad conmutativa de la multiplicacion. Aunque el autor no

llegd a razonarlo durante la implementacion, cabe decir que la afirmacion del alumno es
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parcialmente correcta; pues si hay una relacion entre la propiedad y las dos formas de interpretar

la operacion division.

La propiedad conmutativa de la multiplicacion es explicada y demostrada en el texto del anexo
A, Ultimo que se les encomendd a los estudiantes leer como una actividad extra-clase previa a la
sesion. De forma general, esta propiedad dice que, al multiplicar dos nameros, es indistinto cual
de ellos sea el multiplicando y cudl el multiplicador (se sugiere consultar el anexo A para cualquier

aclaracion sobre la terminologia).

Por ejemplo, la multiplicacion 6 x 10 puede resolverse sumando 10 veces el nimero el 6, o
bien, sumando 6 veces el numero 10; la propiedad conmutativa sefiala que en ambos casos se

Ilegard a un mismo resultado:
6xXx10=6+6+6+6+6+6+6+6+6+6=060
10x6=10+10+10+10+ 10+ 10 = 60

Observe que la principal diferencia entre las situaciones #1 y #2 es que en la situacion #1 se
solicita calcular un multiplicador, mientras que en la situacion #2 se solicita calcular un
multiplicando. En general, ‘partir’ una cantidad en partes iguales se traduce en calcular un
multiplicando; mientras que comparar cuantas veces cabe una cantidad dentro de otra equivale a

calcular un multiplicador.

Aunque la observacion anterior no se hizo explicita durante la instruccion, los estudiantes
identificaron diferencias relevantes entre las situaciones #1 y #2 y las explicaron con sus propias
palabras. Respecto a la situacion #1, una alumna asocio la accion de ‘agrupar’ con la de comparar
cuantas veces cabe una cantidad dentro de la otra. Asi, la operacion 30 + 5 se concibe como el

medio para calcular cuantas veces cabe una cantidad dentro de otra.

Respecto a la situacion #2, los estudiantes asociaron la division con la accion de ‘partir en partes
iguales’ y “distribuir’. Es posible que en la vida cotidiana los estudiantes se enfrentes a situaciones

analogas, de tal modo que esta forma de concebir la operacion division sea mas intuitiva.
Autocritica sobre la fase I11:

En opinion del autor, esta fase de la implementacion tuvo algunas deficiencias desde su planeacion,

pues no se hizo un énfasis explicito sobre que: la division se aplica en el sentido de la situacion #1
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cuando se pide calcular cuantas veces cabe una cantidad dentro de otra, y se aplica en el sentido

de la situacion #2 cuando se desea partir una cantidad en un nimero determinado de partes iguales.

Una forma de hacer explicita esta diferencia es mostrar que en el caso de la situacion #1 se
divide para calcular un multiplicador, mientras que en el caso de la situacion #2 se divide para
calcular un multiplicando. En particular, se pueden expresar las situaciones #1 y #2 en términos
de laecuacion 5 x x = 30, de tal modo que la incognita x es un multiplicador en el contexto de la
situacion #1 y un multiplicando en el contexto de la situacion #2. Normalmente estas diferencias
pasan inadvertidas debido a la conmutatividad de la multiplicacién; no obstante, toman relevancia

cuando se analizan situaciones mas complejas.
4.3.4 Fase IV: Interpretacion de la division en los numeros racionales

Después de implementar la fase 11, el profesor considerd oportuno enfatizar que las dos formas
de interpretar la division pueden trasladarse al caso de los nimeros fraccionarios y, en general, al
de los nimeros reales; a esta etapa de la instruccion nos referiremos como la fase IV. Cabe
mencionar que esta fase no formo parte de la planeacion original y fue una decisidn que se tomd

durante la implementacion.
Descripcion de la fase 1V:

El proposito de la fase IV fue enfatizar que las dos formas de interpretar la division segun las

situaciones #1 y #2 puede llevarse al caso de los nimeros fraccionarios y, en general, al de los
numeros reales. Por ejemplo, en la divisién 1/2 + 1/4 = 2, el cociente es la proporcion de veces
que cabe el divisor 1/4 en el dividendo 1/2. Asi, la interpretacion que se dio a la division segun

la situacion #1 puede generalizarse.

Para esto, el profesor solicitd a los estudiantes que propusieran dos nimeros fraccionarios
bitrarios; a | ieron las fracciones 1/, y 3/,. L lizo logi |
arbitrarios; a lo que propusieron las fracciones */, y °/4. Luego se realiz6 una analogia entre las

dos operaciones siguientes:

a) Ladivision 30 + 5 = 6 significa que el 5 (divisor) cabe 6 veces en el 30 (dividendo).
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b) La division 1/2 + 3/4 = 2/3 significa que, al tomar un segmento de longitud 3/4 (el
divisor), dos terceras partes de este segmento (esto es 2/3) caben exactamente dentro del
segmento con longitud 1/2 (el dividendo).

El siguiente dibujo permite visualizar la analogia anterior; este no se presentd durante la

implementacion de la fase IV debido a que no se considerd en el momento.

1/4 2./4 3/.4

1/2

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

A continuacion, se anexa la narracion y el dialogo que tuvo lugar durante el desarrollo de la

fase IV de la instruccion:

Narracion:

El profesor solicito a los estudiantes que propusieran dos nimeros fraccionarios, luego escribid
en el pizarrén la operacion 1/2 + 3/4 cuyo dividendo y divisor fueron los nimeros propuestos.

Después de resolver la operacion, el profesor procedi6 a explicar la analogia entre los casos de

dividir dos naturales y el de dividir dos fracciones.

Dialogo IV:

(IV,1) PI: [Explica la analogia mencionada en la descripcion; para ello, escribe en el pizarron

la operacion 30 + 5 = 6 a un lado de la division 1/, = 3/, = 4/,]
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(IV,2) PI: Cuéando ustedes dividen este [sefiala a la fraccidn 1/2] entre este [apunta a la fraccion

3/ 4], estan averiguando cuantas veces cabe este nimero [sefiala a 3/ 4] ¢EN cual?

(IV,3) Es:En 1/,

(IV,4) PI. En este [confirma y sefiala al 1/2]. Solo que aqui ya no son como [cambia la
expresion], ya estamos pensando en ; Qué?

(IV,5) Es: En fracciones

(IV,6) PI: ¢Una fraccion puede representarse como un?

(IV,7) O: Un decimal

(1Vv,8) PI: Un segmento ¢No? [Responde instintivamente, pero la respuesta del alumno también

es correcta]
(1V,9) Es: [Rien]

(IV,10) PI: [EI profesor explica a los estudiantes que no se va a adentrar mas en el tema de las
operaciones con fracciones, pero que la intencidn fue hacer notar que las dos formas de aplicar
la divisidn segun las situaciones #1 y #2 se traslada de forma analoga al caso de los nimeros

racionales y, en general, de los reales].

Analisis del dialogo 1V:

En lo que respecta al desarrollo del dialogo 1V, no hay algo que analizar debido a que esta parte se
abordd de forma rapida. Como ya se menciond, el profesor tomo la decisién de abordar este punto

durante la implementacion, pero no se concibi6 dentro del disefio de la planeacion.
Autocritica sobre la fase 1V:

Respecto a la pregunta (IV,6) del profesor, la respuesta de un alumno en (1V,7) es correcta; pues
todos los numeros fraccionarios pueden representarse con su equivalente decimal. La correccién
del profesor en el fragmento (1V,8) fue una accién meramente instintiva, pues en ese momento él

tenia la imagen mental de un segmento cuya longitud corresponde a la de la fraccién dada. No
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obstante, es importante sefialar que sélo los decimales finitos y los infinitos periddicos equivalen

a nameros fraccionarios y viceversa.

Reflexion sobre la fase 1V:

Aunque los estudiantes aprendieron a resolver y aplicar la division entre fracciones desde la

educacion basica; siempre conviene destinar un espacio de reflexion sobre la interpretacion

asociada a este tipo de operaciones; esto con el fin de hacer explicitas algunas observaciones que

suelen pasarse por alto. Un posible medio para lograrlo es solicitar a los estudiantes que interpreten

un conjunto de operaciones bajo el sentido de las situaciones #1 y #2 como se ejemplifica a

continuacion:

1)

2)

3)

4)

La division 1/2 +5= 1/10 significa que al partir un segmento de longitud 1/2 en 5
segmentos de la igual longitud, cada uno de los segmentos tendra una longitud de 1/10.

En este caso el dividendo es un numero fraccionario mientras que el divisor es un nimero

natural. Aqui la division se interpreta en el sentido de la situacion #2.
La division 5 + 1/2 = 10 significa que un segmento de longitud 1/2 cabe exactamente 10

veces en un segmento de longitud 5. Aqui el dividendo es un nimero entero y el divisor es

un numero natural. La division se interpreta en el sentido de la situacion #1.

La division 1/, +1/, =4/, =2 se interpreta de forma analoga al inciso anterior;
significa que un segmento de longitud 1/4 cabe exactamente dos veces en un segmento de

longitud 1/2. A diferencia del inciso 2, ahora el divisor es un nimero fraccionario; aunque
la division también se interpreta en el sentido de la situacion #1.

La division 1/3 + 2/3 = 3/6 = 1/2 significa que, si se compara la longitud de dos
segmentos, uno con longitud 1/3 y el otro con longitud 2/3, solo la mitad del segundo

segmento cabe exactamente dentro del primero. En este caso también se aplicé la division
en el sentido de la situacion #1; pero a diferencia de los incisos anteriores el cociente es un
namero fraccionario. El dibujo que precede al dialogo IV permite visualizar esta

proporcién entre ambas magnitudes.
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5) Lamisma divisién 1/3 + 2/5 = 1/, del inciso anterior arroja el valor decimal 1/, = 0.5.
Este cociente también significa que el segmento de longitud es 1/3 equivale al 50% del

segmento cuya longitud es 2/3.

6) La interpretacion del inciso anterior puede generalizarse a operaciones menos intuitivas;
por ejemplo, la division °/, +8/3 =15/,0 = 0.3125 significa que °/, equivale al
31.25% de la fraccién 8/3. Aqui se sigue aplicando la division en un sentido analogo al de

la situacion #1.

7) El razonamiento del inciso anterior puede generalizarse al caso cuando el dividendo es un
nimero mayor que el divisor; por ejemplo, la operacion 9/8+ 1/2 = 18/8 = 2.25
significa que un segmento de longitud 9/8 equivale al 225% de la longitud del segmento
cuya longitud es 1/2. En este caso también se interpretd la divisién en el sentido de la

situacion #1; pues se puede decir que 1/2 cabe 2.25 veces en 9/8'

8) La division también puede interpretarse en el sentido de la situacion #2 cuando el divisor
no es un nimero entero; pero si es un numero real mayor que la unidad. Por ejemplo, la
division 11/, + 5/, = 22/, . es equivalente a la operacion 5.5 + 2.5 = 2.2, y esta puede
concebirse como un reparto proporcional, o bien, como una particion proporcional; de tal
modo que 5.5 se parte en partes proporcionales a las dos unidades y a las cinco décimas de
unidad (2.5 = 2 + 0.5). Bajo este contexto, el cociente 2.2 significa que a cada unidad le
corresponde esa cantidad, pero a las cinco décimas le corresponde una cantidad

proporcional que es equivalente a 1.1 (esto es la mitad de 2.2).

Para abordar los ocho puntos anteriores, conviene hacerlo en orden y mediante situaciones
concretas como se hizo con las situaciones #1 y #2. Esto implica disefiar ejemplos contextualizados
que integren las operaciones de los incisos 1 al 8. Observe que los valores utilizados en los incisos

1 a 3 son mas intuitivos; es decir, mas faciles de imaginar y de operar.

En lo que refiere a la representacion decimal de los numeros fraccionarios, es importante

mencionar que cada fraccion posee, ya sea una representacion decimal finita (como es el caso de

3/4 = 0.75), 0 bien, una representacion decimal infinita peridédica (como es el caso de la fraccion
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1/3 = 0.33333 ... = 0. 3). De este modo, los estudiantes no deben perder de vista que 0.3 = 3/10,
033 = 33/100, 0.333 = 333/1000, etc., son solo aproximaciones decimales de 1/3; pero

representan a una fraccion diferente de 1/3.

4.3.5 Fase V: Interpretacion del residuo de una division

Al igual que la fase 1V, la fase V tampoco formo parte de la planeacion original; esta se abordo
por sugerencia de la profesora del grupo; esto con el fin de no dejar de mencionar la existencia de
un residuo en el caso de que la division entre dos nimeros naturales no sea exacta. De este modo,
durante la implementacion de la fase se dedicé un pequefio espacio para cuestionar a los
estudiantes sobre una situacién concreta en la que requeririan realizar una division no exacta entre

naturales y cdmo procederian ante dicha situacion.
Descripcion de la fase V:

Se planteé a los estudiantes la siguiente situacion concreta que, probablemente, se hayan

enfrentado a ella en algiin momento de su vida cotidiana:

Cinco personas cooperan para comprar una pizza familiar, la cual contiene un total de 12 rebanadas.
Para esto, deciden repartirse las rebanadas de tal modo que a cada uno le toque la misma cantidad de
rebanadas.

Formalmente hablando, dividir un nimero natural a entre otro natural b distinto de cero,
consiste en calcular dos nimeros: el cociente g que es el nimero de veces que ‘cabe’ b dentro de
a, Yy el residuo r que es la cantidad sobrante; es decir, la diferencia entre a y p X b. Por definicion,

el residuo debe ser un nimeroentre 0y b — 1.

En lo concreto, el residuo se concibe en la cantidad sobrante al partir una cantidad en un nimero
determinado de partes enteras e iguales entre si, o bien, en la cantidad sobrante al comparar cuantas
veces cabe un namero natural dentro del otro. La diferencia entre ambas interpretaciones radica en
las situaciones #1 o #2 analizadas durante la fase I1I; no obstante, en ambos casos se interpreta el

residuo como una cantidad sobrante.
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Como ya se menciono, esta fase se implementd por no dejar de mencionar la presencia del
residuo en el caso de una division no exacta entre nimeros naturales; como era de esperarse, los

estudiantes resolvieron la situacion de forma inmediata:

Diélogo V:
(V,1) PI: [Plantea la situacion anterior a los estudiantes] ¢ De a cuéntas rebanadas le toca a cada persona?
(V,2) O: 5/12 [Esto es erroneo]

(V,3) PI: Supongamos que no pueden [cambia de expresion], que todavia no deciden repartirse cachitos
[se refiere a rebanadas no completas] ¢ Cuéntas partes enteras les tocaria?

(V,4) Es: Dos

(V,5) PI: Dos a cada quien [confirma]. Entonces son dos rebanadas por persona ¢Sobran rebanadas?
(V,6) Es: Si

(V,7) PI: {Cuantas?

(V,8) Es: Cinco [Notan su error y corrigen] Dos

(V,9) PI: [Recuerda a los alumnos que, en el texto del anexo A, se habla de la operacion division

limitandola al caso cuando dicha operacion es exacta]
(V,8) PI: ¢ Ustedes qué harian con esas dos rebanadas?
(V,9) Es: [Muchos alumnos hablan a la vez y algunos bromean]

(V,10) PI: [Replantea la pregunta] Si quieren que a todos les toque exactamente la misma cantidad ¢ Qué

es lo que harian?

(V,11) O: Se reparte entre 5.

(V,12) PI: [Responde por instinto] Parten a la mitad ¢ No? [El profesor nota su error]
(V,13) Es: [Corrigen al profesor]

(V,14) A-1: Se deben repartir entre 5.

(V,15) O-2: Se parten en 5y reparten dos pedacitos a cada quien.
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(V,16) PI: Exactamente [procede a dibujar en el pizarron dos figuras que simulan ser rebanadas de pizza]
Y como dice su compafiero, cada una la reparten [cambia de verbo] la dividen en 5 cachos (No?

(V,17) PI: Aqui es donde justamente se ve cudl es la necesidad de saltar a las fracciones. Nosotros, en
todo lo que vamos a estar manejando [se refiere a las dos sesiones] van a ser con valores exactos y en
los problemas que vamos a trabajar no van a haber residuos [El profesor utilizé el concepto de residuo
antes de cuestionar a los alumnos sobre dicho concepto]. Ya me adelanté, les iba a preguntar eso: ;Cémo

se le llama a esa cantidad sobrante:

(V,18) Es: residuo

Andlisis del dialogo V:

Lo primero que conviene sefialar sobre el didlogo V es que la respuesta a la pregunta (V,1) que dio
un alumno en el fragmento (V,2) es errénea. En tal caso, lo que se tendria que hacer es tomar la
fraccion 12/5 que equivale al cociente de la division 12 +~ 5 = 2.4, y que en el contexto del

problema equivale a la cantidad de rebanadas de pizza que le corresponde a cada uno de los
integrantes del grupo. Por tanto, la respuesta del alumno en (V,2) es erronea porque refiere a la

fraccion inversa.

Por otra parte, observe que el razonamiento del alumno O-2 en (V,15) es por si mismo una
demostracion intuitiva de la equivalencia 2 +5 = 2/5. El argumento del alumno O-2 es
generalizable al caso de dos enteros cualesquiera a y b, con b # 0; es decir, el cociente de la
division a <+ b siempre sera equivalente a la fraccion a/b' Siguiendo el argumento del alumno,
cada unida de a se parte en b partes iguales; cada parte medira 1/b y a cada unidad de b le

corresponde 1/b por cada unidad de a. Por lo tanto, a cada unidad de b le corresponden a/b' con
lo que se demuestra la equivalenciaa +~ b = a/b' Observe que esta demostracién es deductiva; sin
embargo, comprende razonamientos intuitivos que implican interpretar la division en el sentido de

la situacion #2 (descrita en la fase I11).

La equivalencia del parrafo anterior es sumamente importante en matematicas, pues permite

concebir la division a + b y la fraccion a/b como un mismo objeto matematico; de tal modo que
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pueden emplearse de forma indistinta. Asi, una division puede operarse algebraicamente como una

fraccion y viceversa.
Reflexion sobre la fase V:

Durante la fase V se plante6 una situacion en la que se debe dividir dos enteros cuando la
division entre ellos no es exacta, ademas esta situacion implicaba interpretar la division en un
sentido equivalente al de la situacion #2 introducida en la fase 111. Sin embargo, no se ejemplifico
el caso cuando la division no es exacta y debe interpretarse en el sentido de la situacion #1 de la
fase Il1; es decir, cuando se desea comparar dos cantidades entre si. Una situacion podria ser la

siguiente:

Situacion (no implementada): Se compran 230 gramos de chocolate en polvo el cual sirve para
preparar una bebida de leche con sabor a chocolate. Si para preparar un vaso de leche se requieren 20
gramos de chocolate en polvo ¢Cuéntos vasos de leche se pueden preparar con los 230 gramos?

Para calcular cuantos vasos de chocolate se pueden preparar con los 230 gramos, se divide
230 =+ 20 con el fin de calcular cuantos grupos de 20 unidades se forman con 230 unidades. En
este caso se interpreta la division en el sentido de la situacion #1, de tal modo que se obtiene un
cociente de 11 y un residuo de 10. Asi, los 230 gramos rinden para preparar 11 vasos de leche,

ademas sobrarian 10 gramos de chocolate en polvo. Ahora bien:
. — 230 — 10 — 1/ _—
230 +20=2Y/50 =11+ Y/,g =11+ %/, =115

En la igualdad anterior, la fraccion 1/2 = 0.5 significa que los 10 gramos sobrantes equivalen

a preparar el 50% de otro vaso de leche; es decir 1/2 vaso. En este contexto se ha interpretado el

residuo en un sentido equivalente al de la situacion #1. Es importante que los estudiantes sean
capaces de interpretar el residuo en contextos diferentes y equivalentes a los de las situaciones #1

y #2 de la fase IlI.
4.3.6 Fase VI: Resolucién del problema #3

Durante la fase V1 se plante6 un problema que puede resolverse con una regla de tres. Sin embargo,

se solicitd a los estudiantes que interpretaran cada una de las operaciones implicadas en la
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resolucion; esto bajo el contexto del problema. Lo anterior supuso cierto grado de dificultad a los

estudiantes debido a que suelen resolver una regla de tres de forma mecanica.

El problema que se resolvio durante la implementacion de esta etapa sirvio a los estudiantes
como un modelo para solucionar el problema de evaluacion del anexo H, Gltimo que se implemento

justo después de la fase VI.
Descripcion general de la fase VI:

En esta etapa se planted a los alumnos el siguiente problema, el cual debian analizar y proponer
un método de solucidn; para ello debian justificar cada paso del método, lo que implicaba

interpretar cada una de las operaciones:

Problema #3: Se desea reforestar un bosque. Se sabe que sélo 3 de cada 5 arboles plantados sobreviven
y llegan a la etapa adulta. Si para reforestar dicho bosque se requieren de 225 arboles adultos ¢ Cuantos

arboles se necesitan plantar?

Como ya se comentd, el problema #3 puede resolverse mecanicamente con una regla de tres;
no obstante, se solicitd a los estudiantes que justificaran cada una de las operaciones implicadas,
de tal modo que interpreten las operaciones implicadas en el contexto del problema. Un método

para llegar a la solucién es el siguiente:

1) Se sabe que de cada 5 arboles plantados sélo sobreviven 3. Por ello, podria decirse que los
arboles sobreviven en grupos de 3 arboles.

2) La meta es que sobrevivan 225 arboles. Se divide 225 entre 3 para calcular cuantos grupos
de 3 arboles deben sobrevivir; esto implica resolver la division en un sentido equivalente
al del problema #1. De este modo, 225 + 3 = 75 significa que deben sobrevivir 75 grupos
de 3 arboles cada uno.

3) Dado que se espera que sobrevivan 75 grupos de 3 arboles cada uno, se deben plantar 75
grupos de 5 arboles cada uno.

4) Finalmente, se multiplica 75 x 5 para calcular el nimero de arboles que se deben plantar

para llegar a la meta, estos son 375 arboles en total.
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Para mostrar el proceso anterior, se tomo la decision de dibujar en el pizarrén el siguiente

diagrama:

Se deben plantar | Deben sobrevir 225
375 arboles 225/3=75
75x5=375 Deben sobrevivir 75

Se deben plantar .
75 grupos de 5 grupos de 3 arboles

arboles c/u € c/u
De 5 arboles que Sélo sobreviven 3
se plantan N arboles

Las flechas azules sefialan el orden con el que se fue elaborando durante la instruccion. Este es
semejante al diagrama de la planeacién del anexo F; de hecho, el profesor llevo el diagrama de la
planeacion dibujado en una cartulina, pero durante la implementacion decidié hacerlo en el

pizarron para incentivar la participacion de los estudiantes en la elaboracion del mismo.

Una vez que el problema #3 fue escrito en el pizarrén, los alumnos contaron con un tiempo
estimado de 2 a 5 minutos para discutir entre ellos sobre cémo solucionarian el problema.
Finalmente, el profesor cuestiond a los alumnos si lograron resolverlo, dando lugar al siguiente

didlogo:

Diélogo VI:

(V1,1) PI: [EI profesor cuestiona a aquellos alumnos quienes, supuso, ya habian llegado a la solucion

del problema]

(VI,2) O-2: Primero dividimos entre 3 el 225, entonces el resultado que sale lo tengo que multiplicar
por 2 [Esto ultimo es erréneo]

(V1,3) PI: ¢ Qué divides entre 3?
(V1,4) 0-2: 225
(\V1,5) PI: Por qué hiciste esa division

(V1,6) O-2: Porque si de cada 3 arboles sobreviven, entonces debo dividir eso para saber cuantos arboles
ahora si plante ;{No?
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(VI,7) A-1: [Audio inaudible] Yo lo que hice fue una tabla de tres.
(VI1,8) PI: [Pregunta a los alumnos quienes lo resolvieron aplicando la Regla de Tres]
(V1,9) PI: ¢Entienden el significado de cada operacién que hicieron en la regla de tres?

(V1,10) A-1: Si porque lo planeamos como una oracion antes de hacer la operacion. Si de 3 [corrige] Si
de 5 arboles nacen 3 arboles ¢ Cuantos arboles van a crecer de 225?

(VI1,11) PI: [Avisa a los alumnos que dibujara un esquema en el pizarron, el cual corresponde con el

esquema antes descrito]

(V1,12) PI: Quedamos que, si se plantan 5 &rboles, sobreviven 3, efectivamente [escribe en el lado
inferior izquierdo del esquema 5 arboles’ y del lado inferior derecho 3 sobreviven’] ¢ Cuéantos arboles

gueremos que sobrevivan?
(V1,13) Es: 225

(V1,14) PI: [Escribe en la parte superior derecha del diagrama ‘225 sobreviven’]. Ok, sobreviven 225.

A ver, la primera division que ustedes hicieron, si aplicaron la regla de tres: ¢ Cual fue?

(V1,15) O: 225 entre 3 [El profesor escribe en el pizarron ‘225+3” justo debajo de ‘225 sobreviven’]
(VI,16) Es: [Algunos estudiantes discuten]

(V1,17) A-1: Primero por 5y luego entre 3.

(VI1,18) PI: Cuando aplican una regla de tres, no es necesario tener que multiplicar primero o tener que
dividir primero. Hay que tener cuidado porque si es importante a veces el como se escriben las
operaciones, pero en este caso no, ok. No vamos a profundizar en eso, lo que quiero es que vean aqui
es el por qué [se refiere a por qué se resuelven esas operaciones].

(V1,19) PI: Qué significa esta division ¢Por qué les interesa dividir 225 entre 3?
(V1,20) Es: [Se escuchan muchas opiniones a la vez y los alumnos discuten entre ellos]
(V1,21) Es: [Dan algunas respuestas simultaneas, pero el audio es inaudible]

(V1,22) O-2: Es porque de cada 5 arboles, este... [Audio inaudible] Uno de cada uno ;(No? [Tiene

dificultades para explicar su idea]
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(VI1,25) A-2: Es que seria como el resultado que saldria de los [tartamudea] De los 5 &rboles van a quedar
3, y eso ya es el resultado de esos 3 que salieron. Eso es solo de los 3, los otros 2 de cada 5 ya se
murieron, bueno no sé si se murieron. Entonces, ese es como el resultado, lo tienes que dividir entre 3
porque, es como cada grupito de 5 y entonces... [la alumna tiene dificultades para explicar el resto de

su argumento].

(V1,26) PI: Ok, lo que tu dijiste, pero hay que ponerlo mas claro [El profesor noté que la alumna ya

tenia una idea aproximada, aunque tenia dificultades para explicarlo].

(V1,27) PI: Va la primera pregunta, 225 tienen que sobrevivir, y ustedes saben, por decirlo de algin

modo, que sobreviven por grupos de: ¢Cuantos?

(V1,28) Es: De tres.

(V1,29) PI: Ok, ¢Cuantos grupos de 3 arboles tienen que sobrevivir de los 225?
(V1,30) Es: 75

(VI1,31) PI: [Escribe en el diagrama ‘=75’ justo a la derecha de ‘225+3"] OK, esto significa que de los

225 tienen 75 grupos de ¢cuantos?
(V1,32) Es: De 3

(V1,33) PI: Pero por cada grupo de 3: ;Cuéntos grupos de 5 arboles tienen que plantar? [El profesor fue

poco claro con la pregunta]
(VI1,34) Es: [Los estudiantes responden confundidos]

(\V1,35) PI: Creo que no les hice bien la pregunta. A ver, se los voy a poner asi; ya vieron que los 225

estan compuestos por 75 grupos de 3 arboles ¢ Ok?

(V1,36) Es: Si

(V1,37) PI: Pregunta: ;Cuantos grupos de 5 arboles tienen que plantar?
(VI1,38) Es: 75

(VI1,39) A-2: 5 [Discute con sus compafieros y luego reflexiona] Ah, si, 75.




MAT. ALBERTO SANTANA CRUZ

(V1,40) PI: Si se dan cuenta, la respuesta de aqui es la misma respuesta de aqui. Ustedes... [replantea la
idea] ustedes quieren que sobrevivan 75 grupos de 3 arboles, entonces tienen que haber plantado esa

misma cantidad [Un alumno interrumpe]
(V1,41) O: 75 grupos de 5 arboles

(V1,42) PI: Exactamente [En el audio se escucha una reaccion de desacuerdo de un alumno] Entonces

esa misma cantidad de grupos la tienen que plantar, pero en grupos de ¢cuantos?
(V1,43) Es: De 5 arboles.

(V1,44) PI: Entonces plantan [Permite que los alumnos completen la oracién]
(VI1,45) Es: [Hablan al mismo tiempo, el audio es inaudible]

(V1,46) O: 375 [Es correcto]

(V1,47) PI: Bueno, vamos por partes [Escribe en la parte superior derecha del diagrama lo siguiente:
’Plantan 75 grupos de 5 arboles’]. 75 grupos de 5 &rboles. Ahora si, entonces: ¢Cuantos arboles en total

tienen que plantar?

(V1,48) Es: 375

(V1,49) PI: Y eso ¢Como lo saben?
(V1,50) Es: Porque lo multiplicamos.

(V1,51) PI: Exactamente [Escribe en el diagrama ‘75x5=375" justo arriba de ‘Plantan 75 grupos de 5

arboles’]

Narracion:

El profesor platicé una anécdota a los estudiantes: narré que cuando él era alumno de bachillerato, sabia
aplicar una regla de tres; pero desconocia por qué la regla funcionaba. Con ello, el profesor propuso a
los estudiantes reflexionar sobre aquellos conocimientos de matematicas que se asumen verdaderos sin

antes haber corroborado su validez.
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Analisis del didlogo VI:

El proposito del problema #3 es que los alumnos analicen el problema y, posteriormente,
propongan un meétodo de solucion en el cual deban interpretar cada una de las operaciones

implicadas en el proceso de resolucion.

Pese a que el problema puede resolverse con una aplicacion directa de una la regla de tres, la
instruccion se llevo de tal forma que se solicitd a los estudiantes interpretar cada una de las
operaciones implicadas, aun cuando cuando propusieron resolver una regla de tres. Tal y como se
esperaba, algunos alumnos, entre ellos la alumna A-1 en (V1,7), refirié haber logrado resolver el

problema con una aplicacion de la popular regla.

Cuando el profesor cuestioné a los estudiantes si entendian el significado de las operaciones
implicadas al resolver una regla de tres (fragmento V1,9), la respuesta de la alumna A-1 (fragmento
V1,10) sugiere que resolvio las operaciones implicadas sin interpretarlas bajo el contexto del
problema. Desde luego, la alumna A-1 observd que existe una regla de proporcion entre la cantidad
de arboles plantados y el nimero de arboles sobrevivientes. Esto le permitié determinar las
operaciones que debia resolver segun lo dicta la regla; pero carecia de un proceso de interpretacion

de las operaciones que integran el procedimiento.

Ahora bien, el razonamiento que siguié la alumna A-1 para determinar las operaciones que

debia resolver consiste en organizar los datos de la siguiente forma:

ARBOLES PLANTADOS ARBOLES SOBREVIVIENTES
Se plantan 5 arboles Sobreviven 3
Se deben plantar ‘n’ arboles Para que sobrevivan 225

De este modo, interesa conocer el nimero de arboles que se deben plantar para que sobrevivan
225 arboles; este valor desconocido puede denotarse con una literal, digamos ‘n’. Los datos deben
organizarse segun la regla de correspondencia que los define; en este caso es el nimero de arboles

plantados en relacion con el nimero de arboles sobrevivientes.
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Para calcular el valor de la incdgnita n, se deben multiplicar los valores de la tabla que forman
una diagonal; estos son los que se encuentran en renglones y columnas opuestas de la tabla, en este
caso 5y 225. Luego se debe dividir el resultado obtenido entre el dato restante, que en este caso
es 3. El cociente de la Gltima operacion seré el valor de la incdgnita n. Por lo tanto, el resultado
queda determinado por la siguiente expresion:

5% 225
n=——

Finalmente, los estudiantes concluyen que n = 375. Observe que la operacion anterior no es
intuitiva; es decir, no permite observar por qué esa seleccion de operaciones lleva al valor de la
incdgnita n. La razon es que no hay un proceso de interpretacion que justifique la eleccién de las
operaciones mas alla de lo que dicta la regla de tres.

Aqui conviene dedicar algunos parrafos para demostrar la validez de la regla de tres mediante
el método grafico. Lo primero que se debe observar es que la regla de tres siempre refiere a una
funcion lineal cuya grafica pasa por el centro del plano cartesiano; es decir, el punto cuyas
coordenadas son (0,0). El término funcion lineal refiere a una regla de correspondencia cuya
representacion grafica corresponde a una recta sobre el plano cartesiano; como las que se

ejemplifican en la siguiente imagen:

Dado que se necesitan dos puntos para determinan una recta de forma unica, toda funcién lineal
que pasa por el punto (0,0) queda determinada por las coordenadas de un segundo punto; dltimo
que fija la proporcion y la pendiente con la que crece (o decrece) la recta en relacion con el eje de
las abscisas (también llamado eje X). En el caso del problema #3, este punto tiene las coordenadas
(5,3) y define la proporcion entre la cantidad de arboles sobrevivientes respecto al nimero de

arboles plantados.
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De este modo, el problema #3 esta asociado a una recta sobre el plano cartesiano. Si se fija la
atencion en un punto arbitrario (x, y) sobre la recta, el valor de la ordenada y equivale al nimero
de arboles sobrevivientes en relacion con el numero de arboles plantados; valor que esta asociado
a la abscisa x. La recta es la siguiente:

; iz

(5-3)

En el caso del problema #3, la recta tiene una pendiente de m = 3/5; esto significa que la recta

crece 3 unidades respecto al eje de las ordenadas (también llamado eje Y) por cada 5 unidades que
crece con respecto al eje X. En general, toda recta tiene asociada una ecuacion con la cual es
posible calcular la ordenada y de un punto cuando se conoce su abscisa x, y viceversa. Si x

representa la cantidad de arboles plantados, x/5 se interpreta como el numero de conjuntos de 5
arboles plantados. Dado que sobreviven 3 arboles por cada conjunto de 5 arboles plantados,
entonces el nimero de arboles sobrevivientes esta determinado por 3 X (x/S)' Asi, la ecuacion
asociada a la recta es:

3
y=f(x)=§x

La ecuacién anterior permite calcular el nimero de arboles sobrevivientes y en funcion del
numero de arboles plantados x. Esta ecuacion puede operarse algebraicamente para calcular el
valor de la abscisa x en funcién de la ordenada y; es decir, para calcular el nimero de arboles

plantados en funcién del nimero de arboles sobrevivientes. Para ello, se debe despejar la variable

x para expresarla en funcion de la variable y; de tal modo que:

5
x=g) =3V
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La ecuacion anterior es la inversa de la funcion f(x), y esta permite calcular los valores de y
en funcion de los valores de x; en contexto, el nimero de arboles plantados en funcién del nimero
de arboles sobrevivientes. Observe que el problema #3 solicita calcular el nimero x de arboles que
se necesitan plantar para que sobrevivan 225 arboles. Asi, se sustituye y = 225 en la funcién

anterior para calcular el valor de x deseado:
5
x = 3 X 225 =375

La regla de tres es un método que sintetiza el procedimiento anterior; en general, esta
fundamentada en la siguiente expresion algebraica que es equivalente a las funciones f(x) y g(v)

arriba deducidas:

R

3
5

Esta ecuacién demuestra que el cociente de dos cantidades relacionadas por una regla de
proporcién determinada siempre serd el mismo, de tal modo que al fijar un valor a las variables x
0 y se puede calcular el valor de la otra variable mediante un despeje algebraico. En el contexto

del problema #3 esto significa que el numero de arboles sobrevivientes dividido entre el nimero

de arboles plantados siempre arrojara 3/5 = 0.6.

En general, se puede aplicar una regla de tres cuando dos variables x e y varian de forma
proporcional una respecto de la otra; aunque esto siempre y cuando el valor x = 0 esté asociado
con el valor y = 0. En otras palabras, la regla de tres sirve para calcular cualquiera de las
coordenadas de un punto que yace sobre una recta que pasa por el origen; esto si se conoce la

pendiente de la recta y la otra coordenada del punto.

Regresando al andlisis del didlogo VI, conviene observar que los estudiantes del grupo de
Estadisticay Probabilidad I, por tratarse de estudiantes de 5° semestre del CCH, cursaron la materia
de Geometria Analitica; ultima que corresponde a los semestres 3° y 4° en dicha institucion. En
ella se estudia la ecuacion de la recta y su representacion grafica en el plano cartesiano; sin

embargo, no siempre se enfatiza como este tema da validez a la regla de tres.

En lo que refiere al problema #3, este fue planteado con el propdsito de fomentar un
pensamiento reflexivo y analitico de parte de ellos; razon por la cual se les solicit6 interpretar cada
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una de las operaciones aplicadas. Cuando un estudiante aplica la regla de tres generalmente ha
intuido que existe una regla de proporcién entre las variables implicadas; sin embargo, la

resolucion suele ser mecanica y no hay un proceso de interpretacion de las operaciones.

Quienes aplicaron la regla de tres sin interpretar las operaciones concluyeron que el nimero ‘x’

de arboles plantados esta determinado por la expresion:

5x 225
Y=y

Observe que en el fragmento (V1,17) la alumna A-1 explicd que primero multiplicé 5 x 225y
luego dividid el resultado entre 3; sin embargo, la multiplicacion referida no tiene una
interpretacion bajo el contexto de problema. De lo anterior se infiere que no hubo una
interpretacion de las operaciones implicadas, sino que se operd con los valores dados tal y como

indica ‘la receta’.

Por otra parte, las operaciones de la expresion anterior pueden reorganizarse de la siguiente

forma:
(225) .
=(—|) X
3

Esta dltima configuracién de las operaciones si posee una interpretacion bajo el contexto del
problema#3. Primero, la division 225 + 3 = 75 permite calcular cuantos conjuntos de tres arboles
deben sobrevivir para alcanzar la meta. Por cada conjunto de tres arboles sobrevivientes se deben
plantar cinco arboles; asi que la multiplicacién 75 x 5 = 375 da el nimero de arboles que se deben

plantar para alcanzar la meta.

Al principio los estudiantes mostraron algunas dificultades para interpretar las operaciones de
la expresion anterior; finalmente la alumna A-2 dio una explicacion vélida en el fragmento (V1,25)
con la cual dio un sentido a las operaciones implicadas. Aunque tuvo dificultades para expresar su
idea, la alumna argumento6 que se debian ‘agrupar’ los arboles sobrevivientes en conjuntos de tres
para calcular el nmero de grupos formados; de tal modo que se plantara un conjunto de 5 arboles

por cada grupo de 3 arboles sobrevivientes.
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4.3.7 Fase VIII: Resolucion de la situacion #4

Una vez concluida la fase VI dio inicio el proceso de evaluacion. Para ello, se entregé a cada
estudiante una copia del problema del anexo H; ultimo que se les solicito resolver bajo la condicion
de argumentar detalladamente su procedimiento e interpretando cada una de las operaciones
implicadas. Los estudiantes contaron con tiempo aproximado de 50 minutos; sin embargo, todos
entregaron el problema resuelto durante los primeros 30 minutos. Los resultados del proceso de

evaluacion seran presentados y analizados en la siguiente seccion.

Dado que restaron 20 minutos tras el proceso de evaluacién, el profesor decidié plantear a los
alumnos otra situacién que, inicialmente, se habia considerado para formar parte de la evaluacion.

Esta es la situacion del anexo I.
Descripcion de la fase VIII

El profesor escribié en el pizarron una la situacion del anexo | a modo de aprovechar los 20 minutos

restantes de clase. A esta se le referira como situacién #4:

Situacion #4: Una caja de galletas de avena, de cierta marca conocida, tiene un costo al consumidor de
$20 en los supermercados. Dicha caja contiene un total de 6 paquetes con 4 galletas cada uno. Por otra
parte, un paquete de 6 galletas de avena de la misma marca tiene un precio al consumidor de $10 en el
minisuper de la esquina ¢De cuénto es tu ahorro entre comprar una caja de galletas y comprar paquetes

sueltos de 6 galletas c/u, de tal modo que iguales la cantidad de galletas que contiene la caja?

La situacion no supuso un problema a los estudiantes e inmediatamente propusieron dos
métodos de solucion diferentes; no obstante, hay elementos interesantes que conviene analizar del

dialogo que tuvo lugar en esta etapa de la instruccién.

El primero de los métodos consiste en calcular cuantos paquetes de 6 galletas c/u deben
comprarse para igualar la cantidad de galletas que contiene la caja y, una vez hecho esto, comparar
los precios entre comprar una caja 0 paquetes individuales. Por su parte, el segundo método
consiste en calcular el precio individual de cada galleta segun el precio de cada una de las

presentaciones del producto.
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Diélogo VI1II (12 Parte):

(V11,1) PI: Entonces quedamos que la caja de galletas cuesta $20 ;Cuantos paquetes trae?
(VIII1,2) Es: Seis

(VH1,3) PI: Seis paquetes

(VI1,4) PI: Ok, entonces, en total: ; Cuantas galletas tiene...? [Los alumnos entienden la pregunta antes

de que el profesor termine de plantearla]
(VHIL,5) Es: 24

(V111,6) PI: [Dos alumnas propusieron el primer método] Lo que ellas proponen es averiguar cuantos
paquetes necesitamos comprar, de 6 galletas, para igualar esto [se refiere a la cantidad de galletas por

cajal.
(VIIL,7) PI: Un paquete de 6 galletas ¢ Cuanto cuesta?
(VI1,8) Es: 10 pesos.

(VHI1,9) PI: 10 pesos [confirma]. ¢(Cuéntos [paquetes] tienen que comprar para poder igualar esta

cantidad? [Refiriéndose a las 24 galletas que tiene la caja]
(V111,10) A-1: Seria 24 entre 6 [El profesor escribe la operacidn en el pizarron]
(VII,11) O: 4

(VIHI1,12) PI: Observacion, aqui, si se dan cuenta, lo que estan haciendo es que estan aplicando la

division, pero en el contexto de ver por cuantos grupos de 6 esta compuesto 24...
(V111,13) PI: Ok, entonces... ;Cuanto gastarian para igualar la cantidad de la caja?
(VII1,14) Es: 40

(VI11,15) PI: 40 pesos [Confirma]

(\V111,16) O: 4 por 10

(VHI,17) PI: Ok, ¢De cuanto es su ahorro?

(VI11,18) Es: De 20

(VH1,19) PI: ¢Les conviene comprar més la caja 0 andar comprando paquetes sueltos?
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(V1,20) Es: La caja.

Narracion:

El profesor explica que el mismo razonamiento se puede aplicar a otros productos. Menciond ejemplos
de algunos productos que, bajo el término ‘Econo-pack’, venden presentaciones con menor cantidad de
producto; sin embargo, el contenido de estas presentaciones suele tener un precio mayor en comparacion
con las demas presentaciones de ese mismo producto. Cabe destacar que la alumna A-1 refirié que ese
mismo método puede aplicarse a productos cuyo contenido no se mide por piezas, Sino por su peso o

volumen.

Dialogo VII (22 Parte):

(V111,21) PI: [El profesor indica que ahora se resolverd la situacion aplicando el otro método] Vamos a
averiguar cual seria el costo individual de cada galleta.

(VI11,22) O-1: Yo hice eso.
(V1,23) PI: Ok, entonces: ;Qué es lo que hay que hacer?
(VI1,24) O-1: Ah, dividir 24 entre 20

(V11,25) PI: [EI profesor reflexiona e insinGa que la respuesta es erronea] Seguros que... [algunos

estudiantes interrumpen]
(V11,26) Es: [Se escucha a los estudiantes discutir entre ellos]
(VHI,27) A-1: 24 entre 26 [Reflexiona] Ah, no, 20 entre 24.

(VII1,28) PI: Aja, 20 entre 24... Ok, aqui hay que hacer una reflexion un poquito sobre por qué tomamos
20 entre 24 y no 24 entre 20, ahi si es como para detenerse a pensar... [El profesor reconoce que ese
tipo de errores llega a pasar y enfatiza la importancia de reflexionar sobre cémo se interpretan las

operaciones segun el contexto de la situacion]
(V111,29) O-1: Si [Contesta de forma afirmativa mientras el profesor hace el comentario de arriba].

(VI1,30) PI: Y aqui [refiriéndose a los paquetes de 6 galletas c/u] quedamos que un paquete cuesta 10

pesos, ¢Cuanto trae cada paquete?

(VI1,31) O: 6, seria 6 entre 10.
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(V111,32) O-1: No, 10 entre 6.
(V11,33) PI: [Escribe la operacion 10+6 en el pizarron].

(VI11,34) PI: Ok, entonces, aqui: ¢Cuanto les estan cobrando? [Refiriéndose al precio de galleta por

paquete de 6 galletas]

(VI11,35) A-1: Es que es el doble.
(VI11,36) Es: Los alumnos discuten.
(VIIL,37) PI: Si es el doble...

(V111,38) PI: [Reconoce que queda pendiente reflexionar el por qué se debe calcular una division

particular y no la inversa]
(VI11,39) O-1: Sale casi igual si se hace al revés. [Este comentario en parte incorrecto y en parte correcto]

(V111,40) PI: Exacto [EI profesor respondi6 de forma instintiva]

Analisis del dialogo VIII:

Como se observa en la primera parte del didlogo, resolver la situacion #4 no supuso un problema
a los estudiantes. Ademas, en (VI1I11,10) la alumna A-1 identifico inmediatamente la operacion
24 + 6 para comparar cuantas veces cabe divisor en el dividendo; esto contrasta con el desarrollo
del didlogo Il cuando la misma alumna explicé que para ella era méas intuitivo pensar en una

multiplicacién a pensar en una division.

Ahorabien, con respecto al segundo método, es evidente que surgieron algunas complicaciones,
tal como se observa en los fragmentos de (V111,21) a (V111,39). Durante el desarrollo de esta parte,
el profesor detecto el error del alumno O-1 en el fragmento (V111,24); sin embargo, en ese preciso

momento no se sintid seguro sobre la razén de por qué era una operacion y no la otra.

Conviene analizar parte por parte algunos de los fragmentos del didlogo VIII. Cuando el
profesor preguntd a los estudiantes cual seria el precio individual de cada galleta para la
presentacion de la caja de 24 galletas cuyo precio total es de $20, el alumno O-1 respondid que se
debia resolver la operacion 24 <+ 20 para dicho fin. Sin embargo, esto es incorrecto, pues la

operacion para calcular el precio particular de cada galleta es la divisién inversa 20 + 24.
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Los demas alumnos y el profesor intuyeron la operacién correcta e hicieron la correccién; sin
embargo, existe la cuestion: ¢Por qué se soluciona con una operacion y no la otra? Observe que,
bajo el contexto de la situacion #4, la division 20 = 24 se interpreta en el mismo sentido de la
situacion #2 descrita en la fase Il1; es decir, esta se concibe como la accion de partir una cantidad

en un numero determinado de partes iguales.

Asi que, para calcular el precio particular de cada galleta, se debe dividir el precio de la caja
que es de $20 entre el nUmero de piezas que contiene la caja, estas son 24 galletas. De este sentido,
el precio se esta dividiendo en 24 partes iguales, y cada parte corresponde al precio de una unica
galleta. Dado que 20 <+ 24 = 0.8333333 ... = 0.83, se concluye que cada galleta tiene un precio
aproximado de $0.83.

Ahora bien: ¢Existe alguna interpretacion para la division inversa 24 <+ 20 bajo el contexto de
la situacion #47? La respuesta es afirmativa. Si la division 24 + 20 se interpreta en el mismo sentido
de la situacién #2 e la fase I, esto significa que el contenido de la caja de 24 galletas se divide en
20 porciones iguales ente si; de modo que cada porcion corresponde a un peso ($1) del precio total
de la caja. En otras palabras, la division 24 + 20 = 1.2 significa que con cada $1 se paga una

porcién equivalente a 1.2 galletas; es decir, una galleta completa y el 20% de otra.

De este modo, ambas operaciones 24 + 20 = 0.83 y 20 + 24 = 1.2 tienen interpretaciones
validas bajo el contexto de la situacidn #4 si estas se interpretan en el sentido de la situacion #2.
Cabe sefialar que se puede llegar a la misma conclusion si se utiliza la segunda divisién en lugar
de la primera; sin embargo, es este caso seria fundamental detectar la interpretacion correcta de
dicha operacion. En este sentido, la afirmacién del alumno O-1 en el fragmento (V111,39) es
parcialmente cierta, pues se puede llegar a la misma conclusion utilizando la division inversa; sin

embargo, la interpretacion de la operacion cambia totalmente.

Observe que el alumno O-1 no fue el Gnico que intuyd una division errdnea para calcular el
precio individual de una galleta, pues en el fragmento (VI11,31) otro alumno intuyo la division
incorrecta para calcular el precio individual de cada pieza, en este caso para la presentacion del

paquete de seis galletas con precio de $10.
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Autocritica sobre la fase VIII:

Como se observa en el fragmento (VI111,40), en una reaccion puramente instintiva, el profesor
confirmo la afirmacion del alumno O-1 en el fragmento (VI111,39); esto sin antes corroborar la
validez de la afirmacion. No obstante, conviene analizar el comentario del alumno, Gltimo que es

en parte correcto y en parte incorrecto.

Tal como se explicd durante el analisis del didlogo VIII, la division 20 + 24 arroja el precio
individual de cada galleta por caja, que es aproximadamente igual a $0.83. Por su parte, la division
inversa 24 + 20 = 1.2 da como resultado la proporcién de galletas equivalente por cada peso
pagado ($1); esto tomando como referencia la caja completa cuyo contenido es de 24 piezas y con

un precio de $20.

Como es de esperarse, hay una diferencia significativa entre los resultados arrojados por ambas
divisiones: 24 + 20 = 1.2y 20 + 24 = 0.83. Ademas, ambas poseen interpretaciones diferentes
bajo el contexto de la situacion #4. No obstante, se puede llegar a la misma conclusion si se utilizan
las divisiones inversas con su respectiva interpretacion; para esto, observe que se cumplen las

siguientes desigualdades:

20 0.83< 1.6 10
24 76

24—12>06— 6
20 10

En la primera desigualdad se compara el precio individual de cada galleta entre la presentacién
por caja de 24 piezas y la de paquete de 6 piezas; esta es la desigualdad que los estudiantes
refirieron en los fragmentos (VII1,35) y (VI11,37). Por otra parte, en la segunda desigualdad se
comparan a qué proporcion de producto equivale un $1 respecto a las presentaciones de una caja

de 24 piezas y un paquete de 6 piezas.

Observe que al invertir el numerador y el denominador de las fracciones de la primera
desigualdad también se invierte el sentido de la misma; obteniendo como resultado la segunda
desigualdad. En el contexto de la situacion #4, la segunda desigualdad muestra que $1 invertido
en la presentacion de la caja de 24 galletas equivale al doble que en el caso de invertirlo en la

presentacion de un paquete de 6 galletas. En ese sentido se llega a la misma conclusion: que
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conviene mas comprar la caja de 24 galletas; sin embargo, las operaciones implicadas tienen una

interpretacion diferente a las de la primera desigualdad.
Reflexion sobre el dialogo VIII:

La situacion #4 mostro que pueden surgir errores de intuicién al momento de proponer la operacion
que resolveria una situacion determinada. Por esa razdn es conveniente que, incluso en los niveles
de educacion media superior, se promueva la reflexion en torno a la aplicacion e interpretacion de
las operaciones elementales; especialmente de la division en los sentidos equivalentes a las

situaciones #1 y #2 descritas en la fase Ill.

Cabe destacar que los estudiantes mostraron una actitud de interés sobre las conclusiones del
problema #4, pues se les informo que el problema se disefié tomando en cuenta las presentaciones
y los precios reales de una marca de galletas que se vende en los supermercados y en los ministper
que se encuentran en la Cd. de México. De hecho, los estudiantes identificaron la marca de galletas

que inspiro el disefio del problema sin que el profesor la hubiera mencionado.

Al final, los estudiantes infirieron que los mismos métodos empleados durante la fase VIII
pueden generalizarse para comparar el precio de diferentes presentaciones de un mismo producto,
esto en relacion con el contenido de dichas presentaciones; es decir, comparando la proporcién

que existe entre el precio y el contenido del producto.

La actitud positiva de los estudiantes ratifica la importancia de ensefiar matematicas a través de
situaciones y contextos que les sean significativos; esto Gltimo tomando como referencia su
contexto personal, social, cultural y profesional, tal y como sugiere el paradigma de la educacion
matematica realista de Freudenthal (Goffree, 2000).

4.4 PROCESO DE EVALUACION DE LA 12 SESION (FASE VII)

Una vez concluida la fase VI, el profesor entregé a cada alumno una hoja con el problema del
anexo H impreso; esto con el proposito de evaluar los aprendizajes desarrollados hasta ese parte
de la sesion. Posteriormente, solicit a un alumno que leyera en voz alta las instrucciones previas

al problema, asi como el problema mismo.

Para ello, los estudiantes recibieron la instruccion de resolver el problema y, posteriormente,

redactar una explicacion detallada del procedimiento que siguieron para llegar a la solucién. En



CAPITULO 4: DESARROLLO METODOLOGICO Y ANALISIS DE LA PRIMERA SESION

particular se les solicitd escribir todas las operaciones aplicadas como parte de su procedimiento

y explicar el propoésito de cada una sobre el contexto del problema.

El problema de evaluacién puede consultarse en el anexo H tal y como les fue entregado a los
estudiantes durante la sesion (incluyendo las instrucciones). No obstante, abajo se anexa el

problema de evaluacion junto con las observaciones que este incluia.

PROBLEMA #1: Una empresa que se dedica a la fabricacidn de focos, tuvo una produccion de 200
focos. Sin embargo, la empresa sabe que, por cada 40 focos fabricados, 7 de ellos no pasan el control
de calidad. Cada foco fabricado generd a la empresa un costo de produccidn de 55, y sélo los que
pasaron el control de calidad se venden a un precio de 520 ¢Cudl serd la ganancia de la empresa
sobre la produccion antes mencionada?

Observacidn #1.1: recuerda que la ganancia no es el dinero que ingresa a la empresa de una venta,
sino la diferencia entre la venta y el costo que generd la misma.

Observacidn #1.2: no pierdas de vista que los focos defectuosos generaron un costo a la empresa, el
cual no se recupera, pues estos Ultimaos no se venderdn.

Aqui conviene hacer la aclaracion de que, en lo que resta de la presente tesis, se referira al
problema anterior como ‘primer problema de evaluacién’, o bien, como ‘problema de evaluacion’
si el contexto permite identificarlo. La enumeracion ‘#1” del problema anterior sera ignorada, pues
esta se incorpor6 ante la posibilidad de aplicar dos problemas de evaluacion durante la primera
sesion. Sin embargo, como ya se menciond, el otro problema (anexo 1) se implementé durante la

fase VIII como un problema a discutir de forma grupal.

Como puede observarse, debajo del problema de evaluacidn hay dos observaciones. La primera
de ellas fue redactada con el fin de evitar una interpretacion erronea de los términos ‘venta’ y
‘ganancia’. Por su parte, el proposito de la segunda observacion fue la de advertir a los alumnos
que deben ser cuidadosos al momento de calcular la inversion de la impresa. Aqui conviene
mencionar que, posterior a la implementacion, se consideré como un error el haber incluido ambas
observaciones, pues estas quiza sugirieron a los estudiantes la forma de calcular la ganancia final

obtenida por la empresa; esto en relacion con el costo y la venta.

Mas alla del error antes mencionado, el problema fue disefiado con el propdsito principal de
evaluar si los alumnos llevaban a cabo un proceso de interpretacion de las operaciones;
especificamente de la division en el sentido de la situacion #1 descrita en la fase 111. Para ello, los

estudiantes debian darse a la tarea de analizar el problema y descomponerlo en subproblemas mas
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simples; de hecho, uno de los subproblemas es equivalente al problema que se resolvio durante la
fase VI.

Para ello, los estudiantes contaron con 50 minutos para resolver el problema y para explicar
detalladamente el proceso que los llevo a la solucion; sin embargo, todos los alumnos entregaron
el problema durante los primeros 30 minutos. Ademas, se les permitié que trabajaran de forma
colaborativa; aunque cada alumno debia redactar su propia explicacion sobre el procedimiento que

siguieron para llegar a la solucién del problema.

A continuacion, se presentaran y analizaran los resultados obtenidos en la evaluacion de este
problema. Para esto, la seccion estard dividida en cuatro subsecciones; en cada una se presentaran
y analizaran los resultados referentes de un aspecto de los resultados generales; estos son la
descripcion de los métodos de solucién validos redactados por los estudiantes, sus conclusiones
parciales y finales, la aplicacion de la regla de tres como parte del procedimiento y, finalmente,
una categorizacion de los errores detectados.

Aqui es preciso hacer la aclaracion de que el propoésito de evaluacion aqui descrita no fue
asignar una calificacion a los estudiantes; sino que se propuso analizar detalladamente cuéles
fueron los aciertos y desaciertos de los estudiantes en relacion con sus métodos de solucion
redactados. Por esta razon, el andlisis que se llevara a cabo serd esencialmente de caracter

cualitativo.
4.4.1 Tres métodos de solucion diferentes para el primer problema de evaluacion

Durante el disefio del problema se previo que los estudiantes propondrian un Unico metodo de
solucion, y al cuél se le referira como ‘Método Tipo A’. Conviene adelantar que los estudiantes
propusieron otros métodos que, de aplicarse correctamente, también llevarian a la solucion

correcta del problema. Dicho método consta de cuatro pasos:

En lo que refiere al método de tipo A, este consta de cuatro pasos que se describen en la

siguiente tabla:
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Pasos que Integran el Método Tipo A

Se calcula el costo de produccién de los focos; es decir, la inversion de la
., |l empresa. Para ello, se multiplica el nimero de focos fabricados (200 focos)
Costo de Produccion

por el costo de produccion de cada foco ($5), obteniendo asi un costo de
produccion de $1,000. Los estudiantes deben resolver 5 x 200 = 1000 y dar

una explicacion equivalente a la anterior.

Se calcula el namero de focos que aprobaron el control de calidad de entre los
200 focos fabricados; estos son los focos que seran vendidos por la empresa.
Focos Buenos ) _
Para realizar este calculo se debe de aplicar una regla de tres; se espera que los
estudiantes apliquen la regla interpretando cada una de las operaciones
implicadas. EI nimero de focos buenos es 165; también podria calcularse por
regla de tres el nimero de focos defectuosos (35 focos) y luego calcular los

focos buenos con la resta 200 — 35 = 165.

Este paso consiste en calcular los ingresos de la venta; es necesario haber
Venta calculado antes el numero de focos buenos debido a que s6lo estos serén
vendidos por la empresa. Para ello, se multiplica el nimero de focos buenos
(165) por el precio de venta por unidad ($20), obteniendo asi un ingreso de
$3,300. Los estudiantes deben resolver 20 x 165 = 3300 y proporcionar una

explicacion analoga a la aqui descrita.

El daltimo paso consiste en calcular la ganancia final de la empresa y es
. consecuencia de los pasos anteriores. Para ello, se resta el costo de produccion
Ganancia _ _
de los focos ($1,000) a los ingresos de la venta ($3,300), obteniendo asi una
ganancia final de $2,300. Los estudiantes deben resolver y explicar la

operacion: 3300 — 1000 = 2300.

A continuacion, se anexa el procedimiento redactado por la alumna A-1 quien aplicé y explicd

el método de solucion anterior:
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Observe que calcular el nimero de focos requiere de aplicar una regla de tres. La alumna A-1
primero aplico la regla de tres sin interpretar las operaciones implicadas; sin embargo, después
volvié a aplicar la misma regla ahora si interpretando cada una de las operaciones implicadas. Esto
es importante porque en las instrucciones se solicitd explicar el propdsito de cada una de las

operaciones referidas.
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A pesar de que el método A se considerd el mas simple e intuitivo, se observo el caso de cuatro

alumnos quienes intentaron resolver el problema por un método diferente; sin embargo, ninguno

de ellos llegd a la solucion correcta del problema.

En total se propusieron dos métodos diferentes al de tipo A. Pese a que ningun estudiante llegd

a la solucion correcta por estos métodos, una parte de ellos es valida, de tal modo que se explicara

en qué consisten y cudl seria la forma vélida de proceder para llegar a la solucion correcta. A

dichos metodos se les referira como tipo B y C. A continuacion, se explica el primero de ellos:

Pasos que Integran el Método Tipo B

Focos Defectuosos

Se calcula por regla de tres (o algin método diferente) el nimero de
focos fabricados que resultaron defectuosos. Si este paso se lleva a
cabo de forma correcta, se concluira que el total de focos defectuosos
es de 35.

Focos Buenos

Se calcula por regla de tres (o por algiin método diferente) el nimero
de focos fabricados que aprobaron el control de calidad. Si este paso
se lleva a cabo de forma correcta, se concluira que el nimero de focos

buenos es 165.

Ganancia por Unidad
Vendida

Se calcula la ganancia individual por cada unidad vendida; aunque esta
refiere sdlo al caso de los focos que aprobaron el control de calidad.
Cada foco tiene un costo de produccion de $5 y se vende a $20. De
este modo, la ganancia individual por unidad vendida es de $15. Los
estudiantes deben resolver la operacion 20 — 5 = 15 y explicarla.

Ganancia sin Pérdida

Ahora se calcula la ganancia inicial por las unidades vendidas; aunque
todavia no se toma en cuenta que el costo de produccion de los focos
defectuosos representa una pérdida para la empresa. Para esto, se
multiplica el nimero de focos buenos (165) por la ganancia individual
de cada foco ($15), obteniendo asi una ganancia inicial de $2,475. Los
estudiantes deben resolver la operacién 15 x 165 = 2475 vy

explicarla.
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Dado que los focos defectuosos no se venden, su costo de produccion
perdida representa una pérdida para la empresa. Dicho esto, se multiplica el
numero de focos defectuosos (35) por el costo de fabricacion de cada
foco ($5), obteniendo asi una pérdida de $175. Los estudiantes deben

resolver 5 x 35 = 175y explicar el significado de la operacion.

El dltimo paso es calcular la ganancia final de la empresa. Para ello se

L. resta la pérdida por la fabricacion de los focos defectuosos ($175) a la
Ganancia Final de la

ganancia derivada de la venta de los focos buenos ($2,475),
Empresa

obteniendo asi una ganancia final de $2,300. Los estudiantes deben
resolver 2475 — 175 = 2300 y explicar esta operacion.

Solo tres estudiantes aplicaron un método de solucidn cuya estructura coincide en parte con el
método de solucion B; sin embargo, todos cometieron algun error de analisis que los llevo a un

resultado erréneo.

Note gue el analisis y el razonamiento detras del método B es mas complejo que el del método
A; esto tomando en cuenta que en el método A se calcula el costo de produccién de la totalidad de
focos con una Unica operacion. Por su parte, en el método B se calcula el costo de produccion de
los focos defectuosos para interpretarlo como una perdida; mientras que el costo de produccion de

los focos buenos esta implicito al calcular la ganancia inicial de la empresa.

Otra diferencia entre los métodos de A 'y B es que el método A sélo requiere calcular el nimero
de focos buenos, mientras que para el método B se necesita calcular tanto el nimero de focos
buenos como también el nimero de focos defectuosos; aunque conociendo una de las cantidades
se puede calcular la otra con una resta. De hecho, como se vera méas adelante, la mayoria de los
alumnos quienes aplicaron el método A también calcularon el nimero de focos defectuosos antes

que el numero de focos buenos.

Ahora bien ¢De qué depende que un estudiante siguiera un método y no los otro? Es posible
que quienes aplicaron el método B obedecieron a algun tipo de intuicion caracteristica del método
B y no del método A; mientras que quienes aplicaron el método A obedecieron a un tipo de

intuicion propia del método A.
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Quienes aplicaron el método A intuyeron que la mejor forma de calcular la ganancia final seria
calcular los ingresos obtenidos de la venta de los focos buenos para después restarle el costo de
produccion de los 200 focos fabricados. Por su parte, quienes siguieron el método B intuyeron que
seria mejor calcular directamente la ganancia obtenida de la venta de cada foco. De este modo,
cada método refiere a un tipo de intuicion que los estudiantes adquirieron durante su experiencia

previa.

Como se describid en el capitulo 2, la intuicion es la que guia el proceso de busqueda de la
solucion a un problema determinado. En otras palabras, es la intuicion la que da paso a proponer
un método de solucion, més alla de que este resulte ser valido o no. Sin embargo, la intuicion por
si sola no es suficiente, pues puede llevar a errores. Aqui es oportuno recordar que Crespo (2008)
y Kline (1990) destacan que tanto la intuicion como la razén deben trabajar de forma articulada.
En otras palabras, la intuicion cumple la funcion de proponer uno o mas métodos de solucion a un
problema determinado; mientras que la razon se encargard de evaluar si el o los métodos

propuestos son validos o no.

Es por la razén anterior que se solicitd a los estudiantes escribir todas las operaciones e
interpretar su significado. Al hacer esto, los estudiantes se ven en la necesidad de comprender los
fundamentos del método que propusieron mas alld de lo que dicta la intuicion. Argumentar el
propdsito de cada operacion implica razonar cada paso del método, aunque esto no siempre exenta
al estudiante de cometer errores de razonamiento. De hecho, se detectaron diversos errores de
razonamiento por parte de los estudiantes que seran explicados y analizados mas adelante en esta

misma seccion.

En lo que refiere a los métodos de solucion se detectdé un tercer método; ultimo que fue
empleado por un unico alumno. Este estudiante escribié todas las operaciones que integraron su
procedimiento; pero no proporciond una explicacion de estas. A pesar de este inconveniente, es

posible interpretar las operaciones y dar seguimiento al procedimiento del estudiante.

El método de este ltimo estudiante comprende un error de razonamiento que, a percepcion del
autor de la presente tesis, es dificil de identificar. Sin embargo, una parte del método resulto ser
valido y, con las correcciones necesarias, se puede llegar a la solucion correcta del problema. En
tal caso el método de solucidn seria el siguiente:
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Pasos que Integran el Método Tipo C

Se calcula el nimero de focos defectuosos fabricados por la empresa;

esto a través de la aplicacion de la regla de tres, o bien, con un método
Focos Defectuosos

alternativo.

Al igual que en el método A, se calcula el costo de produccion de los

f 1 Itipli | i6 f
Costo de Produccién ocos ($1,000), multiplicando el costo de produccidén de cada foco ($5)

por el nimero de focos fabricados (200).

Se asume que se venderan la totalidad de focos (incluidos los

defectuosos), aun cuando esto vaya contra las indicaciones del
Ingreso por la Venta de la

roblema. Para esto, se multiplica el precio de venta de cada foco ($20
Totalidad de Focos P P p (520)

por el nimero de focos fabricados (200), obteniendo asi un ingreso
inicial de $4,000.

Se calcula la ganancia inicial, aunque esta no sera la ganancia final de
la empresa; pues quienes compraron los focos defectuosos exigiran la
devolucion de su dinero. Para esto, se resta el costo de produccion de
Ganancia Inicial de la los focos ($1,000) al ingreso de la venta ($4,000), obteniendo asi una

Venta ganancia inicial de $3,000.

Se supone que los clientes quienes compararon un foco defectuoso

L exigiran el reembolso de su dinero, ultimo que sera interpretado como
Pérdida por el Rembolso

. una pérdida. De este modo, se multiplica el numero de focos
de Dinero

defectuosos (35) por el precio de venta por unidad ($20), que resulta en
una pérdida de $700.

Por altimo, se calcula la ganancia final que obtuvo la empresa. Para ello

Ganancia Final se resta la pérdida ($700) a la ganancia inicial ($3,000), de tal modo que

se obtiene una ganancia final de $2,300.

El método anterior retoma la parte valida del procedimiento redactado por el alumno antes
referido; sin embargo, este comprende los ajustes necesarios para llegar a la solucién correcta. El
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procedimiento del estudiante comprendia un error de razonamiento asociado a una intuicion
erronea; Ultima que aparentaba ser valida. Este error de razonamiento sera explicado y analizado

en una subseccion posterior.

Los tres métodos antes descritos serviran de modelo para evaluar los aciertos y desaciertos de
los métodos redactados por los estudiantes. Esto también permitird detectar donde se presentaron
la mayoria de los errores. Ademas, se realizara una categorizacion de todos los errores cometidos

por los estudiantes en sus respectivos metodos de solucion.

A continuacion, se anexa una tabla y un grafico que muestra la proporcién de alumnos que
aplicd cada uno de los métodos anteriores; esto independientemente de que hayan llegado o no a

la solucion correcta del problema.

Tipo de Método Numero de Estudiantes Porcentaje

Tipo A 30 88%
Tipo B 3 9%
Tipo C 1 3%

TABLA 4.1: Namero de estudiantes que siguieron los métodos
de solucion A, By C.

GRAFICO 4.2: PORCENTAIJE DE APLICACION DE LOS
METOSA,BYC

ETipoA HETipoB mTipoC

No se puede descartar que la primera ‘observacion’ redactada debajo del problema del anexo H
guarde relacion con el hecho de que la mayoria de los estudiantes intuyeron y aplicaron el método
de solucion tipo A. Como ya se explico, la observacién se incluyé para evitar que los estudiantes
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confundieran los términos ‘venta’ y ‘ganancia’, y evitar asi errores de interpretacion. Esto podria
explicar por qué predominé el método de solucion A. No obstante, los métodos de solucion By C
exigen un anélisis mas complejo; razén por la cual se les puede considerar menos intuitivos que el

método A.
4.4.2 Aciertos y desaciertos en la resolucion del primer problema de evaluacion

En esta subseccion se presentaran y analizaran los resultados referentes a los aciertos y desaciertos
de los estudiantes en los métodos que redactaron; esto Gltimo tomando como base los pasos que
integran cada uno de los tres métodos antes vistos. Recuerde que estos Ultimos estan integrados
por una serie de pasos con los cuales se llega a la solucion correcta del problema.

Para evaluar los aciertos y desaciertos de un estudiante se asocié el método que emple6 con
alguno de los métodos A, B, o C; luego se evaluaron sus resultados en cada uno de los pasos que
integran el método asociado. Por ejemplo, si un estudiante aplicé el método tipo A, se evaluaron
sus resultados en los pasos: 1) calcular el costo de produccion, 2) calcular el namero de focos
buenos, 3) calcular los ingresos de la venta y 4) calcular la ganancia final de la empresa. Para esto,
se clasificaron y cuantificaron los resultados en cada uno de los pasos conforme a las siguientes

tres categorias:

a) Correcto: el estudiante present un resultado correcto del paso en cuestion.

b) Incorrecto: el estudiante presentd un resultado erréneo en dicho paso; sin embargo, si
identifico esta parte del método y aplico una operacién para calcularlo.

c) No especificado: el estudiante no presento el resultado del paso; ya sea porque lo omitio,

0 bien, porque no identifico esta parte del método.

Por ejemplo, se dio el caso de un estudiante que, siguiendo el método de solucion tipo B, calculd
correctamente la ganancia de la venta de los focos buenos; sin embargo, lo interpretd como la
ganancia final a pesar de que faltaba calcular y restar la pérdida. A este estudiante se le califico
con ‘Correcto’ en el paso ‘Ganancia sin pérdida’, pero en los pasos ‘Perdida’ y ‘Ganancia final’

se le calificd con ‘No especificado’, pues no refirio a dichos pasos.

En la siguiente tabla se presentan los resultados sobre los aciertos y desaciertos de aquellos

estudiantes quienes aplicaron el método de solucién tipo A:
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{30 EP»]el 5 Costo de Produccion  Focos Buenos Venta Ganancia
Correcto 24 26 26 22
Incorrecto 3 1 2 7
No Especificado 3 3 2 1

TABLA 4.3: No. de Aciertos y Desaciertos en la Resolucion del Problema por el Método A

La tabla anterior detalla el numero de aciertos (valores correctos) y desaciertos (valores
incorrectos o no especificados) cometidos por los 30 alumnos quienes siguieron el método de
solucion tipo A. Observe que la suma de los valores de cada columna da como resultado el nimero
total de estudiantes quienes aplicaron ese método. El siguiente grafico facilita comparar los

resultados obtenidos en cada uno de los pasos del método:

GRAFICO 4.4: Resultados del Método A

30

25
20
15
10

5 l

0

Costo de Focos Buenos Venta Ganancia
Produccién
H Correcto M Incorrecto No Especificado

Lo errores cometidos por los estudiantes seran detallados en la subseccién 4.4.4. Por ahora
conviene observar que la mayoria de los errores en torno a este método de solucidon estan
relacionados con el célculo del costo de produccién de los focos, asi como también con el calculo

de la ganancia final de la empresa, tal como se infiere del grafico anterior.

En lo que se refiere al calculo del numero de focos buenos, esta parte del método implica aplicar
la regla de tres. Los datos de la tabla 4.3 muestran la proporcion de aciertos en esta parte del
método; sin embargo, no aporta informacion adicional sobre como los estudiantes procedieron en

esta parte del método. Los detalles ser&n analizados en la siguiente subseccion.



MAT. ALBERTO SANTANA CRUZ

Por ahora conviene mencionar que se tuvo el caso de dos alumnas quienes interpretaron de
forma erronea el resultado obtenido al aplicar la regla de tres. El primer caso refiere al de una
alumna cuya explicacion del método fue confusa e inconsistente mas alla de referir haber resuelto
una regla de tres. El otro caso refiere al de una alumna quien aplico la regla de tres de forma
correcta; sin embargo, interpreto el resultado de forma errénea. Ambos errores seran referidos y
explicados en las subsecciones 4.4.3 'y 4.4.4. También se dio el caso de dos estudiantes quienes
omitieron el resultado de este paso, aunque si proporcionaron elementos que sugieren que

aplicaron la regla de tres correctamente.

En general se tuvo el caso de tres estudiantes quienes aplicaron el método A sin escribir los
resultados parciales referentes a los pasos del método; esto a pesar la indicacion de escribir todas
las operaciones, sus resultados y la explicacion de las mismas. Como ejemplo se anexa el
procedimiento redactado por una alumna quien omitié las operaciones, aunque si aport6 una

explicacion de este:

RE SULTADO
la govoncQ de 1a empresd €5 cie 32,3007

P roredimeni v
Erimero ome en cuenia el nOMmED ToTal ce
o gy ac 40 en 40 o6 QUe el
(€su! de ‘&G ogopcon oL fue 5 0 mgitplid
¢ \0S veces que T oS no pooron el @nivp)
de cahdod Y ese seria el ovol de X o
venaidos. Despuet resie eSos taios ,Con 10S fCRos
BUENOS pard - CONCLEr e\ 101ay de 105 aee SC vederio

For af"_""ﬂ rUtiphque el 01al de €<o5 por el
OT0 Yy 0y foos AEs G 0 Qe Se enderty

oSt padna resar e Jofdl de garorcos con la Pefdic
PQra COncler 1 gonancQl reot.

Ahora bien, en lo que se refiere al método de solucidn tipo B, solo tres estudiantes aplicaron
este metodo; probablemente guiados por la intuicion de calcular la ganancia individual obtenida
de la venta cada foco ($15). A continuacion, se presentan los resultados sobre los aciertos y

desaciertos de los tres alumnos quienes aplicaron este método de solucion:
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RESULTADOS Focos Defectuosos Focos Buenos Ganancia por Unidad Ganancia de laVenta  Pérdida Ganancia Final

Correcto 3 3 3 3 0 0
Incorrecto 0 0 0 0 1 0
No Especificado 0 0 0 0 2 3

TABLA 4.5: No. de Aciertos y Desaciertos en la Resolucién del Problema por el Método B

GRAFICO 4.6: Resultados del Método B

4
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1
0
Focos Focos Buenos Ganancia por Ganancia de la Pérdida Ganancia Final
Defectuosos Unidad Venta
H Correcto Incorrecto No Especificado

Observe que todos los estudiantes quienes siguieron el método B obtuvieron un resultado
erréneo en el calculo de la ganancia final (véase la descripcion del método tipo B en la subseccion
anterior). Como se menciono antes, quienes siguieron este método probablemente obedecian a la
intuicion de calcular la ganancia particular obtenida de la venta de un solo foco. Sin embargo, al
hacer esto no se estd considerando el costo de produccion de aquellos focos que reprobaron el
control de calidad; es decir, de aquellos que no se vendieron. El costo de produccidn de estos focos
debia interpretarse como una pérdida y restarse a la ganancia inicial de la empresa.

Tal como se infiere del grafico anterior, sélo una alumna interpreto la produccion de los focos
defectuosos como una pérdida para la empresa; aunque realizo el calculo de forma erronea. Por su
parte, los demas estudiantes interpretaron la ganancia obtenida por la venta de los focos buenos
como la ganancia final; esto sin darse cuenta de que la produccion de los focos defectuosos

representa una pérdida que debia restarse a la ganancia de la venta.

Ahora bien, s6lo un alumno aplicé un método de solucion diferente a los métodos A 'y B. El
método de solucidn C sirve de base para evaluar los aciertos y desaciertos de este Gnico estudiante
quien no llegd a la solucién correcta del problema debido a un error en su procedimiento; ultimo

que podria calificarse como contraintuitivo.
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Aunque solo este alumno aplicé el método C, se comparte la siguiente tabla en la cual es posible

apreciar sus aciertos y desaciertos en relacion con el método de solucién tipo C:

oetiee | postode | ngrescsporle  Genanda - Pérddapor  Genands
Correcto 1 1 1 1 0 0
Incorrecto 0 0 0 0 1 1
No Especificado 0 0 0 0 0 0

TABLA 4.7: No. de Aciertos y Desaciertos en la Resolucion del Problema por el Método C

Como se observa en la tabla, el alumno calcul6 correctamente el numero de focos defectuosos,
el costo de produccion de los focos, los ingresos de la venta bajo el supuesto de que se hubieran
vendido la totalidad de focos (incluyendo los defectuosos), y la ganancia inicial de la venta. Sin
embargo, fallé en el anélisis y el calculo de la pérdida; algo que también derivé en el célculo
erroneo de la ganancia final. Su error sera interpretado y analizado en la subseccion 4.4.4, pues

este alumno escribi6 sus operaciones sin explicarlas.

En general, sélo los estudiantes quienes aplicaron el método A llegaron a la solucién correcta
del problema. Recuerde que los métodos A, B y C tienen su origen en distintos tipos de intuiciones.
El método A deriva de la intuicion de calcular la ganancia final como una diferencia entre los
ingresos por la venta de los focos buenos y el costo de produccion de los focos fabricados. Por su
parte, el método B deriva de la intuicion de calcular la ganancia particular por la venta de un solo
foco ($15) y usar esta cifra para calcular la ganancia final. Finalmente, el método C deriva de la
intuicion de suponer que se venden la totalidad de los focos fabricados, incluyendo aquellos que

resultaron defectuosos.

El método C es el que implica un analisis mas complejo del problema, mientras que el A
comprende de un analisis mas simple; esto ultimo en virtud de los pasos que integran ambos
métodos. Por su parte, el método B comprende un andlisis mas complejo que el del método A,
aunque menos complejo que el método C. Esto podria explicar por qué la mayoria de los
estudiantes aplicaron el método A, ademas de que ningun estudiante llego6 a la solucion correcta
por los métodos B y C. Sin embargo, no se descarta que las observaciones que acompaiiaron al

problema (vease el anexo H) hayan interferido en la proporcion de los métodos aplicados.
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Para resolver un problema los estudiantes deben seguir al menos tres pasos: 1) analizar el
problema, 2) dejarse guiar por su intuicion hasta proponer un método de solucion vy, finalmente,
3) evaluar el método intuido con el fin de comprobar o refutar su validez. Los estudiantes quienes
aplicaron los métodos B y C fallaron en el 3er paso; pues todos ellos propusieron un método de
solucion, pero son invalidos en alguna de sus partes. Los errores seran descritos y analizados en la

subseccion 4.4.4.

Respecto a los estudiantes quienes aplicaron el método A, una proporcién considerable de ellos
no llego a la solucion correcta del problema. Solo 22 de los 30 estudiantes concluyo el resultado
correcto (sin contar el caso de un alumno quien omitio escribir el resultado). Esto significa que
solo el 73% de los estudiantes quienes aplicaron el método A redact6 la solucién correcta del

mismo.

En general, s6lo 22 de los 34 estudiantes escribieron la solucion correcta; es decir, el 64% del
grupo. Como pasé con los métodos B y C, la mayoria de los errores de los estudiantes quienes
aplicaron el método de solucion tipo A refieren a una evaluacién errénea o deficiente del método

de solucion intuido, pues se detectaron errores en su estructura.

Solucion del Problema No. de Estudiantes Porcentaje

Correcto 22 64%
Incorrecto 8 24%
Resultado No especificado 4 12%

TABLA 4.8: No. de Aciertos y Desaciertos en la Solucién Final del Primer
Problema de Evaluacién (Célculo de la Ganancia Final)

GRAFICO 4.9: PORCENTAJE DE ACIERTOS Y DESACIERTOS
EN LA SOLUCION FINAL DEL PRIMER PROBLEMA DE
EVALUACION (CALCULO DE LA GANANCIA FINAL)

H Correcto MIncorrecto M Resultado No especificado
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4.4.3 Formas de aplicacion de la regla de tres en la resolucion del problema

Una parte del proceso de solucion del primer problema de evaluacion requiere calcular el nimero
de focos que aprobaron el control de calidad, o en otro caso, el nimero de focos defectuosos. Esta
parte del procedimiento es un paso comun de los métodos A, B y C, ademas de que se resuelve de
forma anéaloga al problema #3 trabajado en la fase VI. En esta subseccion se presentaran y
analizarén los resultados sobre como los estudiantes resolvieron esta parte del problema. Entre
otras cosas, interesa saber si los estudiantes fueron capaces de interpretar las operaciones, o bien,

si resolvieron la regla de tres saltandose el proceso de interpretacion.

Se cuantificd que 26 de los 30 alumnos quienes aplicaron el método A calcularon de forma
correcta el namero de focos buenos. Por su parte, los 3 alumnos quienes aplicaron el método B
calcularon de forma correcta tanto el nimero de focos buenos como el nimero de focos
defectuosos. Ademas, el Unico estudiante quien aplicd el método de solucién C también calcul? el

numero de focos defectuosos de forma correcta.

En la siguiente tabla se presentan los resultados generales referentes a la aplicacion de la regla
de tres por parte de los estudiantes, esto en referencia a que hayan aplicado la regla de forma
correcta y que la interpretacion del resultado también sea la correcta:

Aplicacion de la Regla de Tres No. de Estudiantes Porcentaje

Interpretacion Correcta del Resultado 30 88%
Interpretacion Errénea del Resultado 2 6%
Resultado No Especificado 2 6%

Tabla 4.10: Aciertos y desaciertos en la aplicacion de la regla de tres

Los datos anteriores refieren a la aplicacion de la regla de tres ya sea para calcular el nimero
de focos buenos, o bien, los defectuosos. Estos muestran que 30 de los 34 estudiantes (el 88% del
grupo) aplicaron la regla de tres de forma correcta e interpretaron bien el resultado obtenido. Por
su parte, los cuatro alumnos restantes (el 12% del grupo) refiere al caso de dos alumnas quienes
interpretaron mal el resultado (mas alla de que las operaciones fueran o no correctas), y de dos

estudiantes quienes omitieron redactar el resultado obtenido.
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GRAFICO 4.11: PORCENTAIJE DE ACIERTOS Y
DESACIERTOS EN LA APLICACION DE LA REGLA DE TRES

M Resultado e Interpretacion Correcta M Interpretacion Incorrecta del Resultado

M Resultado No Especificado

Recuerde que durante la fase VI los estudiantes analizaron y resolvieron un problema para el
cual debian aplicar una regla de tres o algin procedimiento analogo. Sin embargo, se solicit6 a los
estudiantes que reflexionaran e interpretaran cada una de las operaciones implicadas en el proceso

de resolucién de la regla.

Al igual que con el problema #3, el problema de evaluacion del anexo H fue disefiado de tal
modo que se requiere aplicar la regla de tres. Para esto, se solicitd a los estudiantes que
interpretaran y explicaran cada una de las operaciones implicadas, tal como se realiz6 durante la
fase VI. A pesar de esto, no todos los estudiantes explicaron sus operaciones, y hay quienes
aplicaron la regla sin llevar a cabo un proceso de interpretacion de las operaciones que la

conforman.

Otro aspecto que conviene analizar es si los estudiantes aplicaron la regla de tres sobre el
conjunto de focos buenos, o bien, sobre el conjunto de focos defectuosos. No obstante, una vez
calculada cualquiera de las cantidades anteriores puede calcularse la otra por complemento.
Observe que en el problema de evaluacion describe la proporcion de focos defectuosos respecto a
la totalidad de focos fabricados.

Conviene recordar que para la resolucion del problema por los métodos A 'y C sélo es necesario
calcular el numero de focos buenos. Por su parte, para el método tipo B se necesita calcular tanto
el numero de focos buenos como también el de focos defectuosos. En general, cada caso requiere
aplicar la regla de tres, aunque conociendo una de las cantidades se puede calcular la otra

resolviendo una resta.
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A continuacion, se analizaran y clasificaran cada una de las formas de aplicacion de la regla de
tres que se observaron en los procedimientos redactados por los 34 estudiantes del grupo. Conviene
hacer la aclaracion de que, para dicho propdsito, sélo se evaluara el procedimiento redactado por
los estudiantes, Ultimo que sera independiente al hecho de que hayan escrito o no el resultado
obtenido en tras la aplicacion de la regla (recuerde que se tuvo el caso de dos estudiantes quienes
explicaron el procedimiento, pero no redactaron el resultado). Los dos errores de interpretacion

detectados serén clasificados en categorias especificas.

Meétodo R3ND: Aplica la regla de tres sobre los focos defectuosos, pero lo hace sin interpretar

las operaciones implicadas.

Esta categoria refiere al caso de aquellos estudiantes que identificaron la regla de proporcion en
término de los focos defectuosos; luego aplicaron la regla de tres sin pasar por un proceso de
interpretacion de las operaciones. Bajo este procedimiento, un estudiante ordena y opera los datos
como dicta la regla para calcular el numero de focos que salieron defectuosos de entre los 200

fabricados. Esto implica resolver la siguiente expresion:

L _7x200
40

La incognita x representa el nimero de focos que resultaron defectuosos de los 200 focos

fabricados. Esta expresion se obtiene al ordenar los datos y operar con ellos tal y como lo dicta el

método de la regla de tres; sin embargo, no hay una interpretacién de las operaciones

(multiplicacion y division). A continuacion, se anexa un fragmento del procedimiento redactado

por un alumno quien aplicd la regla de tres bajo esta categoria; es decir, sin interpretar el

significado particular de cada operacion:

;;;G\\.-TJ untr FE9la (}: 3 port. saber uwky (ocos ole Q(JOJ b
’ oha A2 colidad: 0
GL&CVW\_IC\ piv . . 9_00 F—O{w
f 40-% , Ax00° 406 36 10 pogond
i 40 Ontro | de @hdodd,

Observe que, en la parte inferior izquierda de la imagen, el alumno organizo los datos segun la
correspondencia entre el nimero de focos fabricados y la proporcion de ellos que resultan ser
defectuosos. Después siguid las instrucciones de la regla de tres; etas son multiplicar las cantidades
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que se encuentran en diagonal (7 x 200 = 1400) y luego su resultado por la cantidad sobrante
que en este caso es 40 (1400 = 40 = 35), concluyendo asi que el numero total de focos

defectuosos fabricados es de 35.

Note que el alumno no interpreto las operaciones que conforman este proceso; s6lo ordeno los
valores y armo la expresion como lo dicta la regla. Ademas, utilizé la notacion de igualdad ‘=" de
forma incorrecta, pues las operaciones 7 x 200 y 1400 = 40 no deben relacionarse bajo esta
notacién debido a que arrojan resultados diferentes.

Meétodo R3ID: Aplica la regla de tres sobre los focos defectuosos e interpreta cada una de las

operaciones implicadas.

Este método es equivalente al método R3ND, pero con la diferencia de que aqui si hay una
interpretacion de las operaciones realizadas. Bajo este procedimiento el estudiante primero divide
200 = 40 = 5 para concluir que los 200 focos fabricados equivalen a 5 lotes de 40 focos cada uno;
esta informacion es importante porque el problema del anexo H da la proporcion de focos
defectuosos para lotes de 40 focos, de los cuales 7 resultan defectuosos. Con base en lo anterior,
ahora el estudiante resuelve la multiplicacién 7 x 5 = 35 para concluir que de los 200 focos

fabricados 35 son defectuosos.

A continuacién, se presenta un fragmento del procedimiento redactado por una alumna quien

aplicé la regla de tres bajo esta categoria; es decir, interpretado las operaciones:

Bosque Cvantos  gropes de 406 focos hay en 200 focos

£.00 [. 4O = 5 grupos de 40 focos

Como 3 focos de cada 4O 0o pasun e\ ciohol de calidad

v hay 19 grogos de 40 foros. Caleole coandes Focos qoe

no  siyen ho_\i pev Ccada 9repe de 40 focos

7 +5-35 foces M
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Tambien se dio el caso de una alumna quien aplico la regla de tres bajo esta categoria, pero

omitio escribir el resultado obtenido. Pese a ello, su explicacion aporta evidencia de que interpreto

las operaciones de forma correcta; razon por la que se clasificd su procedimiento bajo esta

categoria. A continuacion, se anexa una parte del procedimiento de la alumna:

Erimero dome en cuevia el noOMmEo Tonal ce
o agy Aac 40 6n 40 o0 gue el

de cohaod y ese erfa el doval de focs o

(€Su) de €10 ogrupacon o Tue B 10 my itiplic
por Y0S veces gue T TCos no eOron el @Wivp)

vendiaos. Despuet resie efos tacs ,con 105 foRos
bUENOS para - CONCLEr e\ 01y de ICS gee € véeriOf

También conviene recordar el procedimiento de la alumna A-1 (puede consultarlo en la

subseccion 4.4.1), quien primero aplico la regla de tres bajo la categoria R3ND; pero después

repitié el procedimiento interpretando cada una de las operaciones como se acaba de explicar. Por

esa razon se clasifico su procedimiento bajo la categoria R3ID, pues la alumna A-1 si llevo a cabo

un proceso de interpretacion de las operaciones que conforman el método de la regla de tres.

Meétodo R3IB: Aplica la regla de tres sobre los focos que aprobaron el control de calidad

(focos buenos) e interpreta cada una de las operaciones implicadas.

Este método consiste en aplicar la regla de tres para calcular directamente el nimero de focos que

aprobaron el control de calidad, esto Gltimo interpretado cada una de las operaciones implicadas

en el procedimiento. A continuacion, se anexa el procedimiento de una alumna quien aplico la

regla de tres bajo esta categoria:

\:j’ 3o cual no se recuperd, pues estos ditimos no se venderdn.
I:_:j'l'""‘: 13 e
Locoy  FoEas “Tedal  de
e O 5 - N EorD) 165
40 Yyolcoo X2 / BLEMON X76
52 l6S 2 500
Y .
Ll v U
;} ja:.-r’c.rid , 3 00
(’00 " Qoo s d&iﬁ'ﬁﬁciq
XS 2300
“Tooo

iwevo
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Bajo esta categoria primero se calcula el namero de focos buenos que resultan de la fabricacion
de un lote de 40 focos; estos son 40 — 7 = 33 focos. Luego se resuelve la division 200 +~ 40 = 5
para inferir que los 200 focos fabricados forman 5 lotes de 40 focos cada uno. Finalmente se
multiplica 33 x 5 = 165 para concluir que 165 focos de los 200 fabricados pasaron el control de
calidad.

Metodo R3IA: Aplica la regla de tres sobre ambos conjuntos de focos (buenos y defectuosos)

e interpreta cada una de las operaciones implicadas.

Este método sigue exactamente los mismos pasos que la categoria R31B, pero también se calcula
el numero de focos defectuosos como se hizo en R3ID. Para ser mas especificos, una vez que el
estudiante resolvio 200 <+ 40 = 5 para inferir que los 200 focos forman cinco lotes de 40 focos,
procede aresolver 33 X 5 = 165y 7 x 5 = 35 para calcular el nimero total de focos buenos y de
focos defectuosos fabricados, respectivamente. A continuacion, se anexa el procedimiento

redactado por la Unica alumna quien aplicé la regla de tres bajo esta categoria:

*Breero e o regly pata ¢ sobe cunes
fFoces  sesvlan  poc eadk L}-D fobicades Wp qee
decada HO. 3 rg swen y eske we dig on e 4ol ol
33 focos.

. DQSWES realize ure ANSBN  oar odet q

en qrupos ce HO focos Y Q‘i‘]" C"Plo ’ef;%lrgqu
€N Total e dio . gsde ™e wudd o q(}em
sSten B giupos  de Lo foccy

* Despees mdbiplqee fos  foces g ST Servtan

POZA < Y\U.W\QTQ de Sfupgg q(_g e SO\\'E“‘Oh pOr &
eoat saber ‘Cuanker AOCOS U senan T e ok G |
cle LOS [dela) {CDCC)S B lo h\\& e, iﬁ\ce Corm lc_ﬁ)
3 fosos que s swwerd por cada MY ooy
En4otral we dieror (6 fass Qe s SNver

%Q%%%%’g QU NS siven el dael borolTde

Como se observa en la evidencia anterior, la alumna multiplicé el nimero de lotes fabricados
por la proporcién de focos buenos y defectuosos que hay en cada lote (33 y 7 respectivamente).
La siguiente imagen también forma parte del procedimiento de la alumnay en ella se observan las

operaciones que resolvio:
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[6st
B > 5_5 2o

Método R3DG: Se apoya de un diagrama para calcular el nimero total de focos que

aprobaron en control de calidad (focos buenos) y el de focos defectuosos.

Este fue el caso de una sola alumna quien dibujé un diagrama en el que representa la totalidad de
los focos buenos y defectuosos que conforman los 200 focos fabricados. El diagrama si fue
acompafiado de algunas operaciones; sin embargo, por la presencia del diagrama conviene
clasificarlo en una categoria aparte. A continuacién, se presenta el diagrama dibujado por la

alumna;

.'odudc 2100 focos

de 40 foces, 53 pasan el mn\ro\\j
o Cado toco c(osto 5'3 pesos
| conbedl da calidad sevendena 20 3

- Sle los g {m*m\oﬂ
I

o @ @ © &&
5 6 GOHEOEHE

Note la alumna redacté la division 200 + 40 = 5, ultima que arroja el nimero de lotes de 40

T No

focos fabricados por la empresa. El diagrama de la alumna da evidencia de que si interpret6 el
resultado de la division aun cuando no dio una explicacion de esta. Aungque tampoco hay una
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explicacion del diagrama, este se entiende por el contexto, asi como por la informacion que redacto

arriba del diagrama.
Errores de Interpretacion.

También se dio el caso de dos estudiantes quienes al aplicar la regla de tres interpretaron de forma
errénea el resultado obtenido. Cabe mencionar que uno de los estudiantes si interpretd las
operaciones multiplicacion y division que conforman el procedimiento bajo la categoria R3ID;
pero con el error de interpretar el resultado como el nimero de focos buenos, interpretacion que
es erronea bajo el procedimiento R3ID. A continuacion, se presenta un fragmento del

procedimiento de la alumna:

T » ooy
35 ' 20040 - oen 08 foco) f‘h ¢
“"ﬂn(icg 200 forey e tn (o] e Sy 24
ehocol | Plodueidol £hide 5X 3 =23 Paan el tontral ¢
2 %0 (a‘técd.
Cadg U0 T
40 3 o polonel 200 XS = 1000 *ﬂa‘()q\o Jober ¢l
. (g b rolidod (olto Yotal pola
0CO ) o g
g sCObhf‘O.\' oy 20
(o{ﬂr

Observe que la alumna interpretd correctamente la operacion la operacion 200 = 40 = 5; esto
se ve en la tabla del lado izquierdo donde sefialé que los 200 focos fabricados forman 5 lotes de
40 focos cada uno. Sin embargo, al multiplicar esta cantidad por el namero de focos defectuosos
que hay en cada lote, interpret6 el resultado como el nimero total de focos buenos fabricados;

interpretacion que es erronea.

Es probable que el error anterior fuera debido a una distraccion por parte de la alumna; pues la
explicacion de la primera parte del procedimiento es correcta. El error anterior derivé en una serie
de errores en el resto del procedimiento. Este Gltimo puede consultarse en la subseccion 4.4.4 en

la categoria ‘error de tipo 5-R3’.
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Meétodo no Especificado.

Esta categoria refiere al caso de cuatro estudiantes quienes no redactaron una explicacion detallada
de su método que permitiera clasificarlo en alguna de las categorias anteriores. Dos de ellos
afirmaron haber aplicaron la regla de tres para calcular el nimero total de focos defectuosos
fabricados; sin embargo, no hay informacion adicional que permita inferir si interpretaron o no las

operaciones implicadas.

A continuacion, se anexa el procedimiento de una alumna quien afirmé haber aplicado la regla

de tres; sin embargo, no hay forma de inferir si interpretd o no las operaciones:

e eabee v vegle & S dode e Ja produccien. de

200 Yowos b cu:gms wsollaron no pos o el conol de

colidad (25) , después suqe lo dleencio d 200 4 35=i

los codles generavon $3200 en bise de. fle. pasaron e

(Dl\j(rohd@. Cdtd&dbt Clpn vent & $20 hego CED les
coy los motiplgue por 85 gie era el costo o

?\&Sgos. Al Qnal 'loi ?&sbpﬁ&dﬁ df/[ CPS‘Tﬂr %\Rﬂ*& ls

e 4y 5U esoltado es lo gunodela.

También se dio el caso de dos alumnas quienes omitieron las operaciones referentes a la regla
de tres; por lo que se desconoce si aplicaron la regla sobre el conjunto de focos buenos o el de los
defectuosos (0 ambos). No obstante, sus procedimientos aportan elementos que sugieren que si
interpretaron de las operaciones, como afirmar que los 200 focos fabricados forman 5 grupos de
40 focos cada uno. A continuacion, se anexa parte del procedimiento redactado de una de las

alumnas:

Se Q)rmau 5 grupog &e HO I:Ocas

35 focos son O’PP(?C}UOEOS de s 200 en 1olal
165 %COS GE:‘ buena m{b’ac:f , 5@ Yenden Cn

$3200 |
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Resultados sobre la aplicacion de la regla de tres.

Las siete categorias anteriores permiten clasificar y cuantificar la diversidad de procedimientos
bajo las cuales los estudiantes aplicaron la regla de tres. En la siguiente tabla se cuantifica el

numero de alumnos que aplico la regla de tres bajo cada una de las categorias anteriormente

descritas:

I metodoA  MétodoB  MétodoC  No.de Estudiantes  Porcentaje
Método R3ND 4 0 0 4 12%
Método R3ID 13 2 1 16 46%
Método R3IB 6 0 0 6 18%
Método R3IA 0 1 0 1 3%
Método R3DG 1 0 0 1 3%
Método No Especificado 4 0 0 4 12%

Error de Interpretacion 2 0 0 2 6%

TABLA 4.12: Formas de aplicacion de la regla por parte de los estudiantes.

La tabla anterior permite analizar distintos aspectos de caracter cualitativo que no se observan
en los resultados de la subseccion anterior. Abajo se anexa un grafico que facilita comparar la

proporcion con la que se aplicd la regla de tres bajo las siete categorias:

GRAFICO 4.13: FORMAS DE APLICACION DE LA
REGLA DE TRES

B Método R3ND

H Método R3ID

H Método R3IB

m Método R3IA

B Método R3DG

W Método No Especificado

M Error de Interpretacion
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Hay varias observaciones que conviene hacer a partir de los datos de la tabla 4.12. La primera
de ellas es que al menos el 76% de los estudiantes interpretaron correctamente las operaciones
implicadas al resolver la regla de tres. Este fue el caso de aquellos estudiantes quienes aplicaron
la regla bajo alguna de las categorias R3ID, R3IB, R3IA y R3DG, asi como un 6% referente a
‘Método no especificado’. Este 6% fue el caso de dos alumnas quienes no redactaron las
operaciones; aunque sus explicaciones si aportaron elementos que sugieren una interpretacion

valida de las operaciones.

Solo dos estudiantes (el 6% del grupo) interpretaron de forma erronea el resultado obtenido al
resolver la regla de tres. A esto se le suma que al menos el 12% del grupo aplico la regla de tres
sin interpretar las operaciones implicadas. La proporcion exacta se desconoce debido al caso de

aquellos estudiantes que dieron una explicacion deficiente de su procedimiento.

En general, fue posible determinar si un estudiante interpret6 o no las operaciones con base al
orden de ejecucion y a la organizacion matematica de las mismas. Por ejemplo, un procedimiento
que refiere a las operaciones 200 +~ 40 = 5y 7 X 5 = 35 se clasificd bajo la categoria R3ID, pues
las operaciones corresponden a esa categoria. Del mismo modo los procedimientos que refieren a
las operaciones 200 + 40 = 5y 33 X 5 = 165 se clasificaron bajo la categoria R3IB. Ejemplo de

esto es la siguiente evidencia:

@F%-m‘rg Taque lgs Fﬂenl' ave pa‘as #| gunlrg) rectanidas 5!0" "I'O,Ie: 7 que Ao PQ-"-""
danda 33
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(909

o preduceich Para dar un gasle foral de

FLL ] de Fﬂca.l Qe §
ro, Tatar gf huym )

@-""blfrphq-@ 33 €oeos gue gasacen ¢l ranivel POY 5 pa

en teral oo lar 709

Q
@ha.« 4 Fofal ae laverndids awl¥ipheands 185x 20 dondo come fabal 1%0

@ Saque 1o Fiferens, o de 370Q-1000 <ando 2309

€ 2,300 ers la gananeid

Observe que el alumno omiti6 la operacion 200 + 40 = 5, cuyo resultado refiere a los cinco
lotes de 40 focos fabricados. A pesar de ello, el resultado de esta division aparece como uno de los

factores de la multiplicacion 33 x 5, dltima que si es referida y argumentada por el alumno en su
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procedimiento. Esta operacion es caracteristica procedimiento R3IB, razén por la cual se le

clasifico bajo esta categoria.

Por el contrario, aquellos estudiantes quienes aplicaron la regla de tres sin interpretar las
operaciones resolvieron 7 x 200 = 1400 y 1400 + 40 =35 en ese orden; tal como se observa en
la evidencia anexada en la descripcion de la categoria R3ND. Las operaciones anteriores son

propias de dicha categoria y carecen de una interpretacion bajo el contexto del problema.

Otro aspecto que se puede observar en los resultados de la tabla 4.12 es que mas de la mitad del
grupo (al menos el 58% de los estudiantes) aplicé la regla de tres sobre el conjunto de los focos
defectuosos (categorias R3ND y R3ID). Esto quiza guarde relacion con los datos proporcionados
en el problema, pues este da la proporcion de focos defectuosos de forma explicita, mientras que

la proporcion de focos buenos esta implicita en el problema.

Los estudiantes que resolvieron el problema por el método tipo A y que aplicaron la regla de
tres sobre el conjunto de los focos defectuosos (categorias R3ND y R3ID), resolvieron la operacion
200 — 35 = 165 para calcular el nimero total de focos buenos fabricados, pues esta es la cantidad

que se necesita para llegar a la solucion del problema (véase la siguiente evidencia).

Para  caleular los focos que sf pascron el centio) de catidad
le veste a la Pfa!uccrofq bebal de focos los fecoc goe no

\o pasaron

200- 45 = 165 focos 0,

Esta resta no se tomd en cuenta en los resultados de la tabla 4.3, pues se trata de un paso que
depende del conjunto de focos sobre el cual se aplico la regla de tres. Dado que el método de
solucion tipo A necesita de calcular la cantidad de focos buenos fabricados, el éxito o fracaso en
el célculo de este dato es lo que se cuantificd en la tabla 4.3, aun cuando haya aplicado
correctamente la regla de tres sobre el conjunto de focos defectuosos. Por otra parte, en la tabla
4.10 se evalud si la aplicacion de la regla de tres fue correcta o incorrecta, independientemente del

método y del conjunto de focos sobre el que se aplico la regla.
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Un ultimo punto que conviene comentar es el caso de aquellos estudiantes quienes resolvieron
alguna operacion diferente de la que se esperaba. EI primer caso refiere al procedimiento de dos
estudiantes quienes al aplicar la regla de tres bajo la categoria R3ID escribieron la multiplicacion
40 x 5 = 200 para comparar el nimero de lotes de 40 focos que se forman con 200 fabricados;

esto en lugar de resolver la division 200 =+ 40 = 5.

Lo anterior se relaciona con los fragmentos (111,17) a (111,20) del didlogo 111, donde la alumna
A-1 explico que a veces le resulta mas intuitivo pensar en una multiplicacion en lugar de una

division.

1 Puipre—e  S¢ devtrpaima  IG caaiiéad de <z co.
@vf n? PGie—6a el Cadmtrenl df co frdea d ety
Eato Si PP Cade 4o Foco, P M2 pPolds FOdmo,
decrm Fot $7 pmetdiPl1iCe e, O XS = 2o &y
€3 Cl Acvrmere totat Gpr 1o prodeceros od
Focas, Per 10 damtpo F x5 =28 g G Sc—
ler Cantidad de& rFo cos fEchbsdod o

El otro caso refiere al procedimiento de una alumna quien resolvidé una regla de tres para

calcular los ingresos obtenidos de la venta de los focos buenos:

Je d\\/\/e IOo end e ((,g—
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Observe que la alumna calculé los ingresos que se obtendrian de vender los 200 focos
fabricados ($4,000); después resolvié una regla de tres con esta informacion para calcular los
ingresos obtenidos de la venta de los 165 focos buenos. En el lado izquierdo de imagen se observa

que la alumna ordend los datos sobre los que aplico la regla de tres.
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Hay dos observaciones que conviene hacer respecto a la evidencia anterior. La primera de ellas
es que, en esta aplicacion la regla de tres, la alumna no interpreto las operaciones; a pesar de que
si lo hizo cuando calculé el nimero de focos buenos fabricados (su procedimiento se clasifico bajo
la categoria R31B).

La segunda observacion es que el procedimiento de la alumna para calcular los ingresos
obtenidos de la venta de los focos buenos es valido; sin embargo, este se simplificaba con solo
multiplicar 165 x 20 = 3300.

4.4.4 Tipos de errores en la resolucion del primer problema de evaluacion

En esta subseccion se analizardn los errores cometidos por los estudiantes en lo que refiere al
proceso de solucion del primer problema de evaluacion. Para esto, se presentara una categorizacion
de los errores y, al final, se cuantificaran el nimero de errores de cada tipo; de tal modo que sea

posible identificar cuéles fueron los errores mas frecuentes.
Error de Tipo 1-A:

Este error consistié en que, para calcular la ganancia final de la empresa, sélo se resté el costo de
produccion de los focos defectuosos; esto en lugar de restar el costo de produccion de la totalidad
de focos fabricados (200 focos). Los estudiantes quienes cometieron este error multiplicaron el
numero de focos defectuosos (35 focos) por el costo de produccion de cada foco ($5), obteniendo
solamente el costo de produccion de los focos defectuosos ($175). Luego restaron dicho costo a
los ingresos de la venta ($3,000), obteniendo asi una ganancia errénea de $3,125. A continuacion,

se anexa una parte del procedimiento redactado por una alumna quien cometio este error:
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forod due pajavon el wnlve! y s vtndean,

8% 5= 11§ } S molliphea pave Wbty \a anhcac &€ dineto avtlg gevtvo o
focos aue vo pasavon el oAh! fpoy venam)

3300~115= 3‘25.1 f \f\\u‘pvo Xvfr \y ()uﬂ,\ﬂ\a ar Yo Omplin a\,‘\oﬂcl.
‘ lo> locoy o VO PUSMOA 21 Cinavg) 9 o at utnaen

e ——————— 1 et e e et

. B’AS i \o qomoh({ﬁ_
: e

o8




MAT. ALBERTO SANTANA CRUZ

Conviene sefialar que este tipo de error fue exclusivo del método de solucion tipo A, y fue
cometido por un total de dos alumnos. Notese que el error es el resultado de un analisis erroneo
del problema en conjunto con una evaluacion erronea o deficiente del método de solucion intuido;
pues no se tomd en cuenta que la produccion de los focos que aprobaron el control de calidad
también generd un costo que se debe deducir de los ingresos de la empresa. Como se vera con el
resto de las categorias, la mayoria de los errores fueron consecuencia de un analisis erroneo del

problema y de una evaluacion deficiente sobre la validez del método de intuido.
Error de Tipo 2-A:

Al igual que el error de tipo 1-A, el de tipo 2-A también refiere a un error en el procedimiento para
calcular la ganancia final de la empresa; esto en relacion con el calculo del costo de produccion de
los focos. En detalle, este error consiste en restar al ingreso de la venta ($3,300) el costo de
produccion de los 200 focos fabricados ($1,000) seguida de la pérdida por la produccion de los
focos defectuosos ($175); dltima que ya estaba contemplada dentro del costo de produccion de la
totalidad de focos, obteniendo asi una ganancia errénea de $2,125. Este error es el resultado de
una evaluacion erronea o deficiente sobre la validez del procedimiento propuesto; pues no se
observo que la perdida por la fabricacion de los focos defectuosos ya esta comprendida dentro del
costo de produccion de los 200 focos fabricados. A continuacion, se anexa el procedimiento

redactado por una alumna quien cometi6 este Gltimo error:
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Observe que la alumna no redactd ni mencioné las operaciones que integran el proceso de
solucion del problema; sin embargo, es posible dar seguimiento al método empleado. En lo que
refiere a la aplicacion de la regla de tres, esta se registrd bajo la categoria ‘Método No
Especificado’, pues no se tiene certeza de si aplico la regla sobre el conjunto de focos buenos, o
bien, sobre el de los defectuosos; aunque hay elementos para suponer que si interpreto las

operaciones implicadas.
Error de Tipo 3-C:

Este error refiere al caso Gnico de un alumno quien intent6 resolver el problema por un medio
diferente a los métodos de solucion A y B. Como ya se habia mencionado, el método de solucion
tipo C (descrito en la subseccion 4.4.1) se propuso rescatando la parte valida del método intuido
por este alumno; Gltimo quien no llegd a la solucion correcta del problema debido a un error de
razonamiento que, a juicio del autor de la presente tesis, es dificil de detectar. De este modo, el
método de solucidn tipo C comprende la parte valida del método redactado por el alumno, mas los

ajustes y correcciones que permiten llegar a la solucion correcta del problema de forma valida.

Antes de proseguir con la lectura de esta tesis, se sugiere al lector que revise la descripcion del
método de solucidn tipo C introducida en la subseccion 4.4.1. Dicho esto, el error de tipo 3-C
consistio en que, para calcular la ganancia final de la empresa, el alumno partié de suponer que se
venderian los 200 focos fabricados, obteniendo una ganancia inicial de $3,000. Posteriormente
resto la ganancia derivada de la venta de los focos defectuosos ($525), obteniendo asi una ganancia
final erronea de $2,475. El procedimiento anterior seria equivalente a que la empresa no
rembolsara a sus clientes el precio pagado por un foco defectuosos ($20), sino la cantidad de $15

gue equivale a la ganancia esperada por la venta de ese foco.

A continuacion, se anexa el procedimiento redactado por este alumno. Observe que el alumno
omitio la explicacién de la mayoria de las operaciones; de tal modo que el autor se dio a la tarea
de interpretar cada una de las operaciones redactadas con el fin de dar seguimiento a la

argumentacion que yace implicita en el procedimiento del alumno.
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Conviene dar una explicacion de las operaciones que conforman el procedimiento anterior. El
primer paso que realizo el alumno fue calcular el nimero total de focos defectuosos fabricados, y
cuyo procedimiento corresponde a la categoria R3ID descrita en la subseccion anterior. Después
multiplicé 200 x 20 = 4000 para calcula los ingresos que resultan de la venta de los 200 focos

fabricados y cuyo costo por unidad es de $20, obteniendo asi un ingreso de $4,000.

Luego, al ingreso de $4,000 le rest6 $1,000, que refiere al costo de produccion de los 200 focos
fabricados, obteniendo asi una ganancia inicial de $3,000. Observe que el alumno no redactd la
operacion con la que se calcula el costo de produccidn de los focos, aunque si emplea esta cantidad
en su procedimiento. El siguiente paso del alumno fue resolver las operaciones 35 x $5 = $175
y 35 x $20 = $700, con las cuales se calcula el costo de produccién de los focos defectuosos y
los ingresos que resultarian de su venta. Después calculd la diferencia entre ambas cantidades
$700 — $175 = $525; resultado que refiere a la ganancia que se obtendria de la venta de los focos

defectuosos.

Por altimo, el alumno cometid el error de suponer que, si a la ganancia inicial de $3,000 se le
resta la ganancia obtenida por la venta de los focos defectuosos ($525), entonces obtendra la
ganancia final de la empresa. Sin embargo, esto arroja un resultado de $2,475, cantidad que es

diferente de la esperada; por lo tanto, su procedimiento es erréneo.
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Hay una analogia que facilita detectar el error en el procedimiento del alumno. Para ello, hay
que recordar que la ganancia inicial de $3,000 proviene de suponer que se vendieron todos los
focos fabricados, incluyendo aquellos que resultaron defectuosos. Naturalmente, quienes
compraron alguno de los focos defectuosos exigiran el rembolso de su dinero, que son $20 por
cada pieza defectuosa. Dado que se vendieron 35 focos defectuosos, la empresa tendra que
rembolsar una cantidad de $700, cantidad que se restara a la ganancia inicial de $3,000; obteniendo

asi una ganancia final de $2,300.

El error del alumno fue suponer que a la ganancia inicial de $3,000 le debia restar el equivalente
a la ganancia de los focos defectuosos; en lugar del rembolso consecuencia de la venta de los
mismaos. Este error fue Unico, pues s6lo un estudiante aplicé este método de solucion. Observe que
este es consecuencia de una evaluacion erronea o deficiente del método intuido; Gltimo que puede

considerarse como el menos intuitivo de los tres métodos descritos.
Error de Tipo 4-B:

Este error es exclusivo de aquellos estudiantes quienes intentaron resolver el problema por el
método de solucidn tipo B; es decir, guiados por la intuicion de calcular y operar con la ganancia
particular que resulta de la venta de cada foco ($15). Los tres estudiantes que intentaron resolver

el problema por este método cometieron el mismo error.

El error consiste en interpretar la ganancia obtenida de la venta de los 165 focos buenos ($2,475)
como la ganancia final de la empresa. Sin embargo, el costo de produccion de los 35 focos
defectuosos alin supone una pérdida de la empresa y que equivalente a la cantidad de $175; dltima
que debe restarse a la ganancia inicial obtenida por la venta de los focos buenos (véanse los detalles

del método B en la seccion 4.4.1).

A continuacion, se anexa el procedimiento de una alumna quien incurrié en el error aqui
descrito. Observe que en la parte inferior escribid las operaciones mientras que en la parte superior

escribio la explicacion de las mismas:
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Observe que la alumna explicé que por cada foco vendido se obtiene una ganancia individual

de $15; sin embargo, no se dio cuenta de que el costo de produccion de los focos defectuosos

supone una pérdida de la empresa no recupera, a pesar de que en la segunda observacion que

acompafia al problema de evaluacion (véase el anexo H) refiere a esta pérdida.

Sélo una alumna se dio cuenta de la pérdida derivada de la fabricacion de los focos defectuosos,

pero realizé el célculo de forma errdnea; tampoco resto la cantidad calculada a la ganancia inicial.

A continuacion, se anexa una parte del procedimiento de la alumna:
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En el procedimiento se observa que la alumna si reconocio la pérdida derivada de la fabricacion
de los focos defectuosos. Sin embargo, ella intuyé de forma errénea que la pérdida equivale a la
ganancia que la empresa habria tenido en el caso de vender 35 focos defectuosos. Este error es

consecuencia de una evaluacion errénea o deficiente del método de solucién intuido.
Error de Tipo 5-R3:

Este error no es propio de un método de solucion, sino que refiere a un error de interpretacion del
resultado calculado con una regla de tres; a pesar de que si hay una interpretacion individual de las
operaciones implicadas. El error fue Unico y refiere al procedimiento de una alumna quien calcul6
el numero de focos defectuosos fabricados (35 focos) y lo interpretd como la cantidad de focos

que si aprobaron el control de calidad.
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El error anterior ya fue referido en la subseccion 4.4.3 y se clasificd bajo la categoria ‘Error de
Interpretacion’. Llama la atencion que la alumna si interpreto el significado individual de las
operaciones que conforman la regla de tres. Esto Gltimo se ve en la tabla de la parte superior
izquierda de la evidencia, ahi la alumna argumento que los focos fabricados forman cinco lotes de
40 focos cada uno, luego multiplicé esta cantidad por el nimero de focos defectuosos que hay en

cada lote; sin embargo, interpretd este resultado como el nimero de focos buenos.
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A diferencia de los demas errores, este refiere a un error de interpretacion. Es posible que el
error fuera a causa de una distraccién por parte de la alumna. Ademas, se observa que este error
derivd en un segundo error por parte de la alumna; pues de 35 focos buenos se obtienen ingresos

de tan sélo $700; esto contra el costo de produccidon de los 200 focos que es de $1,000.

Bajo el error anterior, la empresa recupera sélo $700 de los $1,000 invertidos. Esto significaria
que la empresa no obtuvo ganancia alguna, sino todo lo contrario; la empresa perdi6 una cantidad
de $300 respecto a su inversion. Esta pérdida se calcula con la operacion 700 — 1000 = —300,
donde el signo negativo se interpreta como una perdida. Sin embargo, la alumna omiti6 el signo e

interpreto el resultado como una ganancia a favor de la empresa.

Error de Tipo 6-R3:

Este error también refiere a un error de interpretacion sobre el resultado obtenido al aplicar y
resolver una regla de tres. Sin embargo, este se caracteriza porque no hay una interpretacion
individual de las operaciones que integran la regla. Este error también fue uUnico y refiere al

procedimiento de una alumna:
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Hay que sefialar que el procedimiento anterior es inconsistente con los datos proporcionados en
el problema; por ello no fue posible dar seguimiento a la argumentacion de la alumna. Ejemplo de
esto es que el resultado obtenido al aplicar la regla de tres (35) es multiplicado por 7 para obtener,

segun se argumenta, el nimero total de focos fabricados. La alumna argumentd que la empresa
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fabric6 245 focos; sin embargo, este argumento contradice los datos proporcionados por el mismo

problema, pues en este describe explicitamente que se fabricaron 200 focos.
Cuantificacion de los errores.

Los seis errores antes descritos son el resultado de la categorizacion de la totalidad de errores
observados en los procedimientos de los estudiantes. Dicha categorizacion permitio clasificar y

cuantificar los errores, informacidn que se recopila en la siguiente tabla:

Tipo 1-A 2 19%
Tipo 2-A 3 27%
Tipo 3-C 1 9%
Tipo 4-B 3 27%
Tipo 5-R3 1 9%
Tipo 6-R3 1 9%

TABLA 4.14: Nimero de errores por categoria

Observe que los errores detectados suman 11 en total. El siguiente grafico facilita comparar la

proporcién de ocurrencia de cada uno de ellos respecto a los demas:

GRAFICO 4.15: PORCENTAJE DE ERRORES COMETIDOS POR LOS
ESTUDIANTES EN LA RESOLUCION DEL PRIMER PROBLEMA DE
EVALUACION

ETipo1l-A HETipo2-A HETipo3-C mTipo4-B MHTipo5-R3 mTipo 6-R3
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Hay algunas observaciones que conviene hacer a partir de los datos de la tabla 4.14. La primera
observacion es que los errores con mayor frecuencia fueron los de tipo 2-A y 4-B (con 3
ocurrencias cada uno), seguidos por el error tipo 1-A (con 2 ocurrencias). La segunda observacion
es que los errores tipo 1-A, 2-A, 3-C y 4-B son consecuencia de una evaluacion deficiente del
método de solucidn intuido, o bien, por la falta de esta. En conjunto, los cuatro errores anteriores
representan el 82% de los errores cuantificados; ademas de que todos refieren al calculo de la
ganancia final en relacidn con el costo de produccion y/o la pérdida derivada de la fabricacion de

los 35 focos defectuosos.

En relacion con este Ultimo punto, observe que ninguno de los cuatro alumnos quienes
intentaron resolver el problema por un método diferente al tipo A (métodos B y C) llegé a la
solucion correcta del problema. Sus errores se clasificaron entre las categorias 3-C y 4-B, que

refieren a los métodos C y B respectivamente.

Por otra parte, s6lo el 18% de los errores refieren a errores de interpretacion, especificamente
del resultado obtenido al resolver una regla de tres (errores del tipo 5-R3 y 6-R3). También se tuvo
el caso de tres estudiantes quienes omitieron los resultados parciales de su procedimiento;
especificamente del método tipo A. Al omitir los resultados parciales (e incluso el resultado final),
no se tiene certeza de que los célculos se hayan efectuado de forma correcta; razon por la cual
dichos casos se cuantificaron como ‘Resultado No Especificado’ en la tabla 4.3 (subseccion 4.4.2).

Omitir alguno de los resultados parciales no se considerd para la categorizacion de los errores.
4.5 CONCLUSIONES GENERALES DE LA 12 SESION

En esta seccion se sacaran algunas conclusiones sobre el desarrollo de la primera sesion. Ademas,
se presentaran las concusiones referentes a los resultados del proceso de evaluacion de dicha

sesion; resultados que ya fueron presentados y analizados en la seccion anterior.
4.5.1 Observaciones sobre el proceso de instruccién de la primera sesion

Uno de los propositos de la primera sesion fue la de fomentar en los estudiantes la reflexién sobre
el uso y aplicacion de las operaciones béasicas en la vida cotidiana, haciendo especial énfasis la
interpretacion que adquieren en diversos contextos. Durante la clase se observé gque los estudiantes
fueron capaces de intuir las operaciones que debian aplicar para solucionar distintas situaciones;

sin embargo, tuvieron dificultades para interpretar las operaciones que forman parte del proceso
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de aplicacion y resolucion de una regla de tres. Este fue el caso del problema #3, donde los
estudiantes aplicaron la regla de tres para llegar a la solucion del problema; no obstante,

presentaron dificultades para interpretar las operaciones que integran el procedimiento.

También se observo que los estudiantes no estan exentos de cometer errores de intuicion cuando
se trata de analizar o solucionar alguna situacion determinada. Para esto conviene recordar que,
durante la fase VIII, algunos estudiantes intuyeron operaciones equivocas para los fines de una
tarea especifica; tal como es comparar los precios de venta de dos 0 mas presentaciones de un

mismo producto, pero con diferente cantidad de contenido.

Lo anterior se debe a que, con el paso del tiempo, profesores y estudiantes aprenden a aplicar e
interpretar las operaciones de forma puramente intuitiva. Sin embargo, hay situaciones en las que
se debe ser mas reflexivo sobre la interpretacion que adquieren estas operaciones en contexto. Para
el caso de la division, es importante recordar que esta operacién posee dos interpretaciones
diferentes y equivalentes a las situaciones #1 y #2 descritas en la fase I11; pues el cociente puede

interpretarse como un multiplicando, o bien, como un multiplicador dependiendo del contexto.

En relacion con lo anterior, Kline (1990) destaca la importancia de la intuicion y enfatiza que,
por practicidad, una persona no debe razonar todo lo que hace; de tal modo que la mecanicidad
juega un papel importante en el quehacer matematico. Si bien la intuicion es parte del proceso de
aprendizaje y aplicacion de las matematicas, también es importante que los estudiantes sean
capaces validar o refutar sus propias intuiciones; para ello es necesario que sean capaces de
interpretar las operaciones basicas en multiples contextos. Esto es especialmente cierto en el caso
de estadistica, la probabilidad y del Analisis Combinatorio; pues la interpretacion de estas
operaciones permite formular conceptos, desarrollar métodos e interpretar resultados, necesarios

para el estudio y la comprension de una diversidad de fendmenos.

Por la razén anterior es importante que los profesores fomenten espacios de reflexion donde los
estudiantes analicen situaciones, fenémenos o problemas donde deban proponer, analizar e
interpretar operaciones para alcanzar una mejor comprension tanto de la situacion como de las
operaciones mismas. Estas situaciones pueden referir a fenomenos de la vida real, o bien, a

conceptos, métodos y formulas de la teoria matematica misma.
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4.5.2 Conclusiones sobre la evaluacion de la primera sesion

Los resultados presentados en la seccion 4.4 mostraron que los alumnos tuvieron dificultades para
resolver el primer problema de evaluacion. Prueba de ello es que tan solo el 64% del grupo calculd
y escribio la solucidn correcta del problema. En particular, la categorizacion de los errores permitio
comprender mejor cuales fueron los fallos de los estudiantes en la resolucion del problema; ultimos

que refieren en su mayoria a errores de analisis del problema y del método de solucion intuido.

Se identificaron tres métodos de solucion (A, B y C), cada uno asociado a una intuicién
especifica. Los métodos B y C exigieron a los estudiantes un analisis mas profundo y cuidadoso
en comparacion con el método A; esto tomando en cuenta que ninguno de los cuatro alumnos
quienes intentaron resolver el problema por los métodos B y C lleg6 a la solucion correcta. Es
evidente que los estudiantes quienes siguieron los métodos B y C obedecian a su intuicion durante
el desarrollo del método; sin embargo, el grado de dificultad de ambos métodos derivo en los
errores de tipo 4-B y 3-C respectivamente, Ultimos que dan evidencia de un andlisis erréneo o

deficiente sobre la validez del procedimiento intuido.

Aqui es importante recordar que los métodos B y C descritos en la subseccién 4.4.1 son
procedimientos de solucion validos derivados de las intuiciones que siguieron los estudiantes, de
tal modo que estos comprenden la parte valida de los procedimientos redactados por los
estudiantes. Esto permitio tener un marco de referencia que permitiera evaluar a los estudiantes
quienes intentaron resolver el problema con un procedimiento diferente al de tipo A, ultimo que

se concibié como el mas simple e intuitivo.

El hecho de que el método tipo A haya sido el mas intuido entre los alumnos sugiere que, en
efecto, es el método mas simple e intuitivo para llegar a la solucién del problema. Sin embargo,
no se puede descartar que haya una correlacion entre los procedimientos intuidos y las
observaciones redactadas debajo del problema; pues la primera observacion del anexo H se

relaciona con el método de solucién tipo A.

No obstante, también se registraron numerosos errores por parte de los estudiantes quienes
aplicaron el método Ay que corresponden al 46% de los errores; esto sin tomar en cuenta aquellos

errores que refieren a una interpretacion errénea del resultado obtenido con una regla de tres. En
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general, nueve de los 11 errores detectados (esto es el 82% de los errores) refieren a errores de

analisis sobre la validez del método intuido.

Los datos anteriores de ningin modo deben entenderse como la ausencia de un proceso de
analisis por parte de los estudiantes. De hecho, desde el momento en que los alumnos intuyeron y
propusieron un método de solucién, es porque si llevaron a cabo un proceso de analisis del
problema. Sin embargo, una vez intuido el método, los estudiantes debian analizarlo con el fin de
corroborar su validez, o bien, descartarlo para proponer otro método. Es en esto donde el analisis
fue deficiente o incluso nulo, pues el 82% de los errores apuntan a errores sobre los métodos de

solucién intuidos.

Ahora bien, uno de los propositos de la evaluacion de la primera sesion fue comprobar si los
estudiantes eran capaces de interpretar cada una de las operaciones que conforman el proceso de
resolucion de una regla de tres, tal como se hizo durante la fase VI. Los resultados arrojaron que
al menos el 88% del grupo aplicé la regla de tres de forma correcta. Mas aun, la evidencia muestra
que al menos el 76% del grupo interpretd correctamente cada una de las operaciones que
conforman la resolucion de la regla de tres; 70% correspondiente a las categorias R31D, R3I1B
R3IA y un 6% referente a la categoria ‘Método no especificado’ (véase la tabla 4.12 de la
subseccion 4.4.3).

En general, los resultados son favorables si se toma en cuenta que los estudiantes tuvieron
dificultades para interpretar las operaciones que conforman la regla de tres durante la fase VI de
la instruccion. Sin embargo, al menos el 18% del grupo no logré interpretar dichas operaciones
durante la evaluacion, o bien, si las interpretaron, pero lo hicieron de forma errénea; por lo que se

debe aspirar a mejorar los resultados.
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DESARROLLO METODOLOGICO Y
ANALISIS DE LA SEGUNDA SESION

La segunda sesion se llevd a cabo el miércoles 21 de noviembre del 2018 y se implement6 en el
mismo grupo de la materia Estadistica y Probabilidad | del turno matutino del CCH plantel Sur.
Sin embargo, en ella se registré una asistencia de 36 estudiantes, a diferencia de la primera sesion

donde se registro la asistencia de 34 estudiantes.

La segunda también se disefid bajo el modelo de Aula Invertida. Para esto, durante los ultimos
minutos de la primera sesion (el lunes 12 de noviembre del 2018), el profesor avisé a los
estudiantes que en los proximos dias les seria enviado el texto del anexo B el cual debian leer como
una actividad extra-clase previa a la implementacion de la segunda sesion. Ademas, se les notificd
que también se les enviaria el cuestionario de opinion del anexo E; Gltimo que debian contestar

como actividad extra-clase y entregarlo durante los primeros minutos de la segunda sesion.

Como se describio en el capitulo anterior, la profesora del grupo abri6 un grupo en la red social
de Facebook con el propdsito de mantener contacto con sus estudiantes sobre asuntos relacionados
con el curso de Estadistica y Probabilidad 1y Il, asi como para compartir contenido relacionado
con la materia. De este modo, durante el dia viernes 16 de noviembre del 2018, el profesor
implementador subi6 al grupo de Facebook el texto del anexo B junto con el cuestionario de

opinion del anexo E.

De este modo, los estudiantes contaron con al menos cuatro dias para realizar la lectura del
texto del anexo B, asi como para contestar del cuestionario de opinion del anexo E. Este Gltimo
cuestionario tuvo como proposito que los alumnos evaluaran el texto del anexo B, de tal modo que
se disponga de una base de opiniones que pueda tomarse como referencia en el caso de llevar a

cabo una reedicion del texto del anexo B; esto como parte de algun proyecto futuro.

A lo largo de este capitulo se describira el proceso de instruccion de la segunda sesion,

posteriormente se presentardn y analizaran los resultados obtenidos durante el proceso de
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evaluacion de la misma. El objetivo de la segunda sesion fue el introducir a los estudiantes el
Principio Fundamental del Conteo, y desarrollar su capacidad para resolver problemas de conteo
que requieren de la aplicacion de dicho principio. Con ello también se espera fomentar en los
estudiantes el desarrollo de habilidades como la reflexion, el analisis y la evaluacion; asi como
detonar intuiciones secundarias que los guien en la resolucion de problemas méas generales del

analisis combinatorio.

Para esto, el presente capitulo esta dividido en cuatro secciones. En la primera se presentaran
los detalles referentes al disefio y a la planeacion de la segunda sesion. En la segunda seccion se
detallard y analizard el desarrollo de la instruccion. En la tercera seccion se presentaran y
analizaran los resultados obtenidos en el proceso de evaluacion de la sesién; altimo que refiere a
la resolucion de dos problemas de conteo por parte de los estudiantes. Finalmente, durante la cuarta
y Ultima seccion, se presentaran las conclusiones referentes a la implementacion de la segunda

sesion.
5.1 DESARROLLO METODOLOGICO DE LA SEGUNDA SESION

En esta seccidn se describiran los objetivos definidos para la segunda sesién. También se revisaran
los elementos que integraron el disefio de la planeacion de dicha sesion, ademas de que se
describirdn y justificaran las modificaciones que se le realizaron en el momento de su

implementacion frente al grupo.
5.1.1 La competencia por desarrollar durante la 22 sesion

La segunda sesion tuvo como propasito introducir a los estudiantes el Principio Fundamental del
Conteo, ultimo que sirve como la piedra angular del Analisis Combinatorio. Si bien dicho principio
es introducido desde la educacion basica a un nivel elemental, durante la sesion se fomentaran
habilidades como la reflexion, el andlisis, la intuicion y la evaluacién a un nivel mas elevado del

que se desarrolla durante la educacion basica.

De este modo, la segunda sesion no se limitd a introducir el Principio Fundamental del Conteo;
sino que también se analizé el fundamento que hay detras de dicho principio. Mas especificamente,
se propuso que los estudiantes desarrollen la capacidad de analizar problemas contextualizados de
conteo que no pueden resolverse con una aplicacion inmediata del principio fundamental, y para

los cuales los estudiantes tuvieron que intuir, proponer y evaluar algiin método de solucién.
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En general se propuso que los estudiantes desarrollen su capacidad para resolver problemas
contextualizados de conteo mediante la aplicacion del Principio Fundamental del Conteo;
competencia que comprende los siguientes requisitos cognitivos, procedimentales y actitudinales
que sirvieron de guia para el disefio y la planeacion de la segunda sesion:

Competencia general: Resuelve problemas contextualizados de conteo.
Competencia particular: Resuelve problemas contextualizados de conteo mediante la aplicacién del
Principio Fundamental del Conteo.
Requisitos Cognitivos Requisitos Procedimentales Requisitos Actitudinales
e Conoce el Principio || ¢  Analiza problemas || e Fomenta el habito de Ia
Fundamental del Conteo. contextualizados de conteo. lectura como un medio para el
e Comprende el fundamento || e Intuye un método de solucién autoaprendizaje.
que hay detrds del Principio personal para resolver un||e Fomenta el aprendizaje
Fundamental del Conteo. problema de conteo cooperativo, para lo cual
e Aplica el Principio determinado. expresara sus propias ideas y
Fundamental del Conteo para || e Evalia si un método de tambien escuchara las ideas
resolver problemas solucion intuido es valido (o de sus comparieros.
contextualizados de conteo. invalido) para resolver un
problema de conteo
determinado.

En la vida real es posible encontrar situaciones donde contar un conjunto de elementos o
posibilidades es una tarea complicada. Para dichas situaciones, los estudiantes deben desarrollar
su capacidad de analisis, asi como su intuicion. A traves del analisis los estudiantes son capaces
de comprender las caracteristicas del conjunto de objetos (reales o ficticios) que se desean contar
y, posteriormente, intuir algin método que permita calcular la cardinalidad el conjunto. EI método
intuido puede ser uno que los estudiantes ya conocen, o bien, puede tratarse de un procedimiento
novedoso fundamentado en los métodos ya existentes. Para esto, los estudiantes deben darse a la
tarea de evaluar el método intuido, esto ultimo con el proposito de determinar su validez, o en caso

contrario, su invalidez.
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5.1.2

Disefio de la planeacion para la 22 sesion

La planeacion original de la segunda sesion, la cual puede consultarse en el anexo G, esta

conformada por dos problemas de conteo que debian ser resueltos con la participacion del grupo

y la guia del profesor. También se disefiaron otros dos problemas adicionales para el proceso de

evaluacion, ultimos que pueden consultarse en los anexos Jy K.

Sin embargo, durante la implementacion de la segunda sesion se realizaron ajustes al disefio

original; esto debido a multiples circunstancias que seran referidas mas adelante. En general, el

disefio original de la sesion comprendia los siguientes seis pasos:

1)

2)

3)

4)

5)

Se solicita a los estudiantes la entrega del cuestionario de opinion (anexo E) sobre el texto
del anexo B, el cual debieron contestar como una actividad extra-clase previa a la segunda
sesion de trabajo.

Se lleva a cabo una breve retroalimentacion sobre el contenido del texto del anexo E. Para
ello se cuestiona a los estudiantes sobre el significado del término ‘evento’, también se les
cuestiona qué afirma el Principio Fundamental del Conteo.

Se introduce el contexto que permita abordar el primero de los dos problemas a resolver
con la participacion del grupo y con la guia del profesor. Para esto, se explica a los
estudiantes qué es el Registro Federal de Contribuyentes (RFC) y como pueden obtener
dicha clave a partir de sus propios datos personales (nombre completo y fecha de
nacimiento).

Una vez que los estudiantes estan en contexto se les plantea el primer problema, el cual
consiste en realizar el calculo del numero total de RFCs posibles (sin la homoclave) que
podrian emitirse bajo las reglas con las que se forma dicha clave. Conviene sefialar que
para dicho calculo no se considero el caso de aquellas personas que hayan nacido un 29 de
febrero de un afio bisiesto; pues sin esa restriccion resolver el problema habria demandado
mas tiempo del que se disponia.

Una vez resuelto el primer problema se plantea a los estudiantes el segundo problema,
altimo que también debe resolverse con la participacion del grupo y con la guia del
profesor. Dicho problema consiste en calcular el nimero de contrasefias posibles que se

pueden introducir para acceder a los servicios en linea de una compafiia bancaria, y el cual
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pone como restriccion que la contrasefia esté integrada por ocho caracteres entre los cuales
debe haber al menos una letra y al menos un namero. Cabe destacar que este Ultimo
problema se disefié a partir de una situacion real.

6) Por ultimo, se procede al proceso de evaluacion. Para ello, se hace entrega a los estudiantes
de dos problemas impresos (anexos J y K). Los alumnos deben darse a la tarea de resolver
los problemas y, posteriormente, redactar de forma limpia, clara y ordenada una

explicacion detallada del método de solucion empleado.

Aqui conviene mencionar que se otorgd a los estudiantes una tolerancia de 10 minutos para que
se incorporara a la clase. Una vez transcurridos los 10 minutos se les solicitd entregar el
cuestionario de opinion del anexo E, ltimo que debieron contestar como una actividad extra-clase

previa a la sesion de trabajo.

Contrario a lo acordado, el profesor observd que varios de los estudiantes llegaron al salon de
clase a contestar el cuestionario y, una vez transcurridos los 10 minutos de tolerancia, varios de
los estudiantes continuaban con el llenado del cuestionario; razén por la cual la clase comenzd 10
minutos después de lo planeado. El profesor observd que la demora también estaba relacionada
con el hecho de que los alumnos debian entregar trabajos finales, pues la sesion se implement6
durante los Gltimos dias del semestre 2019-1 de la UNAM.

Ante la situacion anterior, el profesor tomé la decision de solo trabajar con el primero de los
dos problemas considerados en la planeacion; esto con el propdésito de garantizar el tiempo
necesario para llevar a cabo el proceso de evaluacion (anexos J y K). De este modo, la segunda

sesion quedo integrada por las siguientes cinco fases:

1) Fase IX: Se solicita a los estudiantes la entrega del cuestionario de opinion (anexo E),
referente a la lectura del anexo B.

2) Fase X: Se lleva a cabo una breve retroalimentacidn sobre la lectura del anexo E, y para lo
cual se cuestiona a los estudiantes sobre el significado del término ‘evento’ y sobre lo que
plantea el Principio Fundamental del Conteo.

3) Fase XI: Se explica a los estudiantes qué es el RFC y como pueden obtener dicha clave a
partir de sus datos personales.

4) Fase XIlI: Se plantea a los estudiantes el problema de calcular el nimero total de RFCs

distintos que podrian emitirse; esto a partir de las reglas establecidas para formular dicha
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clave. La resolucion de este problema se lleva a cabo con la participacion del grupo con la
guia del profesor.

5) Fase XIII: Da inicio el proceso de evaluacion. Para esto, se entrega a los estudiantes los
problemas de los anexos J y K de forma impresa, bajo la instruccién de resolverlos y
redactar de forma limpia, clara y ordenada una explicacion detallada del método de

solucion empleado en cada uno de los problemas.

Las cinco fases anteriores fueron enumeradas con nimeros romanos continuando con la
enumeracion propuesta durante el capitulo 4; de tal modo que sea posible referirse de forma Unica

a cada una de las fases que conformaron las dos sesiones implementadas.
5.2 LA INSTRUCCION DURANTE LA SEGUNDA SESION

En esta seccion se hara una descripcién general sobre el desarrollo del proceso de instruccion de
la segunda sesion, y la cual tuvo lugar el miércoles 21 de noviembre del afio 2018. Para esto, se
contd con una grabacion en la cual se registro el desarrollo de la fase XII; ultima en la que se
planteo a los estudiantes un problema contextualizado de conteo que no puede ser resuelto con una
aplicacion inmediata del Principio Fundamental del Conteo. Para la descripcion y el andlisis de la
fase XII se anexara una transcripcion del dialogo entre el profesor y los estudiantes que tuvo lugar

durante el desarrollo de la misma.

Ahora bien, en lo que refiere a la fase 1X, momento en que los estudiantes entregaron el
cuestionario de opinion del anexo E sobre la lectura del anexo B, se compartiran los resultados
generales obtenidos en las preguntas de escala Likert que integran el cuestionario. Ademas, se
compartiran y analizaran algunas de las respuestas proporcionadas por los estudiantes en las

preguntas de respuesta abierta que también conforman el cuestionario.

No se reportara el desarrollo de la fase X, la cual refiere a una breve retroalimentacion sobre el
contenido del texto del anexo B. La razon de esto es que dicha fase se desarrollé de forma breve y

no se realizo una grabacion.

Por otra parte, se describird de forma general el desarrollo de la fase XI, fase en la que se
presento un error de instruccion referente al modelo con el cual se obtiene el RFC de una persona
(sin la homoclave) a partir de sus datos personales. Los detalles de este error de instruccion seran

descritos mas adelante en esta misma seccién. Por ahora conviene mencionar que el analisis que



MAT. ALBERTO SANTANA CRUZ

se llevo a cabo durante la fase XII se hizo bajo este modelo equivoco para obtener el RFC de una
persona; sin embargo, el andlisis fue correcto mas alla del error de instruccion. Ademas, el
procedimiento de solucion propuesto por los estudiantes durante la fase XII es completamente
anélogo al caso de haber empleado el modelo correcto para general el RFC de un individuo.

5.2.1 Fase IX: Entrega del segundo cuestionario de opinion

Para la segunda sesion se otorgd a los estudiantes una tolerancia de diez minutos para que se
incorporaran al salon de clase. Una vez concluidos los diez minutos, el profesor solicité a los
estudiantes que entregaran el cuestionario de opinion (anexo E) referente al texto del anexo B.
Tanto la lectura del texto del anexo B como el llenado del cuestionario de opinion fueron
actividades extra-clase que se solicitd a los estudiantes realizar con anterioridad a la sesion. Para

ello, contaron con al menos cuatro dias para realizar ambas actividades.

Contrario a lo anterior, el profesor observo que algunos alumnos empezaron a contestar el
cuestionario apenas ingresaron al salon de clase, y al solicitar la entrega de los mismos, los
estudiantes demoraron en entregarlo. Ademas, el profesor percibio a los estudiantes distraidos con
otras actividades de sus demas materias. Por esta razén la clase dio inicio de forma posterior al
horario que se habia planeado.

En lo que al segundo cuestionario de opinion se refiere, este estd conformado por ocho
preguntas de escala Likert y ocho preguntas de respuesta abierta (véase el anexo E). A través de
las preguntas de escala Likert los estudiantes evaluaron el nivel de claridad con el que se redactd
cada una de las secciones que conforman la lectura del anexo B. Por su parte, cada pregunta de
escala Likert fue acompafiada por una pregunta de respuesta abierta a través de la cual los

estudiantes compartieron su opinion en relacion con la parte del texto que refiere cada pregunta.

En esta subseccion se compartiran los resultados obtenidos en el cuestionario de opinion
contestado por los estudiantes, aunque no se realizara un analisis riguroso de los resultados. Se
debe recordar que el propdsito del cuestionario es el de tener una base de opiniones emitidas por
los estudiantes sobre el texto del anexo B, para que pueda ser tomada en cuenta en el caso de llevar

a cabo una reedicion del texto como parte de algin proyecto futuro.

Antes de presentar los resultados obtenidos en el cuestionario, conviene hacer las siguientes

aclaraciones. La primera de ellas es que sélo 25 de los 36 alumnos asistentes entregaron el
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cuestionario de opinion. Ademas, entre los 25 alumnos que entregaron el cuestionario, se detectd
el caso de siete alumnos quienes fotocopiaron el cuestionario de alguno de sus comparieros. De
estos siete alumnos, cinco de ellos borraron el nombre y las respuestas de su compafiero, con lo

que procedieron a contestar el cuestionario con sus propias respuestas.

Por otra parte, uno de los alumnos que fotocopid el cuestionario s6lo borr6é el nombre de su
compariero y lo sustituyé por el suyo. El Gltimo de los siete alumnos si escribid sus propias
respuestas en las preguntas de respuesta abierta; sin embargo, no borrd las respuestas de escala
Likert del documento fotocopiado con las respuestas de su compafiero, por lo que registré mas de
una respuesta en las preguntas de escala Likert. Por las razones anteriores se tomd la decisién de
anular las respuestas presentadas por estos Gltimos dos estudiantes. De este modo, los resultados
presentados en el siguiente cuadro s6lo muestran las opiniones de los 23 alumnos restantes que

entregaron el cuestionario de opinidn con sus respuestas personales.

1. Considero que la seccion “Introduccion” se desarrolla de forma clara.

Totalmente en || En desacuerdo || Ni de acuerdo De acuerdo || Totalmente de Respuesta
desacuerdo nien acuerdo anulada
desacuerdo
0%
4% 70% 0%
0% 26%

2. Considero que la seccion “El Principio Fundamental del Conteo” se desarrolla de forma clara.

Totalmente en || En desacuerdo || Ni de acuerdo De acuerdo || Totalmente de Respuesta

desacuerdo ni en acuerdo anulada
desacuerdo
0%
49 52% 0%

0% 44%
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3. Considero que la seccion “La Técnica de las Casillas” se desarrolla de forma clara.

Totalmente en || En desacuerdo || Ni de acuerdo De acuerdo || Totalmente de Respuesta
desacuerdo nien acuerdo anulada
desacuerdo
49% 4% 52% 0%
(0] (0] 0
0% 40%

4. Considero que la seccion “Ordenaciones con Repeticion” se desarrolla de forma clara.
Totalmente en || En desacuerdo || Ni de acuerdo De acuerdo || Totalmente de Respuesta
desacuerdo ni en acuerdo anulada

desacuerdo
0%
4% 44% 4%
0% 48%

5. Considero que la seccion “Una notacion para el niimero de ordenaciones con repeticion” se

desarrolla de forma clara.

Totalmente en

desacuerdo

4%

En desacuerdo

4%

Ni de acuerdo
ni en

desacuerdo

4%

De acuerdo

36%

Totalmente de

acuerdo

48%

Respuesta

anulada

4%
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6. Considero que la seccion “Una formula para calcular el nUmero de ordenaciones con repeticion”

se desarrolla de forma clara.

Totalmente en

desacuerdo

4%

En desacuerdo

4%

Ni de acuerdo
ni en

desacuerdo

13%

De acuerdo

23%

Totalmente de

acuerdo

52%

Respuesta

anulada

4%

7. Considero que la seccion “El orden, un factor importante en el conteo” se desarrolla de forma clara.

Totalmente en

desacuerdo

4%

En desacuerdo

0%

Ni de acuerdo
ni en

desacuerdo

0%

De acuerdo

39%

Totalmente de

acuerdo

48%

Respuesta

anulada

9%

8. Considero que el texto “Contando contraseiias y otras cosas” me proporcion0 herramientas para

analizar y solucionar problemas.

Totalmente en
desacuerdo

4%

En desacuerdo

0%

Ni de acuerdo
ni en

desacuerdo

4%

De acuerdo

40%

Totalmente de
acuerdo

35%

Respuesta
anulada

17%
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Los resultados de las preguntas 1 a 7 muestran que la mayoria de los estudiantes no tuvieron
dificultades para comprender el texto del anexo B; pues en cada una de ellas al menos el 70% de
las selecciones se concentraron entre las opciones de ‘De acuerdo’ y ‘Totalmente de acuerdo’. No
obstante, los resultados de las preguntas 5 y 6 mostraron que algunos estudiantes si presentaron
dificultades para comprender las secciones donde se presenta la notacion y a la formula

correspondiente a las ordenaciones con repeticion.

A continuacion, se anexan algunas de las respuestas proporcionadas por los estudiantes en las
ocho preguntas de respuesta abierta; ultimas que acompafiaban a las preguntas de escala Likert
con el fin de tener una opinidn méas profunda. Es importante sefialar que las respuestas abajo
anexadas fueron seleccionadas bajo el juicio del profesor implementador, y no son representativas
de la opinion general del grupo. Sin embargo, estas permiten vislumbrar la diversidad de opiniones

de los estudiantes respecto al texto del anexo B.

1. Escribe tu opinidn sobre la seccion “Introduccion”, haciendo énfasis sobre lo que te parecio6 claro y

lo que te resulto confuso de la misma.

Alumno #1: Presenta muy bien el tema del capitulo, sin resultar confuso. Empatiza correctamente con

el lector.

Alumna #2: Esta desarrollado de forma correcta, ademas de que incluya los ejemplos de la vida
cotidiana ayuda a desarrollar el tema.

Alumna #3: Se me hace una buena forma de dar direccion al texto, intriga y no aburre. En esta parte no

hay gran confusion, ademas que los ejemplos son de gran ayuda.

Alumna #4: Es clara y buena para dar inicio al tema, ademas usa ejemplos que son del mundo actual,

por lo tanto, genera un interés.
Alumna #5: Mi opinion sobre este tema es que me gusta la forma en la que nos habla del conteo.
Alumno #6: Todo me parecié muy claro.

Alumna #7: Clara, hace una introduccion sencilla de entender [sobre de] qué se va a tratar y las

situaciones que tomara como ejemplo.
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2. Escribe tu opinidn sobre la seccion “El Principio Fundamental del Conteo”, haciendo énfasis sobre
lo que te pareci6 claro y lo que te resulté confuso de la misma.

Alumno #1: Completamente claro la seccion leida. Resulta bastante ligero primero pone ejemplos para
explicarlos a lo largo de la seccidn, ya que asi logré entenderlo mejor.

Alumna #2: Me gusta como desarrolla en cuanto a la forma de explicar con el ejemplo del diagrama de

arbol y la forma sencilla de calcularlo.

Alumna #3: Se me hace clara la forma en que es explicado, principalmente para obtener el total de
posibilidades, aunque me perdi un poco con el 2° arbol de la ropa y el como se enunci6 el principio
fundamental del conteo (para tres eventos).

Alumna #4: Es claro, el uso de ejemplos e imagenes ayuda a la comprension de esta seccién. No hay

términos confusos.

Alumna #5: Me gusta el primer ejemplo, debido a que es muy facil de entender el tema, sin embargo,

se me complicé un poco con los demas ejemplos.
Alumno #6: Me pareci6 claro, aunque siento que es un texto un poco largo que [se] vuelve tedioso.

Alumna #7: Al principio explica bien el ejemplo del diagrama de &rbol, sin embargo, en la parte de

explicar los diferentes niveles y el calculo de como cada rama se ramifica y por qué, es algo confuso.

3. Escribe tu opinidn sobre la seccion “La Técnica de las Casillas”, haciendo énfasis sobre lo que te

parecid claro y lo que te resulté confuso de la misma.

Alumno #1: Resulta claro y nada confuso la seccion leida. Me gustan los recursos graficos utilizados

porque se entiende de mejor manera los temas.
Alumna #2: La forma de explicar los pasos de cdmo usar la técnica es buena y sencilla.

Alumna #3: El capitulo se me hizo claro y creo haber logrado comprender el cdmo obtenerlo y para

queé sirve.

Alumna #4: Es claro, el uso de ejemplos ayuda a la comprension de esta seccion. No hay términos
confusos, ademas de que explica de forma detallada el porqué de los resultados; es decir hay un orden

claro.

Alumna #5: El Unico ejemplo que utilizé me hizo que entendiera muy facil y rapido el tema.
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Alumno #6: Muy clara es la seccion.

Alumna #7: Es un método que se explica de forma concisa y resulta bastante sencillo y entendible el

ejemplo que maneja.

4. Escribe tu opinion sobre la seccion “Ordenaciones con Repeticion”, haciendo enfasis sobre lo que

te parecio claro y lo que te resulté confuso de la misma.

Alumno #1: Me confundié un poco esta seccion, pero cuando la lei nuevamente, se dedica Unicamente

a explicar lo que es una ordenacion y repeticion.
Alumna #2: Su forma de desarrollar el tema es buena y concreto.

Alumna #3: Me queda claro aqui que la caracteristica de dichas ordenaciones con repeticion es que el
orden si importa, aunque dudé en la parte del ejemplo con “parangaricutirimicuaro”. [Esta ultima
palabra se trata de un trabalenguas tradicional mexicano, el cual se mencioné dentro del texto del anexo
B].

Alumna #4: Es claro, da una explicacién breve de lo que son las ordenaciones con repeticion, ademas

de mencionar ejemplos para que llegue a ser mas clara la explicacion.
Alumna #5: Toda esta parte del texto me parecid clara.
Alumno #6: Todo me parecié muy claro.

Alumna #7: Sin ningin problema, es comprensible lo que son las ordenaciones con repeticion y sus

componentes.

5. Escribe tu opinion sobre la seccion “Una notacion para el niimero de ordenaciones con repeticion”,

haciendo énfasis sobre lo que te parecio claro y lo que te resulté confuso de la misma.

Alumno #1: Diria que es mejor unir la seccién anterior junto con este, debido a que el primero explica

conceptos y este ya explica el método. Aun asi, se me hizo muy clara esta seccion.
Alumna #2: Me gusta que explique a base de ejemplos, ya que asi lo entiendo mas.

Alumna #3: Aqui si no comprendi el capitulo, lo principal tal vez fue porque todo es ejemplo y casi

nada (o nada) de explicacién, asi que terminé confundiéndome.
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Alumna #4: También es clara, el desarrollo del ejemplo es esencial para obtener la anotacion
[probablemente quiso decir: para entender la notacién] y gracias a esto se entiende de manera facil.

Alumna #5: Me confundi en esta parte del texto, por los ejemplos.
Alumno #6: Totalmente clara en todos los aspectos.

Alumna #7: El ejemplo y como se desarrolla cada observacion de este son muy comprensibles.

6. Escribe tu opinion sobre la seccion “Una formula para calcular el niimero de ordenaciones con

repeticion”, haciendo énfasis sobre lo que te parecid claro y lo que te resulté confuso de la misma.

Alumno #1: Nuevamente recomiendo unir esta seccion con las otras 2 anteriores porque se trata del

mismo tema. Completamente claro todo en esta seccion.
Alumna #2: Aungue es un poco corto, es concreto y entendible.

Alumna #3: En este capitulo tampoco fui capaz de comprender lo que se queria explicar, supongo que
es sobre la formula OR}}, = n™, la cual tiene que ver con el capitulo anterior, pero no logro entender lo

que dice.

Alumna #4: Es clara, pero tiende a ser algo confuso, mas que nada antes de llegar al ejemplo porque el
modo en que esta redactado este [es] algo revuelto, el ejemplo saca a flote esta parte.

Alumna #5: Aqui me volvi a confundir en el ejemplo.
Alumno #6: Todo queda muy claro, aunque siento que ya es un poco repetitivo.

Alumna #7: Aqui mismo con el uso del ejemplo resulta sencillo comprender cada parte de la conclusion.

7. Escribe tu opinion sobre la seccion “El orden, un factor importante en el conteo”, haciendo énfasis

sobre lo que te pareci6 claro y lo que te resulté confuso de la misma.

Alumno #1: Sirve como introduccidn al nuevo capitulo, sin perder de vista el objetivo de este. Estd muy
bien explicado y completamente claro.

Alumna #2: Deja en claro cuando es vista en situacion el tema mencionado y a que se refiere.
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Alumna #3: De cierta forma lo entendi; lo entendi simple y sencillamente que el orden no importa [se
refiere al orden de los valores en una ficha de dominé], y que el usar técnicas como las anteriores seria

inatil porque resultados ya aparecidos se repetirian.
Alumna #4: Es claro, es un buen cierre para la lectura.

Alumna #5: La conclusion sobre todo este tema de las técnicas de conteo es excelente, porgue recaba

todos los puntos vistos anteriormente.

Alumno #6: Estoy totalmente de acuerdo, aunque me hubiese gustado que dieran el ejemplo de las
piezas de domind. [Quiza se refiere a calcular el numero de fichas de dominé mediante la aplicacion de

técnicas de conteo; es algo factible de afiadir en una posible reedicién del texto del anexo B].

Alumna #7: Resulta algo dificil de comprender como es importante el orden [y entender] en qué

situaciones aplica y en cuéales no.

8. Sobre los temas que se desarrollaron en el texto “Contando contraseiias y otras cosas”, menciona

qué temas fueron nuevos para ti y de cuales ya tenias conocimiento.

Alumno #1: Como las técnicas de conteo las aprendi hace un par de clases, se me hizo este capitulo
para reforzar mi conocimiento que tenia sobre estas. Ademas, con las explicaciones logré entender el
fundamento teorico de las técnicas de conteo. Sabia sobre las ordenaciones con repeticion y sin

repeticion, pero no sabia en qué casos se utilizaban.

Alumna#2: Me pareci6 que el tema es un poco extenso, pero la mayoria de los temas los conocia o

habia escuchado de ellos.

Alumna #3: Todos los temas de este texto fueron nuevos para mi, la lectura se me hizo agradable y me

permiti6 entender algunas técnicas de conteo, aunque hubiera preferido haber entendido todas ellas.

Alumna #4: La mayoria de los temas tocados en este texto eran de mi conocimiento, por ejemplo el
diagrama de arbol que vi desde primaria, a unos mas recientes como la técnica de casillas, ordenaciones
con Yy sin repeticion que apenas vi en mi clase de estadistica, pero de ser sincera me quedé més claro

todo lo anterior en este texto que en lo visto en clase.

Alumna #5: Los ejemplos y la explicacion que dan en este articulo son buenos ya [que] facilitan a

comprender mejor los temas.
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Alumno #6: Préacticamente ya tenia conocimiento de todos, pero con el texto me quedaron mas claros

y fue mas practico que el método de como me lo ensefaron.

Alumna #7: Sobre el diagrama de arbol y la técnica de casillas ya tenia conocimiento previo, lo que si
me resulté nuevo fue comprender las ordenaciones con repeticion y como cada paso tenia una razon de

Ser.

En el cuadro anterior se presentan las respuestas de siete estudiantes referentes a las ocho
preguntas de respuesta abierta del cuestionario del anexo E. Es importante mencionar que la
enumeracion ‘Alumno #’ es independiente de la que se presenta en los dialogos anexados a lo
largo de la tesis. Ademas, esta enumeracién tampoco corresponde con la del cuadro de la
subseccion 4.3.1 del capitulo 4. De este modo, el nimero asignado a los alumnos en el cuadro
anterior es unicamente para dar seguimiento a las respuestas de un mismo alumno dentro de ese

mismo cuadro.

Una primera observacion que conviene hacer es que el alumno #1 marco “Totalmente en
desacuerdo” en todas las preguntas de escala Likert; sin embargo, en sus respuestas a las preguntas
abiertas explicé que no tuvo complicaciones para comprender el texto del anexo B. Esto sugiere
que el alumno mal interpretd las preguntas de escala Likert, pues el 4% que refiere a la opcion
“Totalmente en desacuerdo” en cada una de las preguntas de escala Likert corresponden a las

respuestas de este Unico estudiante.

Mas alla de la aclaracion anterior, es evidente que algunos estudiantes si tuvieron dificultades
para comprender el texto del anexo B, especialmente las partes del texto a las que refieren las
preguntas abiertas 5 y 6 del cuestionario de opinion. Evidencia de ello son las respuestas de las
alumnas #3 y #5 en dichas preguntas; asi como las respuestas de la alumna #4 y el alumno #6 a la
pregunta 6, quienes calificaron esa parte del texto como ‘algo confusa’ y ‘tediosa’. Conviene
sefalar que las secciones sobre las que refieren las preguntas 5 y 6 se redactaron de una forma mas

técnica.

Conviene discutir si fue oportuno incluir tecnicismos como la notacion OR;}, y su férmula
asociada en el texto del anexo B; pues dichos tecnicismos dificultaron la lectura del texto. En lo

que a las ordenaciones con repeticion se refiere, lo méas relevante es que los alumnos comprendan
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y apliquen los términos ‘ordenacion’ y ‘con repeticion’ en situaciones generales del conteo.
Ademas, para los fines de la sesién no fue necesario introducir la notacion y la formula antes
mencionadas, pues calcular el nimero de ordenaciones con repeticion es algo que se puede hacer

con una aplicacion directa del Principio Fundamental del Conteo.

Sin embargo, la inclusién de la notacién y la formula de las ordenaciones con repeticion se
consider0 para conectarla con textos posteriores donde quizé seria necesario el uso de esta notacion
mas técnica. De hecho, si se redacto un tercer texto no implementado (véase el anexo C) en el cual
se desarrolla el tema de las ordenaciones sin repeticion. Aunque el tema que desarrolla este Gltimo
texto no se implementd, en el contenido del anexo B refiere al texto del anexo C como un capitulo

sucesor.

Ahora bien, la ultima parte del texto del anexo B (a la que refiere la pregunta 7) se redactd
apenas una semana antes de que el texto fuera enviado a los estudiantes. La decision de redactar
esa Ultima parte fue para ejemplificar un caso concreto donde los componentes de los objetos a
contar, en este caso fichas de domind, no poseen un orden; en otras palabras, no hay un orden entre
los valores numéricos impresos en las fichas de domind. Lo anterior permitié mostrar a los
estudiantes un problema de conteo donde el orden es un factor irrelevante (combinaciones); por lo

que es invalido aplicar el Principio Fundamental del Conteo a dicho caso.

Por ultimo, conviene mencionar que los estudiantes del grupo ya contaban con algunos
conocimientos previos del tema. Sobre esto, la profesora del grupo comenté al profesor
implementador que los alumnos ya conocian los términos de eventos dependientes e
independientes; esto es cuando el resultado obtenido en un primer evento influye en el conjunto
de posibilidades de un evento subsecuente. La profesora también comentd que los estudiantes ya
habian trabajado algunos problemas de conteo sencillos. Las respuestas de los estudiantes #1, #4,
#6 y #7 a la pregunta abierta 8 muestran que, en efecto, ya contaban con algunos conocimientos
previos; aunque también mencionaron que el texto del anexo B les permiti6 profundizar mas sobre

dichos temas.
5.2.2 Fase XI: Obtencién del RFC a partir de los datos personales

En esta fase de la instruccion se les explicd a los estudiantes la forma de obtener su clave del

Registro Federal de Contribuyentes (RFC) sin la homoclave, y la cual coincide con los primeros
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diez caracteres de la Clave Unica del Registro de Poblacion (CURP). Los ciudadanos mexicanos
disponen de su propia clave CURP, y esta es asignada de forma Gnica a cada persona; razon por la

que no puede darse el caso de dos mexicanos con la misma clave.

Aqui es oportuno mencionar que, durante el desarrollo de la fase XI, el profesor cometié un
error de instruccion derivado de un conocimiento falso que él tenia sobre las reglas con las que se
le asigna el CURP a un ciudadano mexicano. Antes de hacer explicito el error de instruccion, se
presenta el modelo que les fue explicado a los estudiantes, el cual permite obtener los primeros

diez caracteres del CURP y que comprende el error de instruccion referido:

1) El primer carécter del CURP es la primera letra del apellido paterno.

2) El segundo caracter del CURP es la segunda letra del apellido paterno.

3) El tercer caracter del CURP es la primera letra del apellido materno

4) El cuarto caracter del CURP es la primera letra del primer nombre.

5) Los caracteres quinto y sexto del CURP corresponden con los ultimos dos digitos del afio
de nacimiento.

6) Los caracteres séptimo y octavo del CURP corresponden con el nimero del mes de
nacimiento (del 01 al 12).

7) Los caracteres noveno y décimo del CURP son los dos digitos del dia de nacimiento.

El error de instruccion refiere al inciso dos; pues el segundo caracter del CURP de un ciudadano
no es la segunda letra de su apellido paterno, sino la primera vocal interna de dicho apellido. Como
ya se menciond, este error fue el resultado de un conocimiento erréneo del profesor, error que pasé

a formar parte del disefio y la planeacién de la segunda sesion (anexo G).

Una vez que los estudiantes comprendieron el procedimiento para obtener su RFC (sin la
homoclave) a partir de sus datos personales, se les planteo el reto de calcular el nimero de RFCs
diferentes que podrian emitirse bajo las reglas descritas. Mas alla del error de instruccién, tanto el
analisis como los métodos empleados durante la instruccion fueron validos; de hecho, de haber
empleado el modelo correcto para la obtencion del RFC se habria procedido de forma analoga a

como se hizo bajo el error referido.

Cabe mencionar que el error de instruccion fue detectado por el profesor cuatro meses después

de la implementacion de la segunda sesion. De hecho, durante la segunda sesion la alumna A-1
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menciono al profesor que el segundo caracter de su CURP no coincidia con el del modelo
presentado en clase. Sin embargo, en ese momento el profesor no contaba con acceso a internet

para revisar si habia un error en el modelo presentado.

Cuatro meses después de la implementacion, el profesor se percato del error en el modelo que
presentd para obtener el RFC. Para entonces, los estudiantes del grupo ya cursaban la materia
subsecuente: Estadistica y Probabilidad Il. Dado que los estudiantes ain permanecian como
miembros del grupo de Facebook, el profesor tuvo la oportunidad de contactarlos y notificarles
sobre el error de instruccidn, evitando asi que se quedaran con un conocimiento erréneo sobre las

reglas para obtener su RFC a partir de sus datos personales.

De este modo, el dia 23 de marzo del 2019, el profesor compartié el siguiente comunicado en

el grupo de Facebook:

Les envio un cordial saludo y abajo anexo un
articulo en el cual se explica cual es el
significado de cada uno de los caracteres

Por ejemplo, alguien cuyo apellido paterno
sea Olvera, su CURP empezara con las letras
“OE”. Por su parte, los caracteres 3 a 10 del

Hola chicos, buen dia:

Soy Alberto, el profesor que a finales del
semestre pasado les impartio el tema de “El
Principio Fundamental del Conteo”. No sé si
recuerden que, en dicha sesién, les
proporcioné una receta para obtener los
primeros 10 caracteres de su CURP, los
cuales corresponden al RFC.

Aquél dia, algunos de ustedes comentaron
que los primeros caracteres de su CURP no
coincidian con los que obtenian de la receta.
De antemano quiero pedirles una disculpa
porque el error fue de mi parte. Quiero
aclarar que los primeros dos caracteres del
CURP se componen de la primera letra del
apellido paterno, sequida de la primera vocal
interna del mismo apellido.

CURP si se obtienen con la receta que
proporcioné en clase.

El error estuvo en que, en la clase, les
comenté que los dos primeros caracteres del
CURP coinciden con las dos primeras letras
del apellido paterno, pero esto en general es
falso.

Considero importante mencionar que, bajo la
correccion de arriba, el andlisis para calcular
el nimero total de claves RFC posibles es
analogo al que hicimos durante la clase. De
hecho, sélo cambia el nimero de
posibilidades para asignar el segundo
caracter del RFC, por lo que el resto del
procedimiento se mantiene exactamente
igual al que hicimos.

que aparecen en el CURP:

AR

:Sabes cémo se conforma tu CURP?

La CURP se integra por 18 caracteres. A
continuacién conocerds su composicion

Como se observa en el comunicado, el profesor enfatiz6 que tanto el analisis como el método
de solucién aplicado durante la sesién fueron correctos. Explicé que para el modelo correcto el
procedimiento seria analogo, sélo habria que ajustar el namero de posibilidades del segundo
caracter del RFC; de modo que para el modelo correcto hay 5 posibilidades (5 vocales del

alfabeto), mientras que en el modelo implementado se consideraron las 27 letras del alfabeto.

En efecto, como se detallara en la siguiente subseccion, el método de solucion del problema

para ambos modelos es completamente analogo y solo cambia en el nimero de posibilidades que
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se le da al segundo caracter del CURP. En otras palabras, entre el modelo erréneo y el correcto,
solo se debe sustituir el valor de 27 por el de 5y proceder a resolver el problema con el mismo

método que se aplico para el modelo erréneo.

Cabe mencionar que, ademas de la explicacion antes compartida, también se les proporciond el

link de una péagina web (véase https://www.gob.mx/segob/renapo/es/articulos/sabes-como-se-

conforma-tu-curp?idiom=es) en donde se explica el significado de cada uno de los caracteres que

conforman la CURP de un ciudadano mexicano.
5.2.3 Fase XII: Resolucion del problema #5, calculo del nimero de RFCs posibles

Una vez concluida la fase XI, se planted a los estudiantes el problema de calcular el nmero de
RFCs diferentes que podrian emitirse. Como se mencioné en la seccidn anterior, se cometié un
error sobre el modelo con el cual se obtienen los primeros diez caracteres del CURP de un
ciudadano mexicano, caracteres que coinciden con los del RFC. No obstante, tanto el en analisis
como el método de solucidon aplicado fueron validos. De hecho, el método empleado es
generalizable y andlogamente aplicable al caso de haber utilizado el modelo correcto para obtener

el RFC de los ciudadanos.

El objetivo fue que los estudiantes intuyeran y aplicaran algiin método de solucién generalizable
a una diversidad de situaciones; método que necesariamente requiere de una 0 mas aplicaciones
del Principio Fundamental del Conteo, aunque no de forma inmediata. Calcular el nimero de RFCs
supone un problema con obstaculos que los estudiantes deberan detectar, analizar v,

posteriormente, solucionar.

Para resolver el problema, se deben identificar cada uno de los caracteres que integran el RFC
y asignarles un valor equivalente al nimero de posibilidades que existen para dicho caracter. El
problema radica en que el conjunto de posibilidades de ciertos caracteres varia en funcién de los
valores asignados a los caracteres previos, de modo que los estudiantes deben encontrar una

solucién a dicha situacion.

El método que los estudiantes aplicaron comprende varios pasos que se describiran a
continuacion. El primer paso consistié en dibujar diez casillas en el pizarrén, una por cada caracter

que conforma el RFC (sin la homoclave), tal y como se muestra en la imagen de abajo:


https://www.gob.mx/segob/renapo/es/articulos/sabes-como-se-conforma-tu-curp?idiom=es
https://www.gob.mx/segob/renapo/es/articulos/sabes-como-se-conforma-tu-curp?idiom=es
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Las casillas representan los caracteres del RFC de un ciudadano, de modo que bajo cada casilla

se refiere al caracter con el que esta asociada; esto ultimo bajo el modelo de obtencion del RFC
descrito durante la fase XI:

TS TN $GEEEE G N G S
1aletra 2aletra 1laletra 1aletra Peniltimo Ultimo Primer  Segundo Primer  Segundo
Apellido Apellido Apellido Nombre digito del  digito del digito del digito del digito del digito del
Paterno Paterno Materno afio de afio de mes de mes de dia de dia de

nacimiento nacimiento nacimiento nacimiento nacimiento nacimieto

Después, el profesor solicitd a los estudiantes que indicaran cuantas posibilidades hay para
asignar un valor a cada caracter. En el caso de las primeras cuatro casillas hay 27 opciones que

corresponden con las 27 letras del alfabeto. De este modo, que el profesor escribi6 el nimero 27
sobre cada una de las casillas referidas:

27 27 27 27

laletra 2aletra Tlaletra 1aletra Peniltimo Ultimo Primer Segundo Primer Segundo
Apellido Apellido Apellido Nombre digito del digito del digito del digito del digito del digito del
Paterno Paterno Materno afio de afio de mes de mes de dia de dia de

nacimiento nacimiento nacimiento nacimiento nacimiento nacimieto

Por otra parte, los caracteres quinto y sexto del RFC corresponden a los digitos del afio de
nacimiento; de modo que el conjunto de posibilidades comprende los nimeros del cero al nueve;

es decir, hay 10 valores posibles para dichas casillas. Asi que se escribe un ‘10’ sobre las casillas
quinta y sexta:

27 27 27 27 10 10

1a Letra 2aletra 1aletra 1a Letra Pendiltimo Ultimo Primer Segundo Primer Segundo
Apellido Apellido Apellido Nombre digito del  digito del digito del digito del digito del digito del
Paterno Paterno Materno afo de ano de mes de mes de dia de dia de

nacimiento nacimiento nacimiento nacimiento nacimiento nacimieto

En el siguiente paso los estudiantes tendrian que mencionar cuantas posibilidades hay para los

caracteres séptimo y octavo del RFC, los cuales refieren a los digitos asociados a los meses del

afio. Recuerde que los meses se numeran del 01 al 12, donde 01 refiere a enero, 02 a febrero, 03 a
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marzo, y asi hasta el 12 que corresponde al mes de diciembre. Esto significa que para el séptimo
caracter del CURP hay dos digitos posibles que son el ‘0’ y el “1°. Los estudiantes propusieron

escribir un *2’ sobre la séptima casilla:

27 27 27 27 10 10 2

1a Letra 2aletra laletra 1aletra Peniltimo Ultimo Primer Segundo Primer Segundo
Apellido Apellido Apellido Nombre digito del digito del digito del digito del digito del digito del

Paterno Paterno Materno afio de afo de mes de mes de dia de dia de
nacimiento nacimiento nacimiento nacimiento nacimiento nacimieto
Respecto a la octava casilla, es ahi donde surge el primer problema. El octavo caracter del RFC
corresponde al segundo digito del mes de nacimiento. Dado que los meses se numeran del 01 al
12, el octavo caracter puede tomar valores que varian del 1 al 9, o bien, del 0 al 2 dependiendo del
valor asignado al séptimo caracter; es decir, su conjunto de posibilidades varia en funcién del su

predecesor.

Por ejemplo, si el septimo caracter es 1, el octavo carcter no puede ser 3, pues no existe un
mes asociado al nimero 13; de modo que este s6lo puede tomar valores del 0 al 2 (en este caso
hay tres valores posibles). Por su parte, cuando el séptimo carécter es 0, el octavo caracter puede

variar del 1 al 9 (hay nueve posibilidades).

Con el texto del anexo B los estudiantes profundizaron sobre los fundamentos del Principio
Fundamental del Conteo, ultimo que es valido sé6lo cuando el diagrama de arbol asociado ramifica
un namero constante de veces dentro de cada nivel de ramificacién. En contraste con lo anterior,
los estudiantes observaron que el diagrama de arbol asociado al problema en cuestion ramifica en

los niveles séptimo y octavo de la siguiente forma:

=

Séptima Casilla: 2 Octava Casilla:
1er Digito del <,1:| ::> 2o Digito del
Mes de Mes de

Nacimiento Nacimiento

W~k WN -
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Del diagrama anterior, los estudiantes dedujeron que no es posible aplicar el principio
fundamental bajo el procedimiento hasta aqui descrito, pues dentro del octavo nivel de
ramificacion algunos puntos ramifican tres veces y otros nueve veces. El profesor guio la
instruccion para que los estudiantes propusieran un método de solucion diferente, especificamente

el que se describe a continuacion.

Primero, los estudiantes observaron que, en conjunto, los caracteres séptimo y octavo del RFC
pueden configurarse de doce formas posibles; pues el par de digitos corresponde a los meses del
afio. Dado que el objetivo es calcular el nimero de posibilidades para formar un RFC, las casillas
séptima y octava pueden ‘fusionarse’ en una Unica casilla cuyo conjunto de posibilidades son las

doce configuraciones validas que varian del 01 al 12.

27 27 27 27 10 10 12

laletra 23letra 1aletra 1aletra Pentltimo Ultimo Mes de Primer Segundo
Apellido Apellido Apellido Nombre digito del  digito del Nacimiento digito del digito del
ano de afio de dia de dia de

Paterno Paterno  Materno nacimiento nacimiento nacimiento nacimieto
Ahora bien, al contar el conjunto de posibilidades para asignar un valor a los caracteres del dia
de nacimiento, surge una nueva dificultad. Observe que los meses del afio varian en el nimero de
dias que los conforman; algunos tienen 30 dias, otros tienen 31 dias, mientras que febrero solo
tiene 28 dias cuando el afio es no bisiesto. Aqui es importante hacer la aclaracion de que en el
disefio del problema se decidié no tomar en cuenta los afios bisiestos, pues esto complicaria mucho

el calculo.

El profesor guio la instruccion con el propdésito de que los alumnos detectaran este nuevo
inconveniente, y para que intuyan un modo de solucionarlo. Note que el nuevo problema es similar
al anterior, pues se tiene que el conjunto de posibilidades de las dos Ultimas casillas varia

dependiendo del mes de nacimiento.

Esto significa que no es posible aplicar el Principio Fundamental del Conteo hasta este punto
del procedimiento, por lo que se debe proponer una nueva solucion. Para ello, basta observar que

las Ultimas tres casillas refieren, en conjunto, a los 365 dias que conforman un afio no bisiesto.
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Esto significa que, en conjunto, los caracteres referentes al dia y mes de nacimiento pueden

configurarse de 365 formas posibles, y cada configuracion corresponde a un dia especifico del afio.

De este modo, se pueden ‘fusionar’ las Ultimas tres casillas una Unica casilla que refiera al dia
de nacimiento de una persona. Como un afio no bisiesto estd compuesto por 365 dias, hay 365
configuraciones vélidas para esta nueva casilla. De este modo, las casillas quedan organizadas de

la siguiente forma con sus respectivos valores de posibilidades:

27 27 27 27 10 10 365

laletra 2aletra 1laletra 1aletra Peniltimo Ultimo Dia y mes de
Apellido  Apellido Apellido Nombre d"9~“° del d'9:t° del nacimiento
Paterno  Paterno Materno aio de afio de

nacimiento nacimiento

Por el Principio Fundamental del Conteo, sélo falta multiplicar entre si los valores

correspondientes a cada una de las casillas, y para lo que se obtiene el siguiente resultado:
27 X 27 X 27 x 27 x 10 X 10 X 365 = 19,397'596,500

El resultado anterior es el nimero de RFCs diferentes que pueden formarse bajo el modelo
introducido durante la fase XI; Gltimo que comprende el error de instruccion descrito al comienzo
de esta subseccion. No obstante, el método aqui descrito es valido en su totalidad, y este puede

aplicarse de forma analoga al caso del modelo correcto.

Bajo el modelo correcto, el segundo carécter del RFC de un ciudadano corresponde a la primera
vocal interna de su apellido paterno, de modo que hay cinco posibilidades para asignar un valor a
dicho caracter y que corresponden a las cinco vocales del alfabeto. Basta cambiar el nimero 27 de
la segunda casilla por un 5, conservando el resto del procedimiento intacto. Asi, solo restaria

resolver la siguiente operacion:
27 X5 X 27 x 27 x 10 x 10 x 365 = 3,592'147,500

Cabe mencionar que el nimero de posibilidades entre del modelo correcto y del erroneo es

significativamente diferente.

Desarrollo de la instruccion de la fase Xl
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A continuacion, se anexa la transcripcion del desarrollo de la fase XII, tltima que comprende las

participaciones de los estudiantes y del profesor durante la instruccion:

Diélogo XI1:
(XI1,1) PI: ¢Cuéntos RFCs diferentes pueden emitirse?
(X11,2) A: Un millon [se trata de una estimacion intuitiva)

(XI11,3) A-1: Es lo que venia en tu documento [anexo B] de que teniamos 9 casillas, 6 casillas...

[audio inaudible]
(XI1,4) PI: ¢Cbémo se calcula?
(XI1,5) O-1: 27 por 27 por 27

(XI11,6) PI: Aja, vamos a hacerlo. Vamos a anotar casillas. (Qué es lo que se hacia en la lectura

cuando queriamos calcular el nimero de algo?
(XI1,7) Es: [Audio inaudible]

(XI11,8) PI: Aja... por ejemplo, cuando en la lectura queriamos calcular de cuéntas formas podia

ocurrir [un alumno interrumpe]
(XI1,9) O-1: Por casillas

(XI1,10) PI: Usabamos casillas ¢ Verdad? Entonces, a ver ¢ Cuantas casillas tienen? [replantea].

Quedamaos que el RFC son los primeros 10 caracteres del CURP ¢ Verdad?
(XI1,11) A-1: Mjum [confirma]. Entonces son 10 posibles, bueno, 10 casillas.

(X11,12) PI: Entonces vamos a dibujar 10 casillas [Dibuja las casillas alineadas de izquierda a

derecha]. La primera casilla: ;| De qué es?
(XI1,13) A-2: La primera letra, es la letra del paterno... [Audio inaudible] Apellido paterno
(XI1,14) PI: Si ¢ Todos?

(XI1,15) A-2: Y se trata de las letras del abecedario {No?
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(XI1,16) O-1: 27 por 27 por 27 por 27.

(XI1,17) PI: ¢ La siguiente? [Luego responde a los estudiantes A-2 y O-1] Ok, vamos por partes.
(XI1,18) A-2: Apellido materno.

(XI1,19) PI: A ver, chequen ;Qué es lo que dice...? [un alumno interrumpe]

(XI1,20) A-2: Primera letra del apellido paterno

(XI1,21) O-1: [Audio inaudible] ... las primeras dos letras.

(XI1,22) PI: Las primeras dos letras.

(XI1,23) A-2: Ah, arriba, el paterno ;no?

(XI11,24) A-2: Pero ahi dice sélo la primera letra.

(XI1,25) PI: La primera letra del apellido paterno y la segunda letra del apellido paterno.
(X11,26) A-2: Ah, si ya entendi.

(XI1,27) PI: Ok, ¢Qué sigue?

(XI1,28) Es: La primera letra del apellido materno.

(X11,29) PI: Ok ¢Qué sigue?

(X11,30) Es: La primera letra del primer nombre.

(XI1,31) PI: Muy bien ¢Qué sigue?

(XI11,32) Es: Dos ultimos digitos del afio de nacimiento.

(X11,33) A: Entonces es uno el primer digito. ¢El pendltimo digito del afio de nacimiento?
(XI1,34) PI: Es afio y afio ¢ Verdad?

(XI1,35) PI: ¢Qué sigue?

(XI1,36) Es: Los dos digitos del mes de nacimiento.

(XI11,37) PI: Los dos digitos del mes de nacimiento [confirma].
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(X11,38) PI: Y por altimo ¢Qué sigue?
(XI11,39) Es: El dia de nacimiento.

(XI1,40) PI: Ok, a ver ¢ Qué es lo que queremos hacer? Calcular el nimero de RFCs que existen
¢ Ok?

(XI11,41) PI: A ver, primero, cuantas opciones existen para esta [la primera letra del apellido

paterno].
(X11,42) Es: 27.

(X11,43) PI: Exacto porque hay 27 letras ¢Cuantas opciones hay para aqui? [la segunda letra

del apellido].

(X11,44) Es: 27

(XI1,45) PI: ¢ Cuéntas opciones hay aqui? [la primera letra del apellido materno].
(XI1,46) Es: 27, igual.

(X11,47) A-1: 9 [Se adelantd al caso de la quinta casilla y ademés su observacion fue errénea].
(X11,48) Es: [Corrigen a su compafiera].

(X11,49) PI: La primera letra del nombre [aclara].

(XI1,50) PI: ¢ Y aqui? [el digito izquierdo del afio de nacimiento]

(X11,51) Es: 10.

(XI1,52) PI: A ver ;Quién dice que 10?

(XI1,53) O-1: Contando el 0.

(XI1,54) PI: {Quién dice que 9?

(X11,55) A-1: Ah, si, es 10.

(XI11,56) PI: Fijense como aqui empiezan las complicaciones. A ver, aqui me dice que hay 10
opciones ¢Cuales son esas 10 opciones?
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(XI1,57) Es: Del 0 al 9.

(XI1,58) PI: Del 0 al 9. A ver, ¢Han visto que alguien...? [El profesor se confundid] Ah, si, esta
bien.

(X11,59) A-1: Si.
(XI11,60) PI: Si.
(XI11,61) Es: [Rien].

(XI1,62) Es: [Los estudiantes comentan entre su afio de nacimiento y como se refiere en su
CURP].

(X11,63) O-1: Yo soy 00.

(XI1,64) A: Pero no puede ser... [Una alumna duda].

(XI1,65) PI: Los que nacieron, por ejemplo, en el 2000 [Un alumno interrumpe]
(X11,66) O-1: 00.

(XI1,67) PI: Exacto.

(XI1,68) A-1: Son los nimeros de digitos que pueden ser.

(X11,69) A-2: Ah, si.

(XI1,70) PI: Exacto, por ejemplo, aqui, lo que estamos diciendo es: los dos ultimos digitos del

afio de nacimiento, los que nacieron en el 2000... [Una alumna interrumpe].
(X11,71) A-1: Son 00.

(XI1,72) PI: Ahora si ¢Para el mes?

(XI1,73) O-1: EI 0 0 el 1 [primer digito del mes de nacimiento].

(XI1,74) A-1: No, el 0 no.

(XI1,75) O-1: Son dos opciones.

(XI1,76) PI: Ok [Confirma].
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(XI1,77) Es: [Discuten entre ellos].

(XI1,78) PI: Ok, A ver (Si? ¢Todos? Que para el mes es 0 o 1 [primer digito del mes de

nacimiento].

(XI1,79) A-1: Ah, no, son 12.

(XI1,80) O-1: Si porque son 12 meses.

(XI1,81) Es: [Discuten entre ellos, audio es inaudible].

(X11,82) PI: A ver, se dan cuenta que ya estan empezando a ver las complicaciones ¢Verdad?
(X11,83) Es: [Contintan discutiendo].

(X11,84) PI: A ver chicos, vamos por orden. [Pide a los alumnos guardar silencio para darle la

palabra a la alumna A-1].

(X11,85) A-1: Yo digo que en esa casilla pueden ser 13 digitos, porque son los 12 meses del

afio, que bueno, puede ser el... [otro alumno interrumpe]
(XI11,86) Es: Solo puede haber 12.

(X11,87) O-1: O sea, ella se refiere de los meses, pero lo que se esta refiriendo esto es de los

digitos.
(XI11,88) PI: Ok, a ver, vamos a escuchar lo que... [Una alumna interrumpe].

(X11,89) A-2: [El audio inaudible al inicio] Como es el primer digito para contar un mes, seria

0 0 1, porque pues no hay mes 23, entonces no puedes poner un 2.

(XI1,90) PI: ¢ Si se dan cuenta de eso? [Los estudiantes responden de afirmativamente] Aqui no
puede ir ni un 2, ni un 3, ni un 4, etc. Solamente pueden ir el 0 o el 1. Entonces ¢Cuantas

opciones hay ahi?
(X11,91) Es: 2.

(X11,92) PI: Y ¢En la siguiente casilla que es el segundo digito del mes?
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(X11,93) Es: [Discuten entre ellos, algunos sefialan que varia del 0 al 9 y discuten si el segundo

digito del mes puede ser 0 0 no].

(XI1,94) PI: A ver, aqui: ¢No se dan cuenta que esta pasando ahi algo raro?
(XI1,95) Es: [Se detienen a pensar por un momento y contintan con la discusion].
(XI1,96) O-1: Si, son 10.

(X11,97) O-1: Es del 0 al 9.

(X11,98) PI: Ok, aqui dicen que son 10. Pero, a ver ;No se dan cuenta que ahi esta pasando algo

raro?
(X11,99) A: Pues si porque no hay un mes 20.

(XI1,100) PI: A ver, recuerdan una parte de la lectura en donde decian que siempre que se va a
aplicar el principio fundamental del conteo tienen que imaginarse como se veria el diagrama

de arbol, aunque no sea posible dibujarlo.
(X11,101) O-1: Si.
(X11,102) A-1: Claro.

(XI1,103) PI: A ver ;Qué es lo que esta pasando aqui? Fijense... estamos aqui en las letras, y
aqui no hay problema ¢ Verdad? Por cada parte ramifica 27 veces [caracteres de los apellidos y
el nombre] Igual aqui, por cada parte ramifica 10 veces [Ultimos dos digitos del afio de
nacimiento]. Pero qué pasa cuando llegamos aqui [digitos del mes de nacimiento]. Quedamos

que aqui hay dos opciones de digito ¢Cuales son?
(XI1,104) Es: El Oy el 1.

(XI1,105) PI: EI O y el 1. [Dibuja el siguiente diagrama].
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(XI11,106) Es: Ah [asimilan].

(XI1,107) PI: Pero cuando estamos aqui en el 0 ;Cuantas ramificaciones hay?

(X11,108) Es: 9.

(X11,109) PI: [Continua con el dibujo del diagrama. Comete un error y los estudiantes corrigen].
(XI1,110) Es: Pero el 0 no.

(XI1,111) PI: [Corrige el error, continta con el diagrama].

W 00~ & AW =

(X11,112) PI: Seria del 1, hasta el: ¢ Cual?

(XI1,113) Es: EI 9.
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(XI1,114) PI: Y ¢Cuando estamos aqui en el 1?
(XI1,115) Es: Nadamésesel 0,1y 2

(X11,116) PI: [Concluye el diagrama de abajo].

1
2
3
4
5
6
7
8
9

(XI1,117) PI: ¢;Podemos aplicar el Principio Fundamental del Conteo?

(X11,118) Es: No.

(X11,119) PI: ¢Por qué no?

(X11,120) A: [Audio inaudible]. Porque deberia tener el nimero de sus ramificaciones igual.

(XI1,121) PI: Exactamente ¢Recuerdan esa parte? ¢(No? Dijimos que, para poder aplicar el
Principio Fundamental del Conteo, el arbol debe verse como que, en cada parte, ramifica el
mismo ndmero de veces. Pero aqui [la rama del 0] ya estamos viendo uno donde aqui ramifica

9 veces, y aqui [la rama del 1]: ¢;Cuantas veces ramific6?
(X11,122) Es: 3.

(X11,123) PI: Entonces no podemos aplicar el principio fundamental del conteo de este modo
¢ Qué hacemos?

(XI1,124) O-1: OR [refiere a las ordenaciones con repeticion].
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(X11,125) A-1: No, es lo mismo.

(XI1,126) PI: A ver ¢{Qué se les ocurre?

(X11,127) O-2: Dos como opciones ¢Seria?

(X11,128) PI: ;Coémo? Perdon.

(X11,129) O-2: Dos como opciones ¢Seria?

(XI1,230) PI: Mmmm [Duda]. ;Como que dos opciones?

(X11,131) O-2: De que si calculamos con el del cero [El alumno tuvo dificultades para explicar

su idea, pero el profesor si la comprendid].

(X11,132) PI: Ah [Reacciona con sorpresa]. Ya te entendi, ya te entendi. Esa puede ser una

solucién ¢Si les quedd claro por donde va el asunto?
(X11,133) Es: No.

(X11,134) PI: [El método propuesto por el alumno O-2 es valido, pero en el caso de este
problema habria supuesto un mayor nimero de calculos y no se contaba con suficiente tiempo

para realizarlos].

(XI1,135) PI: Ok, es la menos préactica, pero es una forma de resolverlo... Lo que su compafiero
propone es calcular cuantos RFCs hay que tengan aqui el digito 0 y cuantos hay que tengan el

digito 1. Ok, ¢Si se dan cuenta qué es lo que propone su compariero?
(X11,136) Es: Si.

(XI1,137) PI: ¢ Funcionaria?

(X11,138) Es: Si.

(XI1,139) A-1: Pues si funciona, pero...

(X11,140) PI: Pues de principio parece que si ¢ Verdad?

(XI1,141) A: Si, pero, no le entro [quiza algunos estudiantes que implicaria bastantes calculos].
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(X11,142) PI: Bueno, les platico que hay una forma un poco mas sencilla. Pero lo que su
compariero propuso es un método que a veces si tiene que hacer, y que no hay de otra, y que es

el método al que se tiene que recurrir...

(XI1,143) PI: Pero, bueno, hay una forma todavia mucho mas sencilla. Pero muy bien

[reconocer la propuesta del alumno O-2 y enfatiza que es un método valido].

(XI1,144) PI: A ver: ;Qué otra cosa se les ocurre? [Los alumnos no responden, entonces el

profesor plantea las preguntas de la planeacion]. A ver, pregunta: ;Cuantos meses hay?
(X11,145) Es: 12.

(XI1,146) PI: Ok, Entre estas dos casillas [las del mes de nacimiento] ¢Cuantas opciones de

nameros hay?

(XI1,147) A: Mmmm, no entendi [algunos estudiantes no entendieron la pregunta y otros si].
(X11,148) Es: 12.

(X11,149) PI: A ver: ;Qué proponen hacer entonces con esas dos casillas?

(XI1,150) O-3: Podria ser quitar una y hacerlo como si fueran las 12.

(XI1,151) PI: Ok. Si ¢Quedo claro lo que su compafiero propone?

(X11,152) Es: No.

(XI1,153) PI: Ok, lo que su compafiero quiso decir, es que: ¢Por qué no... Lo que su compafiero
propone hacer es ;Por qué no hacemos esto? [El profesor uni6 la linea de ambas casillas,

dejando una Unica casilla para los digitos del mes de nacimiento].
(XI1,154) A: Ooooooh [Reacciona con sorpresa].

(XI1,155) Es: [Rien].

(X11,156) A: Woaoooh.

(XI1,157) PI: A ver ¢ Todos entienden por qué?

(XI1,158) A: No.
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(X11,159) A: [Otra alumna] Si.

(XI1,160) Es: [Discuten entre ellos].

(XI1,161) PI: A ver. ¢ Si a todos les queda claro este paso?
(X11,162) Es: Si.

(X11,163) PI: Alla [Se dirige a un grupo de estudiantes] ¢Si queda claro que es lo que vamos a

hacer?

(XI1,164) Es: [Audio inaudible].

(XI1,165) PI: ¢ Y entonces cuantas opciones hay para el mes?
(X11,166) Es: 12.

(X11,167) A: Increible.

(X11,168) PI: Ok, va la siguiente pregunta... ;Cuantas opciones hay para aqui? [el dia de

nacimiento].
(X11,169) A: 31.
(X11,170) Es: [Discuten entre ellos y mencionan que hay meses de 30 dias y otros de 31 dias].

(XI1,171) PI: A ver ¢Cuantos dias hay? A ver, queremos ver de cuantas formas podemos llenar

las Gltimas dos casillas.
(XI1,172) Es: [Discuten entre ellos].

(XI1,173) A-1: [Audio inaudible] ...Porque obviamente hay meses que nada mas tienen 30 y

febrero que tiene 28...
(XI1,174) PI: A ver ¢Escucharon lo que dijo su compariera?

(XI1,175) Es: [Discuten si pueden generalizar que los meses tienen 30 dias o bien 31 dias,
también cuestionan qué pasa con febrero que tiene 28 dias].
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(XI1,176) A: Pero febrero entraria dentro de la multiplicacion [Audio inaudible] ... O sea, el
28... porque se tomaria como si fuera [reflexiona y retoma], yo digo que no habria tanto

problema porque esta dentro de [una alumna interrumpe].

(XI1,177) A-1: No, porque te puede salir una combinacion en la que te salga el mes de febrero

con 31 dias [Su argumento es correcto].

(X11,178) PI: A ver, todos ¢Se dan cuenta de cual es el problema en esta parte?
(X11,179) O-1: Febrero.

(X11,180) PI: ¢Febrero cuantos dias tiene?

(XI11,181) Es: [Se escuchan varios comentarios, audio es inaudible].

(X11,182) O: [Audio inaudible] Entonces se podria poner como la ley de febrero, o sea,

separarlo.

(X11,183) PI: No necesariamente. Ok, ya se estan dando cuenta de que hay un problema
¢Verdad?

(X11,184) Es: Si.
(X11,185) PI: A ver, quiero que me digan: ¢Cual es el problema?
(X11,186) A-1: Que los meses tienen diferentes dias.

(X11,187) PI: Los meses tienen diferentes dias. ¢Verdad? Ese es, efectivamente, el problema.

Vamos a olvidarnos de los afios bisiestos. ;Ok? Esos si de plano vamos a dejarlos a un lado.
(XI11,188) Es: Ah, ok.

(X11,189) PI: ;Vale? Pensemos en un afio, en afios normales. Entonces febrero tiene 28 dias.

Pero también hay meses [un alumno interrumpe].
(X11,190) O-1: 30y 31

(XI1,191) PI: [Continua] ... que tienen 31 dias, y hay meses que tienen [los alumnos completan

la oracion].
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(X11,192) Es: 30.

(X11,193) PI: 30... Entonces: ;Qué se les ocurre?

(X11,194) O-2: Los dias del afio.

(X11,195) PI: ¢Escucharon lo que dijo su compafiero?

(X11,196) O-1: 365.

(X11,197) PI: Efectivamente, muy bien.

(X11,198) Es: [Discuten entre ellos].

(X11,199) O-1: Entonces ¢Seria quitar el mes? [Sugiere quitar las casillas del mes].

(X11,200) PI: [Los alumnos discuten entre si, el profesor dirige la atencion al argumento del
alumno O-1]. Vean lo que dijo su compariero. Dilo mas fuerte [Se dirige al alumno O-1].

(XI1,201) O-1: Seria también quitar el mes, para poner los 365 dias.
(X11,202) Es: Ooooooh.
(XI1,203) A-2: Pero en la ley ya no cuenta hacer eso ¢ No?

(XI1,204) PI: No, obviamente no, pero: ;Qué es lo que estamos queriendo hacer? Calcular
cuantos RFCs diferentes pueden emitirse. Entonces: ¢Como les Ilamamos a los dias del afio?
[Replantea] ... A ver, aqui /Qué es lo que estamos poniendo? Sobre todo, tiene que ver con la
fecha de nacimiento (No? Aqui es el afio de nacimiento y aqui el dia y mes de nacimiento ;A

estos dias como le llamamos? [dia y mes de nacimiento].
(X11,205) O: Cumplearios.

(X11,206) PI: Efectivamente, es la fecha de cumpleafios. Entonces ¢Cuéntas fechas de
cumplearios hay?

(XI1,207) Es: 365.

(XI1,208) PI: Finalmente: ;Qué es lo que tenemos que hacer para calcular ya el nimero de
RFCs?




CAPITULO 5: DESARROLLO METODOLOGICO Y ANALISIS DE LA SEGUNDA SESION

(X11,209) Es: Multiplicamos.

Narracion:

Para terminar, se resolvid la multiplicacion 27 x 27 x 27 x 27 x 10 x 10 X 365 cuyo
resultado es el nimero de RFCs diferentes que pueden emitirse bajo el modelo explicado en la

fase XI. La calculadora arrojo el siguiente resultado:

1.93975965 x 101° = 19,397'596,500

Analisis del Dialogo XI|I

El problema de la fase XII permite profundizar algunos puntos relevantes sobre el texto del anexo
B. Uno de ellos refiere a que no es valido aplicar el Principio Fundamental del Conteo sobre la
configuracién de 10 casillas asignadas a los caracteres del RFCs; pues el numero de posibilidades
para asignar determinados caracteres varia en funcién de los caracteres que le preceden. Por esa
razon, el problema de la fase XII derivé en una serie de dificultades que los estudiantes se dieron

a la tarea de resolver.

De ahora en adelante, al problema de los RFCs se le referird como ‘problema #5°, esto Gltimo
continuando con la enumeracion definida en el capitulo anterior referente a la primera sesion.
Aclarado lo anterior, observe que la resolucidn del problema #5 se desarrollé de la misma forma

como fue planeado. No obstante, hay algunas observaciones que conviene enfatizar.

Los estudiantes no tuvieron dificultades para determinar el namero de posibilidades asociadas
a los primeros seis caracteres del RFC. Las dificultades surgieron al analizar el conjunto de
posibilidades asociadas al 8° caracter, pues dicho conjunto varia dependiendo del valor asignado

al 7° caracter.

Con la guia del profesor, los estudiantes analizaron el diagrama de arbol asociado a los
caracteres 7° y 8°, y observaron las variaciones dentro de un mismo nivel de ramificacion. Asi,

determinaron que no es posible aplicar el Principio Fundamental del Conteo sobre la configuracion
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original; pues las posibilidades del segundo digito del mes cambian entre {0,1,2} y

{1,2,3,4,5,6,7,8,9} dependiendo de si el primer digito es 1 o 0, respectivamente.

Bajo esta observacion, el alumno O-2 propuso un método de solucién vélido, tal como se
aprecia en los fragmentos (X11,126) a (XI1,143). El método del alumno O-2 corresponde con la
estrategia fijar variables y descomponer en subproblemas descrita por Roa, Batanero y Godino
(2003). A su vez, se fundamenta en la estrategia aritmética regla de la suma, también referida por

dichos autores.

El método propuesto por el alumno O-2 consiste en estimar por separado los RFCs que tienen
0 en su séptimo caracter, de aquellos que tienen 1 en ese mismo caracter. Esto deriva en dos
subproblemas mas sencillos cuyos resultados deben sumarse para obtener el resultado deseado
(regla de la suma).

En el primer caso se calculan los RFCs que poseen el digito ‘0’ en el séptimo caracter; de modo
que hay nueve posibilidades para el octavo caracter. Asi, el nimero de posibilidades para las
primeras ocho casillas son:

27 27 27 27 10 10 1 9

1a Letra 2aletra 1laletra 1aletra Peniltimo Ultimo Primer Segundo
Apellido  Apellido Apellido Nombre digito del digito del digito del digito del
Paterno Paterno Materno afo de afho de mes de mes de

nacimiento nhacimiento nacimiento nacimiento

En el segundo caso se calculan los RFCs que tienen el digito ‘1’ en su séptimo carécter; de
modo que hay tres posibilidades para el octavo caracter. Se escriben los siguientes nimeros sobre
las primeras ocho casillas:

27 27 27 27 10 10 1 3

laletra 2aletra 1laletra 1aletra Pentltimo Ultimo Primer Segundo
Apellido Apellido Apellido Nombre digito del digito del digito del digito del
Paterno Paterno Materno afio de afo de mes de mes de

nacimiento nacimiento nacimiento nacimiento

En conjunto, los dos casos anteriores son ajenos y representarian la totalidad de los RFCs que

pueden emitirse. Sin embargo, este método se complica al pasar a las casillas que refieren al dia
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de nacimiento, pues hay meses con 30 dias, otros con 31 dias, y febrero que sélo tiene 28 dias.
Bajo este método, los dos casos antes descritos tendrian que subdividirse en tres casos nuevos,
dando un total de seis casos a resolver. Lo anterior aumenta considerablemente la cantidad de casos

que se deben analizar y resolver.

El profesor, consciente de las complicaciones que surgirian de resolver el problema mediante
el método propuesto por alumno O-2, sugirié buscar un método de solucion mas simple; no sin
antes hacer énfasis sobre la validez del método, reconociendo la aportacion del alumno. Como se
verd en la siguiente seccion, algunos estudiantes resolvieron el segundo problema de evaluacién

(anexo J) con un método equivalente que propuso el alumno O-2.

Fue el alumno O-3 quien intuyo el método de solucion méas simple, tal como se observa en los
fragmentos (XI1,146) a (XI1,150). Cuando el profesor explicé el método del alumno O-3, los
demas estudiantes reaccionaron con sorpresa. Dichas reacciones confirmaron su comprension del

método.

La solucién que propuesta por el alumno O-3 es la que se considero en la planeacion, y refiere
a combinar las dos casillas referentes al mes de nacimiento en una Unica casilla. Este es el
razonamiento que permite llegar a la solucidn definitiva del problema; aunque no sin antes toparse

con una segunda dificultad que se resuelve analoga a la primera.

Esta segunda dificultad refiere a las casillas 92 y 102 en relacion con el nimero de dias que
tienen los doce meses del del afio. Los estudiantes observaron que el nimero de posibilidades de
dichas casillas varia debido a que hay meses con 30 dias, otros con 31 dias, y también febrero que

posee 28 dias en un afio no normal (no bisiesto).

Destacan los fragmentos (X11,176) y (XI1,177), donde dos alumnas discuten sobre si es valido
generalizar que los meses poseen un mismo numero de dias. La primera de ellas mencion6 que, si
se generaliza a meses con 31 dias, se contarian todos los dias del afio. En desacuerdo, la alumna
A-1 sefiala que al hacer eso también se contarian dias que no existen en el calendario (como seria

el caso del 31 de febrero). El argumento de la alumna A-1 es correcto.

Finalmente, los alumnos O-2 y O-1 intuyeron que el método propuesto por el estudiante O-3

podia ser generalizado y aplicado para resolver la nueva dificultad, tal y como se observa en los
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fragmentos (X11,193) a (X11,202). Esto es evidencia de que los alumnos adquirieron un nuevo tipo

de intuicion durante el planteamiento de la primera dificultad que supuso este problema.
5.3 IMPLEMENTACION DEL SEGUNDO PROBLEMA DE EVALUACION (FASE XI11I)

Una vez concluida la fase XI1 se procedi6 a la evaluacion de los aprendizajes. Para esto, se entrego
a los estudiantes dos problemas impresos (anexos J y K); acto seguido se les solicit6 resolver los
problemas y redactar una explicacion detallada de su procedimiento solucién. En total, los

estudiantes contaron con un tiempo de 40 minutos para resolver ambos problemas.

En lo que resta del trabajo se referira a los problemas de los anexos J y K como segundo y tercer
problema de evaluacion, respectivamente. A continuacion, se anexa el segundo problema de
evaluacion, ultimo que también puede consultarse en el anexo J tal y como les fue entregado a los

estudiantes.

Problema #1: El mend de una cafeteria te da las siguientes opciones para armar tu Poguete
Desayuno: café americano o café con leche, jugo o fruta, un platillo a elegir del mend y una pieza de
pan de dulce. 5i eliges jugo, puedes elegir entre jugo de naranja, de toronja o de zanahoria. 5i eliges
fruta, te dan a elegir entre una rebanada de sandia, una de melon, o una de pifia. Para el platillo,
puedes elegir entre las 15 opciones del mend. Por su parte, para el pan dulce, puedes elegir entre
una dona de chocolate, una concha o una mantecada é De cuantas formas puedes armar tu paquete
desayuno?

El problema fue disefiado para evaluar los aprendizajes desarrollados durante la fase XII de la
instruccion. Consiste en un problema de conteo que no puede ser resuelto con una aplicacion
inmediata del Principio Fundamental del Conteo; por lo que debe ser analizado para detectar las

dificultades y, finalmente, intuir y aplicar un método de solucién alternativo.
5.3.1 Resultados generales del segundo problema de evaluacién

Como ya se menciond, el segundo problema de evaluacién no puede ser resuelto con una
aplicacién inmediata del Principio Fundamental del Conteo. La dificultad del problema radica en
que este comprende un evento cuyo conjunto de posibilidades (o espacio muestral) varia
dependiendo de la eleccion realizada en el evento previo; que es la posibilidad de elegir entre jugo

o fruta.
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Los estudiantes se dieron a la tarea de leer el problema y, posteriormente, intuir y aplicar un
método de solucion valido. También se les solicitd redactar una explicacion detallada de su
procedimiento. Cabe sefialar que algunos estudiantes trabajaron esta actividad de forma
colaborativa con sus compafieros adyacentes. Sin embargo, cada estudiante entregd su propio
producto con el desarrollo del método de solucion aplicado. La siguiente tabla presenta los

resultados generales obtenidos en la evaluacion:

RESULTADOS GENERALES No. de Estudiantes Porcentaje de Estudiantes

Método Valido y Resultado Correcto 27 75%
Método Valido y Resultado Erréneo 2 6%
Método y Resultado Inconsistentes 4 11%
Método Invalido y Resultado Erréneo 3 8%

TABLA 5.1: Resultados Generales del Segundo Problema de Evaluacion

GRAFICO 5.2: RESULTADOS GENERALES DEL SEGUNDO
PROBLEMA DE EVALUACION

W Método Viélido y Resultado Correcto M Método Valido y Resultado Erréneo

W Método y Resultado Inconsistentes Método Invdlido y Resultado Errdneo

Como se observaen latablay en el gréafico anterior, el 75% de los estudiantes lleg6 a la solucién

correcta del problema bajo la aplicacién de un método de soluciéon valido.

Adicionalmente se observé que el 11% de los estudiantes escribieron la solucion correcta del
problema, pero esta es inconsistente con el método de solucion que redactaron. Esto Gltimo sugiere
que dichos estudiantes copiaron la respuesta correcta sin haber llegado a ella, o bien, compararon
su método y resultado con el de sus comparieros adyacentes y no dispusieron de tiempo suficiente

para realizar las correcciones pertinentes.



MAT. ALBERTO SANTANA CRUZ

Tambiéen se detectd el caso de dos estudiantes (el 6% de los evaluados) quienes, a pesar de
redactar un método de solucion valido, concluyeron un resultado erroneo; probablemente debido
a alguna distraccion durante la redaccion del método. El procedimiento redactado por dichos

estudiantes sera revisado en una subseccion posterior.

Finalmente, solo el 8% de los estudiantes concluyé un resultado erréneo debido a la aplicacion
de un método de solucion invélido. Conviene adelantar que hay semejanzas entre los métodos de
aquellos estudiantes quienes siguieron un procedimiento invalido y aquellos quienes presentaron

un resultado inconsistente con el método redactado.
5.3.2 Meétodos de solucién validos para el segundo problema de evaluacion

Aguellos estudiantes quienes resolvieron el problema mediante la aplicacion de un método de

solucién valido redactaron alguno de los siguientes procedimientos:
Meétodo de Solucion 2°PE-A

Este método es el analogo al método aplicado durante la instruccion de la fase XIl, Gltima donde
se calcul6 el namero posible de RFCs que pueden emitirse. Para el caso del segundo problema de
evaluacion, primero se identifican cinco eventos: i) eleccidn de café americano o café con leche,
ii) eleccion de jugo o fruta, iii) eleccion del tipo de jugo, o bien, del tipo fruta segln la eleccion
previa, iv) eleccién de un platillo del mend y v) eleccién de algun tipo de pan.

La dificultad esta en el tercer evento, pues el conjunto de posibilidades varia dependiendo de la
eleccion realizada (jugo o fruta) durante en el segundo evento. Una forma de superar la dificultad
es reinterpretar los eventos segundo y tercero como un unico evento. En el contexto del problema
esto significa que el comensal s6lo puede elegir un tnico elemento entre el conjunto de opciones

de jugo y de fruta.

Una vez que se hayan combinado ambos los eventos, los eventos quedaran configurados de la
siguiente forma: i) se elige el tipo de café (hay 3 opciones), ii) se elige algun tipo de jugo o de fruta
(se tienen 6 opciones en total), iii) luego se selecciona algun platillo del mend (hay 15 platillos
diferentes) y iv) se escoge algun tipo de pan dulce (3 opciones de pan). Con base en lo anterior se

dibujan cuatro casillas:



CAPITULO 5: DESARROLLO METODOLOGICO Y ANALISIS DE LA SEGUNDA SESION

2 6 15 3

Tipo de Café Algun tipo de Un platillo del Tipo de Pan
Jugo o Fruta Menu

Finalmente, se aplica el Principio Fundamental del Conteo para calcular el numero de

posibilidades para armar el paquete desayuno:
2 X 6 X 15 x 3 = 540 posibilidades

A continuacion, se anexa el procedimiento redactado por la alumna A-1, quien aplico este

método de solucién:

A% 6 x 15 % 2 = 540 fovmas

Conte fodas las posibles opciones prmexo. oege \as cxganicé em \as
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ol.j $6lo hoy Lopeiones , del sequndo caso nog dan o ekegivenive dog
PCenes 3 e4tay atv ver ienen otau opoonet o elegiy, pero ol fin {
Pedmos €legix s0ls unecde fodos ellas , agi gue YO opie o
por unten tedos Los kpoy dQ1u905 (3) y los tipos de Frm[fi?,‘) donde

Y '
xgwwm & potioter opuenes. Yo en los ofvps conos go\o

M mulhplncm tdas tay canllas, obohwe eAvejuliode cle SO Poith\lidad,
E | 3.

Notese que la alumna explicé que la eleccion entre jugo o fruta deriva en conjuntos de
posibilidades diferentes. Luego argumentd que, en conjunto, solo se puede elegir una opcion entre

el total de posibilidades derivadas de ambos casos.
Método de Solucion 2°PE-B

Este método emplea las estrategias de fijar variables y descomponer en subproblemas referida por
Roa, Batanero y Godino (2003). Bajo este método, se fija la eleccion del segundo evento como
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jugo o fruta, obteniendo asi dos casos mas sencillos y ajenos entre si que deberan analizarse de
manera individual. De este modo, se cuentan las posibilidades que resultan de dichos casos, y al
final se calcula la suma de los dos resultados obtenidos. Esto Ultimo es posible debido a que ambos
conjuntos de posibilidades son ajenos entre si, y ambos constituyen el total de las posibilidades

que se desean contar.

En el primer caso se supone la eleccion de jugo; asi que se identifican un total de cuatro eventos
que son: i) eleccion del tipo de café (2 opciones), ii) se elige el tipo de jugo (hay 3 opciones de
jugo), iii) se decide por alguno de los platillos del mend (15 posibilidades) y iv) se elige alguna
pieza de pan (3 opciones). Al multiplicar entre si el nimero de posibilidades de cada evento se
obtiene el nimero de posibilidades para este primer caso:

2 X 3 x 15 x 3 = 270 posibilidades

El segundo caso corresponde a la opcidn de elegir algun tipo de fruta, y de lo que también se
determinan cuatro eventos: i) eleccion del tipo de café (2 opciones), ii) se elige el tipo de fruta
(igual que en el caso anterior hay 3 opciones), iii) se decide por alguno de los platillos del mend
(hay 15 posibilidades) y iv) se elige alguna pieza de pan (3 opciones). Luego se aplica el Principio

Fundamental del Conteo para determinar el nimero de posibilidades de este este caso particular:
2 X 3x 15 x 3 = 270 posibilidades

Por ultimo, se suman los resultados obtenidos en ambos casos: 270 + 270 = 540, de lo que se

concluye que hay 540 posibilidades para armar el paquete desayuno.

A continuacion, se anexa el procedimiento redactado por una alumna quien aplico este método

de solucion:
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Como se observa en la imagen, la alumna calculé por separado el nimero de formas como se
puede armar el paquete en los casos de elegir jugo o fruta. Al final sélo sumo6 el nimero de

posibilidades obtenidas de ambos casos.
Método de Solucion 2°PE-C

Este método es semejante al método 2°PE-B, pero difiere en que se fijan las variables del primer
y segundo evento; es decir, se fija la eleccion del tipo de café y de jugo o fruta. De ello se

desprenden cuatro subproblemas.

En el primero se supone la eleccion de café americano y de algun tipo de fruta, por lo que se
identifican solo tres eventos: i) se elige un tipo de fruta (tres opciones), ii) se decide por uno de los
platillos del menu (15 opciones) y iii) se elige algun tipo de pan (tres opciones). Luego se aplica

el Principio Fundamental del Conteo para calcular el nimero de posibilidades de este caso:

3 X 15 x 3 = 135 posibilidades
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El segundo caso resulta de elegir café americano, pero seguido por algun tipo de jugo. También
se identifican tres eventos: i) se elige el tipo de jugo (tres opciones), ii) se decide por uno de los
platillos del men0 (15 opciones) y iii) se elige algin tipo de pan (tres opciones). Nuevamente se
aplica el Principio Fundamental del Conteo para determinar el nimero de posibilidades de este

subproblema particular:
3 X 15 x 3 = 135 posibilidades

Los casos tres y cuatro son analogos a los dos anteriores, estos corresponden a la eleccion de
café con leche en lugar de café americano. En cada caso se obtienen 135 posibilidades. Finalmente,
basta sumar las posibilidades de los cuatro casos: 135 + 135 + 135 + 135 = 540, para concluir

que hay 540 formas distintas de armar el paquete desayuno.

A continuacion, se anexa el procedimiento redactado por una alumna quien aplico este método

de solucién:
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Notese que la alumna dibujé un diagrama de arbol el cual le permitio identificar los cuatro casos

antes descritos.
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Aunque no es practico dibujar un diagrama de arbol en aquellas situaciones cuando el conjunto
de posibilidades es intuitivamente grande, si es posible dibujar una representacion parcial del
diagrama de arbol, facilitando asi el analisis del problema. Es evidente que la alumna se apoyd del
diagrama para definir los cuatro casos particulares que integran su método de solucion.

Meétodo de Solucién 2°PE-D

Este método puede validarse de varias formas, y requiere la aplicacion del Principio Fundamental
del Conteo sobre los cinco eventos tal y como son planteados en la redaccion del problema. Los
eventos son: i) eleccion del tipo de café (2 opciones), ii) se decide entre jugo o fruta (2 opciones),
iii) segun la eleccion anterior se elige entre algun tipo de jugo o de fruta (en ambos casos hay 3
opciones), iv) se decide por alguno de los platillos del menu (hay 15 opciones de platillo) y, por

altimo, v) se elige algun tipo de pan (3 opciones). Véase el siguiente diagrama:

Naranja
Jugo Toronja
Café Americano Zanahoria
Sandia
Fruta Melén
Piia
Naranja
Jugo Toronja
Café con Leche Zanahoria
Sandia
Fruta Melén
Piia
El conjunto de posibilidades del tercer evento (tipo de jugo o tipo de fruta) varia en funcion de
la eleccion realizada durante el segundo evento (jugo o fruta). Sin embargo, en ambos casos se
tienen tres posibilidades; es decir, el nimero de posibilidades es constante a pesar de que estas
varian entre los casos de elegir jugo o fruta. Dado que el nUmero de ramificaciones se mantiene

constante dentro de un mismo nivel de ramificacion, es valido aplicar el Principio Fundamental

del Conteo de la siguiente forma:

2X2X3X%X15x%x3 =450
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De este modo, se concluye que hay 450 formas de armar el paquete desayuno. No hay forma
de saber si los estudiantes quienes aplicaron este método de solucion lograron abstraer el diagrama
de arbol anterior. A pesar de ello, la evidencia sugiere que dichos estudiantes si razonaron que los
casos de elegir jugo o fruta son anélogos entre si; es decir, que ambos casos derivan en el mismo

numero de posibilidades.

A continuacion, se anexa el procedimiento redactado por una alumna quien aplico este método

de solucion:
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Notese que la alumna interpretd el segundo evento como la eleccion de jugo o fruta. Luego
asocia el tercer evento a la eleccion de algun tipo de jugo o fruta, y escribe que hay tres
posibilidades de eleccién para cualquiera de los casos. Es evidente que la alumna esta consciente
de que el nimero de posibilidades del tercer evento se mantiene constante entre ambos casos, esto
a pesar de que su conjunto de posibilidades si varia segun la eleccion del evento anterior.
Lamentablemente no hay una explicacion mas detallada que permita dar un seguimiento mas

profundo al proceso de razonamiento de la alumna.
Cuantificacion de los métodos de solucion empleados

Los cuatro métodos anteriores constituyen la totalidad de los procedimientos validos redactados
por aquellos estudiantes que llegaron a la solucion correcta del problema. La siguiente tabla

presenta la cuantificacion del nimero de alumnos que empleo cada uno de los métodos:



CAPITULO 5: DESARROLLO METODOLOGICO Y ANALISIS DE LA SEGUNDA SESION

_ Numero de Alumnos Porcentaje de Alumnos

Método 2°PE-A 19 70%
Método 2°PE-B 4 16%
Método 2°PE-C 2 7%
Método 2°PE-D 2 7%

TABLA 5.3: Métodos de Solucién Validos para el Segundo Problema
de Evaluacién

GRAFICO 5.4: PORCENTAJE DE APLICACION DE LOS
METODOS DE SOLUCION VALIDOS PARA EL
SEGUNDO PROBLEMA DE EVALUACION

B Método 2°PE-A  E Método 2°PE-B m Método 2°PE-C Método 2°PE-D

Como se observa en el gréfico, el método 2°PE-A fue el méas empleado entre los estudiantes,
con un porcentaje de aplicacion del 70%. Se debe tener presente que este porcentaje refiere sélo
al caso de aquellos estudiantes quienes obtuvieron la solucion correcta del problema mediante la
aplicacion del correspondiente. EI método 2°PE-A es el andlogo al que se aplico durante la fase
XI1 para realizar el conteo de los RFCs posibles; este método implica reinterpretar dos o mas

eventos dependientes como un unico evento independiente de los demas.

Por otra parte, los métodos 2°PE-B y 2°PE-C en conjunto tuvieron una aplicacion del 23%.
Ambos métodos refieren a la estrategia de fijar variables y descomponer en subproblemas mas
simples; estrategia que es referida por Roa, Batanero y Godino (2003). Ambos procedimientos son
equivalentes al método propuesto por el alumno O-2 durante la fase XII de la instruccion (véase
los fragmentos 127 a 138 del didlogo XII).
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So6lo un 7% de los estudiantes resolvieron el problema por el método 2°PE-D. Bajo este método
se aplica el principio fundamental del conteo sobre un evento cuyo conjunto de posibilidades varia
en funcion de un evento predecesor. En este caso la aplicacion del principio es valida porque el
namero de posibilidades de dicho evento se mantiene constante, aun cuando su conjunto de

posibilidades varie de un caso al otro.
5.3.3 Errores asociados al segundo problema de evaluacion

En esta subseccion se analizaran y describiran los procedimientos y errores redactados por los
nueve estudiantes quienes obtuvieron una soluciéon diferente de la esperada; también se revisaran
los errores de aquellos estudiantes que si redactaron la solucién correcta, pero que su

procedimiento es inconsistente con la respuesta redactada.
Aplicacion de un Método Invélido

Este es el caso de tres alumnos quienes intuyeron y aplicaron algiin método de solucion invalido
bajo las especificaciones del problema. Los tres alumnos aplicaron métodos diferentes que seran

referidos como métodos invalidos #1, #2 y #3.

El método invalido #1 consiste en aplicar el Principio Fundamental del Conteo bajo la siguiente
configuracién de eventos: i) eleccion del tipo de café (2 opciones), ii) se elige un tipo de jugo (hay
3 opciones), iii) se elige algun tipo de fruta (3 opciones), iv) se decide entre un platillo del menu
(15 opciones) y v) se decide por un tipo de pan (3 opciones). Al aplicar el Principio Fundamental
del Conteo se deduce que hay 810 formas de armar el paquete, resultado que es erréneo. A
continuacion, se anexa el procedimiento redactado por la alumna quien aplicé este método de

solucion invalido:
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El método anterior habria sido valido en el supuesto caso de que el paquete permitiera elegir
ambas cosas, algun tipo de jugo y aparte algun tipo de fruta. Existe la posibilidad de que la alumna
haya malinterpretado el problema y que el error sea de comprension.

Por otra parte, el método invalido #2 comprende una parte valida que refiere a calcular el
namero de posibilidades para armar el paquete en el caso de elegir fruta (tal y como se lleva a cabo
en el método de solucién 2°PE-B). Sin embargo, en el caso de elegir jugo, se aplica una operacion
incorrecta para determinar el nimero de posibilidades. A continuacion, se anexa el procedimiento

redactado:

Privono Kiccon: dieyians de aviol pava @edor dyidiv (69

uha e vpdal  (G) pelivilicadeds el afc con Lee C

Pa-‘-ﬂ' -Léofpb'l"cls | he 14 co,

Santia, Ml y RRG, (on tanclia, Oom, mendecado g oo de el is
P.u’-i“o! ;el a\Ei L {CE l'\& (¥ (@\W qu,wﬁ (%hq v Mhlfmt‘a
(o Sok 0, 1 g Py wo de lof IS (o(o;'}v‘ Jlet y el uje de g
TRAC (on ung Yaner, a concha Y Mle G wode los s (,(am;a;
Entoed T wﬂkrch can (a7 F&Sibiliclad&t

- .

'_;.___3.... oD 1S = 2T0 — Caft” anmevicaps :jan-ﬁ‘cm
1 a2 s :. < leche
— — — - — :—‘_}\ c{(- fygf\ﬂr

4
‘5.15 —— ROy eto -loq"a\ (l& PDS:HHAGACS.




MAT. ALBERTO SANTANA CRUZ

Observe que la alumna calcul6 las posibilidades en el caso de elegir jugo como un caso ajeno
al de elegir un tipo de café; es decir, laalumna interpret6 que no se puede elegir café si eligio algun

tipo de jugo. Este método invalido refiere a un error de comprensién del problema.

Finalmente, el método invalido #3 consiste en aplicar el método de solucién 2°PE-D bajo el
error de omitir uno de los eventos. En el método 2°PE-D el segundo evento refiere a la eleccion
de jugo o fruta, mientras que el tercero varia en su conjunto de posibilidades: tres opciones de jugo
y tres opciones de fruta segun la eleccion del evento predecesor. En el método invalido #3 se omite

el segundo evento. A continuacion, se anexa el procedimiento redactado por la alumna quien aplico
este método errdéneo:
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Meétodo Valido con Resultado Erréneo

Este es el caso de dos estudiantes quienes si aplicaron alguno de los métodos de solucién validos;
pero que obtuvieron un resultado incorrecto debido a un error de calculo, o bien, por un mal conteo

de las posibilidades individuales de los eventos que conforman el problema.
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El primer caso refiere al de un alumno quien aplico el método de solucion 2°PE-A de forma

correcta; pero que pese a ello escribio una respuesta incorrecta del problema:
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La respuesta correcta es 540 posibilidades, resultado que se obtendria al resolver la operacion
redactada el alumno. Dado que su respuesta difiere por un Gnico digito, es probable que el error se

deba a una mala transcripcion del resultado calculado.

El otro caso refiere al de una alumna quien aplicé el método de solucion 2°PE-B, pero que se
equivoco al enumerar las posibilidades del altimo evento; es decir, conté mal las opciones sobre
el tipo de pan a elegir. Ademas, olvidd multiplicar los valores que corresponden a dicho evento. A

continuacion, se anexa el procedimiento redactado por la alumna:
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Es de destacar que los errores anteriores se deben ya sea a un célculo incorrecto, a un error de
transcripcion del resultado obtenido, o a un conteo erroneo del conjunto de posibilidades de los

eventos; sin embargo, el razonamiento detras del método fue correcto.
Meétodo y el Resultado Inconsistentes

Este es el caso de dos alumnas quienes escribieron el resultado correcto del problema; pero este

contradice parcial o totalmente el método redactado.

El primer caso refiere al de una alumna quien intentd resolver el problema bajo el método
invalido #1, pues redacto la operacion asociada a este método. Sin embargo, escribid la respuesta
correcta del problema a pesar de que esta no coincide con el resultado que se obtendria de la

operacion redactada:
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Observe que debajo de las casillas de jugo y fruta la alumna escribid: ‘o 6 jugo o fruta’, dato
que esta asociado al método de solucién 2°PE-A. Es posible que la alumna haya intercambiado
resultados con algun otro estudiante y asi se haya dado cuenta del error en su método; sin embargo,
no hizo las correcciones necesarias a la reaccién del método, salvo por la especificacion ya

mencionada.

El segundo caso corresponde al de otra alumna quien tambien aplico el método invalido #1 vy,
pese a ello, redactd la respuesta correcta del problema:
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Note que la operacion 2 x 3 x 3 x 15 x 3 da como resultado 810 posibilidades, valor que

difiere del resultado correcto que son 540 posibilidades para armar el paquete desayuno.

Método de Solucion Ambiguo

Este fue el caso de dos estudiantes quienes si redactaron la solucion correcta del problema; sin

embargo, una parte del método redactado no es claro. A continuacién, se presenta el procedimiento
redactado por el primero de los estudiantes:
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La explicacion textual: ‘se multiplica por el numero de jugos, se duplica tomando en cuenta la
fruta’, sugiere que el alumno aplico el método de solucion 2°PE-D. Sin embargo, también refiere
a una multiplicacion por el nimero cuatro que parece referir al método 2°PE-C. En general la

explicacion del alumno es ambigua.

Ahora bien, el segundo caso corresponde al de una alumna quien si redacté la operacion que,
bajo el método de solucion 2°PE-A, permite llegar a la solucion correcta del problema. Sin
embargo, al igual que en el caso del alumno anterior, su explicacion es ambigua y no deja claro

cudl fue su proceso de razonamiento:

Piinteco elakore un exqsemo de abo Ndyengo lodas oo spoiar
qQue- tenio .

Deapies Me cquivage \ ue que Dot le. opoen o2l JUep
Cafe (leche ya que ey dos o0 opocoaley, 0 dta pede ser Y
(i, cle cliegne 6 cofe amencano .

Despies en la primero o Quedaion coedio opecened

o la §Qunga T1aa quecoion 2%,%3,,15 D, L
Despies o mu‘Ht]jxqve Ge_tal Toma qe cava vewllaoo | tha

Colive - 540 me o reyllano de moltplicar (2306 )is)(v) =540

Note que la alumna explica que hay cuatro opciones para el primer evento; dato que es erréneo
si se refiere a elegir entre café americano y café con leche, y valido si se refiere a los cuatro casos
que derivan del método de solucion 2°PE-C. También se aprecia que realizo algunas correcciones
sobre el método redactado. La operacion escrita al final es valida para el caso del método 2°PE-A;
sin embargo, esta carece de una explicacion clara sobre el significado de cada uno de los valores

que la conforman.
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Cuantificacion de los Errores

La siguiente tabla presenta una cuantificacion de los errores observados entre los nueve estudiantes
quienes redactaron una respuesta incorrecta o un método invalido, errores que corresponden a las

cuatro categorias previamente descritas:

_ Numero de Alumnos Porcentaje de Alumnos

Método Invalido 3 34%
Método Valido y Resultado Erréneo 2 22%
Método y Resultado Inconsistentes 2 22%
Método Ambiguo 2 22%

TABLA 5.5: Cuantificacion de los Errores en el Segundo Problema de Evaluacion

GRAFICO 5.6: CUANTIFICACION DE LOS ERRORES EN
EL SEGUNDO PROBLEMA DE EVALUACION

W Método Invélido W Método Vilido y Resultado Erréneo

B Método y Resultado Inconsistentes m Método Ambiguo

Los resultados muestran que el 56% de los errores estan asociados a una intuicion errénea por
parte de los estudiantes. Este porcentaje comprende el 34% referente a la aplicacién de un método
de solucion invalido sumado al 22% que corresponde a los casos donde el método de solucion fue

inconsistente con el resultado redactado.

En total se identificaron tres métodos de solucion invalidos que fueron aplicados por cinco
estudiantes (que refiere al 56% de los errores). EI que tuvo mayor recurrencia, con tres
aplicaciones, fue el método invalido #1; ultimo que equivaldria a calcular el nimero de
posibilidades en el caso de que fuera posible elegir tanto un tipo de fruta como también alguna de

las opciones de jugo.
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Solo un 22% esta asociado a errores de calculo y de enumeracion de los eventos implicados en
el método. Por su parte, el 22% restante refiere al caso de aquellos estudiantes quienes redactaron

un procedimiento ambiguo, mas alla de que el resultado fuera correcto.
5.4 IMPLEMENTACION DEL TERCER PROBLEMA DE EVALUACION (FASE XII1)

El tercer problema de evaluacion (anexo K) les fue entregado impreso a los estudiantes junto con
el segundo problema de evaluacion; ultimo que ya fue discutido en la seccién anterior. En total,
los estudiantes dispusieron de un tiempo entre 30 y 40 minutos para resolver ambos problemas.
En esta seccion se presentaran y analizaran los resultados obtenidos del tercer problema de

evaluacion, el cual dice lo siguiente:

PROBLEMA #2: Una empresa lleva a cabo un sorteo entre sus 20 empleados. En dicho sorteo,
primero se rifa un celular, luego una television y, por dltimo, una computadora. Para esto, una vez
gue el ganador del celular ha sido seleccionado, se vuelve a ingresar su nombre a la urna, de modo
que aun podria ganar la television y/o la computadora. Lo mismo se hace con el ganador de la
televisign ¢ De cuantas formas podrian salir sorteados los 3 premios entre los 20 empleados?

Observacion: puede darse el caso que un mismo empleado resulte ganador de los tres premios
sorteados.

Conviene hacer la aclaracion de que la enumeracion ‘PROBLEMA #2’ fue con el proposito de
que los estudiantes diferenciaran entre los dos problemas que conformaban la evaluacion de la
sesion. Sin embargo, se le referira este Gltimo problema como ‘tercer problema de evaluacion’, 0

simplemente como ‘el problema’ cuando el contexto permita diferenciarlo.
5.4.1 Un método de solucién valido para el tercer problema de evaluacion

La forma de resolver el problema es mediante una aplicacion inmediata del Principio Fundamental
del Conteo; sin embargo, la dificultad radica en que los estudiantes deben analizar el problema e
identificar cuales son los eventos sobre los que se debe aplicar dicho principio. A diferencia del
segundo problema de evaluacidn, el tercero solo puede ser resuelto mediante un Unico metodo; al

menos de una forma que se considere préctica.

Como se describe en el problema, se desea calcular el nimero de formas posibles como podrian
salir sorteados los tres premios entre los 20 empleados, y permitiendo la posibilidad de que un
mismo empleado pueda ganar dos, o los tres premios. Note que cada posibilidad refiere a una
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forma de distribuir los tres premios entre los 20 empleados; de tal modo que se cuentan los

resultados posibles de los tres sorteos en conjunto, y no de forma individual.

Por ejemplo, si Juan y Mariana son empleados de la empresa, una posibilidad es que Juan gane
la computadora y Mariana gane la television y el celular. Otra posibilidad es que Juan gane la
computadora y el Celular mientras que Mariana gana la television. Ambos se cuentan como casos
diferentes, pues hay una distribucion diferente de los premios mas all& de que los ganadores sean

los mismos.

Para resolver el problema se debe observar que el conjunto de posibilidades esta determinado
por tres eventos independientes entre si: el sorteo del celular, el sorteo de la television y el sorteo
de la computadora, en ese orden. Dado que al ganador del primer y segundo premio se le permite
participar en los demas sorteos, hay 20 posibles ganadores para cada uno de los sorteos. Por lo
tanto, el nimero de posibilidades bajo las cuales se puede asignar los premios entre los empleados

se calcula con la siguiente operacion:

20 x 20 x 20 =8000

Celular Television ~ Computadora

De este modo hay un total de 8,000 formas posibles como podrian resultar sorteados los tres
premios entre los 20 empleados. Este es el tnico método préactico bajo el cual se puede llegar a la
solucion correcta del problema. A continuacion, se anexa el procedimiento redactado por un

alumno quien aplico este método de solucion:
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La siguiente evidencia corresponde al caso de una alumna quien dibujo las casillas en un orden
diferente; sin embargo, la alumna tenia presente cual es el orden en el que se sortean los tres

premios, pues debajo de cada casilla anotd el nUmero de evento que le corresponde.
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En general, el orden en el que se sortean los premios no es un factor que importe en este caso,
pues s6lo se desea calcular de cuéntas formas posibles podrian ser distribuidos los premios entre
los empleados. Ademas, por las propiedades conmutativa y asociativa de la multiplicacion, no es

necesario anotar las casillas en un orden especifico.

A pesar de lo anterior, no se debe perder de vista que hay un orden definido para llevar a cabo
los tres sorteos. Si el orden de los eventos no estuviera definido y se considerara un factor de
interés en conjunto con los resultados del sorteo, el nimero de posibilidades seria mas dificil de
cuantificar. Este ultimo caso implicaria no sélo calcular de cuantas formas pueden salir sorteados
los premios, sino también en que orden pueden salir sorteados. Como se vera mas adelante, algunos
estudiantes realizaron este tipo de calculo a pesar de ser mas complejo, probablemente debido a

una mala comprension del problema.

Otro caso que conviene reportar es el de una alumna quien, ademas de resolver el problema
bajo las condiciones definidas, también explicd un método valido para calcular el nimero de
resultados posibles en el supuesto caso de que no se permita la repeticion de ganadores; es decir,
bajo la suposicidn de que los ganadores del primer y segundo sorteo no tengan permitido participar

por los premios restantes:
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La alumna menciond que, en el caso de que a un ganador no se le permita participar en los
demas sorteos, el nUmero de formas como podrian salir sorteados los premios esta determinado
por la operacion 20 x 19 x 18, y cuyo resultado es 6,840. En efecto, note que bajo esta condicion
hay 20 posibles ganadores para el primer sorteo. Sin embargo, dado que el ganador del celular ya
no podria participar en el sorteo de la television, restan 19 participantes para el segundo sorteo;
independientemente de que el conjunto de posibilidades varie en funcién de quien haya ganado el

primero. Del mismo modo, s6lo 18 empleados participaran en el sorteo de la computadora.

Este procedimiento refiere al célculo de ordenaciones sin repeticion, tema que no fue
implementado como parte de la propuesta de ensefianza-aprendizaje aqui descrita. Esto confirma
que algunos estudiantes ya contaban con conocimientos previos en los temas de ordenaciones con
y sin repeticion, tal y como se observo en las respuestas de algunos estudiantes en relacién al
segundo cuestionario de opinion (véase subseccion 5.2.1).

Sobre este ultimo punto, conviene recordar que originalmente se pensé incluir el tema de
ordenaciones sin repeticion al disefio e implementacion de la presente propuesta, pero se excluyo
debido a que no se dispuso de las sesiones necesarias para su implementacion. En el anexo C puede
consultarse un texto el cual fue disefiado y editado con el propésito de introducir dicho tema bajo

el modelo de aula invertida.
5.4.2 Resultados generales del tercer problema de evaluacion

A continuacion, se presentan los resultados generales en lo que se refiere a la resolucién del tercer

problema de evaluacion por parte de los 36 estudiantes del grupo:
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TABLA 5.7: Resultados generales del tercer problema de evaluacion

GRAFICO 5.8: RESULTADOS GENERALES DEL
TERCER PROBLEMA DE EVALUACION

W Método Valido y Resultado Correcto  m Método Valido con Resultado Erroneo

B Método Invélido m Sin Método y/o Respuesta

Los resultados de este problema son menos satisfactorios a los obtenidos en los dos problemas
anteriores. Cabe destacar que s6lo el 42% del grupo aplicd un método valido para llegar a la
solucién del problema; sin embargo, sélo un 39% respondié de forma correcta a la pregunta

planteada por el problema.

La diferencia entre el 42% y el 39% refiere al caso de una alumna quien si aplicé el método de
solucién correcto; sin embargo, escribié una respuesta errénea, probablemente debido a una
distraccion. Su procedimiento es el siguiente:
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Observe que la alumna escribio y justifico la operacién 20 x 20 x 20 cuyo resultado es la
solucion del problema. Sin embargo, el resultado que escribié es erroneo y difiere por mucho del
valor correcto que es 8,000. Es probable que el error fuera por alguna distraccion de la alumna,
pues el método es valido y esta bien explicado.

Por otra parte, el 53% de los estudiantes aplicé un método de solucion invélido bajo las
condiciones del problema. Un aspecto que destacar sobre este porcentaje es que se observé una
diversidad entre los procedimientos intuidos por los estudiantes, algunos de los cuales
corresponden a la solucion de problemas ain mas complejos. No se descarta que algunos de los
métodos invalidos fueran debido a una comprension errénea del problema. Estos casos seran

presentados y analizados a lo largo de la siguiente subseccion.

Por altimo, conviene reportar el caso de dos alumnas quienes no redactaron procedimiento
alguno que pueda ser evaluado; esto se categorizo bajo ‘Sin método y/o respuesta’. Una de las
alumnas s6lo mencioné que los premios podian salir sorteados de 60 formas posibles (resultado

erréneo), pero no explicd como llego a dicha respuesta.
5.4.3 Errores y métodos invalidos en la resolucion del tercer problema de evaluacion

En esta subseccion se analizaran los métodos invalidos aplicados por aquellos estudiantes (el 53%
del grupo) quienes obtuvieron un resultado diferente del correcto. En total se identificaron seis
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métodos invalidos bajo las condiciones planteadas por el problema; estos se clasificaron bajo las

siguientes categorias:
Método Invalido 3PE-#1

Este método esta asociado a una intuicion errénea. En él se conciben dos eventos bajo los cuales
se aplica el Principio Fundamental del Conteo. EI primero hace alusion a los tres premios que seran
sorteados por la empresa, mientras que el segundo evento refiere a los 20 empleados que podrian
salir ganadores de alguno de los premios. A continuacion, se anexa el procedimiento de la alumna

A-1 quien intuy6 este método erréneo:
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La operacién 3 x 20 = 60 seria correcta en el caso hipotético de que la empresa sorteara uno,
y s6lo uno de los premios entre los empleados; ya sea que el ganador pueda elegir su premio, o
bien, que este se elija al azar. Bajo esta situacién hipotética, el primer evento corresponderia al
sorteo del empleado ganador (20 opciones), mientras que el segundo evento referiria a la eleccién

del premio (3 posibilidades).

Este procedimiento fue el resultado de una intuicion erronea por parte de aquellos estudiantes
quienes lo aplicaron; prueba de ello es que la alumna A-1 analiz6 y comprendio el problema de
forma correcta. El error estuvo en suponer que el tipo de premio (celular, television y computadora)
es uno de los eventos que conforman el problema; por lo que hay una falta de analisis (o
evaluacion) del método intuido. Este error también equivale al caso de sumar los resultados
posibles de cada sorteo particular; la siguiente evidencia muestra esta version equivalente del

mismo error de intuicién:
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Conviene reportar el caso de una alumna quien aplicd este método invalido; pero quien si

sospech6 que el método es errdneo:
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Método Invalido 3PE-#2

Este método invalido es equivalente a 3PE-#1. Sin embargo, difiere en el hecho de que se considera

el nimero de empresas implicadas en el sorteo como un evento a considerar:
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La evidencia anterior corresponde al caso de una alumna quien aplico este procedimiento. Dado

que sélo hay una empresa implicada, el error es equivalente al caso del método invalido 3PE-#1.

Meétodo Invalido 3PE-#3

Este procedimiento fue aplicado y redactado por una Unica alumna; sin embargo, el método es

ambiguo en su explicacion:
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La operacion 3 x 2 x 1 = 6 seria valida si el objetivo fuera calcular las diferentes formas de
proceder a realizar los sorteos en relacion con su orden de ejecucion. La alumna quien redacto este
método no proporciono una explicacion clara sobre los eventos implicados. Por las razones
anteriores, no es posible indagar sobre su proceso de razonamiento; aunque su respuesta sugiere

un error de comprension lectora del problema.
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Método Invalido 3PE-#4

Este método también se debe a un error de intuicion por parte de los estudiantes que lo aplicaron,
el método se conforma por tres eventos que resultan en la operacion 20 X 3 x 3 = 180. Hay
diferencias entre la argumentacion de los dos estudiantes que aplicaron este método. A

continuacion, se anexa el procedimiento redactado por el primero de ellos:
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El procedimiento comprende los dos eventos que conforman el método invélido 3PE-#1.
Respecto al tercer evento, el alumno explico que corresponde al nimero de veces que se reintegra
el nombre de un ganador a la urna; esta parte del método es errénea en dos sentidos. Primero,
porque la accién de reintegrar el nombre de un ganador a la urna no un evento que derive en un
conjunto de posibilidades; solo se trata de una condicion del problema. Segundo, porque el nimero
de veces que se reingresa el nombre de un ganador a la urna es dos; que corresponderia a los

ganadores del celular y la televisién (primeros dos sorteos).

El segundo caso refiere al de una alumna quien aplicé la misma operacion 20 x 3 x 3 = 180.
Sin embargo, ella explicd que el tercer evento refiere al nimero de premios que podria recibir un

mismo empleado:
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La alumna describi6 el tercer evento como el niumero de premios que podria ganar un mismo
empleado, y cuyo conjunto de posibilidades estd determinado por tres casos: 1) tres de los
empleados se llevan un premio cada uno, 2) un empleado se lleva un premio y un segundo
empleado se lleva dos premios, y 3) un mismo empleado se lleva los tres premios. El tercer evento

corresponde a las posibilidades anteriores.

A pesar de que los eventos propuestos por la alumna tienen sentido bajo el contexto y las
condiciones del problema, los tres eventos que describié son incompatibles entre si; pues los
resultados que de ahi se desprenden no determinan de forma unica quién o quiénes serian los

ganadores de los tres premios sorteados.
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Meétodo Invalido 3PE-#5

Este método estd conformado por un total de seis eventos y es equivalente al caso de calcular el
numero de formas posibles como podrian salir sorteados los premios, pero tomando en cuenta el
orden de ejecucion de los sorteos como un factor variable. Este método es invalido debido a las
condiciones descritas en el problema; pues en €l se especifica el orden de ejecucion de los tres
sorteos (primero se sortea el celular, luego la television y por Gltimo la computadora).

Para describir el método, suponga que no hay un orden especifico en la realizacion de los
sorteos, ademas suponga que el orden de ejecucién es un factor a considerar. Por ejemplo, en el
caso de que los empleados Juan, Maria y Linda sean los respectivos ganadores del celular, la
television y la computadora, se obtendrian casos diferentes segun el orden de premiacion. Podria
ser que primero se sortee la television, seguida por el celular y la computadora en ese orden, o
bien, primero la computadora y después el celular y la television. Aunque los ganadores sean los
mismos empleados, se cuantificarian como casos diferentes debido a que el orden de los sorteos

fue diferente en ambos casos. Ahora considere el siguiente diagrama de arbol:
1°F Sorteo 2° Sorteo 3¢r Sorteo
Celular ?: Television —— Computadora
Computadora —— Television
—p Television ? Celular —————— Computadora
Computadora — Celular

Computadora T: Celular ———— Television

Television ——— Celular

El diagrama anterior muestra de cuantas formas pueden ordenarse los tres sorteos para su
realizacion. Para el primer sorteo se puede rifar cualquiera de los tres premios, para el segundo
sorteo se rifa alguno de los dos premios restantes, y para el tercer sorteo se rifa el tltimo. Por lo

tanto, hay 3 X 2 X 1 = 6 formas de asignar un orden de realizacion de los sorteos.

Por otra parte, 20 X 20 x 20 = 8,000 es el nimero de formas como pueden salir sorteados los
premios. Asi que hay 8,000 X 6 = 48,000 formas de presentar los resultados; esto Gltimo
tomando en cuenta la asignacion de los ganadores y el orden de realizacién de los sorteos. A
continuacion, se anexa el procedimiento redactado por un alumno quien aplicé este método

invalido:
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Cabe sefialar que los procedimientos redactados por los tres estudiantes que aplicaron el método
anterior no son lo suficientemente especificos para determinar si la aplicacion del método fue
debido a una comprension erronea del problema. Sin embargo, es probable que asi haya sido, pues

en él problema se especifica el orden bajo el cual se realiza el sorteo de los premios.
Método Invalido 3PE-#6

Este es el caso de tres alumnas quienes aplicaron un método ambiguo; sin embargo, existe una
conexion entre los métodos redactados por las tres (como si fueran las piezas de un rompecabezas).

A continuacion, se anexan los tres procedimientos redactados:

< s J
Dewqual  aren relce un - diaglaive  de
Mbol. e s posible s PIEMIOS e ndie
s 70 empleados

~Cado oo pedk g s qomagl
X dgore e 1O 20 -emm%dgs

cada . abade
- ﬁ{g"&‘C)é ‘((‘)“) S @ ‘i’i’ (,:—o~
TEARISn  1on Loimas




CAPITULO 5: DESARROLLO METODOLOGICO Y ANALISIS DE LA SEGUNDA SESION

Q(‘ O\D\C‘Y‘C\Zk\'— 9\ '

3 e\/(’,\'\\OS
@ G,VC“\O @ f’\,ﬁ\l\)Y o @ ever\k@?
Ox1z 20 2 =
9~ X ,AOXQ =9 -QC))“"j =60
= =
=
20 , ¢ t¢ L0
o (u,,m,co"g Y ¥ :
gy o b
20%3 =60 ‘. -
10Xz = A0 Lot ter
A0¥1= 2.0
S
12 X0

Note que en el procedimiento de la primera alumna no hay operacién alguna; sin embargo, su
respuesta coincide con la suma de la tercera imagen redactada por otra alumna. Ademas, los
sumandos de la suma coinciden con los resultados de las operaciones 20 x 3 = 60, 20 X 2 = 40

y 20 X 1 = 20, tltimas que aparecen en la segunda evidencia.
Cuantificacion de los métodos invalidos

La siguiente tabla presenta la cuantificacion de los estudiantes que aplicaron alguno de los seis

métodos invalidos antes descritos:

_ No. de Estudiantes  Porcentaje de Estudiantes

Método Invalido 3PE-#1 6 32%

Método Invalido 3PE-#2 4 21%
Método Invalido 3PE-#3 1 5%
Método Invalido 3PE-#4 2 10%
Método Invalido 3PE-#5 3 16%
Método Invalido 3PE-#6 3 16%
Total: 19 100%

TABLA 5.9: Cuantificacion de los métodos invalidos empleados



MAT. ALBERTO SANTANA CRUZ

GRAFICO 5.10: PORCENTAJE DE APLICACION
DE LOS METODOS INVALIDOS

B Método Invélido 3PE-#1
B Método Invalido 3PE-#2
B Método Invélido 3PE-#3

Método Invélido 3PE-#4
m Método Invélido 3PE-#5
B Método Invélido 3PE-#6

La tabla y el gréafico anterior refieren al caso de los 19 estudiantes que aplicaron un método
invalido para llegar a la solucion del problema, y que corresponde al 53% del grupo (véase la tabla
5.7). Note que el 32% de los procedimientos erroneos corresponde a la aplicacion del método
invalido 3PE-#1.

No obstante, los métodos 3PE-#1, 3PE-#2 y 3PE-#4 comprenden el mismo error de intuicion,
el cual consiste en interpretar el tipo de premio como uno de los eventos del problema. Esto
significa que el 63% de los procedimientos invalidos apuntan al mismo error. En general, el 33%

del grupo (12 de 36 estudiantes) incurrieron en ese mismo error.
5.5 CONCLUSIONES GENERALES DE LA SEGUNDA SESION

Para concluir el presente capitulo, se comentaran las conclusiones en relacién con lo observado
durante el proceso de instruccion y en los resultados de los problemas de evaluacion
correspondientes al tema (anexos J y K).

En lo que refiere al proceso de instruccion, los estudiantes fueron capaces de intuir y proponer
dos métodos de solucion validos para calcular el nimero de RFCs que podrian emitirse bajo las
condiciones descritas durante la fase X1 (véase la subseccion 5.2.2). La dificultad en el problema
se debe a que comprende eventos que tienen una relacion de dependencia con respecto a los
eventos predecesores; es decir, cuando su conjunto de posibilidades varia en funcién de los

resultados de los eventos anteriores.
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El primero de los métodos refiere al caso de fijar variables para descomponer el problema
original en dos 0 mas subproblemas de menor grado de dificultad. Por su parte, el segundo método
intuido refiere al caso de reinterpretar dos 0 més eventos dependientes como uno solo. Conviene
recordar que este Ultimo método fue el que se aplicd para solucionar el problema de la fase XII,

aunque también se hizo referencia al primero de los métodos.

Los resultados obtenidos en el segundo problema de evaluacién (anexo J) demostraron que la
mayoria de los estudiantes asimilaron alguno de los métodos de solucion. Especificamente, el 75%
de los estudiantes fueron capaces de intuir y aplicar un método valido para llegar a la solucion
correcta del problema; métodos que en su mayoria fueron analogos a los procedimientos
analizados durante la fase XII de la instruccion. Esto significa que, en términos de Fischbein
(1975), los métodos de solucion propuestos durante la fase XII sirvieron a los estudiantes como

modelos generativos para resolver el problema del anexo J.

Bajo el modelo generativo de fijar variables, los estudiantes calcularon por separado el nimero
de posibilidades para armar el paquete desayuno en los casos de elegir jugo o fruta. Por su parte,
bajo el modelo de reinterpretar dos 0 mas eventos como uno solo, los estudiantes contaron el total
de posibilidades entre elegir jugo o fruta; de tal modo que reinterpretaron ambos eventos como un

evento Unico.

Entre los métodos validos aplicados por los estudiantes que si obtuvieron la respuesta correcta
del problema, el 70% corresponde al modelo de reinterpretar eventos dependientes como un Unico
evento, mientras que el 23% corresponde al modelo de fijar variables. Por su parte, el 7% restante
refiere al caso de aquellos estudiantes que aplicaron el Principio Fundamental del Conteo
directamente sobre el nimero de ramificaciones que hay en el diagrama de arbol asociado, y el
cual comprende eventos con una relacion de dependencia. Esto sugiere que los estudiantes que

aplicaron este Gltimo método lograron abstraer el diagrama de arbol implicito del problema.

Por otra parte, en lo que refiere al tercer problema de evaluacion (anexo K), los resultados
fueron poco satisfactorios; pues sélo el 39% del grupo llego a la solucion correcta del problema
mediante la aplicacion del unico método de solucion valido. En lo que a este problema refiere, la
mayoria de los errores estan relacionados con el mismo error de intuicion por parte de los
estudiantes; quienes intuyeron que la solucion del problema estaria determinada por la operacion

20 x 3 = 60, cuando la operacion correcta es:
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203 =20 x 20 x 20 = 8,000.

En este caso, se puede decir que el analisis realizado por los estudiantes al método de solucion
intuido fue nulo o deficiente. Esto no significa que los estudiantes no hayan analizado el problema
en si, pero si da evidencia de una falta de analisis y de evaluacion del método de solucidn intuido;

ultimo donde se aplicé una operacion invalida bajo las condiciones del problema.

Finalmente, cabe mencionar que una minoria de los errores refiere al caso de algunos

estudiantes que no llegaron a la solucion correcta debido a una comprensién errénea del problema.






CAPITULO 6:

CONCLUSIONES GENERALES E
IMPLICACIONES

En este capitulo se sintetizan las conclusiones derivadas de la implementacion la propuesta de
ensefianza-aprendizaje aqui presentada. Se analizardn sus implicaciones en la ensefianza-
aprendizaje del andlisis combinatorio y de las matemaéticas en general; para ello, se compartiran
algunas ideas sobre como mejorar la propuesta, esto con base en los resultados de la evaluacion y

en las observaciones realizadas durante su implementacion.
6.1 CONCLUSIONES GENERALES DE LA EVALUACION

La propuesta de ensefianza-aprendizaje se implementd en dos sesiones. La primera de ellas se
disefid para retomar algunos contenidos de la educacion basica y a partir de ellos promover un
pensamiento reflexivo entre los estudiantes sobre la aplicacion e interpretacion de las operaciones
basicas en mdltiples contextos; promover este tipo de habilidades son esenciales para el estudio
del analisis combinatorio. En particular se trabajaron con problemas que requieren aplicar una

regla de proporcion.

Por su parte, durante la segunda sesion se abordd el principio fundamental del conteo, su
fundamento, y se resolvieron problemas de conteo que requieren de una o mas aplicaciones de
dicho principio. Los problemas se disefiaron para que su solucion no sea evidente a los estudiantes;
pues estos presentan una dificultad que los estudiantes debieron detectar y analizar para,

posteriormente, intuir, proponer, evaluar y aplicar un método de solucion.

El proceso de evaluacion se integrd por un total de tres problemas, uno de los cuales se
implemento durante la primera sesion y los otros dos durante la segunda sesién. Se permitio a los
estudiantes trabajar de forma colaborativa; aungque cada estudiante redact6 su propia explicacion
sobre cada uno de los métodos de solucion empleados para resolver los problemas. A continuacion,

se recapitularan las conclusiones méas importantes sobre los resultados de la evaluacion.
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6.1.1 Conclusiones del primer problema de evaluacion

El primer problema de evaluacion (anexo H) se disefid para que los estudiantes aplicaran la regla
de tres como una herramienta de conteo. Sin embargo, se solicitd a los estudiantes interpretar y
explicar cada una de las operaciones implicadas; a modo de fomentar un pensamiento reflexivo y
no solamente intuitivo. Los resultados de la evaluacion de este problema fueron poco

satisfactorios; pues solo el 64% del grupo llegé a la solucion correcta del problema.

Sin embargo, en lo que refiere a la aplicacion de la regla, los resultados fueron més
satisfactorios, pues el 88% de los estudiantes aplicaron y resolvieron la regla de forma correcta.
Ademas, al menos el 76% del grupo interpretd correctamente cada una de las operaciones que

conforman el proceso de resolucion de la regla.

Los resultados muestran que, en general, los estudiantes fueron capaces de aplicar la regla de
tres interpretando las dos operaciones implicadas. Sin embargo, los resultados aun deben
mejorarse, pues entre el 18% y el 24% del grupo aplicé la regla sin llevar a cabo dicho proceso de

interpretacion, o bien, las interpretaron las operaciones de forma errénea.

Se concluye que los estudiantes si llevaron a cabo un proceso de analisis del problema. Con
base en sus conocimientos previos, fueron capaces de intuir y aplicar un método de solucion.
Quienes no llegaron a la solucion correcta, por lo general fue debido a una evaluacion deficiente
del método de solucidn intuido. Evaluar un método de solucion implica analizarlo en conjunto con
el problema mismo; esto con el fin de corroborar si el método es valido, o bien, si se requieren
hacer ajustes o proponer otro método diferente. De este modo, la mayoria de los errores refieren a

errores de analisis.
6.1.2 Conclusiones del segundo problema de evaluacion

El segundo problema de evaluacion (anexo J), fue disefiado para que los estudiantes apliquen el
principio fundamental del conteo; sin embargo, este posee una dificultad que impide resolverlo
con una aplicacion inmediata del principio. El problema presenta una situacion la cual comprende

un evento (o fendmeno) cuyo conjunto de posibilidades varia en funcién del resultado obtenido en
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un evento previo. Los estudiantes deben analizar el problema para después intuir, evaluar y aplicar

un método de solucion que permita superar la dificultad planteada.

Recuerde que durante la fase XII, los estudiantes calcularon el nimero de RFCs diferentes que
pueden emitirse; este problema también supone la existencia de eventos dependientes. Para este
altimo problema, los estudiantes propusieron dos métodos de solucion validos que permiten
realizar el conteo de los RFCs. Durante la evaluacion, los estudiantes fueron capaces de intuir y
aplicar esos mismos meétodos para llegar a la solucion del problema del anexo J; aun cuando este

presenta un contexto y una estructura diferente al problema de la fase XII.

En general, los resultados fueron satisfactorios; pues el 75% de los estudiantes llegd a la
solucion correcta del problema mediante la aplicacién de alguno de los métodos de solucion
validos. Para ello, analizaron el problema, detectaron la dificultad que este presentaba vy,

posteriormente, intuyeron y aplicaron alguno de los métodos de solucién validos.

El método maés aplicado fue el de reinterpretar dos eventos que poseen alguna relacién de
dependencia entre si, de tal modo que se conciben como un Unico evento; esto implica contar el
namero de posibilidades como pueden resultar ambos eventos en secuencia. Este procedimiento
se aplicd durante la instruccion para contar el nimero de RFCs. Por su parte, el segundo método
mas empleado fue el de fijar una variable con el propdsito de descomponer el problema original
en dos subproblemas mas simples. Este Gltimo método fue referido durante la fase XII, aunque no

fue aplicado como tal.

En conclusion, los estudiantes fueron capaces de intuir y aplicar los métodos propuestos durante
la fase XII para resolver el problema del anexo J. En términos de Fischbein (1975), los métodos
intuidos durante la fase XII sirvieron a los estudiantes como modelos generativos; es decir,
modelos que pueden ser intuidos, adaptados y aplicados para solucionar problemas semejantes al
problema original sobre el que fueron propuestos, aunque diferentes en su contexto y en su

estructura.
6.1.3 Conclusiones del tercer problema de evaluacion

El tercer problema de evaluacion (anexo K) también fue disefiado para que los estudiantes

aplicaran el principio fundamental del conteo. A diferencia del problema del anexo J, el del anexo
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K si puede y debe resolverse con una aplicacion inmediata del principio; es decir, sin la necesidad

de reinterpretar los eventos, ni tampoco de fijar variables.

La dificultad en este problema radica en que los estudiantes deben analizarlo de forma
cuidadosa para identificar cuales son los eventos sobre los que se requiere aplicar el principio
fundamental, y no dejarse llevar por la intuicion mas inmediata; al menos no sin antes evaluar si

el método de solucion intuido es valido o no.

Los resultados de la evaluacién de este problema fueron deficientes, pues tan sélo el 39% de
los estudiantes lleg6 a la solucion correcta del problema. En este caso, la mayoria de los errores
refieren a una misma intuicién errénea por parte de los estudiantes (el 63% de los métodos
invalidos). El error consistio en la asignacion intuitiva de los eventos sobre los cuales se aplico el
principio fundamental del conteo; esto sin llevar a cabo una evaluacion del método que permitiera

concluir su invalidez.

En conclusion, la mayoria de los errores detectados en el problema del anexo K (al menos el
63% de los errores) refieren a una evaluacion deficiente, incluso nula, de los métodos de solucion
aplicados; los cuales refiere a la misma intuicién errénea. Esta intuicion también refiere a la
interpretacion equivoca de la multiplicacion 20 x 3 en el contexto del problema; cuya verdadera

solucion esta dada por la potenciacion 203 = 20 x 20 x 20.
6.1.4 Conclusiones generales de la evaluacion

De forma general, se concluye que los alumnos fueron capaces de intuir y aplicar los métodos de
solucion propuestos durante la instruccion; esto en problemas analogos a aquellos para los que
fueron propuestos, aunque diferentes en su contexto y estructura. Respecto al primer problema de
evaluacion (anexo H), los alumnos fueron capaces de interpretar las operaciones implicadas al
resolver una regla de tres (una divisién y una multiplicacién). Respecto al segundo problema de
evaluacion (anexo J), los estudiantes detectaron la dificultad que este problema presentaba y fueron
capaces de intuir y aplicar métodos de solucion analogos a los que se propusieron y discutieron

durante la instruccion.

En lo que refiere al aprendizaje del principio fundamental del conteo, se concluye que los

estudiantes comprendieron el principio, sus fundamentos, y fueron capaces de aplicarlo para
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solucionar problemas de conteo; incluso en situaciones que suponen la existencia de dos o mas

eventos con alguna relacién de dependencia entre si.

Sin embargo, también se demostrd que los estudiantes no estan exentos de cometer errores de
intuicion como los detectados en la evaluacion del problema del anexo K; esto en contraste con
los resultados obtenidos en la evaluacion del problema del anexo J que fueron satisfactorios. Es
por esta razon que se debe llevar a cabo un proceso de evaluacién sobre cualquier método de

solucion intuido; esto con el fin corroborar la validez (o invalidez) del mismo.

Es de destacar que menos de la mitad del grupo (apenas el 39%) llegé a la solucidn correcta del
problema del anexo K; esto en comparacion con el 75% del grupo que tuvo éxito al resolver el
problema del anexo J, aun cuando este ultimo requiere la aplicacion de algin método de solucion

mas complejo.
6.2 IMPLICACIONES DE LA PROPUESTA DE ENSENANZA-APRENDIZAJE

Para concluir la presente tesis se analizaran y discutiran las implicaciones de la propuesta. Para
ello, se realizara un andlisis de la propuesta de ensefianza-aprendizaje y se compartiran algunas
ideas que permitiran mejorarla; esto con base en los resultados de la evaluacién y en las
observaciones realizadas durante la instruccién. También se discutira como podria enriquecerse

con la integracion de los demas temas del analisis combinatorio.
6.2.1 ¢Como mejorar la propuesta de enseflanza-aprendizaje?

De acuerdo con lo observado durante la instruccién y en los resultados de la evaluacion, es
deseable hacer algunos ajustes a la propuesta. Para esto, se tomara como referencia el cuadro
introducido en la subseccion 3.1.5 (véase el capitulo 3); donde el autor de la presente tesis propuso

cuatro puntos que deben guiar la ensefianza-aprendizaje del analisis combinatorio.
Promover la reflexion sobre el uso de las operaciones basicas

El proposito de la primera sesion fue, entre otras cosas, fomentar un pensamiento reflexivo entre
los estudiantes sobre el uso e interpretacion que se da a la operacion division en maltiples contextos

la vida cotidiana. Esta refiere a dos casos:
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1) Dividir un nimero natural a entre otro b (diferente de cero) para partir la cantidad a en un
numero b de partes iguales. El cociente de la division refiere a la cantidad que conformara
a cada una de las partes.

2) Dividir un numero natural a entre otro b (diferente de cero) para comparar ambas
cantidades, y cuyo cociente equivale al niUmero de veces que cabe la segunda cantidad

dentro de la primera.

La division se aplica en el sentido del inciso 1 cuando se desea partir una cantidad en partes
iguales, o bien, cuando quiere repartir los elementos de un conjunto de forma equitativa. Por otra
parte, se aplica la division en el sentido del inciso 2 cuando lo que se quiere es comparar una
cantidad en relacién con otra, o bien, cuando se desea agrupar los elementos de un conjunto en

subconjuntos iguales entre si y con un numero determinado de elementos.

A partir de dos ejemplos definidos sobre situaciones cotidianas, los estudiantes eligieron las
expresiones ‘partir’, ‘distribuir equitativamente’ y ‘formar conjuntos’ para referirse al caso del
inciso 1; mientras que usaron la palabra ‘agrupar’ para referirse caso del inciso 2. Una palabra mas
adecuada para describir el caso del inciso 2 es ‘comparar’, pues esta palabra describe mejor las

situaciones donde se aplica la division en dicho sentido.

Durante la instruccion, los estudiantes analizaron y comprendieron la diferencia entre ambos
casos a partir de situaciones y contextos especificos. Sin embargo, es deseable que también
analicen esa diferencia desde un contexto puramente matematico. Aqui conviene recordar que
durante la instruccion, un alumno sugiri6é que la diferencia entre los incisos 1y 2 se debe a la
propiedad conmutativa de la multiplicacion. Aunque esto ultimo no se analizé durante la sesion,

la observacion del alumno es, en cierto modo, acertada.

Recuerde que la multiplicacion de dos enteros positivos, digamos a X b, es el resultado de
sumar b veces el nimero a; donde b recibe el nombre de multiplicador y a el de multiplicando.
La propiedad conmutativa establece que, al multiplicar dos nimeros, es indistinto quién de ellos
sea el multiplicador y quién el multiplicando. En el texto del anexo A se da una demostracién

intuitiva de esta propiedad.

Un elemento que conviene afiadir a la propuesta es analizar y diferenciar los incisos 1y 2 con

base en los componentes de la multiplicacion. Asi, la diferencia entre ambos incisos es que en el
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inciso 1 se divide para calcular un multiplicando; es decir, el nimero que cabe exactamente b
veces en el nimero a. Por otra parte, en el caso del inciso 2 se divide para calcular un

multiplicador; es decir, el nmero exacto de veces que cabe b dentro de a.

Como la division es la operacion opuesta a la multiplicacion, y tomando en cuenta que la
multiplicacion es una operacion conmutativa, la division puede concebirse como una operacion
con dos fines distintos; por un lado, permite calcular un multiplicando cuando se conoce el
multiplicador y el producto y, por el otro lado, también sirve para calcular un multiplicador a partir
del multiplicando y del producto. Esta observacion debe hacerse explicita desde el contexto de las
matematicas puras, a fin de que los estudiantes desarrollen un pensamiento reflexivo que vaya mas

alla del intuitivo.

Aqui es importante aclarar que, cuando se sugiere hacer la observacién anterior desde el
contexto de las matematicas puras, no significa hacerlo de forma ajena a la realidad; sino apoyarse
de un contexto familiar para hacer explicita la observacion de que dividir implica calcular un
multiplicador que, por la propiedad conmutativa, también es un multiplicando. Al final, sera el
contexto el que determina si el cociente una division debe interpretarse como un multiplicador o

como un multiplicando.
Disefiar problemas contextualizados de conteo que fomenten el analisis en los estudiantes

Los problemas abordados durante la instruccion, asi como también los que formaron parte del
proceso de evaluacion, fueron disefiados tomando en cuenta el contexto social y cultural al que
pertenecen los estudiantes; en este caso residentes de la Cd. de México. Ademas, dichos problemas
fueron disefiados con el proposito de desarrollar en los estudiantes su capacidad de analisis; asi

COmo su intuicion.

Uno de los aspectos a tomar en cuenta cuando se disefian problemas de conteo, es que estos
sean lo mas reales posibles con base al contexto personal, social y profesional de los estudiantes;
esto sin perder de vista el tipo de analisis e intuiciones que se desea que desarrollen. Para ello, se
debe elegir un nivel de dificultad adecuado y acorde con los conocimientos previos que, se tenga

la absoluta certeza, poseen los estudiantes.

Recuerde que durante la fase XII se propuso el problema de calcular el nimero de RFCs

diferentes que pueden emitirse; este se definid a partir de un modelo erréneo para obtener el RFC
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de un ciudadano mexicano a partir de sus datos personales (nombre completo y fecha de
nacimiento) y el cual difiere parcialmente del modelo correcto. Se sugiere que, en caso de
implementar la propuesta aqui presentada, el problema sea planteado utilizando el modelo
correcto; en tal caso, el procedimiento de solucion sera analogo al que se aplico durante la fase XII

(véase el capitulo 5).
Fomentar el desarrollo de intuiciones secundarias en los estudiantes

El problema que se trabajo durante la fase XII, en el cual se plantea calcular el nimero de RFCs
posibles que pueden emitirse, se disefid con el propdsito de que los estudiantes intuyeran y
aplicaran algiin método de solucion generalizable y aplicable a otras situaciones andlogas; aunque

diferentes en su contexto y estructura.

Para resolver el problema de los RFCs, el profesor guio la instruccién con el fin de que los
estudiantes detectaran las dificultades del problema y, posteriormente, intuyeran y aplicaran algin
método de solucidn valido. En lo que a este problema refiere, los estudiantes propusieron dos
métodos validos. Al final, se optd por aplicar el método maés practico de acuerdo a la estructura

del problema.

El primero de los métodos consiste en reinterpretar dos 0 mas eventos que poseen alguna
relacion de dependencia, de tal modo que estos se conciban como un Unico evento. Por otra parte,
el segundo consiste en fijar los valores posibles de uno de los eventos; es decir, se fijan una 0 méas
variables con el prop6sito de descomponer el problema original en dos 0 mas problemas con menor

grado de complejidad.

La evaluacion de la segunda sesion se conformo por dos problemas (anexos J y K), uno de los
cuales es similar al problema de los RFCs; aunque difiere en su contexto y estructura. En general
se observo que, para resolver el problema del anexo J, los estudiantes fueron capaces de intuir y
aplicar procedimientos analogos a los que se propusieron para resolver el problema de los RFCs.
En términos de Fischbein (1975), los métodos propuestos durante la instruccion sirvieron como

modelos generativos a los estudiantes.

La planeacion original de la segunda sesion (vease el anexo G) comprende un segundo
problema que, por razones de tiempo, no fue implementado. Se espera que este problema permita

desarrollar en los estudiantes un tipo de intuicién diferente al que se desarroll6 con el problema de
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los RFCs. El problema esta basado en un sistema de seguridad real para acceder a los servicios en
linea de una institucion bancaria; sistema que solicita a los usuarios crear una contrasefia cuyos
caracteres contengan al menos una letra y por lo menos un digito. Para contar el nimero de
contrasefias posibles, se deben emplear los diagramas de Venn y observar como se determina la

cardinalidad de la union de dos conjuntos; temas que pertenecen a la teoria de conjunto.

El problema arriba referido muestra como la teoria de conjuntos también sirve como una
herramienta para el estudio del analisis combinatorio; cabe destacar que tanto la teoria de conjuntos
como el analisis combinatorio son de relevancia en el estudio de la estadistica y la probabilidad.
Es posible que la implementacion del problema antes descrito permita desarrollar otro tipo de

intuiciones en los estudiantes.
Solicitar a los alumnos que argumenten la validez de cualquier método de solucién intuido

Los resultados obtenidos en el tercer problema de evaluacion (anexo K) mostraron que los
estudiantes no estan exentos de intuir y aplicar algin método de solucion invalido bajo las
condiciones de un problema determinado. Si bien la intuicion juega un papel fundamental en el
aprendizaje de las matematicas, también es cierto que esta debe trabajar de forma articulada con

la razon; esto con el fin de evitar errores.

Por la razén anterior, los estudiantes deben ser capaces de evaluar cualquier método de solucion
intuido; a fin de dictaminar si el método es o no valido bajo las condiciones definidas por el
problema. Esto es especialmente importante en el caso del analisis combinatorio, por lo que es
conveniente proponer y ensefiar a los estudiantes algin método fiable con el cual puedan evaluar

si un procedimiento es valido o no.

Una forma de hacerlo es asignando resultados arbitrarios a cada uno de los eventos sobre los
que se desea aplicar el principio fundamental del conteo; esto con el fin de asegurarse de que se
contaran todas las posibilidades consideradas por el problema, y evitando caer en el error de contar

dos 0 mas veces una misma posibilidad.

Lo anterior se realiz6 de forma implicita durante la fase XII de la segunda sesién cuando una
alumna argumento que, para calcular el nimero de RFCs posibles, no es valido suponer que todos
los meses poseen 30 dias; pues se contarian posibilidades que no existen en el calendario, como

seria la fecha del 30 de febrero que no existe. Asignar resultados arbitrarios a los eventos permite
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detectar casos que estan fuera del rango de posibilidades, asi como también permite detectar

aquellas posibilidades que se contarian de manera repetida.

El método antes descrito podria introducirse durante la instruccion y convendria retomarlo en
una retroalimentacion sobre la evaluacion. Aqui conviene mencionar que, en lo que refiere a la
implementacion de la propuesta, no se tuvo el tiempo para realizar retroalimentacion con los

estudiantes sobre los resultados evaluacion.

Pese a lo anterior, se recomienda destinar un tiempo de retroalimentacion donde los estudiantes
analicen los errores que cometieron durante la evaluacion y realicen las modificaciones adecuadas
a sus métodos originales; esto con el fin de que cada uno logre llegar a la solucién correcta del
problema por sus propios medios. Para ellos es importante que los estudiantes sean capaces de

identificar y analizar tanto sus errores y los errores de sus compafieros.
6.2.2 ¢CoOmo enriquecer la propuesta de ensefianza-aprendizaje?

La propuesta aqui desarrollada paso6 por constantes modificaciones desde su concepcion, hasta su
disefio e implementacion. El plan original fue el de disefiar una propuesta de ensefianza-
aprendizaje que cubriera la totalidad de contenidos del analisis combinatorio comprendidos en los
programas de estudio de las materias de Temas Selectos de Matematicas y Estadistica y
Probabilidad de la ENP.

Sin embargo, debido al tiempo dispuesto para su disefio e implementacion, la propuesta se acotd
al tema del principio fundamental del conteo, sus fundamentos tedricos, y a la resolucién de
problemas mediante la aplicacion de dicho principio. No obstante, se espera que la propuesta
también sirva como modelo para disefiar e implementar secuencias didacticas referentes a los
temas de ordenaciones sin repeticion y combinaciones. Para ello, se sugiere tomar en cuenta los

cuatro puntos descritos en el cuadro de la subseccién 3.1.5 (capitulo 3).

Ahora bien, aunque el tema de ordenaciones sin repeticion no fue implementado, si se llego a
la etapa de edicidn de un texto que sirva a los estudiantes como una introduccion al tema; texto
cuya lectura podria encomendarse a los estudiantes bajo el modelo de aula invertida. Dicho texto

puede consultarse en el anexo C.
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Tambien se concibid el disefio de un texto para introducir el tema de combinaciones sin
repeticion; aunque no se llegd a la etapa de edicion. De llevarse a cabo como parte de un proyecto
futuro, seria conveniente limitar su contenido a la nocion de ‘combinacidn’; ultima que debe
diferenciarse del concepto de ‘ordenacion’ contrastando ejemplos contextualizados. Como un
punto adicional debera explicar por qué el principio fundamental del conteo no permite calcular

de forma directa el nimero de combinaciones que se forman a partir de un conjunto dado.

Desde la perspectiva del autor de la presente tesis, no convendria introducir en el texto la
férmula para calcular el niumero de combinaciones; pues deducir la formula es por si mismo un
problema combinatorio complejo que los estudiantes deberian resolver con la guia del docente.
Desde luego, este problema debe plantearse a partir de situaciones del contexto personal, social,

cultural y profesional de los estudiantes.
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CAPITULO 1:

Dos operaciones bdsicas para la vida
Introduccion

Uno de nuestros primeros aprendizajes de aritméfica, justo
después de aprender a contar con los dedos, fueron las
operaciones bdsicas: la suma, la resta, la multiplicacidn y la
divisidn. Estas operaciones nos han acompafiado en nuestra
vida diaria desde la primaria, y las ocupamos casi a diario sin
darnos cuenta. Cuando vamos al cine, por ejemplo, calculamos
con anterioridad cudnto dinero vamos a gastar entre las
entradas, los dulces, e incluso, el Transporte, a modo de saber
cudnto dinero llevar, mds algo extra para no irnos limitados.

Este capitulo estd dedicado a repasar algunas propiedades
referentes a dos de las operaciones mds importantes: la
multiplicacién y la division. Esto lo haremos limitdndonos al
caso de los ndmeros naturales, es decir; los ndmeros que
ocupames en la vida cotidiana para contar:

1,2,3,4,5 6,7,8,9 10, 11,12, 13, etc.

La razén por la cual hemos decidido repasar estos tfemas que
resultan ser muy bdsicos, es por la gran relevancia que tienen
estas dos operaciones en los problemas de conteo, que son
los que nos importan para el presente texto.
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Espero gue, mds alld de ser un repaso, encuentres una nueva
forma de ver aguello gue ya habias aprendido con
anterioridad.

La multiplicacion

Recuerdas cuando estabas en 1° de primaria y te torturaban
con las tablas de multiplicar. Probablemente fue una de las
misiones mds dificiles a las que te enfrentaste a fus escasos
seis o siete afios de edad, y apuesto a que la tabla del 7 fue
un verdadero reto.

La multiplicacién, como recordards, se ftrata de una suma
abreviada. Por ejemplo, multiplicar 7=5 equivale a sumar 5
veces el nimero 7

F=b=7+7+7+7+7=35

En el ejemplo anterior, el 7 se llama multiplicando, mientras
que el 5 recibe el nombre de multiplicador. Dicho de ofra
forma, en una multiplicacidn, el multiplicador nos indica
cuantas veces debemos de sumar el multiplicando.

Con el paso del tiempo, aprendiste la importancia de
multiplicar, incluso cuando nos auxiliamos de una calculadora.
Piensa en el siguiente caso: 1 y tu familia deciden comer
quesadillas, y entre todos consumen un fotal de 17
quesadillas, cada una con un costo de $12. Te imaginas cudnto
tiempo le fomaria al encargado calcular la cuenta de tu
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consumo si en la calculadora tecleara una suma en lugar de
una multiplicacidn. Desde luego, resulta mds prdctico teclear
"12=17=" que teclear la suma de 17 veces el nimero 12:

"12+12+12+12+12+12+12+12+12+12+12+12+12+12+12+12+12="

Mds adelante aprendiste gue, al multiplicar dos o mds
ndmeros, “el orden de los factores no altera el producto”, esa
frase que tus profesores te repetian una y otra vez, al punto
de encontrarla hasta en la sopa de letras. Sin embargo, éte
has preguntado por qué esto dltimo es ciertfo para todos los
casos? En las siguientes dos secciones explicaremos por qué
dicha afirmacidén es siempre verdadera, siendo esta una
consecuencia directa de dos propiedades mds sencillas: la
propiedad conmutativa y la propiedad asociativa de la
multiplicacidn.

La propiedad conmutativa de la multiplicacion:

La primera propiedad de la multiplicacién es la propiedad
conmutativa. Te imagino ahora mismo diciendo en tu mente
"¢Conmuta queé?”. Descuida, son sdlo términos que los
mafemdticos usan para referirse a una de las propiedades
mds importantes que presentan algunas operaciones, como es
el caso de la suma y la multiplicacién. De hecho, se trata de
una propiedad gue conoces bien.

La propiedad conmufativa nos dice que, si multiplicas dos
nimeros, es indistinto si multiplicas el primero por el
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segundo, o bien, el segundo por el primero. Por ejemplo, si
quieres multiplicar los ndmeros 12 y 5, es lo mismo 12 veces
el ndmero 5, que 5 veces el nimero 12:

12=5=12+12+12+12+12=60
5%12=5+5+5+5+5+5+5+5+5+5+5+5=60

En general, cuando multiplicas dos ndmeros, es indistinto a
quién tomes como el multiplicador, ¥y a quién como el
multiplicando.

Con el fiempo, la experiencia te ensefid que la propiedad
conmutativa de la multiplicacién es cierta, pero éte has
preguntado por qué? Si lo piensas con cuidado, no parece
obvio a simple vista. 5in embargo, existe una forma visual de
comprobarla. Tomemos un ejemplo particular, digamos la
multiplicacidn de 5 y 7, también consideremos el siguiente
rectdngulo:

Cada columna tiene 5 cuadrados

1
2
112|3]14|5]| 6| 7| Cadafiatiene 7 cuadrados
4
5
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El rectdngulo anterior estd compuesto por 5 filas
(horizontales) de 7 cuadrados cada una, y podemos obtener
el nimero total de cuadrados resolviendo la multiplicacidn
T=5=T+7+7+7+7  que equivale a sumar el ndmero de cuadrados
gue hay en cada fila.

Sin embargo, fambién fenemos 7 columnas (verticales) de 5
cuadrados cada una, por lo que ofra forma de calcular el
nidmero total de cuadrados es resolviendo la multiplicacidn
Bx7=5+0+5+5+5+5+5  gque equivale a sumar el ndmero de
cuadrados que hay en cada columna.

De esta forma 7=5 y 5x7 son dos operaciones disfintas que
nos mandan a un mismo resultado: el ndmero de cuadrados
gue componen el rectdngulo.

El argumento del parrafo anterior se puede aplicar para dos
ndmeros naturales cualesguiera, y esta es la razén por la cual
la propiedad conmutativa siempre es cierta.

La propiedad asociativa de la multiplicacién

La segunda propiedad de la multiplicacién es la propiedad
asociativa, la cual explicaremos a continuacién. Supongamos
gue deseamos multiplicar los ndmeros 2, 3 y 5. Podemos
hacerlo en diferente orden, por ejemplo, primero multiplicar
2=3=6 y luego multiplicar el resultado por 5, es decir;
6=5=30, o bien, multiplicar primero 3=5=15 vy luego multiplicar
el resultado por 2, 0 sea; 2x15=30.
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Como podemos observar con el ejemplo anterior, resulta
indistinto el orden en que multiplicamos los tres ndmeros. En
general, la propiedad asociativa nos dice que, al multiplicar
tres o mds nimeros, es indistinto el orden en que resolvemos
la multiplicacidn.

Para ilustrar por qué dicha propiedad es cierta, fomemos el
ejemplo anferior y consideremos los siguientes prismas
rectangulares.

J pIS0s ge £x 3 cubos cada uno

Z pisos de Ix5 cubos cada uno

AN\ N

<
1
1
"~

[ [ [ [ £

pr
L1
L~
L~
L~

~1~

PRISMA A PRISMA B

Como te dards cuenta, ambos prismas son iguales entfre si,
con la diferencia que estdn parados sobre una cara distinta.
Pensemos en ellos como si fueran edificios, donde cada cubo
es una habitacidn en él. 5i fijamos nuestra atencidn en sdlo
uno de los edificios, es claro que todos sus pisos tienen el
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mismo ndmero de habitaciones. De este modo, si queremos
calcular cudntas habitaciones hay en ese edificio, primero
calculamos cuantas habitaciones hay en cada piso (largo por
ancho), y luego multiplicamos por el nimero de pisos del
edificio (la altura).

En el edificio de la izquierda (prisma A) cada piso tiene 2x3=6
habitaciones (2 a lo ancho y 3 a lo large), y luego
multiplicamos por el ndmero de pisos (5 pisos de altura),
obteniendo un fTotal de 6x5=30 habitaciones.

Para el edificio de la derecha (prisma B), cada piso tiene
3=5=15 habitaciones (3 a lo ancho y 5 a lo largo), y luego
multiplicamos por el ndmero de pisos (2 pisos de altura),
obteniendo un total de 15=2=30 habitaciones.

De este modo, al calcular el nimero de cubos que compone el
prisma rectangular, no importa el orden en que realizamos las

multiplicaciones, siempre llegaremos al mismo resultado
final, que es el ndmero total de cubos que lo compone.

En general, si queremos multiplicar tres ndmeros
cualesquiera, podemos construir un prisma rectangular cuyas
dimensiones a lo largo, ancho y alto correspondan con los
nimeros que deseamos multiplicar, y dado que el resultado
de la multiplicacién siempre serd el nimero total de cubos,
resulta indistinto el orden para resolver la mulfiplicacion
entre dichos ndmeros.
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Esta propiedad también es cierta para cuando multiplicamos
cuatro, cinco, seis, siete, o cualquier cantidad de nimeros,
pero justificar lo anterior requiere adentrarnos con ciertos
detalles técnicos que, por ahora, es mejor evitar.

La division como operacion inversa de la multiplicacion

5in duda alguna, la operacion mas complicada que aprendimos
durante la primaria fue la divisidn, pues el proceso implicaba
multiplicar, sumar y restar. En ese sentido, las calculadoras
suelen ahorrarnos mucho tiempo. Esta seccidn no estd
dedicada al repaso del algoritmo de la divisidn, sin embargo,
si tiene como propdsito profundizar sobre los fines practicos
de dicha operacidn, esto desde la perspectiva de los nimeros
naturales.

Cuando piensas en dividir, es probable que lo primero que se
te viene a la mente es repartir alge de forma igualitaria.
Demos un ejemplo, supongamos que Td y fres de tus
compafieros realizan un trabajo en eguipo, para el cual gastan
$84 en los materiales necesarios. Para repartirse el gasto de
forma igualitaria, dividen la cantidad a pagar entre el ndmero
de integrantes, es decir; 84/4=21y el resultado obtenido es
lo que a cada integrante le toca pagar ($21) para cubrir el
costo total del material.

En la operacidn anterior, al nimero que serd dividido en
partes iguales se llama dividende ($84), el nimero que nos
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dice en cuantas partes iguales vamos a dividir se llama divisor
(4 integrantes del equipo), y finalmente, al ndmero de
unidades gue tendrd cada una de las partes lo llamamos
cociente ($21), siendo este dltimo el resultado de la divisidn
realizada.

Lo anterior significa que, si cada uno de los 4 integrantes del
equipo paga su parte de $21, se cubrird el total del costo del
material, pues sabemos gque:

21+21+21+21 =284, obien 21 x4 =384

En otras palabras, la divisién 84/4=21 significa que el nimero
21 cabe 4 veces en el nimero 84, o bien; que el nimero 4
cabe 21 veces en el nimero 84, esto tltimo por la propiedad
conmutativa de la multiplicacidon (4 veces 21 es lo mismo gue
21 veces 4).

De forma general, dividimos 84 (dividendo) entre 4 (divisor)
para saber cudntas veces cabe el nimero 4 en el 84, o bien,
para encontrar el nimero que cabe 4 veces en el 84. Dicho
nimero es 21 (el cociente de la division).

Esto dltimo nos muestra la estrecha relacidn que existe
entre la multiplicacidn y la divisidn, y el por qué se dice que
la sequnda es la operacidn inversa (u opuesta) de la primera.

Asi, por ejemplo, podemos decir que la divisidn 84/4=21 es la
operacidn inversa de la multiplicacidn 21x4=84.
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Dos usos practicos de la division

En la vida cotidiana, la divisidn fiene miltiples usos y/o
aplicaciones, las cuales podemos clasificar en los dos casos
siguientes:

Caso #1. Es cuando nos inferesa partir una cantidad en un
ndmero deferminado de partes iguales. En este caso,
dividimos dicha cantidad (dividendo) entre el ndmero de
partes a dividir (divisor) para conocer cudntas unidades le
corresponde a cada parte (cociente).

Dividimos 20/4 para partir el nimero 20 en 4 grupos iguales
entre si. El cociente nos proporciona el numero de unidades
gue le corresponde a cada grupo.

~

5 Unidades 5 Unidades |

20 Unidades

/

Ejemplo #1:

Imagina que vas a la fienda "El palacio de Acero” y compras
unos pantalones con un costo de $1380 a 12 mensualidades
sin intereses (e iguales entre si). Para conocer cuanto debes
pagar por cada mensualidad, tienes que dividir el precio total
del pantalén ($1380) entre el nimero de mensualidades (12),
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obteniendo que 1380/12=115, es decir; deberds pagar un
total de $115 por cada una de las 12 mensualidades.

En el ejemplo anterior, realizas la division 1380/12 para
partir la cantidad de $1380 en 12 partes (o grupos) iguales
entre si. El resultado de la divisidn, que es 115, te dice el
nimero de unidades monetarias que le corresponde a cada
una de las partes.

Caso #2. Es cuando dadas dos cantidades nos interesa saber
cudntas veces cabe una dentro de la otra. En este caso,
dividimos la primera cantidad (dividendo) entre la segunda
(divisor) y el resultado de la divisidn (cociente) nos dird
cudntas veces cabe la segunda cantidad en la primera. En
general, el cociente nos dice cudntas veces cabe el divisor en
el dividendo.

Dividimos 20/4 para saber cuantas veces cabe el numero 4 en el
numero 20. El cociente nos proporciona la respuesta.

20 Unidades
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Otra forma de interpretar el caso #2 es que, dadas dos
cantidades, digamos 20 y 4, la division 20/4 nos permite
conocer cudnfos grupos de 4 objetos (cada uno) pueden
formarse con 20 unidades de los mismos. Tlustraremos este
caso con el siguiente ejemplo.

Ejemplo #2:

Imagina que vas a una fienda de electrénicos y compras una
television con un costo de $7440, a mensualidades sin
intereses de $310 pesos cada una. Si quieres saber el nimero
de mensualidades que deberds pagar, tienes que dividir el
precio de la television ($7440) entre lo que deberds pagar
por cada mensualidad ($310), obteniendo que 7440/310=24,
es decir; pagarias un total de 24 mensualidades (te fomaria
dos afios pagar la television).

En el ejemplo anterior, realizas la division 7440/310 para
conocer cudntas veces cabe el nimero 310 en el ndmero
7440, lo cual te da el nimero de mensualidades que deberds
pagar. En otras palabras, te interesa saber cudnfos grupos
de $310 (cada uno) puedes formar con los $7440 que cuesta
el televisor.

Es muy importante que distingas la diferencia entre los casos
#1vy #2, pues en la vida cotidiana te enfrentards a diversos
problemas y/o situaciones que deberds inferpretar vy
resolver con base a los dos casos antes mencionados.
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CAPITULO 2:

Contando Contrasenas y Otras Cosas

Introduccion

Una de las cualidades mds importantes que ha desarrollado
el ser humano a lo largo de la historia, es su capacidad de
contar. En la actualidad, esta actividad es tan comidn en
nuestra vida cofidiana que casi pasa desapercibida antfe
nosotros. Contamos nuestro dinero para administrarlo
correctamente, contamos los dias que tenemos de vacaciones
para hacer planes, e incluso, contamos a nuestros amores
platénicos de la TV.

Contar no es tarea fdcil. Por esta razdn, las operaciones
matemdticas bdsicas (suma, resta, multiplicacidn y divisidn)
son una herramienta muy dfil, vy nos facilita
considerablemente la tarea de contar.

Sin embargo, existen situaciones donde contar reguiere de
llevar a cabo un andlisis profundo de la situacidn. En
particular, en dichas situaciones se requiere emplear
técnicas mds sofisticadas de conteo, y que van mds alld de
resolver una Unica operacidn elemental.

Daremos un ejemplo de ello. ¢ Te parece familiar la siguiente
figura de 9 puntos?
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5i cuentas con un celular, probablemente notaste que la
figura anterior corresponde a la plantilla sobre la cual
intfroduces un patrdn, y gue sirve como clave de seguridad
para tu celular. No obstante ¢Sabias que es mucho mds
seguro proteger tu privacidad con una confrasefia de cuatro
letras (por ejemplo: la contrasefia "casa") que protegerlo con
un patrdn de seguridad sobre la plantilla anterior?

Responder a cuestiones como la anterior no es cosa sencilla,
pues se requieren de estrategias que permitan identificar y
contar un gran nimero de casos posibles. Por ejemplo, contar
cuantos patrones de seguridad existen para la plantilla
anterior equivale a contar de cuantas formas pueden
enlazarse los puntos de la misma, siguiendo un orden
especifico, y tomande en cuenta que no es necesario
enfrelazar todos los puntos. Un ejemplo de patrdn es el
siguiente:
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O i o

O C O
PUNTO DE FIN

O C @

PUNTO DE INICIO

Como ya te habrds dado cuenta con el caso anterior, contar
no siempre se trata de una tarea fdcil. Por fortuna, las
matemdticas proporcionan distintas estrategias
denominadas técnicas de conteo, con las cuales podemos
realizar este fipo de cdlculos.

Es importante hacer desde ahora la aclaracidén que, calcular
el niimero exacto de patrones de seguridad sobre la plantilla
antes descrita, es un problema gque requiere de herramientas
matemdticas que estdn fuera del alcance del presente texto.
Sin embargoe, a lo largo de este capitulo y del siguiente,
encontrards las herramientas para verificar que, en efecto,
es mds seguro proteger tu celular con una confrasefia de 4
caracteres, a comparacion de profegerlo con cualquier
patrén de seqguridad.
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En este capitulo introduciremos las técnicas de conteo mds
importantes, gue son los diagramas de drbol, el principio
fundamental del conteo y la técnica de las casillas. Posterior
a ello, utilizaremos las técnicas de conteo para estudiar un
tipo de arreglos ordenados denominados ordenaciones con
repeticion. Para adelantarte por dénde va el asunto, un
ejemplo de este tipo de arreglos son las contrasefias que
introduces para ingresar a tu correo electrdnico, asi como a
las redes sociales. Por su parte, los patrones de seguridad
corresponden a ofro fipo de arreglos ordenados llamados
ordenaciones sin repeticion, las cuales estudiaremos en un
capitulo posterior.

El principio Fundamental del Conteo

Cuando te levantas por la mafiana, probablemente la primera
pregunta que pasa por tu mente es ¢Qué me voy a poner hoy
de vestir? Cuanto abres tu guardarropa, observas gue tienes
miltiples posibilidades para armar tu conjunfo de ropa que
usards (incluyendo la ropa interior).

Vamos a analizar un caso particular. Supongamos gue en Tu
guardarropa tienes fres playeras, cuatro pantalones vy dos
pares de zapatos (omitamos lo de la ropa interior). Pregunta:
¢De cuantas formas puedes vestirte? Para este caso, debes
tomar una secuencia de tres decisiones: primero decides cudl
playera te pondrds, luego cudl pantaldn vy, al final, cudl par de
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zapatos. A través de un diagrama de drbol podemos conocer
de cudntas formas posibles te puedes vestir:

W ESTILD A LA MODA &1
< -
UI] C ESTOLLY A& LAy MO, @
c
- ESTILEY & LA N CLE
w <
E] ESTILED A LA MADNOA @4
c
- ESTILEY A LA BRBCHCA #5
l - ] L - L]
_.III' S
C
ﬂ ESTILD A L& RATIA @8
x|
- TILCE A LA RO, a0
< & 0 a4 MO0
_fll % ESTILDY & LA MODW &1
= ESTILCY & LA MODA #11
<E ESTILD A LA MCDA 132
[E =1L CE ] AL L
Asi, por ejemplo, el estilo a la moda #2 corresponde a usar
la playera naranja con pantalén azul cielo y zapatos grises,
mientras que el estilo a la moda #7 corresponde a usar la
playera amarilla con pantaldn azul marino y zapatos rojos.

Contando el nimero de posibilidades que nos da el diagrama
observamos que tienes 12 estilos distintos para vestirte.

A

o

wr

La construccidn de diagramas de drbol es un método dtil para
contar de cudntas formas puede obtenerse un resultado final
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gue involucra una secuencia de eventos o decisiones, cada una
de las cuales puede ocurrir de miltiples formas. Sin embargo,
mds alld de ser un método atil, en realidad se trata de uno
poco prdctico, pues, para secuencias de eventos que pueden
ocurrir de muchas formas posibles, tomaria bastante tiempo
dibujar el diagrama vy, en algunos casos, puede que la vida no
nos alcance para ello.

Afortunadamente, existen otras técnicas de conteo mucho
mds prdcticas gue los diagramas de drbol. En este sentido, el
Principio Fundamental del Conteo nos proporciona un método
mds prdctico y menos tedioso que dibujar un diagrama de
drbol. Sin embargo, para poder aplicarlo, si se reguiere tener
una imagen mental (en nuestra imaginacidn) de cdmo se veria
el diagrama de drbol, esto si dedicdramos tiempo a la tediosa
y poco prdactica tarea de dibujarlo.

Anfes de enunciar el Principio Fundamental del Conteo,
veamos cuales son los fundamentos detfrds del mismo, pues es
importante comprender cudles son las condiciones que nos
permiten hacer uso de él. Para esto tomemos el diagrama de
drbol anterior y démosle un giro de 90° en el sentido
contrario de las manecillas del reloj. También retiremos los
dibujos de la ropa. De este modo, nos quedara la siguiente
figura parecida a un drbol seco:
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12 RAMAS FINALES
e NN L NS NS N/

Yy X S N 7
N/ N\ / \/
Y ).

Lot Pdreel

Lada rama ramrhca 2 veces

Jo. Mivel
Cada rama ramifica 2 veces

ler bdreel
La raiz del arbol ramifica I

1 veDEd

En el drbol anterior, observamos que de la raiz del drbol se
extienden 3 ramas hacia arriba (ler nivel: recuadro rojo),
luego cada una de esas ramas resulta en 2 ramas hacia arriba
(2% nivel: recuadro verde) y, finalmente, cada una de las
anteriores ramifica nuevamente en 2 ramas (3er nivel:
recuadro azul).

En general, observamos que tenemos distintos niveles de
ramificacidn, los cuales encerramos en colores. La condicidn
gque nos permitird emplear el principio fundamental del
confeo es que, dentro de cada nivel, todas las ramas
ramifiguen el mismo nimero de veces. Por ejemplo, en el 3er
nivel, todas las ramas ramifican en 2 ramas nuevas.

Mo importa gue el nimero de ramificaciones varie enfre un
nivel y otro, como ocurre entre el ler nivel (donde la raiz
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ramifica en 3 ramas) y en el 2° nivel (donde cada rama
ramifica en 2 ramas nuevas).

Aclarado lo anterior, observemos lo siguiente:

1. El ndmero fotal de ramas que se desprende en el ler
nivel es 3.

2. El nimero total de ramas que se desprende en el 2°
nivel es 3=2=6, pues llegan 3 ramas al 2% nivel, y de
cada una se desprenden 2 ramas nuevas.

3. El ndmero total de ramas que se desprende en el 3er
hivel es 6=2=12, pues llegan 6 ramas al 3er nivel y cada
una de estas ramifica 2 veces.

De este modo, para calcular el ndmero total de ramas finales
(las que se desprenden del nivel mds alto) debemos resolver
la siguiente operacidn:

3 x 2 x 2 =12

En el 1er Mivel En el 20 Mivel En el Ier Mivel Mdmero total de
la raiz ramifica cada rama cada rama ramas finales
en 3 ramas ramifica 2 veces ramifica 2 veces

Regresando al diagrama de drbol original (con la ropa). La
operacidn de arriba se traduce en multiplicar el nimero de
posibilidades que fenemos para la camisa (3 posibilidades),
por el nimero de posibilidades para los pantalones (2
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posibilidades), y luego por el nimero de posibilidades para los
zapatos (2 posibilidades).

La operacidn anterior es un ejemplo de aplicacién del
principio fundamental del conteo, esto para una secuencia de
tres eventos. Para este caso parficular, el principio anterior
puede enunciarse del siguiente modo:

Principio Fundamental del Conteo (para Tres Eventos)

Supongamos gue se lleva a cabo una secuencia de fres
eventos, de tal modo que el primero puede ocurrir de N,
formas distintas, el sequndo de Nz formas distintas vy el
tercero de N3 formas distintas. El nimero de formas
posibles en que puede resultar la secuencia de los fres
eventos estd dado por la operacidn:

M= Nz = Ns

En el primer diagrama de drbol (el de la ropa), el primer
evento representa decidir qué camisa ponerse (Ni=3
posibilidades), el segundo evento es decidir qué pantalones
ponerse (M:=2 posibilidades), mienfras que el tercer evento
consiste en decidir cudles zapatos ponerse (MNa=2
posibilidades). De este modo, fenemos 3=2=2=12 estilos a la
moda diferentes para vestirnos.

En general, el principio fundamental del conteo puede
enunciarse para una secuencia compuesta por cualquier
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nimero de eventos. En tales casos, la regla general consiste
en multiplicar entre si el nimero de posibilidades que hay
para cada uno de los eventos.

Mo hay que perder de vista gue, para poder aplicar el
principio fundamental del confeo, es fundamental que las
ramas del diagrama de drbol tengan el mismo nimero de
ramificaciones dentro de cada nivel (aunque cambie de un
hivel a ofro). Lo anterior significa que el nimero de
posibilidades para cada evento se debe mantener constante
(que no cambie), independientemente de las decisiones o
resultados obtenidos en los eventos anteriores.

A continuacion se proporciona un ejemplo donde el ndmero de
posibilidades de cada evento si se altera dentro de un mismo
nivel y, por lo tanto, no se puede emplear el principio
fundamental del conteo a dicho caso.

Supongamos que, para vestirte, tienes un pantaldn, un short,
tres pares de zapatos y dos pares de huaraches. Decides que,

de usar pantaldn, te pondrds zapatos. Sin embargo, en el caso
de usar short, decides ponerte huaraches ¢De cudntas
formas puedes vestirte?

A continuacidn presentamos el diagrama de drbol para el caso
anterior (si, parece que al autor del presente texto le gusta

dibujar ropa):
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g

Del diagrama de drbol anterior, observamos que tienes 5
formas diferentes de vestirte. Pero lo que nos inferesa
observar agui es gue las posibilidades para elegir el calzado
varia dependiendo de si decides usar short o pantaldn. 5i usas
short tienes dos opciones de calzado, mientras que si usas
pantaldn cuentas con tres opciones de calzado.

00 Q@ @0 76 A6

De este modo, en un primer evento tienes 2 posibilidades
(short o pantalén), pero en el segundo evento, que
corresponde a elegir calzado, el ndmero de posibilidades
varia entre 2 y 3 dependiendo de lo que hayas elegido en el
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primer evento. En este caso, no es posible emplear el
principio fundamental del conteo.

Ahora gque ya conoces los fundamentos que dan sustento al
principio fundamental del conteo, procederemos a aplicar
dicho principio a situaciones mds complejas de la vida real.

La técnica de las casillas

Como vimos en la seccién anterior, los diagramas de drbol nos
proporcionan un método Gtil para conocer cudntos resultados
finales diferentes podemos obtener de una secuencia de
eventos. Sin embargo, también vimos que es un método poco
prdactico.

Por esa razdn, infroducimos el principio fundamental del
conteo, el cual puede aplicarse para secuencias de eventos
donde el nimero de posibilidades para cada evento no cambia.
En este caso, el ndmero total de formas en que puede ocurrir
la secuencia de eventos estd determinado por multiplicar
entre si el nimero de posibilidades en que puede ocurrir cada
uno de los eventos.

En esta seccidn infroduciremos la técnica de las casillas, cuyo
propdsito es facilitar la aplicacidn del principio fundamental
del conteo a situaciones mds complejas. Esto lo haremos a
través del siguiente ejemplo particular:
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Ejemplo #1:

(Juieres crear una contrasefia para tu nueva cuenta de correo
electrdnico, y el sistema fe solicita que la confrasefia
presente las siguientes caracteristicas:

a) Debe estar compuesta por 4 caracteres, de tal modo
que cada cardcter pueda ser una letra mindscula (de
la "a" a la "z") o un digito (del O al 9).

b) El primer cardcter de la contrasefia debe ser una
letra mindscula.

c) Eldltimo cardcter de la contrasefia debe ser un digito.

Pregunta: (Cudntas contrasefas diferentes existen que
cumplan simultdneamente las condiciones a), b) y c) arriba
descritas?

Solucion:

Primero que nada, debemos observar que la creacion de una
contrasefa de 4 caracteres podemos interpretarla como una
secuencia de 4 eventos, cada uno de los cuales consiste en
elegir una letra o digito.

Para encontrar la solucidon al problema anterior, lo que
haremos es dibujar un esquema de 4 casillas (una por cada
evento), del mismo modo como si estuviéramos jugando
"ahorcado™:
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X X X —

ler caracter 2o caracter 3er caracter 4o cardcter

Cada una de las casillas anteriores corresponde con un
evento. Asi, la primera casilla representa la eleccién del
primer cardcter de la contrasefia, la sequnda representa la
eleccion del sequndo cardcter, y asi sucesivamente.

Observamos lo siguiente:

A) Para elegir el primer cardcter existen 27
posibilidades, una por cada letra mindscula del
alfabeto (esto por el inciso "b" antes establecido).

B) Para el cuarto cardcter existen 10 posibilidades, una
por cada digito entre el Oy el 9, y contando al O y al
9 (esto por el inciso "c" antes establecido).

C) Tanto para el sequndo y tercer cardcter existen 37
posibilidades, esto porgue pueden ser una letra o un
digito (27 letras + 10 digitos = 37 posibilidades).

Lo siguiente serd escribir en las casillas correspondientes el
ndmero de posibilidades que posee el evento al que
representa. Después de eso, resolvemos la operacion:




ANEXO B

27 x 37 x 37 x 10 = 369,630

ler cardcter 2o cardcter 3er caracter 4o caracter

De este modo, por el principio fundamental del conteo,
concluimos que hay 369,630 posibilidades de contrasefia,
cada una de las cuales cumplen, de forma simultdnea, las
condiciones de los incisos a), b} y c).

Ordenaciones con repeticion

Las contrasefias son un ftipo de arreglo conocido en

matemdticas como ordenaciones. El término “ordenacién”

hace referencia a que se ftrata de un arreglo ordenado, es

decir; en el que importa el orden de sus componentes. Asi,

por ejemplo, las confrasefas "amor”, “ramo”, "roma” y "mora”

son algunos arreglos ordenados formados con las letras "a”,
wowow

0"y "r". Ademds, las cuatro contraseiias anteriores son
diferentes entre si.

L m

Las ordenaciones no se limitan al contexto de las confrasefias
solamente. En una carrera de autos, por ejemplo, la tabla de
posiciones (donde se muestra en qué lugar va cada
competidor) también es un ejemplo de una ordenacidn.
Incluso, una hamburguesa es una ordenacién, pues sus
ingredientes son colocados en un orden especifico.
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De este modo, una ordenacion estd definida por el orden de
sus componentes. Existen ofro tipo de arreglos donde el
orden de los componentes es irrelevante, pero aquellos los
estudiaremos hasta el capitulo 4.

Las contrasefias, en general, corresponden a un tipo

especifico de ordenaciones llamadas ordenaciones con
n i - - 1w I S | -

repeticion. El férmino "con repeticidn” se refiere a que, entre

sus componentes, estd permitida la repeticién de objetos.

Por ejemplo, la contrasefa “parangaricutirimicuaro” se trata
JEMplo, paranga

de una ordenacidn donde las letras "a", "r" e "I" aparecen 4

veces cada una, mientras que las letras "c" y "u" aparecen 2

veces cada una.

Una notacion para el nimero de ordenaciones con
repeticion

En esta seccidn infroduciremos una notacidn matemdtica
apropiada para referirnos al valor numérico que resulta de
calcular el ndmero de ordenaciones con repeticidn sobre
situaciones generales. Esto lo haremos mediante el siguiente
e jemplo:

Ejemplo #2

Queremos calcular el ndmero de contrasefias posibles de 5
caracteres que podemos formar con las letras mindsculas del
alfabeto (27 letras en total).
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Siguiendo la técnica que desarrollamos en el ejemplo #1,
escribir una contrasefa de 5 caracteres puede interpretarse
como una secuencia de B eventos. De este modo, lo primero
gue debemos hacer es dibujar una secuencia de 5 casillas, una
por cada cardcter de la contrasefia:

= x x = =

Ahora bien, dado que cada cardcter puede ser cualguiera de
las 27 letras mindsculas del alfabeto, tenemos 27
posibilidades diferentes para cada uno de los caracteres.
Asi, al llenar las casillas como corresponde, nos queda que el
nimero de contrasefias posibles es:

27 =27 = 27 = 27 = 27 = 14,348 907

De este modo, existen 14,348 907 posibilidades de
contrasefia de 5 caracteres (usando sdlo las 27 letras
mindsculas del alfabeto).

Del ejemplo anterior debemos observar lo siguiente:

a) El ndmero 5 nos dice la cantidad de objetos que nos
interesa ordenar (u acomodar), pues cada contrasefia
posible estd compuesta por 5 caracteres.

b) El ndmero 27 nos indica el nimero de posibilidades que
tenemos para elegir a cada uno de los caracteres, y se
refiere a las 27 letras mindsculas del alfabeto. Esto
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quiere decir gque contamos con un reperforio de 27
objetos para cada una de las elecciones.

Al nimero de contrasefias posibles gue obtuvimos del e jemplo
#2 lo llamamos el nimero de ordenaciones con repeticion

de 27 objetos tomados de 5 en 5, y lo denotamos de la
siguiente forma:

# de posibihdades
para cada caracter

Es una abreviatura 27
de "Ordenaciones <= O R
con Repeticion”® 5 %

# de caracteres de
la contrasena

No hay que perder de vista que la notacién ORZ™ se refiere a
un ndmero, que equivale al nimero de contrasefias de 5
caracteres, donde cada cardcter es una letra mindscula del
alfabeto (27 posibilidades). En otras palabras:

ORZ" = 275 = 14,348,907
Otros ejemplos son los siguientes:

A) ORZ7 equivale al nimero de contrasefas posibles de 9
caracteres donde cada cardcter puede ser una letra
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maydscula del alfabeto (hay 27 posibilidades para
cada cardcter).

B) OR3" equivale al nimero de contrasefias posibles de 8
caracteres donde cada cardcter puede ser un digito
del 0 al 9 (hay 10 posibilidades para cada cardcter).

C) ORZ" equivale al nimero de contrasefias de 7
caracteres donde cada cardcter puede ser una letra
mindscula del alfabeto o un digito (27 letras + 10
digitos = 37 posibilidades para cada cardcter).

Una formula para calcular el nimero de ordenaciones con
repeticion.

Recapitulando el ejemplo #2, observamos que el nimero de
contrasefias de 5 caracteres, en el que cada cardcter puede
ser una letra mindscula del alfabeto (hay 27 letras
mindsculas), estd determinado por la operacidn:

275 = 27 % 27 % 27 x 27 x 27 = 14,348,907

En este caso particular, ORZ7 se calcula multiplicando 5 veces
el ndmero 27, es decir; 27°. Sin embargo, lo anterior puede
generalizarse. Asi, si n y m denotan nimeros naturales,
fenemos que:

OR™ = n™

Es decir; el nimero de ordenaciones con repeticidn de n
objetos (el reperforio de posibilidades) fomados de m en m

(ndmero de objetos a ordenar) estd determinado por n™.
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A continuacidn, proporcionamaos un dltimo ejemplo sobre este
tema, y en el gque aplicaremos la férmula anterior de manera
directa:

Ejemplo #3

Nos interesa calcular el nimero de contrasefias posibles de
4 caracteres fales que cada cardcter puede ser una lefra
mindscula del alfabeto (27 posibilidades), o bien, un digito del
0 al 9 (10 posibilidades).

Dado que existen 27 letras mindsculas vy 10 digitos, tenemos
un repertorio de 37 posibilidades para asignar una letra a
cada uno de los caracteres de la contrasefia. De este modo,
debemos multiplicar 4 veces el nimero 37:

OR}™ = 37%* = 1,874,161

Asi, concluimos que existen 16,777,216 contrasefias posibles
que satisfacen las condiciones antes descritas. En lenguaje
matemdtico, decimos gue el nimero de ordenaciones con
repeticidn de 64 objetos tomados de 4 en 4 equivale a
16 777 ,216.

El orden, un factor relevante en el conteo.

Por dltimo, es importante recordar que el principio
fundamental del conteo se aplica sdlo en aguellas situaciones
donde nos inferesa conocer el nimero de formas en que
puede ocurrir una secuencia de eventos. Lo anterior suele
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estar relacionado con la nocidn de orden que hemos
trabajado a lo largo del presente capitulo. En el caso de las
contrasefias, por ejemplo, cada cardcter de la misma tiene
una posicidn bien definida. Asi, cuando aplicamos el principio
fundamental del confeo para calcular el ndmero de
contrasefias, cada evento asigna un cardcter a una posicidn
bien definida de la contrasefia.

En el caso de la ropa, el orden estd determinado por el lugar
donde se viste cada prenda, es decir; cada evento representa
la eleccidn de un tipo de prenda especifica. De este modo,
tenemos un evento para elegir la playera, otro para elegir el
pantaldn, y un dltimo evento para elegir el calzado.

Sin embargo, existen situaciones en las que el orden no es
relevante. Por ejemplo: ¢Has jugado al doming tradicional? Si
tienes un juego de domind tradicional en tu casa, puedes
verificar que hay 28 fichas en total. Cada ficha contiene dos
valores, representados por una cantidad de puntos que va
desde O hasta 6 (hay 7 valores diferentes). Por ejemplo, la
siguiente ficha tiene a los valores 5y 4:
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Un razonamiento errdneo seria querer aplicar el principio
fundamental del conteo para calcular el ndmero de fichas que
componen al domind tradicional. Si colocamos la ficha sin
valores de forma horizontal, podriamos pensar que un primer
evento es asignar valor al lado izquierdo de la ficha (7
posibilidades), y en un segundo evento se asigna valor al lado
derecho de la misma (7 posibilidades).

Sin embargo, de lo anferior obtendriamos que hay 7=7=49
fichas de domind, gue no corresponde con el ndmero de fichas
que posee el juego tradicional.

Lo anterior nos lleva a un resultade errdneo porque en las
fichas de domind no existe un lado izquierdo ni un lado
derecho. Asi, cuando aplicamos el principio fundamental del
conteo para calcular el nimero de fichas, caemos en el error
de contar dos veces aquellas fichas con valores distintos. En
particular, cometemos el error de contar dos veces la ficha
con valores 5y 4.

Pero, en el domind tradicional, sélo hay una ficha para cada
pareja de valores, incluyendo aquellas parejas formadas por
el mismo valor (llamadas mulas).
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Una ficha de domind es un ejemplo de un arreglo no ordenado,
pues al asignarle valores a la misma, no hay un orden
determinado para tales valores.

Serd hasta el capitulo 4 que estudiaremos un tipo especifico
de arreglos no ordenados que reciben el nombre de
combinaciones sin repeticion, y a los cuales nos referiremos
simplemente como combinaciones.
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CAPITULO 3:

Tablas de Posiciones y Otras Cosas
Introduccion

Este capitulo estd dedicado al estudio de un fipo de arreglos
ordenados denominados ordenaciones sin repeticion. Es
probable que en estos momentos estés un poco confundido,
pues en el capitulo anterior estudiamos otfro tipo de
ordenaciones llamadas ordenaciones con repeticion. Si lo
lees cuidadosamente, notards que la diferencia entre ambos
términos estd en el "con” y en el “sin”.

Como vimos en el capitulo anterior, las oerdenaciones con
repeticion son arreglos ordenados donde estd permitida la
repeticion enfre sus componentes. Para esto, pusimos de
ejemplo las contrasefias, pues se tratan de arreglos
ordenados de caracteres (letras y nimeros) para las cuales
estd permitida la repeticidn de elementos (por ejemplo: en la
contrasefia "tengohambre” donde la letra "e" aparece dos
veces, es decir; se repite).

Sin embargo, consideremos el caso particular de aquellas
confrasefias gue cumplen la propiedad de no repetfir
caracteres (por ejemplo: “"rosa”, "gato”, etc.). Crear una
contrasefia de este tipo no tiene las mismas libertades que
una en la que se permite la repeticidn de letras, pues una vez
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que se ha usade una letra particular, esta ya no puede
utilizarse nuevamente.

Comenzaremos estudiando un Tipo particular de ordenaciones
sin repeticidn llamadas permutaciones, las cuales te serdn
familiares porgue estdn presentes en diversas situaciones de
la vida real.

Las permutaciones

¢Alguna vez has visto una carrera de autos, o has jugado
algin videojuego de carreras? Sequro habrds notado que en
dichas competencias se presenta una fabla de posiciones
donde se muestra el lugar que ocupa cada competidor dentro
de la competencia (ler lugar, 2° lugar, 3er lugar, etc.). Algo
que caracteriza a las fablas de posiciones es que cada
competidor ocupa un dnico lugar en la tabla; es decir, no
puede darse el caso de alguien que vaya en primer y en
segundo lugar al mismo tiempo.

Las tablas de posiciones son un claro ejemplo de un tipo de
ordenaciones sin repeticion llamadas permutaciones. Dado un
grupo de objetos determinado (o personas), una permutacidn
puede interpretarse como acomodar en linea recta a los
integrantes de dicho grupo, asumiendo que es diferente ser
el primero de la linea a ser el dltimo de la misma.

Asi, durante una competencia (de clavados, de gimnasia, de
atletismo, de caminata, etc.), la tabla de posiciones es una
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permutacidn de los competidores, la cual se caracteriza por
ordenarlos de acuerdo al lugar que estdn ocupando en la
competencia, comenzando por el ler lugar y terminando por
el difimo.

Las permutaciones no sdélo se relacionan con las
competencias, pues seguramente tus profesores de primaria
y secundaria permutaban contigo durante las ceremonias
escolares: ¢Recuerdas cuando en dichas ceremonias pedian
que te formaras por estaturas? Formarse por estaturas es
una de las muchas permutaciones que pueden realizarse; de
hecho, cualquier fila de personas es una permutacidn en
particular.

Ahora bien, en las permutaciones no es vdlida la repeticidn
de elementos. En la tabla de posiciones de una competencia,
no puede ocurrir que alguien quede en primer lugar vy, al
mismo tiempo, en quinto lugar. Por otro lade, cuando un grupo
de personas hacen una fila, no puede ocurrir que la misma
persona esté ocupando dos lugares diferentes en la misma
fila (a menos que pensemos en cosas extrafias como la
clonacidn y los viajes en el tiempo, pero por ahora evitemos
ese tipo de casos).

Calculando el nimero de permutaciones

Ahora bien, dada una competencia en la que participa
determinado nimero de competidores, una pregunta natural
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seria: ¢De cudntas formas podria gquedar la tabla final de
posiciones? O bien, dado un grupo de personas: ¢De cudntas
maneras podrian formarse en una fila?

Consideremos el caso particular de una carrera de autos en
la que participan un total de fres pilotos, quienes conducen
un auto rojo, uno azul y uno verde. El siguiente diagrama de
drbol nos muestra todos los posibles resultados finales de la

carrera.
Evento #1 Evento #2 Evento #3
Primer Segundo lercer
automayil en autamanil en autormowl &n
cruzar la meta cruzar la meta CTUZar ka meta

Posiciones &1
PosiCiones #2

Tabla de

Posiciones #3
Por ejemplo, la tabla de posiciones #2 corresponde al caso
donde el auto rojo llega en primer lugar, el verde en sequndo
y el azul en tercero. Por su parte, la tabla de posiciones #5

Tabla de

Posiciones B4

Tabla de
Posiciones #5

Tabla de
Posscrones 86

38
BEt1
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refiere al caso donde el auto verde llega en primer lugar, el
rojo en segundo y el azul en tercero.

e este modo, la carrera puede ser entendida como una
secuencia de 3 eventos. En el evento #1 se determina al
primer lugar, en el evento #2 al sequndo lugar y en el evento
#3 se determina quién llegd en dltimo lugar.

Para determinar al ler lugar existen 3 posibilidades vy, una
vez gque se conoce al ganador de la competencia, para el 2°
lugar sélo quedan 2 posibilidades, pues ya no podemos contar
al que llegd en la primera posicidn. Finalmente, una vez que se
han determinado los dos primeros lugares, para el tercer
lugar sdlo queda una dnica posibilidad.

Resumiendo el pdrrafo anterior, tenemos tres eventos: en el
primero hay 3 posibilidades. Una vez que se conoce el
resultado del primer evento, para el sequndo sélo quedan 2
posibilidades. Finalmente, una vez que se han determinado los
resultados del primer y segundo evento, para el tercero sdlo
queda una dnica posibilidad.

Lo primero gue debemos observar es que el ndmero de
posibilidades de cada evento siempre se mantiene igual, a
pesar de que el conjunto de posibilidades si cambia para
cada uno de los caso. Por ejemplo, si el automdvil rojo llega
en primer lugar, el conjunto de posibilidades para el segundo
lugar estd compuesto por los autos azul y verde. En otro caso,
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si el auto verde llega en primer lugar, el conjunto de
posibilidades para el segundo lugar lo componen el auto rojo
y el auto azul. En ambos casos, el conjunto de posibilidades
esta formado por 2 posibilidades.

De este modo, lo que cambia es el conjunto de posibilidades,
pero no el ndmero de elementos que compone dicho conjunto.
Lo segundo que debemos observar es que el ndmero de
posibilidades de cada evento disminuye en una unidad con
respecto al anterior, es decir; el evento #1 puede ocurrir de
3 formas posibles, para el evento #2 quedan 2 posibilidades,
para el evento #3 sélo hay una posibilidad.

Las observaciones anteriores nos dan luz verde para aplicar
el principio fundamental del conteo a través de la fécnica de
las casillas, lo cual nos permitird calcular el nimero de
resultados finales posibles (o tablas de posiciones posibles)
de la competencia:

3x2x1=6

Evento #1: Evento #2: Evento #3: # de resuftados
3 posibihdades 2 posibilidades Una posibilidad finales posibles

El ejemplo anterior nos proporciona un método general el cual
puede aplicarse para calcular el nimero de permutaciones
posibles que pueden formarse a partir de cualquier grupo de
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objetos (o personas). A continuacidn presentamos dos
ejemplos mds generales donde se aplica el método anterior.

Ejemplo #1:

Pregunta: ¢{Cudntas tablas de posiciones posibles existen
para una carrera de autos en la gue participan un total de 5
competidores?

Del mismo modo que en el caso anterior, se identifican 5
eventos, uno por cada lugar a definir dentro de la tabla de
posiciones (ler lugar, 2° lugar, y asi hasta el 5° lugar). De
este modo escribimos 5 casillas que representan los eventos
anteriores, comenzando con la casilla que representa al
primer lugar y terminando con la que representa al dltimo:

i? &7 i? i? i?

ler Lugar 2o Lugar  3er Lugar 4o Lugar 5o Lugar -

El evento referente al ler lugar puede ocurrir de 5 formas
posibles y, una vez que se tiene este resultado, el evento para
determinar el sequndo lugar puede ocurrir de 4 formas
posibles. Similarmente, el tercer lugar puede ocurrir de 3
formas, el cuarto de 2 y el quinfo de 1. Asi, llenamos las
casillas obteniendo la siguiente operacidn:

SX4x3IXK2IXK1=120

Por lo tanto, el nimero de tablas de posiciones posibles para
esta carrera es de 120 posibilidades.
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Ejemplo #2:

Pregunta: ¢Cudntas palabras diferentes pueden escribirse al
reacomodar las letras de la palabra “centauro™?

Observamos gue el ndmero de letras de la palabra "centauro”
son 8 y todas son diferentes entre si. Este dltimo punto es
muy importante, pues si hubieran letras repetidas, no
estariamos hablando de ordenaciones sin repeticion, y no
podriamos utilizar el método antes descrito.

De este modo, nos interesa conocer de cuantas formas
podemos permutar (o acomodar) las 8 letras de la palabra
"centaurc”. La légica es la misma que con una carrera de 8
autos, solo gue cambiamos los autos por las letras de la
palabra "centauro”, y cambiamos los lugares en la tabla de
posiciones por los lugares que puede ocupar cada letra dentro
de una palabra.

Con base en lo anterior, el ndmero de palabras diferentes gue
puede formarse con las letras de la palabra "centauro” estd
dada por la siguiente operacidn:

BxT7xb6x5xdx3Ix2x1=40320

Por lo tanto, se pueden formar un total de 40,320 palabras
distintas reacomodando las letras de la palabra "centauro”
(tfomando en cuenta a la misma palabra "centauro”).
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Una notacion para las permutaciones

Supongamos que deseamos calcular el ndmero de
permutaciones posibles de 15 objetos (pensemos en una
carrera de 15 autos). Para calcularlas, tendriamos que
resolver la siguiente operacidn:

15 %13 %12 %11l 109 xBx T xboxoixdxIx2xl=

Introducir la operacién anterior en la calculadora podria
llevarte fiempo, sin embargo; existe una notacién muy (il
para abreviar la operacién anterior llamada factorial, la cual
estd representada por el simbolo de admiracion *!". Asi, una
forma de abreviar la operacidn anterior es 15! puedes
encontrar una tecla para el simbolo factorial en cualguier
calculadora cientifica.

Otra forma de denotar las permutaciones es con la letra "P”
seguido del ndmero de objetos a permutar encerrado entre
paréntesis, esto es:

P(15) = 15! = 1,307,674,368,000
Calculando el nimero de ordenaciones sin repeticion

En las tres secciones anteriores, hablamos de las
permutaciones como un tipo particular de ordenaciones sin
repeticion. Sin embargo, dado un grupo de objetos, podria
ser de nuestro interés conocer de cudntas formas podemos
acomodar sdlo un nimero especifico de ellos.
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Explicaremos lo anterior con el siguiente caso. Regresemos
al ejemplo de las carreras de autos, pero esta vez
consideremos el caso de una carrera en la que participan un
total de 25 pilotos. También supongamos gue sélo nos
interesa conocer la tabla de posiciones para los tres primeros
lugares, es decir; de aguellos que al término de la carrera
subirdn al podio para ser premiados.

Pregunta: ¢De cuantas formas posibles podria resultar la
tabla de posiciones anfes descrita?

Para responder a la pregunta anterior, el procedimiento es
casi el mismo que el de las permutaciones, con la diferencia
de que dicho procedimiento se fermina antes.

Dado que sdlo nos interesa conocer de cuantas formas
posibles pueden guedar las tres primeras posiciones de la
competencia (ler, 2° y 3er lugar), identificamos fres

eventos, uno por cada una de las posiciones antes
mencionadas.

i i? i7?

ler Lugar 2o Lugar 3er Lugar -

El evento referente a la clasificacién del primer lugar puede
ocurrir de 25 formas posibles (pues participan 25 pilotos).
Una vez que determina al primer lugar de la competencia,
para el sequndo lugar quedan 24 competidores (pues ya no
contamos al piloto gue quedd en primer lugar). Finalmente,
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para determinar al ganador del tercer lugar gquedan 23
posibilidades (pues ya no contamos a los pilotos que
clasificaron en las primeras dos posiciones).

De este modo, al ocurrir el evento #1 (ler lugar) existen 25
posibilidades, para cuando ocurre el evento #2 (2° lugar)
existen 24 posibilidades, y para el evento #3 (3er lugar) se
dispone de 23 posibilidades. Rellenando las casillas como
corresponde nos gueda la siguiente operacidn:

25 % 24 x 23 = 13,800

Asi
primeros lugares de la competencia puede resultar de 13,800
formas posibles.

concluimos gue la tabla de posiciones de los tres

i

Estrictamente hablando, a la cantidad anterior se le conoce
como el nimero de ordenaciones sin repeticion de 25
objetos tomados de 3 en 3, y se denota por 03°.

Recuerda que el objetivo de infroducir una notacidn
matemdtica nueva no es para complicar las cosas, sino todo lo
contrario, es para simplificarlas. Es como con las
instituciones gubernamentales, resulta mds practico nombrar
sus siglas que su nombre completo.

En la notacién que acabamos de introducir, la O v los dos
valores que se encuentran a su derecha (uno arriba y otro
abajo) tienen un significado, el cual explicaremos a
continuacion:
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Se refiere al nimero de objetos que
compone el repertorio

La "0~ hace referencia a la
palabra “ordenacion” 2 5
La ausencia de la letra "R" nos : 3

indica que son ordenaciones

sin repeticion

se refiere a la canhidad de objetos que vamos a
ordenar de entre o5 que dispone el repertono
(equivale al # de casillas trazadas)

En el contexto de la carrera de autos, cuando hablamos del
repertorio nos referimos a los 25 pilotos de la competencia,
de los cuales sélo 3 serdn posicionados (u acomodados)
dentro de las primeras tres posiciones de la tabla.

De este modo, 0i° puede concebirse como el nimero de
posibilidades que tenemos para seleccionar y posteriormente
acomodar a 3 de los 25 objetos que componen el repertorio,
esto bajo la condicidn de que estd prohibido seleccionar el
mismo objeto dos o mds veces (no estd permitida la
repeticidn de elementos).

Asi, por ejemplo, 0F nos dice de cudntas formas puede
resultar la tabla de posiciones de los primeros 5 lugares en
una carrara de autos con 8 competidores:

0E=8x7x6x5x4=6720
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Por su parte, 0F nos dice de cudntas formas puede quedar la
tabla de posiciones de la misma carrear, pero esta vez para
los 8 pilotos participantes de la competencia. Para esfe
ltimo caso, es importante observar que 0F coincide con el
nimero de permutaciones de 8 objetos; es decir, se cumple
la siguiente igualdad:

0% = P(8) = 8! = 40,320

Para terminar el presente capitulo, es importante
reflexionar sobre las aplicaciones del principio Tfundamental
del conteo. Como vimos en este capitulo y en el anterior, los
diagramas de drbol nos permiten, de forma fdcil, visualizar la
totalidad de posibilidades como puede llegar a suceder una
secuencia de eventos.

Sin embargo, los diagramas de drbol no son una herramienta
prdctica para contar en aguellos casos cuando el nimero de
posibilidades es muy grande; imagina como se veria el
diagrama de drbol que describa la tabla de posiciones de la
carrera de 8 autos; ya vimos que hay 40,320 posibilidades.

La gran utilidad del Principio Fundamental del Conteo es que
permite calcular, con certeza, el nimero de posibilidades
como puede resultar una secuencia de eventos. Sin embargo,
para cada aplicacién de dicho principio hay, de fondo, un
diagrama de drbol que no podemos dibujar por su inmensidad;
aungue esto no significa que no lo podamos imaginar.
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De hecho, para aplicar el Principio Fundamental del Conteo es
muy importante gue imaginemos cdmo se veria el diagrama de
drbol, y debemos verificar gue, al momento de ocurrir cada
evento, el nimero de posibilidades siempre sea el mismo,
aungue el conjunto de posibilidades si llegue a cambiar.

En resumen, detrds de cada aplicacion del Principio
Fundamental del Conteo debe haber un diagrama de drbol que
cumpla que, dentro de cada nivel de ramificacidn, el ndimero
de ramificaciones sea siempre el mismo.

En el siguiente capitulo estudiaremos un tipo de arreglos no
ordenados de nombre combinaciones. Como veremos en dicho
capitulo, los diagramas de drbol para calcular el ndmero de
combinaciones no tienen un nimero fijo de ramificaciones
para cada nivel, por lo que no es posible la aplicacién del
principio fundamental del conteo para calcular el nimero de
combinaciones. Sin embargo, veremos gue es posible obtener
una férmula para dicha finalidad.
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llumnao: Grupa:

L la escala de Totelmente en Desacuerdo & Totolmente de Acwerdo, escribe una X en la opcion que mejar
daceriba tu opinidn sobre |a lectura: "Dos operociones bdsicas pora lo wide”™. On adicidn, responds 5 lss

preguntas abiertas que e te plantean:

Cansidero gue
| s=ccion Lo
propiaded
conmutotivo oo
[
muftipicacion™
e decarralla de
forma clara.

Tatalmente &n
desacerd.

Cn desprwerdo

i de gouerdo
i en
desacierda,

De acuerdi.

Tatalmente de
prwerds

Cecribe tu opinitn sobre [ seccidn “la propgiedod conmutative de le multiplicocion”, hadendo énfasis
sabre o gue te parecs clara y 1o gue te resultd confuso dis la misma.

Cansiders gue
la s=ccion “La
propiaded
osociativa de o
multiplicacian™
e decarralla die

Farma clara

Totakmente &n
deEsocerd.

Cn desprwerdo.

NF de gouerdo
i en
dEsoerdo.

De acuerdo,

Tatalmente de
oeuerdo

Csoribe tu opinitn sabre la seccion Lo propiedod asociative de le multipfoacion”, hacienda &nfasis sabre

lvogue te paracid claro v ko que e resultd confuso da la mema.

Considero que
l& s=cciGn “Lo
divizidn coma
operacidn
irversa de fo
muftipicacion™
e decarralla de
farma clara.

Tatalmente en
b (ST TR

Cin despruerdo.

Ni de qeuerdo
i en
deEiacierda,

D acusEnda.

Tatalmente de
peuerds

Cecribe tu opinion sabre la seccidn “Lo divisidn como operacidn mverse de fo multiplicocidn®, haciendao

anfasis sabre o gque te parecio clars v 1o gue te resultd confusa de |a misma.
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Considera gue | Totalmenteen | Endesocuerdo. | W de ocwerdo D gouerda. Totalmente de

3 s=ccion “Dos desqouenda. nien grueras

LS50S pricticos desscuerdo.

de lo division™

se desarrolla dz [ ] [ ] [} i [ ]
forma clara.

Escribe tu opinion sobre la seccion “Dos uses practicos de lo division

parecid claro y ko que te resultd confuso de la misma.

' hzcienda anfasis sobre lo que te

Considercgue | Totalmentsen | Endesgcuwerdo. | W de oowerdo O gruerda. Totaolmente de
el t2xto “Dos desqouendo. nien gruerds
operociones desgcuenda.

basicas poarg Ia

vido®™ me (] (] . (I (]

proporciond
herramientas
para analizary
salucianar
problemas.

sobre los temas gue se desarmollarcn en testo “Dos operaciones basicas pora fa vido”, mencionz que
temas fueron nuevos para ti y de cuiles ya tenizs conocimiento.
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Alurnima: Grupo:

Ln la escala de Totelmente en Desacuerdo o Totolmente de Acverdo, esoribe una X en fa opcidn gue mejar
deseriba tu apinitn sobre la lectura: “Contendo controsefias ¥ ofros cosos™. En adicion, responde & las

preguntas abiertas que se te plantean:

e dasarrolla de
farma clara.

Considara qua Totalmente gn | Cn desacusrso Ni e ocwerda De gruerdo. Tatalmente de
la sE=ccitGn deracuerdo. ni &n [ala e )
“Introduccion™ desacierco.

te resultd confuso de la misma.

Eecribie tu apginitn sobre la seccidn "Tatroduvccion™, haciendo énfasis sobre o que B2 parecid clara i o que

Considera qua
& seccidn “E
Principio
Furdomentol
del Conteo™ &
decarrolla de
farmia clara.

Totalments en
desacuerco.

En desacusrdo.

N e ocwerda
nieEn
desaeuerdo.

De geuerdo

Totalmente de
ocuerda

te parecio claro y o gue te resulte confuso de la misma.

Cecribe tu apinitn sobre la saccidan: “EF Principio Fundamental del Conteo”, haciendo &nfasis sobre o quea

Considera que Tatalmente en | Cn desacuerdo. i de acwerda De geaerdo Tatabmente de
l& seccidn “Lo desacuerco. fi#n fa TPy ]
Técnica dir los desaeierdo.

Cazillas™ wa

desarrolla de | | | [ |

farmia dlara.

clara ¥ la que te resultd confuss de la misma.

Cecribe tu opinidn sabra |3 saccidn: “Lo Técaioo o las Cozitles™, haciendo &nfazis sobre lo que te parecia
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Considera gqua Totalmente en | En desacoerdo. i e ocwerda De aouerdo. Tatakmente de
la s=ceitn desacuerdo. fi#n ocierda
“Ordenociones desaduerdo.
oo Repeticion™
il [

i dasarrolls die
farmis clars.

parecid clara y 1o gue te resulto confusa de ks misma.

Cicribe tu opinidn sobre [ seccion: “Ordenociones con Repeticidn®, haciendo &nfasis sobre o gue te

rotacida parg
el nimero de
ardenociones
con regeticion”™
e dasarrolla de

farma clara.

Congidara qua Tatalmente en | On desacusrgo Ni e acwerda De qeuerdo. Tatalmente de
la seccion “Una desacuerdo. ni &n ocuerda
deiaeierdo.

Cecribe tu apinidn sobre & seccidgn: “Uno rotacidn para el nimero de ordencciones con repeticidn”,

haciendo Enfacis sobrae o gue te parecio clara ¢ o gue te resulBs confuso de s mismia.

Considera gqua

farmulo pora
calculor el
ndmere de

ardenociones

farma clara

la seccion “WUaa

con regeticion”™
i dasarrolls die

Tatalmenta en
deiacuercdo.

En desacusrdo.

Ni e oceerda
nieEn
desacuerdo.

De qeuerdo.

Totalmente de
ouserda

Cecribe tu opinidn sobre la seocitn: “Uea fdrmulo pore colcwler ef nemers de ordenociones con

repeticion”, haciendo énfacis sobre lo gque te parecio clara y lo gue te resulté confuso de fa misma.
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ANEXOH

Alumno: Grupo:

Evaluacion del Tema: Dos operaciones bdsicas para la vida

Instrucciones:

1) Lee cuidadosamente el siguiente problema.

2) Analiza el problema y contesta a la pregunta planteada por el mismo. Para esto, cuentas
con una hoja en blanco para usar como borrador.

3) Una vez que hayas respondido a la pregunta planteada en el problema, deberas redactar
de forma limpia, clara y ordenada, cual fue tu proceso de razonamiento que te llevo a la
solucidn del problema. Para esto, tienes que mencionar todas las operaciones que
resolviste (suma, resta, multiplicacion y/o divisién), escribe su solucidn y explica cudl fue
el propdsito de resolver dicha operacion.

4)  Por dltimo, escribe la solucidn del problema, es decir; responde a la pregunta que se
planted en el problema.

PROBLEMA #1: Una empresa que se dedica a la fabricacion de focos, tuvo una produccion de 200
focos. Sin embargo, la empresa sabe que, por cada 40 focos fabricados, 7 de ellos no pasan el control
de calidad. Cada foco fabricado generd a la empresa un costo de produccidn de $5, y solo los que
pasaron el control de calidad se venden a un precio de 520 éCual serd la ganancia de la empresa
sobre la produccion antes mencionada?

Observacion #1.1: recuerda que la ganancia no es el dinero que ingresa o la empresa de una venta,
sino la diferencia entre la venta y el costo que generd la misma.

Observacion #1.2: no pierdas de vista que los focos defectuosos generaron un costo a la empresa, el
cual no se recupera, pues estos dltimos no se venderdn.
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Hoja2de 2

Alumno: Grupo:

PROBLEMA #2: Una caja de galletas de avena, de cierta marca conocida, tiene un costo al
consumidor de 520 en los supermercados. Dicha caja contiene un total de 6 paquetes con 4 galletas
cada uno. Por otra parte, un paguete de 6 galletas de avena de la misma marca tiene un precio al
consumidor de 510 en el mini-siper de la esquina éDe cudnto es tu ahorro entre comprar una caja

de galletas y comprar paguetes sueltos de 6 galletas c/u, de tal modo que iguales la cantidad de
galletas que contiene la caja?






ANEXO J

Alumno: Grupo:

Evaluacion del Tema: El principio fundamental del conteo

Instrucciones:

1) Lee cuidadosamente el siguientes problema.

2) Analiza el problema y contesta a la pregunta planteada. Para esto, cuentas con una hoja
en blanco para usar como borrador.

3) Una vez que tengas la respuesta de la pregunta planteada en el problema, deberas
redactar de forma limpia, clara y ordenada, cual fue tu proceso de razonamiento que
te llevd a la solucion del problema. Para esto, tienes que mencionar cuiles fueron los
eventos sobre los que aplicaste el Principio Fundamental del Conteo, asi como también
deberas indicar la cardinalidad del espacio muestral de cada uno de ellos. Tampoco dejes
de escribir cada una de las operaciones que te llevaron a la solucion del problema.

4) Por dltimo, escribe la solucicn del problema, es decir; responde la pregunta que se
planted en el mismo.

Problema #1: El mend de una cafeteria te da las siguientes opciones para armar tu Paquete
Desayuno: café americano o café con leche, jugo o fruta, un platillo a elegir del mend y una pieza de
pan de dulce. 5i eliges jugo, puedes elegir entre jugo de naranja, de toronja o de zanahoria. Si eliges
fruta, te dan a elegir entre una rebanada de sandia, una de meldn, o una de pifia. Para el platillo,
puedes elegir entre las 15 opciones del mend. Por su parte, para el pan dulce, puedes elegir entre
una dona de chocolate, una concha o una mantecada £ De cuantas formas puedes armar tu paquete
desayuno?
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Alumno: Grupo:

PROBLEMA #2: Una empresa lleva a cabo un sorteo entre sus 20 empleados. En dicho sorteo,
primero se rifa un celular, luego una television y, por dltimo, una computadora. Para esto, una vez
gue el ganador del celular ha sido seleccionado, se vuelve a ingresar su nombre a la urna, de modo
gue aun podria ganar la television y/o la computadora. Lo mismo se hace con el ganador de la
television éDe cuantas formas podrian salir sorteados los 3 premios entre los 20 empleados?

Observacion: puede darse el caso que un mismo empleado resulte ganador de los tres premios
sorteados.
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