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NOMENCLATURA 
 
a Radio del capilar [m] 

L Longitud del capilar  [m] 

Q(t) Flujo volumétrico pulsátil [m
3

/s] 

Q0   Flujo volumétrico a gradiente de presión constante [m
3

/s] 

QRF                                                                                   Flujo volumétrico de Reinner Phillipoff [m
3

/s] 

QN(t)                                Flujo newtoniano [m
3

/s] 

I(%)                                 Aumento de flujo o porcentaje de aumento en el flujo [1] 

T Periódo [s] 

t  Tiempo [s] 

Vz Velocidad axial [m/s] 

M    Amplitud de la perturbación oscilatoria [1] 

�̇�𝑊 Rapidez de deformación no estacionaria y no homogénea en la 

pared [1/s] 

�̇�𝑎𝑝𝑝 Rapidez de deformación aparente [1/s] 

�̇�0 Rapidez de deformación [1/s] 

�̇�𝐶 Rapidez de deformación del Rouleaux en la sangre [1/s] 

�̇�𝑁𝐻 Rapidez de deformación no homogénea del modelo de 

Reinner Phillipoff [1/s] 

�̇�𝑥𝑦 

 

Rapidez de deformación [1/s] 

𝜂(�̇�𝑥𝑦) 
 

Función viscosidad [Pas] 

φSS      Función fluidez [1/Pas] 

φapp   Fluidez aparente [1/Pas] 

φapp (t) Fluidez aparente pulsátil [1/Pas] 

φ∞                                                                                    Fluidez a alto corte [1/Pas] 

φ0   Fluidez a bajo corte [1/Pas] 

k Parámetro de transición del modelo de Reiner-Philippoff 

[1/Pa] 

ηp      Viscosidad del plasma [Pas] 

Hct Porcentaje del hematocrito en la sangre [1] 

k0     Volumen del hematocrito a bajo corte [1] 

k∞                                                                                         Volumen del hematocrito a alto corte [1] 

A1, A2 Parámetros del modelo de Reee-Eryng [Pas]  

t1,  t2 Tiempos de transición del modelo Ree-Eryng [s] 

η∞ Viscosidad a alto corte [Pas] 

η0 Viscosidad a bajo corte [Pas] 

 

Otros símbolos  

 

(r,,z) Coordenadas cilíndricas  m,1,m  

 Operador grandiente [1/m] 
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p(t) Gradiente de presión pulsátil [Pa/m] 

p0 Gradiente de presión constante [Pa/m] 

n(t) Función estocástica [1] 

Vectores y tensores 

 

V Vector velocidad [ms
-1

] 

  

  

Tensores 

 

rz Componente rz del tensor de esfuerzos [Pa] 

w Esfuerzo en la pared [Pa] 

rz(t) Componente rz del tensor de esfuerzo en estado estacionario 

[Pa] 

w(t)  
 

Esfuerzo en la pared transitorio [Pa] 

σ0 Esfuerzo de cedencia del modelo de Casson [Pa] 

σxy Componente xy del tensor de esfuerzos [Pa] 

Letras griegas 

 

 Parámetro de pequñez [1] 

 Frecuencia [rad/s] 

θ Variable angular [1] 

Números adimensionales  

 

B Adelzamiento o engrosamiento al corte [1] 

C Transición no Newtoniana [1] 

Otros símbolos 

 

 = 3.1416 Constante Pi [1] 

 

Vz/r Rapidez de deformación [1/s] 

 

|| Valor absoluto [1] 

Abreviaturas  

RP Reinner Philippoff 
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RESUMEN 
 

En la presente tesis de licenciatura, se estudia el efecto del gradiente de presión pulsátil 

en el flujo volumétrico de un líquido incompresible no newtoniano inelástico con respecto a 

aquel correspondiente a un gradiente de presión constante. El estudio del sistema se lleva a 

cabo en una geometría cilíndrica de radio r = a y longitud z = L. Suponiendo efectos inerciales 

despreciables, proceso isotérmico, flujo unidireccional, fuerzas gravitacionales despreciables, 

fluido incompresible y fluido no-newtoniano inelástico, se obtienen expresiones analíticas para 

la función aparente, flujo volumétrico y aumento en el flujo. El flujo y la reología del sistema 

son caracterizados con la ecuación constitutiva de Reinner-Philippoff el cual es un modelo que 

posee tres propiedades materiales: (i) dos fluideces a bajo y alto corte y (ii) un parámetro de 

transición que describe los procesos no newtonianos de estados de mayor a menor viscosidad 

por efecto del flujo.  A partir de los resultados obtenidos con el modelo de RP, se propone 

una aproximación para obtener el aumento en el flujo volumétrico a través de la rapidez de 

deformación en estado estacionario y no homogéneo del modelo de Reiner-Philippoff. 

Finalmente, las predicciones y bondades del modelo son utilizados para describir sangre en 

pacientes con post infarto con el fin de visualizar los efectos que producen los tratamientos 

médicos después de un infarto en la reología de la sangre.  

 

 

Palabras claves: Flujo pulsátil, Ecuación constitutiva de Reinner-Philippoff, Soluciones 

analíticas, Esquema perturbativo, Sangre humana, Post-infarto. 
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FLUJOS OSCILATORIOS  

 

En la historia de la mecánica del medio continuo, los fluidos newtonianos juegan un 

papel preponderante, debido a que la mayoría de los procesos industriales se basan en líquidos 

de esta naturaleza (Bird et al. 1977). Uno de los problemas básicos en el estudio de los fluidos 

no newtonianos es concerniente a los flujos oscilatorios (Davies et al. 1978; López de Haro et 

al. 1996; Bird et al. 2002; Herrera et al. 2009, 2010, Herrera-Valencia et al. 2016, 2017, 2019). 

Existen dos grandes campos de estudio en los flujos oscilatorios: (i) flujo pulsátil y (ii) flujo 

vibrátil (Bird et al. 1977). En este trabajo nos centraremos en el flujo pulsátil de un líquido no-

newtoniano inelástico.  

FLUJO VOLUMÉTRICO A GRADIENTE DE PRESIÓN PULSÁTIL  

 

En este sistema, el gradiente de presión se le suma una contribución que depende del 

tiempo, y matemáticamente se expresa de la siguiente manera (Herrera-Valencia et al. 2019, 

2017, 2016; Lin et al. 2015). 

   ( ) ( )( )0 1 0p t p p p 1 n t = + = +    (1.1) 

En la Ec. (1.1) p(t) es el gradiente de presión pulsátil, 0p  es el gradiente de presión constante, 

ε es un parámetro de pequeñez el cual garantiza que la contribución 1p  sea pequeña y n(t) 

es una función estocástica (Herrera-Valencia et al. 2019, 2017, 2016) que depende del tiempo 

y que representa las desviaciones del valor promedio del gradiente de presión (Lin et al. 2015). 

El punto clave de la Ec. (1.1) es cuantificar el efecto que tiene el gradiente de presión pulsátil 

p(t), en el flujo volumétrico pulsátil Q(t) y compararlo con el aquel (Q0) correspondiente a 

gradiente de presión constante p0 (Bird et al. 2002). Una de las maneras de cuantificar o aislar 

el efecto de la contribución pulsátil de la Ec. (1.1), es por medio de la siguiente expresión 

(Davies et al. 1978). 

    ( )
( ) 0

0

Q t - Q
Ι % = ×100

Q
    (1.2) 

El parámetro I(%) , se conoce como “aumento de flujo o porcentaje de aumento en el flujo”. 

En la Ec. (1.2) el paréntesis significa un promedio integral de tipo temporal, el cual se define 
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por medio del teorema del valor medio del cálculo integral (Herrera et al. 2009, 2010). La 

expresión matemática para el promedio temporal se puede expresar como: 

 

    ( ) ( ) ( )
T 2π/ω

0 0

1 ω
Q t Q t dt Q t dt

T 2π
= =    (1.3) 

En la Ec. (1.3) T es el periodo definido como: T = 2/, el cual tiene unidades de tiempo.  

 

¿DE QUÉ DEPENDE EL FLUJO PULSÁTIL? 

 

De acuerdo con la revisión bibliográfica que se hizo del estudio del flujo pulsátil, las 

principales conclusiones de la Ec. (1.2) con fluidos newtonianos y no newtonianos son 

resumidas a continuación: 

 

Fluido Newtoniano 

 

a) El aumento de un fluido newtoniano es constante y solo depende del parámetro 

de perturbación épsilon multiplicado por el promedio de la función periódica 

<n(t)>, por lo que se tiene lo siguiente: 

   ( ) ( )2Ι % =10 εn t      (1.4) 

b) Si el promedio de la función estocástica es cero, el aumento en el flujo volumétrico 

es cero, es decir que no existe cambio en el flujo volumétrico cuando un fluido 

presenta una viscosidad constante.  

Fluido No Newtoniano 

 

a) En un fluido no newtoniano el aumento I(%) en función del esfuerzo en la pared 

w tiene forma de campana como en los sistemas resonantes que se estudian en 

física clásica en el oscilador armónico forzado. En la literatura de la mecánica de 

fluidos, estas curvas son conocidas como: “curvas tipo resonante del flujo pulsátil”. 
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b) El aumento I(%) en el flujo volumétrico es un efecto de los mecanismos 

adelgazantes de un fluido., es decir el aumento es diferente de cero para un fluido 

no-newtoniano debido a que el líquido disminuye su viscosidad por efecto del 

corte (Herrera-Valencia et al. 2019, 2017, 2016). 

c) El aumento I(%) depende de la amplitud de las perturbaciones M de la función 

estocástica n(t) = M/2 + M1Sen(t), frecuencia angular  y de las propiedades 

materiales de los líquidos (viscosidades a corte bajo, alto y tiempos de relajación). 

d) El máximo en las curvas resonantes (porcentaje de aumento vs esfuerzo en la 

pared) está determinado por un acoplamiento de las propiedades viscosas para 

fluidos inelásticos o viscoelásticos para un fluido que presenta elasticidad y 

viscosidad.  

e) El aumento en el flujo volumétrico depende de la frecuencia de la función 

estocástica a través de la función de onda o ruido estocástico. 

f) Experimentalmente se demostró que para algunos valores de frecuencia la 

eficiencia aumenta mientras que en otros experimentos decrece. 

 

Este trabajo de investigación versa en estudiar el efecto del gradiente de presión pulsátil 

en el flujo volumétrico mediante una aproximación utilizando la función fluidez de la 

ecuación constitutiva en estado estacionario y no-homogéneo. Los resultados obtenidos 

mediante esta aproximación son probados con datos reométricos de sangre en pacientes 

con postinfarto.  

 

APLICACIONES DEL FLUJO PULSÁTIL 

 

El flujo de sangre humana es un problema en la actualidad debido a su compleja 

reología. La premisa es entender cómo esta suspensión biológica fluye en el sistema 

circulatorio humano (Apostolidis y Beris 2015; Brust et al. 2013; Changdar y De 2016; EL-

Shared 2003; Moyers-Gonzalez et al. 2010; Nandakumar et al. 2015) con el fin de desarrollar 

alternativas médicas (anticoagulantes, dispositivos como válvulas cardíacas (Changdar y De 

2016; EL-Shared 2003; Herrera-Valencia et al. 2019, 2017, 2016; Prakash y Ogulu 2007; 

Rabby et al. 2013 ). El flujo y la reología de la sangre se ve afectada por diferentes 
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enfermedades, como son: (i) hipercolesterolemia, (ii) hipoglucemia y (iii) diabetes, (iv) cirrosis 

hepática y (v) cáncer entre otras (Moreno et al. 2013, 2015; Apostolidis y Beris 2015, Herrera-

Valencia et al. 2019, 2017, 2106; Del Rio et al. 1998). La sangre es una suspensión que está 

compuesta de plasma (sales y agua) y eritrocitos (Brust et al. 2013). La forma en que estos 

cúmulos se agregan, se destruyen, se orientan y fluyen por efecto de la fuerza motriz asociada 

al gradiente de presión constante y pulsátil, está directamente relacionado con la condición 

física del paciente (Herrera-Valencia et al. 2019, 2017).  

Sangre en pacientes con infarto  

 

Publicaciones epidemiológicas recientes han confirmado que algunos marcadores 

reológicos, como la viscosidad plasmática, pueden predecir la aparición a largo plazo de 

cardiopatía isquémica, así como los lípidos (Apostolidis y Bersi 2015). La sangre y el plasma 

sanguíneo están correlacionados con los factores de riesgo clásicos de la aterotrombosis 

(Moreno et al. 2015) y en las personas con problemas cardiovasculares reflejan la gravedad de 

la enfermedad de las arterias coronarias (Tian et al. 2018; Junker et al. 1998). Algunas drogas, 

especialmente las estatinas, mejoran las propiedades reológicas de la sangre, mientras que se 

ha sugerido que la aspirina y el acenocumarol no alteran la reología sanguínea (Vaya et al. 

2001).  

El análisis de la sangre humana requiere más técnicas de laboratorio avanzadas que 

involucran pruebas reométricas en estado estacionario y no-estacionario respectivamente 

(Moreno et al. 2015, Sousa et al. 2016).  

El resultado de las mediciones reológicas de sangre entera, como es habitual para 

fluidos no newtonianos, se analiza en términos de las funciones materiales como son: (i) 

función viscosidad, (ii) primer coeficiente de esfuerzos normales, (iii) y segundo coeficiente de 

esfuerzos normales. La función viscosidad definida como el cociente entre el esfuerzo cortante 

y la rapidez de deformación, refleja la dependencia con la resistencia de la sangre a ser 

deformada y su relación con el hematocrito, glóbulos rojos y su comportamiento no 

newtoniano se debe a su tendencia a la agregación, rapidez de deformación y orientación de 

los eritrocitos (Apostolidis et al. 2015; Moreno et al. 2015). Para obtener información fiable y 

coherente, se necesita una ecuación constitutiva reológica que describa la dependencia con la 
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rapidez de deformación del sistema y su relación con las propiedades materiales del sistema 

(Moreno et al. 2015; Herrera-Valencia et al, 2017, 2019). 

 

En este punto, existe una amplia gama de fluidos no newtonianos basados en 

formulaciones fenomenológicas (empíricas) y que describan la relación entre el esfuerzo 

cortante y la rapidez de deformación del fluido de estudio (Bird et al. 1977).  

En esta tesis de licenciatura, se ha elegido el modelo de Reiner-Philippoff (Herrera-

Valencia et al. 2016) el cual, es un modelo que permite obtener una ecuación analítica para la 

fluidez aparente en flujo de Poiseuille en geometrías simples como son: (i) rendija y (ii) 

cilindros.  Este modelo contiene tres propiedades materiales las cuales pueden ser calculadas 

mediante experimentos reológicos en estado estacionario y transitorio respectivamente 

(Moreno et al. 2015, Sousa et al. 2016).  

A partir de datos reométricos de sangre en pacientes con post-infarto que han sido 

tratados con un medicamento para enfermedades cardiacas (Aspirina y Acenocumarol) y con 

datos de sangre de pacientes en donde no se han sometido a tratamientos médicos durante 7 

días.  Con ayuda de una aproximación propuesta del aumento de flujo mediante la ecuación 

reológica de Reiner-Philippoff, se procede a utilizar estas aproximaciones teóricas con tres 

ecuaciones constitutivas llamadas: (i) Casson, (ii) Ree-Eryng y (iii) Quemada las cuales son 

utilizadas para ajustar los datos reométricos experimentales de sangre en pacientes con 

postinfarto y tratados con anticoagulantes. A partir de esto, se calculan los aumentos de flujos 

asociados al flujo pulsátil sanguíneo. 

En resumen, y de acuerdo con la revisión bibliográfica realizada, existen pocos trabajos 

en los que se puedan obtener descripciones analíticas en las cuales el flujo sanguíneo con datos 

reométricos de sangre humana con pacientes tratados con anticoagulantes que hayan 

presentado fallas cardiacas (Easthope y Brooks 1980; Junker et al. 1998; Vaya et al. 2001). Por 

esta razón, este trabajo de tesis es importante con el fin de dilucidar información pertinente de 

estos sistemas. 
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HIPÓTES 
 

Sí el efecto de la incorporación de un gradiente de presión pulsátil afecta el flujo volumétrico 

entonces, este será cuantificable a través de la mejora en el flujo volumétrico.  

 

OBJETIVOS 
 

Objetivo general  

 

 Determinar el efecto que produce incorporar un gradiente de presión pulsátil en el flujo 

volumétrico en función de las propiedades materiales del líquido y aplicarlo en sangre humana 

en pacientes con fallas cardiacas. 

Objetivos particulares 

 

P1. Caracterizar el flujo y la reología del sistema de flujo mediante el modelo 

constitutivo inelástico de Reiner-Philippoff. 

P2. Obtener expresiones analíticas para el flujo volumétrico a gradiente de presión 

constante y pulsátil en función de las propiedades materiales del sistema y de la función 

periódica. 

P3. Utilizar un conjunto de características (dimensionales) con el fin de introducir 

grupos adimensionales que describan los mecanismos que rigen la física del sistema.  

P4. Utilizar datos reométricos de la literatura de sangre humana en pacientes que han 

sufrido infarto cardíaco con el fin de obtener las curvas de aumento de flujo en función de los 

números adimensionales.  

P5. Aplicar el modelo obtenido en el flujo pulsátil a datos de sangre en un grupo de 

pacientes sobrevivientes a un infarto de miocardio caracterizados con los modelos constitutivos 

de Quemada, Casson y Ree-Eryng (Quemada 1981; Ree and Eryng 1955; Vaya et al. 2001). 
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DISTRIBUCIÓN DEL MATERIAL 
 

En el capítulo I se presenta la introducción del flujo pulsátil, motivación, antecedentes, 

hipótesis y objetivos (general y particulares).  

En el capítulo II se plantea el sistema de estudio desde un punto de vista físico y 

biológico. En el capítulo III se presenta el modelado matemático del flujo pulsátil con el 

modelo de Reiner-Philippoff (RP). A partir de los resultados del capítulo III, se obtiene la 

fluidez aparente, flujo volumétrico y el aumento en el flujo volumétrico.  

En el capítulo IV se presentan las simulaciones obtenidas mediante el programa 

Mathematica (Licencia, FESZ-UNAM).  Se discuten tres tópicos principales en estos 

resultados: (i) La función viscosidad del modelo Reinner-Philippoff (ii) El flujo volumétrico 

sin efectos del flujo pulsátil (ii) Se estudia el aumento en el flujo volumétrico, para diferentes 

condiciones materiales.   

En el capítulo V se analiza el caso particular de un fluido biológico (Sangre humana 

en pacientes sobrevivientes a un infarto).  

En el capítulo VI, se presentan los resultados, conclusiones y trabajo futuro y por 

último, la bibliografía de esta investigación a nivel licenciatura. 
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CAPÍTULO II 

SISTEMA FÍSICO Y 

MODELADO 

MATEMÁTICO 
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MARCO TEÓRICO 

 

En esta sección se desarrollan las principales ecuaciones que se utilizarán en este 

trabajo.  Los trabajos se centran en dos principales premisas: (i) El flujo volumétrico inducido 

por un gradiente de presión pulsátil y el aumento del flujo I (%). El esquema de flujo se muestra 

en la Fig. (2.1)  

 

Figura. 2.1 Sistema físico 

 

 

La Figura 2.1 ilustra el sistema físico el cual consiste en un capilar de radio r = a y 

longitud z = L, con a/L << 1 y t >0. Las coordenadas que describen al sistema son cilíndricas, 

(r, θ, z).  

A continuación, se describen las restricciones más importantes de este sistema. 

 

 

 

( )=Vz r a,t = 0

a

L

( ) ( )( )0 1 = +z zp t p εn t

r

z

Fig1. Mendoza-Vizcaya et al 2020 JNNFM
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ANÁLISIS DE PROCESO 

 

a) Proceso Isotérmico (Temperatura constante por lo que no es necesario el balance de 

transporte de energía). 

b) Efectos inerciales despreciables (Velocidades bajas). 

c) Estado estacionario (Ninguna variable dinámica o cinemática del sistema depende del 

tiempo). 

d) Flujo laminar (Número de Reynolds menor a 2100). 

e) Flujo unidireccional: El vector velocidad sólo tiene un componente en la dirección z, 

i.e. V = [Vr, V, Vz] = [0, 0, Vz (r, t)]. 

f) Simetría cilíndrica (Ninguna variable dinámica, cinemática o intrínseca del sistema 

depende de la variable angular ).  

g) Efectos gravitacionales despreciables (El fluido es deformado continua e 

irreversiblemente por un gradiente de presión pulsátil, i.e. los mecanismos 

gravitacionales u otros son pequeños en comparación con el gradiente de presión 

pulsátil). 

FLUJO PULSÁTIL 

 

Partiendo de primeros principios de física y utilizando la segunda Ley de Newton en un medio 

continuo, el balance de momento toma la siguiente forma simplificada: 

( ) ( )rz

1 d
rσ zp t

r dr
=     (2.1) 

En donde el gradiente de presión pulsátil 

( ) ( )( )zp t zp 1+εn t =    (2.2) 

Integrando con respecto a la coordenada radial r y asumiendo que el esfuerzo es finito, por 

lo que se tiene la siguiente expresión: 

( )rz

1
σ zp t r

2
=      (2.3) 
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La componente rz del tensor de esfuerzos, se puede expresar en términos del esfuerzo en la 

pared, por lo que: 

rz w

r
σ σ

a
= −      (2.4) 

En donde el esfuerzo en la pared se define como: 

( ) ( )w

1
σ t zp t a

2
= −     (2.5) 

A partir de la Ley de la conservación de la materia, el flujo volumétrico se puede calcular en 

coordenadas cilíndricas mediante una doble integral, por lo que se tiene la siguiente expresión: 

( ) ( ) ( )
2π a a

0 0 0

Q t Vz r,t rdrdθ = 2π Vz r,t rdr=     (2.6)  

Al integrarlo por partes, se tiene lo siguiente: 

( )
( )a

2

0

Vz r,t
Q t π r dr

r


= −

    (2.7) 

Suponiendo, que la rapidez de deformación se puede expresar como el producto de la función 

fluidez y el esfuerzo cortante en la pared. 

( )
SS rz

Vz r,t
φ σ

r


=


    (2.8) 

Al sustituir en el flujo volumétrico, se tiene la siguiente expresión analítica: 

( ) ( )
a

2

SS rz rz

0

Q t π φ σ σ r dr= −     (2.9)  

Al sustituir la componente rz del tensor de esfuerzos en la expresión del flujo volumétrico, se 

tiene lo siguiente: 

( ) ( ) ( )
3

app w

πa
Q t φ t σ t

4
=    (2.10) 
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En donde la fluidez aparente pulsátil está definida por la siguiente integral promedio: 

( )
( )

( )4
wσ t

4

app SS rz4

w 0

1
φ t φ dσ

σ t
=      (2.11) 

El caso no pulsátil correspondiente al estado estacionario se obtiene tomando el límite cuando 

el parámetro épsilon tiende a cero, i.e.,  

( )
3

0 ε 0 app w

πa
Q = Lim Q t φ σ

4
→ =    (2.12) 

AUMENTO EN EL FLUJO VOLUMÉTRICO 

 

El aumento en el flujo volumétrico esta dado por la siguiente expresión analítica 

( )
( ) 02

0

Q t Q
I % 10

Q

−
=     (2.13) 

Al sustituir en el flujo volumétrico, se obtiene lo siguiente: 

( )
( ) ( )app w app w2

app w

φ t σ t φ σ
I % 10

φ σ

−
=    (2.14) 

Simplificando se tiene lo siguiente: 

( )
( ) ( )( )app app2

app

φ t 1 εn t φ
I % 10

φ

+ −
=   (2.15) 

En donde los paréntesis, representan un promedio temporal y se puede calcular el teorema 

del valor medio: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )
T 2π/ω

app app app

0 0

1 ω
φ t 1 εn t φ t 1 εn t dt = φ t 1 εn t dt

T 2π
+ = + +   (2.16) 
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El aumento en el flujo dado por la expresión anterior se puede calcular de manera 

analítica para algunos modelos simples (Ley de potencia, Ellis, Reiner-Phillippoff) y para otros 

casos numéricamente. 

MÉTODO PERTURBATIVO  

 

Con el fin de obtener una aproximación analítica se procede un método analítico, por 

lo que se tiene la siguiente expresión: 

( ) ( )w w wσ t σ εn t σ= +     (2.17) 

Suponiendo que el flujo volumétrico se puede expresar como una serie de potencias 

del parámetro épsilon por lo que, se tiene lo siguiente: 

( ) ( ) ( )0 1Q t Q εQ t ε= + +     (2.18) 

 

SERIE DE TAYLOR 

 

Al expandir en series de Taylor, se tiene lo siguiente: 

( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )w w

w w w w n

w σ t σ

Q t
Q σ t Q σ σ t σ R

σ
→


= + − +


 (2.19) 

Al sustituir el esfuerzo perturbado, se tiene lo siguiente: 

( ) ( )( ) 0
0 w

w

Q
Q t Q εn t σ Rn

σ


= + +


    (2.20) 

En donde se ha supuesto que las derivadas del flujo volumétrico en estado estacionario con 

respecto al esfuerzo en la pared fueron remplazadas por las siguientes derivadas: 

( )

( )w w

0

w wσ t σ

Q t Q

σ σ
→

 
→

 
    (2.21) 
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Las dos ecuaciones anteriores, se cumplen si suponemos que la expresión matemática 

que describe el flujo volumétrico converge puntualmente.  El aumento en el flujo volumétrico 

a primer orden se expresa como: 

( )
( )

( ) ( )

0
w

02 2 w

0 0

Q
σ

Q t Q σ
I % = 10 = 10 εn t ε

Q Q



− 
+   (2.22) 

 

PRIMER ORDEN  

 

En esta sección, se analiza el primer orden del flujo volumétrico por lo que se tiene lo siguiente: 

( ) ( )

0
w

2 w

0

Q
σ

σ
I % = 10 εn t

Q




    (2.23) 

La expresión anterior es un punto de partida en los cálculos posteriores e indica que el 

aumento es positivo. El aumento en el flujo volumétrico satisface los siguientes límites 

asintóticos: 

a) A esfuerzos en la pared pequeños 

( )

( )w w w

3

0
w 0w

w
σ 0 σ 0 σ 02 3

0

0 w

aQ
σ π φσ

I % 4σ
Lim = Lim  Lim 1

Q 10 εn t a
π φ σ

4

→ → →

 
 

  = =
 
 
 

  (2.24) 

b) A esfuerzos en la pared grandes  

( )

( )w w w

3

0
ww

w
σ σ σ 02 3

0

w

aQ
σ π φσ

I % 4σ
Lim = Lim  Lim 1

Q 10 εn t a
π φ σ

4



→ → →



 
 

  = =
 
 
 

  (2.25) 
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En este capítulo se presenta el modelado matemático del flujo pulsátil con el modelo 

de Reiner-Philippoff (RP). Asumiendo estado estacionario, homogéneo y fluido incompresible 

se tienen las siguientes expresiones matemáticas para las ecuaciones de: (a) continuidad, (b) 

momento y (c) constitutiva de Reiner-Philippoff.  

ECUACIÓN DE CONTINUIDAD 

 

Si el fluido es incompresible, la densidad no depende de la posición, y de la hipótesis de 

flujo unidireccional, i.e. que la única componente diferente de cero es la axial se tiene lo 

siguiente: 

Vz
0

z


=


     (3.1) 

Esto significa que la velocidad axial no es función de z, solamente puede ser de las 

coordenadas radial y angular respectivamente. Los sistemas cilíndricos, presentan simetría 

angular, por lo que la derivada con respecto a la coordenada angular θ es cero, por lo tanto, la 

componente z del campo de velocidades depende de la coordenada radial r.  

a) Ecuación de momento modificada por el gradiente de presión pulsátil 

Asumiendo que los mecanismos inerciales y gravitacionales son despreciables e integrando 

con respecto a la coordenada radial r y suponiendo que la divergencia de la componente rz y 

el gradiente de presión axial, se tiene la siguiente expresión: 

( ) ( )( )zr z 0

1
rσ p 1 εn t

r r


= +


   (3.2) 

En la Ec. (2) el parámetro  es perturbativo y ha sido puesto deliberadamente en los 

mecanismos inerciales (aceleración instantánea) debido a que queremos ver el efecto de un 

gradiente de presión periódico (Bird et al. 2002). 

b) Ecuación constitutiva del modelo de Reiner-Philippoff 

La última es la función viscosidad del modelo de Reiner-Philippoff la cual, contiene tres 

propiedades materiales {0, , k} y matemáticamente se expresa de la siguiente manera: 
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( )

( )( )

2

zr

0 zr2

0 zr

1+ kσVz
φ σ

r 1+ φ /φ kσ


=


  (3.3) 

La Ec. (3) contiene cuatro constantes materiales las cuales, pueden ser calculadas 

mediante experimentos reológicos en estado estacionario (prueba de flujo) y no estacionario 

(Flujo oscilatorio de baja amplitud). Dos fluideces a bajo y alto corte respectivamente {0, } 

y un parámetro k que describe la transición de estados de mayor a menor fluidez por efecto 

del corte.  

( ) ( ) ( )( )zr z z 0

1 1
σ t p t r = p 1 εn t r

2 2
=   +  (3.4) 

A partir de la Ec. (3.4), se puede calcular el esfuerzo en la pared el cual, es una cantidad 

medible.  

( ) ( ) ( )w zr zr=a

1
σ t =- σ t p t a

2
= −    (3.5) 

Combinado las dos últimas ecuaciones, se tiene lo siguiente: 

( ) ( )zr w

r
σ t σ t

a
= −     (3.6) 

FLUJO VOLUMÉTRICO A GRADIENTE DE PRESIÓN CONSTANTE 

 

El flujo volumétrico es el producto de la velocidad por el área de flujo y se calcula a 

través de una doble integral sobre la sección transversal de flujo. La expresión básica toma la 

forma: 

( ) ( )
2π a

0 0

Q t = Vz r,t rdrdθ     (3.7) 

Integrando la Ec. (3.7) por partes (Bird et al. 2002), se tiene la siguiente expresión para el flujo 

volumétrico, por lo que: 

a

2

0

Vz
Q = -π r dr

r




    (3.8) 

La ventaja de la Ec. (3.8) es calcular el flujo volumétrico a través de la integral de la rapidez de 

deformación sin pasar por el cálculo previo del perfil de velocidades: 
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( )( )

( ) ( )( )
( )

2
a

zr 2

0 zr2

0 0 0 zr

1+ kσ tφ
Q = -π φ σ t r dr

φ φ / φ + kσ t





   (3.9) 

Combinando las dos ecuaciones anteriores, se tiene lo siguiente: 

( )
( )( )

( ) ( )( )

2 213
w 2 2

w 0 2 2
0 0 0 w

1+ kσ t rφπ a
Q = σ t φ r dr

2 φ φ / φ + kσ t r





   (3.10) 

En la Ec. (3.10), se definió la coordenada radial adimensional de la siguiente manera: r = r/a, 

y u = r
2

, por lo que se tiene la siguiente integral simplificada: 

( )
( )( )

( )( )
( )

2
13

w

0 w
2

0 0
w

0

1+ kσ t uφπ a
Q t  = φ udu σ t

φ2 φ
 + kσ t u

φ





 
 
 
 
 
 

  (3.11) 

Integrando se tiene la siguiente expresión para el flujo volumétrico del modelo de Reiner-

Philippoff:  

( ) ( )ap

RF N

0

φ (t)
Q t = Q t

φ

 
 
 

    (3.12) 

El flujo inelástico del modelo de Reiner-Philippoff está dado por el producto de la fluidez 

aparente y el flujo volumétrico respectivamente: 

( ) ( )3

N 0 w

1
Q t a πφ σ t

4
=     (3.13) 

La fluidez aparente para el modelo inelástico de Reiner Philippoff a gradiente de presión 

constante, tiene la siguiente forma analítica: 

( )

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )
4

w
4 2ap 0 0

w w4

0 0 0w

0

φ
+ kσ t

φ t φ / φ φφ φ1
2 kσ t 1 - kσ t Ln

φφ 2 φ φkσ t
φ



  



  
        = + −            

    

           (3.14) 

Es importante resaltar que la Ec. (3.14) tiene dos límites asintóticos importantes, a bajos y altos 

esfuerzos en la pared, i.e. 

w

w

σ 1 ap 0

σ ap

Lim φ φ

Lim φ φ

→

→ 

=

=
    (3.15a, b) 
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Por lo tanto, la Ec. (3.14) describe una transición de fluideces a bajo y alto corte 

respectivamente y es analizada por los límites asintóticos calculados en la Ec. (3.15), y es punto 

de partida en los cálculos posteriores.  

 

El aumento de flujo toma la forma: 

 

( )
( )

( )
2π/ω

0

0 0

0 0

1
Q t dt Q

Q t Q 2π/ω
I % 100

Q Q

 
− 

−  = =


 (3.16) 

Por lo que:  

( )

( ) ( ) ( )

( )

2π/ω

ap w ap w w

0

ap w w

ω
φ t σ t dt φ σ σ

2π
I % 100

φ σ σ

 
− 

 =


 (3.17) 

La integral de la Ec. (3.17) por lo general no tiene una representación de tipo analítico, por 

lo que se debe resolver de una manera numérica para encontrar el flujo. Para su solución, se 

debe de realizar los siguientes pasos: 

a) Seleccionar la función estocástica n(t) 

b) Asignar valores a la amplitud M  

c) Asignar valores a las propiedades materiales del modelo de Reiner-Philippoff  

d) Asignar un valor a la frecuencia  

e) Integrar numéricamente la Ec. (3.17) por un método estándar como Simpson  

f) Obtener las parejas ordenadas de esfuerzo en la pared y aumento en el flujo 

volumétrico. 

Para no proceder con un método numérico, se utiliza un método alternativo propuesto 

por Herrera-Valencia et al. (2016, 2017, 2019), el cual consiste en una expansión en series de 

potencias de la variable épsilon combinada con una serie de Taylor. 
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AUMENTO EN EL FLUJO VOLUMÉTRICO. EXPANSIÓN EN SERIE DE 

TAYLOR 

 

El esfuerzo en la pared se tiene:  

( ) ( )w w wσ t σ σ εn t= +   

 (3.18) 

Asumiendo  

( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3

0 1 2Q t ε  Q ε Q t ε Q t ε= + + +    (3.19) 

Al expandir el flujo volumétrico en términos del esfuerzo en la pared, se tiene: 

( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )

( )( )
( )

( )

( )
w w w w

2
2

w w w w w w 2

w wσ t σ σ t σ

3

Q 1 Q
Q σ t Q σ σ t σ σ t σ

σ t 2 σ t

ε

 

→ →

 
= + − + −

 

+         (3.20) 

Combinando las dos últimas ecuaciones, se obtiene la siguiente expresión analítica: 

 

( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )

( )( )
( )

( )

( )
w w w w

2
2 3

w w w w 2

w wσ t σ σ t σ

Q 1 Q
Q σ t Q σ σ εn t σ εn t ε

σ t 2 σ t
→ →

 
= + + +

 
(3.21) 

Igualando las dos últimas expresiones, se tiene las contribuciones de diferente orden. A orden 

cero, se tiene lo siguiente; 

( )0 wQ Q σ=             (3.22) 

A primer orden se tiene lo siguiente; 

( ) ( )
( )

( )

( )
w w

0
1 w w

w wσ t σ

QQ
Q t σ n t σ n t

σ t σ
→


= =

 
        (3.23) 

Las Ecs. (3.21-3.23) son punto de partida en el cálculo del flujo volumétrico a ordenes cero y 

primero respectivamente. 

AUMENTO EN EL FLUJO VOLUMÉTRICO 

 
En esta sección se calculará el aumento en el flujo volumétrico a ordenes cero y 

primero. Se tomará como base los desarrollos de la sección anterior. 
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Teoría a orden cero (
0

): 

 

Al sustituir la expansión del flujo volumétrico en la ecuación de aumento en el flujo 

volumétrico, el orden cero no contribuye al aumento, i.e., I(%) = 0. 

 

Teoría a primer orden (
1

): 

 

Al sustituir, las series en las ecuaciones diferenciales y separar las contribuciones a 

primer orden, se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones acopladas: 

( )
( ) ( ) ( )0 0 1 2 0

1

0 0

Q t Q Q Q t Q t Q
I % = 100 100

Q Q

− + + +  −
=  (3.24) 

Al aplicar el operador promedio sobre la serie de potencias, se tiene la siguiente 

expresión analítica: 

( )
( ) ( )0 1 2 0

1

0

Q Q t Q t Q
I % =100

Q

+ + −
   (3.25) 

Finalmente, las contribuciones a ordenes cero y primero son las siguientes: 

( )0I %  = 0       (3.26) 

Y a primer orden, se tiene lo siguiente: 

( )
( )1

1

0

Q t
I % =100

Q
      (3.27) 

Al sustituir en la expresión del aumento del flujo volumétrico, se tiene lo siguiente: 

( )
( )

( )0
w

1 w
1

0 0

Q
σ εn t

Q t σ
I % =100

Q Q




=    (3.28) 

o en términos de la fluidez, la Ec. (28) toma la forma: 

( ) ( ) ( )

ap

ap w
apw w

1

ap ap w

φ
φ σ

φσ σ
I % = εn t 1 εn t

φ φ σ


+

 
= +   

 (3.29) 

En la siguiente sección se presentan las predicciones de la Ec. (3.28), y la fluidez aparente (Ec. 

3.13), en forma adimensional (Ec. 3.29) 
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w

ap w 4

w

B+ Cσ
Cσ BLn

B
φ σ B 1 2 1-B

Cσ

  
  −

    = + 
 
 
  

 (3.30) 

Sustituyendo, la Ec. (3.30) en la Ec. (3.29) calculando la primera derivada y simplificando, se 

obtiene la contribución a primer orden: 

( ) ( )

0
w

2 w
1

0

γ
σ

σ
I % =10 εn t

γ



     (3.31)  

En donde la derivada de la rapidez de deformación, está definida de la siguiente manera: 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )

2 4 6

w w w

4
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w w
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4 4
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Cσ
Cσ 6B 1 B B Cσ Log 1

Bγ
B

σ Cσ 1 Cσ

+ +

 
+ + − + + 

   =
 +

  (3.32) 

 

Finalmente, el aumento en el flujo volumétrico se tiene lo siguiente: 

 

( )

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 4 6

w w w

4
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w w
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2 4

4 4 2 w

w w w

2 B-1 B Cσ B 8B-7 Cσ 2 B-1 Cσ

Cσ
Cσ 6B 1 B B Cσ Log 1

BI σ ;C,B

10 εn t Cσ
1 Cσ Cσ 2 B-1 B Cσ 2B B-1 Log 1

B

+ +

 
+ + − + + 

  =
   

+ + + +  
    

(3.33) 

 

La Ec. (33) representa el aumento de flujo en el sistema de estudio utilizando la función 

fluidez aparente calculada en el capilar de radio r = a y z = L.  Nótese, que esta depende de los 

números adimensionales B y C los cuales, describen la física no lineal del sistema. La Ec. (33) 

admite dos límites asintóticos: (i) a esfuerzos en la pared bajos 

( )

( )w

w

σ 0 2

I σ ;C,B
Lim 1

10 εn t
→ =    (3.34) 
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(ii) a esfuerzos en la pared alto: 

( )

( )w

w

σ 2

I σ ;C,B
Lim 1

10 εn t
→ =    (3.35) 

 

 

Figura. 3.1 Esfuerzo en la pared vs aumento de la función fluidez 

 

Con el fin de ilustrar un capilar de radio r = a y longitud z = L se elaboró la Fig. 3.1 en 

donde el fluido fluye debido a un gradiente de presión pulsátil. Del lado derecho, se observa 

un punto material en coordenadas cilíndricas. En la Fig. 3.1 se observa el aumento en el flujo, 

en función del esfuerzo en la pared aplicado. La ecuación evaluada toma la forma: 

( )

( )

( ) ( )( )
( )

2 w wap 0ap 1

φ(ap)

ap 0 ap 0

σ φ / σφ M
I (%) 100ε N(t) 10 ε

φ φ 2

 
= =  

En las simulaciones de la Fig. 3.1 el valor de M asociada a la amplitud de la serie de Fourier 

es igual a dos, i.e. M = 2.  Dos hechos importantes son observables en la Fig. 3.1. 

a) El efecto del gradiente de presión se observa a primer orden. La condición suficiente 

para obtener las curvas resonantes observables en la Fig. 3.1 es que el sistema físico 
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experimente cambios en su estructura debido al corte, i.e. que presente adelgazamiento 

al corte. 

b) Al aumentar las propiedades adelgazantes, el máximo en las curvas resonantes 

incrementa por efecto de la desestructuración. 

c) Para valores cercanos a 1, es decir al valor del fluido newtoniano, las curvas resonantes 

decrecen notablemente, y en el valor de B = 1 (Newtoniano) el aumento de la fluidez 

es cero.  
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RAPIDEZ DE DEFORMACIÓN EN ESTADO ESTACIONARIO Y NO-

HOMOGÉNEO  

 

En este punto, el fluido es caracterizado con la fluidez del modelo de Reiner-Philippoff 

( )

2

zr

s

zr 0 2

0 zr

s

σ
1+

σ
φ σ = φ

φ σ
1+

φ σ

 
 
 

  
  

  

     (4.1) 

Aproximación del flujo pulsátil 

 

En esta sección se presenta una alternativa para calcular el aumento de flujo a través de 

la rapidez de deformación en estado estacionario y no-homogéneo. Nuestra premisa es que la 

rapidez de deformación aparente calculada a partir del flujo volumétrico puede ser expresada 

como: 

                     0
ap wap 3

4Q
γ = φ σ

πa
=     (4.2) 

En donde la fluidez aparente ya fue previamente calculada. La rapidez de deformación 

no-estacionaria y no-homogénea puede ser escrita como: 

                     ( )SS w wwγ φ σ σ=      (4.3) 

En donde en términos de variables adimensionales, se tiene la siguiente expresión 

analítica para la rapidez de deformación no-homogénea del modelo de Reiner-Philippoff, por 

lo que: 

       
( )

( )

2

wNH
wNH 21

0 w

1 Cσγ
γ Cσ

φ / k 1+ B Cσ−

 + 
= =  

  

   (4.4) 

El aumento de flujo en términos de la rapidez de deformación toma la siguiente forma 

analítica: 

                                       ( )
( )

( )

NH
w1

w
1 p

NH NH

γ
σγ t

σ
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γ γ
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Al sustituir la Ec. (4.4) en la Ec. (4.5), y derivando con respecto al esfuerzo en la pared, 

se tiene lo siguiente: 

( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )

2 41 1

w w2

1 p2 21

w w

1 3 B Cσ B Cσ
I B,C,M = 10 εn t

1 B Cσ 1 Cσ

− −

−

+ − +

+ +

  (4.6) 

Los límites de la Ec. (4.6), se tiene lo siguiente: 

( )

( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )( )w w

2 41 1

w w1 w

σ 0 σ 02 2 21
p w w

1 3 B Cσ B CσI σ ;B,C,M
Lim =Lim  1

10 εn t 1 B Cσ 1 Cσ

− −

→ →
−

+ − +
=

+ +

 (4.7) 

Y para esfuerzos altos en la pared, se tiene lo siguiente: 

 

( )

( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )( )w w

2 41 1

w w1

σ σ2 2 21
p w w

1 3 B Cσ B CσI B,C,M
Lim = Lim 1

10 εn t 1 B Cσ 1 Cσ

− −

→ →
−

+ − +
=

+ +

 (4.8) 

Las Ecs. (4.6-4.8) son las contribuciones de este capítulo y son punto de partida en los 

cálculos posteriores. 

La Figs. 4.1 y 4.2 muestra el comportamiento matemático de la fluidez (inverso de la 

viscosidad) y el flujo volumétrico en función del esfuerzo en la pared.  En estas simulaciones 

se comparan las dos aproximaciones asociadas a la fluidez aparente y la fluidez en estado no 

estacionario y no-homogéneo. La fluidez muestra dos zonas constantes a bajo y alto esfuerzo 

en la pared y una zona intermedia tipo ley de potencia asociada a la transición de zonas de 

menor a mayor fluidez por efecto de la fuerza motriz asociada al esfuerzo en la pared. En la 

Figura 4.2 el flujo volumétrico muestra un comportamiento lineal con pendiente constante a 

bajo y alto esfuerzo en la pared y una zona monótona creciente, que describe los cambios en 

el flujo debido a los mecanismos adelgazantes al corte: 

a) Las curvas son similares en cuanto a la forma matemática, sin embargo, existe una 

diferencia en la zona adelgazante al corte, en donde los mecanismos adelgazantes 

dictan la dinámica de flujo.  

b) El porcentaje de error que existe entre la fluidez aparente y la aproximación 

propuesta es de orden del 10-17 % por lo que hay que incluir factores de corrección 

en el aumento del flujo pulsátil. 
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Figura. 4.1Comparación de fluideces (aparente y  estacionario no-homógeneo) del modelo de RP. 

 

Se observa que a esfuerzos moderados existe una diferencia entre la zona de 

adelgazamiento al corte. Se elaboró esta gráfica con la finalidad de representar el esfuerzo en 

la pared vs la fluidez. Se obtiene la fluidez aparente normalizada con la fluidez constante (φ0) 

(ROJO) y la fluidez en estado estacionario no-homogéneo (NEGRO) calculadas con el modelo 

de Reinner-Philippoff. 
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Figura. 2.2 Rapidez de deformación en función del esfuerzo en la pared. 

 

En esta simulación se ilustra la diferencia entre la rapidez de deformación aparente y 

la del estado estacionario y no-homogéneo del modelo de RP. 
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En esta sección aplicamos las ecuaciones deducidas en el capítulo III por lo que los 

resultados generales se aplican y solo se cambiará el sistema de estudio. Para eso, se analiza el 

aumento en la fluidez a primer orden a través de datos reométricos de sangre pertenecientes 

a grupos de pacientes que han recibido un tratamiento posterior al haber padecido un infarto 

y otro en cuyo caso no se prescribió ningún medicamento durante 7 días.  Los datos y 

protocolos experimentales fueron realizados bajo estrictos criterios de higiene y seguridad los 

cuales fueron descritos a detalle en el trabajo de Marcinkowska-Gapinska et al. (2007) y 

utilizados en esta investigación de licenciatura. A partir de estos se obtienen las siguientes tablas 

de propiedades materiales y números adimensionales respectivamente. 

RUBRO DESCRIPCIÓN 

TOTAL DE MUESTRAS 

100 MUESTRAS 

- GRUPO A: 38 pacientes 

- GRUPO B: 20 pacientes 

- GRUPO C: 42 pacientes 

SEXO Masculino 

EDAD 37 a 56 años 

SITUACIÓN CLÍNICA Clínicamente estables 

TEMPERATURA 
La sangre y la viscosidad del plasma se midieron a 25 

y 37 ° C 

MODELO DE VISCOSÍMETRO 

PARA EL MUESTREO 
Oscilante de rotación con través LS40 

DOSIS DE TRATAMIENTO 

150 mg por día de aspirina o acenocumarol 

En el grupo C, no se utilizó tratamiento antiplaquetario 

/ anticoagulante durante 7 días. 

 

Tabla 5.1 Características de la población estudiada. 
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DATOS REOMÉTRICOS  

 

En esta sección se presentan los datos reométricos de sangre en pacientes con post-

infarto tratados con dos anticoagulantes conocidos como: (A) Aspirina, (B) Acenocumarol y 

(C) sin tratamiento médico (7 días posterior a la toma de muestras). Los modelos reológicos 

que se utilizaron son los siguientes: (i) Casson, (ii) Ree-Eryng, (iii) Quemada.  

El primero de estos modelos, es el de Quemada el cual contiene cinco parámetros 

materiales asociados a la sangre humana. El primero de ellos es la viscosidad del plasma p, 

Hct el porcentaje de Hematocrito en la sangre, k0 y k son los volúmenes de Hematocrito a 

bajo y alto corte respectivamente y γ c  es la rapidez de deformación del Rouleaux en la sangre.   

                    

2

xy xy
0 xy c

p ctxy

xy xy c

σ γ
k + k γ / γ1

η γ η 1 H
2γ 1 γ / γ

−



    
       = = −    

    +
  

                            (4.1) 

El segundo de ellos se debe al modelo de Ree-Eyring el cual se describe 

matemáticamente como: 

                                      
1 2xy xy

1 2xy
1 1

1 2xy xy

t γ t γ
η γ A A η

Sinh t γ Sinh t γ


− −

 
= + + 

    
   
   

              (4.2) 

Este modelo contiene cinco parámetros materiales. A1 y A2 tienen unidades de 

viscosidad, t1, t2 son tiempos característicos asociados a la transición no newtoniana y  es la 

viscosidad a alto corte. Finalmente, se presenta el modelo de Casson, el cual se puede observar 

a continuación. 

                             

2

0 0 xyxy xy

xy

xy xy

σ η γσ γ

η γ = 

γ γ

   +  
     = 
 

                        (4.3) 

Este modelo contiene dos parámetros materiales los cuales están asociados al esfuerzo 

de cedencia y la viscosidad a bajo corte.  
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PARÁMETROS 

REOLÓGICOS  

Temperatura 25°C Temperatura 37°C 

Grupo de Pacientes Grupo de Pacientes 

A B C A B C 

Casson 

k0 [mPa s] 3.46 ± 0.05 4.5 ± 0.06 4.44 ± 0.06 3.41 ± 0.05 3.47 ± 0.06 3.49 ± 0.05 

τ0 [mPa] 9.0 ± 0.5 9.5 ± 0.8 9.0 ± 0.5 6.9 ± 0.4 7.9 ± 0.6 6.8 ± 0.4 

ηr [mPa s] 1.35 ± 0.02 1.4 ± 0.04 1.39 ± 0.02 1.06 ± 0.02 1.07 ± 0.03 1.09 ± 0.02 

c [mPa] 13.7 ± 0.4 14.4 ± 0.6 13.9 ± 0.5 10.5 ± 0.4 12.0 ± 0.6 10.5 ± 0.4 

ηf/ηp 0.82 ± 0.01 0.82 ± 0.02 0.84 ± 0.02 0.84 ± 0.01 0.82 ± 0.02 0.86 ± 0.02 

c/η [s
-1

] 8.3 ± 0.3 8.4 ± 0.4 8.4 ± 0.3 8.3 ± 0.3 9.2 ± 0.4 8.3 ± 0.3 

Ree-Eyring 

η∞ [mPa] 3.13 ± 0.05 3.17 ± 0.08 3.18 ± 0.05 3.08 ± 0.05 3.05 ± 0.09 3.12 ± 0.05 

A1 [mPa] 46 ± 4 38 ± 6 44 ± 3 28.3 ± 2.1 22 ± 4 28 ± 2 

t1 [s] 54 ± 8 33 ± 8 47 ± 6 22 ± 4 12 ± 5 17 ± 3 

A2 [mPa] 3.9 ± 0.5 4.5 ± 1.0 3.9 ± 0.4 2.4 ± 0.5 3.3 ± 0.6 2.4 ± 0.3 

t2[s] 0.65 ± 0.07 0.9 ± 0.2 0.72 ± 0.08 0.43 ± 0.06 0.6 ± 0.2 0.37 ± 0.05 

Quemada 

k0 4.04 ± 0.04 3.99 ± 0.06 4.10 ± 0.05 3.96 ± 0.04 3.90 ± 0.05 4.01 ± 0.05 

k∞ 1.79 ± 0.03 1.68 ± 0.04 1.82 ± 0.03 1.74 ± 0.03 1.63 ± 0.04 1.77 ± 0.03 

γc’ [s
-1

] 3.2 ± 0.5 4.5 ± 0.5 2.9 ± 0.3 4.4 ± 0.6 6.4 ± 0.6 4.2 ± 0.4 

 

Tabla 5.2 Datos reométricos. 

Los datos reométricos se presentan como un valor central y su respectiva varianza.  Las 

diferencias estadísticas entre los grupos de pacientes A, B y comparado con el grupo C, fueron 

encontrados con una prueba ANOVA y una diferencia probabilística P < 0.5. Se utilizaron tres 

modelos reológicos para el ajuste de los datos reométricos: (i) Quemada, (ii) Ree-Eryng 

tratándose en ambos casos de modelos inelásticos y (iii) Casson que es un modelo viscoso 

inelástico con esfuerzo de cedencia. En las Figs. (5.1) y (5.2) se presenta los resultados de las 

curvas de flujo para el modelo de Quemada a dos diferentes temperaturas. En general, los dos 
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sistemas muestran dos mesetas a baja rapidez de deformación, y una zona intermedia tipo ley 

de potencia. Es claro, que el efecto de la temperatura es el de abatir la viscosidad como se 

observa en los valores de la ordenada al origen en los dos sistemas.  

Modelo de Quemada 

 

El modelo de Quemada es un modelo que contiene cuatro propiedades materiales las 

cuales pueden ser calculadas mediante experimentos reológicos en estado estacionario y no 

estacionario. A continuación, se muestran los gráficos obtenidos de dichas simulaciones.  

 El modelo de Quemada tiene la siguiente estructura matemática: 

 

 
Figura. 5.1 Modelo de Quemada. Pacientes de los grupos A, B y C con los datos correspondientes 

para una temperatura de 25°C. 

El grupo de pacientes que no recibió tratamiento (Grupo C) resultó ser aquel que 

presentara mayor viscosidad a bajos esfuerzos en la pared, seguido del Grupo atendido con 

Aspirina (Grupo A), y por último el Grupo B atendido con Acenocumarol.  Nótese, que los 

efectos de la Aspirina y de la Acenocumarol son apreciables solamente a rapideces de 

deformaciones bajas y altas respectivamente.  
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Figura. 5.2 Modelo de Quemada. Pacientes de los grupos A, B y C con los datos correspondientes 
para una temperatura de 37°C. 

 

Figura. 5.3 Aumento de flujo con el modelo de Quemada para los grupos de pacientes A, B y C, para 
una temperatura correspondiente de 25°C. 
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Figura. 5.4 Aumento de flujo con el modelo de Quemada para los grupos de pacientes A, B y C, para 
una temperatura de 37°C. 

La Fig. 5.3 muestra el comportamiento matemático de la fluidez a orden cero (inverso 

de la viscosidad) vs esfuerzo en la pared, aplicando el modelo de Quemada.  Después de 

comparar las Fig. 5.3 y 5.4, se puede observar que son muy similares en cuanto a los resultados 

obtenidos, por lo que se reprodujo el mismo análisis que en la Fig. 5.3. Matemáticamente, en 

todas las simulaciones de las Figs. 5.3 y 5.4, se observan tres comportamientos: (i) A rapideces 

de deformación bajas (menores a uno), el sistema presenta una zona en donde la viscosidad es 

constante.  (ii) A rapideces de deformación en la pared moderados (0.1, 10) el sistema 

experimenta un comportamiento monótono decreciente. A un segundo comportamiento 

crítico en el esfuerzo en la pared, la viscosidad es constante.  Físicamente, a rapideces de 

deformaciones bajas, el sistema se podría considerar newtoniano, mientras que a moderados 

(0.1, 10) su comportamiento es adelgazante por efecto al corte.  Por último, a elevados valores 

de esfuerzo en la pared presenta una estructura destruida por efecto de la rapidez de 

deformación y esta es equiparable a la viscosidad del plasma (agua).  Biológicamente la zona 

intermedia representaría la desestructuración y orientación de los eritrocitos por efecto del 

flujo asociado a la rapidez de deformación.  El efecto de la temperatura como es de esperarse 

es el de decrecer la viscosidad por efecto térmico. Este hecho se ve a bajos cortes en donde 
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visualmente se observa un decremento de la primera meseta asociada a los mecanismos 

newtonianos. 

Modelo de Ree-Eyring  

 

El segundo de ellos se debe al modelo de Ree-Eyring descrito por la Ec. (4.2). Este 

modelo contiene cinco parámetros materiales. A1 y A2 tienen unidades de viscosidad, t1, t2 son 

tiempos característicos asociados a la transición no newtoniana y  es la viscosidad a alto 

corte. Para los datos reométricos, el modelo de Ree-Eyring presenta dos mesetas a baja y alta 

rapidez de deformación y una zona intermedia tipo ley de potencia.  A baja rapidez de 

deformación, se presenta un fluido estructurado en el cual existe la máxima cantidad de 

interacciones, entrecruzamientos físicos y de Rouleaux respectivamente.  En la zona de 

adelgazamiento al corte, estas estructuras se destruyen y orientan bajo flujo por efecto de la 

rapidez de deformación y una segunda zona a altos cortes en donde la estructura del fluido 

(Eritrocitos) es equiparable a la del solvente y la viscosidad final es .  En las zonas intermedias 

y altas se observa que la viscosidad no presenta una diferencia substancial entre la zona de 

adelgazamiento al corte y segunda zona newtoniana. El efecto de la temperatura se observa en 

el decremento de la primera meseta o zona newtoniana por efecto de la temperatura.   

Las Figs. 5.5 y 5.6 ilustran el comportamiento matemático de la función viscosidad a 

orden cero en función de la rapidez de deformación para el modelo de Ree-Eyring para dos 

diferentes temperaturas T = 25°C y 37°C.   En las Figs. 5.5 y 5.6 se observa que solo en la zona 

de baja rapidez de deformación existe una diferencia entre la función viscosidad para los 

tratamientos A, B y C respectivamente. El grupo de pacientes que recibieron un tratamiento 

con Aspirina (Grupo A) resultó ser aquel que presentara mayor viscosidad a bajos esfuerzos 

en la pared, seguido del Grupo que no recibió tratamiento (Grupo C), y por último el Grupo 

B que fue atendido con Acenocumarol.  

A continuación, se observan los gráficos que se obtuvieron para este modelo.  
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Figura. 5.5 Modelo de Ree-Eyring. Pacientes de los grupos A, B y C con los datos correspondientes 
para una temperatura de 25°C. 

 

 

Figura. 5.6 Modelo de Ree-Eyring. Pacientes de los grupos A, B y C con los datos correspondientes 
para una temperatura de 37°C. 
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Aumento de flujo del modelo de Ree-Eryng 

 

Las Figs. 5.7 y 5.8 ilustran el aumento de flujo I (%) en función de la rapidez de 

deformación para los datos reométricos de la Fig. 5.5 y 5.6 respectivamente. Se observa que el 

aumento de flujo muestra dos máximos asociados a las dos funciones hiperbólicas del modelo 

Ree-Eyring.  El máximo global está asociado al mayor de los tiempos característicos no-

newtonianas del fluido. Se observa que, en los dos casos, los dos tratamientos presentan un 

aumento muy similar, mientras que el caso B (pacientes atendidos con Acenocumarol presenta 

el menor aumento de flujo volumétrico).  Desde un punto de vista biológico, la transición del 

máximo global al local sea importante. Esto debe de ser verificado mediante datos 

experimentales. Finalmente, el efecto de la temperatura es decrecer las curvas resonantes. 

 

 

Figura.  5.7 Aumento de flujo para el Modelo de Ree-Eyring. Pacientes de los grupos A, B y C con 
los datos correspondientes para una temperatura de 37°C. 
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Figura.  5.8 Aumento de flujo para el Modelo de Ree-Eyring. Pacientes de los grupos A, B y C con 
los datos correspondientes para una temperatura de 37°C. 

 

 

 

Modelo de Casson  

 

El último modelo reológico que se utiliza es el modelo de Casson, el cual contiene dos 

parámetros materiales y su descripción matemática se describe en la Ec. (5.3) de este capítulo.  

La Figs. 5.9 y 5.10 muestran el comportamiento matemático de la función viscosidad a orden 

cero (inverso de la viscosidad) vs rapidez de deformación en la pared para dos diferentes temperaturas 

de 25° C y 37°C respectivamente.   

A rapidez de deformación baja la función viscosidad muestra un valor de viscosidad muy alto 

asociado al esfuerzo de cedencia.  

A medida que se aumenta la rapidez de deformación, la función viscosidad muestra un 

comportamiento monótono decreciente. A una rapidez de deformación en la pared crítica, la 

viscosidad tiende a un valor asintótico en donde es constante y su valor es cercano al de la viscosidad a 

alto corte equivalente al plasma  = p.  

Es claro, que en los tres casos que se estudian en esta tesis, no se observa ninguna diferencia 

significativa en la función viscosidad entre los pacientes {A, B, C}.  
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A continuación, se observan los gráficos que se obtuvieron para este modelo.  

 

 

Figura. 5.9 Modelo de Casson. Pacientes de los grupos A, B y C con los datos correspondientes para 
una temperatura de 25°C. 

 

Figura. 5.10 Modelo de Casson. Pacientes de los grupos A, B y C con los datos correspondientes 
para una temperatura de 37°C. 
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Aumento en el flujo volumétrico 

 

En las Figs.  5.11 y 5.12 se ilustra el comportamiento del aumento en el flujo en función de la 

rapidez de deformación.  Nótese, que para este modelo no se obtienen las curvas resonantes como en 

los casos anteriores debido a que lo existe una zona en donde el fluido experimente adelgazamiento al 

corte como en los modelos anteriores. Sin embargo, ha sido demostrado, que la transición de flujo de 

estado de una alta a baja viscosidad como se aprecia en las Figs. 5.9 y 5.10 induce un aumento en el 

flujo. Este aumento, ha sido exhibido en sistemas complejos como micelas tipo gusano y fluidos 

biológicos como sangre humana con niveles de colesterol bajo, medio y alto respectivamente. El 

aumento es función del número de Bingham y de las propiedades estructurales del sistema (Herrera-

Valencia et al. 2019).  

Finalmente, en esta sección se emplearon tres ecuaciones constitutivas para describir la función 

viscosidad de sangre con anticoagulantes. Los resultados muestran que el efecto del anticoagulante es 

apreciable en las zonas de bajo y alta rapidez de deformación y que las pruebas de flujo no muestran 

cambios significativos en la función viscosidad. Sin embargo, una manera de cuantificar estos cambios 

es el aumento de flujo. Los máximos que se presentan están asociados al número de modos que se 

utilice en la ecuación constitutiva. Por ejemplo, el modelo de Quemada caracteriza la sangre con un 

solo modo, mientras que el modelo de Ree-Eryng con dos por lo que el número de máximos son dos 

(Ver por ejemplo las. Figs. 5.7 y 5.8). Finalmente, el modelo de Casson no presenta la Física necesaria 

para describir el aumento de flujo observado en otros modelos (Herrera-Valencia et al. 2017, 2019).  
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Figura. 5.11Aumento de flujo para el Modelo de Casson. Pacientes de los grupos A, B y C con los 

datos correspondientes para una temperatura de 25°C. 

 

Figura.  5.12 Aumento de flujo para el Modelo de Casson. Pacientes de los grupos A, B y C con los 
datos correspondientes para una temperatura de 37°C. 
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CONTRIBUCIÓN AL CONOCIMIENTO 

 

En el presente trabajo se estudió el flujo de un fluido biológico (sangre humana), en 

pacientes sobrevivientes a un infarto de miocardio sometidos a un gradiente de presión pulsátil.  

El flujo y la reología del sistema biológico fueron descritos por el modelo de Reinner-

Philippoff, el cual es un modelo de tres constantes materiales que describe los procesos de 

adelgazamiento al corte por efecto del flujo. El aumento de flujo pulsátil con respecto al flujo 

gradiente de presión constante se calculó mediante una aproximación local establecida 

previamente (Herrera-Valencia et al. 2017, 2019).   

El gradiente de presión pulsátil fue modelado mediante el producto de un gradiente de 

presión pulsátil y una función estocástica multiplicada por un parámetro perturbativo. La 

función estocástica representa las variaciones de la presión en el corazón humano. 

A partir de los resultados obtenidos con el modelo de RP, se propuso una 

aproximación para obtener el aumento en el flujo volumétrico a través de la rapidez de 

deformación en estado estacionario y no homogéneo del modelo de Reiner-Philippoff. 

Finalmente, las predicciones y bondades del modelo fueron utilizados para describir sangre en 

pacientes con post infarto con el fin de visualizar los efectos que producen los tratamientos 

médicos después de un infarto en la reología de la sangre.  

Los resultados más importantes del presente trabajo son resumidos a continuación: 

a) La reología y el flujo en el sistema puede ser caracterizados con el modelo inelástico 

de Reiner-Philippoff, los cuales representan los mecanismos adelgazantes y la 

transición no newtonianos de estados de mayor a menor viscosidad o estructura.   

b) El efecto que tiene el gradiente de presión pulsátil sobre el sistema es disminuir la 

viscosidad. 

c) El efecto del gradiente de presión pulsátil solo se observa a esfuerzos en la pared 

moderados mientras que a bajos y altos esfuerzos en la pared el efecto del gradiente 

no es observable. 

d) A partir de la rapidez de deformación en estado estacionario y no-homogéneo se 

obtuvo una aproximación para el flujo volumétrico y la fluidez. 

e) Al comparar el flujo volumétrico y la fluidez aparente con la aproximación 

propuesta en este trabajo, se obtienen resultados cualitativamente similares.   
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f) Las curvas reométricas muestran que el efecto de los anticoagulantes en la sangre 

es la de disminuir la viscosidad de esta, sin embargo, solo es apreciable a baja y 

altas rapideces de deformación.  

g) Para los modelos de sangre de Quemada y Ree-Eryng se observa un 

comportamiento adelgazante al corte, mientras que con el de Casson se obtiene un 

comportamiento de cedencia como el observado en sangre humana con alto 

contenido de colesterol en la sangre. 

h) El mayor aumento en la sangre se observa en el caso de la sangre humana sin 

tratamiento médico es decir sin aspirina y acenocumarol mientras que, cuando se 

utilizan anticoagulantes, las curvas resonantes decrecen debido a que el fluido es 

menos adelgazante y por lo tanto, las propiedades no newtonianas del fluido 

disminuyen.  

i) El modelo de Ree-Eyring muestra dos máximos uno global y el otro local que 

describe los cambios de pendiente en una curva de adelgazamiento debido a los 

cambios estructurales a través de la viscosidad. 

j) El modelo de Casson, presenta una zona de máxima viscosidad y para una rapidez 

de deformación una zona newtoniana. En este modelo, no se presentan aumentos 

en el flujo volumétrico, como en otros sistemas (Herrera-Valencia et al. 2017, 

2019). 

k) El flujo pulsátil es un mecanismo que nos permite encontrar una diferencia entre 

curvas reométricas con comportamiento reológico muy similar. 
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TRABAJO A FUTURO 

 

Este trabajo puede ser extendido de manera natural tomando en cuenta las variaciones 

del hematocrito diferentes tipos de enfermedades (cirrosis hepática, leucemia, diabetes) y 

trasferencia de tecnología (anticoagulantes o válvulas cardiacas). Por último, el modelado 

de estos sistemas implica el uso de herramientas matemáticas y físicas como son, métodos 

perturbativos, métodos asintóticos y métodos numéricos basados en elemento volumen 

finito e híbridos utilizando software especializado en fluidos no Newtonianos (COMSOL, 

ANSYS FLUENT) 
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