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Introduccion

Existe una cita famosa entre los filosofos del lenguaje que reza:
Los limites de mi lenguaje son los limites de mi universo.

Esta cita pertenece al Tractatus Logico-Philosophicus de Ludwig Wittgenstein, un
hombre que, junto con Gottlob Frege y Bertrand Russell, trabajé e hizo aportaciones
filosoficas sobre los fundamentos de las matemaéticas. Frege, por otro lado, es conocido
por ser la primera persona en dedicar su trabajo a proponer bases generales para toda
la matemaética. La conocida paradoja de Russell es originalmente una critica que el
filosofo hace a Frege después de que su obra The foundations of arithmetic (8] fuera
publicada con los resultados obtenidos sobre sus investigaciones en los fundamentos
de las matematicas. En esta época (finales del siglo XIX y principios del siglo XX),
David Hilbert se vio interesado en contribuir con el proyecto de dar un fundamento
a la matematica. En su perspectiva, la manera de lograr este proyecto era construir
reglas generales para la obtencién de teoremas en cualquier rama de las matematicas.
Es conocido que esta estrategia se vio truncada por los teoremas de incompletitud de
Godel y la irresolubilidad del problema de la detencion de Alonzo Church. Este cambio
de paradigma en el quehacer matematico no desmotivo los intentos por resolver los
problemas puestos en la mesa por Hilbert, sino que incentivé a los matematicos a
plantear nuevas estrategias para su soluciéon, en virtud de que no habia seguridad de
encontrar una demostracion para cualquier verdad matematica.

Uno de estos problemas -quizas, el mas importante para el mismo Hilbert- fue el
primer problema de la lista presentada en el congreso internacional de matemaéticos de
Paris de 1900: la hipdtesis del continuo. Esta afirmacion se deriva del hecho establecido
por Georg Cantor de que X < 280, La hipotesis del continuo es la afirmacién de que

No eziste un cardinal k tal que Ng < k< 2%,

La hipotesis del continuo fue uno de los problemas més abordados de las matematicas
modernas, lo que se puede juzgar estudiando todo el conocimiento desarrollado a
partir de los intentos de verificar o desmentir el enunciado. Con lo que respecta a
este problema, Kurt Gédel demostré que la hipotesis del continuo es consistente con
los axiomas de ZFC. Probablemente el més notable descubrimiento que se obtuvo al
atacar el problema de la hipétesis del continuo fue la técnica de forcing, inventada por
Paul Cohen, y sobre la cual, esta tesis presenta una breve introduccién. La técnica
consiste considerar modelos de la teoria de conjuntos (i.e. porciones pequeiias del
universo de los conjuntos que, de hecho, son conjuntos, y tienen suficientes elementos
para satisfacer los axiomas de ZFC dentro de su “universo a escala”), y a partir de
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estos modelos, generar “modelos mas grandes”. Especificamente, se trata de introducir
“nuevos” conjuntos al universo representado por un modelo base de los conjuntos. Con
la técnica de forcing, Paul Cohen demostro que la hipotesis del continuo es consistente
con ZFC.

Esta tesis fue escrita pensando en que sera leida por estudiantes que por curiosidad
quieren conocer del tema. El objetivo principal es dar una introducciéon al método de
forcing através de aplicaciones que ha encontrado en las tltimas décadas a problemas
de topologia general. Por interés del autor de esta tesis, todas las aplicaciones revi-
sadas giran alrededor de el problema sobre la existencia de L-espacios y S-espacios.
Los L-espacios son espacios regulares y hereditariamente Lindel6f que no son here-
ditariamente separables, y los S-espacios son espacios regulares y hereditariamente
separables que no son hereditariamente Lindel6f. Este problema tiene su origen en los
anos 1920’s, a partir del estudio de la hipdtesis de Suslin. En [26], D. Kurepa muestra
que la linea de Suslin es un S-espacio. Otra clase de espacios topologicos, estudiados
en los capitulos 3 y 4, son los espacios de Luzin, que resultan ser espacios heredita-
riamente Lindelof y, como veremos en el cuarto capitulo de la tesis, a partir de estos
se puede obtener un L-espacio. Para percibir el papel que estos espacios juegan en
esta historia, en el articulo de 1914 [27], N. Luzin demuestra que bajo la hipotesis del
continuo, existen espacios de Luzin. Como corolario de esto, CH implica la existencia
de L-espacios y, como veremos mas adelante, también la existencia de S-espacios. Los
propositos para los que Luzin construye ese espacio no corresponden a lo que desarro-
llaremos en la tesis, pero es interesante conocer que la mayoria de los conceptos con
los que trabajaremos fueron ideados en diferentes momentos del siglo pasado a partir
de los intentos por demostrar o refutar la hipotesis del continuo.

La finalidad de estas aplicaciones es que el estudiante pueda ver cémo construir
ejemplos y contraejemplos utilizando forcing.

En el capitulo inicial se recuerdan definiciones y lemas basicos de teoria de conjun-
tos, para fijar la notacién y que los lectores que tengan a la mano los requisitos més
elementales para proceder con un estudio més formal del forcing. En la primera sec-
cion se fija la nocidén de modelo de la teoria de conjuntos, el significado de relativizar
una formula del lenguaje de la teoria de conjuntos a un conjunto (o modelo) M, se
enuncia el teorema de Léwenheim-Skolem y se dan algunos ejemplos de los conceptos.

Dentro de la segunda secciéon de los preliminares se recuerdan los conceptos basicos
de conjuntos como ordinales y cardinales.

En la tercera seccion se hace el recordatorio de conceptos basicos relacionados con
ordenes parciales, ademas se definen conceptos fundamentales en el forcing como
el de filtro genérico, conjunto denso y anticadena, y se prueban los lemas técnicos
necesarios sobre estos conceptos. Un teorema importante de esta seccion es el teorema
de Rasiowa-Sikorksi.

La siguiente seccién introduce la nocion de P-nombre, que es una de las nociones més
importantes y, en opinién del autor, mas complicadas de entender cuando se estudian
por prinera vez. Se prueban resultados bésicos relacionados con los P-nombres, se dan
ejemplos sencillos y se define el concepto de extension genérica de un modelo.

Continuamos la cuarta seccién hablando del lenguaje de forcing, se define el con-
cepto de forzar una verdad (o el significado de que una férmula del lenguaje de la
teoria de conjuntos sea satisfecha en la extension genérica de un modelo base), se
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prueban propiedades fundamentales del forcing, y se enuncian (sin demostracion) los
lemas més importantes que son el lema de la verdad y el lema de la definibilidad.

En la quinta seccion, se definen los encajes entre drdenes parciales, y se da una
caracterizacion de cudndo dos 6rdenes parciales inducen la misma extension genérica
sobre un modelo base.

Se concluye el capitulo de preliminares con la sexta seccion, en donde se define el
concepto de producto cartesiano de ordenes parciales que serd muy importante para
hablar del Lema de la Particion del forcing de Cohen, un resultado que se prueba en
el segundo capitulo.

En lo que respecta al segundo capitulo, hablaremos del forcing de Cohen que es
el orden parcial especifico con el que Paul Cohen aplicé la técnica de forcing. Se
demuestran lemas y propiedades basicas sobre este orden parcial que serédn utilizadas
para los capitulos posteriores (por ejemplo, el ya mencionado lema de la particion del
forcing de Cohen), y se demuestra que la hipotesis del continuo y su negacion son
consistentes con los axiomas de ZFC.

Dentro del tercer capitulo, hablamos de algunas consecuencias del forcing de Cohen
sobre el analisis real. Se dara la definicién de real de Cohen y se demuestra que el
forcing de Cohen “agrega reales de Cohen al modelo base”. Se demuestra que los
conjuntos no numerables de reales de Cohen forman espacios de Luzin.

Iniciamos el cuarto capitulo con algunas propiedades bésicas de los L-espacios y
S-espacios. En la segunda seccion daremos la demostracion de la existencia de un
L-espacio en un modelo que se obtiene de forzar con Cohen. En la segunda seccion,
daremos una forma alternativa de demostrar la consistencia de la existencia de un
L-espacio, a partir de la existencia de un conjunto de Luzin.

El quinto capitulo es dedicado a revisar una aplicacion a la teoria de grupos topo-
logicos en la resoluciéon de un problema que dur6 bastantes anos abierto. Usando un
real de Cohen se construye un grupo topolégico G hereditariamente separable y tal
que G x G tiene estrechez no numerable.

Concerniente al utlimo capitulo, se demuestra que un principio combinatorio cono-
cido como el azioma (t), que es un debilitamiento del famoso axioma &, se satisface
en cualquier modelo extendido con el forcing de Cohen y, por lo tanto, en estos mo-
delos existe un espacio de Ostaszewski, lo cual es una implicacion del axioma (%).
Cabe mencionar que el espacio de Ostaszewski que se construye en este capitulo no
es hereditariamente Lindelof.

Al inicio de cada capitulo se dard una descripcion del contexto histérico dentro
del cual surgieron las preguntas que fueron contestadas con el uso de la técnica de
forcing, de manera que no parezcan resultados aislados y sea posible notar la interco-
nexion que guardan dentro de la historia de las investigaciones sobre la hipotesis del
continuo. Es importante destacar que todos los resultados demostrados en esta tesis
fueron tomados de articulos que son apropiadamente citados en cada capitulo. Cabe
destacar que el autor V.I Malykhin, citado varias veces, tiene articulos muy interesan-
tes y tutiles para las y los estudiantes que estdn aprendiendo forcing, pues demuestra
teoremas profundos con ideas muy ingeniosas, cuya comprension representa un reto
para el entendimiento de los conceptos més béasicos del forcing. Consideramos que las
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demostraciones y presentacién de los teoremas de esta tesis facilitan la comprension
de los mismos en comparacion con las fuentes originales que fueron consultadas.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos los conceptos y hechos béasicos a partir de los cuales se
construyen las herramientas que constituiran los elementos del forcing que necesitare-
mos. La mayor parte de estos hechos son ampliamente conocidos y pueden consultarse
en [12] o en las notas [10] que seran publicadas proximamente.

Enseguida recordamos los axiomas que constituyen ZFC'"

Axioma de Existencia:
dx [m = x]

Axioma de Extensionalidad:
VaVy[Vz[z €z < z €yl -z =y].

Axioma del Par:
V:z:VyEIz[:L" €zNy € z]

Axioma de la Unién:
Vw JAVz Vy [(m EYANYyEwW) > x € A].
Axioma de Buena Fundacion:
Vx[EIy[yEx] —Jylyca A -Fzlzea A zEy]H.
Esquema de comprension: Para cada férmula ¢ con variables libres x, w1, . .., wy,
VzVwy,...,w, JyVz [x cy<+(z e z/\qb(x,wl,...,wn))}.
Axioma de la Potencia:
Va dyVz [z Cx—z€ y]
Esquema de Reemplanzo: Para ¢ férmula con variables libres x,y, A, w1, ..., wy,

VAVwy,...,w, [(Vz € A3ly¢) — 3Y Vo € Ay € Y ¢)].
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Axioma de Infinito:
Ex[((/) cx) A (Vyealyu{y}e x])}

Axioma de Eleccion :

Yz {@ ¢ x— Hf[(f es una funcion) A (dom(f) =xz) A (Vy € z[f(y) € y])H

El sistema axiomético ZFC sera el minimo requisito que satisfaran los modelos
sobre los cuales todos nuestros resultados seran establecidos. Como es habitual en
Teoria de Conjuntos, se convendra que el universo en el que estaremos trabajando es
la clase de todos los conjuntos:

1.1. Modelos

La intuicion fundamental del método de forcing es que con esta técnica se construye
un “universo mas grande” que el universo V anadiendo ciertos conjuntos determina-
dos por un orden parcial al que llamaremos forcing. Para que el forcing pueda ser
considerado como una estrategia valida en matematicas es necesario que tenga una
interpretaciéon formal dentro de la teoria de conjuntos. Por esto es necesario hablar
sobre modelos de la teoria de conjuntos. Recordamos los conceptos y teoremas que
seran necesarios en el desarrollo de este trabajo. Para un estudio més detenido, un
buen texto para comenzar es [31].

= Un lenguaje L consiste de simbolos para constantes, relaciones y funciones.

= Un L-modelo M correspondiente al lenguaje £ es una pareja (M, I), donde M
es un conjunto no vacio y una interpretacion I que a cada simbolo de constante,
cada simbolo de relacion y cada simbolo de funcién de L, asigne una constante
en M, una relaciéon sobre M y una constante en M, respectivamente. Como en
los textos estandar sobre el tema, escribiremos M en lugar de M.

= Las formulas de un £-modelo M son concatenaciones de simbolos que se cons-
truyen usando los simbolos del lenguaje £, simbolos para variables, el simbolo
de igualdad =, los conectivos logicos A, V, — y —, los cuantificadores V' y 3, y

77 W\ W

los simbolos de agrupacion “(7, “)”, «,
= El lenguaje de la teoria de conjuntos es Le = {€}.

= Un modelo transitivo para la teoria de conjuntos es una pareja (M, I) tal que la
primera coordenada M es un conjunto transitivo (i.e.sia € M y b € a, entonces
b€ M) y la segunda coordenada es una funciéon de interpretacion del lenguaje
Lc en M que interpreta al simbolo € como la pertenencia de conjuntos.

Un teorema fundamental relacionado con modelos en el que nos basaremos continua-
mente es el siguiente, el cual nos garantiza el uso de modelos numerables transitivos:
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Teorema 1.1.1 (Léwenheim-Skolem). Sea M un modelo infinito del lenguaje Lc.
Entonces existe un modelo M’ de L tal que M' C M y M’ es numerable.

La demostracion del teorema anterior se puede encontrar en cualquier libro intro-
ductorio de logica matematica.

Dado M un modelo transitivo y una férmula ¢ cerrada (sin variables libres), decimos
que ¢ es verdad en M o que es verdad relativizada a M, y escribimos

Mo

si ¢ resulta ser una féormula verdadera cuando interpretamos los cuantificadores Vz y
Jx que aparezcan en ¢ como “ Vx € M” y “dx € M”.

Si ¢ tiene variables libres x1,...,2y,, ¥y a1,...,a, € M, entonces escribimos

M = ¢(ay,...,an)

si ¢ resulta ser verdadera cuando los cuantificadores de ¢ son interpretados como ya
se ha mencionado, y x1,...,x, son interpretadas como ay, ..., a,.

A continuacion ejemplificaremos lo dicho anteriormente, y mostraremos una sutileza
que distingue el trabajar dentro del universo V con trabajar dentro de un modelo
transitivo numerable M.

Ejemplo 1.1.2. Sea M un modelo transitivo numerable de ZF(C' y consideremos la
formula ¢(z,y) = Vz[z € y — 2z € z]. Esta formula expresa que y C z. Cuando
relativizamos respecto al modelo M fijando dos objetos a,b € M, tenemos que

M E ¢(a,b) < Vee M[ceb—c€al.

Por transitividad (y el hecho de que b € M), c € b= c € M. Asi, M = ¢(a,b) siy
solo si ¢(a,b) “se satisface” en el universo V.

Ahora veamos qué sucede con el Axioma del Conjunto Potencia.

Ejemplo 1.1.3. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC' y consideremos la
formula ¥ (z, w) = Vyly € w < ¢(z,y)], que expresa que w = P(z) (w es el conjunto
potencia de z). Si a,d € M estan fijos, entonces

M = (a,d) < Ybe M[bed<+ ¢(a,b)]

ie,en M, bedsiysodlosibCa. Yaquebed= be M, entonces todo b € d es
subconjunto de a y todos los subconjuntos de a que estan en M también estan en d,
i.e., d = M N P(a). Pero no necesariamente todos los subconjuntos de a pertenecen
a M, asi que puede ocurrir que M = 1 (a,d) sin que 9 (a,d) se satisfaga en cualquier
modelo, i.e. puede ocurrir que d = MNP (a) # P(a). Con este razonamiento, podemos
concluir que el Axioma de la Potencia:

VaIw(z, w)

se satisface en M si se cumple que para cualquier a € M podemos encontrar un b € M
tal que M | ¢(a,b); o equivalentemente, si se cumple que

a€ M= Pla)NMe M.
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Notacion. Cuando estemos trabajando con algin conjunto a relativizado a un modelo
M de ZFC, incluiremos la notacion a™ para referirnos al conjunto aN M. Por ejemplo,
si a es un conjunto, entonces la potencia de a en M es el conjunto P(a) N M y lo
denotamos por P (a).

Las personas que conozcan de logica matematica saben que existen formulas a las
cuales les decimos “absolutas” para cualquier modelo M.

Definicién 1.1.4. Sea M un conjunto. Una férmula ¢(x1, . .., x,) con variables libres
Z1,...,Ty, €s absoluta para M si para todo ai,...,a, € M se cumple que

dar,...,an) <= M= ¢(aq,...,an).

Informalmente, las formulas absolutas en un lenguaje son aquellas que se satisfacen
en cualquier modelo para el lenguaje.

En las demostraciones que se hacen en esta tesis continuamente hacemos referencia
a la “absolutez” de las formulas con las que estemos trabajando. En particular, estamos
haciendo referencia al lema que probaremos més adelante en el que mostramos que
cierta clase de formulas del lenguaje de la teoria de conjuntos son absolutas. Asi,
cuando en el texto se hablen de féormulas absolutas, estaremos hablando en realidad
de formulas que pertenecen a esta clase que definimos a continuacion.

Definicion 1.1.5. Una férmula cuyos cuantificadores son acotados se llama Ay. Mas
formalmente: Las formulas Ay son aquellas construidas inductivamente por las si-
guientes reglas:

n “ x e y” yétx — y” Son AO.
= Si ¢y son Ag entonces -y ¢ A1) son Ag.

= Si ¢ es Ag, 7 es un término de L y no contiene a la variable x, entonces
“rjzeT A @) es Ag.

Ejemplo 1.1.6. = La inyectividad de una funcion es formula Ag. En efecto, si X
v Y son conjuntos y f : X — Y es funcion, la inyectividad de f se escribe con
la formula

Vo € X[VyeX[f(x) = f(y) —>x:y]],
que es equivalente a la férmula
—-dz € X[ﬁﬂy €EX[f(z)=fly) A(z= y)]}
La formula “ f(z) = f(y)” es equivalente a la féormula
(x,2) € f A (yw) € f—2z=w,
la cual es Ag.

= La sobreyectevidad es una formula Ag. En efecto, esta propiedad queda expre-
sada por la férmula

Vy € Y{Hw € X[(x,y) € f]},

la cual es equivalente a la formula

—EIyEY—'{EIxEX[(x,y) Ef”
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Lema 1.1.7. Si M es un conjunto transitivo y ¢ es una Ag-formula, entonces ¢ es
absoluta para M.

Demostracion. La demostracion es por induccién sobre la construccién de las Ag-
formulas. El lema es claro para las formulas “z € ¢’ v “z =3 .

Sea ¢(x1,...,2y) la Ag-formula “Izjx € 7(x1,...,2,) A Y(z,21,...,2,)]", donde
7 es un término de L¢ que no contiene a la variable = y v es una Ag-féormula, y
supongamos que el lema es cierto para ¢ (i.e. que ¥ es una una formula absoluta).
Hay que demostrar que para cualquier asignacion aq,...,a, € M de las variables
ri,...,T, se tiene que

M E ¢lar,...,an) <= ¢(as,...,ay) se satisface en el universo V.

Sean aq,...,a, € M, denotamos al vector (ai,...,a,) como G. Primero supongamos
que
M 3z [z € 7(a) A ¢(z,a)].

El significado de lo anterior es que 3z € M [z € 7(a) A ¢(z,a)]. Esto implica que
dx[z € 7(a) A Y(z,a)].

Ahora supongamos que 3z [x € 7(a) A ¢(x,a)]. Como aq,...,a, € M, entonces
7(@) € M (esto no es inmediato, pues es consecuencia de la definicion de “término de
un lenguaje” como se interpretan los “términos” de un lenguaje en una estructura o
modelo, pero suponemos que estas nociones son conocidas por las y los lectores). Ya
que M es transitivo y 7(a) € M, si € 7(a), entonces € M. Por consiguiente, se
tiene que

Jz [z € T(@) A ¥(z,a)] = Jz € M [z € 7(a) A ¥(z,a)],

que era lo que se queria demostrar. Finalmente, es claro que si el lema es cierto para
¢ v 1, entonces también lo es para =@, A Y, VY, ¢ =V y ¢ < Y. O

Resumiendo los resultados anteriores, tenemos que las formulas Ag se satisfacen en
cualquier modelo transitivo de ZFC.

La técnica de forcing consiste en trabajar con un modelo inicial que satisfaga los
axiomas de ZFC (y posiblemente mas axiomas) y a partir de un orden parcial que
esté definido dentro de este modelo, agregar nuevos conjuntos que nos permitiran
demostrar algunos teoremas en el “modelo extendido”.

1.2. Teoria basica de conjuntos

En esta secciéon hacemos un breve recordatorio de los conceptos basicos de teoria de
conjuntos que necesitaremos para el desarrollo de la tesis. Comenzamos con algunas
definiciones relacionadas a conjuntos parcialmente ordenados.

Definicion 1.2.1. = Un orden parcial < en un conjunto IP es una relaciéon binaria
en P que satisface las siguientes propiedades:

o Reflexividad: VpeP [p < p].
o Antisimetria: Vp,q € P [p <gANqg<p—p= q]_
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o Transitividad: Vp,q,7 € P [p <gNg<r—=p< r].

Si sobre un conjunto P esta definido un orden parcial <, entonces le llamamos
orden parcial al conjunto con su orden (P, <) y, si no hay ambiguedad, solo al
conjunto P le llamamos orden parcial.

= Un orden total < sobre un conjunto PP es un orden parcial tal que
Vp,qeP[p<qVq<pl.

= Si P es un orden parcial, entonces p € P es <-minimo (<-mdzimo) si satisface
que
VgePp<q] (YgePg<p)).

= Un buen orden < sobre un conjunto A es un orden sobre A tal que para todo
B C A subconjunto vacio, B tiene elemento <-minimo.

= Sean P un conjunto y < una relacion en P. Entonces p € P es <-minimal (<-
mazximal) si satisface que

—EIqGIP’[q<p] (ﬂEqEP[p<qD.

= Una relaciéon R en un conjunto P esta bien fundada si todo subconjunto no vacio
de P tiene un elemento R-minimal.

= Un subconjunto A de un orden parcial (P, <) es <-acotado si

EipE]P’VqEA[aSp].

= Si P es un orden parcial, entonces el conjunto de predecesores de p es
Ip:={qeP:q<p}

s Sean (P, <p) y (Q, <g) érdenes parciales. Una funcién f : P — Q es un isomor-
fismo si f es biyecciéon y

Vp,q € P[p <p q < e(p) <q e(q)].

En adelante, todo orden parcial considerado (P, <) contaré con un elemento maximo
(denotado por 1p). Llamaremos condiciones a los elementos del orden parcial.

Ahora repasamos algunas definiciones relacionadas con nimeros ordinales y cardi-
nales.

Definicién 1.2.2. = Un conjunto « es un nimero ordinal si satisface las siguien-
tes condiciones:

e El conjunto a es transitivo

e En «, la relacién €,= {(8,7) € @ X a: § € v} es un buen orden para a.

Se utilizaréa el simbolo “a € ON” para decir que « satisface la definicion de
nimero ordinal.
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= Sia,f€ON,entonces o < ff <= «a € f.

= Una funcién f : @ — [ entre ordinales es cofinal si
vE < B3 < afs < f(n)].
= La cofinalidad de un ordinal « es

cf(a) :=min{o € ON : 3f : 6 — o cofinal }.

= Un ordinal x es un cardinal si es el minimo ordinal « tal que existe una biyeccién
fik—a.

= Sea A un conjunto. La cardinalidad de A |A| es el minimo ordinal & tal que hay
una funcion biyectiva f : A — k.

= Un cardinal x es regular si cf(k) = k y singular si ¢f(k) < k.

Las definiciones de ordinal y funcién cofinal se pueden expresar como férmulas
Ay, por lo que son absolutas entre modelos de ZFC. Una definicién fundamental que
necesitaremos es la de rango de un conjunto.

Definicion 1.2.3. Se define de manera recursiva el rango de un conjunto z:
rank(z) = sup{rank(y) +1:y € =}.

Se requiere del axioma de buena fundaciéon y del teorema de recursion para justificar
que esta definicion es formal dentro de ZFC. El rango de z es un ordinal que representa
la complejidad dentro de la jerarquia acumulativa con la que se construye el universo
V' de los conjuntos. Para mas informacién al respecto y detalles sobre por qué esta
nocion esta bien definida, se puede consultar [24].

Definicion 1.2.4. Sea A un conjunto y x un cardinal.
1. A% = {f| f es funcidn con dominio k y contradominio A}.
2. A<Y =, AN
3. [A]":={B C A:|B|=«}.
4. [A]<F":={B C A:|B| < &}

En el texto denotamos con el simbolo w al conjunto de los ordinales finitos, y con
wy al conjunto de los ordinales numerables. También usamos w junto con ¥ para
referirnos a la cardinalidad de los naturales, usamos 2%, 2%¢ y ¢ para referirnos a la
cardinalidad de los nimeros reales, y usamos wi y Ny para referirnos al primer cardinal
no numerable.

Lema 1.2.5. Todo cardinal no numerable es reqular o es el supremo de cardinales
requlares anteriores.
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1.3. Conjuntos parcialmente ordenados

Como ya hemos anticipado, los 6rdenes parciales constituyen uno de los objetos
principales en el método de forcing. En esta seccién ponemos a modo de lista las
definiciones y hechos elementales relacionados con el forcing. S6lo demostraremos dos
teoremas que seran relevantes para el contenido que procede esta secciéon: el Teorema
de Rasiowa-Sikorski 1.3.5 y el Teorema 1.3.6.6 que hablan de propiedades importantes
sobre los filtros genéricos de un orden parcial. Nos apegamos fuertemente a la notacion
utilizada por K. Kunen en [24], asi como en la demostracion de los lemas y teoremas
importantes a partir de esta seccién y durante el resto del capitulo, la mayoria de los
cuales fueron tomados de esta fuente.

Definicion 1.3.1. Sean M un modelo de ZFC' y P € M un orden parcial:

= Una cadena en P es un conjunto C' C P tal que
Vp,qeClp<qVq<pl
= Dos condiciones p, ¢ € P cualesquiera son compatibles si

HTEIP[rSp/\TSq],

= Dos condiciones p,q € P son incompatibles si no son compatibles, y esto lo
denotamos como plq 6 qLp.

= Un subconjunto D C P es denso en P si
VpePdq e D[q gp].
= Un subconjunto G C P es un filtro en P si satisface las siguientes propiedades:

e Ip €G.
e VpgeGIreGr<p Ar<gq.
e VreGVpePr<p—ped].

= Un filtro G C P es P-genérico sobre M si para todo D € M se tiene que

M E D esdensoen = GND#J.
= Decimos que un subconjunto D C P es denso debajo de p € P si
Vqé]P’EIreD[qu—)rgq].
= Una anticadena en P es un subconjunto A C P tal que
Vp,q € Alp#q— plgl.

= Un subconjunto A C P es una anticadena mazximal si A anticadena y no es un
subconjunto propio de otra anticadena en P.
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= Un subconjunto A C P es una anticadena debajo de p € P si A es anticadena y
se queda contenida en | p.

= Un subconjunto A C P es una anticadena maximal debajo de p € P si A es
anticadena y se cumple que

Vg<p3ireAlqgLr].

= Un subconjunto A C P es predenso, si

VqGIPEIrGA[q,Kr].

= Un subconjunto A C P es predenso debajo de p si

VqE]P’HTEA[qu—HJ,Kr}

= Un subconjunto U C P es abierto si

VpeUVqgeP[g<p—qeU].

= Un elemento p de P es llamado dtomo si

—EIq,rEIP’[qu/\rgp/\qJ_r]

= P es no atomico o separativo si IP no tiene atomos.

El orden parcial en el que nos enfocaremos en esta tesis es el forcing de Cohen, que
podemos definir ahora, y que estudiaremos con un poco méas de detalle en el siguiente
capitulo.

Definicion 1.3.2 (Forcing de Cohen). Sean I, J conjuntos no vacios. Definimos el
conjunto

Fn(I,J) :={p:p es una funcidn finita A dom(p) C I A ran(p) C J},
con el orden en F'n(1,J) definido por: p < ¢ <= ¢ C p, para cada p, ¢ € Fn(I,J).

Ponemos el siguiente ejemplo elemental para ilustrar los conceptos definidos hasta
ahora.

Ejemplo 1.3.3. Consideremos Fn(I,J) con [ = wy J # (. Para cada n € w
definimos

D, :={p € Fn(w,J) : n € dom(p)}.

Notemos que los D,, son densos en Fn(w,J) pues dados p € Fn(w,J) y n € w, si
n ¢ dom(p) entonces fijamos ¢ := pU {(n, )} con j € J. Es claro que ¢ € D,,.

Asi, un filtro P-genérico G sobre M interseca a cada D,, por lo que la uniéon sera
una funcion f de w en J, ie., f € J¥.
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Ya mencionamos en la introduccién de esta secciéon que el Teorema de Rasiowa-
Sikorski es un resultado muy importante para la teoria que sigue. Dicho teorema
es un resultado clasico que trata sobre dlgebras booleanas: Bajo ciertas condiciones,
asegura la existencia de un filtro en el algebra booleana. El teorema original puede
ser enunciado simplemente para 6rdenes parciales y dice asi:

Teorema 1.3.4 (Rasiowa-Sikorski). Sean P un orden parcial, p € P y D una familia
numerable de conjuntos P-densos. Entonces existe un filtro G C P que interseca a
todos los conjuntos en D y tal que p € G.

Como hemos mencionado antes, muchos teoremas cuyas demostraciones se realizan
utilizando cuantificadores en el universo V de la teoria de conjuntos, seran adaptados
y enunciados de manera relativizada a un modelo transitivo de ZFC. El Teorema de
Rasiowa-Sikorski en forma relativizada es el siguiente:

Teorema 1.3.5 (Rasiowa-Sikorski). Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC,
P € M un orden parcial, y sea D = {D € M : M |= D es denso en P}. En estas
condiciones, para cada p € P siempre es posible encontrar un filtro genérico G sobre
M tal que p € G.

Demostracion. Como M es numerable, entonces D es a lo méas numerable, asi que
podemos escribir al conjunto como D = {D,, : n € w}. Hacemos la siguiente recursion:
Para empezar, fijamos pg := p. Luego supongamos que se ha definido p,,. Por densidad,
existe ¢ € D,y tal que ¢ < p,. Dicha condicién ¢ serda nuestro p,+1, y con esta
recursion podemos hablar de la coleccion {p, : n € w}. Consideremos el conjunto
G = {q e P:dn € w[pn < q]} Observe que p, € G para cada natural n. En
particular, po =p € G y

Vn < w [pn € GN Dy,

lo cual es probaria que G es P-genérico sobre M. Resta probar que G es filtro:
= Como p € Gy p < lp, entonces 1p € G.

= Si tenemos dos condiciones ¢, r € GG, entonces existen n,m € w tales que p,, < ¢
y pPm < r. Es claro que por construccion se tiene que ppim < Dn, Pm, POI lo que
DPntm < q,7. Ademas p,1m € G.

= Sean g € G y r € P tales que ¢ < r. Entones existe n € w tal que p,, < q. Por
la transitividad de la relacion <, se tiene que p,, < r, por lo que r € G.

Por lo tanto, G es filtro P-genérico. O

El siguiente teorema nos garantizara que, trabajando con 6rdenes no atémicos (co-
mo el forcing de Cohen) los filtros que se obtienen del teorema anterior no pertenecen
al modelo base. En otras palabras, el modelo obtenido a partir de dicho filtro es una
extension “propia” del modelo inicial.

Teorema 1.3.6. Sean M un modelo transitivo de ZFC y P € M un orden parcial
no atémico. Para todo filtro P-genérico G sobre M se tiene que G ¢ M.

22



Demostracion. Supongamos que G € M. Como la diferencia de conjuntos es absoluta,
entonces D = P\ G € M. Fijemos p € P, entonces podemos encontrar ¢,r € P tales
que ¢,7 < p y qLr. Por lo tanto, no puede ocurrir que g € Gy r € G.

Sin pérdida de generalidad, g € D y g < p. Esto basta para demostrar que D es
denso en P. Como G es P-genérico sobre M, entonces GND =GN (P\G) # 0, lo
que es una contradiccion. O

En el Teorema de Rasiowa-Sikorski 1.3.5, podria parecer que el filtro G fue definido
en M y que, por lo tanto, es un objeto de M. Sin embargo, notemos que, aunque
la familia D esta contenida en M, ésta no necesariamente es un objeto en M, y es
“posible” que M “no reconozca qué propiedades son satisfechas por la familia D” (por
ejemplo, que D es numerable). Asi, la enumeracion que se us6 en la demostracion
puede ser una funcién f : w — D que no esta en el modelo M.

Los 6rdenes parciales en los que nos interesaremos a lo largo del texto seran no
atomicos, de moodo que por el Teorema 1.3.6, los filtros genéricos sobre un modelo
transitivo M contenidos en dichos érdenes no son objetos de M.

1.4. P-nombres

En esta seccion definimos los P-nombres y estudiamos sus propiedades. Partiendo
de un modelo transitivo M, un orden parcial P € M y un filtro P-genérico G sobre
M, usando los P-nombres, mostramos la forma de construir un modelo transitivo que
extienda a M y que dependera del filtro G. Es por esta razon que a dicha extension
se le llama la extension genérica de M, M[G].

Definicién 1.4.1. Sea P un orden parcial. Definimos recursivamente a la clase VF:
- VE=0.
s Vi ={z:2 CVIxP}=PV] xP).
» Si a es ordinal limite, entonces V! = Us<a Vi

VP .= Uacon VF es llamada la clase de los P-nombres. Si M es un modelo transitivo
de ZFC, entonces definimos M¥ = M NVF = {r € M : M = 7 es un P-nombre}.

Definicion 1.4.2. Sea IP un orden parcial y G un filtro P-genérico sobre M. Definimos
recursivamente la interpretacion respecto al filtro G del P-nombre T:

wig(0):=0

= Si « es un ordinal mayor a 0 y para todo 8 < a y todo P-nombre ¢ € Vg, se ha
definido (o), entonces definimos

ic(t) = {ic(c) : Ip € G [(o,p) € 7]}

A continuacion ejemplificamos la interpretacion de un P-nombre particular:
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Ejemplo 1.4.3. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC, P € M un orden
parcial y G C P un filtro P-genérico sobre M. Notemos que si p € P, entonces
{(0,p)} € Vi N M. Asi, tenemos que

(10,9 = {éw}’ e

La siguiente es la definicién del conjunto que resultara ser la extension de un modelo
M a partir de un filtro genérico G sobre M.

Definicién 1.4.4. Sean M un modelo transitivo de ZFC, P € M un orden parcial y
G un filtro P-genérico sobre M. Definimos la extension genérica del modelo M respecto
al filtro G como

M[G] = {ig(r) : 7 € M*}.

Entre la clase de los P-nombres existen algunos nombres canonicos para los objetos
del modelo inicial M, que nos permitiran asegurar que tales objetos se preservaran
en la extension genérica.

Definicién 1.4.5. Sea P orden parcial y  un conjunto. Definimos recursivamente el
P-nombre candnico del conjunto x, el cual denotamos por &:

« =0

= Supongamos que « es un ordinal mayor a 0 y ya se ha definido g, para todo y
con rank(y) < a. Si rank(z) = «, entonces

¥ :={(g,1p) : y € z}.

Veamos como funciona la interpretacion de los nombres candnicos de dos objetos
sencillos:

Ejemplo 1.4.6. Se tiene que
1= {(51p) ty € 1} = {0, 10)},
« 3= {(7,18) sy € 2} = {(0,12), (1, 1)} = {(0, =), ({(0, 12)}, 1e)}.
Como era de esperarse, se demuestra por induccién que Z es, en efecto, un P-nombre.

Lema 1.4.7. Si M es un modelo transitivo de ZFC, P € M es un orden parcial, y
G es un filtro P-genérico sobre M, entonces

» Vz € Mz € MP A ig(Z) = 2)];
= M C M[G).

Demostracion. = Es facil demostrar por recursion sobre el rango de z que & € MF,
para todo =z € M. Sélo demostraremos que para cualquier x € M, se da la
igualdad i (&) = x, y esto lo hacemos por induccién sobre el rango de x:

. i) = ia(0) = 0.
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e Sea « ordinal y supongamos que si y € M y rank(y) < «, entonces es
cierto que ig(g) = y. Fijamos & € M con rango rank(x) = «. Sabemos
que & = {(g,1p) : y € x}. Entonces,

ic(@) = {ic(c): Ip € G[(o,p) € &] }
= {ig(y) :y € x}
— {y Ty € $}

=xT.

= Es inmediato del primer inciso.
O

Ya hemos visto que si tenemos un orden parcial P en un modelo M de ZFC' y un
filtro P-genérico G sobre M, entonces G usualmente no va a ser un objeto de dicho
modelo. Sin embargo, serd posible hablar de propiedades que cumplira el filtro G
en la extension genérica M[G] desde el modelo M, utilizando el siguiente conjunto
I':= {(p,p) : p € P}, el cual satisface las siguientes condiciones:

= [' es un P-nombre.
= () =G.
» G e MG

Una propiedad muy importante que, como veremos en el siguiente teorema, es satis-
fecha por la extension genérica M [G] de un modelo M, es una especie de minimalidad*
entre modelos que extienden a M y tienen al filtro G como objeto.

Teorema 1.4.8. Sean M un modelo transitivo de ZFC, P € M un orden parcial
y G C P un filtro P-genérico. Si N es un modelo transtivo de ZFC con M C N y
G € N, entonces M[G] C N.

Demostracion. Basta con demostrar que si 7 € N¥, entonces ig(7) € N. Para la
demostracién, procederemos por induccién sobre los estratos de NT. Primero, sabemos
que ig(d) = 0 € N. Ahora supongamos que o > 0 y para todo 8 < « y todo
ce NN Vg, se tiene que ig(o) € N, y consideremos 7 € N N VE. La formula que
define al conjunto ig(7) = {ig(a) :dp e @ [(a,p) € T]} es Ag y tiene parametros
en N. Por consiguiente, y ya que N satisface el esquema de reemplazo, se tiene que
ig(T) € N. Finalmente, observemos que M C N, lo cual implica que M® C N¥. O

Al considerar modelos de ZF'C con cierta cardinalidad es uno podria preguntarse de
manera natural cudles son los ordinales que estardn en M. Notemos que si |[M| = k&,
entonces no es posible que k¥ € M. Asi, podemos considerar el siguiente conjunto
para cada modelo M:

O(M) :=min{a € ON :a ¢ M}.

Algunos hechos elementales de M[G] son los siguientes:

IEn estricto sentido, no es posible hablar formalmente del concepto de minimalidad dado en la
seccion 1.2, pues para esto es necesario contar con un conjunto parcialmente ordenado (en este caso,
la contencién), y esto es imposible porque la clase de los modelos que tienen al filtro G como elemento
es una clase propia.
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Lema 1.4.9. Si M es un modelo transitivo de ZFC, P € M es un orden parcial, y
G es un filtro P-genérico sobre M, entonces

s M[G] es un conjunto transitivo,
» V7 € MPrank(ig(7)) < rank(t)],
» O(MI[G]) = O(M).
Demostracion. = Se sigue inmediatamente de la definiciones de M[G] y ig(T),

T e MP.

= Para la demostracion de este inciso procederemos por induccién sobre el rango
de los P-nombres: Para el paso base, notemos que rank(ig(0)) = 0 = rank(0).
Para el paso inductivo, sea o un ordinal y supongamos que para todo P-nombre
o con rank(c) < «, se tiene que rank(icg(o)) < rank(o). Tenemos entonces que

rank(ig(r)) = U{rank‘(z) +1:z€ig(r)}
= U{rank(i(0)) +1:3p € G [(o.p) € 7]}
< U {rank(c)+1:3pe G[(o.p) € 7]}

Por otro lado, sabemos que o € {o} € {{o},{o,p}} = (0,p). Por lo tanto,
si (o,p) € 7, entonces rank(o) < rank((o,p)) < rank(r). De esta manera,
rank(ic(r)) < rank(r).

= Por rank™ (z) nos referimos a rank(xr) N M. Supongamos que la siguiente afir-
macion es verdadera:

Six € M, entonces rank(z) = rank™ (x) € M (1.4.9.1)

lo cual argumentaremos méas adelante. Por definicion, sabemos que O(M) es
el minimo ordinal « tal que a ¢ M, por lo que O(M) < O(M][G]). Si ocurre
que O(M) < O(M|[G]), entonces existe 7 € MF tal que ig(7) = O(M). Por el
segundo inciso y la propiedad (1.4.9.1), tenemos que

O(M) = rank(O(M)) = rank(ig(1)) < rank(r) € M,
lo que es una contradiccion. De esta manera obtenemos que O(M) = O(M[G]).

Ahora veamos que en efecto se satisface la afirmacion (1.4.9.1). La prueba se
hace por induccién sobre el rango de los elementos de M. Para comenzar,

rank(0) = 0 = rank(0) N M

y 0 € M. Luego supongamos que = € M, rank(xz) = « y para cada 8 < oy cada
y € M tal que rank(y) = f3, se tiene que rank(y) = rank™ (y) y rank™ (y) € M.
Es claro que rank™ (z) C rank(z). Sea B € rank(z). Entonces existe un y € z
con 3 = rank(y) +1 = rank™ (y) +1 € M. Por lo tanto, rank(z) = rank™ (z).
Para ver que rank™ (x) € M, notemos que

{rankM(y) +1:y €z} = {rankM(y) +1:y € x N M}

porque z € M. Ya que M satisface el esquema de reemplazo, entonces deducimos
que {rank™(y)+1:yexznM} e M.
O
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1.5. Lenguaje del forcing y propiedades basicas

En las siguientes dos secciones presentamos el método de forcing. La primera defini-
cion es el concepto central de la teoria sobre la que sustentan los resultados expuestos
en esta tesis.

Definicién 1.5.1. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC, ¢ una férmula
del lenguaje de la teoria de conjuntos L¢ con variables libres x1,...,z,, P € M un
orden parcial, p € Py 74, ..., 7, € MF. Entonces decimos que la condicion p fuerza la
verdad de la formula ¢ con la asignacion 11, ...,Ty,, lo que denotamos por

p |F(p7M) qf)(’l‘l, ...,Tn),

si todo filtro P-genérico G sobre M con p € G es tal que

M[G] |= dlic(m), - - ic(Tn))-

Para que el lector que no conozca esta definicién comience a familiarizarse con su
significado y la forma en que se utiliza, damos unos ejemplos elementales:

Ejemplo 1.5.2. Sea M modelo transitivo numerable de ZFC' y P un orden parcial
en M con P e M.

= Si tenemos un par de conjuntos a,b € M, entonces se tiene que 1p |- a € b si y
solo si para todo filtro P-genérico G sobre M, se tiene que

M[G] Ea€hb.

= Se cumple que 1p IF ¢(71,...,7,) si y solo si para cualquier filtro P-genérico G
sobre M,

MIG] = (ic(1), -ric(Tn)-

= Consideremos un par de condiciones p,q € P. Si p < ¢, entonces p I § € T
En efecto, pues si G es un filtro P-genérico sobre M con p € G, tenemos que

M[G] Eq € G.

= Siplg, entonces p - ¢ ¢ ', pues como G es filtro, entonces p € G implica que
q¢G.

Los siguientes dos teoremas son muy importantes en el forcing, y son conocidos
como el lema de la verdad y el lema de la definibilidad. El primero de ellos nos dice
que toda verdad en la extenson genérica de M|[G] de un modelo M es forzada por
alguna condicion del forcing con el que estemos trabajando. El segundo teorema nos
dice que si trabajamos en un modelo M y definimos un conjunto utilizando pardmetros
en M y la relacion de forzar definida en 1.5.1, entonces el conjunto definido es un
objeto de M. Omitiremos las demostraciones pues no entra dentro de los objetivos
de esta tesis, sin embargo el lector interesado puede consultar las demostraciones en
[24].
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Teorema 1.5.3 (lema de la verdad). Sean M un modelo transitivo numerable de
ZFC, P un orden parcial en M, G un filtro P-genérico sobre M, 1,...,7, € MF. Si
@ una formula con variables libres x1 ..., x,, entonces M[G] = ¢(ig(71), ... ,ig(Tn))
st y sdlo si existe p € G tal que

pIF@ ) O(T15 s ). O

Teorema 1.5.4 (lema de la definibilidad). A cada férmula ¢ con variables libres

T1,..., T, podemos asociar una formula ¢’ con variables libres x1,. .., Ty, x,z de modo

que st M es modelo transitivo numerable de ZFC, P € M es un orden parcial, p € P
YTi,...,Tn € MY son P-nombres, entonces se tiene que

p“_(]p’M) ¢(T1,...7Tn) — M':¢/(7'1,...,Tn,p,P). [

Definicion 1.5.5. Sean p € Py ¢ una formula. Decimos que p decide a ¢ si
plk¢ 06 bien pl- —o.

En seguida, enlistamos lemas técnicos cuya demostracioén se omite pues la compro-
bacién es muy sencilla.

Lema 1.5.6. Sean M wun modelo transitivo numerable de ZFC, P € M un orden
parcial, y ¢, P, ¢1,..., ¢n formulas. Entonces las siguientes son verdaderas:

wm Siplkg1,...,plFon y 1IN, ..., ANDy — ¢, entonces p I+ ¢.

» Sig<puypl-¢ entonces q - ¢;

plEoypl- siysdlosipl-opA.;

= Siplk¢ yqlk—¢ entonces pLq;

= Ningun p puede forzar simultdneamente a ¢ y —¢.
» Sia€ M, entonces pl- Vo € a¢(x) siy solo si Vb€ alpl- (b)].

Gracias al segundo inciso del lema anterior podemos ver que siempre que dos con-
diciones cumplan p < ¢, entonces p es una condicion mds fuerte que q.

Lema 1.5.7. Sea M un modelo transitivo de ZFC, P € M un orden parcial y D C P,
D e M. Si G es P-genérico sobre M, entonces

« GND#0, o bien g€ GVYr € D[rlq],
s Sipe G yD es denso debajo de p, entonces GN D # ().
Demostracion. Para la primera afirmacion, consideramos el conjunto
D'={peP:IreD[p <r|]}u{qgeP:Vre D[rlq]}.

Afirmamos que D’ es denso. Efectivamente, si ¢ € Py ¢ ¢ D’, entonces existe r € D
tal que r y g son compatibles, i.e., dp’ € P tal que p’ < r y p’ < q. Entonces p’ € D’.
Asi, D’ es denso, por lo que D' NG # 0, lo que prueba el primer inciso.
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Para la segunda afirmacion, supongamos que G N D = (. Entonces existe ¢ € G tal
que para todo r € D, r_1gq, por el primer inciso. Sea t € G tal que t < g At < p. Como
D es denso debajo de p, entonces existe r € D tal que r < ¢, por lo que r < ¢, lo cual
contradice que r_Lgq.

O

Lema 1.5.8. Sean P un orden parcial y p € P. Si D C P es un subconjunto de P
denso debajo dep y A C D es una anticadena debajo de p, tenemos entonces que

= A es una anticadena mazimal debajo de p si y solo si
Dya={q<p:3IreAlg<r]}
es denso debajo de p;
» Si G esP-genérico, p € G y A es una anticadena mazimal entonces |GNA| = 1.

Demostracion. Probamos la primera afirmacion. =: Supongamos que ¢ < p. Ya que
A es anticadena maximal, entonces existe r € A tal que ¢ y r son compatibles. Asi,
podemos encontrar una condiciéon s € P con s < r y s < ¢q. De la definicién de Dy,
concluimos que s € D 4. Por lo tanto, D4 es denso debajo de p.

<: Basta probar que

VgeP\A[g<p—3qd € Alqg L q]].
Tomamos r € D4 tal que r < q. Por definicién, existe ¢ € A tal que r < ¢'. Por lo
tanto, ¢ y ¢’ son compatibles.

Ahora procedemos con la demostracion del segundo inciso. Del primer inciso se
tiene que D4 es denso debajo de p. Entonces existe ¢ € G N D4, en virtud del Lema
1.5.7. Por lo tanto, existe una condiciéon r € A con ¢ < r. Como G es filtro, entonces
r € GN A. Por ultimo, |G N A| = 1 porque A es anticadena.

O

Lema 1.5.9. Sea M un modelo transitivo numerable, P € M un orden parcial y ¢
una formula. Entonces el conjunto

Dy ={p €P:p decide a ¢}
es denso en P.

Demostracion. Sean p € P y G un filtro P-genérico con p € G. Consideremos la
afirmacion

MIG] = ¢V —¢.
En virtud del lema de la verdad 1.5.3, podemos fijar una condiciéon r € G tal que

rlF ¢V -¢. Como p,r € G fijamos una ¢ € G con ¢ < py g < r. Por el segundo inciso
del Lema 1.5.6, tenemos que q € Dy, lo cual se queria demostrar O

Lema 1.5.10. SeanP € M un conjunto parcialmente ordenado, G un filtro P-genérico
sobre M, y p € P.

= Si A CP es predenso, entonces ANG # 0;
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s 5i A CP es predenso debajo de p y p € G, entonces ANG # ().

Demostracion. Soélo probamos el segundo inciso, pues la prueba para el primero es
completamente anéloga. Sea A C P un conjunto predenso debajo de p, y supongamos
que p € G. Consideremos el conjunto

Dy={q<p:3IreAlg<r]}.

Como A es predenso debajo de p, entonces D 4 es denso debajo de p. Luego, en virtud
del Lema 1.5.7, existe ¢ € D4 N G. Por lo tanto, podemos elegir un r € A tal que
q < r.Ya que G es filtro, entonces r € G. O

Hacemos notar que si D C P es un subconjunto denso (debajo de p) y A C D es
una anticadena maximal, entonces A es un conjunto predenso (debajo de p, respecti-
vamente).

Las afirmaciones del siguiente lema son muy basicas, por cual se omiten sus demos-
traciones, que se pueden encontrar ya sea en [10] o en [24].

Lema 1.5.11. Sean M wun modelo transitivo numerable de ZFC, P € M wun orden
parcial y p,q,r € P. Si ¢ y ¢ son formulas del lenguaje de la teoria de conjuntos y
7,7 € M® son P-nombres en MF, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

n plF g <= Vq[qﬁp%q“‘(b].

w Si{reP:rl- ¢} es denso debajo de p € P, entonces p IF ¢.

= plFo VY <= Vqﬁpﬂrﬁq[rl#d}\/r\%zﬂ.

» Sia€ M, entonces plk Iz € ag(z) < Vg<pIr<qgIbeca [r I+ gb(B)]
» pl-3zg(z) < Jo € M" [plk ¢(0)].

s plbFyerT — VquElq’EIP’[q’IF'yET A q,J/_q’].

s plby g7 = Vg<pVgd €P[¢ IFyeT > qld].

Para el mejor entendimiento del método de forcing, puede uno llevar acabo la
verificacion de que todos los axiomas de ZFC' se satisfacen en la extension M[G] de
un modelo M que ya satisface ZFC, donde G es el filtro P-genérico respecto a un
orden parcial P € M. Este resultado es, a estas alturas, esperado pues ya hemos

comentado que la técnica de forcing sirve para “agrandar” modelos con los que se
trabajen.

Teorema 1.5.12. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC, P € M un orden
parcial y G un filtro genérico sobre M. Entonces M|G] satisface los axiomas de ZFC.

La demostracion se puede consultar en [10] y [24].
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1.6. Encajes e isomorfismos de 6rdenes parciales

En el forcing se recurre constantemente a una estrategia que consiste en conside-
rar Ordenes parciales definidos aparentemente de manera distinta pero que agregan
los mismos conjuntos, y es por eso que esa clase de 6rdenes parciales se consideran
equivalentes. En esta seccién definimos los conceptos y probamos los lemas necesarios
para usar libremente esta idea en las demostraciones de algunos teoremas.

Definicion 1.6.1. » Sean (P,<p,1p) v (Q,<g,lg) Ordenes parciales. Decimos
que una funcién e : P — Q es un encaje completo si se cumplen las siguientes
condiciones.

i) Vp,p' € P[p <pp" — e(p) <q e(p')],
ii) Vp,p' € PpLp’ < e(p)Le(p)],
iii) Vg € QIp e PVY' € Pp' <pp — e(p') L q].
iv) e(lp) = lg.
= Si en el tercer inciso p € P satisface la propiedad enunciada, decimos que p es
una reduccion de q a P.

= Sean P,Q € M ordenes parciales. Decimos que P y Q son nociones equivalentes
de forcing (P ~ Q) si para cada filtro P-genérico G existe un filtro Q-genérico
H tal que M[G] = M[H].
Notacion. Sean Py Q ordenes parciales. Escribimos P C. Q si P es un suborden de
Q y la funcién inclusion de P a Q es un encaje completo.

Probamos el siguiente lema para ocuparlo en el teorema que le sigue. Aunque el
enunciado pareciera completamente trivial, observe el lector que en la lista de pro-
piedades que aparece en el lema, el primer inciso es similar a una de las condiciones
requeridas en la definiciéon de ser filtro en un orden parcial, sin embargo existe una
sutil diferencia que se propone dejar al lector como ejercicio en la definicién de filtro.

Lema 1.6.2. Supongamos que P € M es un orden parcial. Entonces G es P-genérico
sobre M si y solo si

] Vp,qéGHrEP[rﬁp/\rﬁq};

] VpEGVqEP[qu—)qEG];

» SiDePP)NM y M = [D es denso en P|, entonces GN D # 0.
Demostracion. =: Es inmediato.

<: Supongamos que G C P satisface las tres condiciones. S6lo necesitamos probar
que
Vp,g e GIre Glr<pAnr<gql

Para esto, definimos
D:={reP:ripvrlgVv (r<pAr<gqg)}

donde p,q € G son fijos. Es evidente que D es denso y D € M, asi que por el
tercer inciso, fijamos r € G N D. En virtud del primer inciso, los elementos de G son
compatibles por parejas, por lo tanto r < py r <gq. O
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El siguiente teorema nos da condiciones para saber cuando un orden parcial agrega
conjuntos que, a su vez, pueden ser agregados por otro orden.

Teorema 1.6.3. Sean e,P,Q € M conP y Q drdenes parciales y e : P — Q un encaje
completo. Si H es Q-genérico sobre M, entonces G = e '[H] es P-genérico sobre M
y ademds, M[G] C M[H].

Demostracion. Verificamos primero que G es, en efecto, P-genérico. Sean p, ¢ € G; ya
que e(p) y e(q) son compatibles, entonces p y ¢ son compatibles, por lo que se verifica
el primer inciso del Lema 1.6.2. Sip < gy p € G, entonces se tiene que e(p) < e(q),
por lo que e(q) € H y asi, ¢ € G. Para verificar el tercer inciso, fijemos D € M tal que
D es denso en P. Supongamos que G'N D = (). Por el primer inciso del Lema 1.5.7,

dq € HVr € D[e(r)Lq],

pues e[D] N H = (. Consideremos p € P una reduccion de q. Ya que D es denso en P,
podemos encontrar un r € D tal que r < p, de este modo e(r) y ¢ son comparables,
lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, D NG # (). Ahora, como e € M, el hecho
de que H € M[H] implica que

e '[H] =G € M[H]
y, por lo tanto, M[G] C M[H], en virtud de la minimalidad de M[G]. O

El siguiente corolario nos da una situaciéon cuando dos 6rdenes parciales anaden los
mismos conjuntos. La demostracion es muy sencilla y la omitimos.

Corolario 1.6.4. Junto con las hipdtesis del teorema anterior, supongamos también
que e es un isomorfismo. Si G C P, entonces G es P-genérico sobre M si y solo si e[G]
es Q-genérico sobre M y, en ese caso, también se cumple que M|G] = M[e[G]]. O

Definicion 1.6.5. Sean P y Q 6rdenes parciales. Decimos que una funcion e : P — Q
es un encaje denso si

= Vp,p' €P[p<pp’ — e(p) <gel)];
= Vp,p' €P[pLp’ - e(p)Le(p));
= ¢[P] es denso en Q.
El siguiente lema es uno de los méas importantes dentro de la seccién de encajes.
Lema 1.6.6. Todo encaje denso es completo.

Demostracion. Sean Py Q érdenes parciales, y fijemos un encaje denso e : P — Q y
un ¢ € Q. Ya que e[P] es denso en Q, entonces podemos encontrar un p € P tal que
e(p) <g ¢. Es facil notar que p es una reduccion de ¢ a P. O

El corolario que sigue es inmediato del teorema anterior.

Corolario 1.6.7. Si P es un suborden en Q y P es denso en Q, entonces la funcion
inclusion de P en Q es un encaje denso en Q. O]
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Otro corolario que se sigue facilmente de la definicién de ser encaje denso es
Corolario 1.6.8. Todo isomorfismo entre drdenes parciales es encaje denso.
A continuacion veamos que los filtros P-genéricos son maximales bajo la contencion.

Lema 1.6.9. Sean M wun modelo transitivo numerable de ZFC y P € M un orden
parcial. Supongamos que G1 y Ga son filtros P-genéricos sobre M, y que G1 C Gs.
Entonces G1 = Gs.

Demostracion. Supongamos que p € G\ G1. Como G1N{p} = 0, por el primer inciso
del Lema 1.5.7, sabemos que existe ¢ € G tal que ¢gLp, lo cual contradice que G5 sea
filtro. O

Teorema 1.6.10. Supongamos que P,Q son drdenes parciales y e : P — Q es un
encaje denso, e,P,Q € M. Para cada subconjunto G C P definimos el conjunto
é(G) = {q €eQ:PpedG [e(p) <o q]} Entonces se cumplen las siguientes afir-
maciones:

» Si HC Q es Q-genérico sobre M, entonces e '[H| es P-genérico sobre M.
n Si G CP esP-genérico sobre M, entonces é(G) es Q-genérico sobre M.

» En los primeros dos incisos, H = é(e *[H]) y G = ¢ *[e(G)]. i G = e '[H]
(o, equivalentemente, si H = é(G)), entonces M[G] = M[H].

Demostracion. Para el primer inciso, notemos que todo encaje denso es también com-
pleto, entonces la afirmacion se sigue del Teorema 1.6.3.

Para el segundo inciso, es facil ver que é(G) es filtro en Q. Para verificar que es
Q-genérico, sea D € M un denso en Q y consideremos el conjunto

D*:={peP:3g€ Dle(p) < q}-

Afirmamos que D* es denso en P. En efecto, sean p € P, ¢ € D tales que ¢ < e(p) y
p’ € P tal que e(p’) < q. Luego e(p) y e(p’) son compatibles, por lo cual p y p’ son
compatibles. Podemos fijar un p” € P tal que p” < p' y p” < p. Como e(p”) < g,
entonces p”’ € D* y p’ < p. Esto prueba nuestra afirmaciéon. Ahora fijémonos en
p € D* NG, podemos encontrar un g € D tal que e(p) < g, por lo tanto ¢ € DNé(G),
como queriamos probar.

Por dltimo, probamos el tercer inciso. Para ver que G = e™! [é(G)], ya sabemos
que é(G) es Q-genérico sobre M y por lo tanto, que e~! [é(G)] es IP-genérico sobre
M. El hecho de que G C e_l[é(G)] se sigue de inmediato de las definiciones, la
igualdad se sigue del Lema 1.6.9. De manera analoga, se verifica que H = € (e‘l[H D
Finalmente, fijemos G = e~ (H). Por el Teorema 1.6.3, tenemos que M[G] C M[H].
Ya que H € M[G] y M C MJ[G], entonces M[H] C M[G], por lo que M[H| = M[G].

O

El siguiente ejemplo servira para ilustrar el uso de los encajes entre érdenes parcia-
les. Lo aprovecharemos para introducir el concepto de producto de drdenes parciales
que revisaremos brevemente en la siguiente seccion
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Ejemplo 1.6.11. Sean Py y IP; 6rdenes parciales, y sea Q = Py x P;. Definimos el
orden en Q como (p,q) <g (p',q¢) siy s6losip <p, P’ y ¢ <p, ¢, y fijamos los encajes

eo: Py — Qyer: Py — Qcomo ey(p) = (I% 1]P’1)7 para cada p € Py, y el(p) = (1111’0717)7
para cada p € IP1, respectivamente. Entonces ey y e; son encajes completos.

Definiremos ahora un conjunto que, veremos, seré un P-nombre para la imagen de
un encaje entre 6rdenes parciales.

Definicion 1.6.12. Sea e : P — Q un encaje completo entre los 6rdenes parciales P
y Q. Definimos por recursién sobre 7 € MF:

ex(7) :={(ex(0), e(p)) : (o,p) € 7}.

Es facil probar que e.(7) € M@ (por recursién sobre rank(e.(7)) se demuestra que
e«(7) es Q-nombre, y por axioma de reemplazo, se tiene que e,(7) € M), de lo cual
se concluye que si P,Q, e € M, entonces e, es una funcién que va del conjunto de los
P-nombres MT al conjunto M@ de los Q-nombres.

En el siguiente resultado veremos el comportamiento de la funcién e, y su relacion
con los encajes completos.

Lema 1.6.13. Supongamos que e,P,Q € M, y que e : P — Q es un encaje completo
en M.

= Si H es un filtro Q-genérico sobre M entonces
ie-11m)(T) = i (ex(T)).
para cada T € M.

= Si ¢ es una formula absoluta para los modelos de ZFC' con variables x1,. .., Ty,
entonces

plp &(71, ..., 7) <= e(p) kg ¢les(m1), ... ex(m)),
para cada p € P.

= Sie es un encaje denso y ¢ es cualquier formula con variables libres x1, ..., x,,
entonces

p |FP ¢(7_17 ceey Tn) — e(p) IFQ ¢(6*(Tl), ceey 6*(7'")),
para cada p € P.

Demostracion. Para el primer inciso, aplicamos directamente induccion sobre el rango
de 7 para obtener las identidades

ie—l[H](T) = {ie—l[H](O') cdp € eil[H][
= {im(es(0)) :Ip € e_l[H][

= in(e«(7)).
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De dichas igualdades, la que hace falta justificar es la penultima. La contencién C es
inmediata. Para la otra contencion, de la definicion de e, (7), implica (p,q) € e.(7),
entonces p = e, (o) para algin o € M* y q = e(p) para algtin p € e [H].

Procedemos a la demostraciéon del segundo inciso:

=: Supongamos que p € Py p IFp ¢(71,...,7,), para unos 7y, ..., 7, € M*. Fijemos
un filtro Q-genérico H sobre M con e(p) € H. Sabemos por el Teorema 1.6.3 que
e 1[H] es un filtro P-genérico sobre M, y como p € e~ *[H], obtenemos

M[e_l[HH ': ¢(Z‘e*1[H] (Tl)a s 7ie*1[H] (Tn))
Por el inciso anterior, esto es equivalente a que
M[eil[H]] Eo(im(es(m)), ..., im(ex(mn))).

Sabemos que M [e"'[H]| € M[H], asi que por la definicién de absolutez y el hecho
de que ig(ex(m1),...,im(e«()) € M[H], se tiene que

MH] | ¢(in(ex(11)); - - - in(ex(mn)))-

Con esto hemos demostrado que se satisface la afirmaciéon

e(p) kg dex(m1), ..., ex(m)).
<: Supongamos que p € Py
pWe &(T1,...,Tn).
Por el Lema 1.5.9 y el segundo inciso del Lema 1.5.11, existe p’ < p de modo que
P ke —p(T1, .. Th)

y como hemos verificado la direccién opuesta, entonces obtenemos que

e(p’) ”—Q ﬁ¢(e*(71)7 RN o (Tn))

Ya que e(p’) < e(p), se concluye que

e(p) g ¢les(mr), ... ex(m)).

La demostracion del tercer inciso es similar a la del segundo inciso, salvo unos
detalles que aclararemos:

Seanp €Py 7y,...,7 € MF de modo que p IF ¢(7y,...,7,). Consideremos H un
filtro Q-genérico sobre M tal que e(p) € H. Por el primer inciso del Teorema 1.6.10,
sabemos que e~ ![H] es un filtro P-genérico sobre M y p € e ![H], por lo que

Me ' H]] = ¢lin(ex(Tr)), - - in(ex(Tn))). (1.6.12.1)

Como e es encaje denso, podemos aplicar el Teorema 1.6.10 el cual nos dice que
M [e~'[H]] = M[H]. Ademas, por el primer inciso de este lema, tenemos que

ie—1(m)(Ti) = im(€x(73)),
para cada ¢ < n. Por lo cual, la afirmacion (1.6.12.1) es equivalente a la afirmacion

M[H] |= ¢(in(e«(11)), - - s i (ex(mn))),

que era lo que querfamos demostrar.
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1.7. Productos de 6rdenes parciales

Como adelantamos casi al final de la seccion anterior (comentario previo al ejemplo
1.6.11), daremos algunas definiciones de los 6rdenes parciales obtenidos del producto
cartesiano de ordenes dados. Uno de los resultados mas relevantes de esta seccion
para nuestros propositos en esta tesis es la conocida particion del forcing Fn(w,?2).
Entre las particularidades mas convenientes a la hora de trabajar con el producto de
ordenes parciales es la propiedad relacionada con los filtros genéricos del producto que
probamos en el siguiente teorema. Este teorema nos dice que da lo mismo extender
un modelo M numerable con un filtro del producto P x Q, a extender dicho modelo
con un filtro P-genérico H, y después extender el modelo obtenido M[H] con un
filtro Q-genérico K que pertenecera al modelo M[H]. En textos méas avanzados sobre
la técnica de forcing, como [24] o [10], se profundiza en esta idea y se estudia el
concepto de iteracion o forcing iterado que, a grandes rasgos, consiste en forzar con
un orden parcial en cada modelo extendido obtenido por otro orden parcial y repetir
este proceso una cantidad finita o regular de veces, es decir, el proceso esté indizado
por un cardinal finito o uno regular. El producto de 6rdenes parciales, como lo hemos
definido nosotros, es en particular forcing iterado de dos pasos.

Teorema 1.7.1. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC yP,Q € M Jrdenes
parciales. Para cada G C P x Q, se tiene que G es filtro P x Q-genérico sobre M si
y sélo si G = H x K, donde H es un filtro P-genérico sobre M y K es un filtro
Q-genérico sobre M[H]. Mds aun,

Demostracion. =-: Supongamos que G es un filtro P x Q-genérico sobre M. Conside-
remos los conjuntos

H:{pEIP’:ElqEQ[(p,q)EG}} y K:{qEQ:EIpE]P’[(p,q)EG]}.

Es claro que G C H x K. Para ver la otra contencion, sea (p,q) € H x K. Tenemos
que (p,1g) € Gy (1p,q) € G. Como G es filtro, entonces existe (p',q’) € G tal que
(',q') < (1p,9), (p, 1g) y por lo tanto, (p',q') < (p,q). Luego, (p,q) € G. De este
modo, se tiene que G = H x K.

Ahora probaremos que H es P-genérico sobre M. Efectivamente, consideremos un
conjunto D € M denso en P. Entonces D x Q € M y es denso en P x QQ, de modo que
como G es filtro P x Q-genérico sobre M, podemos encontrar (p,q) € GN (D x Q).
Por lo tanto, p € H N D. Esto prueba nuestra afirmacion.

Para demostrar que K es Q-genérico sobre M[H], fijemos D € M[H] denso en Q,
claramente tenemos que D = iy (D), para algtin P-nombre D € MF. Ya que

MI[H] = ig(D) es denso en Q
en virtud del Lema de la Verdad 1.5.3, podemos fijar una condicién py € H tal que
po IF D es denso en Q.
Consideremos el conjunto

D:={(p,q):plFGeD A p<po}.
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Afirmamos que D es denso debajo de (po,1g) ¥y D € M. Efectivamente, el Lema de
la Definibilidad 1.5.4 nos dice que la relacion de forzar es definible en M, y ya que la
formula que define a D toma parametros en M, se tiene que D € M. Ahora fijemos
(r,s) € P x Q tal que (r,s) < (po, 1g). Como r < py, entonces

rl- D es denso en Q.

Luego 5 )
rlk35 € Q8 <§A5 € D]
En virtud del cuarto inciso del Lema 1.5.11, tomemos r; < r y s; € Q, de modo que

r -5 <§A5 €D.

Es claro que (r1,s1) € Dy (r1,51) < (r, ). Esto demuestra que D es denso en P x Q
debajo de (po,1lg). Ya que G es P x Q-genérico sobre M y (po,lg) € G, entonces
existe (p,q) € GND;luego p € Hy plk ¢ e D. Por lo tanto

M[H|Eqe DNK.

«<: Es evidente que G = H x K es filtro. Consideremos un conjunto D C P x Q denso
con D € M. Mostraremos que D NG # (). Sea

D= {qEQ:HpGH[(p,q)ED]}.

Entonces D & M[H] y D C Q. Afirmamos que D es denso en Q. En efecto, fijamos
s € Q una condicién cualquiera. Definimos el conjunto

Dy:={peP:3qeP[g<s A (p,q) € D]}

Es evidente que Dy es denso en P. Entonces existe p € Ds; N H; luego, existe ¢ < s
tal que (p,q) € D, ie., g € D v g < s. Esto prueba nuestra afirmacién. Como K es
Q-genérico sobre M[H], entonces existe ¢ € K N D; luego, podemos encontrar una
condicion p € H para la cual (p,q) € D, como se deseaba probar.

La igualdad M[G] = M[H]|[K] se sigue de que G € M[H|[K]|y Hx K € M|G]. O

1.8. Propiedades adicionales

En esta breve seccién, enunciamos y probamos algunos lemas que seran requeridos
en las demostraciones importantes de la tesis, y las ponemos hasta este momento
porque involucran todos los conceptos definidos hasta ahora. El primer lema que
demostraremos es una propiedad muy conocida del Forcing de Cohen. La utilidad de
este lema es que, de manera intuitiva, nos permite estudiar “modelos intermedios”
entre un modelo de ZFC' y la extension genérica obtenida de este a partir de forzar
con el orden de Cohen.

Lema 1.8.1. Sean I,J conjuntos tales que J C I. Entonces la funcion
e: Fn(I,2) — Fn(I\ J,2) x Fn(J,2)
dada por

e(p) = (p rdom(p)\Ja prdom(p)ﬂJ) )
para cada p € Fn(I,2) es un isomorfismo.
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Demostracion. Veamos primero que la funciéon asi definida es biyectiva. Para la in-
yectividad, sean p,q € Fn(I,2) un par de condiciones distintas. Si dom(p) = dom(q),
entonces existe un ¢ € dom(p) tal que p(i) # ¢(¢). Existen dos posibilidades: i € J 6
i € I'\ J. En cualquiera de los dos casos, lo anterior implica que

(p rdom(p)\J7prdom(p)ﬂJ) 7é (q Fdom(q)\]’ q rdom(q)ﬂJ) .

Si ocurre que dom(p) # dom(q), sin pérdida de generalidad podemos escoger un
i € dom(p) \ dom(q). Luego, se tiene que dom(p) N J # dom(q) N J, en caso de que
i € J, o bien, sucede que dom(p) \ J # dom(q) \ J,sii € I\ J.

Para asegurarnos de que la funcién es sobreyectiva, sélo hace falta observar que si
(p,q) € Fn(I\ J,2) x Fn(J,2), entonces e(pU q) = (p,q).

Finalmente, para ver que se preserva el orden en ambas direcciones de la corres-
pondencia, sean p,q € Fn(I,2) dos condiciones, con p < ¢. En particular, se tie-
ne que dom(q) C dom(p) y para todo i € dom(q), q(¢) = p(i). Luego, para todo
i € dom(q)NJ, se cumple que i € dom(p)NJ y q(i) = p(i), y para todo i € dom(q)\ J,
tenemos que i € dom(p) \ J y q(i) = p(7). Asi, en Fn(I\ J,2) x Fn(J,2)

(q rdom(q)\J7 qrdom(q)ﬂJ) < (prdom(p)\J’prdom(p)ﬁJ)‘
Ahora, si (p,p'),(q,¢") € Fn(I\ J,2) x Fn(J,2) y son tales que (p,p’) < (q,¢),

entonces p < g en Fn(I\ J,2),y p' < ¢ en Fn(J,2). Por lo tanto, ¢ Cpy ¢ Cp'.
Asi, U ¢ C pUp'. Como pUp' y qU ¢ son condiciones en Fn(l,2), entonces en

Fn(I,2), se tiene que e~ (p,p') = pUp' < qUq =e (g, q). O

En lo posterior, cuando citemos este resultado (ver demostracion del Teorema 3.2.2)
nos referiremos a dicho encaje como la particion candnica de Fn(1,2) determinada
por J C I donde [ serd un conjunto previamente especificado.

Si IP es un orden parcial no atémico y p € P, entonces cualquier anticadena maximal
debajo de p debe de ser infinita. Para ver esto, hagamos la siguiente recursion: Fijamos
Ap = {p}. Ahora, suponiendo que para un n < w y 0 < j < n, se han definido
conjuntos A; tales que

» Cada ¢q € A; extiende a p.
» Si s €27, entonces g;~¢ y ¢s—1 son incompatibles y extienden a gs.

Definimos A, 11 := {gs—~i : s € 2" Ai € 2}, don-
de para cada sucesion finita s € 2™, se tiene que a0
qs~0lgqs—~1, y ambas condiciones extienden a .
Considere A = J,,,, An, y observe que el conjun-
toCi={gs € A:s5=(1,1,...,1,0)} U {qo)} es
anticadena infinita debajo de p.

q(0) q(1)

El siguiente lema nos dice que todos los é6rdenes
parciales no atémicos y numerables producen las
mismas extensiones genéricas, pues esencialmente
estaremos forzando con w<%, el conjunto de las
sucesiones finitas de naturales, ordenado de la si-
guiente manera: Para cada s,t € w<%, s < tsit
es un segmento inicial de s. Figura 1.1: gy := p.

q(0,0) 4q(0,1) 91,00 q(1,1)

4(0.0,0) 9(0,0,1) 40,1,0) 4(0,1.1) G(1,0,0)9(1,0,1) 4(1,1 0) q(1,1,1)
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Lema 1.8.2. Sea P un orden parcial numerable y
no atémico. Entonces existe un encaje denso desde w<%“ en P.

Demostracion. Como antes, suponemos que nuestro orden parcial tiene un elemento
méaximo 1p. Ya que P es numerable, lo escribimos como {p, : n < w}. Para ahorrar
notacién, supondremos que pg = lp. Haremos una recursiéon sobre la longitud de las
sucesiones finitas en w, similar a la de arriba: Fijamos Ay una anticadena maximal
en P. Luego, supongamos que n < w esta fijo y para cada 0 < j < n ya hemos fijado
una familia A; = {ps : s € w’}, y para cada j < n y cada s € w’, una familia A;, de
manera que se satisfagan las siguientes clausulas:

= A :={ps~k : k < w} es una anticadena maximal debajo de p;.

= Sij <n,entonces A;11 =J A v es anticadena maximal en P.

sEwI
= Si j < n, entonces existe un p € A;4; tal que p < p;.
s SitCsys,tewt entonces ps < p;.

Procedemos a construir el conjunto A,, 11 de modo que se satisfagan las condiciones
requeridas arriba. Primero, como A,, es anticadena maximal por hipotesis, entonces
existe un t € w" tal que p; £ p,. Sea ¢ € P una condicion tal que ¢ < py, pn-
Ahora tomaremos una anticadena maximal debajo de p,, para cada s € w™, como es
requerido por el primer inciso. Si s € w™ \ {t}, fijamos A; = {ps~r : k < w} una
anticadena maximal debajo de ps, lo cual podemos hacer porque P es no atomico. Si
s = t, tomamos de manera analoga una anticadena maximal A; = {ps~; : k < w}
debajo de la condicién g que es el testigo de que p; £ p,. Finalmente, definimos

Es claro que se satisfacen el primer, tercer y cuarto inciso de los requisitos de la
hipétesis inductiva. Falta demostrar que A,11 es anticadena maximal. Para ver que
es anticadena, sean s,t € w™ ! distintos. Si p, £ ps, y j < n+ 1, entonces p, 1 Lo [
esto implica que ps |, = Pt, porque cada A; es anticadena por hipétesis. Entonces
Ps; Pt € Asp, - Como Ay~ es anticadena y s # t, entonces ps L py, lo cual es una
contradiccion.

Por consiguiente, si s # t, entonces ps L p;. Para ver la maximalidad, sea ¢y € P
una condicién fija. Como A,, es anticadena maximal, entonces existe un s € w™ tal
que ps £ qo. Sea p € P con p < ps,qo- Ya que A es anticadena maximal debajo de
ps, entonces existe un k < w de modo que ps~; £ p. Esto implica que ps~r L qo.
Claramente, ps~ € Ap41. Finalmente, definimos




Consideremos la funcion ¢ : w<¥ — T definida como (s) := ps, para cada s € w<¥.
Esta funciéon es un encaje denso. O

Se sigue del Lema 1.8.2 que si P es un orden parcial numerable y no atoémico,
entonces Fn(w,2), Fn(w,w) y P producen las mismas extensiones genéricas.
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Capitulo 2

El forcing de Cohen y la
hipétesis del continuo

En este capitulo veremos la primera aplicaciéon histérica de la técnica de forcing
con el orden parcial F'n(I,J): Consistentemente hay un subconjunto de reales cuyo
cardinal es mayor a Ry y menor que 28°. Esta demostracion aparecié por primera
vez (con diferente lenguaje) en [3, 4]. Para llegar a la demostracion de este hecho,
ademés verificaremos algunas propiedades del forcing de Cohen que seran utilizadas
en capitulos posteriores.

Los teoremas presentados en este capitulo se pueden encontrar en diversos textos
dedicados al Forcing, pero basamos las proposiciones expuestas y sus demostraciones
en [24]. Para que el texto esté lo mas “autocontenido” posible, decidimos incluir en
este capitulo los teoremas bésicos que vamos a utilizar en capitulos posteriores. Las
personas interesadas en conocer més sobre la historia de la hipotesis del continuo,
puede consultar [5, 45]

2.1. Propiedades basicas del forcing de Cohen

Comenzamos esta seccion definiendo lo que es un A-sistema y enunciando el co-
nocido Lema del A-sistema sin demostracion, la cual se puede consultar en [24] o en
[10].

Definicién 2.1.1. Se dice que una familia .4 de conjuntos es (o forma) un A-sistema
si existe un conjunto fijo r, llamado raiz del A-sistema, tal que para cualesquiera
a,b € A distintos, anNb = r.

El siguiente resultado es fundamental en el estudio del forcing de Cohen.
Teorema 2.1.2 (Lema del A-sistema). Sea A un conjunto tal que

1. Para todo x € A, x es finito.

2. |Al = wi.

Entonces existe B C A tal que |B| = w1 y B forma un A-sistema.

41



Ahora definimos una propiedad llamada la condicion de la cadena contable que, de
hecho, caracterizara al forcing de Cohen cuando el contradominio de las funciones es
un conjunto numerable.

Definiciéon 2.1.3. Decimos que un orden parcial P satisface la condicion de la cadena
contable (ccc) si toda anticadena maximal en P es numerable. Si k es un cardinal
infinito no numerable, entonces decimos que el orden P tiene la k—cc si toda anticadena
maximal tiene tamano menor que k.

Probaremos que el forcing de Cohen satisface la ccc siempre que el contradiminio
de las funciones finitas sea un conjunto numerable.

Lema 2.1.4. Sean I,J conjuntos con J numerable y de modo que |Fn(I,J)| = w;.
Entonces Fn(1,J) satisface la ccc.

Demostracion. Consideremos {p, : @ € w1} C Fn(I,J), y para cada a < w; fijamos
ao = dom(pe,). Por el Lema del A-sistema, existe X C w; no numerable y de modo que
el conjunto {a, : @ € X} forma un A-sistema con una raiz r. Como J es numerable,
entonces también el conjunto J” es numerable. Consideremos la funcion ¢ : X — J”
definida por ¥ (@) = pa[-. Ya que X es no numerable, podemos encontrar un o < wy
de modo que

W}il(pa [r)l > Ww.

Pongamos Y = ¢~ !(p,[,) y notemos que para todos los 8,7 € Y, se tiene que
p3lr = Palr = py[r. Las funciones p,, con o € Y, son compatibles. En efecto, si
o, B €Y, definimos la funcién ¢ : aq, Uag — J como

o(z) = {pa(x) Sl € aq,

pa(z) six € ag.

Es claro que ¢ € Fn(I,J) y que ¢ < po,pg. Por lo tanto, concluimos que no puede
existir una familia {p, : o < wi} de tal cardinalidad que consista de condiciones
incompatibles. O

El siguiente lema es una propiedad muy importante que cumplen los filtros genéricos
en Fn(I,J).

Lema 2.1.5. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC, I,J € M con |I| > w
y J # 0. Para todo filtro Fn(I,J)-genérico G sobre M, se tiene que |JG es una
funcion sobreyectiva de I a J.

Demostracion. Es claro que | G es funcion, esto se sigue del hecho de que las funciones
del filtro son compatibles. Definimos f := | JG. A continuacién veamos que el dominio
de f es I. En efecto, consideremos el conjunto D; := {p € Fn(I,J) : i € dom(p)},
para cada ¢ € I. Ya que J # (), entonces para cada i € I, D; es denso. Mas atn, por
estar definido en términos absolutos, D; € M. Por hipétesis tenemos que G es filtro
Fn(I,J)-genérico, entonces para cada i € I, GN D; # (), por lo que dom(f) = I.
Ahora probaremos que el rango de f es igual a J, para cada j € J, consideremos el
conjunto E; :={p € Fn(I,J):j € ran(p)}. Como I es infinito, entonces E; es denso
en Fn(I,J), para cada j € J. De manera analoga, se tiene que E; € M. Entonces
para todo j € J, E; NG # 0, por lo que ran(f) = J. O
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Una propiedad muy importante y que se utiliza constantemente en los resultados
de esta tesis, es que el forcing de Cohen con contradominio numerable hace que las
cardinalidades sean preservadas entre un modelo y la extension genérica inducida.

Definicién 2.1.6. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC, P € M un orden
parcial y G un filtro P-genérico sobre M.

1. Decimos que P preserva cofinalidades si para cualquier ordinal limite v tal que
w < v < O(M) se tiene que

cf(NM = ef (y)MEL.
2. Decimos que P preserva cardinales si para todo 8 < O(M)

M = B es un cardinal <  MI[G] = 8 es un cardinal .

En este punto cabe mencionar que un ordinal en M que sea un cardinal puede dejar
de ser cardinal en la extensién genérica. Sin embargo, es una observaciéon elemental
que se cumple cf(a)M[Cl < cf(a)M, para todo ordinal o € M. Veremos que en el
forcing de Cohen, se preservan los cardinales.

Lema 2.1.7. Es suficiente que P preserve cofinalidades para que preserve cardinales.

Demostracion. Supongamos que P preserva cofinalidades, y sea G un filtro P-genérico
sobre M. Sea oo € O(M) tal que w < a. Veamos que

MI[G] = a es un cardinal = M |= « es un cardinal.
Si M = « no es cardinal, entonces existen 8 < a'y f € M de modo que
ME f:a— 8 es biyeccion.

Por el Ejemplo 1.1.6, sabemos que la propiedad de ser biyectiva es absoluta entre
modelos transitivos de ZFC, por lo que se tiene que

MI[G] & f:a— B es biyeccion.

Para continuar con la demostracion, supongamos M = « es un cardinal. Si pasa que
M = « es regular, entonces

a=cf(a)" =cf(a)™e
asi que « es un cardinal regular de M[G]. Si M = « no es regular, entonces
o= U{B <a:M =B es cardinal reqular}
= U{ﬁ < a:M[G] = B es cardinal regular}.

Como la unién de cardinales es nuevamente cardinal y la unién es absoluta para
los modelos transitivos de ZF'C, tenemos entonces que

MIG] E a=sup{B < a:cf(B) = B}

por lo que M[G] | « es un cardinal. Asi, todo cardinal infinito de M también es
cardinal de M[G]. O
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Maés adelante, veremos que los 6rdenes parciales que cumplen la k — cc preservan
cofinalidades mayores o iguales a k.

Existen ejemplos de 6rdenes parciales que preservan cardinales sin preservar cofi-
nalidades, para esto el lector puede consultar el articulo [39].

El siguiente teorema es técnico, pero sera muy importante para los resultados del
capitulo 3.

Teorema 2.1.8. Sean M wun modelo transitivo numerable de ZFC, vk € M tal que
M [ [k es regular], P € M un orden parcial y G un filtro P-genérico sobre M. Si
P tiene la k —cc, AABe€ M y f: A— B es una funcion en M|[G], entonces existe
g€ M tal que M l=g: A— [B]<* y f(a) € g(a), para cada a € A.

Demostracion. Por el lema de la verdad 1.5.3, existe una condicion p € G de modo
que plF f: A — B. En particular, tenemos que

o

Ya € AlplF f(a) € B].

o

Para cada a € A, sea B, = {¢ € P:q<pA3b, € BlglF f(a) = b,]} y sea C, una
anticadena maximal con la contencién entre las anticadenas contenidas en F,. Para
cada a € A, sea g(a) = {by : ¢ € Cy}. Por el Lema de Definibilidad 1.5.4 y el axioma
de eleccion, tenemos que g : A — [B]<" esta en M. Solo resta probar que

Va € A[f(a) € g(a)].

Para esto, fijemos a € A. Ya que M[G] = f(a) = b, entonces
quG[quAqll—f(oa):l}].

Como C|, es anticadenta maximal, entonces existe una condicion r € Cy, tal que r y ¢q
son compatibles. Sea s € P que satisface que s < r A s < ¢. Entonces

s - f(oa) =b, v sl f(oa) =b.
Esto implica que b = b, € g(a), que era lo que queriamos demostrar. O

Corolario 2.1.9. Sean P € M un orden parcial, G un P-genérico sobre M, y k € M
tal que M = [k es regular]. Si P tiene la k — cc, entonces

Ya € M[cf(a)M >k — cf (a)MIE] = cf(a)M].

Demostracion. Siempre es cierto que cf(a)MIC < c¢f(a)M, lo cual se sigue del hecho
de que el conjunto {B <a:df e M[M Ef:B—aes coﬁnal]} esta contenido
en {f < a:3f € M[G][M[G] = f : B — « es cofinal | }. Para comprobar la otra
desigualdad, supongamos que no se cumple, i.e. cf (a)MI < cf(a)™. Asi, existen un
ordinal B con 8 < cf(a)™ y f € M[G] de modo que M[G] |= f : B — « es cofinal.
Por el Teorema 2.1.8, existe una g € M tal que

n M|:g:ﬁ—>[a]<”y
= para cada v € S, f(v) € g(v).
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Consideremos la union
S=|Jo(v) v <8}

Del segundo inciso se tiene que M[G] = S es cofinal en a, y ya que la propiedad de
que un subcojunto sea cofinal es absoluta entre modelos de ZFC' y g € M, se tiene
que S € M y M |= S es cofinal en . Por lo tanto, M | cf(a)™ < |S|. Por otro
lado, sabemos que 3 < cf(a)M y

M EvVy < B[lgl)| <k <cfla)™].

Asi, ya que M = cf(a)™ es regular, se tiene que M = S no es cofinal en cf ()M,
por lo cual M = |S| < c¢f(a)M, pero esto nos lleva a una contradiccion. O

De todo lo anterior, se tiene que el forcing de Cohen con rango numerable preserva
cardinales

Teorema 2.1.10. Si P € M tiene la cce, entonces P preserva cofinalidades y, por lo
tanto, cardinales.

Demostracion. Es un corolario del Lema 2.1.7 y Corolario 2.1.9. O

El lema que se demuestra a continuacién es necesario para probar el Teorema de
P. Cohen.

Lema 2.1.11. Sik € M y G es Fn(k x w,2)-genérico sobre M, entonces
M[G] k= |k| < 20,

Demostracion. Consideremos la funcion f = JG : k X w — 2, que es sobreyectiva de
Kk X w en 2, en virtud del Lema 2.1.5. Para cada a < kK y n € w, definimos f, : w — 2
como fq(n) = f(a,n). Por absolutez, la sucesion {f, : @ € k} estd en M[G]. Mas
aun, si o # [ entonces f, # fg. Para ver esto, fijemos a y 8 distintos, y sea

Dy = {p tdn e w{((a,n) € dom(p)) A ((B,n) € dom(p)) A (p(e,n) # p(ﬁ,n))} }

Es evidente que D, 3 estd en M y es denso, por lo que GN D, g # 0, lo que implica
que fo # fg. Por lo tanto,

MIG] [ |k = {fa s a € w}| < 2%

El siguiente teorema es tomado del libro de P. Cohen [5].
Teorema 2.1.12 (Paul Cohen, 1964). Eziste un modelo M de ZFC tal que
M = -CH.

Demostracion. Sea P = Fn(ws x w,2). Entonces P tiene la ccc en M y preserva

cardinales en virtud del Teorema 2.1.10, por lo que R/ = NQM[G]. Se sigue del Lema
2.1.11 que M[G] | Ry < 2% para cualquier filtro P-genérico G sobre M. Por lo
tanto, M[G] E ~CH, para cualquier filtro P-genérico G sobre M. O

45



Probaremos mas adelante que el cardinal del continuo puede ser tan grande como
uno desee. Para este propdsito, necesitaremos la siguiente nociéon:

Definicién 2.1.13. Sean M un modelo transitivo numerable P un orden parcial y
A € M. Un nombre o € M es un nombre ameno para un subconjunto de A si

o={(a,p):pel, Nac A}
donde I, es una anticadena en P, para cada a € A.

Nota 2.1.14. Si 0 € M¥ es un nombre ameno para un subconjunto de A, entonces

igloc)={a€ A:I,NG # 0}.

Lema 2.1.15. Sea P € M un orden parcial, G un filtro P-genérico y A € M. Si
B e M|[G] y M[G] = B C A, entonces B tiene un nombre ameno i.e.,

Jo € M¥ [0 es nombre ameno Aig(o) = B].

Demostracion. Sea T € MF tal que iq(7) = B. Por el lema de la verdad, existe p € G
tal que p IF 7 C A. Para cada a € A, fijamos el conjunto E, :={q: ¢ <pAql-a € 1},
y tomemos una anticadena maximal I, C F,. Definimos

o={(a,r):rel, Nac A}

Notemos que ¢ es un nombre ameno para un subconjunto de A. Afirmamos que
ig(0) = ig(7). En efecto, si a € ig(o) entonces I, N G # 0, asi que existe ¢ < p tal
que g € Gyqlkaer,porloque M[G] Ea€ig(r).

Para la otra contencion consideremos a € ig(7). Entonces existe ¢ € G tal que
g <pyql-aer. Tomemos el conjunto

S={reP:r<pA3el,r<t]}

Afirmamos que S es denso debajo de g. Para demostrarlo, fijemos una condiciéon r € P
tal que r < q. Como r € E, y I, es anticadena maximal, entonces existen r, € I,
y ro € P tales que 1o < r1 y ro < 7, y entonces 7o € S y ro < r. Esto prueba la
afirmacion. Por lo tanto, es posible tomar una condicién s € SN G. Asi, existe t € I,
para el cual s < t. Luego, t € I, N G vy, por consiguiente, a € ig(c) (por la Nota
2.1.14). Esto termina la demostracion de la igualdad. O

Teorema 2.1.16. Sean P € M wun orden parcial, G un filtro P-genérico y k, \, i, v
cardinales en M. Supongamos que M = [v = kM A |P| = k AP es A\t — cc]. Entonces

MG E 2" <w.

Demostracion. En M, el namero de anticadenas de P es *, dado que P es AT — cc.
Como el conjunto dom(iz) = {€ : € < pu} tiene cardinalidad ju, entonces a lo mas
existen (k*)* = v nombres amenos para subconjuntos de u, por lo cual, aplicando el
axioma de eleccion, podemos numerar en M a los nombres amenos para subconjuntos
de p con {7¢ : £ < v}. Definamos la funciéon f : v — 2* por f(§) = ig(7e), para
cada £ € v. Dicha funcion esta bien definida en M, por lo que también f € M|G]|
y, ademas, en virtud del Lema 2.1.15, se tiene que M[G] = f es sobreyectiva. Asi,
usando nuevamente el axioma de eleccién, tenemos que M[G] = 2+ < v. O
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Teorema 2.1.17. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC y k un cardinal
infinito de M tal que M |= k™ = k. Si G es un filtro Fn(k x w,2)-genérico sobre M,
entonces M[G] = 2% = k.

Demostracion. Aplicando el Teorema 2.1.16 con A = w = u, podemos concluir que
MI[G] |z 2% < k. Por el lema 2.1.11 tenemos que M[G] = x < 2%, Por lo tanto,
M[G] | K = 2%, O

Hacemos la observacion de que podemos utilizar el orden Fn(k,2) en lugar de
Fn(k x w,2) para obtener el mismo resultado que en el lema anterior. Para esto sélo
necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.1.18. Si k es un cardinal infinito, entonces Fn(k X w,2) es isomorfo a
Fn(k,2).

Demostracion. Fijemos una particion de k en w partes, {A, : n < w}, de modo
que |A,| = k, para cada n < w, y fijamos una biyeccion f, : K — A,. La funcion
f Kk Xw— Kk dada por

f(avn) = fn(a)

es una biyecciéon. Es un ejercicio rutinario comprobar que la funcién
e: Fn(k X w,2) = Fn(k,2)

dada por e(p) = ¢ si y solo si dom(q) = fldom(p)] y tal que si a € dom(q), entonces
q(a) = p(f~1(a)), para cada p € Fn(k xw,2), es un isomorfismo de érdenes parciales.
O

Corolario 2.1.19. Sean M wun modelo transitivo numerable de ZFC y k € M tal
que M = [k es un cardinal infinito]. Si G es un filtro Fn(k,2)-genérico sobre M,
entonces

MIG] | k < 2%,

Demostracion. Se sigue del Lema 2.1.18, el Teorema 1.6.10 y el Teorema 2.1.17. [

Finalizamos este capitulo con un teorema que sera utilizado en cada uno de los
capitulos siguientes de esta tesis. Lo enunciamos ahora porque se requiere de todos
los conceptos introducidos hasta este punto.

Teorema 2.1.20. Sean M un modelo de ZFC, P € M tal que M |= [P es numerable],
G un filtro P-genérico, J € M y E' € P(J)MC tal que M[G] = |E'| = w;. Entonces
existe E C E' de cardinalidad wy en M.

Demostracion. Sea E’ un P-nombre para E'. Para cada e € J tal que M[G] = e € E,
existe un p € G y e tiene un P-nombre é de modo que

plkée k.

Como P es un forcing numerable, entonces podemos pensar que {p, : n < w} C G es
exactamente el conjunto de las condiciones p en el filtro para los cuales existe algtn
e € E' tal que plF é € E’. Para cada n < w definimos los conjuntos

E,:={eeJ:p,lkéecE}.
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En virtud del Lema de Definibilidad que nos dice que la relaciéon de forzar es definible
en M, entonces los E, son conjuntos definidos con parametros en M, por lo que cada
E, € M. Afirmamos que M[G] F E' = U, En. En efecto, si M[G] e € £,
entonces existe una condicién en el filtro que fuerza esto, y por como tomamos en
forma de lista a los elementos de G, lo anterior quiere decir que existe un n < w tal
que p, IF & € E'. Por lo tanto, se tiene que M[G] = e € E,. Ahora, si M[G] =
e € U, cw En, entonces existe un m < w tal que M[G] = e € E,,. Como E,, € M
y la pertenencia entre conjuntos es una férmula Ao, entonces M Ee e E,. Asi,
Dm IF € € E'. Por consiguiente, M[G] = e € E’. Finalmente, como M[G] = |E'| = w1,
entonces M[G] = [UU,,.,, En| = w1,y ya que P es un forcing que preserva cofinalidades,
podemos encontrar un ng < w tal que

M[G] |= |Ep,| = w1

El conjunto E,, es el que buscabamos. O
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Capitulo 3

Algunas consecuencias del
forcing de Cohen sobre
subconjuntos de ntmeros reales

En este capitulo, veremos dos formas en que se pueden obtener resultados con el
Forcing. El primero de ellos es el Teorema de Vopenka, y muestra que si se “agregan”
muchos reales a un modelo, el conjunto formado por esos reales es un espacio de
Luzin. El corolario de esto (que veremos formalmente en el siguiente capitulo) es que
en una extension de Cohen existen espacios de Luzin y, por lo tanto, L-espacios. El
segundo teorema que se demuestra en el capitulo afirma que si existe un espacio de
Luzin en un modelo, y se usa el forcing de Cohen sobre dicho modelo, entonces el
espacio de Luzin original sigue siendo espacio de Luzin en la extensiéon genérica. Los
espacios de Luzin jugaron un papel importante en las investigaciones al inicio del
siglo pasado sobre la Hipotesis del Continuo. Esta clase de espacios fue presentada
primero por N. Luzin en [27]. Al inicio del sigo XX, René Baire se dedico a estudiar
una clasificaciéon de funciones reales en una jerarquia, las funciones en un estrato son
limites puntuales de funciones en estratos previos. La condiciéon necesaria que cumple
cada funcién dentro de la jerarquia es que dado cualquier conjunto perfecto P existiera
un conjunto magro M relativo a P, de manera que la funciéon fuera continua en la
restriccion a P\ M. La funcion caracteristica de un espacio de Luzin cumple con
esta propiedad, sin embargo, como muestra Luzin en [27], no es suficiente para que
dicha funcion pertenezca a la jerarquia, y éste fue el propoésito de su construcciéon. Las
personas interesadas en conocer mas sobre espacios de Luzin pueden consultar en |2,
27], y para un panorama historico, pueden consultar [45].

Las ideas principales para desarrollar esta secciéon se obtuvieron del articulo de V.
I. Malykhin [28].

3.1. Reales de Cohen

Esta seccion contiene algunos resultados técnicos que se utilizardn para probar los
teoremas principales del capitulo.
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Definicién 3.1.1. Para cada p € F'n(w, 2), definimos el cono de p:

pl:={fe2*:pCf}

Recordamos que el espacio de Cantor 2“ es un espacio completamente metrizable,
separable, O-dimensional, y el conjunto de conos {[p] : p € Fn(w,2)} constituye una
base de abiertos-cerrados para su topologia. Desde este momento y para el resto del
capitulo, fijamos una biyeccion i : w — Fn(w,2).

En la teoria descriptiva de conjuntos se trabaja con los cddigos de Borel, que son
funciones computables que describen numéricamente la complejidad y la posicion
de un conjunto boreliano dentro de la jerarquia de Borel. Aunque no usaremos dicho
concepto, definimos a continuaciéon una reminiscencia de lo que es un cddigo (de Borel)
para un abierto en 2. El lector interesado puede consultar sobre este tema en [15] y
[9].

Definicion 3.1.2. Sea V' C 2“ un conjunto abierto. Una funcién v € w® es un cddigo
para V si

V= {JEGm).

n<w
Los lemas que presentamos a continuaciéon describen propiedades basicas de los

conos que requeriremos posteriormente.

Lema 3.1.3. Sean M wun modelo de ZFC, ip; : w — Fn(w,2) biyeccion en M y
v :w — w una funcion en M. Entonces M E | { oY; ('y(n))}M
en 2%.

n< w} es abierto

Lema 3.1.4. Sean p, ¢ € Fn(w,2). Entonces p y q son compatibles si y solo si

[Pl N [q] # 0.

Demostracion. =: Como p y ¢ son compatibles, entonces existe un r € P tal que
r < p, q. Definimos
r(n) sin € dom(r)
fn) = .
0 sin ¢ dom(r).

Asi, si n € dom(p) entonces p(n) = r(n) = f(n), y si n € dom(q) entonces ¢q(n) =
r(n) = f(n); por lo tanto f € [p] N [q].

<:Sifelp|niql,y m <w es tal que m > |p| y m > |q|, entonces f[,, <p,q. O

Lema 3.1.5. Sea D = {q,, : n € w} C Fn(w,2). Entonces D es predenso en Fn(w,?2)
siy sdlo si V =J{[gn] : m» € w} es denso en 2%.

Demostracion. =-: Probaremos que cualquier abierto basico tiene interseccién no vacia
con V: Consideremos el abierto basico [p], con p € Fn(w,2). Ya que D es predenso,
existe n < w tal que p y ¢, son compatibles. Asi, [p] N [g;] # 0. Por lo tanto, V es
denso en 2¢.

«: Sea p € Fn(w,2). Como V es denso en 2, entonces existe n € w tal que
[p] N [gn] # 0; entonces p y g, son compatibles. O

50



Presentamos una definicion muy importante y fundamental en el estudio del For-
cing, la de real de Cohen. Luego estudiamos la relacion del forcing de Cohen con
ciertos subconjuntos de los niimeros reales que nos permitiran apreciar una demos-
tracion sobre una afirmaciéon de consistencia respecto a algunos subconjuntos de R.

Nota 3.1.6. Si M es un modelo de ZFC y V C 2% es un conjunto abierto, entonces
VM =, <[Py, donde v € (W)™ es un codigo para V en M.

Definiciéon 3.1.7. Sean M y N modelos transtivos de ZFC tales que M C N.
Decimos que una funciéon f € (2“’)N es un real de Cohen sobre M si para todo abierto
no vacio V' C 2% se satisface la siguiente implicacién:

M = VM es abierto denso en 2¥ = Nk feVV.

Una observacion importante sobre la definicion anterior: Es posible (y, de hecho,
ocurrird en general) que, al ser N una extension de M, VM no sea abierto en N,
pues N agrega conjuntos que M no tiene. En particular, la interpretacion de V en
N, VN, tiene mas elementos que V. Con la Nota 3.1.6, nos aseguramos no solo de
tomar la interpretacion del objeto V' del universo que corresponde al modelo en el
que nos encontramos: Ademaés, gracias a que el codigo de V en M es también codigo
de V en N, se tiene que N |= V'V es abierto de 2*. Cuando sea claro del contexto,
escribiremos V en lugar de VM.

El siguiente teorema es conocido y nos dice que cuando forzamos con F'n(w, 2) sobre
un modelo, algunos de los objetos que se “agregan” son reales de Cohen. Desde este
punto, denotamos por P a Fn(w,2).

Teorema 3.1.8. Sean M, N modelos transitivos de ZFC, con P € M. Entonces
f€2“NN es un real de Cohen sobre M si y sdlo si existe G € N un filtro P-genérico
sobre M tal que f =|UG y M|[G] C N.

Demostracion. =: Sea f € 2 N N un real de Cohen sobre M. Definimos el conjunto
G:=[f]<*={peP:pC f}. Notemos que G € N, porque hemos usado parametros
en N y formulas absolutas para los modelos de ZFC. Veamos primero que G es filtro
P-genérico sobre M:

= Es claro que 1p € G.

= Sip, ¢ € G, no es complicado ver que f € [p]N[q], y por el Lema 3.1.4, concluimos
que p y q son compatibles. Sea r’ € P tal que ' < p, q. Definimos r = 7' N f. Se
sigue que r < p,q y r € G. Por lo tanto, p y ¢ son compatibles en G.

= Sean p € Gy q € P tales que p < ¢. Entonces ¢ C p = f[dom(p) C f, lo cual
implica que ¢ € G.

= Sea D € M un conjunto P-denso. Es claro que un conjunto denso en P es
predenso en P. Por el Lema 3.1.5 sabemos que

M= vM — U{[q]M :q € D} es denso en 2%,

Por hipoétesis, f es un real de Cohen sobre M, asi que N = f € VY. Por
consiguiente, existe un ¢ € D tal que f € [q]. Luego ¢ € G. Por lo tanto
GND#Q.
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Hemos, asi, demostrado que G es un filtro P-genérico sobre M. Ahora veamos que
F=UG

C: Si n € w, entonces de la definicion de G, se tiene que {(n, f(n))} € G; asi,
{(n, f(n))} CUG y, por lo tanto, (n, f(n)) € UG.

D: Sea (n,i) € UG, entonces existe un ¢ € G tal que (n,i) € g¢; asi, como ¢ C f,
entonces (n,7) € f.

Por ultimo, tenemos que M[G] C N porque M[G] es minimal entre los modelos
transitivos de ZFC que poseen la propiedad de tener a G como objeto.

<:Sean f=JG € N,V C2¥ tal que M |= VM es abierto denso en 2% y v € w®
un coédigo para V. Se tiene que M = {pyp) : n < w} es predenso en P, por el
Lema 3.1.5. Y en virtud del Lema 1.5.10, existe un m € w con py(y,) € D N G. Asi,
NEIn<w [f € [pw(n)]]. Por lo tanto, N |= f € V¥ i.e., f es un real de Cohen
sobre M. O

Cabe mencionar que dada la equivalencia probada en el teorema anterior, uno
puede usar cualquiera de las dos propiedades como definicion de real de Cohen, segtin
convenga el caso.

El siguiente lema es conocido y tiene versiones méas generales. Una demostraciéon de
éste se encuentra en la tesis de licenciatura [38]. Sin embargo nosotros incluiremos una
demostracion sin recurrir a resultados fuera de lo visto hasta este punto. Tengamos
en mente lo siguiente: Si I es un conjunto y J C I, entonces, en virtud del Lema 1.8.1,
hay un isomorfismo de 6rdenes parciales

Fn(I,2) = Fn(J,2) x Fn(I\ J,2),

y por el Lema 1.6.6, el Corolario 1.6.4 y el Teorema 1.7.1, si G es un filtro Fn(1,2)-
genérico, entonces podemos pensar a G como un filtro H x H' en el producto, y
M[G] = M|H x H']| = M[H][H']. En este contexto, diremos que H = m[G] y H' =
m2[G]. Hacemos este pequeno abuso de notacién para que procurar que la lectura no
se vuelva demasiado pesada.

Lema 3.1.9. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC, A, B,I,Fn(I,2) € M
de modo que M = |I| > wi A JA| < w, G un filtro Fn(I,2)-genérico sobre M, y
f:A— B con f € M[G]. Entonces existe un J € [I]* "M tal que f € M[H], donde
H es la proyeccion de G sobre Fn(J,2).

Demostracion. Como M[G] |= f: A — B, entonces existe una py € G tal que
po IF f :A - B,

y como habiamos visto en la demostraciéon del Teorema 2.1.8, esto implica que
Va € Alpo - f(a) € B).
Para cada a € A, definimos el conjunto

E,:={q<po:3¢d €PI, e B¢ I+ f(oa) =by Aq ) q1}
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Puesto que E, ha sido definido usando parametros en M, entonces E, € M. Asi,
como M es un modelo del axioma de eleccién, en virtud del Lema de Zorn podemos
elegir una anticadena maximal C, C F, para cada a € A y tal que C, € M. Luego
definimos

J' == {dom(q) : Ja € A[q € C,]},

y J :=JJ', la union de los dominios de las funciones en J,. 4 Ca. Como pedimos
que A fuera numerable en M, y ya que IP es ccc, entonces cada C, es numerable, por

lo que

U ¢
acA
yasi, M E |J| <w. Yaque Q := Fn(J,2)x Fn(I\J,2) es un orden parcial numerable,
entonces hay un isomorfismo e : P — Q. Fijemos una notaciéon para las proyecciones
del filtro G, H := m[G] y H' := m3[G]. Observe que el conjunto

Mg

<w,

F={(ab):3g€ H gl fla)=10]}

es igual a la funcion f. En efecto, es claro que F' C f; por otro lado, si (a,b) € f,
entonces existe un p € G tal que p IF f(oa) = b. Dado que p y po estan en G, son
compatibles, asi que podemos suponer que p < pg, y va que C, es anticadena maximal
debajo de po, entonces existe algin q € C, NG, y por consiguiente es compatible con
p, por lo que ¢ IF f(a) = b. Ademas, se tiene que dom(q) € J', lo que implica que
dom(q) C J. Con esto demostramos que ¢ € H. De este modo, ¢ atestigua que

(a,b) € F.
Finalmente, notemos que F esta definido usando parametros en M[H]; asi podemos
concluir que la funcion f es un objeto en M[H]. O

3.2. Conjuntos de Luzin

En esta seccion definimos formalmente a los conjuntos o espacios de Luzin, y pro-
bamos que el conjunto formado por una cantidad no numerable de reales de Cohen
en 2“ es de Luzin, y que si un subconjunto de 2* es de Luzin en un modelo M de
ZFC, entonces dicho conjunto serda de Luzin en cualquier extension genérica obtenida
a partir del forcing de Cohen. La existencia de un conjunto de Luzin fue una hipotesis
utilizada por varios matemaéticos en el siglo pasado para estudiar distintas implicacio-
nes de la hipétesis del continuo. Entre ellos Sierpiniski menciona la propiedad en su
libro [44] dedicado al estudio de la Hipotesis del Continuo y sus equivalencias conoci-
das hasta ese momento. Los teoremas que probaremos pueden ser considerados parte
del inmenso estudio que se ha hecho sobre la relacién entre subconjuntos de los reales
y la Hipotesis del Continuo.

La fuente principal para esta seccion es el articulo de V.I. Malykhin [28], aunque
el primer teorema que se demuestra se debe a P. Vopenka y K. Hrbacék, quienes lo
enuncian en [48].

Definicion 3.2.1. Un espacio topologico es de Luzin si no tiene puntos aislados y
todo subconjunto denso en ninguna parte es numerable.
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El siguiente teorema cuya demostracion se toma de [28] pero que aparece en el
articulo de Vopénka y Hrbacek [48] y nos dice que si M’ es el modelo obtenido de
forzar con Fn(k X w,2), donde k es un cardinal regular no numerable, entonces el
conjunto de reales de Cohen agregados constituye un conjunto de Luzin en M’. Dentro
de los objetivos de este trabajo esta el escribir la demostracién de manera que fuera
accesible para los lectores que se inician en el tema de Forcing.

Teorema 3.2.2 (P. Vopénka, K. Hrbacek, [48], [28]). Sean M un modelo transitivo
numerable de ZFC' y K un cardinal no numerable en M y tal que Fn(k X w,2) € M.
Si G es un filtro Fn(kxw,2)-genérico sobre M, entonces los reales de Cohen en MG
forman un conjunto de Luzin en 2%.

Demostracion. Para cada o < &, fijamos ro =Gl (a}xws ¥ S = {ra : @ < k}. Desde
luego, S € M|[G]. Fijemos también un V C 2¥ de modo que

MI[G] |= VMIC ¢s abierto denso de 2¢.
Buscamos demostrar que
MIG]E S 02\ V)| < w.

En MIG], fijamos una biyeccién i : w — F'n(w, 2). Como ya se habia observado antes,

esto nos permite considerar un cédigo v € (w“)M[G] para V. Definamos en M[G] la
funciéon f: Fn(w,2) X w — 2 como

flg,n) =1 <= MI[G] = [g] N [pym)] # 0.

Como V es abierto denso en M[G], se tiene que 1 € f[{¢q} x w], para toda condiciéon
q € Fn(w,2). También observemos que Fn(w,2) xw € M y f € M[G], asi que
estamos en condiciones de aplicar el Lema 3.1.9. Sean J € [k X w|* " M, y H un
filtro F'n(J,2)-genérico, de modo que i, f € M[H|. Entonces v es un codigo para V
en M[H]y f nos dice que

MI[H] =V es abierto denso de 2%. (3.2.2.1)

Denotemos por I al conjunto (k x w) \ J y fijemos K la proyeccion de G sobre
Fn(1,2). Ahora notemos lo siguiente: Dado un o < & fijo tal que o > supmi[J],
nosotros podemos tomar la particion

Fn({a} xw,2) x Fn(I'\ ({a} x w),2)

del orden Fn(I,2). Denotemos por K, a la proyeccion de K sobre Fn({a} X w,?2),
y por K/ a la proyeccion de K sobre Fn(I\ ({a} X w),2). Por el Lema 1.6.6, el
Corolario 1.6.4 y el Teorema 1.8.1, sabemos que K, es un filtro Fn({a} x w,2)-
genérico sobre M[H], K/ es un filtro Fn(I \ ({a} x w), 2)-genérico sobre M[K,], y
M[K] = M[K,][K]). De este modo, obtenemos la igualdad

MI[G] = M[H][Ka][Kg].

También es inmediato ver que |J K, = UG[{Q}XW = 7, Esto es porque K, es una
proyeccion de K que, a su vez, es una proyecciéon de G.
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To ™ r Ta

{0} x w {1} xw {2} xw {a} xw

Figura 3.1: Cada r, es una funcién que se agrega al forzar con un orden isomorfo a
Fn(w,2). Las lineas rojas representan las copias de w indizadas por k.

Luego, por la definicion de real de Cohen y de (3.2.2.1), se tiene que
M[H][Ky] Era € V.

Ademas, tenemos que VMHIK] € VMIC] por lo que M[G] |= 7o € V. De aqui,
concluimos que para cualquier @ < Kk que supere a la proyecciéon de J sobre sus
primeras coordenadas, ocurre que M[G] = r, € V. Ya que J es numerable, entonces
el argumento anterior es valido para a lo més, un subconjunto numerable de S. Por
consiguiente, tenemos que

MG =S\ V] < w,

que era lo que queriamos demostrar. O

3.3. Preservacion de espacios de Luzin de 2“ con el
forcing de Cohen

El siguiente resultado que buscamos demostrar es que si en un modelo de ZFC
existe un espacio de Luzin contenido en el producto 2%, entonces dicho espacio per-
manece con esta propiedad después de forzar con Fn(w,2). Proponemos este teorema
porque nos parecié que muestra otro ejemplo del tipo de resultados que se pueden
obtener usando Forcing: Que alguna propiedad que sea verdadera para un conjunto
en el modelo base sea también verdadera para el mismo conjunto en la extension
genérica. La demostracion fue tomada del articulo de V. I. Malykhin, [28].

Haremos algunas convenciones antes de comenzar: Para que la notacién no sea
confusa, denotaremos por B a la base de conos {[p] : p € Fn(w,2)} de 2¥. Siempre
que consideremos un modelo M de ZFC, asumiremos que existe una funcién biyectiva
i:w— {BM: B € B} en dicho modelo, y para cada n < w, en lugar de poner i(n),
para referirnos al n-ésimo elemento de B simplemente escribimos B). Cuando sea
claro el modelo en el que estamos haciendo el razonamiento, escribimos B,, en lugar
de BM. Recordamos que por PP, nos referimos a F'n(w,?2).

Ahora, dado un modelo M de ZFC' y un P-nombre 7, definimos O™ (7) el conjunto
de las condiciones p € P que satisfacen la siguiente propiedad:

Vn<qu§p3m<w3r,s€P[nyﬂB%;é(Z) ArlEmer A sgq,r]. (3.3.0.1)
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Comenzamos demostrando una serie de lemas técnicos que nos permitan demostrar
el teorema principal de la seccion.

Lema 3.3.1 (V. I. Malykhin, [28] Proposicion 11). Sean M wun modelo transitivo
numerable de ZFC con P € M y 7 € M® un nombre para un subconjunto de w. Si
para cada n < w, B, es un P-nombre para B, y

m={(o,p): I,q) eTIr €P(o,r) € B Ap<qAp<r]},
entonces
1. © es un P-nombre.

2. Si G es un filtro P-genérico sobre M, se tiene que ig(m) =J 7 Bn-

n€ig(
3. OM(r)={p€P:pl-7 es denso en 2*}.

Demostracion. Primero, es claro que 7 € M* pues sus elementos son parejas donde la
primera entrada es un P-nombre y la segunda es una condicién de IP. Para la siguiente
parte del teorema, sea G un filtro P-genérico sobre M. Entonces

ic(0) €ig(r) <= IpecG[(o,p) €]
<~ IJpeGIn,q) eTIrelP [(0,7") €Bp ANp< q,r}
< dncig(r) Nig(o) € B,
> iglo)e |J B

n€ig(r)

Procedemos a demostrar el dltimo inciso. C: Sean p € OM (1) y G un filtro P-genérico
tal que p € G. Probaremos que, en M[G], cada abierto basico de 2% tiene interseccion
no vacia con ig(m):

Fijamos n < w y definimos el conjunto

Ay ={s<p:Im<w[BY¥NBY #0 Asl-mer]}

Afirmamos que estéd en M y es denso debajo de p: En efecto, cada A,, es un elemento
de M porque para definirlos solamente se ocupan formulas absolutas y la relacion
de forzar que es definible en M. Ahora, tomemos fijo un ¢ < p; como p € OM (1),
entonces existen m < w y r, s € P tales que

BYnBM 49 A rikmer A s<gr

lo que implica que s € A,,, y como s < ¢, entonces se cumple la afirmacion.
Para n < w, existe un s,, € A, NG. Por lo tanto, M[G] =m € ig(7) A B,N By, # 0.
Se sigue de lo anterior que

MI[G] = B, N (U{Bm me ig(T)}) £0.

Finalmente, si V' C 2% es un abierto no vacio en M|[G], entonces existe un n < w tal
que B, €V, por lo que M[G] =V N (U{Bm : m € ig(1)}) #0.
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D: Supongamos, para proceder por contraposicion, que p ¢ O (7). Entonces para
p se satisface la negacién de la férmula que define a OM (1), i.e.
dg<pIn<wVm < wVq < qVr [BéwﬂBM #Z0Arikmer—rLlq] (331.1)

m

Fijemos una ¢ < p y una n < w que satisfagan (3.3.1.1). Por el séptimo inciso del
Lema 1.5.11, concluimos que

Vm <w [BY NBM #0— qlkmér].

Ahora consideremos un filtro P-genérico G sobre M que contenga a q. Deducimos que

MIG] = B, N (U{Bm ‘m e ig(T)}) = 0.
Como g < p, entonces p € GG. Por consiguiente, p ¥ m es denso en 2. O

En un modelo M de ZFC, dados un par de P-nombres 7 y € de modo que ¢ es el
nombre para una funcién en 2%, denotamos por OM (7, ¢) al conjunto de las condiciones
p € P que satisfacen la siguiente propiedad:

Vq§p3m<w3r,s,t€P[r Fee€fBm NslEmer /\tﬁq,r,s]. (3.3.1.2)

Lema 3.3.2 (V. I. Malykhin, [28] Proposicion 12). Sean M wun modelo transitivo
numerable de ZFC con P € M ye, 7 € MF. Si 7 es como en el Lema 3.3.1, entonces
FMer):={p € P:pl e € 7} es denso debajo de OM(7,¢), i.e. para cada
p € OM(r,¢), existe un g € FM (e, 7) tales que ¢ < p.

Demostracion. Sean p € OM(T, €), entonces existen m < w y r, s,t € P tales que
riFe€fBm A slkmer A t<p,rs.

Queremos encontrar una condicion ¢ < p tal que ¢’ IF ¢ € 7, i.e., si G es un filtro
P-genérico sobre M con ¢’ € G, entonces

M[G] Eig(e) € ig(m).

Nuestro candidato es la condicion ¢ < p dada por (3.3.1.2). Como ¢t < s, se cumple
que t IF 7n € 7, asi que m es testigo de que t IF € € B,, Amh € 7. Ahora, sea G un filtro
P-genérico sobre M con t € G. Entonces M[G] = ig(e) € B, Am € ig(T), por lo que

M[G) Eiae)e | Bn

n€ig(r)
Sabemos que M|G] = ig(m) = U,,c4(r) Bn- Luego, se tiene que ¢ I € € 7, asi que
t € FM (e, ). Por consiguiente, FM (e, ) es denso debajo de O™ (r,¢) O

Si M[G] | V es abierto denso de 2¢, y nosotros fijamos un P-nombre 7w para V
y un codigo 7 para V, entonces podriamos encontrar una condiciéon p € G de modo
que p IF 7 es denso en 2¥. Si € es un P-nombre y se diera el caso que OM(7,¢) es
denso debajo de OM (1), entonces G N OM(1,¢) # 0, por lo que podriamos concluir
que M[G] = ig(e) € V. Si esto se cumple para todos, salvo una cantidad numerable
de elementos de un conjunto en M][G], entonces dicho conjunto es de Luzin en la
extension. Establecemos estas ideas en el siguiente lema. Para usar notacién estan-
dar, en lugar de decir “para todo elemento x € X, salvo una cantidad numerable”,
escribiremos “V*°r € X”.
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Lema 3.3.3 (V. I. Malykhin, [28] “La condicién suficiente”). Sean M un modelo
transitivo numerable de ZFC con P € M y o € M¥ un P-nombre para un subespacio
de 2¢. Supongamos que la siguiente afirmacion es verdadera en M: Sit € MY y 1 son
como en el Lema 3.5.1, entonces Ve € m[o] [OM(7,¢) es denso debajo de OM (7)].
Se tiene entonces que {r € P: r I+ o es subespacio de Luzin en 2“} es denso en P.

Demostracion. Supongamos que la conclusion es falsa. Por el primer inciso del Lema
1.5.11, existe un r € P tal que r IF 0 no es subespacio de Luzin en 2¥. Sea G un filtro
P-genérico sobre M con r € G. Entonces

MIG] Eig(o) no es espacio de Luzin.

Asi, podemos encontrar un V' C 2¥ tal que M[G] | V es abierto denso de 2¥ y
MI[G] E lig(o) \ V| > w. Fijamos v € w¥ N M[G] un codigo para V en MI[G], T
un P-nombre para y[w] y m un P-nombre para V. Para cada f € (2)MIG tal que
M[G] = f €ig(o) \ V, fijamos un nombre f € MF tal que ig(f) = f. Consideremos

R::{(f,p)GU:pEG/\plkf%W}.

Se tiene entonces que R € M[G] y M[G] £ R es no numerable. Ademés, se tiene que
RC {(f,p) co:pePApIFf ¢ m}. Ya que la relacion de forzar es definible en M,
entonces el conjunto de la derecha es un objeto en M. Asi, estamos en condiciones de
aplicar el Lema 2.1.20. De esta manera fijamos un conjunto S € M tal que S C Ry
M E S es no numerable. Como P es numerable en M, entonces M = |m2[S]| < w. Asi,
es posible encontrar una py € G tal que el conjunto U= {(f po) €S :po k- f ¢ 7}es
no numerable en M. Observemos que Ue MP. Ademas, como todos los elementos de
G son compatibles y M[G] = V es abierto denso de 2, entonces podemos suponer
también que pg IF 7 es denso en 2, i.e. py € OM( ). Sabemos que FM(f7 ) es denso
debajo de OM (7, f) por el Lema 3.3.2. Si OM (7, f) es denso debajo de OM( ), resulta
entonces que FM(f 1) es denso debajo de OM (7). Esto es imposible si f es tal que
(f7po) el, pues para todo g € P, si ¢ < pg, entonces q Iff f € m. Por consiguiente,

Vi em[U] {OM(T, f) no es denso debajo de OM(T)},
lo cual implica que
I°fem [0] [OM(T, f) no es denso debajo de OM(T):|,

pero esto es claramente una contradiccion. Por lo tanto, podemos concluir que el
conjunto {r € P: r Ik o es subespacio de Luzin de 2*} es denso en P. O

La idea para demostrar el teorema principal de la seccién es que si un subconjunto
de 2 en un modelo es de Luzin, entonces para casi todo elemento f de £, nosotros
podremos probar que O™ (7, f) es denso como orden parcial en OM (1), donde 7 seria
el nombre del c6digo de un abierto denso y f un nombre para f.Y la manera de hacer
esto es definir en M un abierto denso de 2% a partir de OM (7).

Teorema 3.3.4 (V. L. Malykhin, [28] Teorema 10). Sean M un modelo transitivo
numerable de ZFC con P € M y L € P(2°)M, tal que M = L es de Luzin. Si G es
un filtro P-genérico sobre M, entonces M[G] = L es de Luzin.
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Demostracion. Sea V. C 2% tal que M[G] | V es abierto denso en 2¢. Queremos
demostrar que M[G] E |£\ V| < w. Fijemos v € w¥ N M[G] un coédigo para V, y
T, J,f € MP® P-nombres para V, y[w], £, y cada f € L, respectivamente. En virtud
del Lema 3.3.3, nos bastara con probar que

MEY®feLl [OM(T, f) es denso debajo de OM(T)}-

En virtud del Lema 3.3.1, se tiene que OM(7) = {p € P : p IF 7 es denso en 2*}.
Fijemos p € OM(7), y sean ¢ < p y n < w, entonces por la definicion de O (1), es
posible encontrar un m < w testigo de que se satisface la siguiente formula:

@(T,q,n,m)zﬂnseﬂ”[ByﬂB%75(2) ArlEFmer A sgqm].

Notemos que la formula ¢(7,q,n, m) tiene parametros en M. Definimos para cada
qg <pycadan < w a los conjuntos

bg = {m <w: w(T,q,n,m)},

y by =1 {b;’ in < w}. Nuevamente, observe que b, € M para cada ¢ < p. Definimos

el conjunto
U, = U B,,.
neby

Afirmamos que B, C U,. En efecto, el natural m es testigo de que para 7, ¢, n y m
se satisface ¢(7,¢,n,m), por lo que m € by. Por consiguiente, de la definicién de U,
se tiene que B,, es uno de los uniendos que forman a Uy, de modo que B,, C U,.

Ahora veamos que en M, cada U, es abierto denso de 2*: En efecto, claramente son
abiertos. Para verificar que son densos, consideremos ¢ < py n < w. Como ¢ < py
n < w, entonces podemos encontrar un natural m < w y condiciones 7, s € P tales que
B,NB,, #0, rlkmerys<gq,r. Por la afirmacién previa, se tiene B, N U, # 0.
Finalmente definimos

Vp = U U, = U {Bm : o(1,q,n,m)}.
q<p q<p
neby
Es inmediato ver que en M, V), es abierto denso de 2*. Luego,
ME L\ V| <w.
Afirmamos lo siguiente:

M VfeL([feV,—OM(r, f) es denso debajo de OM(7)]. (3.3.4.1)

En efecto, sea f € V). Esto quiere decir que existe un ¢ < p tal que f € U,. Por
definicion de Uy, existen n < w y m € by de modo que f € By,. Notemos que, por
definicion de by, m es testigo de que se satisface la formula (7, ¢, n,m). Esto implica
que existe un s < g tal que

sl feBm ANer.

Por lo tanto, s € OM(r, f). Asi, ya que s < ¢ < p, entonces la afirmacion queda
demostrada, y con esto concluimos la prueba del teorema. O
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Capitulo 4

Aplicaciones al problema de la
existencia de L-espacios

Decimos que un espacio X es hereditariamente separable si todo subespacio no vacio
de X es separable, y decimos que X es hereditariamente Lindeldf si todo subespacio
de X es Lindel6f. Ambas propiedades son consecuencia de que un espacio tenga peso
numerable (recordemos que el peso de un espacio X, w(X), es el minimo cardinal
k tal que existe una base para X de tamano k). Un espacio regular es L-espacio
si es hereditariamente Lindelof y no hereditariamente seperable. De manera dual, un
espacio regular es un S-espacio si es hereditariamente separable y no hereditariamente
Lindeldf. Estos conceptos se habian estudiado desde inicios del siglo pasado. D, Kurepa
mostro en 1935 que una linea de Suslin (un orden total completo, denso en si mismo,
sin extremos y que satisface la ccc) es un L-espacio [26]. Algunas preguntas naturales
que se hicieron varios topologos fueron:

s Cudndo es equivalente la existencia de un L-espacio a la existencia de un S-
espacio? ;Existe un L-espacio bajo los axiomas de ZFC? ;FExiste un S-espacio? ;Bajo
qué axiomas ser hereditariamente separable implica ser hereditariamente Lindelof?
sBajo qué axiomas ser hereditariamente Lindeldf implica ser hereditariamente sepa-
rable? ;Bajo cudles axiomas estas nociones son equivalentes?

Estas preguntas fueron abordadas entre los afios 60’s y 70’s por 1. Juhasz y A. Haj-
nal, entre otras personalidades de la topologia. Para muestra del trabajo desarrollado
en este contexto, pueden consultarse [18, 19, 20, 21, 22]. Notemos que el resultado
de D. Kurepa sobre la linea de Suslin sélo diria que si la negacién de la Hipodtesis
de Suslin fuera consistente, entonces bajo tales condiciones la propiedad de ser he-
reditariamente Lindel6f no implica la de ser hereditariamente separable. En 1967 T.
Jech demostré que consistentemente existe una linea de Suslin [14], asi se supo que
la existencia de un L-espacio es consistente con ZFC. En 1972, M.E. Rudin demos-
tro [43] que consistentemente existe un S-espacio, y lo obtuvo a partir de forzar con
Cohen sobre un modelo en el que existe un arbol de Suslin. En [46], S. Todorcevi¢
muestra que a partir de un espacio de Luzin es posible construir un L-espacio (esto
lo presentamos en la dltima secciéon de este capitulo). Junto con el resultado probado
por N. Luzin [27] de que bajo la CH existen espacios de Luzin, lo anterior impli-
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ca que bajo CH existen L-espacios. En el articulo de 1979 [41], J. Roitman usa el
forcing de Cohen para probar que consistentemente existe un subespacio de 2“1 tal
que todas sus potencias finitas son L-espacios (revisamos esta construccion en este
capitulo para el caso n = 1). Anos mas adelante, se demostr6 que la existencia de
L-espacios y S-espacios es independiente de la existencia de una linea de Suslin. De
hecho, se demostrd que es posible construir ejemplos de L-espacios y S-espacios en
modelos de la Hipotesis del Continuo o de su negacion. S. Todoréevié¢ construyo un
S-espacio en [47] suponiendo Azioma de Martin + -CH. En vista de estos (y otros)
resultados positivos sobre la consistencia de la existencia de L-espacios y S-espacios,
las personas que investigaron este problema se preguntaron si acaso se podria probar
la consistencia de la no existencia de alguna de esta clase de espacios, y qué tanto
podria “dualizarse” lo que se llegara a obtener. En [46], S. Todor¢evié¢ muestra que,
bajo un axioma conocido como Proper Forcing Aziom es consistente que no existan
S-espacios, ademas su prueba no se dualiza a L-espacios. En 2005 se supo que la
existencia de un L-espacio no era solamente consistente con los axiomas usuales de
la Teoria de Conjuntos, sino consecuencia de estos, cuando J. Moore demostr6é bajo
ZFC que existe un L-espacio [33].

Abrimos esta seccion con algunas propiedades basicas de los L-espacios y S-espacios.
Como ya adelantamos, en la segunda secciéon daremos la demostracion de la existencia
de un L-espacio en un modelo que se obtiene de forzar con Cohen. En la tercera
seccion, daremos una forma alternativa de demostrar la consistencia de la existencia
de un L-espacio, a partir de la existencia de un conjunto de Luzin en un modelo
obtenido de forzar con Cohen, visto en el Teorema de Vopenka. Este capitulo esté
basado en el articulo de J. Roitman [41] y en el libro de S. Todorcevié [46].

En adelante supondremos que los espacios considerados son Hausdorff y regulares.

4.1. Propiedades basicas

Definicién 4.1.1 (J. Roitman, [42]). 1. Decimos que X es un S-espacio si X es
herieditariamente separable (hS) y no es hereditariamente Lindeldf (hL).

2. Decimos que X es un L-espacio si X es hereditariamente Lindel6f y no es
hereditariamente separable.

Los L- y S-espacios son estudiados de manera més accesible a través de los siguientes
conceptos:

Definicién 4.1.2. Sea (A, <) un orden total. Si a € A, el segmento inicial determina-
do por a es el conjunto (+—,a] := {b € A:b < a}. El segmento final determinado por
a es el conjunto [a, —) := {b € A :a < b}. Un segmento inical en A es un segmento
inicial determinado por algin elemento de A. Un segmento final en A es un segmento
final determinado por algin elemento de A.

Definicién 4.1.3 (J. Roitman, [42]). Sea (X, 7) un espacio y k un cardinal infinito.

1. Decimos que X es un espacio separado derecho de tipo k si existe un buen orden
de tipo k para X tal que todo segmento inicial es un abierto de la topologia
original®.

ITraduccién de Right separated space of order type k.
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2. Decimos que X es un espacio? separado izquierdo de tipo k si existe un buen
orden de tipo x para X tal que todo segmento final es un abierto de 7.

El siguiente lema es una caracterizacion muy util de los espacios hS y hL, que
nos permitird deducir la mayor parte de las propiedades que necesitaremos de di-
chos espacios para estudiar el problema que nos concierne, y que presentaremos mas
adelante.

Lema 4.1.4 (J. Roitman, [42], Teorema 3.1). Sea X un espacio topoldgico.
1. X es hS si y sdlo si no contiene subespacios separados izquierdos de tipo wy .
2. X es hL si y sdlo si no contiene subespacios separados derechos de tipo wy .

Demostracion. 1. =: Procediendo por contraposicion, consideremos un espacio se-
parado izquierdo de tipo w1, ¥ = {z¢ : { <w;} C X. Notemos que si D C Y
es un subconjunto numerable, entonces el supremo de D, sup D € Y, digamos
Zo = sup D, para un o < wy. De aqui, se obtiene que D N [zq11,—) = 0.
<: Supongamos que Y es un subespacio no vacio de X que no es separable.
Definimos por recursiéon un subespacio Z C Y separado izquierdo de tipo w;
de la siguiente manera: Fijemos xy € Y. Ahora, supongamos que o < wy y
hemos definido {z¢ : £ < a}. Como Y no es separable, entonces dicho conjunto
no es denso en Y, por lo que hay un abierto no vacio U, C Y de modo que
Ua N{ze : £ < a} = 0. Fijamos z, € U,. Es claro ver que Z = {z¢ : £ < w1} es
un subespacio separado izquierdo de tipo w;.

2. =: Procediendo por contraposicion, sea ¥ = {x¢ : { <w;i} € X un subespacio
separado derecho de tipo wy. Entonces {[zg, z¢) : £ < w1} es una cubierta abierta
de Y sin subcubiertas numerables.
<: Supongamos que Y C X no es Lindelof y es de tamano w;. Consideremos
una cubierta abierta de Y U = {U; : £ < wy } sin subcubiertas numerables. Para
cada o < wy, fijamos 2o € Ua \ Ug.,, Ue. Entonces {z¢ : { < w1} es separado
derecho de tipo ws.

O

4.2. Existencia de un L-espacio en una extension ge-
nérica de Cohen

El Teorema que se demostrara en esta secciéon es la existencia de un L-espacio en
2«1, Comenzamos dando los elementos para construir el L-espacio en una extension
genérica, y continuaremos con dos lemas técnicos que nos seran de gran utilidad para
los teoremas que queremos establecer.

Como hemos hecho antes, P denota al orden parcial Fn(w,2). Durante la presente
seccion, pensaremos fijo a un filtro P-genérico G sobre un modelo de ZFC' M. Ade-
més fijaremos en M un conjunto A := {0, : @« = w | @ € wy \ w} de funciones
inyectivas. Asi, cuando consideremos una funcion inyectiva 6., con v < wy, estaremos
refiriéndonos al elemento de A con el indice .

2Traduccion de Left separated space of order type k.
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Dado un real de Cohen r € 2¥, para cada @ € wi \w definimos la funcién g, : w3 — 2

_[ra() siv<a
gdw—{o G (420.1)

El espacio X := {go € 2“' : @ € wy \ w} seré el L-espacio en M[G] que buscamos.

A continuacién probaremos algunos lemas que seran usados para establecer nuestra
meta principal.

Lema 4.2.1 (J. Roitman, [42]). Sea X un espacio no numerable. Entonces X no
contiene subespacios derechos no numerables de tipo wy siy sélo si para todo Y € [X]*?
y para toda cubterta abierta no numerable U de Y, existe un abierto U € U tal que

Demostracion. =: Procederemos por contrapuesta. Consideremos Y € [X]“! y una
cubierta no numerable de abiertos numerables de Y, U = {U, | @ < wy}; probaremos
que existe en Y un subespacio derecho no numerable de tipo w;. Notemos que como
Y es no numerable y los abiertos de U son numerables, entonces la coleccion de los

a < wi tales que
Ua \ ( U UB> #0

B<a

forma un subconjunto no numerable de w;. Enumeremos este subconjunto de la cu-
bierta como {Uoé7 | v < wl} tales que U, \ (UA<7 Ua,) # 0 para cada v < wyq, y si
0 <7 < w entonces a5 < ov,. Entonces, para cada vy < wy, fijamos

yWGUa7\< U Uﬂ>.

B<ay

Claramente, la familia {y, | ¥ < w1} es no numerable de tipo w; y es separada
derecha.

<: Procederemos también por contraposicién. Supongamos que existe un subes-
pacio Y = {z, | @ < w1} separado derecho de tipo w;. Para cada a < wq, sea U,
un abierto béasico tal que z, € U, C [0, %4]. Entonces U = {U, | & < w;} es una
cubierta de Y conformada con abiertos numerables. O]

Lema 4.2.2 (J. Roitman, [41]). Sean {0, | n < w} € M una familia en Fn(w,2) con
dominios ajenos y r € 2* un real de Cohen. Entonces

MG Ere (ol

donde M[G] es la extension genérica obtenida de agregar a M el real r.

Demostracion. Afirmamos que M |= U, ¢, [0n] es denso en 2¢. En efecto, si conside-
ramos una € € Fn(w, 2), como los dominios de las o,,’s son ajenos, entonces existe una
n € w tal que dom(oy,) Ndom(g) = 0. Por lo tanto, M = [¢] N [o,] # 0. La conclusion
se obtiene de la definicion de real de Cohen. O
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El siguiente lema nos permitirda encontrar en X un subespacio separado izquierdo
de tipo w1, lo cual, con ayuda del Lema 4.1.4, nos dird que X no es hereditariamente
separable.

Lema 4.2.3 (J. Roitman, [41]). Sea o < wy. Entonces

M[Gl E 3y <adB>7[ga(B) =1—ga(7)].

Mads atin, si o es limite, entonces

M[G] =Yy < a3B > [ga(B) = 1].

Demostracion. Para la primera parte, supongamos que A = ran(f,). Entonces del
Lema 4.2.2, se tiene que

M[G] =1 e ( U [{(n,o)}]> N ( U [{(n71)}}> (4.2.3.1)

neA neA

Por la definicion de g, y ya que tomamos a 8, inyectiva, entonces (4.2.3.1) implica lo
que queriamos demostrar.

Para la segunda parte, consideremos una sucesion creciente o, — «. Entonces se
tiene nuevamente por el Lema 4.2.2 que

MI[G] EV¥n < w[r € U [{(Ha(aj),l)}]].

j>n
0

El siguiente Lema nos dird que a partir de un ordinal o < w; suficientemente
grande, es posible cubrir los siguientes elementos de X con una familia numerable de
conos [0,,] de modo que los dominios de las ¢,,’s son ajenos. Nos apoyaremos de este
lema y de la caracterizacion 4.2.1 para probar que X es hereditariamente Lindelof.

Lema 4.2.4 (J. Roitman, [41]). Sean A = {A, | n < w} € M una familia nu-
merable de conjuntos finitos y ajenos de ordinales en w1, sea r un real de Cohen, y
consideremos X = {go : @ € w1 \ w} el espacio que definimos al inicio de la sec-
cion. Supongamos que {o, : n < w} C Fn(wy,2) es una familia de funciones con
dom(op) = Ap. Si{on:n <w} € M, entonces

MG E ga € | lo]

para todo o < wy tal que o > sup,, ., Ap.

Demostracion. Consideremos ¢, € A con « > sup,, ., A,. Definiremos una familia
de funciones {g, : n < w} C Fn(w,2) de la siguiente manera: Para cada n < w,
€n : 0a[An] — 2 estard definida por



Como 6, es una funcion inyectiva y las A,’s son ajenas, entonces las funciones ¢,
tienen dominios ajenos. Aplicando el Lema 4.2.2, se tiene que M[G] =7 € |, ¢, [en]-
Recordemos que queremos demostrar que M[G] = go € U, ¢, [0n]. Para ver esto,
fijemos n < w tal que M[G] = r € [e,] y sean v € A, y k = 6,(7). Entonces
deducimos que k € dom(e,). Se tiene que r(k) = €,(k) = 0,(0;1(k)) = 0,(7). Por
la definicion de g,, se tiene que go(y) = 7(04(7)) = r(k) = on(y). Por consiguiente,
MI[G] & ga € [on]- O

La idea clave para la demostraciéon de nuestro teorema principal es el siguiente
corolario, obtenido de manenera directa de los lemas anteriores.

Corolario 4.2.5. Bajo las hipdtesis del lema anterior, se tiene que

< w.

Ml [ Ui

n<w

Teorema 4.2.6 (J. Roitman, [41]). Se tiene que
MI[G] = X es un L-espacio.

Demostracion. Para probar que no es hereditariamente separable demostraremos que
contiene un subespacio no numerable separado por la izquierda de tipo wy, y aplica-
remos la primera parte del Lema 4.1.4.

Es importante mencionar que la demostraciéon que detallamos a continuacién ocurre
en M[G], dado que X € M[G]. Veamos que X no es hS: Afirmamos que el subespacio

Y ={grtw: A €wi\w A X es ordinal limite}

ordenado por
Ja < gg == a < f,

es un subespacio separado izquierdo de tipo ws. En efecto, si A € wy \ w es un ordinal
limite y o = A + w, consideremos la funcién finita o, = {(u, 1)}, donde

j=min{€ € a\ A: ga(€) = 1},

el cual existe en virtud de la segunda parte del Lema 4.2.3. Notemos que g, € [04], ¥
si 7 < A es un ordinal limite, entonces v+ w < A y por la definiciéon de las funciones
se tiene que g4, (1) = 0. Por consiguiente, g1 ¢ [04]. Finalmente, notemos que ¥’
tiene tipo de orden wy.

Ahora veremos que X es hL. Para probar esto, usaremos el Lema 4.2.1 y luego
aplicaremos la segunda parte del Lema 4.1.4. Sea Y = {go, : v < w1} € X ¥y
consideremos una cubierta U = {[o,] : ¥ < w1} de Y. Sin pérdida de generalidad,
pensaremos que la numeracion de U esta dada de tal forma que el abierto [0, ] contiene
al y-ésimo elemento de Y, asi que para cada 8 < wi, se cumple que

{9a, v < By € o)

<B
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Entonces hay dos opciones, en un paso a < wj se cubre a un subconjunto no numerable
de Y, o para cada o < wi, lo que cubren los primeros « abiertos es una parte numerable
de Y. Si ocurriera lo primero, entonces podriamos encontrar un v < wy de modo que
[0] cubra a una cantidad no numerable de puntos de Y, que es la conclusiéon buscada.
Por lo tanto, podemos suponer que nos encontramos en el segundo caso. Sin pérdida
de generalidad, también podemos suponer que para cada v < wq,

Y\ Ullog : € <wr n€#9) #0.
Como consecuencia de esto, podemos adoptar la siguiente hipotesis:
Clualquier subconjunto no numerable de U cubre wy puntos de Y. (4.2.6.1)

Se tienen dos casos:

Caso 1: Existe W C U numerable, tal que |Y N (JW)| = w;. Notemos que si
éste fuera el caso, entonces existirfa una funcién parcial finita o tal que [c] € W y
|Y N [o]| = w1, que es lo que se queria demostrar.

_ Caso 2: Para cada W C U numerable, [Y N (JW)| < wi. Consideremos el conjunto
D := {dom(os) : @ < wi} € MIG]. Por el Lema del A-sistema 2.1.2, existe un
conjunto D' € M[G] tal que

MI[G] =D’ es un A-sistema contenido en D con raiz p.

Como D’ es no numerable y dado que suponemos (4.2.6.1), se tiene entonces que
{lo] € U : dom(c) € D'} es un subconjunto no numerable de U que cubre a una
cantidad no numerable de puntos de Y. Para ser completamente formales, tendriamos
que restringir el estudio a la parte de Y que es cubierta por esta colecciéon de abiertos,
pero para que la notacién no se vuelva demasiado tediosa, supondremos que D ya es un
A-sistema. Sea S = {0 : [0] € U}. Como la raiz p del A-sistema es un conjunto finito y
S es no numerable, entonces podemos encontrar un subconjunto S” = {oa, : 8 < w1}
de modo que para cualesquiera «, 8 < w; se tenga que

oal, =0sl,.

y ademas se sigue cumpliendo que [Y NJ{[o] : ¢ € S"}| = w1, por lo que nuevamente,
para ahorrar notaciéon, supondremos que todas las funciones en S coinciden en la raiz
p. Ahora, definimos para cada o < w; las funciones

O —
Oq ""Ua{dmn(ga)\p Y 5-"0arp7

y tomamos al conjunto V := {[o}] : &« < w1} € MJ[G]. Por el Lema 2.1.20, podemos
encontrar un conjunto V' € M tal que

M E V' es no numerable y M[G]EV CV.

De aqui, tomamos un subconjunto W = {[o7, ] : n < w} € P(V')M. Notemos que con
W se satisfacen las hipotesis del Lema 4.2.4, y ademas el Corolario 4.2.5, por lo que

MG E ’Y \ UW‘ < w. Afirmamos que

MG E Y\ ( U[GZJNd) =Y\ ( U[UZH])

n<w n<w
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Es inmediato ver que la contencion O se da. Para ver la otra contencién, notemos que
MG E | loa] € [
a<wy

Por consiguiente, [¢] C Y. Sea

er\<U[UZn]ﬂ[E]>~

nw

Como [¢] C Y, entonces

fevh ( U[oz,J)

n<w
Con esto establecenmos la contencién C. Observe ademas que
MG E  [oa.) = U [oa,] N el
new n<w

Por lo tanto, se tiene que

S w,

MG 'Y\ U o]

nw

asi que la familia {[o,, ] : n < w} contiene al elemento de U buscado. Asi, para el caso
2, en virtud de los Lemas 4.2.1 y 4.1.4, el teorema es verdadero.
O

4.3. Espacios de Luzin y L-espacios

Concluimos este capitulo con el estudio de la relacién entre los L-espacios y los
espacios de Luzin. En la seccion de Aplicaciones a subconjuntos de los reales, uno
de los teoremas que probamos fue que los subconjuntos no numerables de reales de
Cohen constituyen un conjunto de Luzin (ver Teorema 3.2.2). En este capitulo, damos
la demostracion de un teorema que indica una manera alternativa de obtener un L-
espacio. Dicho teorema (4.3.18) es el enunciado principal de esta seccion y se puede
encontrar en el libro [46] (Teorema 6.8).

Para nuestra tarea, es necesario tener en mente dos resultados: Primero, tener en
conocimiento el resultado de J. Moore [34] sobre la existencia de un L-espacio en
ZF(C. Segundo, recordar que en la seccién anterior se dio la demostracion presentada
por J. Roitman en [41]: En una extension genérica de un modelo obtenida de forzar
con Cohen, existe un L-espacio “fuerte” (i.e. un espacio tal que todas sus potencias
finitas son L-espacios)®. Es claro que el resultado de J. Moore es més potente (y mas
reciente) que el obtenido por J. Roitman. El teorema principal de este capitulo, cuya
demostracion tomamos enteramente de [46], es que partiendo de un espacio de Luzin,

3En dicho articulo, Roitman demuestra que esto también es cierto si se fuerza con el orden parcial
Fn(w,w) de las funciones finitas cuyo dominio y contradominio son subconjuntos de w.
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bajo algunas hipo6tesis que en su momento seran mencionadas, es posible definir una
topologia para obtener un L-espacio.

Comenzamos enunciando y probando algunos lemas elementales para concluir que
todo espacio de Luzin es hL.

Lema 4.3.1. Sea X un espacio topoldgico sin puntos aislados. Si 'Y C X es un
subespacio discreto, entonces Y es denso en ninguna parte.

Demostracion. Sea Y C X un subespacio discreto, y sea {U, : € Y} la familia de
abiertos en X que atestiguan esta propiedad, i.e. U, NY = {x} para todo x € Y.
Supongamos que Y no es un subespacio denso en ninguna parte. Esto significa que
int(cl(Y)) # 0. Tomemos V C int(cl(Y)) un abierto no vacio, luego Y es denso en V.
Ahora tomamos x € Y N V. Como X es en particular 75 y no tiene puntos aislados,
entonces V N U, NY es infinito, lo cual es una contradicciéon, pues este conjunto
coincide con {z}. O

Lema 4.3.2. Los espacios de Luzin no tienen subespacios que son discretos, cerrados
y no numerables.

Demostracion. Los espacios de Luzin no tienen puntos aislados y sus subconjuntos
densos en ninguna parte son a lo mas numerables. Aplicando el Lema 4.3.1 se tiene
el resultado. O

Nos sera util en lo que sigue considerar a la topologia de un espacio X sin el conjunto
vacio, 7x \ {0}, y con el orden parcial inducido por la cocntencion. Dicho conjunto
parcialmente ordenado sera denotado por (7%, C).

Lema 4.3.3. Sea X un espacio topoldgico sin puntos aislados. El orden parcial (15, C)
de cualquier subespacio Y C X satisface la ccc si y solo si X no contiene espacios
discretos y no numerables.

Demostracion. =: SeaY = {x, : @ < wy } un subespacio discreto de X y supongamos
que {U, : & < wy} es la familia de abiertos en X que atestiguan lo anterior y cumplen
que Uy, NY = {z,}, para cada a < w;. Entonces para cada o < 8 < wy se tiene que
Y NU, NUg = 0, de modo que la familia {U, NY : @ < w1} es una antirama no
numerable en (75, C), lo cual es una contradiccion.

<: Sean Y C X de modo que el orden parcial (735, C) contiene una anticadena no
numerable {U, : a < w;}, entonces eligiendo un punto z, € U, NY obtenemos un
subespacio discreto no numerable. O

Como consecuencia de los Lemas 4.3.2 y 4.3.3, se tiene el siguiente corolario:

Corolario 4.3.4. Los espacios de Luzin son hereditariamente cce, i.e., todo subespa-
cio de un espacio de Luzin satisface la propiedad ccc.

Ahora mostramos con ayuda de los dos lemas anteriores que todo espacio de Luzin
es hL.. También es necesario recordar el Lema 4.2.1.:

Lema 4.2.1. 51 X C 2“' es un subespacio no numerable, entonces X mo contiene
a un subespacio derecho no numerable de tipo wy si y sdlo si para todo Y € [X]*?
y para toda cubierta abierta no numerable U de Y, existe un abierto U € U tal que
|Y N U| = Ww1i.
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Lema 4.3.5. Los espacios de Luzin son hereditariamente Lindelof.

Demostracion. Sea. X un espacio de Luzin. Consideremos un subespacio ¥ C X no
numerable y una familia ¢/ no numerable de abiertos en X que cubra a Y. Fijemos
una base B para X. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que U cumple la
siguiente propiedad:

1. 0¢u.
2. SiUel,Be By BCU,entonces BeU.

Esto lo podemos hacer porque si mostramos que hay un abierto basico B € U tal que
la interseccion B N'Y es no numerable, entonces para el abierto U € U que contenga
a B también se cumple que U N'Y es no numerable, y terminamos la demostracion
basédndonos en el lema anterior. Consideremos el subespacio Z = | JU. Primero vamos
a demostrar que existe un subconjunto numerable V C U tal que |JV es denso en
el subespacio Z. Dicho conjunto numerable no necesariamente consiste de conjuntos
ajenos entre si. La forma en que procederemos sera suponer que la afirmecién no se
cumple y generar una familia no numerable de abiertos que si seran ajenos entre si y
estén contenidos en Z, lo que nos llevaré a una contradicciéon con el Corolario 4.3.4.
Esto lo haremos con una recursiéon de tamano w;. Primero fijamos Wy, C U un sub-

conjunto numerable, y llamamos V, := { UWO}. Para el paso sucesor, supongamos

que 7 < wy y que para todo 3 < 7 hemos fijado una familia de abiertos V3 tal que
1. V3 es numerable.
2. Los elementos de Vg son abiertos no vacios, ajenos entre si y contenidos en Z.
3. Si & <n<a,entonces V;, C V.

Si v es limite, entonces definimos V, := Uﬁ<ﬂ{ Vg. Supongamos que 7 = a+1. Sabemos
que V,, es numerable. También tenemos que el conjunto

S:WOU{VEVQ:V;AUWO}
estd contenido en U y es numerable, ademas |J S = |J Va, por lo que

Z\|JVa £0.

Asi, podemos encontrar un abierto no vacio U, € U tal que U Z |JV,. Como la

interseccion
Ua N (Z U va>

es un abierto no vacio, entonces podemos encontrar un basico B, € B que se queda
contenido en dicho conjunto. En particular, se tiene que B, C U,, por lo que B, € U.
Definimos entonces

Vy =V U{B.}.

Notemos que B, es ajeno a V,, V, es numerable y V, C V,, i.e. V, asi definida
satisface las hipotesis de la recursion. Finalmente, definimos V,,, :=J,, <w; Va- Dicho
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conjunto consiste de abiertos no vacios y ajenos entre si, ademas es no numerable, lo
cual nos lleva a una contradiccién porque Z es ccc en virtud del Corolario 4.3.4.

Entonces la afirmacién es cierta, por lo que fijamos un subconjunto numerable
VY C U cuya unién sea densa en Z. Observe que

viJvez\Uv=Uu\Uvecrr(Jv).

Ya que Z es espacio de Luzin, Y \ UV es numerable ya que Fr(|JV) es denso en
ninguna parte. Finalmente, como Y tiene w; puntos, en virtud de que V cubre a
todos salvo una cantidad numerable, entonces podemos encontrar un U € V tal que
[UNY|=uw. O

Ahora, supongamos que (X, 7) es un espacio topologico y que < es una relacion
transitiva y reflexiva en X. Denotemos como X< al espacio topolégico que consiste
del conjunto X equipado con la topologia generada por

TU{(+,2]< 2 € X},

en donde paracadax € X, (+—, z|< := {y € X : y < z}. De manera analoga, definimos
el espacio topologico X>.

Lema 4.3.6 (S. Todorcevi¢, [46]). Sea < una relacidn reflexiva y transitiva definida
en un espacio X. Si' Y C X es un conjunto bien fundado respecto a la relacion <,
entonces Y es un conjunto separado derecho en X< y es separado izquierdo en X>.

Demostracion. Si'Y esta bien ordenado con el orden <, entonces
{(¢—,z]< 12 €Y}

es una familia de abiertos que atestigua que Y< es separado derecho. Analogamente,
la familia de abiertos {[z,—)< : * € Y} es una coleccién de conjuntos abiertos que
verifican que Y> es separado izquierdo. O

Es un teorema conocido que w* con la topologia producto es un espacio topologico
completamente metrizable, y es homeomorfo al subespacio de los ntimerios irracionales
en R. Para facilitar el uso de argumentos combinatorios, en algunos casos identifica-
remos a los irracionales directamente con w®. Recordemos que en el espacio w®, la
relacion de dominancia < esta definida para cada f,g € w* por

f<g <= ¥n<w[f(n) <gn).
La relacion de eventual dominancia en w* esta definida para cada f, g € w® por
f<fg <= Im<wV¥n>m][f(n) <gn)].
Una consecuencia importante del Lema 4.3.6 es el siguiente lema técnico:

Lema 4.3.7 (S. Todor¢evic, [46]). Si A es un subconjunto no numerable de funciones
en w y bien ordenado por la relacion de eventual dominancia <*, entonces A< es un
espacio separado derecho de tipo de orden |A| y A> es un espacio separado izquierdo
de tipo de orden |A|.
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Demostracion. Basta con demostrar que el orden < en A esta bien fundado. Si esto
no fuera asi, entonces podemos fijar un subconjunto no vacio B C A sin elementos
<-minimales. Recursivamente, construimos una cadena decendiente {f,}n<.n C A.
Primero, fijamos f; € A. Luego, supongamos que para un n < w, ya tenemos a f,.
Como f, no es <-minimal, existe un f,,+1 < f,. También observemos que si f < g
entonces f <* g. Como A esta bien ordenado con <*, entonces no puede tener cadenas
decrecientes infinitas, y esto es una contradiccion. O

Un concepto muy conocido en combinatoria infinita y cardinales caracteristicos del
continuo es el cardinal b (ver el articulo [7]) es el minimo cardinal de una familia no
acotada en w® con la relacion <*.

Existen una clase de conjuntos que fueron estudiados en la primera mitad del siglo
XX dentro de los esfuerzos por refutar la hipotesis del continuo. A dichos conjuntos
se les conoce como conjuntos concentrados de reales alrededor de algun subconjunto
dado. Las primeras propiedades de estos conjuntos fueron investigados por N. Luzin
vy F. Rothberger. Una de ellas, que es de suma importancia para nuestros propositos,
esta relacionada con el niimero cardinal

b=min{|B|: BCw” y B es no <*-acotado}.

No es dificil ver que todo subconjunto numerable de w* es acotado con el orden <*,
usando un proceso estandar de diagonalizacién. Por lo cual wy < b.

Definicion 4.3.8. Sea D C R un subconjunto numerable. Un subconjunto X C R es
concentrado alrededor de D si para todo abierto V' C R tal que D C V se tiene que
X \ 'V es numerable.

Para lo que sigue, nos guiaremos de lemas que fueron consultados del articulo [7]
de E. van Douwen.

Lema 4.3.9 (E. van Douwen, [25]). Sea B C w*. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. B es acotado.
2. Eziste un conjunto o-compacto S C w* tal que B C S.

3. Sih:wY — R\ Q es un homeomorfismo, entonces Q es un conjunto G5 en el
subespacio h[B] U Q, visto como subespacio de R.

A nosotros nos interesa solamente conocer la demostracion de que el primer inciso
implica el segundo, y que el segundo implica el tercero. La demostracién completa se
puede encuentrar en la referencia dada.

Demostracion. 1— 2 : Supongamos que g € w* es tal que para toda f € B, f <* g.
Definimos el conjunto

H:={h ew”: h(n)=g(n) para todo n < w, salvo una cantidad finita}.
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Como so6lo hay una cantidad numerable de subconjuntos finitos de w, es claro
que el conjunto H es numerable. Notemos que para todo f, existe una h € H
tal que Vn < w[f(n) < h(n)]. Luego, si hacemos

5= (H[o, h(n)])

heH \n<w
el resultado se sigue.

2—3 : Sabemos que en R, los conjuntos F, coinciden con los conjuntos o-compactos.
Luego, del segundo inciso, sabemos que hay un subconjunto o-compacto S C w*
tal que B C S. Asi, h[B] C h[S] C R\ Q, en particular (h[B]UQ)Nh[S] = h[B].
Como h[S] es F,, entonces h[B] es un subconjunto F, de h[BJUQ. Por lo tanto,

Q es Gs en R[B]UQ.
O

El siguiente lema establece la relacién que necesitaremos entre los conjuntos con-
centrados de reales y el cardinal b.

Lema 4.3.10 (F. Rothberger). Si existe un subconjunto de reales de tamano wy
concentrado alrededor de Q, entonces b = wq, i.e. existe un conjunto B C w* no
acotado con el orden <* y de cardinalidad igual a wi.

Demostracion. Sea B C X \ Q un subconjunto no numerable, y h : w* — R\ Q un
homeomorfismo. Afirmamos que h~1[B], que es subespacio de w*, es no <*-acotado.
En efecto, si fuera acotado, en virtud del Lema 4.3.9 resulta que B es F, visto como
subespacio de B U Q, i.e. existe una familia de cerrados {C,, € P(BUQ) : m < w}
tales que B = |J,, ., Cn- Como B es no numerable, entonces existe un n < w tal
que C,, es no numerable. Notemos que X N C), es un cerrado ajeno a Q y que es
no numerable. Por otro lado, como X es concentrado alrededor de Q, en virtud de
que Q C X\ C,, vy que X \ C, es abierto, se tiene que X N C,, es numerable, una
contradiccion. O

Corolario 4.3.11. Si existe un subconjunto de numeros reales de tamarno wy concen-
trado alrededor de un subconjunto numerable de Q, entonces b = ws.

Para seguir con el desarrollo de esta secciéon, hablaremos un poco de los drboles de
Suslin. Un arbol de Suslin es un arbol de altura wy con ramas y antiramas numerables.
La hipdtesis de Suslin es una pregunta que fue estudiado desde 1920 por Mikhail Suslin
quien, sabiendo sobre la caracterizacion de R como el tinico orden lineal separable
completo, denso y sin extremos, se preguntd si podria debilitar la propiedad de ser
separable y solamente suponer la propiedad ccc. Esto es lo que motivo la definicion
de linea de Suslin, que es un espacio linealmente ordenado, completo, denso y sin
extremos que no es homomorfo a los reales. La hipotesis de Suslin es la afirmacion
de que no existen lineas de Suslin. Una respuesta para este problema es equivalente
a una solucién para la pregunta sobre la existencia de un objeto que satisfaga la
definicién de ser linea de Suslin pero no sea isomorfo a los reales. El conocimiento
necesario para conocer la respuesta tardaria varias décadas en desarrollarse. Uno de
los resultados maés tutiles para atacar la pregunta fueron precisamente los arboles de
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Suslin, introducidos por D. Kurepa en la década de 1930, pues se demostré que la
existencia de un arbol de Suslin es equivalente a la existencia de una linea de Suslin
[24]. Los arboles de Suslin son objetos muy interesantes porque atrapan todas las
propiedades combinatorias de las lineas de Suslin. Desde 1967 se dieron los primeras
demostraciones de que consistentemente existen los arboles de Suslin [14]. En el libro
[10] se presenta la demostracion de S. Todoréevié en la que, usando el forcing F'n(w, w),
construye un arbol de Suslin.

Para continuar con nuestra meta, necesitamos enunciar el siguiente juego topologico
introducido por Choquet.

Definicién 4.3.12. Sea X un espacio topologico. El Juego de Choquet de X se define
como sigue: Dos jugadores I y II toman turnos para “escoger” abiertos no vacios de
manera alternada

1| W %
I I WO Wl

de modo que
VWwoWe2o2ViDOW; D ...

Vo, =0,y II gana si) W, # 0.

Decimos que I gana la partida si [

n<w n<w

El siguiente teorema es muy conocido, y se le debe a J. C. Oxtoby.

Teorema 4.3.13 (Teorema de Oxtoby). Un espacio topoldgico es de la sequnda ca-
tegoria si y sdlo si el jugador I no tiene estrategia ganadora en el juego de Choquet
de X.

Los lectores interesados en consultar més informacion sobre el juego de Choquet,
pueden consultar el texto de J. Oxtoby [37] o el texto clasico de teoria descriptiva de
conjuntos [23].

Introducimos ahora el concepto de esquema de Luzin sobre un conjunto X, y pos-
teriormente probamos el Lema 4.3.15, que seré requerido para uno de los pasos en la
demostracion del teorema principal de la seccién.

Definicion 4.3.14. Sea X un conjunto. Un esquema de Luzin sobre X es una familia
de conjuntos no vacios {A; : s € w<“} que cumple las siguientes condiciones:

= Sis€w<¥yn<m,entonces Ag—~, N Ag—p, = 0.
= Sisew<yn<w, entonces A;—~, C A,.

El siguiente lema se encuentra como una afirmacién en la demostraciéon del Teorema
4.3.18 en el libro [46]. Al no encontrar una demostracion en la literatura, optamos por
disenar una que, creemos, debe ser la original.

Lema 4.3.15 (S. Todorcevié, [46]). Supongamos que
1. X es un espacio de Luzin sin puntos aislados.
2. X no contiene L-espacios.

3. No existen drboles de Suslin.
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Entonces hay un subespacio Xg C X de Luzin, y una funcion ¢ : Xg — R continua e
inyecitva, tal que p[Xo] estd contenida en los irracionales.

Demostracion. En realidad, la funcién que obtendremos tiene como contradominio
al espacio w®. Pero esto no representa ningtn problema porque sabemos que hay un
encaje h : w* — R.

Construiremos un esquema de Luzin sobre X cuyos elementos sean abiertos no
vacios de X. Para la construccién, primero obtendremos un arbol T contenido en 7%
que sera no atémico y numerable, para después obtener el esquema aplicando el Lema
1.8.2. Antes de proceder con la construccion, probaremos la siguiente

Afirmacion. Si para cada rama {Vq :a < v} deT, existe un a < 7y tal que para todo
Bev\a, X\ Vs#0, entonces T' es numerable.

Prueba de la afirmacion. En efecto, de nuestra tercera hipotesis se deduce que 7" no
puede ser un arbol de Suslin. Esto significa que T' no satisface alguna de las propie-
dades que definen a dicha clase de arboles. Primero veamos que X no tiene ramas no
numerables: Si {V, : @« < w;} es una rama de T, entonces el subespacio

Ux\T%

a<wi

no es Lindel6f, pues por la hipétesis adicional de la afirmacion, la familia de abiertos
{X \ Vo : @ < w} resulta ser una cubierta abierta sin subcubiertas numerables, lo
cual es una contradiccién pues en virtud del Lema 4.3.5, X es hL ya que es de Luzin.
Por consiguiente, todas las ramas de T' son numerables. Recordemos que X satisface
la cce, por lo cual T no puede tener anticadena no numerables. Entonces T debe de
fallar con la otra condiciéon que define a los arboles de Suslin, i.e., debe de tener altura
numerable. Asi, T' es numerable. O

Procedemos a construir el arbol T': Para comenzar, fijamos a Vjy = X como el nodo
inicial del arbol. Luego, supongamos que a < w1 y § : @ — wjp es una funcion tal
que si § < «, entonces Vip, s un elemento del nivel T3, y si £ < n < «, entonces
Vsr,, - Vsr§~ Tenemos dos casos:

Caso 1: Si int( ﬂ,Ka ‘/SH) = (), entonces la rama determinada por s es maximal, y
ya terminamos.

Caso 2: Si el interior de ﬂv <o V4 €s no vacio, entonces consideramos una familia
de abiertos no vacios y ajenos entre si, {Vi~, : n < w}, tal que la union (J, Vsr,
sea densa en el interior de dicha interseccion. Dicha familia seran los nodos siguientes
para V5.

Ya que X es Hausdorff y hereditariamente ccc, podemos entonces hacer este procedi-
miento y eventualmente llegaremos al primer caso después de una cantidad numerable
de pasos. El arbol T obtenido de esta manera es numerable en virtud de la afirmacion
anterior, ademas de que es un orden parcial no atémico. Por lo tanto, el Lema 1.8.2
nos dice que existe un encaje denso entre 6rdenes parciales h : w<% — T, denotando
h(s) = U para cada s € w<%. El encaje h satisface las siguientes condiciones:

i. Sis€ew<“y j€w,entonces Us~; C Us.
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ii. Para cada s € w<¥, se tiene que {Us~, : m < w} es una familia de abiertos no
vacios ajenos entre si cuya unién es densa en Usg.

iii. Para cada k € w, la union (J .« Us es densa en X.

iv. Para toda f € w®, int((, ., Us,) = 0.

nw
v. La union (J <o (Uj<w Us~;) es denso en X.

Las propiedades i. a iv. y la vi. estan dadas por las propiedades del encaje denso h, y
la propiedad v. se deduce de ii. y el supuesto de que Up = X.

A continuaciéon veremos que la parte del espacio que queda cubierta por los ele-
mentos del esquema de Luzin es un conjunto no numerable y, por consiguiente, un
subespacio de Luzin de X, esto es por el Lema 1.1 del articulo [25]. Para llevar a cabo
esto, definimos para cadan <wy s € w"

W, ::Us\<UUsﬁj> y Wae=|J W

J<w SEW™

Observemos que para cada s € w™ y n < w, Wy es un conjunto denso en ninguna
parte. Por ello, W, es numerable y, por lo tanto, cada W,, es numerable, para cada
n < w. Notemos ademés que, para cada n < w se tiene la siguiente igualdad de

conjuntos:
X\( U Us>=UWn.

sewnt1 ]Sn
W, es numerable, entonces

x\ U v

SEWSY

Ya que el conjunto |J,, _,,

es a lo mas numerable. Esto implica que la parte que queda cubierta por el esquema
de Luzin es no numerable y, por consiguiente es un subespacio de Luzin.

Consideramos ahora el conjunto

P::{fEUJ”:Vn<w

M s, #@] }

n<w

Afirmamos que el conjunto P es no numerable. Para ver esto, primero notemos que

dada una rama f € w¥, si
m Uf\k # 0,

k<w

entonces dicha interseccion es un conjunto denso en ninguna parte, por el inciso iv de
las caracteristicas descritas arriba que satisface el encaje h y, por consiguiente, es a
lo més numerable. Supongamos que existe una enumeracion P = {f; : | € w}, vamos
a llegar a una contradiccion. Entonces se tiene que el conjunto

w-U(Noa.)

I<w \k<w
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es uni6on numerable de conjuntos densos en ninguna parte, por lo que también es
numerable. Asi, X \ Z; es también un espacio de Luzin por el Lema 1.1 del articulo
[25]. Por esta razon, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que Zg = ( y
P = . Con esto estamos suponiendo que para cualquier rama de T, la interseccién
es vacia. Mostraremos una contradicciéon construyendo una estrategia ganadora para
el jugador I en el juego de Choquet:

Primero, el jugador I elige abierto Vy = X. Supongamos que el jugador II elige un
abierto Wy C Vp. Sabemos {Up~, : n € w} C T es la familia de abiertos ajenos entre
si cuya union es densa en X. Entonces el jugador I toma en cuenta un ng € w tal que

Wo N Up~n, # 0.

Dicha interseccién es en particular un conjunto abierto, que es precisamente el si-
guiente tiro del jugador I. De esta forma, el jugador I estara eligiendo los abiertos
de su estrategia para esta partida. Al final de la partida, las selecciones del primer
jugador estaran condicionadas por una familia {Uy; :n < w}, en donde f € w*, de
tal forma que V,, = W,, N Uy, # 0, por lo que (., Wy, = 0, ya que cada rama de
T tiene interseccion vacia. Esto determina una estrategia ganadora para el jugador 1
en el juego de Choquet, lo que es una contradiccién al Teorema de Oxtoby, pues X es
de la segunda categoria. Por consiguiente, la afirmacién es verdadera, y el conjunto
P es no numerable.

Usando el axioma de eleccion, para cada f € P, elegimos un zy € (), Uy, ¥
definimos el siguiente subespacio que resultara ser el que buscamos:

Xo :={xy: f e P}

Como X es no numerable, entonces es de Luzin. Ademés, ya que X es de Luzin,
entonces es hereditariamente ccc por el Corolario 4.3.4, asi que Xy puede tener a lo
mas una cantidad numerable de puntos aislados. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que no tiene puntos aislados: Si los tuviera, consideramos

N ={z € Xy : x tiene una vecindad numerable}.

Dicho conjunto es numerable. En efecto, si |[N| > w, y para cada x € N, V, es
una vecindad numerable de z, entonces {V, " N : x € N} es una cubierta para el
subespacio N sin subcubiertas numerables, lo cual es una contradiccién con el Lema
4.3.5. Asi, tomamos el conjunto Xy \ N, que es conocido como el kernel perfecto de
X, el cual es no numerable y, por lo tanto, subespacio de Luzin de Xj. Finalmente,
la funcion ¢ : Xy — w* que se requiere esta dada por la correspondencia

.’L‘f }i> f,
para todo f € P. No es dificil ver que esta funcién es continua e inyectiva. O
Lema 4.3.16. Sea B C w® con |B| = wi y tal que B> es un espacio separado

1zquierdo de tipo w1, donde < es la relacion de dominancia en w*. Entonces B es hL.

Demostracion. Sea A C B y supongamos que U es una cubierta no numerable para
A. Sin pérdida de generalidad, supongamos que

U=U Uls,
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de modo que U; y Us sean no numerables, los elementos de U, sean abiertos de A
visto como subespacio de w®” y Uy C {[b,=+)<NA:be A} \ {0}. Como w* es métrico
separable, entonces es hL, particularmente |JU; es Lindeldf, y ya que U; es una
cubierta abierta para dicho subespacio, entonces es posible encontrar una subcubierta
numerable V; para | JU;. Para continuar con el argumento, si fijamos

bp =min{be A: [b,—>)<NAecl)\{0}},

entonces (JUs C [bg, =)< N A. Asi, A CJV1 U ([bo, =) NA)y Vi U{[by,—) N A} es
un subconjunto numerable de Y. Por lo tanto, A es Lindeldf. O

En este punto, hacemos un breve comentario sobre una propiedad que cumple R y
todos los espacios separables.

Definicién 4.3.17. Un espacio separable X es cdh (por countable dense homogeneous,
que se puede traducir como homogéneo de denso numerable) si para cualesquiera dos
subconjuntos densos numerables A, B C X, existe un automorfismo g : X — X de
modo que g[A] = B.

Las personas interesadas en conocer mas sobre esta clase de espacios puede consultar
el survey [1]. Como mencionamos anteriormente, R es un ejemplo de un espacio cdh.

Finalmente, estamos en condiciones de demostrar el teorema principal de esta sec-
cion.

Teorema 4.3.18 (S. Todorcevié, [46]). Supongamos que
1. (X,7) es un espacio de Luzin sin puntos aislados.
2. X no contiene L-espacios.
3. (w¥)< no contiene L-espacios.
4. No existen drboles de Suslin.

Entonces existen un subespacio (Y,7y) de X con |Y| = wy y una topologia 7" en'Y
que refina a Ty tal que (Y, 7') es un L-espacio.

Demostracion. La estrategia para demostrar el teorema es construir un espacio de la
forma
Y={zg:a<wn}CX

y tal que para cada a < wy, exista un abierto U, de X tal que z,, € U, y se cumplan
las siguientes propiedades:

" VE <oz ¢ Uy
L] Yﬂ(ﬁa\Ua)zﬂ

Primero pedimos estas condiciones para el conjunto Y y veremos cémo construir una
topologia 7/ en Y para obtener el contraejemplo buscado. Después de convencernos
de esto, procederemos a la construccion del conjunto Y. Consideraremos la topologia
7" en Y generada por la siguiente familia de subconjuntos de X:

{UaNY ia<w}U{Y \Uy:a<wi}
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Es claro que 7’ es regular, 7v C 7’ y que el espacio (Y, 7’) es imagen continua (bajo la
funcién identidad) de (Y, 7y ), esto es cierto por el segundo inciso de las condiciones
requeridas para los abiertos U,’s. Para ver que es T, consideremos x, y € Y. Como
(Y, 7y) es Ty, entonces existen U, U, € Ty ajenosconz € U, yy € U,. Como 7’ C 7y,
entonces U, U, € 7'. Recordemos que los espacios de Luzin son hL (Lema 4.3.5). Asi,
el subespacio (Y, 7y) es hL, y como (Y,7’) es imagen continua de (Y, 7y), entonces
(Y,7') también es hL.

El espacio (Y, 7’) no es separable. En efecto, supongamos que existe un subconjnuto
W ={w, :n <w} CY que es 7'-denso. La familia que genera a la topologia 7’ es no
numerable, por lo que

In < w3IJ € w1 [aEJ%wneUa}.

Sea < wy tal que w, = xg. Como J es no numerable, entonces existe un a € J tal
que a > 3, lo que implica

3a<w1[a>ﬁ/\x5€Ua].

Esto lleva a una contradicciéon con el primer inciso que deben cumplir los U,’s. Por
lo cual, se obtiene que el espacio (Y, 7') no es separable.

Procedemos a construir el conjunto Y que buscamos. Por el Lema 4.3.15, existe
una funciéon ¢ continua e inyectiva de un subespacio de Luzin de X a los reales. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que dicha funcién ¢ estd definida en todo X.
Recordemos que X mismo es un espacio de Luzin. Probemos lo siguiente:

Afirmacion. Para cada subconjunto numerable D C X, existe un abierto V que
contiene a D y tal que X \ V es no numerable.

Demostracion de la afirmacion. Supongamos que la afirmacién no es cierta, i.e. existe
un conjunto numerable D C X tal que para todo abierto V con D C V, se tiene que
X \ V es numerable. Como ¢ es continua, entonces para cada abierto U de R que
contiene a p[D], se tiene que | X \ p 1 [U]| < w. Por lo cual, se tiene que |p[X]\U| < w.
Como R es cdh, entonces podemos fijar un homeomorfismo g : R — R de modo que
9[QU¢[D]] = Q. En particular, g[¢[D]] C Q. Asi, g[¢[X]] es un subconjunto de reales
de tamafio w; y concentrado alrededor de g[p[D]], que es un subconjunto numerable
de Q. Aplicando el Corolario 4.3.11, podemos encontrar un subconjunto B de w* que
no es <*-acotado y de tipo de orden w;. Por el Lema 4.3.7, si < es la relacién de
dominancia en w*, entonces B> es un separado izquierdo de tipo wi, por lo que no
es hereditariamente separable, en virtud del Lema 4.1.4. Por otro lado, B> es hL en
virtud del Lema 4.3.16. Esto es una contradicciéon con el tercer inciso de las hipotesis
del teorema. Por lo tanto, la afirmacion es verdadera. O

Usando la afirmacién anterior, construimos las sucesiones de x,’s y U,’s recursiva-
mente:

D, ::{x§:£<a}UU{7§\U§:§<a}.

Como X es Luzin, entonces cada D, es numerable. En virtud de la afirmacién de
arriba, para cada « existe un abierto V,, que contiene a D, y tal que F, = X \ 'V, es
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no numerable. Por lo tanto, F,, no puede ser denso en ninguna parte, asi que contiene
un abierto U, en su interior. Entonces procedemos a elegir un punto z, € U,. Es
facil ver que los dos incisos requeridos se satisfacen. Por lo tanto, si hay un espacio
de Luzin, entonces hay un L-espacio. O
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Capitulo 5

Una aplicaciéon a la teoria de
grupos topologicos

Decimos que un espacio X es de Fréchet-Urysohn o que satisface la propiedad de
Fréchet-Urysohn si para todo Y C X y todo # € Y existe una sucesion {z,}, C Y
tal que x,, — x. Un espacio X tiene estrechez numerable en un punto x si existe
un A € [X]=¥ tal que € A, y decimos que el espacio tiene estrechez numerable si
todos sus puntos tienen estrechez numerable. Todo espacio primero numerable y T7 es
de Fréchet-Urysohn, y todo espacio de Fréchet tiene estrechez numerable. Pensando
en esto, no es dificil convencerse que las propiedades de ser Fréchet-Urysohn y tener
estrechez numerable tienen algo en comun con los espacios métricos separables: Nos
dicen que se puede “aproximar” cualquier punto del espacio con una sucesion, lo cual
no es una observacion trivial en general, pues existen espacios en los que sélo se
pueden aproximar a sus puntos a través de redes indizadas con conjuntos dirigidos
no numerables, por ejemplo /.. Uno de los enfoques que se toman en topologia es si
cierta propiedad topolégica se preserva en el producto de espacios que la cumplen.
Nosotros estaremos interesados en estas propiedades “de convergencia’, y desde la
segunda mitad del siglo pasado se tenia conocimiento de que estas propiedades no son
“multiplicativas”. Por ejemplo, en el articulo [2] de A. Arkhangel’skii se demuestra
la existencia de un espacio de Fréchet X tal que X x X no es Fréchet. A su vez,
se observo que en grupos topologicos, varias de estas propiedades de convergencia se
“fortalecen”. Por ejemplo, es un teorema conocido que todo grupo topologico primero
numerable es metrizable, mientras que la recta de Sorgenfrey es un espacio primero
numerable y no metrizable. En contraste con el resultado de A. Arkhangel’skii, P.J.
Nyikos demuestra en [35] que todo grupo topoldgico Fréchet de hecho cumple una
propiedad més fuerte que ser Fréchet. Asi que uno trabajando con estos conceptos
podria intuir que estas propiedades de convergencia se preservan en el producto de
grupos topolégicos. Sin embargo, esto no ocurre asi: En [29], V.I. Malykhin construye
un grupo topologico Fréchet G tal que G X G no tiene estrechez numerable. En este
capitulo, usando el forcing de Cohen, daremos la construccion que da V.I Ma;ykhin
en [30] de un grupo topolégico G hereditariamente separable y tal que G x G no tiene
estrechez numerable.
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5.1. Un grupo topolégico G hereditariamente sepa-
rable tal que G x G tiene estrechez no numerable

En este capitulo detallaremos la construccion del grupo que se menciona en la
primera parte del articulo de Malykhin [30]. Nuestra exposicion es muy clara, lo cual
ayudard al lector para entender las construcciones que se llevan a cabo usando reales
de Cohen, que es una de las finalidades de esta tesis. La estrategia que llevo a cabo
Malykhin fue que partir de un real de Cohen construyo6 el grupo deseado como un
subgrupo de 2¢! mediante la definiciéon de sus coordenadas usando dicho real.

Como hemos hecho hasta ahora, si A C w x 2, entonces denotaremos a la proyeccion
de W en w como
mW]={n<w:3i <2[(n,i) € W]}.

Para constuir un grupo topolégico que es hereditariamente separable, consideraremos
el orden parcial

P = {p € Fn(w x 2,2) : Yk € m[dom(p)] [p(k,0) =1 V p(k,1) = 1]}

y el orden en P serd el heredado de Fn(w x 2,2), i.e., la contencion invertida. Se
sigue del hecho de que Py F'n(w x 2,2) son numerables, del Lema 1.8.2, el Corolario
1.6.8 y el Teorema 1.6.10, que inducen la misma extensién genérica. El lector debe
de observar que si G es un filtro P-genérico, entonces r = |JG € M[G] es un real de
Cohen con la siguiente propiedad:

Vk < w[r(k,0) =1V r(k1)=1]. (5.1.0.1)

Construccion del grupo.

En todo lo siguiente, fijaremos un modelo transitivo numerable de ZFC M, y en
M un conjunto A := {6, : @« = w | @ € w1 \ w} de funciones inyectivas, de modo que
R := {ran(b,) : @ € w; \ w} sea una familia casi ajena. Asi, cuando consideremos
una funcion inyectiva 6, con v < wy, estaremos refiriéndonos al elemento de A con el
indice ~.

El grupo que construiremos seré el generado por un subconjunto particular Y de
funciones de 2“!, cuyos elementos dependerd de un real de Cohen en su definicién
como se describe a continuacion:

Si r es un real de Cohen que satisface (5.1.0.1), entonces para cada § € wy \ w e
i < 2 la funcién yg ; : wy — 2 estara dada por

yﬁ,i(v)={g(9”(ﬁ)’i) zii; (5.1.0.2)

Asi, nuestro conjunto Y consistird de las funciones y3;’s. En los siguientes lemas,
hablaremos de las funciones yg;’s sin saber exactamente qué objetos son, pues su
definicion dependera de un filtro P-genérico. Para comodidad del lector que se esté
introduciendo en la técnica de forcing, explicaremos por qué se puede hacer esto
mediante los siguientes P-nombres de las funciones yg ;’s:
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Consideramos el P-nombre para 7:

F={(((7,4),),p) (7)) € p}- (5.1.0.3)

Si G es un filtro P-genérico, entonces {p € P: p IF # = [JT'} es denso en P. Ahora,
para cada § € wi \w y ¢ < 2, propondremos un P-nombre para la funciéon yg;.
Comenzamos fijando para cada par de ordinales «, 3, con w < f < v < wy, y cada
i < 2, un P-nombre 7, g; para r(6,(8),:). Definimos entonces la siguiente funcion
pB,i s w1 — MP, dada por

Ty,B4 SiB <7y
i =9 5.1.0.4
p.i(7) {0 GBS ( )

Con esto, ya podemos dar el nombre para yg ;:

Ysi = {(dp) ld=(7,j) ANy <wi Aj<2AplFpgi(y) =3}

El lema de definibilidad 1.5.4 nos garantiza que yg; es un P-nombre en M. Ahora,
veamos que si G es un filtro P-genérico, entonces

ic(Yp.i) = Yp.i

donde yg,; es la funcién dada en (5.1.0.2) relativa al real r = |JG. Sea G un filtro
P-genérico; por definicion, tenemos que

icypi) ={d=(7.4) | Ip € G[{d,p) €ysi]}
={(v.J) | eCGplpsi(v)=J]}

que, por el lema de la verdad 1.5.3, es igual al conjunto
{(7,5) | MGl E ys.:(7) = j} = yp.i
que era lo que se buscaba.

Con esto, siempre que hablemos de un filtro G genérico y la funcién yg; relativa
al real r = |J G, formalmente nos estaremos refiriendo al conjunto i¢(yg,;). De esta
forma, el conjunto Y que buscamos queda bien determinado por un filtro genérico G,
pues se cumple la igualdad

Y = {ig(ys:) : B ewi \w A i<2}

Por comodidad (y esperando que el lector tenga en mente qué lo discutido anterior-
mente), de ahora en adelante simplemente escribiremos

Y:{yﬁyizﬂewl\w /\Z<2}
Recordemos que la suma en el grupo topologico 2“! estéd dada por
h(v) = f(v) +9(7) (mod 2),7 <w;.
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El grupo que buscamos es el grupo G que consiste de todas las sumas finitas de
elementos de Y con la suma en 2“1:

g—{g€2“1 ’ Elae[(wl\w)x2]<wlg— Z lel‘|}

(B,i)ea

El grupo G es hS: En esta parte, demostraremos que el grupo topologico G es
hereditariamente seperable. El lector es prevenido de que la demostracién de esta
afirmacion es un largo camino, en el cual estableceremos 5 lemas, algunos de los
cuales son bastante técnicos, y que dependen cada uno del anterior.

Para facilitar la demostracion de que un subconjunto de 2“! es hS, utilizaremos el
siguiente concepto:

Definiciéon 5.1.1. 1. Un conjunto X C 2%t es finalmente denso si y solo si existe
d < wy tal que para cada p € Fn(w; \ 4,2) se cumple que [p] N X # 0.

2. Un conjunto X C 2“1 es hereditaria y finalmente denso (o HFD) siy so6lo si
cada Z € [X]“*, Z es finalmente denso.

3. Diremos que un conjunto X C 2“1 es débilmente hereditaria y finalmente denso
(o wHED) si para cada Z € [X]“* existe W € [Z]“ finalmente denso.

El concepto de espacio HFD fue introducido por I. Juhasz y A. Hajnal en [20], en
donde también se demuestra que todo espacio HFD es hereditariamente separable.
Si hay un X C 2! HFD y para cada f € X, existe f' € 2! tal que |{i € I | f(i) #
F'()} < w, entonces X' = {f’: f € X} también resulta ser HFD. Esto tiene como
corolario que si existe un subespacio de 2! que es HFD, entonces es posible obtener
un subespacio de 2! que sea S-espacio. Se demuestra también en este articulo que
bajo CH, existe un espacio HFD no numerable!.

Para ver que un subespacio de 2“! de cardinalidad w; es hS, basta con comprobar
que es wHFD, como lo establece el siguiente lema. Este hecho se aplicara al caso de
nuestro grupo topologico.

Lema 5.1.2. Si X C 2“1 es wHFD y | X| = wy, entonces X es hS.

Demostracion. Sean Z € [X]“1, W € [Z]“ finalmente denso, y § < w; el ordinal que
atestigua la densidad final de W. Como 2* es homeomorfo a 2%, entonces podemos
escoger un subconjunto D’ C 2% numerable en 2° y tal que

D= (Z N D’) uw
es un conjunto numerable y denso en Z. O

Con los lemas siguientes, probaremos que dado un subconjunto X no numerable de
g, existe un subconjunto numerable Z de X de modo que la familia de condiciones
{geP|qlF Z es finalmente denso } es P-densa, donde Z es un P-nombre para Z; de

IDe hecho, se demuestra algo mas fuerte. La Hipdtesis Generalizada del Continuo (GCH) es la
afirmacion: Vo € ON, X411 = 28, Se demuestra que bajo GCH, es posible encontrar un subespacio
HFD de 2*1 de cardinalidad wa.
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este modo habremos demostrado que si G es un filtro P-genérico, entonces existe un
Z € [X]¥ de modo que

MIG] = Z es finalmente denso.

Procederemos de la siguiente manera:

Consideraremos un conjunto X € [G]“! arbitrario; después nos fijaremos en un
conjunto A’ € [(w; \ w) X 2]“t que satisface la siguiente propiedad

=3 yﬁ”

(Bi)ea

X{geg ‘ Ja € [A']=¥

Podemos pensar al conjunto A’ como un conjunto de indices para X. Luego nos
aseguraremos de encontrar un conjunto A € [A']“ de tal forma que A € M y si Z
tiene al conjunto A como su conjunto de indices, entonces

MIG] & Z es finalmente denso.

Asi, habremos probado que para cualquier subconjunto X no numerable de G, pode-
mos encontrar un subconjunto Z C X numerable y finalmente denso en la extension
MI[G].

Notacion. Si A C [(w1 \ w) X 2], entonces

A = {geg ‘ Ja € [A]<

-5

(B,i)ea
Como una consecuencia del Lema 2.1.20, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 5.1.3. Si k es un ordinal no numerable en M y E’ € [[x]<*“]“*, entonces
existe E € [E']“* con E € M. O

Del corolario anterior, obtenemos el siguiente resultado que sera el que nos ayudara
en la demostracion:

Corolario 5.1.4. Supongamos que A’ C [(w1 \ w) X 2]<¥ tal que A’ es no numerable
y A’ € M[G]. Entonces existe A € [A']“* con A€ M. O

Observemos que si A’ es un conjunto no numerable en M[G] entonces existe A €
[A’]¥ tal que A € M; éste es el conjunto de indices buscado y, a su vez, el conjunto
A* = Z C X seré la familia numerable finalmente densa en X . En los siguientes lemas
demostraremos que la familia de condiciones que fuerzan que Z es finalmente denso
constituyen un conjunto P-denso y, por consiguiente, si G es un filtro P-genérico,
entonces se dard que M[G] |= Z es finalmente denso.

Lema 5.1.5 (V.I. Malykhin [30]). Sean a € [(w1 \w) X 2]<% y v < w; tales que para
todo € mila] se tiene que B < v. Entonces para cada p € P y o € my[a], existen
so €P y ko € 2 de modo que sg < p, dom(sg) = dom(p) U (E(a,a,v) x 2) y

solb > ppaly) = ko, (5.1.5.1)
(B,i)€aq

donde E(a,a,7) :=1{05(8) : B € mla]\ {a}} y aa = a\ {(a,0),(a,1)}.
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Demostracion. Consideremos a la funciéon 6. Elegimos sy € P de tal modo que
dom(sg) = dom(p) U (E2 x 2). Pongamos

ko = Z 50(07(5),i)'
(Byi)Ean

Afirmamos que sg satisface (5.1.5.1); en efecto, sea G un filtro P-genérico que contiene
a so como elemento, y sea r = | JG. Entonces sg C r y tenemos que

M[GlEko= Y r(0,(8):0)= Y ysi(7)
(87i) e (8ri) e

que era lo que querfamos probar.
O

En el siguiente lema, demostraremos que el conjunto de condiciones que fuerzan la
densidad final de Z cuando consideramos funciones parciales finitas constituye una
familia P-densa.

Lema 5.1.6 (V. I. Malykhin, [30]). Sean A C [(w1 \w) X 2]<% un conjunto numerable
infinito con A€ M yd =sup{f:3acalf € ma]]}. Sice€ Fn(w \42) ypeP,
entonces existen a € a y q € P tales que ¢ <p y

qlF Z pBi 2 €.
(B,i)€a

Demostracion. Fijemos p € P. Supongamos que

e ={(70,00);- -+ (Yn,bn)}

La forma en que procedemos es usar el Lema 5.1.5 para forzar la contenciéon ele-

mento por elemento en €. Consideremos a las funciones 6., ...,0,,, sin pérdida de
generalidad, supongamos que existe un e € [w]<* tal que dom(p) = e x 2y
U (ran(6,,) Nran(6,)) Ce, (5.1.6.1)
j<k<n

si éste no fuera el caso, entonces considereamos una extension de p que cumpla la
contencion, lo cual es posible porque los rangos de dichas funciones son elementos de
una familia casi ajena. Después tomamos el conjunto

c:U{H;jl[e] 1j<n}.

Como la preimagen de un conjunto finito bajo una funcién inyectiva es un conjunto
finito, entonces ¢ € [w]<“. Ya que A es un conjunto infinito de subconjuntos finitos
de w, entonces podemos fijar una @ € @ y un ordinal « € y[a] \ ¢. De la definiciéon de
d, se sigue que 6 < 75, para cada j < n. Sabemos que para cada S € @ y cada j < n,
B < 7. Observe que ya se satisfacen las hipotesis del Lema 5.1.5 para cada ;, el
papel de la “a” en cada aplicaciéon del lema es jugado por la @ que hemos fijado aqui.
Entonces, por cada j < n, podemos tomar s; € P con s; <py k; <2 de modo que

silb > ppaly) =k;.

(B,3)€aa
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Fijemos j < n. Afirmamos que existe una condicién ¢; < p de modo que la relacién

gl Y ppa(ry) = by (5.1.6.2)
(Bi)ea

se satisface. Para probar esto, recordamos del Lema 5.1.5 que

E(avav’)/j) = {9%(6) RS 771[6] \ {a}} Y Qa :a\ {(O"O)a (04,1)},

y que dom(s;) = dom(p)U(E(a, a,v;) x2). Entonces es claro que 0., (a) ¢ E(a, a, ;).
Por otro lado, ya que « € 7y [a], se tienen tres posibles casos:

Caso 1: («,0), (a, 1) € @. Supongamos primero que k; = b;. Entonces definimos

q; = Sj U {(((0’77 (Ol), O)v 1)7 (((0"/; (Ot), 1)5 1)}

Notemos que g; < s; < p. Luego, consideremos un filtro P-genérico G tal que ¢ € G,
y pongamos que r = | JG. Entonces en M|[G] las siguientes igualdades son satisfechas:

Y ysi) = Y r(65,(8).)

(B,i)€a (B,i)ea

= > qby,(8),4)
(B,9)€a

= Y q(0,(8),7) + q(05,(a),0) + g6y, (), 1)
(B,i)€aqn

= > s5i(0,,(8),i) +1+1
(B,i)€aq

= kj +0

=b;.

Ahora supongamos que k; # b;. En este caso, definimos

q; = s; U {((<07] (a)v O)a 1)7 (((9"/] (a)v 1); 0)}

También se cumple en estas condiciones que ¢ < s; < p, y también se satisface la
relacion (5.1.6.2): Si G es un filtro P-genérico con ¢ € G, entonces M[G] satisface que

Z yﬂ,i(’)/j): Z T(Q’Yj(ﬁ)ai)

(B.i)€a (8,i)€a

= Y q(0,(8),14)
(Bi)€a

= Y q(0,(8),i) + q(05,(a),0) + g6y, (), 1)
(8,)€aa

= Y 5i(05,(8),i) +140
(B,i)€Tq

=k;j+1

=b;.
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Caso 2: (o,0) € @y (a,1) ¢ a. Como hicimos para el caso anterior, supongamos
primero que k; = b;. Definimos la funcién

g5 = 55 U{(((65;(a),0),0), (((04;(), 1), )}

Verifiquemos que se da la relacion (5.1.6.2): Sea G un filtro P-genérico con ¢ € G. En
M]|G] es verdad que

= Z q(ew (5)72) + Q(a“/]‘ (a)7 0)
(B,i)€aq

= > 5i(6,,(8),i) +0
(B,i)€aq

= kj +1

= bj.

Si ocurre que kj; # bj, entonces definimos

g5 = 55 U{(((65; (), 0),1), (((04,(), 1), 1)}

Si G es un filtro P-genérico con ¢ € G, entonces M[G] modela que

Syl = 3 r(6,,(8).9)

(B,i)€a (B,i)€a
= Z Q(ew (6)7 Z) + q(e“/j (a)’ 0)
(B,1)€Tq
= Y si(05,(8),i) +1
(B,1)€Tq
= kj +1
=b,.

Caso 3: (o,0) ¢ @y (o, 1) € @. Si k; = b;, definimos

g5 = 55 U{(((6y;(a),0),1), (((04,(), 1),0)}-
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Sea G un filtro P-genérico con g € G. Asi, en M[G] es cierto que

Z Yp,i(v) = Z 7(0-,(8),1)

(B,i)ea (Byi)€a

= > q(6,,(8),14)
(B,i)€a

= Z q(e’)/g (5)77’) +q(0’yj (Oé), 1)
(B,i)€aa

= Z 8](9%(&)72)—1_0
(B,i)ECn

= kj +0

=b;.

Si k; # bj, entonces fijamos

g5 = 55 U{(((04,(a),0),0), (65, (@), 1),1)}.
Si G es un filtro con ¢ € G, se da en M[G] que

Y wsil) = D (64,(8).4)

(B,9)€a (B,i)€a

= Z q(e’)/g (ﬂ)?l)
(Bi)€a

= Z Q(Q’Yj (ﬂ),l) +Q(9'Yj (Oé), 1)
(B,i)ECan

= Y si(05,(8),0) +1
(B,i)ECan

= k]' +1

=b;.

Por lo tanto, en cualquier caso, la relacion (5.1.6.2) se verifica y la afirmacion es cierta.

Para concluir con la demostracion del lema, es suficiente comprobar que las con-
diciones qq, ..., q, son compatibles. Sean j < k < n. Para esto, argumentaremos
que

dom(gq;) Ndom(qi) = dom(p).

Es clara la contencién D. Para ver la otra contencién, supongamos que (m,i) €
dom(q;) N dom(gy). Si (m,i) ¢ dom(p), se tiene de la forma en que construimos
dom(q;) y dom(qx) que existen £ < v; y < 7 de modo que 6, (§) = m = 0., (n).
Esto, junto con (5.1.6.1), implican que (m,i) € dom(p) = e x 2. Con lo anterior,
podemos concluir que g := gy U ... U g, es una funcién en P tal que ¢ < py

gt Y ppi 26,

(B;1)€a

que era lo que deseabamos probar. O
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De esta manera, obtenemos la primera propiedad buscada de nuestro grupo G:

Teorema 5.1.7 (V.I. Malykhin [30]). Si G es un filtro P-genérico, entonces
M[G] = G es wHFD.

Demostracion. Sean X € [G]“' y B € [[(w1 \ w) x 2]<*]*" tal que X = B*. Por el
Lema 5.1.4, existe A € [B]* con A € M. Fijemos § =sup{B:3a € a[B € mld]]},y
consideremos ¢ € Fn(w; \ 6,2). El Lema 5.1.6, existe un @ € @ y un q € G tales que

gk > ypa€ el
(B,i)ea
De aqui, se obtiene que M[G] |= 3" 5 ;e ¥s,i € [€]. Por consiguiente
MI|G) E Z = A” es finalmente denso ,
con lo cual hemos demostrado que para todo X € [G]“*,
M[G] E 3Z € [X]¥ finalmente denso,
que era lo que buscabamos probar. O

Para finalizar con el proposito de esta seccién, demostraremos la siguiente propiedad
topolégica buscada del grupo G:

Teorema 5.1.8 (V.I. Malykhin [28]). Si G es un filtro P-genérico sobre M, entonces
MIG] = G x G tiene estrechez no numerable.

Demostracion. Sea G un filtro P-genérico. Segun la definicién de estrechez, para pro-
bar nuestra afirmacion, debemos encontrar en M[G] un subconjunto X de G x G y
un elemento x € clgxg(X) tales que si Z € [X]“, entonces g ¢ clgxg(Z); nuestra
sera la pareja (0,0), y el conjunto X serd {(ys,0,¥3,1) | f < wi}. Recordemos que el
elemento neutro de G es la funcion constante 0; por lo tanto, (0,0) € G x G. Afirmamos
que (0,0) € clgxg(X). En efecto, consideremos ¢ € Fn(wy,2) tal que 0 € [¢]; esto
quiere decir que para todo 8 € dom(e), e(8) = 0. Fijemos

v = méx (dom(e)).

Para cada A > v e i < 2, se tiene que yy; € [¢], pues por definicién de las funciones,
como \ > 3, para cada 3 € dom(e), entonces y ;(8) = 0. De este modo

[e]NY #0,

asi que (0,0) € clgxg(X). Para la siguiente parte de la demostracion, consideremos
un conjunto Z € [X]“; probaremos que (0,0) ¢ clgxg(Z). Para esto, elegimos § < wy
de modo que

si (ys0,Ys1) € Z, entonces [ <.
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Recordemos que si r = |J G, entonces
Vk <w[r(k,0)=1V r(k1)=1].

Esto, junto con la definicién de las funciones yg ;, implica que yg,o(d) = 1, 6 bien
yp,1(6) = 1. Consideremos al conjunto V' = [{(4,0)}] x [{(6,0)}] que es vecindad de
(0,0). Notemos que, por definicion de las yg ;’s,

si  yp; € Z entonces yp;(0)=1 paraalgini <2,

por lo que (yg,0,ys,1) ¢ V. Asi, en M[G] la pareja ordenada (0,0) ¢ clgxg(Z), que
era lo que se queria demostrar. O

5.2. Comentarios adicionales

Haremos en esta seccién comentarios finales sobre los conceptos de este capitulo.
No se haran argumentos formales.

En el articulo [30] se avanza un poco mas con el grupo que construimos.

Definicién 5.2.1. = Si X es un espacio y z € X, entonces el cardcter de z es

x(x) := min{xk : Existe una base local para x de cardinalidad £}.

= El cardcter de un espacio X es x(X) :=sup{x(x): z € X}.

» Un conjunto S es centrado si para todo A € [S]< \ {0}, se tiene que (] A es
infinito.

= Dado un conjunto S, una pseudointerseccion de S es un conjunto infinito B tal
que para todo A € S, B\ A es finito.

s p:=min{|A|: A C [w]¥ es centrado y sin pseudointersecciones}.
Es sabido que w; < p < ¢, lo cual puede ser consultado en [7].

Resulta que el grupo construido en la seccion anterior tiene caracter < c. Si se asume
la afirmacion p = ¢, entonces todo espacio de caracter < ¢ es Fréchet. Ademas, si se
supone p = ¢ como axioma de M, entonces en cualquier extensiéon de M obtenida
de forzar con Cohen se sigue cumpliendo p = ¢. Esto nos dice lo siguiente: Si la
construccién anterior se hace a partir de un modelo de ZFC + p = ¢, entonces en
M](G], el grupo G es Fréchet, y G x G no lo es.

Posterior a esto, se utiliza el espacio construido por J. Roitman en [41] y que
presentamos en la segunda seccién del capitulo 4 para demostrar que el producto de
espacios hereditariamente Lindel6f no necesariamente es Lindelof. Lo que se hace es
considerar al espacio X construido por J. Roitman, se define X' = {1 —g:g € X}
que también resulta ser un L-espacio, y se demuestra que X X X’ no es Lindeldf.

En 1987, V.I Malykhin se hizo la pregunta de si existe un grupo topolégico separable
y Fréchet que no fuera metrizable. En [13], los autores construyen un modelo en el
que todo grupo spearable y Fréchet es metrizable. Compérese este resultado con el
grupo G que es separable y Fréchet, y el grupo G X G que no es Fréchet ni separable.
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Capitulo 6

Espacios de Ostaszewski

En 1972, R. Jensen publico el articulo [16], en el que demuestra que en el universo
construible de Gdodel (V = L)1, que es el modelo en el que K. Gddel prueba la consis-
tencia de la hipoétesis del continuo, existen arboles de Suslin. Para su demostracion,
introduce un axioma conocido como el principio ¢ de Jensen, que también se satisface
en V = L. Sea k un cardinal de cofinalidad no numerable. Un subconjunto C' C &
es club si es cerrado en k con la topologia inducida por el orden, y no acotado. Un
subconjunto S C k es estacionario si S interseca a todo club en k. El principio ¢ de
Jensen es la afirmacion

Eziste una sucesion {Sy : a < w1} de modo que S, C «, para todo o < wy y st
A Cwy, entonces el conjunto {a < wy : ANa = S,} es estacionario en w;.

En [36], A. Ostaszewski utiliza el principio ¢ de Jensen para contestar a una pregun-
ta que algunos matemaéticos discutian en la década de los 70'2: Todo espacio perfecta-
mente normal y numerablemente compacto es compacto? (ver, por ejemplo, el articulo
de V. I. Malykhin y B. E. Shapirovskii [32]). Usando este axioma, Ostaszewski define
una topologia en w; que es T3, no compacta, perfectamente normal, numerablemen-
te compacta, localmente compacta y hereditariamente separable. En dicho articulo,
introduce un debilitamiento de ¢, que denota como &, y es la afirmacion

Eziste una sucesion {Sx : A es un ordinal limite numerable } de modo que Sy es
un subcojunto cofinal a \ de tipo de orden w y para todo subconjunto no numerable
A C ws, existe un A < wy tal que Sy C A.

Usando dicho principio, demuestra que es posible definir una topologia en w; que
cumpla todas las propiedades descritas anteriormente, excepto la compacidad nume-
rable. Dicho espacio es conocido como espacio de Ostaszewski. También observa que
esta propiedad se puede obtener suponiendo la hipotesis del continuo en conjuncién
con &. En [6], K. Devlin da una prueba de que ¢ es equivalente a & + CH.

Se tenia la pregunta de si era posible realizar la construcciéon de un espacio de
Ostaszewski en un modelo de CH sin axiomas adicionales. Sin embargo, J. Roitman
y T. Eisworth probaron en 1999 que existen modelos de solamente CH en los que no
hay espacios de Ostaszewski [40].

1En el articulo [11], K. Gddel presenta su modelo construible.
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Existe otro principio combinatorio conocido como el axioma (t), que es con el que
trabajaremos en esta seccion. Fue propuesto por I. Juhasz [17] y es un debilitamiento
del axioma &, es decir & implica el principio (¢) pero no son equivalentes. Méas atn,
en [17] se demuestra que basta suponer el axioma (t) para construir un espacio de
Ostaszewski en w1.

Nos damos a la tarea de estudiar una de las muchas aplicaciones a la combinatoria
infinita del forcing de Cohen: probaremos que el axioma (t) es preservado en extensio-
nes de modelos de ZFC después de agregar reales de Cohen. Después se demostrara
la existencia de un espacio de Ostaszewski como consecuencia del axioma (t). De esta
forma se tendra que existe esta clase de espacios en extensiones de modelos de ZF(C'
inducidas por el forcing de Cohen.

6.1. El axioma (t)

A continuacion, para iniciar la seccion, presentamos el ya mencionado axioma (t).
Definicién 6.1.1 (I. Juhasz, [17]). n L(wy) :=={A <wi: A es ordinal limite}

= Por (t) nos referiremos a la siguiente afirmacion:

Eziste una sucesion {Sx : A € L(w1)} tal que para todo A € L(w1), Sx C X es un
orden de tipo w cofinal en X y tiene una particion Sy =, ¢, SX, de modo que
para cada X C wy no numerable, existe un A < wy tal que Vn < w[|XﬁS’;\ = w] .

En el siguiente Teorema, se demuestra que el axioma (t) se cumple cuando forzamos
con Cohen. En particular, esto significa que dicho axioma es consistente con ZFC. Es-
pecificamente, forzaremos con un suborden denso de Fn(w; X w,w). La estrategia sera
agregar wy funciones crecientes gy : w — A, con A € L(wy), a un modelo transitivo de
ZF(C. Las imagenes de dichas funciones conformaran la sucesion de conjuntos requeri-
da por el axioma (t). Probaremos después que el resto de las condiciones establecidas
por (t) son deducidas de la inyectividad de las funciones y la cofinalidad de la imagen
en un ordinal limite. El lector podra notar en la primera parte de la demostracion
cierta similitud con la manera de proceder en la prueba del Teorema de Vopénka y
Hrbacek 3.2.2. Para comenzar, en lo subsecuente nos referiremos por P al conjunto

{p € Fn(wi X w,w) : p es estrictamente creciente},

con el orden usual, i.e. la contencién invertida.

Teorema 6.1.2 (I. Juhasz, [17]). Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC
conPe M. Si G es un filtro P-genérico, entonces

MIG] = (8):

Demostracion. Fijemos un filtro P-genérico G sobre M. Sabemos, por el Lema 2.1.4,
el Lema 2.1.7 y el Corolario 2.1.9, que P preserva cardinalidades y cofinalidades, por
lo cual se cumple la igualdad L(w;)MI¢] = L(w;)M. En M, para cada A\ € L(w;)
definimos

Py := {p € A<¥ | p es estrictamente creciente},
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con el orden: p < ¢ <= ¢ C p. Para cada A\ € L(w;) se cumple que |Py\| = w
y Py es no atémico. Asi, por el Lema 1.8.2 para cada A € L(w;) podemos fijar un
encaje denso ey : Fn(w,w) = Py. Ponemos G = €)(G), para cada A € L(w;). Por el
Teorema 1.6.10, G es un filtro Py-genérico sobre My M[G,] = M [G[ ()}, ], para
cada A € L(wy). Consideremos para cada A € L(w;) el real de Cohen

g)\ZUG)\:w%)\.

w 2w 3w A
G 92w 93w ax
{w} xw

- = s

{2-w} xw {3-w} xw A} xw

Figura 6.1: Cada gy es esencialmente un real de Cohen obtenido de forzar con un
orden parcial equivalente a F'n(w,w).Las lineas abajo representan a las copias de w
indizadas por L(wy), v las lineas arriba representan los ordinales limite que indizan
las lineas de abajo.

Es claro que cada gy es una funcién estrictamente creciente y, como veremos a
continuacion, también es cofinal en A. En efecto, fijemos § < A y consideremos el
conjunto

Dg := {p € Py : 3i € dom(p) [8 < p(i)] }.

Es facil ver que Dg es denso en Py, asi que Dg NG # 0 y, por lo tanto

Ji € dom(gx) [B < gr(i)].

Ahora, fijemos una particion de w en conjuntos infinitos, {4, : n € w}, y paran < w
definimos

S;\l = gx [An]
Notemos que S} € M[G], para cadan < w,y {S¥ : n < w} es una familia de conjuntos
ajenos por parejas porque gy es inyectiva. Asi, la primera parte de (t) se satisface,
yva que A fue elegido de manera arbitraria. Para probar que se satisface el resto de la
definicion, supongamos que X € M[G] y
M[G] E X € [w1]**.
En virtud del Lema 2.1.20, podemos encontrar un conjunto Y € M de modo que

ME[Y|=w y MG]YCX.

Tomemos un ordinal A punto de acumulaciéon de Y. Ahora fijemos un n < w, y para
cada k < w, definimos el conjunto

Dy = {p Py :|{i € dom(p) N A, : p(i) € Y}| > k}.
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Describimos cémo se hace induccién sobre k para ver que D, ;, es denso en Py. Supon-
gamos que para un k se satisface la densidad, y sea p € IP. Fijemos ¢ € D,, ; y suponga-
mos que ¢ ¢ D, k+1. Como A,, es un subconjunto infinito, existe un m € A,, \ dom(q).
Definimos la extension ¢’ de ¢ por medio de la asignacion i — ¢'(i), para cada i < w
con méx(dom(q)) < i < m, y tal que {¢'(¢) : méx(dom(q)) < i < m} C Y es una
sucesion creciente por debajo de A y por arriba de ¢(j), para cada j € dom(q). Es
claro entonces que ¢’ € D, j41.

Asi, en virtud de la genericidad del filtro G, se tiene que G N D, # (. De esto,
podemos concluir que

M[G] EVEk <w[|SYNY|> K],

lo cual basta para asegurar que, en MI[G], |SY NY| = w, para cada n < w, tal y
como se deseaba. Esto demuestra que el segundo requisito de (¢) se cumple y, por lo
tanto, en las extensiones genéricas producidas al forzar con Cohen, el axioma (t) se
satisface. O

6.2. Espacios de Ostaszewski

A continuacion presentamos formalmente la definicién de espacio de Ostaszeski.
Para comodidad del lector, vamos a recordar que un espacio topologico es separado
derecho de tipo K si existe un buen orden de tipo x para dicho espacio de modo que
todo segmento inicial sea un abierto del espacio.

Definicién 6.2.1. Un espacio topologico X es de Ostaszewski si es un espacio no
numerable, regular, localmente compacto, separado por la derecha de tipo w; y tal
que todo abierto es numerable o tiene complemento numerable.

De la caracterizacion 4.1.4, se sigue que los espacios de Ostaszewski no son heredi-
tariamente Lindeldf.

En el siguiente teorema expondremos la construccion dada por I. Juhasz [17] de un
espacio de Ostaszewski utilizando el axioma (¢).

Teorema 6.2.2. El principio (t) implica la existencia de un espacio de Ostaszewski.

Demostracion. Supongamos el principio (t), i.e. existe una sucesion
{Sx: X e L(w)}

tal que para cada A, Sy C A es un suborden de tipo w, y existe una particion
Sy=J sy
new

de modo que si X € [wq]“" entonces existe un A € L(w1) tal que | X N SY| = w para
todo n € w.

La manera de construir el espacio que buscamos es construir recursivamente una
topologia 7 sobre cada ordinal limite A < wy tal que

1. 7\ es localmente compacta,
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2. 7y es Ts.
3. Para todo € AN Ly, 7, = 15 NP ().

Al final la topologia generada por la unién de las 7, sera la topologia buscada
en wiy. Primero definimos 7, = P(w), claramente 7, es una topologia localmente
compacta To. Si A es un limite de ordinales limites numerables p para los que ya
se ha definido una topologia 7, entonces 7, es la topologia generada por |J px Tu
Si A = g+ w, con g un ordinal limite numerable para el que ya se tenga definida
una topologia localmente compacta 15, y separada derecha 7,. Para cada a € §,,,
elegimos una vecindad compacta para o, K, de modo que los elementos del conjunto
{K, :a € 8,} sean ajenos entre si; es posible elegir a dichos conjuntos de esta manera
porque S, es un subespacio cerrado y discreto en (i, 7,) (por ser un orden de tipo
w). Con esto en mente definimos una base para cada u + n, donde n € w: Fijamos
F € [S])]<“, y definimos el béasico

By(F) :={n+n}U| J{Ka:aeS;\F}.

Entonces una base para p + n es el conjunto B, := {B,(F) : F € [S}]<“}. Asi
construimos la topologia 7.

1. Observe que cada B, (F') es compacto en 7y. En efecto, sea U una cubierta
abierta para B, (F). Sea U € U. Sea U € U tal que p+ n € U. Entonces existe
un F' € [Sp]<¥ tal que p+n € By(F') C U. Si F' C F, entonces {U} es
una subcubierta de ¢. De lo contrario, consideremos el conjunto (J,. FAF K,
que es una union finita de compactos y, por lo tanto, compacto. Entonces existe
una subcubierta finita U’ C U para dicho compacto. Entonces U’ U {U} es una
subcubierta finita para B, (F).

2. También es claro que cada 7 es una topologia Ty (esto se da por que los K,
son ajenos) y es topologia separada derecha (la union de los bésicos en cada
segmento incial devuelve el mismo segmento inicial).

3. Es claro que 7, = 7\ N P(p), para ot € AN Ly.

Se sigue entonces que la topologia 7, generada por la unién de las 7, es localmente
compacta, Ts y separada por la derecha. Ahora veremos que todo abierto es numerable
o conumerable. La estrategia es tomar un subconjunto no numerable X C w; y probar
de manera inductiva que para un p € L(wy), se tiene que [, w;) € X. De esta manera,
si un abierto U tiene complemento no numerable, entonces wy \ U es un cerrado no
numerable, por lo que contiene a un segmento final de wy, lo que implica que U esté
contenido en un segmento inicial de wy.

Para comenzar con el paso base, supongamos que X es un subconjunto no numerable
de w;. Por (t), podemos encontrar un ordinal limite x tal que | X NS}}| = w para cada
n < w. Notemos que cada S}, es una sucesién que convergea p +n, segin la topologfa
T., - Por consiguiente, se cumple que [y, +n) C X, para cada n < w. Concluimos
entonces que [, 1+ w) C X.

Supongamos ahora que para un o < wy, se tiene que [u, g+ -w) C X. Fijemos un
natural n < w; veremos que p + o -w +n € X. Para esto, consideremos el basico

Bu(F)={p+a-wt+n}U| f{Ke:a€Si ,\F}, Fe[Sh .
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Como S),4q.w €s cofinal en p+ a -w y ademas S, ., es un subconjunto infinito de
Sy+a-w, entonces Sp ., también es cofinal en p+a-w, por lo que podemos encontrar
un B € S”

lita-w tal que p < By mdx F < . De lo anterior se sigue que

BE [ p+a-w),

asi que 3 € X. Por consiguiente, Kg N X # (). Observe también que Kz C B, (F),
pues méx F' < . De esta manera, se tiene que B,(F)N X # 0, y concluimos que
pL+a-w+neX. Asi,

[+ (a+1)-w) CX.

Y
Por lo tanto, se tiene que [i,w;) C X.
O

Corolario 6.2.3. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC. Entonces para
todo filtro P-genérico G, M[G] |= Existe un espacio de Ostaszewski.
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