UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA

DE MEXICO

FacurtaDp DE CIENCIAS

EFECTO DE DERIVADAS ALTAS EN LA TASA DE

DECAIMIENTO DE UN CAMPO ESCALAR

T E S [ S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

Fisico

PRESENTA:

Bernardo Andrade Pérez Rubio

TUTOR

Dr. Angel Sanchez Cecilio

Ciudad de México 2021


Margarita
Texto escrito a máquina
Ciudad de México              2021

Margarita
Texto escrito a máquina


e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



11

B.A. Pérez-Rubio



Dedicatoria

Los tres pilares que han formado mi vida; Familia, Amigos y Maestros. Este trabajo es

para las personas que ocupan uno o mas espacios ahi.

111



v

B.A. Pérez-Rubio



Agradecimientos

Se agradece a PAPIIT por el apoyo a los proyectos que hicieron posible este trabajo
IN117817 - Comportamiento de la materia en condiciones extremas del universo.
IN118219 - Efectos de un medio magnetizado a densidad y temperatura finitas sobre las
funciones de correlacion en teoria cudntica de campos.

A los miembros del jurado por sus correcciones y sugerencias.

A Angel Sanchez por su apoyo y valiosas discusiones.



VI

B.A. Pérez-Rubio



Resumen

En el siguiente trabajo se trata el estudio de los efectos que generan los términos en el La-
grangiano con derivadas de orden superior de un campo escalar en la tasa de decaimiento
a escalares, el cual es un proceso fisico de relevancia, tanto a nivel tedrico y experimen-
tal en la fisica de altas energias. Se estudia con detalle un campo escalar que tiene una
ecuacion de movimiento de orden cuarto en las derivadas, esto implica que el propagador
tiene la posibilidad de factorizarse y separarse en dos grados de libertad. Esta idea mo-
tiva a que los grados de libertad se pueden visualizar explicitamente desde Lagrangiano.
Se trabajo con los dos acercamientos, separando los grados desde el Lagrangiano y en el
propagador. Se calcula la tasa de decaimiento a través del Teorema Optico, tomando la
parte imaginaria de la funciéon de autonergia, a orden perturbativo dominante. Usando
dos prescripciones para teorias con derivadas de orden superior, o altas, CLOP[[|y Anselmi
& Piva, se calcul6 la parte imaginaria de la funciéon de autoenergia, obteniendo dos resul-
tados con comportamientos idénticos pero con intensidades distintas debidas a la forma
en que se separaron los grados de libertad. Los efectos que provocan las derivadas altas
en la tasa de decaimiento del escalar son dos:un aumento en la tasa de decaimiento y una

modificacion en la energfa del umbral.

! Cutkosky, Landshoff, Olive y Polkinghorne
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Introduccion

Desde un punto de vista clasico, introducir una derivada alta al Lagrangiano cambia las
ecuaciones de Euler-Lagrange, agregando un término que trata con esta derivada de orden
superior en la coordenada generalizada o campo. La dinamica de este sistema, estudiada
por Ostrogradsky en 1850 [1], muestra una inestabilidad cinética en el Hamiltoniano y
predice soluciones no acotadas. Al cuantizar este tipo de teorias, aparecen los llamados
fantasmas de Ostrogradsky que llevan consigo esta inestabilidad. Existen formas de quitar
estos fantasmas, con el costo de perder correspondencia con la mecénica clasica (Anoma-
lia), sin embargo, se puede recuperar la correspondencia y evitar la inestabilidad con la
complexificacion de estos fantasmas [2|. Al extender estas ideas a la teoria de campos, las
teorias con derivadas altas tienen una subclase local donde se pueden reconciliar unitarie-
dad y renormalizabilidad. Estas teorias son denominados de Lee- Wick (LW), en honor a
T.D. Lee y G.C. Wick [3} 19|, quienes fueron los primeros en proponer una extension de la
electrodinamica cuantica modificando el regulador de Pauli Villars, asociado a una escala
finita de energia, promoviéndolo a un grado de libertad fisico. En esta teoria, el propaga-
dor del foton de Lee-Wick (LW) es masivo y tiene polos de signo distinto. Se argumentd
que este nuevo fotén no viola unitariedad, puesto que decae a fermiones ordinarios |[3].
Lee y Wick se dieron cuenta de que la matriz de transiciéon que involucra los fantasmas
diverge exponencialmente con el tiempo, pero se puede remover con ciertas prescripciones.
Al remover esta divergencia, aparece el fenémeno de la no-causalidad a muy altas energias
[4,5]. En este trabajo se usan dos prescripciones para estudiar el efecto de derivadas altas
en la tasa de decaimiento de un escalar, la de CLOP [6] vy la de Anselmi & Piva |7, §].
La prescripcion usada por CLOP consiste en variar las masas en los propagadores para
evitar que los polos y puntos rama se crucen con algin contorno de integraciéon, mientras

que el procedimiento de Anselmi & Piva argumenta que las teorias tienen, por si mismas,

IX



todas la herramientas para ser integradas. Haciendo un analisis de la ubicacion de los
polos junto con una rotaciéon de Wick, aseguran que se puede deformar de manera no
analitica el contorno de integracion. Esta deformacion permite hacer continuaciones ana-
liticas desde regiones donde esta bien definido la auntoenergia a un lazo para definir toda
la recta real de valores de energia. En el presente trabajo, se utilizan ambas prescripciones
en una teoria particular que permita estudiar los detalles especificos y resalte las ventajas
y desventajas de una con respecto de la otra. Con esto en mente, el trabajo se ha dividido
en 4 capitulos. El primer capitulo trata los preliminares de teorias clasicas de campos,
mecanica cuantica, teoria cuantica de campos y herramientas necesarias para el estudio
de la tasa de decaimiento. El segundo capitulo trata a detalle la forma del decaimiento de
una particula escalar en dos escalares. En el tercer capitulo se trabaja un modelo escalar y
se calcula la parte imaginaria de la autoenergia a un lazo, usando las dos prescripciones, y
se comparan ambos resultados. Finalmente, en el cuarto capitulo, se presentan las conclu-
siones de la comparacion del decaimiento de Klein Gordon contra la teoria de Lee-Wick

y se hace una breve discusion sobre las diferencias de las prescripciones.

X B.A. Pérez-Rubio
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Capitulo 1

Preliminares

I. Campos Clasicos

Las nociones de particulas de mecanica clasica se pueden extender a campos, con nuevos
parametros espaciales involucrados en el Lagrangiano. Por ejemplo, el Lagrangiano para

sistemas de una dimensién tiene la forma

L= /dx L, (1.1)

donde £ = L(p(x,t), %, %) es la densidad Lagrangiana y ¢ una funcion escalar que
sera llamada campo. El concepto de campo, a diferencia de una particula discreta, trae
consigo una infinidad de grados de libertad, o sea, que deben incorporarse a una ecuacion
de movimiento en la forma de indices continuos para cada punto. Este campo se puede ver
como una coleccion infinita de puntos que llenan el espacio y esos indices continuos se ven
como parametros espaciales. El campo es una funciéon de los pardmetros que asigna un
escalar, espinor, vector o tensor a ese punto del espacio. La extension a sistemas de cuatro
dimensiones en espacio plano es sencilla, etiquetando las variables 2° =t 2! = x, 2% = v,

3

x° = z para empaquetarlas en un vector z* = (xo

, 2, 2%, 23) y la densidad lagrangiana se
verd L = L(¢ o9 ;x#). Al aplicar el Principio de Hamilton, se recuperan las ecuaciones

> Oxk )

de Euler-Lagrange para medios continuos

() - %o i

donde se us6 la notacion % = 0, y la métrica plana n* = diag(1, -1, -1, —1).
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I. CAMPOS CLASICOS

I.1. Formalismo Hamiltoniano

A diferencia del formalismo Lagrangiano, el formalismo Hamiltoniano busca expresar las
ecuaciones de movimiento como ecuaciones de primer orden. Esto se logra introduciendo
momentos generalizados que son conjugados al campo
o oL
 0(09)

La transicion entre ambos formalismos consiste en cambiar las variables dy¢ por 7, me-

(1.3)

diante una transformada de Legendre
H =m0y — L. (1.4)

El diferencial del Hamiltoniano dH permite identificar algunas relaciones entre ambos

formalismos,
OH
o6 =", (1.5
OH
- 8071' = a—¢, (16)
— 0L = OyH. (1.7)

Este formalismo es til entre otras cosas, en teorias cuanticas ya que el Hamiltoniano

tiene una fuerte relacion con la evolucion temporal de las amplitudes.

I.2. Teoria de Campos con Derivadas Altas

Las teorias con derivadas altas del campo son de gran interés para la fisica, pues ofrecen
algunos remedios a problemas de las teorfas comunmente estudiadas, por ejemplo, re-
normalizacion de teorias cuénticas en cuatro dimensiones|2|, también afectan potenciales
efectivos y transiciones de fase de campos escalares en fondos curvos|9|, generando interés
en astrofisica y cosmologia. Estas derivadas altas se introducen en el Lagrangiano del
sistema como derivadas de orden superior a dos de las variables dindmicas. Ostrogradsky
formuld un teorema que predice inestabilidades en el Hamiltoniano del sistema cuando

existen derivadas de, al menos, orden 2 [1].

2 B.A. Pérez-Rubio



CAPITULO 1. PRELIMINARES

A nivel clésico, se puede considerar un Lagrangiano L que depende de las variables z, , &,
al cual, por el principio de Hamilton, le corresponde la ecuaciéon de movimiento

OL dOL & 9L

g—%%vLﬁ%—O. (1.8)

Debido a la ecuacion (1.8), la ecuacion de movimiento serd de orden 4 en las derivadas
temporales, requiriendo 4 condiciones iniciales y 4 variables canénicas. Ostrogradsky eligio

los siguientes pares conjugados |2, 9]

X1 =, ngj], (19)
OL dOL oL

Se identifica una aceleracion generalizada A = A(Xy, Xs, P,) y se asocia a &, al igual que

se hace con una velocidad y se asocia con z en el caso sin derivadas altas.

Una vez identificadas las coordenadas y los momentos, al hacer una transformada de

Legendre sobre & y 2, se obtiene el Hamiltoniano de este sistema

H(X17X27 Pla PQ) - P1X2 + PQA(X17X27 PQ) - L(XlaXZaA(X17X27 PQ)) (111)

Para mostrar que verdaderamente es un Hamiltoniano, hay que ver la evolucién temporal.

Segiin el formalismo Hamiltoniano

. OH . OH
X;i=— P =- . 1.12
Lop ! 0X; (1.12)
Aplicando lo anterior a las variables canoénicas del problema, se tiene
; OH
Xi=—=X 1.13
) (1.13)
aterrizado al caso que propone Ostrogradsky
i=X, =X, =1, (1.14)

se tiene que

B.A. Pérez-Rubio 3



I. CAMPOS CLASICOS

: o0H
X, = ——
)Y
0A 0L 0A
= A P _
TGE T 9E o,
0A 0A
=A
0
T =A.
De forma anéloga,
- o0H
P = _—
270X,
0A 0L 0L 0A
1%, Y or T aiox, 116
o p0A 0L oA |
T TeX, ar X,
oL
=P 4+ —.
1+ Er
Finalmente,
. oH
P=_—
'Tax,
__p 0A +8L+8L 0A

0A 0L 0A
- 28_)('1+%+P28_X71
0L
=5

Usando la ecuacion de Euler-Lagrange ([1.8)) se concluye de manera inmediata que hay

evolucion temporal en estas variables canénicas.

De esta manera, el Hamiltoniano dado por la ecuacion (1.11]) genera evoluciéon temporal.
Si el Lagrangiano no contiene dependencia temporal explicita, la cantidad H se conserva.
El Hamiltoniano de Ostrogradsky para segundas derivadas es general, sin embargo, al
depender linealmente de P; se presenta una inestabilidad cinética. Esta se manifiesta
como una dependencia temporal en la variable dindmica provocando que no exista una

cota inferior en el Hamiltoniano [1].

4 B.A. Pérez-Rubio



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Antes de entrar en las aplicaciones de estas teorias cuantizadas, hay que sentar las bases
de la mecénica cuantica. En la siguiente secciéon se abordan los detalles necesarios para

iniciar el estudio de la teoria cuantica de campos.

II. Mecanica Cuantica

En mecénica cuéantica se describe el estado cuéntico de una particula como un estado
dependiente del tiempo, caracterizado por una funcion de onda ¥(r,t), que contiene toda
la informacién posible de la particula. Ya que las posibles posiciones de la particula forman
un continuo, la probabilidad dP(r,t) de la particula de estar a un tiempo ¢ y en una
posicion r, debe de ser proporcional a d®r = dxdydz y por ende, infinitesimal. |¥(r,t)|?

se interpreta como la densidad de probabilidad
dP(r,t) = C|¥(r,t)]*d"r, (1.18)
siendo C' una constante de normalizacion.

La mecanica cuantica se rige por una serie de postulados [10]:

1. A un tiempo fijo %g, el estado de un sistema fisico se define especificando una funcién
de onda ¥ que pertenece al espacio de Hilbert y contiene toda la informacion fisica

del sistema.

2. Cada cantidad fisica es descrita por un operador A que actia en el espacio de Hilbert;

este operador es un observable si es hermitiano.

3. El tnico resultado posible de una mediciéon es el eigenvalor del observable corres-

pondiente.

4. Si la medicion de una cantidad fisica del sistema en el estado |¥) devuelve un eige-

nestado, el estado del sistema inmediatamente después es la proyeccion normalizada

Ba )
(W] P |9)

de [¢) en el subespacio asociado al eigenvalor obtenido. Y P, es la proyeccion de ¢

en su n-ésimo estado.

B.A. Pérez-Rubio 5



II. MECANICA CUANTICA

5. La evoluciéon temporal de un estado W(¢) es regido por la ecuacion de Schrodinger

o .
i— () = HU(t
ai ) = H130) -

- ;’—mw) LV (r)U(t)

donde H es un observable asociado a la energia total del sistema, que en muchos casos
coincide con el Hamiltoniano. Es posible separar la parte temporal de la espacial de la
funcién de onda, hacer esto permite trabajar con soluciones estacionarias. Estas dan sim-
plicidad a la hora de dar soluciones a la ecuacién de Schédinger, la dependencia temporal

se puede recuperar al evolucionar en el tiempo el sistema.

En las siguientes secciones se busca introducir las formas de trabajar la evolucion de los
sistemas en el tiempo, esto sera ttil porque mantienen su esencia después de la sequnda
cuantizacion también llamada teoria cuantica de campos. Finalmente, se introduce el
arma mas poderosa de un fisico, el oscilador armonico tratado desde la perspectiva de la

mecanica cuantica y una interesante modificaciéon con derivadas altas.

II.1. Evolucion Temporal y Cuadros de Schrodinger y Heisenberg

Para estudiar la evolucion temporal de un sistema cuéntico hay dos descripciones distin-
tas, una que toma operadores fijos en el tiempo con una amplitud de probabilidad que
varia y otra que considera operadores cambiantes con el tiempo, fijando la amplitud de
probabilidad. Estos son los cuadros de Schrédinger y Heisenberg, respectivamente. Para
trabajar en esta secciéon, se haré la distincion entre cuadros, pero en el resto del trabajo

se dard por hecho que se trabaja en el cuadro de Schrédinger.

Para hablar de evoluciéon se debe de comenzar tratando al sistema cuéntico desde un
tiempo arbitrario, que puede ser cero, de forma que la relacion entre el estado [1(t)), en

dos tiempos arbitrarios estd dado por un operador lineal tal que

(1)) = U(t, to) [¥(to)) - (1.20)

Este operador, por definicion, es el operador de evolucion y cumple las siguientes propie-

dades:

6 B.A. Pérez-Rubio



CAPITULO 1. PRELIMINARES

1. De (1.20)), el ket |1)(to)) es arbitrario y se cumple que

~

U(to, to) = L. (1.21)

2. Al sustituir en la ecuacion de Schrédinger

~

@%U(t,m (ko)) = BT [v(to))

para un ket abitrario, los operadores cumplen

d o
i=U(tt) = HOU(t,to). (1.22)

3. Tomando un tiempo arbitrario ¢’ distinto,
() = U(t,t) [9(t). (1.23)
anidando de la misma manera
[D(t')) = U ¢") [(t"), (1.24)

y sustituyendo
[6()) = Ut YU, ") [$(t") (1.25)

de tal manera que para un ket arbitrario, los operadores cumplen

Ui ") =U@t U, t"). (1.26)

De esta forma, si se tienen tiempos arbitrarios el sistema puede progresar paso a paso

usando un operador entre cada dos tiempos.

Un caso especifico es fijando el dltimo tiempo igual al primero t = t” en (|1.26))

I =Ut U, 1). (1.27)

De esta manera, se tiene que ante el intercambio de argumentos la evolucion se invierte

Ut,t) = U, 1) (1.28)

De esto ultimo se concluye que este operador es unitario.

B.A. Pérez-Rubio 7



II. MECANICA CUANTICA

Teniendo en la mano este operador, se puede aplicar a kets o a operadores, dependiendo

sobre quien se aplique es el cuadro que se utiliza.

Considérese un ket |¢5(¢)) a un instante ¢, que es descrito segun la evolucion temporal
del sistema ([1.20)). Para obtener un vector constante en el tiempo basta con invertir la

evolucion de [1)5(t))

[u) = UT(t,t0) |95 (1)) = [¥s(to)) - (1.29)

Entonces en el cuadro de Heisenberg, el ket es constante e igual al ket en el tiempo inicial

del cuadro de Schrodinger. Sélo falta tratar la evolucion de los operadores como

~

Ag(t) = Ut(t, t)As(t)U(, to). (1.30)

Generalmente, AH(t) depende del tiempo mientras que fls(t) no siempre lo hace. Sin
embargo, existe un caso en el cual AH(t) y As(t) no dependen del tiempo, el caso en el
cual se tiene un sistema conservativo y fls conmuta con el Hamiltoniano H. Entonces el

operador Ag conmuta con el de evolucion temporal y la ecuacion ([1.30]) se reduce a

~

Ay (t) = Ag, (1.31)
donde los operadores son iguales y son constantes de movimiento.

Ahora se trataran dos ejemplos de gran importancia, el primero es una piedra angular
para los fisicos y el segundo es una modificaciéon del mismo que permite dilucidar algunos

problemas que presentan las derivadas altas al cuantizar.

I1.2. Oscilador Armonico

El oscilador armoénico cuéntico es uno de los ejemplos més ilustrativos y mas apegados
al formalismo de la teoria cuantica de campos. El Hamiltoniano para el sistema de una
dimension, con masa m y frecuencia natural de oscilacion w, esté dado por

~D

f p m 9.9

H=—+4+— . 1.32
om T2 (132)

8 B.A. Pérez-Rubio



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Es posible obtener una soluciéon, de forma algebraica, mediante la introduccion de nuevos

operadores que se definen en términos de p y ¢, esto es

~

. mw (. P
_ 1.33
a 5 (q—i—z w> , ( )

. [mw (. P

Estos operadores no son Hermitianos, y por ende, no medibles. Las relaciones entre los

operadores se pueden invertir facilmente, obteniendo

G= (a+ah), (1.35)
2mw
N T
p= (a—a). (1.36)
" 2mw

la,a'] = 1] (1.37)

Sabiendo la forma de (|1.36)) y (1.35) es posible reescribir el Hamiltoniano, como sigue
([T32)

- 1
H=w (a*a + 5) . (1.38)

Usando la notaciéon de Dirac se puede construir el espacio de Hilbert sobre el cual actian
estos operadores. Si se etiqueta a los estados con algiin numero natural n, la ecuaciéon de

Shrodinger se ve:

H|n) = E,|n). (1.39)

Mediante el uso de las relaciones de conmutacion ([1.37]), es posible observar que los estados

a|n), a' |n) también son eigenestados del Hamiltoniano, esto es
Hal |n) = (B, + w)a' |n), (1.40)

Haln) = (E, — w)a|n) . (1.41)

IEste resultado es h, para este trabajo su valor es 1

B.A. Pérez-Rubio 9



II. MECANICA CUANTICA

De esta manera se puede definir el estado base, como el estado de energia méas baja en el

cual se cumple que

a|0) = 0. (1.42)

Este estado en particular (n = 0) tiene energia Fy = %w. Las energias, entonces, estaran

dadas como funcién de n, especificamente
E,=w(n+1/2). (1.43)

El operador a'a, se identifica como el operador de niimero 7, ya que su eigenvalor es n,
el nimero de cuantos de energia que tiene el sistema. Estos nuevos operadores, debido a
y , reciben el nombre de operadores de creacion y aniquilacion. Crean cuantos
de excitacion y en el marco de la teoria cuantica de campos, particulas. Cada eigenestado
del oscilador puede ser construido mediante la aplicacion consecutiva del operador de

creacion sobre el estado base, esto es

(@™ o). (1.44)

n) =

2~

La representacion matricial de los operadores de creaciéon y aniquilacion en la eigenbase

{ln)} , es
(m|a'|n) = Vn + 10,011, (1.45)

(mléa|n) = vVndpn-1. (1.46)

La evolucion temporal del sistema queda a cargo de la ecuacién de Schrodinger. En el

marco de Heisenberg la dependencia temporal la llevan los operadores y satisfacen
i—a(t) = la(t), H]. (1.47)
Usando las relaciones de conmutacion , para tiempos iguales, se obtiene
i—a(t) = wal(t), (1.48)

cuya solucion analitica lleva a la forma de la evolucion temporal de los operadores de
creacion (aniquilacion)

a(t) = e “a(t = 0), (1.49)

y analogamente

al(t) = e™al(t = 0). (1.50)

10 B.A. Pérez-Rubio



CAPITULO 1. PRELIMINARES

En la siguiente subseccién se propone una modificacion con derivas altas al oscilador

armonico. Se trataran los problemas y las posibles soluciones propuestas por [11].

I1.3. Oscilador de Pais-Uhlenbeck

El oscilador de Pais-Uhlenbeck (PU) trata con un Lagragiano de la forma
1
L= 5[@'2 — (8 + 03)¢* + Q3054¢%] + (Términos no lineales), (1.51)

donde ; y €25 son frecuencias del oscilador. Al introducir estas derivadas altas, la ines-
tabilidad de Ostrogradsky (energias no acotadas por abajo) se manifiesta |1, [11] y, en
general, los términos no lineales no ayudan con el problema. El Hamiltoniano asociado
a la teoria se puede manipular con transformaciones canoénicas para ser diagonalizado.
Las coordenadas canoénicas se obtienen con el método de Ostrogradsky y y
son transformadas para diagonalizar el Hamiltoniano. Cuando se aplica el esquema de

cuantizaciéon convencional a este sistema, el espectro de energias que se obtiene es

Enm= (n + %) QO — (m + %) Qy, (1.52)

para n, m € N. Las eigenfunciones del Hamiltoniano forman una base ortogonal, pero
para frecuencias arbitrarias el espectro es denso. Esta propiedad inusual esté relacionada

con el hecho de que no hay cota inferior [11].

En el caso donde €27 = (25 = (2, se obtiene un espectro aparentemente discreto

Enm=Q(n—m), (1.53)

)

manteniendo m, n finitas. El tinico problema es que las eigenfunciones no se pueden nor-
malizar. Por eso se busca tratar el limite de 2; — {25 cuando se aproxima a cero y n—m se
van a infinito, de tal forma que el producto n(£2; — €23) se mantenga finito, pero de nuevo,
la energia puede obtener valores arbitrarios no necesariamente discretos. Esto vuelve a ser
indicador de un espectro continuo. Estas ultimas situaciones hacen ver que no se puede
definir un estado base, pero aiin asi se puede trabajar de manera unitaria en ambos casos,

donde las frecuencias son iguales (§2) y distintas (€24, Q9) [11].
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II. MECANICA CUANTICA

Cuando los osciladores tienen una interaccion se observa que hay intercambio de energia
entre ambos subsistemas que puede llevar a inestabilidades y pérdida de unitariedad.
Se han hecho una serie de esfuerzos para evitar estas inestabilidades y colapsos, uno de
ellos consiste en anadir un término de interacciéon particular. Cuando el Hamiltoniano de

interaccion toma la forma de la ecuacion (|1.54))
MXT — Xo)(X1 + Xo)?, A >0, (1.54)

donde las X; son las coordenadas generalizadas. Se puede ver que las soluciones no pre-
sentan un colapso y la amplitud de oscilaciones crece con el tiempdﬂ En el caso cuantico

el Hamiltoniano vuelve a presentar un espectro continuo. |11]

La complexificacion de la teorfa trae consigo un cambio de signo en un término de el
Hamiltoniano, al continuar analiticamente la amplitud de onda para valores complejos de
las coordenadas. Para ver que es lo que puede hacer esta forma de pensar hay que regresar
al oscilador estandar, cuyas amplitudes de probabilidad son proporcionales a eX?/2 Al
continuar analiticamente esta funciéon las amplitudes se desvanecen asintéticamente en la

region cuna de Stokes, que se ve sombreada en la figura [1.1]

Figura 1.1: La regiéon sombreada es la regiéon donde el oscilador estandar se

desvanece, el complemento es donde el oscilador complexificado lo hace.

Si se piensa que X puede tomar valores imaginarios, con amplitudes proporcionales a
(1 X )eXz/ 2 donde se desvanecen en la regiéon complementaria a la figura . El espectro

cambia

B, = —Q(n+1/2). (1.55)

2(Clasicamente.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

Para el oscilador de PU con espectro , se puede hacer lo mismo con la coordenada
del segundo oscilador, donde X5 se asume imaginaria y se obtiene un espectro positivo
definido donde se puede identificar un estado base. El precio a pagar es que no se tiene
una teorfa unitaria y si se busca cambiar la norma se obtienen estructuras no locales [11].
Estos problemas se vuelven a encontrar cuando se aborda desde un formalismo de campos
cuanticos, y es un tema que se continta investigando. En las siguientes secciones se aborda

la teoria cuantica de campos.

III. Teoria Cuantica de Campos

Un aspecto importante que no toma en cuenta la mecénica cuantica es la causalidad de
eventos independientes. Es facil hacer que dos eventos no estén conectados causalmente,
simplemente hay que ubicarlos fuera del cono de luz, esto quiere decir que para unirlos
se requiere viajar a una velocidad mayor a la de la luz. Esto en mecanica cuantica no
representa mayor problema, pero en relatividad especial causa muchas preocupaciones,
al unir la relativad especial con la mecanica cuéantica se trae a la vida la relacion de

dispersion relativista

E? = p* +m?. (1.56)

También la QF’IE] trabaja con campos con distintas estructuras, llamense escalares, espino-
res, vectores y tensores. Es importante por principios de relatividad que estas estructuras
se conserven en distintos sistemas de referencia, o sea que transformen como escalares,
espinores, vectores y tensores bajo el grupo de Poicaré. Entonces reciben el nombre de

invariantes de Lorentz [12] en el espacio de Minkowski.

El sistema mas simple tomado desde la infancia de la mecénica cuéntica relativista es aquel
que buscaba satisfacer la relacion de dispersion ((1.56)), el cual da origen a la ecuacion de
Klein-Gordon.

3 Quantum Field Theory.
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II1.1. Ecuaciéon de Klein-Gordon

La ecuacion de Klein-Gordon fue el primer intento para describir particulas relativistas
[13]. Se puede partir del Lagrangiano clasico de Klein-Gordon para explorar la estructura
que tiene este campo

1

_12_1 2 - 2,42

donde m es la masa del sistema y V el gradiente. En notacion relativista, tiene la forma
1 1 5,
Calculando las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.2)), se llega a
(00, +m*)¢p = 0, (1.58)

mejor conocida como la ecuacién de Klein-Gordon. Identificando al momento conjugado

([T-3) con m = ¢, se puede construir el Hamiltoniano usando la transformada de Legendre

(1.4), esto es

H=n¢—L

_oo Lay 1 2, 1 99
H=mn 2¢ +2(V¢)+2m¢

_1‘2 1 2 122
’H_2¢ +2(V¢)+2m¢. (1.59)

Estos tres términos se asocian a energia de trasladarse en el tiempo, de moverse a través

del espacio y el costo de tener el campo alrededor, respectivamente [14].

Uno de los principales problemas que tuvo esta ecuacion fue que se trabajo con el cuadra-
do de la relacion de dispersion, lo cual trae consigo una posible raiz negativa|l3|. En un
principio por satisfacer la relacion de dispersion aparecieron soluciones con energia nega-
tiva, esto tuvo solucion al introducir anti-particulas. El mayor problema que no encontré
solucién fue que la densidad de probabilidad no es positiva-definida, por estas razones la
ecuacion de KG fue dejada a un lado. Cuando se propuso la existencia de anti particulas

fue posible rescatarla [13].

Una motivacion para la QFT fue por la llamada sequnda cuantizacion, que presentaba

la opcién de no solo trabajar con una particula, sino con un espacio donde podian vivir

14 B.A. Pérez-Rubio



CAPITULO 1. PRELIMINARES

varias particulas como osciladores armonicos desacoplados. Sumado a algunas situaciones

de causalidad, se tuvo que recurrir a una formulaciéon de mas de una particula, los campos,

y para describir particulas éstos deben de ser cuantizados.

II1.2. Cuantizacién del Campo de Klein-Gordon

Por su estructura, el campo de Klein-Gordon real se comporta como un escalar de spin

0 y carga neutra [14]. Para que describa particulas con esas caracteristicas se debe de

cuantizar. Existen al menos dos esquemas de cuantizacion, el méas directo es la cuantizacion

canbdnica que consiste en promover las variables dindmicas a operadores de la misma

manera que se hace en mecanica cuantica. El segundo esquema ampliamente usado es el

de integral de trayectoria, el cual es muy elegante. Esta basado en principios simples que

van al nucleo de las suposiciones de la teoria cuantica [15].

Para cuantizar el campo de Klein-Gordon se utilizara la cuantizacion canoénica |16, 17]. Al

igual que en el caso clasico se buscara recuperar la ecuacion de Klein-Gordon, el campo,

su momento conjugado y el Hamiltoniano a partir de la densidad Lagrangiana (1.57)). Se

promueven a operadores las variables dinamicas

~

¢(x) = o(x)
m(x) = 7 (x),

los cuales cumplen con relaciones de conmutacion[’]

[QE(X, t)7 ﬁ-(x,’ t)] = 25(3)()( - X,),

[é(X, t)a QZE(X’, t)] =0,

[7(x, 1), 7(x,1)] = 0.

(1.60)

(1.61)

(1.62)

(1.63)

(1.64)

Usando el operador Hamiltoniano de Klein-Gordon (1.59)) y las relaciones canonicas de

conmutacion, es posible obtener la evolucion temporal de los operadores, esto es

4Se esta trabajando en el marco de Schrédinger, por lo que podemos tomar tiempos arbitrarios y luego

evolucionar el operador de campo.

B.A. Pérez-Rubio
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(x,t), H]

<->-
>

(x,t) = —i #(x, 1), (1.65)

~

T(x,t) = —i[f(x,1), H] = (V* = m?)(x, 1). (1.66)

Uniendo las evoluciones temporales (1.65)) y (|1.66)), se obtiene la ecuaciéon de movimiento

del campo de Klein-Gordon, en similitud con el caso clasico

o(x,1) = (V2 — m2)d(x, t). (1.67)

Al saber la ecuaciéon de movimiento es posible dar con una soluciéon en ondas planas

n d3p 1 A~ ipT ~t _—ip-x
o(x,t) = T (ape™® + ale ™) (1.68)
p
y 3
T d p ; Wp (. ipx ~t —ip-x
7(x,t) = /W(—z) 71) (ape™ —aLe Py, (1.69)

con wp, = /p?+ m?. El factor /2w, permite que la expresién sea un invariante de
Lorentz, esta es la frecuencia de oscilaciéon. Como consecuencia de estas soluciones y la

similitud al oscilador armoénico, se derivan las relaciones de conmutacion de ap y af,

[, al,] = (2m)*3(p — P') (1.70)
[ap, dpr] =0, (1.71)
[al,al,] = o. (1.72)

Usando estos operadores se describe al operador Hamiltoniano.

] dgp At oA
H= W(JJP (apap) s (173)
donde el término proporcional a 6(0) (infinito) corresponde a la energia de punto-cero de

los todos los modos de oscilacién. Se puede omitir ya que experimentalmente se miden
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diferencias de energia, en el Hamiltoniano se reordenan los operadores para evitar la
aparicion de este infinito. Esta forma de reordenar la energia consiste en agrupar los
operadores de creacion a la izquierda de los de aniquilacién, esto se llama ordenamiento
normal |16]. Con estos operadores se puede definir el estado base o vacio de la teoria |0)

COo1mo:

ap |0) = 0,Vp (1.74)

con energia F/ = 0. Los demés estados se pueden construir con operadores de creaciéon

llenando el espectro.

al...|0) (1.75)

con energia F/ = wp + wq + - --. De esta forma de construye el espacio multiparticula o

espacio de Fock como suma directa de espacios de Hilbert de cada particula [12].

Para entrar en el estudio principal de este trabajo que es el decaimiento, se deben de
tratar herramientas que son ttiles en la dispersion. En especial en el caso de tratar de
una que particula comienza en un punto z* y termina en un punto y*, la amplitud para

el proceso de esta particula se conoce como propagador.

I11.3. Propagador Escalar

El propagador en QFT cuantifica la amplitud de probabilidad de que un estado originado
en x esté en 2’. La informacion de lo que sucede entre los puntos x y x’ viene codificado
en el correlador de una teoria que trata con interacciones. Para la teoria libre que se estéa
trabajando hay un vacio entre ambos puntos. Al hablar de un propagador necesariamen-
te hay que involucrar funciones de Green y la inversion de un operador diferencial. La

ecuacion que satisface el propagador, usando una transformada de Fourier, es

D)= | %eip-<xy>b<p>, (1.76)

al aplicar el operador sobre la funcion de Green debe igualar a una delta de Dirac. En el

espacio de momentos la ecuacion diferencial toma una forma algebraica muy simple
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III. TEORIA CUANTICA DE CAMPOS

(a) Propagador de Feynman (b) Propagador Adelantado (c) Propagador Retardado

Figura 1.2: Contornos de integraciéon para obtener los propagadores

(—=p* +m*)D(p) = —i, (1.77)

de forma que el propagador en el espacio de configuraciones es

d ' .
D(z —y) = / P e, (1.78)

(271')4 p2 — m?2

La integral en (po)ﬂ se puede evaluar en diferentes contornos. Estos diferentes contornos
se interpretan como la propagacion de una particula o anti-particula, al ser procesos
cuanticos que deben de ser causales, las dos se deben de propagar, es por eso que se
usa la prescripcion de Feynman [14]. Segtn el orden de z° > y° se obtiene el propagador
adelantado cerrando por abajo, el retardado si 2° < y° y cierra por arriba. La prescripcion
de Feynman introduce en el propagador un término i€, que hace que los polos estén arriba

y abajo del eje real y las dos expresiones estén incluidas.

ddp i i (o
Dp(x —y) = / Gr)iE —mi T —e p(z=y), (1.79)

De esta manera, dependiendo de si 29 < y° o 2° > 9° se elije el contorno de integracion.

Las figuras [1.2a], [1.2D] y [1.2d muestran los propagadores de Feynman, Adelantado y Re-

tardado, respectivamente.

Estos propagadores representan la amplitud de una particula de propagarse de z* a y*
(por simplicidad los 4-vectores se van a expresar sin indices, si se refiere a 3-vectores se

usaran negritas) y se expresan como

(0l¢(z)(y)]0) - (1.80)

5El denominador del propagador es una contracciéon del 4-vector pH.
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El propagador de Feynman, que es una funcién de Green, se puede descomponer como

estas amplitudes

Dp = (0]T{¢(x)p(y)}|0) = 0(° — 1) (0¢(x)p(y)[0) + O(y° — 2°) (06 (y)¢(2)[0) . (1.81)

En la siguiente secciéon se tratan las teorfas con interacciones y como se involucran los

propagadores de Feynman.

II1.4. Diagramas y reglas de Feynman

De manera breve, las teorias interactuantes se pueden identificar desde el Lagrangiano,
a través de un término distinto a los que aparecen en los Lagrangianos de teorias libres.
Este término se llama Lagrangiano de interaccion, y se identifica facilmente como aquel
término que involucra a productos del mismo o distintos campos. Los ejemplos mas simples

li te tratad la literat teorfas de int ion incl la teorfa ¢
y ampliamente tratados en la literatura en teorias de interacciéon incluyen la teoria ¢,
que es puramente escalar; QED (electrodinamica cuantica) vector con dos fermiones; tipo
Yukawa un escalar y dos fermiones. Al considerar la interaccién de los campos libres, de

manera natural, la ecuaciéon de movimiento se vuelve no lineal.

Para estudiar las interacciones conviene implementar el cuadro de interaccion (de Dirac o
Tomonaga), el cual permite a hacer una descripcion del campo completo en términos de
los campos libres. La clave en esta descripcion radica en identificar el papel que juega el
Hamiltoniano de interacciéon en la evolucion del sistema, haciendo posible evolucionar el
vacio de la teoria libre al vacio de la teorfa interactuante. Estos vacios suelen ser diferentes
ya que el vacio interactuante suele tener autointeracciones que polarizan el vacio. Sabiendo
la relacion entre los vacios de las teorias se puede calcular un correlador de dos puntos

|14, |16],

QT {6(@)o(y)}Q) =  lim (O[T {1 (x)61(y)eap(i [T dLH())}]0)

| ’ (1.82)
T—o0(1—ie) (Olexp(i [~ dtH(t))|0)

Este resultado es de suma importancia ya que se pueden usar las herramientas desarro-
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lladas para la teoria libre.ﬁ

Con ayuda del Teorema de Wick se puede calcular cualquier correlador (n puntos) y
escribirlo en términos de propagadores libres de Feynman. El teorema de Wick establece

que

T{ér(x1)pr(x2) - - dr(xn)} =: dr(x1)Pr(22) - - - d1(2,,) + Todas las posibles contracciones :

(1.83)

donde : : denota el producto normalmente ordenad(ﬂy entendiendo por contraccion |14]
—

(0] ¢1(2)61(y) [0) = Dr(x —y). (1.84)

De esta manera el valor esperado de todas las posibles contracciones (1,2..., n) se ven
como un producto de propagadores de Feynman. Al hablar del correlador de n puntos se

tendran productos de propagadores de Feynman.

Con lo anterior, un término de interaccion de la forma (0|¢r(z1)pr(x2) - - - ¢1(2,)|0) puede
expresarse como la suma de productos de propagadores y, de este modo, darle una inter-
pretacion diagramatica a dichas expresiones. Por ejemplo, al considerar un correlador de
cuatro puntos, se asigna a cada propagador una linea que une a los puntos tratados, i.e.
Dp(z — z) una linea que une a x con z. Dependiendo del resultado del Teorema de Wick,
la suma resultante es la amplitud del proceso. La unioén de estas lineas en cada término

representan un Diagrama de Feynman.

Una funciéon de gran importancia es el correlador de dos puntos, que en general tiene la

forma que se muestra en la figura (1.3

Cuando la constante de acoplamiento es pequena, es posible hacer una expansiéon pertur-

bativa en la exponencial del correlador de dos puntos en la teoria de interaccion ((1.82)),

SEs importante notar que los campos ordenados temporalmente estan siendo operados sobre el vacio

de la teorfa interactuante.
“El orden normal es una manera de acomodar los porductos de los campo de forma que los operadores

de creacién estén a la izquierda de los de aniquilacién.
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Y
Y

Figura 1.3: Interacciéon para cualquier teoria interatuante, segiin un correlador

de 2 puntos = y y.

obteniendo un término de la forma

OIT{01(x)1(y)d1(2)d1(2)d1(2)91(2) }|0) , (1.85)

donde los campos ¢; estdn descritos en el cuadro de interacciéon. Para el caso de la teoria
®*, ya que el Hamiltoniano de interacciéon tiene un producto de cuatro ¢. Esto quiere decir

que el punto z tendra cuatro lineas entrantes/salientes.

Cmm———— + o Q °
X y X z y

Figura 1.4: Diagramas de Feynman, para un correlador de 2 puntos y a primer

orden de expansion perturbativa.

Este punto de interseccion recibe el nombre de vértice y la cantidad de estos depende del
orden de perturbacion. En la figura[l.4]se aprecian dos términos, primero (izquierda) tiene
un propagador entre dos puntos x e y y una burbuja de vacio en z este tipo de diagramas se
conocen como disconexos. Todas burbujas de vacio se pueden sumar para ser factorizadas

y canceladas con el denominador de ((1.82)) y asi tener solamente diagramas conexos.

Este analisis es general pero poco practico para hacer calculos. Sin embargo, existen
un conjunto de reglas que permiten escribir las expresiones matematicas para distintos
correladores al orden de perturbacion que se deseé. Estas reglas se conocen como Reglas
de Feynman que, para el caso de una interaccion tipo ¢* con constante de acoplamiento

A en el espacio de configuraciones, estan dadas por
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Por estructura

Propagador Dp(x —y)
Vértice (—iX) [ d*z
Pata exterior 1

De igual manera en el espacio de momentos

Por estructura

7
Propagador P E——
Vértice —iA
Pata exterior P

Imponer conservacion de momento en cada vértice 3> Pentra — D Psale)

. . 4
Integrar sobre momentos indeterminados i (377))4

En la siguente seccion se aplicaran estas ideas al calculo de la matriz de dispersion S.

IV. DMatriz S, en resumidas cuentas

La matriz S surge como la manera de describir la transicion de un sistema fisico de
un estado inicial evolucionando a un estado final. La idea es simple, si se imaginan dos
estados fisicos que no interactian entre si, llamados asintoticos, pero hay una region
espacio-temporal donde si interactiian. Esta idea se representa en la figura donde la
“bola” es la suma de todos los posibles diagramas de Feynman cuando llegan n estados y

salen m estados.

El caso mas simple toma dos estados que entran y se etiquetan como |p;ps) > ¥ Se toman

dos salientes ,,; (q1¢2|- La amplitud de este tipo de dispersion se define

A =ou <Q1QZ‘p1p2>m ) (1-86)

estos estados se presentan a distancias/tiempos muy grandes, donde la interaccion deja

de actuar. La amplitud a ¢t = 0, donde los marcos coinciden, se puede escribir como:

free (BISIY) ree =out (Dl1),, = (D1t = 0)[ebs(t = 0)) (1.87)
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Figura 1.5: Interaccion general para n puntos entrantes y m salientes.

= (¢1(00)|Us(00,0)U;(0, —00)|to1(—00)) , (1.88)
usando las propiedades del operador de evolucion se obtiene [17]

free <¢’S“w>free T free <¢’UI(OO7 _OO)’¢>free ’ (189)

de esta manera la matriz de dispersién evoluciona particulas entrantes, hace que inter-
actien y devuelve particulas. Obsérvese que se hizo una expansiéon perturbativa, se da
bajo la hipotesis de que los campos estan débilmente acoplados. Esta expansion siempre

comienza con [y, por lo que la matriz S se suele descomponer en una suma
S =1I;4iT, (1.90)

donde T recibe el nombre de matriz de transicién el cual es de suma importancia en la
fisica de particulas pues cuantifica la amplitud de probabilidad de que el sistema fisico
evolucione de un estado inicial a un estado final. Al tomar en cuenta esto, es natural que

este término forme parte central de lo que se conoce como la seccion eficaz diferencial,

definida como: [17]
do  |MJ?

—_— =1 1.91
ds2 6471’2ch']\47 ( ) )

donde M = T*T, es el elemento invariante que toma en cuenta la interaccion durante el
proceso de dispersion y Ecyy, la energia total en el marco de referencia del centro de masa.
En la siguiente seccion se abordan otros aspectos analiticos de la matriz y su significado

fisico.
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V. Teorema Optico y Reglas de Corte

Dado que la matriz S es Hermitiana y unitaria [12], es facil observar que la matriz de

transicion 1" satisface la siguiente relacion
W(TH—T) =TT, (1.92)

Si de la expresion anterior se obtiene el valor esperado de transicién, el lado izquierdo se

ve:

(Fl(TT = T)li) = i(2m)*6" (ps — pr) (M (f = ) = M(i = f)), (1.93)

mientras que el lado derecho, se tiene

<f|TTT‘i> = Z(QW)454(pf —px)(21)*6% (pi — px) /dHXM(i = X)M*(f = X) (1.94)

X

donde se uso6 la relacion de completitud con estados intermedios de ((1.95]).

Iy = §/dnx | X) (X (1.95)

donde

dp; 1
Iy = . 1.
allx H (2m) 2, (1.56)
jeX

Igualando ambos resultados se tiene el teorema Optico Generalizado [12]

M(i = f) = MA(f = i) = —iZ/dHXM*(f S X)M(i - X). (1.97)

Obsérvese que si los estados inicial y final coinciden, y describen al estado de una particula,

la ecuacién previa se reduce a

2iIm(M(A — A)) = z’Z/dHXM*(f L X)M(i = X) (1.98)

dividiendo la ecuacién previa por 2m 4
ImM(A— A) =ma» T(A), (1.99)
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con

1 2
Dior = m;/dHX]M(A — X%, (1.100)

Esta interpretacion se basa en el hecho que la amplitud de transiciéon M cuantifica la pro-
babilidad de que el estado A se convierta a un estado final X. Este resultado proporciona
una igualdad entre la parte imaginaria del propagador y la tasa de decaimiento. Estas
ideas fueron ampliamente estudiadas por Cutkosky |12} |14, 17|, quien logré sintetizar un

conjunto de reglas, conocidas como reglas de corte y que a continuaciéon se enumeran:

1. Cortar un diagrama en cualquier manera en la cual todos los propagadores puedan

ser enviados a la capa de masa, es decir que su energfa sea F? = m? + pQFfI

2. Por cada corte, reemplazar un propagador por —2imd(p? — m?)0(p°f

3. Sumar sobre todos los cortes
Esto, en otras palabras, indica que la amplitud M genera una parte imaginaria [14] y las
particulas virtuales se van a la capa de masa. Este tipo de analisis sirve para trabajar con
particulas inestables que tienen fluctuaciones cuanticas, al enviarlas (cortar el diagrama)

a la capa de masa estas particulas ’'hijas’ son parte de la dispersion. Esto se ve con mas

detalle en la seccion y en los capitulos subsecuentes.

En la siguiente seccion se estudiaré la estructura analitica del correlador de dos puntos.

VI. Correlador de dos puntos

Para estudiar la estructura analitica del correlador de dos puntos, conviene comenzar con

su definicion, la cual esta dada por

Q[ T{o(x)o(y)} 1) (1.101)

donde los estados de expectacion |€2) son el vacio de la teoria interactuante, estos distintos

vacios difieren, entre otras cosas, en las autointeracciones que se dan en el vacio. Para la

8Se toma el valor de la velocidad de la luz c=1.
9La funcién 6 es el escalén unitario de Heaviside, si valor es 1 cuando el argumento es mayor que cero

y 0 cuando el argumento es menor que cero.
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VI. CORRELADOR DE DOS PUNTOS

teorfa libre (0| T{¢(z)¢(y)} |0) el correlador es la amplitud de una particula para propa-
garse de y* a z#. El analisis dentro de la teoria interactuante depende de la naturaleza de
la interaccion, a partir de los principios de relatividad y mecénica cuantica. La identidad
se ve como la suma sobre un conjunto completo de eigenestados del Hamiltoniano de

interaccion, los cuales también seran eigenestados de p, esto es

d3p

1
Ip = TR (1.102)

donde los eigenestados |\) se generan mediante un boost del eigenestado de momento cero
|Xo), el cual satisface P|\) = 0, es de esta manera todos los boosts de |\g) son eigenes-
tados del Hamiltoniano. Los eigenvalores del 4-momentum se organizan en hiperboloides
como un corte transversal de estas superficies se muestra la figura [1.6] Esta figura tiene
tres hiperboloides que corresponden a los eigenvalores de P* = (H,P) en el espacio de
momentos. Los hiperboloides corresponden a particulas masivas, donde corta el primer
hiperboloide es el estado de una particula en reposo y la superficie contiene los distintos
valores de 3-momento. También hay estados ligados debajo del umbral de creacion de dos
particulas, y cruzando el umbral de 2m existe un continuo de hiperboloides para estados

de 2, 3 y mas particulas.

Para continuar con el célculo se usa la relacion de completitud donde la suma corre por
todos los estados de momento cero |Ag). Insertando esta identidad en el correlador de dos
puntos (1.101)), donde se asume que 2° > 9", e ignorando, por un momento, el primer

término, el correlador de dos puntos se ve como sigue

dp 1

(Qfo(x)(y)[82) =

(QI¢( )Ap) Qplo(y)I2) . (1.103)

Al manipular cada elemento de matriz de forma que

(6(2) A} = (2T =H(0)e | Ap)
= (QIH(0) M) e 77|,y

e introduciendo la integracion sobre p¥, el correlador (1.103)) puede reescribirse como sigue

(oo =3 / cTED QIB0) M) [ (1.104)

m + 1€
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Estado Ligado

Continuo Multiparticula 1 Part. en movimiento

1 Part. en reposo

Figura 1.6: Hiperboloides que generan los eigenestados del 4-momentom

Repitiendo este analisis para 2° < 9° y juntandolo con el resultado previo se obtiene la

Representacion Espectral de Killén-Lehman |14]

QAT (N = [ DL 0D -y 1) (1105

0o 2w

donde p(M?) es la funcién de densidad espectral dada por

p(M?) = 276(M? — m?) - Z + (nada hasta M?* > (2m)?), (1.106)

con Z un nuamero dado por el cuadrado del elemento de matriz el cual se identifica con
la Renormalizacion de intensidad de campo. En la figura se muestra la forma de esta
distribucién como funcion de la energia. La cantidad m es la masa fisica de una particula,
y normalmente difiere del parametro mg que aparece en el Lagrangiano el cual se conoce
como masa desnuda. Debido a las fluctuaciones del vacio lo que se mide experimentalmente

es m.
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p(M?)

Estados de 1 Particula

A Estados Ligados

A

Estados de 2+ Particulas

1 L L L L 1 L L L L L M2

Figura 1.7: Densidad espectral de Kéllén-Lehman, la primer flecha corresponde
a la delta de Dirac de la ecuacion (|1.106), la otra incluye la posibilidad de un
estado ligado como otras deltas de Dirac. Y después hay un corte rama en

p* = (2m)*.

El correlador de dos puntos en el espacio de momentos se encuentra facilmente haciendo

una transformada de Fourier, esto es

[ iriomemeay = [ 5o

0

17 ° dM? 7
= M?)
p2—m2+i6+/4 a )p2—M2+ie

La densidad indica las contribuciones de todos los estados intermedios en capa de masa en
la teoria. La representacion contiene una suma de amplitudes de propagaciones escalares
para estados creados del vacio por el operador de campo ¢(0). Los polos de p? vienen de
estados intermedios de una particula, mientras que los estados multiparticula dan regiones

en el plano complejo donde la funciéon es multivaluada, también llamados cortes rama.

Para cerrar con la discusion del teorema 6ptico se van a tocar las llamadas particulas ines-
tables, éstas nunca se observan como estados asintoticos ya que decaen a modos estables
que llegan a ser observados. Las regla de corte desarrolladas en la seccion anterior cobran

utilidad cuando se cortan los diagramas y se envian propagadores a la capa de masa.
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VII. Particulas Inestables y Breit Wigner

Para el estudio de la masa fisica m, se hace uso de la suma de inserciones de diagramas
irreducibles de una particula para corregir la masa desnuda. Estas inserciones toman
el aspecto de diagramas de autoenergia con valor X, diagramaticamente se ven como
en la figura [I.§ Esta autoenergia —i% se define como la suma de todos los diagramas
irreducibles de una particula |14]. De esta forma el elemento de matriz invariante M,
que se construye con reglas de Feynman, toma el nombre de autoenergia cuando es la

amplitud de un loop.

- + O+ OO+

Figura 1.8: Suma de diagramas 1PI para corregir el término de masa

La serie diagramética de la figura[l.§| corrige al propagador de Feynman. A este propagador

corregido le corresponde la siguiente expresion

Dpun(p) = Dr(p) + Dr(p)(—iZ)(p)Dr(p) + Dr(p)(—iX) Dr(p)(—iX)(p) + - -+,
factorizando, se obtiene

— Di(p) [1 —iS(p) Dr(p) + (—iS(p)Dr(p)* +---] ,

de donde es posible reconocer una serie geométrica, esto es

1
1+ iX(p)Dr(p)

De lo anterior, usando explicitamente la forma del propagador escalar, la expresion ante-

Druy (P) = Dr (P)

rior se simplifica a
1 1

2_m21_2 1
p 0 (p)p2_mg (1'107)

Dru(p) =

i
- pPP—mi—X(p)

Cuando X(p) desarrolla una parte imaginaria, se esta tratando con particulas inestables.
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Si el propagador esté en el canal s, la seccion transversal cerca del polo toma la forma

! C_ 1 (1.108)
p? — m% + imolyor (p* — m%)Q + (mOFtot)y .

conocida como la distribucion de Breit-Wigner, y tiene la misma forma de una resonancia

como en la figura [I.9

1.0:-
0.8:—
0.6:—
0.4:—
0.2:-

0.0

T

Figura 1.9: Distribucion de Breit-Wigner, el ancho marcado esta a la mitad

del maximo

El ancho total a la mitad del maximo es 2mgl’;,;. Cuando el ancho I';,; se aproxima a cero
la distribucién se ve como una funcién § de Dirac, ya que tiene soporte en p* ~ m2. La

funciéon a la que converge en la aproximacion va como

1 T 2 2
07— )+ mal)? gl ) (1.109)

Esta aproximacion recibe el nombre de narrow-width approximation (NWA), o aproxima-
cion de ancho reducido y permite tratar a una particula resonante como una en la capa

de masa.

El siguiente capitulo utiliza los conceptos de las tultimas secciones para trabajar con la

funciéon de autoenergia de una teoria escalar.
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Capitulo 2

Autoenergia y decaimiento para una

Teoria Escalar de Klein Gordon

En este capitulo se va a trabajar con una teoria escalar con interaccién ¢ y se calcula la
funcién de autoenergia a un lazo. El objetivo es presentar los detalles de la aplicacion de

las reglas de Cutkowsky para estudiar el decaimiento del campo.

I. Autoenergia de la teoria

La teoria escalar con una interaccion ¢® es descrita por el lagrangiano

L— —%gb(@“@u Fmd)o+ 9% 2.1)

es una teoria que tiene una autointeraccion de tres lineas. De esta teoria, aplicando las
reglas de Feynman, es posible obtener el correlador de dos puntos a un lazo, el cual
se ilustra en la figura [2.1, donde entra una particula con momento p en el punto z,
produciendo un par de particulas que interactiian en el segundo vértice y, resultando en

una particula saliente con momento p.

Como cada una de las particulas creadas en el lazo tienen un momento indeterminado, por
conservacion del momento en los vértices resulta que sé6lo hay un momento indeterminado

[ sobre el cual se deben de considerar todos sus posibles valores.
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I. AUTOENERGIA DE LA TEORIA

Figura 2.1: Loop de Teorfa ¢3, con momento externo p

En el espacio de momentos las reglas de Feynman para una teoria escalar indican que el

diagrama [2.1] tiene una amplitud dada por

Mgy = (i )2/ o i i (2:2)
LMoop = 9 tg (277')4 (l_p>2_m2+i612—m2+i6' .

Esta amplitud permitira obtener toda la informacién relevante al teorema 6ptico.

Los parametros de Feynman se basan en una identidad que permite trabajar con productos

de denominadores como los de ([2.2)

1 1

Usando la ecuacion ([2.3) es posible reescribir la ecuacion (2.2]) de la forma

M _1(”2/ d*l /1 dz
toop = 519 2m)* Jo [I2—m? +ie+ (k2 —m? +ie— (p— 1) + m? — ie)x]?’
(2.4)

completando el cuadrado en el denominador, se tiene

Lo [ dz
iMioop = 2( 9) / (2m)* /0 (I — px)? — pPx(z — 1) — m? + ie]? (2:5)

Al escribir la amplitud de esta forma, es posible identificar el cambio de variable k& =

(I — pz), de tal forma que la integral previa se reduce a

_ 1, [ d% [ dz
T __ 2.6
iMioop = =39 /(27)4/0 (B2 — A + ie]2 (2:6)

donde A = p*z(z — 1) + m?.
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ESCALAR DE KLEIN GORDON

Si ahora se hace una rotacion de Wick, definida como

kY — ik
dk* — idk*
esto permitira que el término k? sea semejante a un cuadrado Euclideano, es decir
k'k, = k* = (k") — (k)? (2.7)

Kk = ki = — ()" + (k)*). (2.8)

Usando esto en la ecuacion ([2.6)), la amplitud en el espacio Euclideano adquiere la forma

, 1, [t d*kg i
oy = —= d 2.9
My = 50" [ ar [ G 29)

En este espacio Euclideano, al no depender el integrando de algiin angulo, es conveniente
trabajar en coordenadas hiperesféricas, separando la parte angular de la parte radial, esto

es

, 1, [t 2r2 [ ik3,
= —= d dkp——"—"=. 2.1
M ==30° [ ety || g 210

Finalmente, resolviendo la integral en kg, se llega a

, 1, (! i A?+ A
= —— ) 2.11
1 Mioop 59 /0 dx167r2 log ( ” ) (2.11)

donde e es la constante de Euler-Mascheroni. Reemplazando la forma explicita de A en

la ecuaciéon previa, se tiene que la amplitud M esta dada por

1, [t 1 A%+ p*a(z — 1) + m?
== dr——1 . 2.12
M 27 /0 “Tor2 8 ( e(p®x(z — 1) + m?) (2.12)

En esta expresion se puede observar que la divergencia del logaritmo en la ecuacion ([2.12))
ha sido controlada por un corte UV que se ha representado por A, este corte evita que la

integral diverja y representa una escala grande de energia. Este A no depende del momento

B.A. Pérez-Rubio 33
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externo y hace el papel de un regulador. Un regulador controla los infinitos de la teoria
y, en este caso, representa la fisica de cortas distancias/altas energias, a las cuales en los
experimentos no se tiene acceso. Dicho de otra forma, la integracion de 0 a A colecta fisica

a la cual si se tiene acceso en los experimentos.

II. Decaimiento

Segtn el Teorema Optico, la particula presenta un decaimiento si el elemento invariante
de matriz M desarrolla parte imaginaria. Al observar a detalle la ecuacion (2.12)), la tnica

parte que puede desarrollar parte imaginaria es el logaritmo.

Como A es una escala grande de energia comparada con p y m el numerador no puede ser

menor que cero, sin embargo, el denominador si tiene esta posibilidad, esto es

p’r(z —1)+m? <0. (2.13)
La soluciéon polinomial de z es
1 1
r1 == — —/p>—4m? (2.14)
2 2p
y
_ 1 + ! 2 —4m? (2.15)
T2 =3 5 D m :

estas soluciones definen un dominio de integracion [z, z5] donde el logaritmo tiene una
parte imaginaria. Estas soluciones requieren que p? —4m? > 0, o en otras palabras p > 2m.
Esta condicion es el umbral de energia minima que una particula debe de tener para poder

separarse en dos idénticas de masa m. Asi, la parte imaginaria es:

51 /“2 A? + p*x(x — 1) + m?
ImM)=g 27 ). dzxlog P - +m?) ) (2.16)
Im(M) = ¢* ! /md (2.17)
m =9 35 5 ndz, :
/13— A2
[m(M)—g23; ( b 4m). (2.18)
m p
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ESCALAR DE KLEIN GORDON

En la figura [2.2 se muestra el comportamiento de la parte imaginaria como funcion de la

energia

Im (%)

p’/m

Figura 2.2: Grafica de decaimiento

En el caso de una teoria con dos campos escalares distintos ¢, m con un término de

interaccion de tres lineas de la forma

L= ~20(0,0% + M)6 — Sx(0,0" + ) + S, (219)

) ¢

7

Figura 2.3: Diagrama de Interacciéon para dos particulas

donde g es la constante de acoplamiento. La tasa de decaimiento del campo ¢ a dos

particulas 7 seria proporcional a

1 m?
_ 2
Ptot 0.8 [m(./\/l) =g 32_7'(' 1-— 4W9<M — 2m) (220)

En esta expresion es mas claro el umbral de energia requerido para que el proceso tenga

lugar.
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La siguiente seccion se presenta un enfoque alternativo para el célculo de la parte imagi-
naria de la amplitud M. Este enfoque seré de gran ayuda para estudiar el corte en teorias

con derivadas de orden superior.

ITI. Acercamiento Alternativo

Considérese la amplitud M dada por la ecuacion (2.2)), con dos masas distintas en los

propagadores y anchos infinitesimales arbitrarios €;, €, esto es

2 d
. g d*k 1 1
=< 2.21
iM 2 / (2m)4 k2 — m3 + i€y (k — p)2 — m3 +iey’ (221)

o en forma compacta, como

2

2 [ dk%d? 1k 1
iM=L / I , — (2.22)
2 @2m)® 25 (e —wj i) (e + w; — i¢j)
donde e; = k%, eg = k* — p°, w; = VK* + m} y wy = /(k-p)? + m2 con los anchos ¢;

reescalados segin el Apéndice [B]

Debido a que la integral presenta polos en el plano complejo de k°, en
21 =W — ’iEl, Z9 = pO + Wy — i€2 (223)

con ayuda del teorema del residuo, los residuos del integrando son

1
221(2z1 — 29)(21 + 29 — 2pV)

Res(z) = =T, (2.24)

1
Res(z) = B P popy oy =T. (2.25)

Notese que los denominadores dependen de la combinaciéon z; — 2o, la cual trae consigo
una ambigiiedad de la forma e_ = ¢; — €9, al tomar el limite a cero de alguna de las ¢;, lleva
a distintas distribuciones si éstas no van a cero a la misma velocidad. Esta ambigiiedad

se alivia al tomar la suma de los residuos
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| 1 1
Res(z1) + Res(z2) :2(21 — 23) {21(2‘1 + 2o — 2pY) N (22 = p°) (21 + ZQ)}

B 1 {(22 — ) (21 + 22) — 21(21 + 29 — 2p0)}
C2(z —22) | 2z 2 — 200) (22 — p0) (21 + 22)
- 1 [ (20 4+ 21 — p) (22 — 21) ]
2z — 2) 2z + 2 — 20°) (22 — PO) (21 + )

1 2+ 29 —p°

221(z1 + 20 — 2p9) (20 — P°) (21 + 22)

en términos de w;, tiene la forma

1 w1 + wa
R R =—7

es(21) + Res(z2) 2 wiwa(wy 4wy — P — ey ) (wr + wa + p° —idey)
1 1 1

dwiws Lﬂ +wy —p¥ —dey  wi Fwo+ PO — ey

(2.26)

Como se esperaba, se removié la ambigiiedad.

Ahora, usando la identidad

1
T =+ i€

=P G) Find(z), (2.27)

es facil ver que la parte imaginaria de los residuos en (2.26)), es

1
Im(Res(z1) + Res(z)) = — i [§(—wi — wa — p°) 4+ 0(—wi — wo + p° — i€y )],
40.)1602
(2.28)
insertando en , se tiene
, i? Pk
Im(iM) = —— 2 | ——5zIm[Res(z1) + Res(z2)]

g J (2m) (2.29)

2 3
g d’k 1 0 0
= Z/ (27{.)3 4w1w2271' [5(—&)1 — W2 — P ) + (S(-Wl — Wy + P ):| .

En el Apéndice [B] se realiza la integral sobre k a todo detalle. El resultado de ese analisis

es

2

Im(iM) = 325;172 \/(p2 —m2 —m3)2 — 4mims3. (2.30)
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Este resultado se debe agregar un a funcién de Heaviside donde se tome la parte real de
la raiz, aprovechando la factorizacion de la funcién triangular de Kéllen, los limites de la
raiz se hacen evidentes.

2

) 9

Im(: =
m(iM 32

V(P2 = (my —ma)2(p? — (m1 +ma2)2)0(p” — (m1 +mg)®)  (2.31)

que en el caso m; = ma, se replica el resultado obtenido previamente en (2.18]).
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Capitulo 3

Teoria de Lee-Wick

En el presente capitulo se abordara un modelo que modifica el campo escalar con un
término de derivada alta con el formalismo desarrollado por |6] y por el discutido por [7],
para encontrar diferencias y contribuciones de estos términos de derivadas altas en la tasa

de decaimiento de un campo escalar.

I. Teorias de Lee-Wick

Las teorias de Lee-Wick, son teorias con derivadas altas de los campos definidas de una
manera que mantienen a la matriz S unitaria de manera perturbativa |6} [7]. Esto hace que
las reglas de corte para la teoria estén bien definidas. Otra ventaja de estas teorias, es que
los términos cinéticos del Lagrangiano pueden mejorar los comportamientos ultravioleta
de los diagramas de Feynman, con el potencial de transformar teorias no renormalizables
a teorfas que se pueden renormalizar a través de una posible cancelacion de divergencias

de loops de orden superior |7, [18].

Estas teorias, al tener un orden mayor en las derivadas, cargan un mayor ntmero de
polos en la estructura del propagador en el espacio de momentos. Estos polos extra son
denominados Polos LW. Estos polos no tienen fisica y se espera que sus contribuciones no
se propaguen ya que suelen decaer rapidamentel4, 18|. El principal problema que ofrecen

las teorfas con derivadas altas es que la matriz S se vuelve no unitaria y no analitica si no
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se tratan de manera correcta la estructura de los polos [6], esto pasa ya que la ubicacion
de los polos al momento de integrar en el plano complejo de la energia pueden cruzar
el contorno de integracion y presentar singularidades no-analiticas. Cuando se tiene un
contorno de integracion se busca rodear un polo que esta en el eje real modificando el
propagador sumando un término i€, es decir usando la prescripcion de Feynman para
evitar que el contorno de integracion toque los polos o los cortes rama. Al evitar estos
pellizcamientos o pinchings se evitan singularidades y la integral se mantiene bien definida
[4]. Una vez hecha la integracion se puede tomar el limite de ie — 0. Para el estudio de
estas teorias se han propuesto distintas formas para abordar esa estructura de polos. La
primera fue propuesta por Lee & Wick [6], [19] y consiste en tomar los polos de la teoria
como funcién de la constante de acoplamiento de la teorfa. Cuando esta toma un valor
nulo, no hay decaimiento. Al aumentar la intensidad de la interaccion las particulas LW
se vuelven inestables y los polos en el eje real se mueven formando pares conjugados. Lo
que falta hacer es deformar el contorno, conforme la constante crece para evitar que se
cruce con los polos conjugados. Cutkoswky et. al. [6] formularon una prescripcion para
rodear estos cruces introduciendo un parametro que permite hacer la integracion para
después mandar este parametro a cero. Anselmi & Piva y Nakanishi |5, |7, 8] discuten que
estas prescripciones son ’artificiales’ ya que no se pueden integrar en el Lagrangiano o en
reglas de Feynman y que las teorias ya vienen equipadas con lo necesario para mantener

la unitariedad pero no necesariamente la analiticidad.

Como el interés de este trabajo de tesis consiste en analizar el efecto de derivadas altas en

la tasa de decaimiento de un campo escalar, es conveniente trabajar con un Lagrangiano

similar al de la ecuacion (2.1)), de la forma

. 1 .. 1 .
(0%0)" = m*¢* — 29", (3.1)

1

1 - .
— _ A
‘C 2 ,Ufgba ¢ 2M2

donde M, es una escala de energia muy grande, de Planck (1.22 x 10! GeV) a partir de
la cual estos términos podrian comenzar a jugar un rol importante. Las ecuaciones de

movimiento para estos campos son

0L _ 5%k Long, %% (3.2)
¢

9(9,9) "0(0v0,0)
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Para el caso libre

%8282 + 92 +m?| $=0. (3.3)

De esta ultima ecuacion, es facil observar que el propagador libre de estos campos ten-
dra una dependencia cuértica en los momentos, esto es, el propagador en el espacio de

momentos serd una funcién de p?, esto es

?
PP pME — (m? )

Dr(p) (3.4)

La ecuacion anterior puede ser manipulada algebraicamente de forma tal que puede ser

escrita como

1 1 1
DF(anm2>€) - <p2 — M2 o P2 — M%) ) (3.5)

donde M? = M1 o) y M} = (1 — ) con @ = /1 — 2 v ¢l término de va

implicitamente en m?.

Notese que en el limite de M > m, uno de los propagadores se anula y queda el propagador

de la teoria analizada en el Capitulo 2.

De la ecuacion (3.5)) se aprecia que la teoria cuenta con dos polos los cuales representan
grados de libertad. Para exhibir de forma explicita estos grados de libertad, a continuacion
se manipulara algebraicamente el Lagrangiano de ({3.1]), trabajando de forma independien-

te cada término. El primer término

0,00" = 0,(69"9) — 0%

o (3.6)
- _(baQ(ba

donde se omitié el término de superficie. Para el segundo
(0,00"¢)* = 9"(0,0)0,00" ¢
= 0"(0,00°¢) — 0"$(0,0°9)
= —0"$(0,0°9)
= —0"(¢0,(0°0)) + $0°0°¢
= $0°0°9,
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donde se ignoraron los términos de superficie. El lagrangiano original puede ser reescrito
como

¢8282¢ 2¢22

1o yn
E__§¢a¢_2M2 2

L 2 202 2| 2 (37>
=569 +Waa +m?| §,

donde se puede ver como un polinomio en 92 por lo que se puede factorizar de forma

1
—1 PO+ 0% +m? = — (0°0> + M>*9* + M*m?
M? 2
i 9, L. ! 4 2 9

M
1
M?
1_21 M2 2 2
e (5 2 ) - (M= am)
LMLy Mo\ (o L Moo

(0% + M3) (0% + M3)).

M
(3.8)
El Lagrangiano toma la forma
= ——gb { S(0% + M3)(0* + M%)} ¢. (3.9)
Ahora, para exhibir explicitamente los dos grados de libertad, se define
by = (0 M) b= (@ + MY (310)
M\/MZ = M2 v M/ M; — M3 i
donde inmediatamente se observa que
MZ _ MQ R
G2 — 1 = —}\4 2. (3.11)

Usando (3.10)), el Lagrangiano se vera modificado y estara en funcion de estos dos campos,

esto es

1-
£=—36 M(a2+M> ,/M%—M%@}
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usando la diferencia
1 M 1
L= —§m(¢2 — ¢1) W(az’ + M3)My/ M} — M%Qb}

simplificando

1
L= —§(¢2 — ¢1)[(0° + M3) o]
1 1
= —§¢2(32 + M3) s + §¢1(82 + M3) by
sumando dos ceros con My y ¢y

L=- %@(82 T+ M2)6s + 21 (0F + M2 — M2+ M2) (6 — 61 + )

2
=— %@(82 + M3)py + %qsl(az + M3)p1+

SO0+ M) (62— 61) + Lon (M + M6 — 61 + )

= S0 + M)+ 561(0" + M6t

ME—M5. 1
#éf) + §¢1(—M% + M3) 2

identificando a ¢, en el tercer término, se anula con el cuarto término que tiene el signo

1
§¢>1(82 + M?3)

opuesto, quedando s6lo dos términos en el lagrangiano
1 1
L= =562(0" + M3) + 561 (9” + Mi)on. (3.12)

En esta ecuacion se puede notar que los términos son iguales en estructura con la salvedad
de un signo. El segundo término corresponde a un fantasma. Estos fantasmas vuelven a
aparecer de la misma manera que en el oscilador de Pais Uhlenbeck. Los dos osciladores
estan desacoplados y sus energias son independientes. Al agregar el término de interaccion

se “filtra” la energia de un oscilador a otro [18].

Para el caso a trabajar en esta tesis, el término de interaccién se ve como
__ 9.3
3 3.13
(Y e o
A\ VML - M;
Este término de interaccion, al trabajarlo desde un contexto usual de campos, es inestable

bajo perturbaciones]l]

'En un entorno cosmologico [21] existen potenciales efectivos con esta forma.
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El cual, en la notacion de Grinstein |4} [20]

¢ = ¢, ¢ = ¢1. (3.14)

tiene la forma

Al tomar en cuenta la forma de cada una de las masas debajo de (3.5)), la diferencia de

Lr= —% (L) (¢ — )™ (3.15)

las masas se ve como
4m?

M3 — ME = M?*\/1— 7= M?a. (3.16)

De esta forma el término de interaccion es redefinido como
. g 733 . —3/2
£ =-56-9) con g = ga~2. (3.17)
El Lagrangiano con los grados de libertad explicitos es

L= 00) - M) — L [007 - M) - Lo—ay, (1)

N | =
N | =

donde se ha realizado una integracion por partes. De esta tltima expresion es mas claro
ver como,a excepcion de la interaccion, son dos campos de Klein-Gordon desacoplados
y el signo cambiado corresponde a un fantasma, un grado de libertad que tiene norma

negativa y rompe unitariedad.

La eleccion de los campos en parece ser arbitraria ya que termina agregando factores
de « a los términos de la densidad Lagrangiana. Esta elecciéon en principio escala los
campos de manera que hay un factor de 1/a; esta potencia especifica permite separar los
grados de libertad dejando el Lagrangiano libre sin factores globales de a.. El tinico precio
a pagar es que el Lagrangiano de interaccion se ve modificado y como consecuencia la

intensidad de la interaccion se ve modificada.

Es importante hacer hincapié en las magnitudes de estas masas M? en el caso donde
M > m. Haciendo una factorizacion para recuperar o como estaba en (3.5]) las masas se

ven
M? 4m?
M§:—<1+ 1_£Q>
2 M (3.19)
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corresponde a un modo pesado (Por el parametro M ). Para la otra masa
M? 4m?
ME =" <1 yJ1- %)
2 M (3.20)

corresponde a un modo ligero (Ya que m< M). Entonces podemos asociar estos dos
modos a uno ligero de masa m, que carga el grado de libertad estandar y uno pesado de
masa /M2 — m?2 que carga el grado de libertad de LW. Al obtener los propagadores en el
espacio de momentos se observa que el propagador del campo ¢ tiene polos en My y que

el propagador del campo gz~5 los tiene en M con un signo distinto. Los propagadores son

l

Dp=—t
p* = M3

(3.21)

1
Df=—— — 3.22
F p?— ./\/l% ( )
éste ultimo propagador, por el signo menos, se asocia a un grado de libertad fantasma o

de LW [18].

Para calcular el elemento de matriz asociado a la autoenergia, se hara uso de todos los

posibles diagramas que contribuyen con un loop a orden 2 con los distintos términos de

Interaccion.
¢ 9. 9.
’1/ \\\ 'l/ \“
—— | e —
\ Y
¢ ¢ A N ¢ ¢
¢ (0] ¢

(a) (b) ()

Figura 3.1: Diagramas a orden 2 de perturbacion que contribuyen a la autoener-
gia del campo gzg La linea continua corresponde al campo ¢ de Klein-Gordon

y la punteada al campo ¢, el de LW.

Los diagramas que se muestran en la Figura (3.1} contribuyen en general a segundo orden
de perturbaciones a la amplitud de dispersion. Como estos involucran dos propagadores

escalares, es conveniente definir la siguiente funcion
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[ %k i i
F(m2. M2?.p? :1/

M) =5 | Grid = ) =2 k2 = AP
1

=353 /0 drlogle(p®z(z — 1) + m*z + (1 — z) M?)]

(3.23)

donde ¢ es una constante proporcional a la constante de Euler-Mascheroni.

Al ver la figura [3.1], se observa que hay tres distintas combinaciones de propagadores en
el loop, las que tienen dos lineas continuas, dos punteadas y una combinacién de estas
dos. En las siguientes secciones se expone el desarrollo y resultados de la tesis. Se usan

dos prescripciones, la de CLOP4, 6] y la de Anselmi & Piva |7, [§].

I.1. Prescripcién CLOP

Esta prescripcion fue usada para tratar la estructura analitica de las teorias con derivadas
altas. De acuerdo a la prescripcion se supone que cada propagador del fantasma en la
integral tiene una masa con parte imaginaria distinta a cualquier otra masa en los propa-
gadores. Esto permite la deformacion del contorno de integracion para calcular la integral.
Como los pares complejos generan un corte rama en el eje real, se garantiza unitariedad

para la matriz S [5].

Siguiendo las ideas de [4], se hace el desarrollo de la teoria usando la prescripcion CLOP.
Como cualquier otro campo fantasma, este campo desarrolla un ancho de decaimiento el
cual se obtiene al tomar en cuenta las inserciones de autoenergia de Lee-Wick. Es decir
M? = M2 +iM,T, el cual al ser real y regular en un segmento de la recta real cumple con
el principio de reflexion de Schwarzﬂ por lo que tiene otro polo en M* ? haciendo posible

una correccion al propagador de la forma [4, 6]

DEp?) = —— = i/wdﬂ 3.24
) p2—M62+p2—MC*2+7T 9m2 Sp2—s+ie ( )

donde se utiliz6 la descomposicion espectral de Kéallén-Lehman para los estados multipar-

ticula.

Aterrizando al caso de las integrales que se van a trabajar, la autoenergia depende de
2Véase
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* * Re(p°)
\ -

Figura 3.2: Ubicacion de los polos del modelo de Lee-Wick. Los polos en forma
de pentagono son los correspondientes a los de la teoria de Klein-Gordon y
los polos cuadrados y triangulares son los polos de LW, y son conjugados

complejos.

masas M7 y (M7)?, como parametros complejos no relacionados para evitar el cruce
(pinching) de polos. Se utilizan dos masas complejas para los propagadores M7 = M?+i6

y My = M?, esto es

[_/ d*p 7 7
) (@2n)e 2 M?p2 — M3’

B d*p 7 7

) @it g)? - M2 —didp? - MY
donde el parametro ¢ es el responsable de evitar los cruces no deseados con cortes y
puntos rama procurando asi la invariancia [4, 6, 8]. Al hacer la integral y evitar los cruces

se puede tomar el limite  — 0. El siguiente procedimiento se sigue de las ideas de [4].

1.2. Polos Estandar

Se va a estudiar los diagramas con la combinaciéon de dos propagadores con polos en m, i.e.
con lineas continuas. Los valores de masa en la funcién son M3 en los dos propagadores.

Definiendo por conveniencia ¢’ = g/, la autoenergia es

Su) = 5 [ B Deo) Dty o) (3.26)

tomando tnicamente los productos que tienen los propagadores individuales

S (p?) = gPF(M3, M3, p)
(3.27)

/2

1
= _9 - / dz log[c(p*z(x — 1) + Max + (1 — 2)M3)]
321 J,

analizando el polinomio del argumento del logaritmo, se tiene que las raices estan en
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r=-+r " (3.28)

y el logaritmo desarrolla parte imaginaria en el intervalo entre las dos raices, por lo que

la autoenergia se ve

12

1
Y (p?) = — 3g7r2 /0 dz log||p*z(x — 1) + M3z + (1 — ) M3]]

i I (3.29)
\ [1—42220(p* — AM?

este es un resultado que ya se habia visto en el capitulo anterior. Es algo esperado de

la teoria, recuperar el caso conocido. Las siguientes subsecciones tendran resultados més

interesantes sobre la estructura analitica de estos loops.

1.3. Polos Lee-Wick-Lee-Wick

En el caso del producto de los propagadores del campo gE, que corresponden a la figura
[B.IDl Se separaré el término con densidad espectral ya que requiere un analisis distinto.
De acuerdo a la prescripcion CLOP, se introduce una pequena variacion de la masa de

magnitud ¢J. Usando la descomposicion (3.24]) la autoenergia toma la forma

() = 5 [ s DHoDEY - ) (3.30)

la integral que se tiene en este caso se va a dividir en tres partes

So(p?) = 25 + 257 + 2, (3.31)

donde el primer término consiste de los productos que contienen la estructura de propa-
gador individual, el segundo combina el propagador individual y el término proporcional

a la densidad espectral y por tultimo los productos proporcionales a las dos densidades
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espectrales. El primer término se desarrolla
ig"”? dk

PP 2y
2 (p ) 2 /(27.‘-)d

—1 —1 —1 —1
(k?—Mz—w T —M:ZM) ) <<k—p>2 iz <k—p>2—M:2)

(3.32)
haciendo los productos de los propagadores y sustituyendo por las funciones F'
S5 () =g F(MZ + 10, MZ,p?) + g*F (M + 140, M;?, p*) (339
3.33
+ g/ZF(‘]\4c*2 - 257 Mc27p2> + gI2F(Mc*2 - 257 M:Q,p2),
en funciéon de logaritmos
g/2 1
) = / dallog(pa(x — 1) + (M2 + id)z + (1 — 2) (M2))+
0
log(p*w(z — 1) + (M? — i)z + (1 — 2)(M*?))+ (3.34)

log(p*z(x — 1) + (M? + i)z + (1 — z)(M*?))+

log(p*z(x — 1) + (M}* —id)x + (1 — z)(M2))].

Los primeros dos términos al igual que los tultimos dos son conjugados complejos de si
mismos, y al sumarse se obtiene la parte real. Por lo que este término de la autoenergia
es totalmente real y no generara parte imaginaria. De modo que el ancho de decaimiento
en estos términos es I' — 0 lo que hace que M? = M? y M*? = M?3. Este procedimiento
dado por [6] permitié mover los cortes rama del eje real, haciendo la funcion analitica en
una banda de ancho ~ ¢ [4]. El pardmetro 6 acompana a los términos de masa y a sus
conjugados, se omitird ya que al tratar a las masas el término con delta se conjuga de la

misma forma.

1

pr 2 - _

/0 dellog(|p?e(z — 1) + M2, (3.35)

Ahora los términos que involucran la densidad espectral y los propagadores individuales
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ddk i
S (p
9m2 ( _i 3+ze) (3.36)
" ((k—m T =y —Mz)
%) = 2 [ dsplo) (F (s, M) + Fls. 212, 59), (3.37)

La suma, de nuevo, convierte a la expresion en real, y los anchos I', se pueden enviar a
cero. Usando la NWAEL la forma de p(s) se va a §(s — M?), permitiendo simplificar la

expresion anterior a

S0 = 297 pove, M2, p?) (3.38)
2 3272 b '
la cual, en términos de logaritmos, es
12
S () = —— log([p*x(z — 1) + M3P). (3.39)

1672

Por tltimo, el término que involucra las dos densidades espectrales.

> (p zg

'k (i)’ 1 1
L 4
dsdtp(s) /( ™) <7r) stk —itic 40

es decir

Y(p?) = —-%= / / dsdtp(s)p(t)F(s,t,p?) (3.41)
en la NWA, las densidades tienden a deltas de Dirac §(s — M?), §(t — M?) y se encargan

de las dos integrales, reduciendo la expresion anterior a

257 (p%) = F(M3T, M3, p?). (3.42)
Este término si genera una parte imaginaria analoga a la teoria estandar, con el parametro

de masa M;

/2

1 .
g Zg
Y (p?) = —39-2 / dzlog(p*z(z — 1) + M?) + 39, 1—
0

4/\/1

O(p* —4M3). (3.43)

3Narrow Width Approximation
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El tinico término que es de interés es el que desarrolla parte imaginaria, es decir ¥57(p?).

1.4. Polos Estandar - Lee-Wick

Para la combinacion polos estandar y de Lee-Wick, que corresponde al diagrama |3.1c] se
tienen dos términos distintos. Los que combinan el polo estandar con los propagadores

individuales y el polo estandar con la densidad espectral. La autoenergia toma la forma

S3(p?) = % / (§W§4Dp(p)D§(p - q), (3.44)

la integral que se tiene en este caso se va a dividir en dos partes

Y3(p?) = BF + 25° (3.45)

El primer término se desarrolla

g d*k 1 1 1
5P () __i/
e Oy AN o VA (e e v

M

(3.46)

1 1 1
+ )
==t (v )
donde se sumo el tltimo término para evitar los cortes rama, segiin CLOP. Como funciéon

de las funciones F' de ((3.27))

S () = =29 (F(M3, M2, p*) + F(M5, M2, p%)) (3.47)

de igual manera que en la secciéon anterior, se tiene la suma de conjugados complejos
haciendo que la contribuciéon sea totalmente real. Permitiendo hacer el ancho cero para

tener un término

35 (p7)

= 1672 /0 dzflog(|p*z(x — 1) + 2 M2 + (1 — 2)M2) . (3.48)

Soélo falta el término de la densidad espectral con el polo estandar
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d*k ig? 1 1
S (p?) = — / / d 3.49
3 (p ) (27’()4 o Sp(S) k‘2 . M% (p _ k)2 — s+ ie ) ( )
en el la NWA, se da la resonancia que provoca que la densidad espectral se comporté

como p(s) — §(s — M?), provocando

S5 () = g F (M5, M3, p?) (3.50)

este término desarrolla parte imaginaria en el logaritmo

12

20 = —55

1
2973 /0 log(p*z(z — 1) + Miz + (1 — 2)M3), (3.51)

la concavidad del polinomio indica que se desarrolla parte imaginaria entre las dos raices,

es decir
2 1
Salp?) = g [ loa(lpPale — 1)+ Mo+ (1~ 2)A)
0
(3.52)
. 12 2 2 2 2
tg _ (M3 + Mi)? _ (M3 — M7)? 2 2 212
+32W\/ (1= MY (1 BRI g0 (a4 ae),

la parte imaginaria es la raiz de la llamada funcion triangular de Kéllén. Y el argumento de
la funcién de Heaviside es el minimo para tener una raiz real. Sumando las contribuciones
se tienen tres términos imaginarios y los demés se agrupan dentro del logaritmo. La parte

imaginaria resultado de esta interaccion es

12 2
g 4AM
Im(%) = o /1-— 2 20(p* — 4M?2)

" %\/ (1= MR (1 M Y g0 g an?) 059

2 4./\/12

en funcion de la constante de acoplamiento g,
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N
@)
~
S
=
H
0 101 200
p%/m
Figura 3.3: Autoenergia entre g2 del acercamiento de CLOP dado por la ecua-
cion (3.54)), los umbrales en el marco en reposo se dan en p° = 2m, p° = m+M
y p° = 2M, en este grafico M = 100m
2 / 2
. g AMS . 2
Im(Xcrop) = 3903 L= P2 0(p” — 4M;)
29 (M3 + M3)? (M3 — M})? 2 2 2\2
2 (- MY (1 M e
2 2
9 AMi 2
togaaz\/ 1™ 79(10 — 4MY),
(3.54)
donde es aa = /1 — A}wﬂ;.

La parte imaginaria de la autoenergia de la ecuacion (3.54) graficamente toma la forma

de la figura [3.3] donde el primer escalén corresponde a la teoria estandar y el segundo

proviene de la interacciéon de este nuevo grado de libertad de Lee-Wick, el campo gg, con

el campo de Klein-Gordon y el tltimo por si mismo es de los grados de Lee-Wick. Esta
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descomposicién permite ver claramente que el decaimiento de un modo de Lee-Wick lleva
a que existan mas particulas salientes, de manera que el grado de libertad de Lee Wick

no se propague.

II. Acercamiento con Anselmi & Piva

Retomando las ideas de |7, [8], se puede hacer un céalculo para este modelo. Sin necesidad
de separar explicitamente el grado de libertad de Lee-Wick con un campo gzg, se puede
trabajar con el propagador como tal y tratar de separar este polo “pesado” como indica
. A partir de , se pueden identificar dos raices de p? una en M? = MT2(1 +a)y

2 , o1 -
la otra en M3 = MT(I — «). Con estas raices el propagador se puede reescribir como

i 1 1
Dp(p?) = —— — . 3.55
r(’) oz(pQ—M%—ie pQ—M%+z’e) (3:55)
para el calculo del elemento de matriz asociado a la autoenergia se haré un procedimiento
similar al del Capitulo [2] Solo se consideraran anchos arbitrarios y distintos, €; y €. Para

los objetivos que se buscan, tomar m; = my = m es suficiente. El elemento de matriz

tiene los productos

Dp(K*)Dr((p — k)?), (3.56)

los términos proporcionales a My estan asociados al grado de libertad estandar y los que
estan con My, al grado de libertad de Lee-Wick o fantasma. La ubicaciéon de los polos
para esta prescripcion no toma en cuenta que un campo decae, haciendo nula la correccion
de los polos y provocando que estén ligeramente separados del eje real. Esta localizacion
de los polos abre la puerta a que la integracion se pueda hacer de manera regular ya que

no habra problemas con cruces de cortes rama.

Im(p°)

| m . Re(®)

Figura 3.4: Polos del modelo sin tomar un decaimiento del modo fantasma.

54 B.A. Pérez-Rubio



CAPITULO 3. TEORIA DE LEE-WICK

Los cuatro términos del elemento de matriz son

iM = g / d*k B 1 1
202 ) (2m)f \ k2 — M3} —ie (k—p)? — M3 — e

1 1
TR M —iak—pE-Mtia

; : (3.57)
+

kQ—M%‘i"l’El (l{?—p)2—M%—Z€2

1 1
_k2 —Mg—f—ZEl (k?—p)z —M%+Z€2> '

De los cuatro términos de (3.57) es importante notar los signos de los ie, al tratar con
la masa del polo estandar se suma, y cuando se trata con la masa del polo fantasma se

resta. Los cambios en los signos que acompafian a las ¢; se tratan en el Apéndice [B]

Definiendo la autoenergia para cada término como ;, con ¢ corriendo desde 1 a 4, para

cada renglon de (3.57)) se trabajan los tres casos distintos.

II.1. Polo Lee-Wick - Lee Wick

El primer término de (3.57)corresponde al producto de los grados de libertad de Lee -
Wick,

;2 4
g d*k B 1 1
Eilp) = 202 / (2m)* ( k2 — M3 —iey (k—p)2 — M3 — Z'EQ) ’ (3:58)

factorizando para poder integrar por residuos

o )—ng/d%dkO 1 1 1 1
W)= 50 (2m)* \ KO —wi + e KO+ wp —ieg kO — p — wo +iex kKO — pO + woy — i€y )
(3.59)

definiendo w; = Vk* + M y wy = \/(k-p)2 + M. Cerrando el contorno de integracion

por abajo, los polos relevantes son

21 = W — ’iEl Z9 = pO + wo — ng. (360)
Reescribiendo la autonergia en funcion de las z; se tiene

S1(p) = =2 / d?g;;]fo( S ! ) (3.61)

202 kO — 21 KO 4 21 kO — 29 KO 4 29 — 2p0
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II. ACERCAMIENTO CON ANSELMI & PIVA

Antes de seguir, vale la pena trabajar con la suma y diferencia de los polos

21+ 29 = wi + wy + p° — i, 2 — 29 = wy — we — p° —de_, (3.62)

recordando que se definieron dos cantidades en el capitulo 2] e, = €; £ €. La cantidad e_

puede generar ambigiiedades al momento de tomar los limites €; — 0.

Por el teorema del Residuo la autonergia se ve

—ig2 A3k )
() = S / gyt * 2milRes(z1) + Res (), (3.63)
los residuos son
1 1 1 1 1 1 1
Res(z) = — Res(z) = —

521-2222"‘2122-])0
(3.64)

22121 — 29 21 + 29 — 2P0

al tomar la suma

1 1 1
Res(z1) + Res(z) :2(7:1 — 29) | z1(21 + 22 — 2pY) (20— P°) (21 + 22)}
B 1 (22 — P°) (21 + 22) — 21(21 + 22 — 2p0)]
2z —2) | 2z 20— 209) (20 — 1O) (21 + 20)
B 1 [ 22— 22 — (2 — 21)
2z — 2) | 21(z 2 — 2p0) (2 — pO) (21 + zQ)]
B 1 [ (20 — 21)(20 + 21 — p°) ]
221 — 22) 2121+ 22 — 2P0) (22 — p°) (21 + 22)
1 2+ 29 —

C221(z 4 2 — 20°) (22 — P°) (21 + 22)

en términos de w; , tiene la forma

1 w1 + wo
R R _ = — —

es(z1) + Res(z) 2wiwa(wr + wp — p® — i€y ) (w1 +we + p0 —idey)
1 1 1

dwjwy |wy +wy — P —iey  wy +wy + p¥ —iey
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con el uso de la identidad
1

T £ i€

—P @) T ird(x), (3.65)

se puede considerar inicamente la parte imaginaria

() = L [ S B ) 4 St +a). (369

Segun el tratamiento del Apéndice |B|esta ecuacion es igual a (B.20)

Im()(p) = =2 §Wwwm+%ww—mew» (3.67)

- 32ma?

para X1, se tiene que las masas son las del grado de libertad de Lee-Wick, My = My, = M,

2

1
T2 (2 — AM2) 0(p® — AM?). (3.68)

Im(zl(p)) = 3271'0[2]9

11.2. Polo Estandar

El cuarto término de la autoenergia (3.57)) es proporcional al producto de dos grados de

libertad estandar, se tratara igual que la secciéon anterior

< 2 4
g d*k B 1 1
Balp) = 502 / (o) ( Mt ie (k—pP — M +z'62) - (369)

se factoriza para identificar los polos

E()_—ng/d% 1 1 1 1
AP)= 202 (2m)4 kO —wi — e KO +wy + i kO — pO —wy —deg kO — pO - wy +iey )

(3.70)
con w; = Vk* + M2y wy = v/(k-p)? + M3. Los polos estéan en
21 = —w; — 1€ 29 = —wy + p¥ — i€y, (3.71)
y reescribiendo el integrando
1 1 1 1
. (3.72)
KO+ 21 KO — 21 kO — 29 KO + 29 — 2p0
Las combinaciones lineales de z son
21+ 20 = —wy — wo + p° — i€y 2 — 29 = —wy + wy — p° —de_. (3.73)
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De igual manera que con X se llega a que la suma de los residuos

1 214 2z — p’
_ 1 3.74
Res(z1) + Res(z2) 221(z0 — V) (21 + 22 — p°) (21 + 22)° | )

al sustituir con los valores de w;

1 —W1 — W2

R R = — ) 3.75
es(z1) + Res(z) 2wowy (—wy — we — p0 — i€y ) (—wy — wa + p0 —iey) ( )
Esta ecuacion se puede separar por fracciones parciales
Res(z1) + Res(z) ! ! + ! (3.76)
es(z es(z9) = — .
! 2 doywy | —wy —wy —p¥ —de,  —wy; —wy +p° —iey |’

en el limite cuando ¢ — 0 se hace uso de la identidad (3.65)). De forma que la parte

imaginaria de >4 es

Im(sy) = 2 / (dgk 2T (60" — (w1 + wa)) + 05 + (w1 + wn))), (3.77)

T 42 27)3 dwiwe

por el tratamiento del Apéndice
2
() = -4 L e~ anMze? — Ane 3.78

Los siguientes términos son més interesantes, ya que tienen la combinacién de los dos

tipos de polos y un signo relativo respecto a los dos anteriores.

11.3. Polos Lee-Wick - Estandar

Comenzando con el segundo término de ([3.57))

: 2 4
—1g d*k 1 1
3 = 3.79
2(p) 202 / (2m)* (+ k? — M3 —iey (k—p)? — M3 +iey )’ (3:79)
factorizando el integrando

1 1 1 1
ko—wl+i€k0+wl—iéko—po—WQ—iegko—p0+WQ+i62

con w; = Vk* + M2, wy = \/(k-p)? + M3. Cerrando el contorno por abajo, los polos

son

(3.80)

21 = wy — i€y, 29 = p° — wy — i€, (3.81)
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Reescribiendo el integrando en funcién de los polos

1 1 1 1
(3.82)
k0—21k0+21]€0—22]€0+22—2p0
las combinaciones lineales de z;
2 4 29 = w1 — wy + p° — des 2 — 29 = wy 4wy — p° — ie_. (3.83)
Al igual que la seccion anterior, la suma de los residuos
1 2+ 29 —
Res(z1) + Res(z9) = —= , 3.84
( 1) ( 2) 2 21(22 — po)(Zl + 29 — po)(Zl + ZQ) ( )
en funcion de los w;
1 W1 — Wo
Res(z1) + Res(z3) = += : —. 3.85
(1) (22) 2wy (we)(wy — wa + p° — i€y ) (wy — wo — p° — de) (3:85)
Al separar por fracciones parciales
Res(1) + Res(zg) = — ! + ! (3.86)
es(z es(z9) = . .
! 2 dwowy \wy; —wy +p¥ —iey  wy; —wy — p¥ — i€y

El signo relativo del término en (3.57) compensa el cambio en la suma de los residuos.

Haciendo uso de (3.65)), la parte imaginaria de la autonergia

(o) = 2 [ 260 4 =) + 5 - wal), (380

de nuevo, por el Apéndice [Bly (B.20))

2

Im(32(p)) = 33042 \/(P2 — (M + M3)?)(p? — (M1 — M3)?) 6(p2_(M1+M2)2)- (3.88)

Por ltimo, el tercer término de (3.57)). Este término es igual al segundo

: V(P2 — (M + M2)?)(p? — (My — M3)?) 6(p°—(My1+M3)?). (3.89)

[771(23(]))) = 3202
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La contribucién total de los cuatro términos toma la forma

2
g 1
Sanlp) =g (/e = M3 007 — am

+2¢/(p2 — (My + M5)2)(p? — (M — My)?) 0(p* — (M + My)?)  (3.90)

+ oV T 015 - 4Mf>) .

Im(z(p°))/9°

0 101 200
p’/m
Figura 3.5: Autoenergia entre g2 del acercamiento de Anselmi & Piva dado por

la ecuacion (3.90)), los umbrales se dan en p® = 2m, p = m + M y p° = 2M,

en este caso m = 1, M = 200.

La autoenergia toma la forma de la figura , que es la misma forma escalonada
de La tnica diferencia entre y es un factor de a'/2. Esta diferencia entre
los acercamientos se ve en la figura[3.6] cuando se separan los grados de libertad de forma
explicita se tiene la cual va como 1/a%? y donde se separaron los grados de
libertad en el propagador va como 1/a?. Es notable en la figura que la autoenergia A & P
tiene mayor efecto en la tasa de decaimiento. Esta diferencia debe de tomar en cuenta que

en la descomposicion de CLOP se toman particulas estdndar entrantes y salientes, al no
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separar estos grados se considera que un escalar con los dos grados (estandar y Lee-Wick)

entra, interactiia y vuelve a salir.

T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.00995 |- —
0.00994; —
N
o [
~ 0.00993 |- —
Q, i — -A&?P
;\_]/ 0.00992j T oemmm- CLOP
£
s [
0.00991 |- —
0.00990; —
2‘0 ‘ ‘ ‘ 4‘0 ‘ ‘ ‘ 6‘0 ‘ ‘ ‘ 8‘0 ‘ ‘ ‘ l(‘)O
0
p/m
Figura 3.6: Comparaciéon de las autoenergias en el marco en reposo de los
dos acercamientos contra Klein-Gordon en el dominio de p® € [20m,100m] y
M = 100m
0.00990 4
N
o)
~
Py 0.00985 -
OQ| ----- M/m=10
et — - M/m=100
E 5. 00980 | Klein-Gordon
'_'
0.00975 4

p%/m

Figura 3.7: Comparacion de las autoenergias contra Klein Gordon a valores de
M/m =10y M/m = 100 en el marco en reposo. Entre mayor sea el cociente

M /m se pegard mas a Klein-Gordon.

La diferencia de los resultados a bajas energias permite ver que existe un efecto en la
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tasa de decaimiento del campo escalar. Este efecto es proporcional a «, en especifico en la
magnitud de la masa M, la figura[3.7 permite ver como este efecto no es tan notorio cuando
M crece en relacion a m. La figura 3.8 compara las diferencias entre las autoenergias
Im(Xcrop) v Im(X4p) con la de Klein Gordon debajo del umbral de Lee-Wick, asi es

mas claro observar cémo es la diferencia entre los acercamientos.

Al poner atenciéon en la region de bajas energias p> < M? en la figura , se puede
observar una diferencia més sutil entre el resultado de este trabajo y el de Klein Gordon,
en el limite donde M > m, se puede observar como el resultado con derivadas altas se

separa ligeramente antes de tomar el comportamiento asintotico propio de la funcion.

El efecto es muy bajo, pero no nulo, aumenta la amplitud de decaimiento. Como indi-
can las referencias |4} |18] los resultados obtenidos no son causales, pero aseguran que no
generaran resultados paradojicos en experimentos de dispersion ya que es practicamente

inobservable. Siendo mas especificos ambos autores argumentan que estos comportamien-

tos seran del orden de 1/M.

4, x10°°F
3.5x10°°F

3.%x10°%F | e e e e mmmmmmmmmmmemmmmmmmmmmmmmemem——a-

2(p°)) /g?

~ 2.5x10°°F

<1 2.x10°5F

1.5%x10°°F

0 20 40 60 80 100

p°/m
Figura 3.8: Diferencias de cada autoenergia, CLOP y Anselmi & Piva para

M = 100m en el reposo
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Capitulo 4

Conclusiones

Recordando un poco los procedimientos usados para tratar la teoria con derivadas altas,
fue importante recalcar que el camino de integracién no cruzara cortes rama, de esta
manera la prescripcion CLOP introduce un pardmetro é que hace que este pinch no suceda
para ciertos valores de p*. Para pedir esto, fue necesario separar el grado de libertad de Lee-
Wick, o fantasma, del Lagrangiano y trabajar con un campo escalar més grande, teniendo
un campo que lleve la parte de Klein Gordon y otro la parte de Lee-Wick. Al hacer esto se
dieron distintas interacciones que llevaron a sumar inserciones de autoenergia en el campo
que carga la informacion de Lee-Wick, estas inserciones indican que el campo en si, no es
estable por lo que el propagador se ve corregido para incluir una descomposicion espectral
y la estructura de polos permitié agregar un término extra para un estado de 1 particula,
mientras que los estados multiparticula iban a ir codificados en la densidad espectral. El
analisis con CLOP permiti6 descifrar que algunas interacciones permitian la existencia
de estados asintoticos y que la inestabilidad viene de interacciones de multiparticula del
grado de libertad de Lee-Wick, esto refuerza la idea de que estos estados intermedios no
son fisicos y que decaen a particulas en la capa de masa. Un acercamiento alternativo es
el que no separa el grado de libertad de Lee-Wick de manera explicita del Lagrangiano y
trata el campo con el efecto de derivada alta. En este acercamiento el propagador presentd
dos grados polinomiales de mas, lo que permitié separarlo en dos propagadores, uno con
polos estandar de Klein-Gordon y otro con los polos cerca de los de Lee-Wick, solamente
desplazados por una pequena cantidad m. Dada la ubicaciéon de los polos en el plano

complejo se pudo reproducir el procedimiento estandar para evaluar la auto energia con la
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seguridad de que al cambiar de marco de referencia no cambiaran las regiones analiticas,
de igual manera para calcular la autoenergia surgieron tres distintos términos, los que
involucran parejas de los grados de libertad de cada propagador y cuando se mezclan.
Siguiendo el procedimiento de integracién se obtuvo la parte imaginaria de la autoenergia
y se compar6 con el resultado anterior. El comportamiento fue similar en las distintas
escalas de energia. Las diferencias radican en que en este modelo de Lee-Wick existe una
diferencia respecto al campo de Klein Gordon regular, esta diferencia cambia dependiendo
el acercamiento tomado, como ilustra la figura Estos dos acercamientos difieren en
como se identifico y separ6 el grado de libertad de Lee-Wick: en el acercamiento de CLOP
se trabaja con dos campos escalares que interacttian con un término (¢ — gzNS)3, esto ofrece
la libertad de elegir los estados entrantes y finales en un anélisis de dispersion. Por otro
lado, en el acercamiento de Anselmi & Piva se toma el campo completo, con su grado de
Lee-Wick y estandar, y la interaccion que se tiene es ng53. Y aunado a eso en el caso CLOP
se toman masa complejas, que de cierta manera se cancelan para no propagar este grado
de libertad fantasma. Esto limita a tomar distintos tipos de particulas para la dispersion,
ya que el campo completo va a estar en los correladores de n puntos. La adicién de estos
grados de libertad en la interaccion y dispersion es a lo que se atribuye la diferencia de
potencias de « entre los dos acercamientos. Si bien esta o es muy cercana a 1 dependiendo

si M es mucho mayor a m, no deja de contribuir con un cambio en la tasa de decaimiento.

Los resultados obtenidos en este trabajo podrian ser interesantes dentro de un contexto
cosmologico ya que al agregar derivadas altas |22] predicen un comportamiento a altas
energias que podria modificar la ecuaciéon de movimiento del campo inflatonico. Este tipo
de correccion acttia sobre las derivadas del campo y segin [22], es relevante en el estudio de
la inflacién en etapas tempranas. En este escenario de altas energias sera posible observar
las otras partes de y que toman parte cuando se cruza el umbral dado por la
masa M, la posible presencia de un bano térmico del campo ngS hace el escenario descrito
por el acercamiento de Anselmi & Piva en la ecuaciéon (3.90) relevante. Se espera que
este tipo de correcciones se observen en la Radiacién Coésmica de Fondo o por ondas

gravitacionales primordiales [22].
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Apéndice A

Un poco de Variable Compleja

I. Principio de Simetria de Schwarz

Este resultado de la variable compleja entra en las técnicas para hacer una continuacion
analitica de una funcién analitica de manera sencilla y explicita. Se supone una funciéon
analitica f definida en la region P, la imagen bajo f es (). Las reflexiones respecto al eje

real son Py (), ahora se puede usar f para hacer un mapeo analitico de P a @, usando

f*(z) = f(2) (A1)

f es un mapeo conforme y por ende analitico. Al tomar un punto a — @ — f(a) — f(a) se
preserva la magnitud del angulo de a. La primera reflexion preserva el sentido, f preserva el
sentido al reverso y la segunda reflexion repara el dano. En general el mapeo f* no sera una
continuacion de f, mas bien un nuevo mapeo. Si se imagina que la region P se aproxima al
eje real hasta que lo cruza y la interseccion de estos dominios no necesariamente coinciden.
Pero en el caso donde f* si es una continuacion, se puede suponer que f es la generalizacion
compleja de alguna funcion real donde P comparte frontera con el eje real. Como @) es la
imagen de f, también tendra una frontera con el eje real, de esta manera si habré igualdad
en el dominio en comin con P. Ahora f y f* son dos partes de un mapeo analitico ' en
P|J P. Considerando que pasa en un disco centrado en la recta real, se puede ver que F

es analitico porque la imagen es otro disco centrado en F'.
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II. Calculo de Residuos para el aventurado inexperto

Las técnicas exploradas en variable compleja permiten evaluar integrales del tipo

%f(z)dz = 2miRes|(f, a, (A.2)

!
donde el polo de la funciéon f estd en a y es rodeado por el contorno de integracion .
Este resultado es directo de la Formula integral de Cauchy. Para poder expresarlo de esta
forma se hace uso de una serie de Laurent y ubicar el término que contiene al residuo con
la primer potencia negativa del polinomio con el que se desarroll6. Los polos, segiin su
multiplicidad adquieren un orden, a partir de la serie de Laurent un polo de orden m, el
residuo de la funcion f

R, = —— [ 4] - ampce) (A3

es|f,a) = —— | — zZ—a z .
(m — 1)' dz zZ=a

de esta manera para un polo simple (grado 1) se 'quita’ el factor que causa problema

divisiones entre cero y se evaliia la expresion resultante en el polo a. Todos los polos de

este trabajo son simples, por lo que no seré necesario evaluar derivadas.

III. Diagramas con derivadas altas

Para el estudio de diagramas con loops, se utiliza la prescripcion CLOP [6] que ha tenido
varias aplicaciones en diagramas de orden bajo [20], pero no es tan claro su uso para dia-
gramas de orden superior. Anselmi & Piva formularon un una solucién que es aplicable
a diagramas de distintos 6rdenes. Definen las teorias de LW como modelos de derivadas
altas mediante una rotacion de Wick no analitica desde un marco Euclideo. Estas rota-
ciones en conjuncion con el LW pinching, dividen al plano de energia en distintas regiones

donde la rotacion de Wick es analitica y donde no lo es.

Los propagadores de LW, difieren en factores de los propagadores usuales de la teoria
escalar. Estos factores contribuyen a parejas conjugadas de polos que afectan la integracion
en la energia. Para esta integracion se usa la métrica Euclidea por medio de la rotaciéon

de Wick. Esta operacion es analitica en las regiones que contienen al eje imaginario. Esta
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region se denomina Region Principal Aq. El plano complejo se divide en distintas regiones
disconexas A;, que pueden ser unidas a la region principal de una forma no analitica.

Estas regiones se denominan analiticas.

(a) Loop de una teoria con vértice de (b) Loop de una teoria con vértice de

cuarto factores. tres factores

Figura A.1: Dos distintos diagramas con loops a orden mas bajo

Para un diagrama de burbuja, las reglas de Feynman indican que debe de haber dos
propagadores por cada lazo, y estos propagadores llevaran un momento indeterminado.
El elemento de matriz sera proporcional al producto de propagadores como funciéon del
momento externo p y uno indeterminado k: Dp(k)Dg(p—k). Este producto esta integrado
sobre k, al ser propagadores LW se pueden encontrar polos como funcién de p° y p.
Dependiendo del momento externo estos polos son desplazados por p° y deformados por
P, en algin momento la traslacion genera que algunos polos crucen el eje imaginario, es
decir el contorno de integraciéon. Si se ha de preservar la estructura analitica el contorno
de integracion debe de ser deformado para evitar este cruce y el de algin corte rama |6,
7]. O de manera equivalente se puede mantener el mismo contorno de integracion sobre

el eje imaginario y agregar contornos alrededor de los polos que cruzan el eje imaginario.

Para el estudio de estos diagramas, la rotacion de Wick altera el camino de integracion
manteniendo los polos LW izquierdos por arriba y los derechos por debajo del camino.
Con los distintos valores de p* la figura muestra que los polos cuadrados se mueven,
cuando coinciden ocurre un pellizcamiento o pinching. Este pinching puede ocurrir con
pares LW-LW o con polos regulares, puros o mezclados, respectivamente. Los que son
puros se dividen en dos caso: el primero, cuando la pareja derecha de polos del primer
propagador Dp(k) se junta con la pareja izquierda del segundo propagador Dp(p — k).

El segundo caso involucra el polo derecho superior del primer propagador con el inferior
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@ | L B
® u ® . (b) Polos con un valor de p mayor a
(a) Polos con un valor de p’ que no la figura de la izquierda, suficiente para
cruza el eje imaginario cruzar el eje imaginario

Figura A.2: Polos LW de un Loop, los polos circulares representan al propa-

gador Dp(k) y los cuadrados los polos de Dp(p — k)

izquierdo del segundo propagador.

°® B "e [ | ° [ | /l [ ]
°® [ @ ] ° I/ ® [ ]

(a) Primer caso de pellizcamiento (b) Segundo caso de pellizcamiento

Figura A.3: Casos de pinching

Estos pellizcos tienen cierta simetria, por lo que calcular todos seria redundante. Teniendo
en cuenta las ecuaciones de pinching, se puede evaluar el elemento de matriz. Se evalua la
integral k°, usando el teorema del residuo. Las condiciones de pinching dan cortes rama
al ser asociados a singularidades y se debe de evitar el cruce de los polos deformando
el dominio de integracién por medio de k, que a su vez deformara los cortes rama. La
deformacion del dominio debe de incluir valores complejos para restaurar invariancia de

Lorentz |7} §].

Las ecuaciones referentes al pinching dan lugar a distintos cortes rama, es necesario que

estos cortes sean simétricos respecto a eje real para preservar unitariedad |7].

El propagador se separa de manera conveniente para estudiar los efectos de los polos LW.
Dr(k) = Do(k) + Drw (k) (A.4)

donde Dg(k) representa el propagador escalar de Klein-Gordon.
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APENDICE A. UN POCO DE VARIABLE COMPLEJA

Al separar el propagador y estudiar el loop, resultan cuatro productos cuyas contribuciones
se pueden cuantificar segin el formalismo del capitulo 2] ya que aceptan una rotacion de

Wick analitica a excepcion del producto

Tiw(p) = / (;—QDLW(K)DLW@—@ (A5)

esta funcién es analitica en la region principal A ya que la rotacion de Wick es analitica e
invariante de Lorentz ahi. Esta funcion restringida a la regién principal se denotara como

J LOW. Al deformar el dominio cerca de los corte rama se llega al resultado

Tow(p) = 5 (03 ) + Th ) (A.6)

estas funciones J/5(p) se obtienen al continuar analiticamente Jw (0) desde la region
principal desde el semiplano imaginario superior (+) y desde el semiplano imaginario in-
ferior (—). Esta continuacion analitica asegura invariancia de Lorentz y analiticidad. Esta
ultima expresion permite obtener la contribuciéon del elemento de matriz, sin deformar el
dominio: es suficiente con separar los propagadores, aislar las contribuciones que son de
interés para el proceso de pinching, continuar analiticamente desde la region principal y
promediar las contribuciones. Esta separacion se utiliza para estudiar la continuidad de
Jrw y asegurar la invariancia de Lorentz en el marco de referencia en reposo |7]. Debido
a que el procedimiento de cambiar el marco de referencia puede alterar el contorno y las
regiones de interés se suele integrar en un marco con momento genérico. Lo que sugieren

los autores es hacer la integracion en la energia usando el teorema del residuo.
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III. DIAGRAMAS CON DERIVADAS ALTAS
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Apéndice B

Calculo de la parte imaginaria de la

Autonergia

I. Combinaciones de signo de ie

En el Capitulo 3 al momento de separar y factorizar los propagadores entra en juego la
combinacion de los signos de los € de la prescripcion de Feynman. Al definir las w; las €

quedan dentro de la raiz.

wo = VX2 — M2 — e (B.1)
con X, un vector arbitrario y M una masa arbitraria. Factorizando

wo = VX% = M2V1 — ig,

= VX2 - M2 (1 — %6) : (B.2)

= W1 — €.

Para el signo méas

wy = VX2 — M2 + e (B.3)
wy = VX% — M2V1 +ie,
VXA (1 ; ) , (B.4)

2

= W1 +’lé
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II. AUTOENERGIA

Al ser € arbitrariamente chica, se puede redefinir. Las combinaciones con en los denomi-

nadores
(K —w_) = (K° — wy +ie) (K +w_) = (K° +wy —ie), (B.5)

(K" —wy) = (K° — wy —ie) (K° +wy) = (K° + wy + ie). (B.6)
De aqui vienen los cambios de signo en las €
II. Autoenergia

Se van abordar los detalles de la tltima seccion del Capitulo 3.

Las expresiones a las que se llega en la seccién son de la forma

(20 = £ [ SR B 50+ (o)) + (66 — (o101 + 020). (BT

donde 0; = £1, w; = VK* + M? y wy = /(k-p)2 + M2. Los parametros M; dependen

de las masas de los polos, ya sean estandar o de Lee-Wick.

La integral se va a renombrar con cada término de las deltas, como I; e I5, se va a trabajar

en coordenadas esféricas

I - / k2dkdQ 6(p° — (owy + szz)). (B.8)
(27’(’)2 4(.(.)1(.02
Reescribiendo a ws como funcién de w;
wy = \/wf—i-pQ—2|p||k|cos€—./\/l%+./\/l§, (B.9)

hecho esto es conveniente hacer un cambio de variable para trabajar la integral, widw; =

kdk.

_ 2
Il = /dQ/dwl(fé—J\/lz(S(po — (01w1 —|-O'2Q)2)), (B].O)

200,
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APENDICE B. CALCULO DE LA PARTE IMAGINARIA DE LA AUTONERGIA

el integrando que acompana a la delta es una funcion del coseno, de esta manera se puede

manipular a la delta de Dirac como una funcién del coseno usando la identidad

() = 32 Aol (B.11)

raices oz lxg

Se trabajara con el argumento de la funcién delta

P’ = (g1w1 + o9wy) = 0 (B.12)

Sustituyendo cosf = x

B = o101 + 09w + p2 — 2pllklr — M3 + M,

tomando la derivada respecto a x

of pk
0—1: = —02 0 y (B13)

solo falta ver en donde se encuentran las raices de la funcién f. La raiz de esta funcion es

xo, agrupando los términos que no tienen raiz cuadrada

(p° = oww)? = o3(wi + p* = 2|p|[k|zg — M7 + M3)

haciendo uso de que 07 =1

—2|p|k|zo = (p° — o1w1)® — wi — p* + MT — M3
(p” — o1wy)? — wi — p*+ My — M,

Ty = —

2|p||k|
i (P")? + oiwi — 2p°0iw; — wi — p? + M2 — M3
0= — .
2|p|k|

Teniendo la raiz de esta funcién se puede evaluar en la derivada de la ecuacion (B.13),

comenzando por el denominador
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II. AUTOENERGIA

wr(0) = \J? + p? — 2pllklzo — M3 + M3

p°)2 + 02w? — 2p00 1wy — w2 — p? + M2 — M3
w2<x0) - \/w% + p2 - 2|p||k| <_( ) = 12|;)||k| - - 2) - M% _’_M%

(B.14)

haciendo cancelaciones,

wal0) = w4 P2+ (0°)2 + 07 — BPoreor — wf — P2+ M — M3) — M2 + M3

x0) = \/W%er“r(p0)2+0%w%—2p°01w1—w%—P2+M%—M§—M?+M§

wa (7o) = /(w1 — o1p?)?
wa(o) = (w1 — o1p”)
(B.15)
de forma que la ecuacion (B.13]) se ve
ox|l,, lwr— o1p°| '

Un detalle esencial del resultado de z( es que es un coseno, y esta acotado |zg| < 1, esta

condicién ejerce una constriccion sobre el rango de valores de w; en (B.10))

(p")? — p? — 201wy + M — M

2|ply/wi — M}

2
2 <1 (B.17)

o =

resolviendo para wy

2
(0 — 2Porion + M2 — M2)? < (2|p| e M%)

(0 + M? — M3) — 2p%0101 ] < dp? (w? — M2)

(02, + MT = M3)? + 4p°wi — 401w (p), + MT — M3) < 4p” (w1 — M3),
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APENDICE B. CALCULO DE LA PARTE IMAGINARIA DE LA AUTONERGIA

agrupando w;

(b + M; = M) + 4w () = p*) — 4pPorwn ((pp + MG — M3) + 4p? M < 0

0 2 0)2
p o 2 2 2\2 2 2 2 2(]9 ) 2 4 42
4Ap? — — — — =~ 44 <0
Dy <W1 Qpﬁ(pi—l-/\/l%—/\/l%)) —i—(pﬂ—{-/\/ll M3) (pu—l—/\/ll M3) p;% +4p° M7 <
2

2 0
— M%)) + (p; + M — M3)?) (1 — Q%) +4p* M35 <0

4p? (w oy
1= 2
p 2p2(p2 + M

4]?2 wr — poo'l
T 22 (02 + M3

D)
w
2 2
2 2 2\2 p 24 42
_ Py <0
—M%)) + (p,, + Mj MQ))< pi>+ p°Mji <0,

de esta manera se puede trabajar con los limites de w;

0 2 2
plo P
(1 = par= 0 M2 = M) < P+ - A — )
w\p H
0
P o p| 1/2
<W1 — ——(p + M? - M§)> <+ [(p, + M} — M3)? —aMipl] ",
2p2 (P, 1p;,

en el miembro derecho se identifica la funciéon triangular de Kéllen. Despejando wy

wy = iz% (P = (M1 + M) (P — (M — M)+ “;ppg (P2 +M2—M3), (B.18)

teniendo este resultado en cuenta la integral (B.10|) con la delta de Dirac.

k _ _ 0
I :/dx/dwl k| 0z — o)|wy — o1p”|
167

w2(x0) pk
Wy k Sz — —oip’

I = / dvd, — K@ Zmo)lr Z o]

\/u.ur dw1 .
L=[| =

v IPl
L = ;(w —w_)
T T

Las w4 son las soluciones (B.18)), sustituyendo se tiene

I

1 A2 (p, My, M) o1po, 5 2 2
= 167/p] [|p| 2p2 Ty (P, Mi = Mz)l
M2 (p,, My, M o
_ [_|p| (pu 1 2) + 1p0(pi+./\/l%—./\/l§)].

2p2 2p2
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II. AUTOENERGIA

donde A(p,, mi,ms) = (p* — (m1 + m2)?)(p* — (my — mo)?) Es importante notar que el
resultado es independiente de las o; y también es valido para I. Solo hace falta agregar
el umbral en el cual la funcién se mantiene real, esto se hace mediante la introduccion
de una funcién escaléon de Heaviside. El valor mas pequeno para mantener la raiz real es

p? — (M + My)?, el argumento del escalon seré este.

La parte imaginaria de la autoenergia se ve

() 0) = s oV (Mo T MGG — (Vs = MaPIGP — (M + M)
(B.20)
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