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Introduccion

La légica de Hoare es un formalismo que nos permite llevar a cabo verificacion de software:
nos permite proporcionar especificaciones de programas y ofrece un método formal para
demostrar la correccion de programas con respecto a sus especificaciones. Introducida hace
poco mas de cincuenta afios por el cientifico en computacion Tony Hoare en su articulo An
axiomatic basis for computer programming [11], y tomando inspiracion de trabajos previos,
notablemente el articulo de Robert W. Floyd Assigning meanings to programs [10], Hoare
propuso un sistema de inferencia buscando capturar el razonamiento deductivo que se sigue al

razonar con programas imperativos, argumentando que

La programacion es una ciencia exacta en el sentido que todas las propiedades de un
programa y todas las consecuencias de su ejecucion en un ambiente dado se pueden,
en principio, averiguar a partir del texto del propio programa exclusivamente
mediante razonamiento deductivo. El razonamiento deductivo implica la aplicacion
de reglas de inferencia validas a conjuntos de axiomas validos. Por lo tanto, es
deseable e interesante dilucidar los axiomas y reglas de inferencia que subyacen

nuestro razonamiento sobre programas de computadora. [...]

La logica de Hoare ha sido objeto de estudio a lo largo de estos afios, investigando ex-
tensiones al sistema para su aplicacién en distintas areas de la programacion (concurrencia,
no determinismo, orientacién a objetos, etc. [1]) y sus propiedades tedricas utilizando logica
matematica. También ha disfrutado de gran popularidad como un herramienta practica para la
verificacion formal de software en aplicaciones del mundo real, por ejemplo, el Proyecto KeY
para verificacion de programas escritos en Java, o el lenguaje DAFNY. Sin embargo, el enfoque

ha sido principalmente hacia la programacion imperativa.

En el presente trabajo buscamos disefiar una légica de Hoare para programacion funcional
tomando como inspiracién los articulos A Hoare logic for call-by-value functional programs de
Yann Régis-Gianas y Francois Pottier [18], y A compositional logic for polymorphic higher-order
functions de Kohei Honda y Nobuko Yoshida [13]. Los autores de ambos trabajos notan que no se

ha dedicado suficiente atencion al estudio de la logica de Hoare en el caso funcional a pesar de sus
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ventajas sobre el paradigma imperativo, a saber: es mas facil razonar con programas funcionales
por ser funciones en el sentido matematico, que razonar sobre estados, apuntadores/referencias,
datos mutables y demaés; y la posibilidad de proporcionar especificaciones de software y pruebas

de correccion mas simples.

La logica de Hoare es un caso de seméantica axiomatica para lenguajes de programacion. La
semantica se ocupa de dar formalmente un significado a las construcciones sintacticamente
correctas de un lenguaje y hay distintas formas de abordar esta tarea. Las formas mas comunes

en la literatura para hacerlo son:

= Semantica Operacional: El significado de un programa esta dado por las operaciones o
computos que induce en una maquina, esto es, el como se ejecuta. Aqui encontramos

comunmente dos estilos diferentes:

« De paso pequerio que detalla la secuencia de pasos que ocurren en la maquina durante

la ejecucion, y

 De paso grande que explica en general a qué resultados llega la maquina, dados el

estado inicial y los resultados de las subexpresiones del programa (si estas existen)’.

= Semdantica Denotativa: El significado de un programa se da mediante objetos matematicos

(estos llamados denotaciones, ej.: funciones) que abstraen el efecto de su ejecucion.

= Semdntica Axiomatica: Esta semantica hace algo distinto a lo que hacen las otras dos, aqui
se proporcionan axiomas y reglas de inferencia que se asumen como la especificacién
formal del lenguaje, asi el significado de un programa es toda aquella propiedad que se

pueda demostrar con dichos axiomas y reglas.

Como herramienta para verificacion formal, la 16gica de Hoare es mas poderosa y ofrece
mayor seguridad que pruebas unitarias o analisis estaticos de c6digo como el chequeo de tipos
que realiza un compilador automaticamente. También es mas flexible que asistentes de prueba
como CoQ [7] que ofrecen correccidn total y permiten extraer programas que son correctos por
construccion. Con la lo6gica de Hoare podemos describir rigurosamente, con mayor precision que
simples anotaciones de tipo, el comportamiento esperado de nuestros programas y demostrar

formalmente que satisfacen sus especificaciones de manera composicional.

En el presente trabajo nos ocuparemos de presentar una semantica axiomatica al estilo la
logica de Hoare, primero para un lenguaje funcional simplificado y después para el lenguaje

PCF, junto con sus implementaciones [14] en el asistente de pruebas Coq.

1 . , . . ~ . s . . .
En la literatura, la semantica operacional de paso pequefio es llamada también semantica estructural, mientras
que la de paso grande es llamada semantica natural. Es comin encontrar una presentacion de ambas especificaciones

asi como una demostracién de su equivalencia.



Capitulo 1

Logica de Hoare: el caso de la

programacion imperativa

La logica de Hoare es un sistema formal para razonar sobre programas imperativos, origi-
nalmente presentado por C. A. R. Hoare en [11]. Esta logica a veces también es llamada logica
de Floyd-Hoare por el trabajo de Robert W. Floyd en [10], cuyas ideas contribuirian en gran

medida al trabajo de Hoare.

Los trabajos de Floyd y Hoare se ocuparon de proporcionar un significado a programas
imperativos mediante un marco de trabajo con el cual poder escribir y demostrar propiedades
de interés de estos programas, es decir, para dar una especificaciéon y una demostracion de la
correccion de programas con respecto a sus especificaciones. Mientras que Floyd dio una serie
de reglas para razonar sobre flowcharts (una grafica dirigida cuyos vértices son los comandos de
un programa y las aristas el flujo de las estructuras de control), las reglas que dio Hoare permiten
razonar directamente sobre el texto de un programa, anotando comandos con predicados légicos
que describen relaciones entre (los valores de) las variables y que han de ser verdaderos antes y

después de su ejecucion.

Comenzaremos presentando el pequefio lenguaje WHILE, que cuenta con las construcciones
sintacticas correspondientes a las estructuras de control comiinmente encontradas en el paradig-
ma imperativo, definiremos la gramatica y la ejecucion de programas, entonces se presentara la
légica de Hoare para WHILE como lo hace Pierce en [17], un sistema deductivo que consiste de
una serie de axiomas y reglas de inferencia que nos dicen como razonar sobre cada construccion
sintactica del lenguaje para poder demostrar de manera rigurosa que un programa posee cierta

propiedad; de aqui el nombre semdantica axiomatica.
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1.1. Ellenguaje imperativo WHILE

Como ya mencionamos, WHILE es un lenguaje de programacion imperativo. Para su defini-

cién requerimos las siguientes categorias sintacticas:

Num, los nameros enteros,

Var, nombres de variables,

AExp, las expresiones aritméticas,

BExp, las expresiones booleanas,

Com, los comandos.

Asumimos que las definiciones de las categorias sintacticas Num y Var ya estan dadas, por

lo que no nos molestaremos en presentarlas aqui.

La gramatica de WHILE est4 dada por las reglas en notacion estilo BNF en la figura 1.1, donde
n es una metavariable para un nimero, x para una variable, a para expresiones aritméticas, b
para expresiones booleanas, C' para comandos, tt y ff son las constantes booleanas true y false

respectivamente.

1.2. Evaluacion, semantica operacional de paso grande

En esta secciéon nos ocuparemos de darle un significado a los programas del lenguaje
WHILE mediante una semantica operacional de paso grande. Mas adelante se proporcionara una
semantica axiomatica para WHILE basandonos en lo que nos dice esta semantica operacional

sobre lo que ocurre durante la ejecucion de un programa.

La ejecucion de los programas en WHILE dependen del valor de las variables que figuran
en su texto, para ello definiremos lo que es un estado, que mantendra los valores numéricos

asociados a cada variable en un punto dado de la ejecucion.

Un estado s es una funcion total de las variables en los nimeros enteros
s:Var— 7Z

Dada una variable x en Var, y s un estado, s(z) es el valor de = en s. Al conjunto o espacio de
estados lo denotamos con S. El valor de una variable puede cambiar durante la ejecucion de un
programa, pero cuando una variable no haya sido asignada explicitamente se asumira que su

valor es 0.
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AExp

a == n Nimero
| x Variable

| a1+ as Suma

| a1 *as Producto

| a1 —as Resta
BExp

b = 1 true
| ff false

| a1 =a Igualdad

| a1 <=as Menor o igual

| ~b Negacion

| b1 &bo Conjuncion

Com

C = z:=a Asignacion
| skip skip

| C1;C4 Secuencia

| if b then C] else Co Condicional

| whilebdo C Ciclo

Figura 1.1: El lenguaje WHILE (sintaxis)

1.2.1. Semantica de AExp

Dada una expresion aritmética a y un estado de variables s, definimos el significado de la

expresion a en el estado s con la funcion total
A:AExpx S — Z
definida recursivamente sobre la estructura de AExp como:

A(n, s

Az, s

)
)

Alay + ag, s) = A(aq, s) + A(ag, s)
A(ay * ag, s)
s)

A((Il —a,s

[8;]
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Si A(a, s) = n decimos que la expresion aritmética a en el estado s se evalda' a n.

En la gramatica de WHILE también figuran ntimeros enteros Num. Dado un ntimero entero n,
este es un término sintactico de WHILE que asociaremos con un tnico elemento en Z. Asumimos
que la estructura e implementacion de la clase sintactica Num ya esta dada y que esta asociacion

es una funcion bien definida. Con esto el primer caso en la definicién de A tiene sentido.

Es claro que A es una funcién total, su definicién depende del estado que por definiciéon
es total, y de las operaciones deterministas en Z, por lo que dado un estado, una expresiéon

aritmética siempre se evaldia a un nimero.

Notese que en ningtin punto de la definicion de A se modifico el estado, esto es, el valor
de las variables de un programa no cambia durante la evaluacién de una expresion aritmética.

Decimos entonces que las expresiones aritméticas no tienen efectos secundarios.

1.2.2. Semantica de BExp

Definimos el significado de una expresion booleana b en un estado s con la funcion total
B : BExp x S — {tt, ff}
definida recursivamente sobre la estructura de BExp como:
B(tt,s) = tt
B(ff,s) = ff
tt si A(ar,s) = A(ag, s)

B(ay = a9, s) =
ff e.o.c. (en otro caso)

tt siAar,s) < A(ag,s)
ff eowc.
B(~b,s) =~ B(b,s)
B(by & by, s) = B(by, s) & B(bs, s)

B(a; <= ag,s) =

Si B(b, s) = tt decimos que la expresion booleana b en el estado s se evalta a tt o true, o que la
expresion es verdadera; si B(b, s) = ff decimos que la expresion booleana b en el estado s se

evalua a ff o false, o que la expresion es falsa.

Anéalogamente a los niimeros, supondremos que los valores booleanos tt y ff (como expre-
siones de WHILE) se corresponden con los valores de verdad true y false respectivamente y que

se puede operar con ellos (negacién y conjuncion).

! Aqui escribimos “evaluacién” para expresiones aritméticas y booleanas, para los comandos también escribiremos

« . s »
€jecucion .
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Al igual que las expresiones aritméticas, las expresiones booleanas no tienen efectos secun-
darios y B es una funcién total. En ambos casos no nos interesa cémo se evaliian paso a paso

estas expresiones, solo nos va a interesar el resultado de su evaluacion.

1.2.3. Semantica operacional de Com

Una vez que hemos definido el significado de las expresiones aritméticas y booleanas que

figuran en los comandos del lenguaje WHILE podemos definir el significado de los comandos.

Mientras que las expresiones en AExp y BExp se evaliian a un valor concreto dado un estado,
los comandos modifican el estado, por lo que al ejecutar un programa en un estado inicial
obtendremos (potencialmente) un estado final. Entonces la seméantica de los comandos se dara
mediante una relaciéon entre el comando que se esta ejecutando, el estado inicial y el estado
final.

La relacion para la semantica de comandos esta dada por ternas (C, s, s’) que escribimos

(C,s) — &
donde la configuracion (C, s) representa el comando C' que esta por ser ejecutado en el estado
s,y s’ representa el estado resultante de dicha ejecucion. Esto se lee “la ejecucion de C' en el

estado s termina en el estado s””.

Es importante notar que no todas las configuraciones (C, s) llegan a un estado final s, esto
es, no toda pareja de comando y estado termina su ejecucion. Para ejemplificar esto consideremos

el programa

while ¢t do skip

que intuitivamente es un ciclo infinito y no deberia detenerse sin importar el estado s en que se
ejecuta, por lo que nunca terminamos en un estado final s’. Esto ser4 mas claro pronto, cuando

definamos la ejecucién de comandos de la forma while b do C.

La definicion de la relacion — esta dada por una serie de reglas que se dan a continuacién

explicando qué ocurre en la ejecucion de cada comando.

Al asignar el resultado de la expresion aritmética a en el estado s, a la variable z, el estado
resultante s’ se obtiene de tomar s y actualizar el valor de z por el resultado de la evaluacién
de a en s. Dado que a siempre se evaliia a un niimero, la ejecucién de este comando siempre

termina. Este nuevo estado s’ lo escribiremos como s[A(a, s)/z]| y formalmente se define como

Ala,s) siy==
slAGa s)/alty) = 4 T
s(y) e.o.c.
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entonces la evaluacion del comando para asignacién de variables esta dada por

WHILE-EVAL-ASIG

(x :=a,s) — s[A(a, s)/x]

El comando skip es un comando que no hace nada, su ejecuciéon siempre termina y no
modifica el estado, asi que si el comando skip se ejecuta en un estado s, el estado resultante es

s mismo. Asi, la evaluacién de skip esta dada por

—— — WHILE-EvAL-SKkIP
(skip, s) — s

Para la secuencia de comandos C1; Cs, se evalia primero (', seguido se evalua C5. Si la
ejecucion de C] en un estado s termina en un estado s, en este estado s’ se ejecuta Cs y si

termina en un estado s”, la evaluacién de C;; C en s termina en s”
1,2

(C1,8) — & (Cy, 8"y — §"

<Cl; 02, S) — S”

WHILE-EVAL-SEC

En el caso de una expresion condicional if b then C else Cy, en un estado s, primero se
evalia la guardia b en s, si esta es verdadera continua solo la evaluacion de C', en caso contrario
solo la evaluacion de Cs. Dado que las expresiones booleanas no tienen efectos secundarios
el estado s no cambia y C'y (o Cy segun sea el caso) se ejecuta en el estado s. Si termina en un
estado s/, este es el resultado de la evaluacion de la expresion condicional. Debido a la guardia,

tenemos dos reglas

B(b,s) = tt (C,8) — &

(if b then C| else Cy, s) — &'

WHILE-EVAL-CONDy

B(b,s) = ff (Cy,8) — &
(if b then C) else Ca,s) — s

WHILE-EVAL-CONDgy

~

La ejecucion de un ciclo consiste en la repetida ejecucion del cuerpo mientras la guardia sea
verdadera. Al igual que las expresiones condicionales, debido a la guardia tendremos dos reglas

de evaluacion.

Si la guardia es falsa, el cuerpo del ciclo no se evalia y el ciclo se comporta como el comando

skip, esto es, no hace nada

B(b,s) = ff
(while bdo C,s) — s

WHILE-EVAL-CicLOff
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En un estado s, si la guardia es verdadera, el cuerpo C se evalda en s y si termina en un
estado s, en este nuevo estado se repite la evaluacion del ciclo
B(b,s) = tt
(C,s) — & (while bdo C, s’y — s

(while bdo C, s) — 5"

WHILE-EvAL-CICLO

Para ver esta regla de una manera maés intuitiva podemos pensar en el ciclo desdoblado; una
vez que se ha determinado que la guardia es verdadera podemos ver la evaluacion que sigue
como

C;while bdo C

entonces solo debemos recordar como se ve la evaluacion de una secuencia de comandos

WHILE-EVAL-SEC para obtener la regla WHILE-EvaL-CicLoy.

1.3. Logica de Hoare, semantica axiomatica

Como ya se menciond, la légica de Hoare es una semantica axiomatica, es un sistema de
inferencia que consiste de una serie de axiomas y reglas que permiten razonar sobre programas
WHILE, es decir, escribir propiedades de interés que se espera un programa tenga y demostrar
mediante razonamiento deductivo que las poseen o satisfacen. Con esto vemos que la logica de
Hoare es una herramienta que nos permite llevar a cabo verificacién de programas: proporcionar
especificaciones y demostrar formalmente la correccion de un programa con respecto a su

especificacion.

Para este fin vamos a anotar los programas (su texto) con aserciones, éstas son predicados
logicos que afirman propiedades sobre los programas mediante relaciones entre los valores de
las variables en un punto dado de la ejecucion. Puesto de otra forma, las aserciones nos permiten

describir estaticamente el comportamiento dinamico de un programa.

Los axiomas y reglas de inferencia de la l6gica nos van a decir entonces como demostrar
que lo que se estd afirmando sobre un programa mediante aserciones es cierto analizando los
comandos de los que se compone el programa y haciendo uso de las propiedades de estos
ultimos. En este sentido la légica de Hoare es composicional: la demostracion de una propiedad
de interés de un comando va a depender de qué comando es y de las propiedades de los posibles
comandos que lo componen, esto es, depende de su estructura y de sus subexpresiones como

una expresion del lenguaje WHILE.

Las aserciones expresan relaciones entre variables, y debido a que los valores de las variables
durante la ejecucion de un programa estan dados por el estado, consideraremos las aserciones

como predicados logicos sobre el espacio S’ de estados. El lector puede consultar una definicion
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formal del lenguaje de aserciones y su semantica en los siguientes textos [20, 6], a continuacion

solo daremos las nociones basicas.

Podemos ver las aserciones como formulas en un lenguaje de primer orden con igualdad,
con dominio los niimeros enteros, y operadores aritméticos, 1l6gicos y desigualdad con su
interpretacion estandar, cuyas variables coinciden con las variables de WHILE. Dada una asercion
P, decimos que un estado s satisface P, lo cual escribimos Ps?, si y solo si M |= P, con M el
modelo del lenguaje, y P se obtiene de reemplazar en P las variables libres con su respectivo

valor segtn s.

Entonces una anotacion para un comando C' de WHILE es una terna

{PyC{Q}

donde Py @ son aserciones. Estas ternas son denominadas Ternas de Hoare®, P es la precondicién
y Q es la poscondicion. Intuitivamente, queremos que la anotacién describa el comportamiento
del comando, esto es, las aserciones P y () reflejan el cambio inducido sobre el estado, efecto
de la ejecucion de C. Para lograr esto debemos analizar la estructura de C: qué comando
es, qué ocurre durante su ejecuciéon y qué se puede decir de los comandos que lo componen

sintacticamente (cuando estos existan).

En una terna de Hoare, la precondicion P nos dice qué ocurre en el punto de ejecuciéon
inmediatamente antes de C, y la poscondicion () nos dice qué ocurre inmediatamente después
de C'. Asi, informalmente, el significado de una terna de Hoare { P} C' {Q} es “si el comando
C se ejecuta en un estado que satisface la precondicion P y su ejecucion termina, entonces el

estado resultante satisface la poscondicion Q)”.

Notese que las ternas de Hoare definidas describen propiedades para un comando bajo el
supuesto que la ejecuciéon del mismo termina, esto significa que la 16gica aqui presentada es una
légica de correccion parcial, los axiomas y reglas de inferencia buscan capturar el comportamiento
general de los comandos pero no ofrecen forma alguna de asegurar que el comando termina.
Una légica que ademas asegura que la ejecuciéon de un programa termina es una logica de
correccion total y es posible extender la logica de Hoare con tal finalidad [1]. En el presente

trabajo solo nos enfocaremos en la correccion parcial de programas.

El significado formal de una terna de Hoare lo podemos escribir apoyandonos de la relacion

de evaluacion para los comandos previamente definida
{P}C{Q}=Vss. (C,s) — s = Ps— Qs (1.1)

Las ternas de Hoare seran las formulas o juicios del sistema de inferencia. La meta ahora es

? Aqui adoptamos la notacién funcional sin paréntesis para P(s). En la literatura se suele escribir también s F P.
*Hoare us6 en su articulo [11] una notacién distinta: P {C} Q. Esta notacién es ahora obsoleta.
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1.3. LOGICA DE HOARE, SEMANTICA AXIOMATICA

proponer axiomas y reglas que capturen el efecto de la ejecucion de cada comando (permane-
ciendo fiel a la relacién descrita por la semantica operacional) de tal forma que la verificacién

de programas pueda llevarse a cabo mediante razonamiento deductivo.

El caso del comando skip es bastante sencillo pues este comando no produce ningun efecto
sobre el estado, por lo que si sabemos que P es cierta antes de ejecutar skip, P sigue siendo

cierta al terminar

————————— WHILE-HOARE-SKIP
{P} skip {P}
Es en la asignacion de variables cuando ocurren modificaciones al estado, pero el cambio

ocurre para una variable en especifico: la que se esta asignando.

Si queremos anotar una asignacion de variable  := a con una poscondicién (), donde ) es
tentativamente un predicado que busca describir una relacion entre el “nuevo” valor de = y algun
otro numero (por ejemplo, el valor de otra variable), () se debe satisfacer en el nuevo estado
con el nuevo valor de x, pero este valor es el resultado de evaluar la expresion aritmética a en
el estado previo a la asignacion (y que contiene el valor “viejo” de x). Dicho de otra forma, para
concluir () para = después de la asignacion, debe ser el caso que () es cierta para A(a, s), con s
el estado previo a la asignaciéon. Abusando de notacién, esto ultimo lo escribimos Q[A(a, s)/x]*

y tenemos el axioma

WHILE-HOARE-ASIG

{Q[A(a, s)/z]} w := a {Q}

Notemos aqui que () puede mencionar variables distintas de « pues sus valores no cambian

después de la asignacion.

Suele ser comun al encontrar por primera vez el axioma WHILE-HOARE-ASIG pensar que
la precondicién y la poscondicién estan al revés, que se debe reemplazar x por A(a, s) en la
asercion () tras la asignacion puesto que ese es el nuevo valor de x. Esto es incorrecto. Pensemos

por un momento que el axioma para asignacion es

{Q} = a {Q[A(a, 5)/2]}

podemos ver facilmente el error en el axioma considerando un ejemplo muy sencillo: sea a la
expresion z + 1 y () el predicado x = n, donde n es el valor de x en el ambiente s previo a la

asignacion. En la terna

{z=n}lzx:=c+1{(x=n)[A(x+1,s)/z]|}

*Recordemos que las aserciones son predicados sobre los estados, y el estado resultado de la ejecucion de la

asignacion es s[A(a, s)/x] segun la regla WHILE-EVAL-ASIG.
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la precondicion es claramente cierta, pero la poscondicion es falsa pues A(x+1,s) = s(z)+1 =
n + 1, con lo que la poscondicién nos queda n 4+ 1 = n, y esto es falso para cualquier nimero
entero. El error radica en el hecho que si la aserciéon @ es cierta para el valor particular de x

previo a la asignacion, puede ya no ser cierta una vez que el valor de « cambia tras la asignacion.

Para una secuencia de comandos C1; Co debemos analizar qué pasa con los comandos C y
Cs. Si queremos anotar el comando C7; Cs con una precondicion P y una poscondicién @), la
ejecucion del comando debe iniciar en un estado que satisface P y de terminar, lo hace en un
estado que satisface (), por lo que la ejecucion de C; debe iniciar en un estado que satisface
P y posteriormente la ejecucion de C terminar en algun estado que satisface (). Recordando
la regla WHiILE-EVAL-SEC, la ejecucion de Cy continta en el estado en que terminé C1, asi, si
podemos asegurar que este estado satisface una poscondicién R para ', entonces R funciona
también como precondicién para Cs. Con esto podemos “descomponer” una terna del comando

C1; Cs en dos ternas para los comandos C y Cy

{PYCi{R} {R}C{Q}
{P} C1;C2 {Q}

WHILE-HOARE-SEC

Para anotar una expresiéon condicional if b then C; else C5 con una poscondiciéon Q)
debemos tener en cuenta que () va a funcionar como poscondicién tanto para C1 como para
(3, pues recordando las reglas WHILE-EvAL-COND;; y WHILE-EVAL-CONDg, el estado final para

la expresion condicional es el estado final de C'; o Cy dependiendo el valor de la guardia.

En cuanto a la precondicion, si la expresion condicional se ejecuta en un estado que satisface
P, primero se determina el valor de la guardia y contintia en ese estado la ejecucion de C; o
(s, y en ese momento sabemos dos cosas: que se satisface P (pues el estado es el mismo) y que
la guardia es verdadera o falsa en ese estado segun sea el caso. Asi podemos anotar C'; con la

precondicion P A B(b, s) = tt y Cy con la precondicion P A B(b, s) = ff.

{(PAby Ci{Q}  {PA~D} G2 {Q}
{P} if b then C] else Cy {Q}

WHILE-HOARE-COND

(Abusando de notacién escribimos b cuando la guardia es tt y ~ b cuando la guardia es ff.)

Vale la pena analizar detenidamente la regla para ciclos, siendo los ciclos de gran importancia

para la programacion imperativa.

Primero pensemos en un ciclo cuya guardia siempre es falsa. La ejecucién del ciclo empieza
con la verificacién de la guardia, como esta es falsa el cuerpo del ciclo no se ejecuta y el
comando se comporta como skip. La regla WHILE-HOARE-SKIP nos dice que la precondicion es

también la poscondicion pues no hay cambio alguno al estado, entonces podriamos pensar que
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la verificacion del ciclo nos llevaria a una terna de la forma

{P} while bdo C {P}
pero también sabemos que en el estado en que se ejecuté el ciclo la guardia es falsa, por lo que

al terminar no solo sabemos P, también sabemos que B(b, s) = ff y podemos agregar esta

informacién a la poscondicion

{P} while bdo C {P A ~ b}

Mas atn, sin importar la guardia, siempre podemos agregar ~ b a la poscondicion del ciclo
ya que este termina cuando la guardia deja de ser verdadera, y si nunca termina podemos

concluir cualquier cosa, en particular ~ b (recordar el significado de una terna, ecuacién 1.1).

Vamos a querer mantener la forma de esta terna al analizar el caso en que la guardia es

verdadera para capturar ambos comportamientos en una sola regla.

Ahora pensemos en un ciclo cuyo cuerpo se ejecuta al menos una vez. La primera vez que
se verifica que la guardia es verdadera se ejecuta el cuerpo, y si termina se ejecuta de nuevo el
ciclo. Pensemos de nuevo en el ciclo desdoblado C'; while b do C, de la regla WHILE-HOARE-
SEC sabemos que la poscondicion de C' es la precondiciéon de while b do C, esto es, del ciclo
mismo. También sabemos que al iniciar la ejecucion de C' (en cualquier iteracion) la guardia era
verdadera. Entonces podriamos tratar de anotar los comandos que componen el ciclo desdoblado

y llegar a una regla de la forma

{PAb} C{Q} {Q} while bdo C {P A ~ b}
{P} while bdo C {P A ~ b}

Pero si continuamos desdoblando el ciclo y aplicando la regla de secuencia podemos ver que
se acumularian ternas sobre C' con diferentes precondiciones y poscondiciones, por lo cual no
es 6ptimo desdoblar el ciclo ya que siempre obtendremos una nueva terna para el ciclo mismo.
Por ello queremos que la regla para ciclos capture el comportamiento de cualquier nimero de
iteraciones del cuerpo C, esto es, queremos anotar C de tal forma que podamos concluir una

poscondicién que sea cierta al final de cada iteracion.

Este razonamiento sugiere que la poscondicion para C' debe ser, o al menos es deseable
que sea P: al final de la ltima iteracion del cuerpo la poscondicion P nos permitiria concluir
P A ~ b para el ciclo en su totalidad, y al final de una iteracién “intermedia” nos permitiria
mantener P como precondicion de C' para la proxima iteracion tal como se tiene en la primera

iteracion del ciclo.

Si podemos encontrar una asercion P (para cada ciclo en particular) que se conserve entre

iteraciones, esto es, sea verdadera al iniciar y terminar cada ejecucion del cuerpo C, con una
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sola terna podemos capturar todas las ternas que surgirian como resultado de desdoblar el ciclo
como se estaba explicando previamente y podemos concluir P como poscondicién del ciclo

facilmente. Asi tenemos la regla

{PAb} C{P}
{P} while bdo C {P A ~ b}

WHILE-HoARE-CicLO

A esta asercion P se le conoce como el invariante del ciclo. Es facil ver que el invariante es
una asercién que se mantiene verdadera tras cualquier niimero de iteraciones del ciclo, incluso
en el primer caso considerado donde la guardia siempre es falsa y no se ejecuta el cuerpo del

ciclo ni una sola vez.

Hasta este punto tenemos una regla para cada construccion sintactica de WHILE, decimos
entonces que la 16gica es dirigida por la sintaxis, en el sentido que hay una clara correspondencia
entre las producciones de la gramatica del lenguaje y las reglas semanticas, que son los axiomas y
reglas de inferencia. Sin embargo, la forma de estas reglas restringe los escenarios en que pueden
ser aplicadas, por ejemplo, no siempre tenemos un invariante presente en la precondiciéon y

poscondicién al llegar a un ciclo dentro del texto de un programa mas grande.

La regla de consecuencia es de gran utilidad pues permite cambiar las precondiciones y
poscondiciones de una terna por otras mas apropiadas que permitan aplicar alguna otra regla;
dicho de otra forma, esta regla permite “adaptar” una terna en el contexto de prueba actual a la

forma de una terna presente en la conclusion de alguna otra regla de la logica.

La regla de consecuencia nos permitira cambiar la precondicion por una maés fuerte o la
poscondicién por una mas débil. Si tenemos una terna para un programa con precondicion P’y
poscondicion (', entonces cualquier predicado que sea consecuencia logica de ' funcionara
como poscondicion, y cualquier predicado que implique a P’ funcionara como precondicién.
Como la nueva precondicién implica P’, esta es mas fuerte. Como la nueva poscondicién es

consecuencia de (Q’, esta es mas débil.

rP—pP  {P}C{Q} Q=@
{P} C{Q}

WHILE-HOARE-CONSEC

En la figura 1.2 se encuentran listados los axiomas y reglas de inferencia que se discutieron

en esta seccion, en conjunto conforman la 16gica de Hoare para WHILE.

La logica de Hoare le da un significado a las construcciones sintacticas de WHILE de una
manera distinta a como se logra con las otras seméanticas. La semantica operacional le propor-
ciona un significado a un programa individual describiendo ya sea la secuencia de computos
que induce en una maquina (paso pequeno) o la relacion entre el estado inicial y el final (paso

grande), la semantica denotativa lo hace mediante denotaciones que abstraen el efecto de la
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WHILE-HOARE-SKIP

{P} skip {P}

WHILE-HOARE-ASIG

{Q[A(a,5)/x]} z := a {Q}

{PYCi{R} {R}C2{Q}
{P} C1;C2 {Q}

WHILE-HOARE-SEC

{(PAby Ci{Q}  {PA~D} G2 {Q}
{P} if b then C] else Cy {Q}

WHILE-HOARE-COND

{PNb} C{P}
{P} while bdo C {P A ~ b}

WHILE-HoARE-CicLO

PP {P}C{Q} Q —Q
{PyC{Q}

WHILE-HOARE-CONSEC

Figura 1.2: La légica de Hoare para el lenguaje WHILE

ejecucion, pero la logica de Hoare por su parte define un sistema de inferencia que nos permite
razonar sobre los programas, demostrar propiedades y verificar correccién parcial de manera
composicional, entonces el significado de un programa es todo aquello que puede demostrarse
en la logica. Floyd [10] y Hoare [11] notan que la especificaciéon de métodos de prueba propor-
cionan una definicién formal del significado del lenguaje; en nuestro caso, los axiomas y reglas
de inferencia se encargan de proporcionar el significado de cada construccion del lenguaje y

explican como razonar con ellas.

Una aclaracién importante que debe hacerse aqui es que la légica de Hoare, siendo un

sistema de inferencia, conlleva dos nociones: demostrabilidad’ y verdad.

La semantica de una terna de Hoare se dio haciendo uso de la semantica operacional definida
en la seccidn 1.2, la verdad de estos juicios esta dada por la verdad de la formula en la ecuacién

1.1. Cuando una terna de Hoare es verdadera con respecto a esta semantica lo escribimos
={P} C{Q}

Cuando una terna se puede demostrar, probar o derivar en lalogica, partiendo de los axiomas

y mediante la aplicacion de reglas de inferencia (que es una accién puramente sintactica), lo

°En inglés el término es provability.
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escribimos

={rr C{Q}

Idealmente estas dos nociones coinciden, lo cual expresamos con las propiedades

= Solidez® (soundness): 1a logica es sélida si toda terna que se pueda derivar en la logica es

verdadera (con respecto a la semantica de las ternas), es decir
F{P}C{Q} implica F {P}C{Q}

= Completitud (completeness): la 16gica es completa si toda terna que es verdadera (con

respecto a la semantica) se puede derivar en la logica, es decir
F{P}C{Q} implica + {P}C{Q}

La logica de Hoare del lenguaje WHILE es solida y completa (aunque con algunas conside-
raciones [6]). Una demostracién de este resultado se puede encontrar en el libro de Nielson

[15].

En resumen, en este capitulo se introdujo el lenguaje WHILE, presentamos su gramatica
(figura 1.1), definimos los estados y las funciones A y B para evaluacién de expresiones aritmé-
ticas y booleanas respectivamente, para después definir la semantica operacional mediante la
relacion — (seccidn 1.2), entonces definimos formalmente las ternas de Hoare (ecuacion 1.1)
apoyandonos de la semantica operacional y finalmente presentamos los axiomas y reglas de
inferencia de la 16gica de Hoare (figura 1.2), explicando la idea detras de cada regla basindonos
en lo que ya sabemos ocurre durante la ejecucién de programas. En el siguiente capitulo segui-
remos el mismo camino para disefiar e implementar una semantica axiomatica para programas

funcionales.

6 - .
En algunos textos también se traduce como correccion.
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Capitulo 2

Logica de Hoare para un nucleo

funcional simple

En el capitulo anterior se presento la ya bien conocida y estudiada légica de Hoare para el
lenguaje WHILE. En este capitulo nos ocuparemos de desarrollar una seméantica axiomatica al
estilo de la logica de Hoare imperativa pero para un lenguaje funcional que cuenta con opera-
ciones basicas sobre nimeros naturales (sucesor, predecesor, suma y producto) y operadores

booleanos (comparacién de niimeros naturales, negaciéon y conjuncién).

Este lenguaje sera bastante simple, cuenta con las estructuras de control cominmente
encontradas en lenguajes de programacién funcionales modernos (HASkELL y OCAML por
nombrar un par de ejemplos) como son las expresiones condicionales o if, declaracion local
de variables o let y la aplicacién de funciones. Por todo esto lo apodamos lenguaje funcional
simple, su implementacion, que consiste de la gramatica, las reglas de evaluacion y la semantica

axiomatica, se realizara en el asistente de pruebas Coq.

El desarrollo de la semantica axiomatica que se presentara en este capitulo esta inspirado en
gran medida en los articulos [18, 13]. En ambos trabajos se presenta un lenguaje funcional con
diversas caracteristicas avanzadas como son tipos de datos algebraicos, polimorfismo y tipos
recursivos, también se introduce un lenguaje de orden superior tipificado para las aserciones que
requiere la semantica axiomatica estilo l6gica de Hoare para anotar y verificar las construcciones
de dicho lenguaje. En este capitulo (y en esta tesis) no buscamos replicar en su totalidad los
trabajos citados, pero si recuperar las nociones basicas que subyacen el razonamiento informal
que se sigue al trabajar con programas funcionales sencillos, por ello nos restringimos a explorar
las estructuras de control basicas del paradigma funcional y disefiar axiomas y reglas que
capturen adecuadamente su significado, no en una logica definida especificamente para el

lenguaje funcional simple, sino en la l6gica de CoQ, que nos proporciona una légica de orden
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superior al mismo tiempo que el medio para implementar nuestro lenguaje.

Pero primero, estableceremos una serie de restricciones sobre nuestro lenguaje con el fin de
tener una implementacion sencilla y asi poder enfocarnos en el analisis de las construcciones
de este y sus caracteristicas, y finalmente, en el desarrollo e implementacion de las aserciones y

reglas de inferencia de la logica:

= La estrategia de evaluacion sera llamada por valor, donde los nimeros naturales seran los

unicos valores para este lenguaje.

= Toda expresion booleana sera utilizada Gnicamente en las guardias de una expresiéon

condicional.

= Habra dos conjuntos (no necesariamente ajenos) de nombres o identificadores, uno para
nombres de variables y otro para nombres de funciones. En la gramatica del lenguaje no
habra lugar para confusion, sera obvio cuando un identificador se refiere a una variable y

cuando se refiere a una funcion.

= Toda funcidn tomara un valor como argumento y regresara un valor como resultado en

caso de terminar su ejecucion.

= Ademas, toda funcién debe tener un nombre y ser definida fuera del texto de un programa.
En este lenguaje las funciones no son valores, no se permiten abstracciones lambda, no
pueden ser pasadas como parametros en una aplicacion o ser el resultado de otra, y no se

pueden ligar al declarar una variable local.

= Toda funcién debe ser cerrada, esto es, el cuerpo de la funcién (que es un programa) solo
puede hablar del parametro de la funcidn, salvo por las variables que sean declaradas

localmente dentro del mismo.
= Se permite aplicar otras funciones dentro de una funcion (incluso ella misma).
= La evaluacidén de programas requiere de dos ambientes distintos:

« Un ambiente de variables que sera una funcion de las variables en los nimeros
naturales con los valores definidos para cada variable en un punto dado de (la
ejecucion de) un programa. Por comodidad el ambiente sera una funcion total, el

valor “por defecto” de una variable que no ha sido explicitamente declarada ser 0.

« Un ambiente de funciones con las definiciones de funciones necesarias para la
ejecucion de un programa. Este ambiente es distinto al ambiente de las variables y
es fijo durante toda la ejecucion. Toda funcién que vaya a usarse en un programa

debe estar previamente definida en el ambiente.
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El propésito del ambiente de variables es almacenar el valor de una variable y poder re-
cuperarlo durante la ejecucion para evitar realizar sustituciones sintacticas y generar cédigo
“al vuelo”, ademas de evitar realizar modificaciones al texto de un programa cuando una sus-
titucidon no esta bien definida, como renombrar variables en busca de expresiones que sean

a-equivalentes.

2.1. El asistente de pruebas CogQ

El asistente de pruebas CoqQ [7] proporciona un marco de trabajo, con un lenguaje de
programacién funcional y una loégica de orden superior muy expresiva, en el cual es posible
enunciar teoremas matematicos y especificaciones de software, y demostrar estos enunciados.
Famosas aplicaciones de CoQ incluyen la demostracion del teorema de los cuatro colores en teoria
de graficas' y el proyecto CompCert? para certificacién de compiladores ttiles en aplicaciones

criticas.

En Coq se pueden formalizar teorias y razonamiento matematico definiendo objetos, tipos de
datos, algoritmos (o programas), predicados logicos, y realizando pruebas formales en el sistema
formal subyacente usando el lenguaje Gallina®, donde se puede expresar de manera detallada
y precisa hechos matematicos o especificaciones de programas, y construir interactivamente

demostraciones formales y rigurosas.

Internamente CoQ se compone de un kernel con un nimero relativamente pequefio de
construcciones sintacticas, reglas para verificaciéon de tipos y computos; y de un ambiente para

construir términos de prueba, que son términos de Gallina y que seran verificados por el kernel.

En Cog, una prueba se construye interactivamente mediante aplicacion de tdcticas utilizando
la estrategia de razonamiento hacia atras, esto es, cuando se tiene una proposiciéon que se
quiere demostrar, la meta, el usuario parte de esta proposicion y mediante el uso de tacticas
transforma la meta en una serie de submetas tal que resolver las submetas implica resolver
la meta original. Una demostracion termina cuando no quedan submetas por resolver. Para

ejemplificar consideremos la regla para introduccién de la conjuncién en la légica proposicional

A B
ANB

AVl

Esta regla se puede leer como “para demostrar A A B es suficiente demostrar A y demostrar B”,

y la tactica split hace justamente eso, transforma una meta de la forma A A B en dos submetas

'Incluida en la biblioteca Mathematical Components. direccion: https://math-comp.github.io/
2https://compcert.org/
Una implementacién y extensién del calculo de construcciones inductivas, abreviado CIC por sus siglas en

inglés Calculus of Inductive Constructions.
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por resolver Ay B.

Las tacticas son los pasos de deduccion que guian la construccion de un término de prueba
de una proposicién dada P, el cual es un término de Gallina con tipo P, siguiendo la corres-
pondencia Curry-Howard. Asi, los juicios logicos en CoQ son juicios de tipificado: el kernel
verifica que el término de prueba p generado es en efecto una prueba de P bajo un contexto
de prueba I con hipotesis locales, esto es, verifica el secuente I' = P al verificar el juicio de
tipificado I' - p : P.

Como lenguaje de programacion, CoQ no es de propodsito general (a diferencia de C o
HASsKELL), programas escritos en CoQ son funciones totales y su ejecucioén termina. Por otro lado
su sistema de tipos es muy rico y ofrece polimorfismo, operadores de tipos y tipos dependientes,
asi como tipos de datos inductivos y otras estructuras mas sofisticadas. Con todo esto CoQ se
puede aprovechar como un ambiente para verificacion formal y certificacién de software en el
cual se puede especificar el comportamiento de programas, demostrar la correccién de estos

con respecto a su especificacién y extraer software que es correcto por construccion.

2.2. Gramatica del lenguaje funcional simple

Por simplicidad, asumimos que el conjunto de nombres de variables, denotado id, es el
mismo conjunto para nombres de funciones. También, los nimeros naturales en este lenguaje
se implementan con los nimeros del tipo nat en CoQ, mientras que las constantes booleanas

son de tipo bool.

La gramatica del lenguaje funcional simple se da en notacion estilo BNF en la figura 2.1. En
una declaracion de funcién f © = P, el primer identificador f es el nombre de la funcién, el

segundo x es el nombre del pardmetro (una variable) y P es el cuerpo de la funcién.

Esta gramatica y la definicion de evaluacion de paso grande definida a continuacion obedecen
las restricciones listadas previamente ademéas de cuidar los tipos del lenguaje eliminando la
necesidad de definir reglas de tipificado. Tanto P (programas) como A (expresiones aritméticas)
tienen tipo nat, mientras que B (expresiones booleanas) tiene tipo bool. Toda funcién tiene
tipo nat — nat. No se pueden confundir funciones con variables pues los nombres de funciones
sé6lo figuran en la construccion sintactica para la aplicacién de funcién, ademas las definiciones

de variables y funciones se encuentran en ambientes distintos durante la ejecucion.

2.3. Semantica operacional de paso grande

La evaluacion de programas del lenguaje funcional simple esta dada por una semantica ope-

racional de paso grande o natural, para este trabajo no nos interesa la secuencia de reducciones
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Programas

P = A Expresion aritmética
| if B then P else P Condicional

| letz =P in P, Declaracion local

| fP Aplicacién de funcion

Expresiones aritméticas

A = n Niimero natural
| x Variable
| succ P Sucesor
| pred P Predecesor
| P+ P Suma
| Pix P Multiplicacion

Expresiones booleanas

B =0 Constante booleana
| P=DP Igualdad
| PL< P Menor que
| notB Negacion
| Bj and By Conjuncion

Funciones

F = fa=P Declaracion de funcion

Figura 2.1: El lenguaje funcional simple (sintaxis)

que sigue un programa como lo ejecutaria una computadora en el bajo nivel o como lo describe
una semantica de paso pequerio, s6lo nos interesa el valor al que se evaluara un programa para
razonar con ese valor, de manera analoga a la l6gica de Hoare para WHILE donde nos importa

el estado final al que llega un programa al terminar su ejecucion.

La semantica operacional estara dada mediante una relacion de evaluacién estandar cuya

definicién depende de dos ambientes de acuerdo con las restricciones previamente listadas.

El primer ambiente es el de variables, que es una funcion total ¢d — nat. Este ambiente de
variables tiene un rol similar al estado en el lenguaje WHILE: dada una variable x y un ambiente
a, el valor de x en a es a(x), y como se mencion6 en las restricciones del lenguaje, toda variable

que no ha sido declarada explicitamente en el texto de un programa tiene valor 0.
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El segundo ambiente es el de funciones y es una coleccion finita de pares (f, f © = p) donde
la primera entrada es el nombre de la funcion y la segunda es la definicion de la funcién asociada
a ese nombre. Este ambiente de funciones esta presente de manera implicita en la definicion de
la relacion de evaluacién, nunca cambia durante la ejecucion de un programa, y estan definidas
de manera unica las funciones necesarias para la evaluacion de un programa, es decir, siempre
que haya una aplicacién de funcion en el texto de un programa hay una unica funcién definida

en el ambiente de funciones con nombre el identificador escrito en la aplicacion.

Este ambiente estd implementado como una funcién parcial usando el tipo option de CoQ
ambienter : id — option F'
donde un par (f, f © = p) esta en el ambiente siy sélo si

ambienter(f) = Some (f x = p) (2.1)

De aqui en adelante adoptamos la siguiente convencioén para referirnos a las construcciones

sintacticas del lenguaje:

= Las metavariables p, q representan programas, e y g representan expresiones aritméticas

y booleanas respectivamente; se usaran subindices cuando sea pertinente.
= La metavariable a es el ambiente de variables.
= Para las variables (numéricas) usamos las letras z, y, 2, ..., y la letra f para funcién.

= Para constantes numéricas usamos las letras n, m, ..., para constantes booleanas usamos

la letra b.

En cuanto al ambiente de funciones, este no serd nombrado explicitamente, cuando se requie-
ra expresar que una funcion debe estar definida se escribira su definicién usando metavariables

como se espera esté definida en el ambiente en vez de escribir de nuevo la ecuacion 2.1.

2.3.1. Evaluacién de programas P

La relacion de evaluacion para programas, expresiones aritméticas y expresiones booleanas
estan mutuamente definidas por lo que las tres relaciones estan implementadas como tipos

inductivos mutuamente definidos en CoQ. La relacion

p/aln

se lee como “el programa p en el ambiente a se evaliia a n”. Las reglas de evaluacion para

programas se presentan en la figura 2.2.
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efaln glaltt  pifaln
— PEA PIFTRUE
pladn if g then p; else pa/a | n
g/allff  p2faln pi/aln  p2/afr —n]§m
IFFALSE PLET
if g then p; else p2/a || n letz =piinpy/am

fx=p cerrada f
g/aldn  p/lr—=mn]im
fafallm

PArp

Figura 2.2: Relacion de evaluacién para programas

Laregla PEA aplica al caso en que el programa p es la expresion aritmética e, correspondiente
a la primera regla de produccién en la gramética de programas (simbolo gramatical P en la

figura 2.1).

En la regla PLET, el ambiente a[x — n| se define como

n siy==x
a(y) eo.c.

la variable x s6lo existe dentro del cuerpo p9, su alcance, y es en la ejecucion del cuerpo que el
ambiente de variables cambia; en este nuevo ambiente la variable x tiene ligado el valor resultado
de evaluar p; en el ambiente original. Una vez que termina la ejecucion de ps regresamos al

ambiente original y el resultado de p2 es el resultado de la expresion let en su totalidad.

Si ya existia una variable con el mismo nombre que la variable que se esta declarando, esta
ultima “reemplaza” a la anterior (y en consecuencia el valor en el ambiente ligado a esa variable)
pero sélo dentro de su alcance; la variable previa y su valor se recuperan una vez salimos del

cuerpo ps del let.

En la regla PApp, el ambiente [z — n| se define como

n siy==x
[z = nl(y) =
0 eo.c

Dado que las funciones son cerradas, los cuerpos sélo pueden referirse a su parametro (salvo
por declaraciones locales que existan dentro de este), la ejecucion (del cuerpo) de la funciéon
ocurre en un ambiente donde so6lo existe el argumento que recibid en la aplicacién. La hipotesis

cerrada f nos asegura que la funcién f es una funcién cerrada del lenguaje.

23



CAPITULO 2. LOGICA DE HOARE PARA UN NUCLEO FUNCIONAL SIMPLE

El predicado cerrada se define como
cerrada (f x = p) =Vy.y € fo(p) 2z =y (2.2)

donde fuv(p) es el conjunto de variables libres en el cuerpo de la funciéon f. Por comodidad
escribiremos solo el nombre de la funcion en vez de su definicion cuando solicitemos que
una funcidn sea cerrada, tal y como se escribi6 en la regla PApp. El lector debe recordar que
cerrada es un predicado sobre definiciones de funciones, no sobre nombres o identificadores

de funciones.

Veamos un par de ejemplos. La funcion definida como f = = x * x es cerrada, el conjunto
de variables libres en su cuerpo es {z}, que solo contiene al pardmetro x de la funcion. Por otro
lado, la funcién definida como g y = z + y no es cerrada, el conjunto de variables libres en su

cuerpo es {z,y}, con z una variable libre distinta del parametro y.

2.3.2. Evaluacion de expresiones aritméticas A

Las reglas de evaluacion para expresiones aritméticas se presentan en la figura 2.3. La

relacion
e/aln

« o . , »
se lee “la expresion aritmética e en el ambiente a se evaltia a n”.

p/aldn
——  ANuMm ——F Alb —— ASvucc
n/alln x/a | a(x) succp/al Sn
p/aln pi/adn  pyfallm
APRED APrus
pred p/a || predn p1+p2/alln+m
pi/adn  pafallm
APRrROD
p1xpa/alnxm

Figura 2.3: Relacion de evaluacion para expresiones aritméticas

En la regla APRED, pred es la funcién predecesor sobre los ntimeros naturales definida como

0 sin=20
pred(n) =
m sin=S5m
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2.3.3. Evaluacion de expresiones booleanas B

Las reglas de evaluacion para expresiones booleanas se presentan en la figura 2.4. La relacién

g/alb

se lee “la expresion booleana g en el ambiente a se evalia a b”.

pi/aln  p2/alm pi/adn  pyfallm
——  BBooL BEg BLT
b/a b pr=p2/alln="m p1 <p2/aln<?m
g/alb gi/a{ by ga/a | be
— BNort BAND
notg/al ~b g1 and ga/a |} by & by

Figura 2.4: Relacion de evaluacion para expresiones booleanas

En la regla BLT, el operador <7 es el operador primitivo para comparacién de nimeros
naturales que decide si el primer operando es menor que el segundo, resulta en tf si asi es, ff en
otro caso. También, en la regla BEQ, el operador =7 es el operador primitivo que decide si dos
numeros naturales son iguales. Los escribimos asi para distinguirlos de los operadores < e =

que son simbolos del lenguaje.

2.4. Loégica de Hoare

Al igual que con los programas de WHILE, se podra especificar propiedades sobre los
programas escritos en el lenguaje funcional simple mediante aserciones, predicados 16gicos que
hablaran sobre relaciones entre las variables del programa, que a diferencia de WHILE tienen un

valor fijo pues solo son un nombre para una constante, y el resultado.

Las aserciones definidas para el lenguaje WHILE son predicados sobre los estados mientras
que para el lenguaje funcional simple las aserciones tendran que referirse al ambiente de
variables para hablar del valor de una variable cuando sea necesario. Mas aun, en el caso
funcional también nos interesara hablar del resultado de la evaluacién de un programa funcional

que es un numero natural, a diferencia de los programas WHILE donde el resultado es un estado.

Con todo esto vemos que las ternas para el lenguaje funcional tendran una definicién un
poco mas compleja: las aserciones que funcionan como precondiciones ahora son predicados
sobre ambientes de variables, y las poscondiciones son predicados sobre ambientes de variables

y numeros naturales.
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En Coq definimos los tipos para estas aserciones como sigue

Hoare.v
Definition rely := ambiente -> Prop.
Definition guarantee := nat -> ambiente -> Prop.

Aqui adoptamos como convencion los nombres rely y guarantee que se usan en [13] para referirse
a las aserciones con que se anotan programas escritos en el lenguaje PoLYPCFv introducido en
el mismo articulo, de manera analoga a las precondiciones y poscondiciones que se usaron para

la 16gica de WHILE.

Estas definiciones funcionan tanto para programas como para expresiones aritméticas, pero
para expresiones booleanas necesitaremos un tipo distinto para las poscondiciones dado que el
resultado es un valor booleano

Hoare.v

Definition guarantee_bool := bool -> ambiente -> Prop.

Podemos pensar en el lenguaje de aserciones como un lenguaje de primer orden con igualdad
tipificado, con dominio los nimeros naturales, y operadores aritméticos, légicos y desigualdad
con su interpretaciéon usual. Requerimos que sea tipificado pues tenemos distintos tipos de
aserciones. Similarmente a la nocion de satisfacibilidad para aserciones de la l6gica de WHILE
discutida en la seccion 1.3, decimos que un ambiente a satisface una aserciéon P de tipo rely,
lo cual escribimos Pa, si'y solo si M = P, con M el modelo del lenguaje, y P se obtiene de
reemplazar en P las variables libres con su respectivo valor segun a. También, decimos que un
ambiente a y nimero n satisfacen una asercion () de tipo guarantee, lo cual escribimos Qna,
siy solo si M = Q, con M el modelo del lenguaje, y Q se obtiene de reemplazar en @) las
variables libres con su respectivo valor segin « (a n lo consideramos un término del dominio).

Anélogamente para aserciones de tipo guarantee_bool.

En la implementacion no definimos un lenguaje para aserciones, estas son proposiciones en
Coq (habitantes de Prop) donde comodamente podemos expresar propiedades entre variables y
valores del lenguaje funcional simple. Esto se puede apreciar claramente en las definiciones de
los tipos rely, guarantee y guarantee_bool. Con esto encajamos las aserciones, y mas adelante
la 16gica del lenguaje funcional simple, en la logica de CoQ como lo hacen los autores de [18],

restringiendo cuantificadores a nimeros naturales, valores booleanos y ambientes.

Al igual que cuando se defini6 la relacion de evaluacion, al definir las ternas de Hoare para
los programas funcionales se asumira que el ambiente de funciones esta implicito y este contiene
las definiciones necesarias para los nombres de funciones que son aplicadas en el texto de un

programa.
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Intuitivamente el significado de una terna de Hoare { P} p {Q} es “si el programa p se ejecuta
en un ambiente que satisface P, entonces el valor resultante satisface ”. Esto lo podemos

escribir formalmente

{P}p{Q}=Van.p/a | n— Pa— Qna (2.3)

Notese aqui que ambas aserciones P y () hablan del mismo ambiente de variables a.

Anélogamente, las definiciones de terna para expresiones aritméticas y booleanas se definen
como

{P}e{Q} =Van.e/an— Pa— Qna (2.4)

{P} g{Q}=Vab.g/al b— Pa— Qba (2.5)

Algunos de los axiomas y reglas de inferencia para el lenguaje funcional simple tendran
cierto parecido con aquellas para programas imperativos; esto es de esperarse pues algunas
estructuras de control tienen esencialmente el mismo comportamiento en un lenguaje imperativo

como C que en uno funcional como HASKELL, buen ejemplo son las expresiones condicionales if.

En contraste al caso imperativo, ahora podemos anotar la guardia de una expresién con-
dicional, esto es deseable pues la guardia puede estar formada de expresiones aritméticas
complicadas y/o programas por la manera en que se defini6 la gramatica del lenguaje. Asi,
ademas de las ternas de Hoare que anotan cada rama del if (como se tiene en las hipétesis de la

regla WHILE-HOARE-COND), afiadimos una terna para anotar la guardia

{Pg{Q} {PrQ@ipm{Q} {(PAQU)}r{Q) -
{P} if g then p; else ps {Q}

OAREIF

En esta regla se usan las propiedades de todas las subexpresiones de un programa, y no sélo
de aquellas expresiones que pertenecen a la misma categoria sintactica, para concluir una
propiedad del programa mismo, demostrando una vez mas la naturaleza composicional de la

logica de Hoare para el caso funcional asi como se vio en el caso imperativo.

A diferencia de los programa escritos en WHILE donde las expresiones aritméticas y boolea-
nas solo podian figurar en ciertos comandos, en este lenguaje funcional programas, expresiones
aritméticas y expresiones booleanas estin mutuamente definidas por lo que seran necesarias
nuevas reglas para los operadores aritméticos y booleanos que no se tenian en la ldgica de Hoare
para WHILE. Estas nuevas reglas también haran uso de las propiedades de las subexpresiones

que existan para derivar ternas.

Las reglas para operadores aritméticos van a ser muy parecidas entre si. Primero veamos el

caso de la suma. Para poder concluir algo de una suma, nos apoyaremos de lo que podamos
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concluir de sus operandos, de la misma manera que en el caso de la expresion condicional nos
apoyamos de las ternas de las subexpresiones que la forman: si podemos concluir poscondiciones
Q1 para el primer operando y (02 para el segundo, requerimos que esta informacion sea suficiente

para concluir una poscondicion @) de la suma, es decir, debe ser el caso que

Q1(n) A Qa(m) = Q(n+ m)

Aqui @) habla del resultado n de evaluar el primer operando p1, y @2 habla del resultado m de
evaluar el segundo operando ps. Entonces () habla del resultado de la suma n + m. La regla

para la suma es la siguiente

{P} p1{Q1} {P} p2 {Q2} Q1(n) A Qz(m) = Q(n +m)
{P}p1 +p2{Q}

HoARrePLUS

En general las reglas para operadores binarios tienen la misma forma. Si @ es un operador

binario y tenemos como operandos expresiones e; y e, la regla para el operador tiene la forma

{P} e {Q1} {P} ez {Q2} Q1(c1) NQ2(c2) = Q1 @ ¢2)
{Ple1@ex {Q}

donde ¢; y ¢2 son los resultados de la evaluacion de las expresiones e y e respectivamente.
Tanto e como eg se evaliian en el mismo ambiente por lo que la asercién P se mantiene como
precondicién para ambas. Las reglas para los operadores binarios del lenguaje se presentan en
la figura 2.5c¢.

El caso de operadores con un solo operando es similar. Para cada operador unario # con

operando una expresion e, podriamos proponer una regla de la forma

{PYe{Q} Q') = Ql¥c)
{P} #e{Q}

Pero al razonar sobre un programa y aplicar esta regla se requerira realizar dos pruebas (resolver
dos metas en CoQ). En el caso de los operadores binarios no se puede evitar realizar tres pruebas
pues los dos operandos son anotados con ternas y poseen dos poscondiciones distintas. Pero en
este caso la regla se puede simplificar para requerir una sola prueba, una sola hipétesis en la

regla

{P}e{Xc. Q(#c)}
{P}#e{Q}

Las reglas para operadores unarios del lenguaje se presentan en la figura 2.5d. En estas

reglas se hace uso de la notacién de funcion anénima (o expresiéon lambda) para escribir las
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poscondiciones de las ternas de las hipdtesis. Recordemos que las aserciones rely, guarantee y
guarantee_bool en CoQ se definieron como tipos de funciones, la notacion de funcién anénima
se usa para nombrar explicitamente el ambiente y/o el valor resultado de la evaluacién del
programa o expresion anotada, y que reciben las aserciones como argumento en las definiciones

de terna (ecuaciones 2.3, 2.4 y 2.5).

La regla para una constante numérica en este lenguaje funcional simple tiene que tomar
en cuenta el hecho de que una vez llegamos a una constante durante la ejecuciéon de un
programa ya no hay computos que realizar. A diferencia de otras construcciones sintacticas
con subexpresiones donde hay computos inducidos por la evaluacion de las subexpresiones y el
procesamiento necesario de los resultados de estas para producir un valor, una constante no

induce mas computos pues ya es un valor.

La evaluacion de una expresion aritmética que es simplemente una constante numérica
suena sospechosamente parecida a la ejecucion del comando skip de WHILE que no produce
ningin computo, entonces nos interesaria proponer un axioma para constantes con la forma

del axioma WHILE-HOARE-SKIP que nos dice que la precondicién es también la poscondicion

{Q} n{Q}

Sin embargo, la poscondiciéon ) es un predicado sobre nimeros naturales y ambientes de
variables, y es obvio que el niimero del que habla () en la poscondicién es la constante n
misma, entonces el axioma para constantes no puede tener simplemente () como precondicion
y poscondicién en la terna. No obstante, la idea detras de este axioma va por buen camino y la
solucién a este pequerio detalle técnico es bastante sencilla: hacer que () hable especificamente

de n en la precondicién.

Para justificar esto tltimo revisitemos el axioma WHILE-HOARE-ASIG. Este nos dice que una
asercion es cierta para la variable x (después de la asignacioén) si es cierta para el valor de la
expresion a (antes de la asignacion). De manera muy informal, este axioma lo inico que hace es
tomar una propiedad del sujeto (concretamente la expresion a, tal propiedad es la precondiciéon
escrita en la terna), ponerle un nuevo nombre “z” al sujeto y concluir la misma propiedad pues

esto no afecta su validez.

Con esta idea en mente podemos razonar sobre una constante de la misma manera: podemos
concluir que una asercién () es cierta para la constante n si ya sabemos que es cierta para
esa constante en particular, esto es, si sabemos Q(n) de antemano. Entonces el axioma para

constantes numeéricas es

HoARENUM

{Q(n)} n{Q}
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Puesto de otra manera, este axioma nos dice que s6lo es posible concluir propiedades de una
constante que sean ciertas para esa constante. Mas aun, el axioma es el mismo para constantes

booleanas

HoAreBooL

{QM)} v {Q}

Y también para variables, pues como ya se menciond, las variables son s6lo nombres para

referirnos a una constante numérica y esta asociacion esta dada por el ambiente

HoAREVAR

{Aa. Qaz)} x {Q}

En el caso de declaraciones locales o expresiones let, la regla PLET nos dice explicitamente
que ocurre un cambio en el ambiente durante la ejecucidn, este detalle debera ser tratado
cuidadosamente. Para una expresion let © = p; in py primero se ejecuta la expresion a ligar
p1 en el ambiente de variables a para resolver el valor que va a ligar la variable x, seguido se
ejecuta el cuerpo en el ambiente con la nueva definiciéon del valor de  y que sélo existe dentro

del cuerpo po.

Si P es la precondicion de la expresion let, intuitivamente P también es precondicién para
p1 pues el ambiente de variables no cambia y la evaluacién de p; ocurre nada més alcanzar la
expresion let durante la ejecucion de un programa. Si podemos concluir una aserciéon R sobre py,
dentro del cuerpo py sabemos que R es valida para el valor de x, por lo que podriamos vernos
tentados a usar la asercion R como precondicion para ps. También podriamos pensar que P
funciona como precondicién para p2 pues la ejecucion de p; no deberia afectar su validez. Dado
que el resultado de la evaluacion del let es el resultado de la evaluacion del cuerpo ps, seria

natural pensar que la poscondicion para py es también (), dando lugar a la regla provisional

{Prpi{R} {PAR@)}p{Q}
{P}letx = p; in py {Q}

Sin embargo, esta regla es incorrecta porque no toma en cuenta el cambio de ambiente que
ocurre antes de iniciar y tras finalizar la evaluacion del cuerpo donde P y R no necesariamente
se satisfacen. Para ejemplificar pensemos en una situacién donde existen dos variables con
el mismo nombre pero distinto valor, tal y como es el caso en el siguiente programa con dos
declaraciones anidadas

letz =2in (letz =3 inx)

Aqui identificamos dos variables: la “vieja” x con valor 2 (la mas externa), y la “nueva” x con
valor 3 (la méas interna). Enfoquémonos en la declaracion mas interna, una precondiciéon P para

esta declaracion se refiere a la vieja x, mientras que una precondicién para su cuerpo se refiere
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a la nueva z, y esta ultima puede no satisfacer las mismas propiedades que la primera, incluida

P.Si P = Par y aplicamos la regla provisional

{Par(z)} 3{R}  {Par(x) N R(z)} x {Q}
{Par(z)}letx =3 inz {Q}

vemos que en el cuerpo de la declaracion x vale 3, que no es par, y la precondiciéon nos asegura que
es el caso que Par(z). Recordando la definicion de terna (ecuacion 2.3), tenemos un antecedente

falso y podemos concluir cualquier poscondicién (), incluso aserciones falsas.

La regla como esta escrita permite concluir cualquier poscondicién para el cuerpo de una
expresion let por vacuidad cada vez que la precondicién de su cuerpo sea falsa, lo que puede
volver inconsistente el sistema de inferencia. Como se dijo, el error esta en no considerar el
cambio de ambiente que ocurre al entrar al cuerpo de un let; en este ejemplo terminamos

confundiendo una variable por otra.

La soluciéon que proponemos sigue una idea similar a la regla de consecuencia WHILE-
Hoare-Cons, que es buscar adaptar la terna para el cuerpo con aserciones distintas Sy 7. Estas
aserciones se refieren especificamente al nuevo ambiente de variables y nos permitiran concluir

(Q al salir del cuerpo. La regla propuesta es entonces

{Pypr{R}  {S}p2 AT}
Pa A Rna — S(a[z — n])
Tm(a[z — n]) — Qma

{P}letz =p;inps {Q}

HoOARELET

Esta regla hace explicito el cambio en el ambiente de variables que ocurre durante la
ejecucion sin mencionar directamente a la semantica operacional, lo cual no seria deseable pues
terminariamos combinando la seméantica operacional con la semantica axiomatica que estamos

definiendo con esta logica estilo Hoare.

Cabe aclarar que esta regla surge de una necesidad practica pues la definicién de la semantica
operacional de este lenguaje obedece las restricciones que se impusieron al principio de este
capitulo, no obstante, la regla HOARELET se disefi6 tratando de conservar la idea detras de la
regla provisional anterior. En la légica propuesta en [13], la regla para expresiones let es muy
parecida, por no decir idéntica, a la regla provisional, pero el lenguaje PoLYPCFv y su logica son
diferentes a nuestro lenguaje funcional simple y no tienen que lidiar con la fuente del problema

que son los ambientes de variables.

En el trabajo de Régis-Gianas y Pottier [18] se puede apreciar la misma idea: en su lenguaje
la variable en una declaracion local let se anota con una formula F', la regla de inferencia en la

légica propuesta requiere (1) probar que F' es cierta para el valor de la expresion a ligar, y (2)
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suponiendo F' demostrar la poscondicién para el cuerpo de la declaracién, que es también la
poscondicién de la declaracion misma. Esta formula F' cumple el mismo rol que la poscondicién
R en nuestra regla provisional.

Otra posible solucion requeriria utilizar cuantificadores en las aserciones para recuperar,

dentro del cuerpo, el ambiente de variables en el que se ejecuta la expresion let.

{P}pi {R}
{\d'. Jav.d = alr — v] A Pa A Rva} ps {\' d . Vav.d =alx —v] = Qv'a}

{P}letx =p;inpy {Q}

La idea detras de esta regla, especificamente en la terna que involucra el cuerpo po, es recuperar
el ambiente a en que se evaltia p; y el valor v resultante y hacer explicito el cambio de ambiente
mediante la ecuacién a’ = a[x — v]. La razoén por la que preferimos la regla HOARELET es

porque esta dltima es mas complicada y su significado no es tan claro a primera vista.

Para poder dar una regla de inferencia para la aplicacion de funciones es necesario hablar
de las funciones y como deben ser tratadas en esta logica, siguiendo la idea que s6lo se necesita

la especificaciéon de una funcién para razonar con ella o con programas que la involucren.

Igual que con los programas, vamos a especificar el comportamiento de una funcién con
aserciones, pero estas aserciones tienen un significado y proposito ligeramente distinto. La
precondicion de una funcion establece una restricciéon que debe cumplir el argumento que recibe,
mientras que la poscondicion de una funcioén especifica una relacién o propiedad del resultado
que debe ser cierta asumiendo que el argumento satisface la precondiciéon y que la evaluaciéon

de su cuerpo termina.

Dado que las funciones son cerradas, la precondicién necesita referirse inicamente al
argumento, y la poscondicion necesita referirse al argumento y al resultado de la funcion (su

cuerpo). Definimos entonces las precondiciones y poscondiciones para funciones como los

tipos
Hoare.v
Definition pre := nat -> Prop.
Definition post := nat -> nat -> Prop.

Las funciones se anotan con una precondiciéon Pre y una poscondiciéon Post en una terna
{Pre} f x = p {Post} =Vnm.p/[x — n] || m — Pre n — Post nm (2.6)

que debe ser adaptada a una terna sobre el cuerpo p, pues la especificaciéon de la funciéon

debe poder demostrarse de su cuerpo ya que ese es el codigo de su implementaciéon. Entonces
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proponemos una nueva regla de inferencia para razonar con funciones

{Aa. Pre (a x)} p {Am a. Post (a x)m}

{Pre} f v = p {Post}

Sin embargo esta regla no es suficiente para razonar con funciones recursivas como sefialé
Hoare en [12], donde extendi6 el lenguaje y las reglas del sistema de inferencia que propuso en
su articulo original para considerar procedimientos recursivos en un lenguaje imperativo. Hoare
nota que dentro de un procedimiento no es posible establecer propiedades para las invocaciones
recursivas y en consecuencia no es posible demostrar ninguna propiedad del procedimiento.
Efectivamente, cada vez que se requiera demostrar una propiedad para una invocacion recursiva,
esta a su vez requerira demostrar propiedades para invocaciones recursivas, creando una cadena

sin fin de propiedades por demostrar.

De la misma manera, no es posible demostrar propiedades del cuerpo de una funcién si
esta contiene llamadas a si misma, si su definiciéon depende de si misma. La solucién que Hoare
propone es simplemente asumir que las invocaciones recursivas de un procedimiento poseen la
propiedad que se esta tratando de demostrar. Esta solucidn se aplica también para funciones
recursivas: asumimos la conclusion {Pre} f = p {Post} como hipétesis durante la prueba de

la terna sobre el cuerpo p de f, lo que nos lleva a la regla mas general

cerrada f

{Pre} f x = p {Post} F {Aa. Pre (a )} p {Am a. Post (a z)m} -

{Pre} f x = p {Post}

Esta regla nos permite asumir que toda llamada recursiva posee la propiedad que se esta
tratando de demostrar, pero no permite usar esta hipdtesis para concluir trivialmente que
la funcidn posee tal propiedad. Mas adn, si una funcién no es recursiva esa hipotesis nunca
tendra uso y esta regla cubre comodamente tanto funciones recursivas como no recursivas.
Adicionalmente pedimos que la funcion f sea cerrada para mantenernos fieles a la especificacién

del lenguaje.

Como nota al margen, podemos apreciar aqui un paralelo con las reglas de tipificado para
el calculo lambda con tipos simples extendido con un operador de recursion fix. La ya bien

conocida regla de tipificado para este operador es

I,f:Tke:T
Ik fix(fe): T

donde f es la variable que representa la abstraccion lambda recursiva cuyo tipo T se esta

tratando de derivar. Se asume que f tiene tipo 7" al tratar de derivar el tipo 7" del cuerpo e de f.
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Sin embargo, existe una dificultad al tratar de implementar la regla HoaAReFunc en Cog.
Informalmente las reglas de inferencia pueden verse como una forma de implicacién: si se tienen
las hipdtesis entonces se tiene la conclusién; de manera similar con un juicio hipotético A - B,
se tiene el juicio B asumiendo el juicio A. Nuestro curso de accioén seria implementar la regla
HoAREFUNC como un teorema a demostrar con la forma (A — B) — A, tal y como se hizo con
todas las demas reglas, donde A es la terna de Hoare para la funcion f y B la terna de Hoare
para su cuerpo p. Y he aqui el problema: un teorema con tal estructura no puede demostrarse,

en general, en el asistente de pruebas CoqQ.

A grandes rasgos, una demostraciéon de un teorema con esta forma requiere demostrar A
suponiendo A — B, pero aun si A puede demostrarse a partir de B, es necesario tener una
prueba de A para poder concluir B de la hipotesis A — B por modus ponens. En otras palabras,
para demostrar A se necesita demostrar A. Evitamos este problema simplemente escribiendo la

regla HOAREFUNC como un axioma en CoQ.

Ahora que sabemos como tratar con las funciones del lenguaje podemos presentar la regla
de inferencia para aplicacion de funciones. Para razonar con funciones en una aplicaciéon nos
interesa su especificacion (lo que la precondicién y poscondicién de la funcion nos aseguran de

ella) y el argumento.

La poscondicién con que se anota una funcién nos dice qué propiedades tiene el resultado
siempre que el argumento satisface la precondicion, por lo que si ya se ha demostrado que la
funcion cumple con la especificacion que fue proporcionada, resta demostrar que el argumento
efectivamente satisface la precondicion y que la poscondicion de la funciéon implica aquello que

se quiera concluir de la aplicacién. Entonces la regla para aplicacién de funciones es la siguiente

{Pre} fx = p{Post}  {P}q{R}
Rna — Pren

Rna A Post nm — Qma
{r} fa{Q}

Al igual que en la logica de Hoare definida para el lenguaje WHILE, aqui damos la regla

HoAREAPP

de consecuencia para poder adaptar las precondiciones y poscondiciones de una terna en un
contexto de prueba dado a la forma de una terna en la conclusién de alguna regla del sistema de

inferencia.
P—P  {P}p{Q} Q—-Q
{P}p{Q}

La conclusion de esta regla es una terna para un programa, pero en este lenguaje funcional

HoARECONSECUENCIA

simple programas, expresiones aritméticas y expresiones booleanas pertenecen a categorias sin-

tacticas distintas, ademas tenemos tres definiciones de terna en la implementacion de la légica en
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Coq (ecuaciones 2.3, 2.4 y 2.5), por lo que en realidad tenemos tres reglas HOARECONSECUENCIA,

una por cada categoria sintactica del lenguaje salvo funciones.

Los axiomas y reglas de inferencia que conforman la semantica axiomatica estilo Hoare

para el lenguaje funcional simple se compilan en la figura 2.5.

2.5. Implementacion

La implementacién en CoqQ del lenguaje funcional simple se puede consultar en linea, en el
repositorio de codigo de este trabajo de tesis [14], se encuentra en los siguientes archivos del

directorio NFuncional:

= Gram.v contiene la definicién del lenguaje como se dio en la seccién 2.2:

+ Se define la gramatica del lenguaje (figura 2.1) con los tipos inductivos progra-
ma (programas P), exp_arit (expresiones aritméticas A) y exp_bool (expresiones

booleanas B),
« El tipo inductivo funcion para declaraciones de funciones,

« Las funciones recursivas fv, fv_arit y fv_bool, mutuamente definidas, obtienen la
lista de variables libres* en un programa, expresion aritmética y expresion booleana

respectivamente,

« El predicado cerrada (ecuacion 2.2).
= Eval.v contiene la relacion de evaluacion para el lenguaje como se dio en la seccién 2.3:
« Se definen los tipos de dato ambiente para ambientes de variables y ambiente_f

para ambientes de funciones,

+ Las relaciones de evaluacion definidas inductivamente para programas eval (fi-
gura 2.2), expresiones aritméticas eval_arit (figura 2.3) y expresiones booleanas

eval_bool (figura 2.4).
= Hoare.v contiene la légica de Hoare presentada en la seccion 2.4:

« Se definen los tipos de dato rely, guarantee y guarantee_bool,

- Las ternas de Hoare: anotacion para programas (ecuacioén 2.3), anotacion_arit
para expresiones aritméticas (ecuacion 2.4) y anotacion_bool para expresiones

booleanas (ecuacion 2.5),

‘Representa el conjunto de variables libres fv(-).
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{Pro{Q} A{PrQm)}p{Q} {PAQ()}r{Q} o
{P} if g then p; else p2 {Q}

AREIF

{Pyp AR}  {S}p{T}
Pa A Rna — S(alx — n])
Tm(alx — n]) = Qma

{P}letx =p;inpy {Q}

HoOARELET

cerrada f

{Pre} f v = p {Post} F {Aa. Pre (a z)} p {Am a. Post (a z)m}

{Pre} f x = p {Post}

{Pre} fx = p{Post}  {P}q{R}
Rna — Pren

Rna A Post nm — Qma

{P} fa{Q}

HoAREAPP

P—P  {P}p{Q} Q—-Q
{P}p{Q}

HoARECONSECUENCIA

HoAreFunc

(a) Reglas de inferencia para programas y funciones

HoARENUM — HoareBooL

{Q(n)} n{Q} {Q)}0{Q}

HoAREVAR

{ra. Qlaz)} x {Q}

(b) Reglas de inferencia para constantes y variables

Figura 2.5: La 16gica de Hoare para el lenguaje funcional simple
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{P} p1 {Q1} {P} p2 {Q2}
Q1(n) A Q2(m) — Q(n +m)
{P} p1 +p2{Q}

HoArePLUS

{Pypi{@1}  {P}p2{Q2}
Q1(n) A Qa(m) = Q(n *m)

{P} p1*p2 {Q}

HoAREPROD

{P} p1 {Q1} {P} p2 {Q2}
Q1(n) A Q2(m) — Q(n =7m)
{P} p1 =p2{Q}

HoAREEQ

{Prpi{@1}  {P}p2{Q2}
Q1(n) AQa(m) = Q(n <?m)

{P} p1 <p2{Q}

HoAReLT

{Pygi{@1}  {P} g2{Q2}
Q1(b1) AN Q2(b2) — Q(b1 & b2)

{P} g1 and g {Q}

HOAREAND

(c) Reglas de inferencia para operadores binarios

{P}p{An.Q(Sn)} {P}p{An. Qpredn)}

HoaAreSucc HOAREPRED

{P} sucep {Q} {P} pred p {Q}

{P} g {rb. Q(~ 1)}
{P} not g {Q}

HoAreNoT

(d) Reglas de inferencia para operadores unarios

Figura 2.5: La logica de Hoare para el lenguaje funcional simple (continuacién)
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 Precondiciones para funciones pre, poscondiciones para funciones post y ternas

para funciones anotacion_func,

« Las reglas de inferencia de la l6gica (figura 2.5), escritas como teoremas en CoQ con

su demostracién, salvo la regla HoArReFuNc que fue declarada como axioma.

Los archivos Ids.v, Maps.v y PMaps.v son bibliotecas auxiliares con la implementacién
de identificadores para variables, funciones totales y funciones parciales, necesarias para la

definicién de los ambientes de variables y funciones de los que depende la implementacién.

El archivo Factorial.v contiene un pequefio ejemplo de verificacion formal de la funciéon

factorial en el lenguaje funcional simple usando la logica desarrollada en este capitulo.

Salvo por las reglas HOARELET y HoAREFUNC, no hubo mayor complicacion en la demos-
tracion de los axiomas y reglas de la logica, de hecho varias demostraciones siguen en gran
medida el mismo patroén, lo cual era de esperarse considerando que tenemos reglas con la
misma estructura. Las reglas para operadores binarios (figura 2.5¢) son un buen ejemplo, sus

demostraciones siguen los mismos pasos:

1. Para una terna { P} e;@es {Q}, asumimos las hipétesis de la regla para el operador @,

la precondicién Py que la ejecucion termina e;@ez/a |} v. Por demostrar Q(v).

2. Por inversion de la relacién de evaluaciéon sabemos que v = ¢1@ca, donde €e; se evalta a

€1y e2 se evalia a ca,
3. Por hipotesis sabemos que para demostrar (¢ @cz) basta demostrar Q1 (c1) y Q2(c2),

4. Por definicion de terna, para demostrar 1 (c1) basta demostrar Py que e1/a |} ¢1, pero
la primera submeta la sabemos por hipétesis (paso 1) y la segunda por inversién en el

paso 2. Analogamente para Q2(c2).

La situacién es parecida con las demostraciones de las reglas de operadores unarios, y las
reglas de constantes y variables, sus demostraciones siguen un cierto patréon y es evidente en el
codigo. Por otro lado, la regla HoAREFUNC no tiene demostracion pues es un axioma, mientras
que la demostracion de la regla HOARELET pudo realizarse una vez que se hizo explicito el
cambio de ambiente de variables al entrar y salir del cuerpo de la expresion, como se discuti6

en su momento.

Recapitulando, en este capitulo definimos el lenguaje funcional simple, conformado por
programas, expresiones aritméticas y booleanas, y declaraciones de funciones (figura 2.1),
también definimos los ambientes de variables y de funciones, que son necesarios para definir

la seméantica operacional (figuras 2.2, 2.3 y 2.4). En la seccién 2.4 presentamos las reglas de la
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légica de Hoare para el lenguaje funcional simple, primero definimos los tipos de las aserciones
(rely, guarantee y guarantee_bool) y las anotaciones o ternas de Hoare (ecuaciones 2.3, 2.4 y
2.5) para su implementacién, de igual manera con las precondiciones, poscondiciones y ternas
para funciones (ecuacion 2.6); con todo esto discutimos y disefiamos los axiomas y reglas de
inferencia para las construcciones sintacticas del lenguaje (figura 2.5) y se implementaron en

Cog (seccion 2.5).
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Capitulo 3

El lenguaje PCF

El lenguaje funcional simple presentado en el capitulo previo es muy reducido pero su
simplicidad nos permitié explorar las ideas generales detras de las estructuras de control
funcionales y de como procede su evaluacion para después plasmar estas nociones en reglas de
inferencia, con particular interés en la definicion y aplicacién de funciones (tanto recursivas
como no recursivas). En lenguajes de programacion funcionales modernos las funciones son
valores:! se pueden escribir funciones andnimas, una funciéon puede tomar otra funcién como
argumento o regresar una como resultado, etc., pero este comportamiento no fue permitido en

nuestro lenguaje funcional simple.

En este capitulo trabajaremos con el lenguaje PCF? [9], un lenguaje que podemos considerar
como una extension del calculo lambda con tipos simples A~ con un operador primitivo de
recursion cominmente denotado en la literatura fix. Este operador fix simula el comportamiento
de los operadores de punto fijo del calculo lambda sin tipos, como el combinador Y, que permiten

definir formalmente e implementar funciones recursivas.

En este capitulo nos ocuparemos de implementar en CoQ una versioén del lenguaje PCF
utilizando la representacion local anonima de variables, su relaciéon de evaluacion mediante una
semantica operacional de paso grande, y su sistema de tipos, todo esto para tratar de implementar
una légica de Hoare como la que se defini6 en la seccion 2.4, siguiendo la metodologia descrita
en [18] que consistird en “encajar” el sistema de tipos de PCF y la logica de Hoare propuesta en
la 16gica de Coq.

Para la implementacién haremos uso de la biblioteca TLC [4], que contiene tipos de datos y

operaciones que nos seran utiles para especificar relaciones acerca de las construcciones del

lenguaje usando la representacion local anénima.

'También se les suele llamar objetos de primera clase.
®Por su nombre en inglés Programming language for Computable Functions.
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3.1. Representacion local anonima

Para implementar el lenguaje PCF utilizaremos la representacion local anénima como se
presenta en [2]. Una descripciéon a mayor detalle del tema se encuentra en el apéndice A, en

esta seccion solo presentaremos las nociones basicas.

La representacion local andnima se encarga de representar variables en la sintaxis de un
lenguaje (el calculo lambda, por ejemplo) combinando dos enfoques distintos: la representacion

con nombres y la representacion anénima o con indices de De Bruijn.

En esta representacion se hace una distincion sintactica entre variables libres y variables
ligadas. Las variables libres se representan con nombres o identificadores como z, y, etc.,
mientras que las variables ligadas se representan con indices que apuntan a la abstraccién que
liga a la variable; estos indices denotan el nimero de abstracciones (sus alcances) que existen
entre la ocurrencia de la variable y su abstraccion, informalmente, el nimero de lambdas que

hay que “saltar” para encontrar la lambda que liga la variable.

Las construcciones sintacticas generadas por una gramatica que emplea la representacion
local an6nima se denominan pretérminos. Un término localmente cerrado, o simplemente término,
es un pretérmino tal que toda variable ligada apunta a una abstraccion presente en el término.
Ejemplo: el pretérmino A.\.0 1 es un término localmente cerrado pues la variable ligada con
indice 0 apunta a la abstracciéon mas interna (no salta ninguna abstraccion) y la variable ligada
con indice 1 apunta a la abstraccién mas externa (salta una abstraccién, la mas interna), pero el
pretérmino A.A.0 2 no es un término porque la variable ligada con indice 2 no apunta a ninguna

de las dos abstracciones presentes.

Es importante asegurar que los pretérminos del lenguaje con los que se va a trabajar sean
términos pues una variable ligada que no apunta a ninguna abstraccion no tiene sentido en
esta representacion. En la representaciéon anonima de variables, las variables libres son aquellas
que apuntan a abstracciones inexistentes, pero en la representacién local andnima estas ya son

entes sintacticos distintos que no requieren indices.

Finalmente, una operacion importante sobre los pretérminos es abrir el cuerpo de una
abstraccion con un término. Dada una abstracciéon .t y un término u, el resultado de abrir la
abstraccion con u, denotado t*, se obtiene al sustituir en ¢ toda ocurrencia de la variable ligada
por u. Esta operacion es necesaria para determinar qué pretérminos son términos, y también

para razonar con abstracciones o términos que ligan variables.

42



3.2. DEFINICION DEL LENGUAJE PCF

3.2. Definicion del lenguaje PCF

La sintaxis de PCF est4 dada por las reglas en notacion estilo BNF en la figura 3.1. Los valores
pertenecen a su propia categoria sintactica, distinta a los pretérminos del lenguaje, esto sera

util al definir la relaciéon de evaluacion de PCF.

Pretérminos

t = i Variable ligada
| x Variable libre

| v Valor

|ty to Aplicacion

| t1 +to Suma

| t1xto Producto

| succt Sucesor

| predt Predecesor

| iszerot Test cero

| if ¢; then o else t3 Condicional
Valores

vou= n Numero natural
|t true

| ff false

| A po)-t Abstraccion lambda

| wwur(Po)t Abstraccion fix

Figura 3.1: El lenguaje PCF (sintaxis)

El lenguaje PCF tiene como tipos basicos los nimeros naturales y las constantes booleanas,
y cuenta con operaciones basicas primitivas para sus habitantes. El lenguaje cuenta también
con tipos funcién y admite funciones anénimas y recursivas. Los valores de PCF se conforman

de numeros naturales, constantes booleanas y funciones.

Al emplear la representacion local anénima de variables, hacemos una distincion sintactica
entre variables libres y variables ligadas. Los indices de variables ligadas se implementan con

numeros naturales.

Las estructuras de control de este lenguaje son las expresiones condicionales y la aplicacién
de funcioén. En este lenguaje no tenemos expresiones let como en el lenguaje funcional simple

pues en esta implementacion de PCF las variables ligadas no tienen nombre, asi no tiene sentido
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tener expresiones let cuyo propésito es ligar localmente una expresién a un nombre.

En esta implementacién de PCF introducimos un tipo especial de abstracciéon que servira para
definir funciones recursivas, buscando simular el comportamiento del operador fix previamente
mencionado. Esta nueva abstraccion fix, escrita usando la letra griega p, puede verse como el

operador fix seguido de una abstraccién lambda

ufz.t = fix(f.(Ax.t)) (3.1)

pero usando indices en vez de nombres para las variables ligadas. La adicién de esta nueva
abstraccion en vez del operador fix es por mera comodidad, haciendo claro el hecho de que una

abstraccion fix es una funcion.

Al igual que las abstracciones lambda, las abstracciones fix ya son valores y no inducen
computos salvo que estén presentes en el lado izquierdo de una aplicacion. Con esto evitamos
ciclos infinitos que pueden aparecer ingenuamente, ejemplo clasico es la expresion fix(x.x) que
se reduce a si misma. Una abstracciéon lambda sélo liga una variable dentro de su cuerpo ¢ con
el indice 0, esta es su parametro; en una abstraccion fix se ligan dos variables, el parametro de la

funcion con el indice 0 (variable = en 3.1) y la funcién misma con el indice 1 (variable f en 3.1).

En la definicién podemos ver que las abstracciones estan explicitamente anotadas con el
tipo U de su parametro y el tipo 7" de regreso (lo que facilitara la definicién de la relacién de

tipificado), junto con un par de férmulas Py Q que seran de utilidad més adelante’.

Como se habia mencionado en la seccién anterior, es necesario seleccionar los pretérminos
de la gramatica que seran los términos del lenguaje. En la figura 3.2 se define el predicado term
para seleccionar los términos de PCF. La idea general es simple: un término es una variable
libre, una constante, o un pretérmino tal que toda subexpresion es un término. Analizamos con

mas detenimiento las abstracciones pues estas introducen variables ligadas en el lenguaje.

Para determinar que una abstraccion \.t sea un término debemos analizar su cuerpo ¢, pero
no es posible simplemente extraer el cuerpo de la expresion pues esto deja toda instancia de
la variable ligada apuntando a una abstraccién inexistente. Primero se debe reemplazar toda
instancia de la variable ligada al pasar de la abstraccion, para ello abrimos el cuerpo ¢ con una
variable libre z fresca®, y si la expresion ¢ es un término, entonces la abstraccién \.t es un
término. En el caso de una abstraccion p.t abrimos el cuerpo t con dos variables libres distintas,

f vy x, frescas, y si t/* es un término, (.t es un término.

*Por legibilidad obviaremos estas anotaciones al hablar sobre abstracciones en el presente texto, pero no en

definiciones o figuras que las involucren.
*En la literatura suele ser norma el escoger esta variable z fresca como una nueva variable distinta de todas las

variables libres ya presentes en el cuerpo de la abstraccion, es decir, z ¢ fuv(t). La representacion local anénima
presentada en [2] es mas general en este aspecto, solo requiere que exista un conjunto finito de nombres de variables

L tal que = ¢ L; este conjunto puede ser fv(t). Ver apéndice A.
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term x

Vr ¢ L.

termn

term t*

term )\(U7T)(P7Q) R

term tt

Vfd¢ LVrd LU{f).

term ff

term tH*

term ) (PQ)-t

term t1 term to term t1 term to term t1 term to term t
term tq to term t1 + to term t1 x to term succt
termt term t term t1 term to term ts

term iszero t

term predt term if t; then t; else t3

Figura 3.2: Términos de PCF

La operacion abrir se define recursivamente sobre la estructura de los pretérminos. Definimos
una funcién auxiliar {k ~ u} t que reemplaza en ¢ toda instancia de la variable ligada con
indice k por el término u

. u sii=k
{k~u}i=
t e.o.C

y recorre el indice de la variable ligada que se quiere reemplazar cada vez que pasamos por una

abstraccion lambda o fix
{k~ u}Quny o t) = Aunwee ik +1~upt

{k ~ vHuwrpet) = muregk+2~ubt

Dado que la variable que se esta ligando en una abstraccién \.t tiene indice 0 en el cuerpo,

la operacion abrir se define como
t“:={0~ u}t (3.2)

En el caso de una abstraccion .t donde se ligan dos variables, abrimos la abstraccién con dos

términos s, u simultaneamente

5" = {0~ u} {1~ s}t (3.3)

La implementacién del lenguaje PCF en CoqQ se encuentra en el archivo PCF_Lang.v. La
definicion del lenguaje se implementa como dos tipos inductivos mutuamente definidos para

pretérminos y valores como aparecen en la figura 3.1.
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PCF_Lang.v
31 Inductive trm : Type :=
2 | trm_bvar : nat -> trm
3 | trm_fvar : var -> trm
s« | trm_val : val -> trm
5 | trm_app : trm -> trm -> trm
3% | trm_plus : trm -> trm -> trm
37 | trm_prod : trm -> trm -> trm
3 | trm_suc : trm -> trm
39 | trm_pred : trm -> trm
0 | trm_iz cotrm -> trm
a | trm_if :trm -> trm -> trm -> trm
2 with val : Type :=
43 | trm_num : nat -> val
44 | trm_tt : val
45 | trm_ff ¢ val
46 | trm_abs : forall (U T : typ), ([U] -> Prop) -> ([U] -> [T] -> Prop)
-> trm -> val
47 | trm_fix : forall (U T : typ), ([U] -> Prop) -> ([U] -> [T] -> Prop)

-> trm -> val.

También se define la operacion abrir, primero definiendo la funcién auxiliar {k ~ u} t,

junto con la notacién usada para hacer el codigo mas legible

PCF_Lang.v
s55. Reserved Notation "{ k '~>' u } t" (at level 67, right associativity).

56
s7. (x Funcidn recursiva para abrir una variable ligada ‘k° dentro un término ‘t°
58 * con otro término ‘u'. *)

s9.  Fixpoint open_rec (k : nat) (u : trm) (t : trm) {struct t} : trm :=

60 match t with

61 | trm_bvar 1 => if k =2 i then u else t

62 | trm_fvar _ => t

63 | trm_val v => trm_val (open_rec_val k u v)

64 | trm_app t1 t2 => trm_app ({ k ~> u } t1) ({ k ~> u } t2)
65 | trm_plus t1 t2 => trm_plus ({ k ~> u } t1) ({ k ~> u } t2)
66 | trm_prod t1 t2 => trm_prod ({ k ~> u } t1) ({ k ~> u } t2)
67 | trm_suc t1 => trm_suc ({ k ~> u } t1)
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68 | trm_pred t1 => trm_pred ({ k ~> u } tl1)

69 [ trm_iz t1 => trm_iz ({ k ~> u } t1)

70 [ trm_if t1 t2 t3 => trm_if ({ k ~> u } t1) ({ k ~> u } t2) ({ k ~> u }
t3)

7 end

72 with open_rec_val (k : nat) (u : trm) (v : val) {struct v} : val :=

73 match v with

74 | trm_abs U T P Q t1 => trm_abs U TP Q ({ S k ~> u } t1)

75 [ trm_fix U TP Q t1 => trm_fix U TP Q ({S (S k) ~>u } t1)
76 | _ => v

77 end

78

79 where "{ k ~> u } t" := (open_rec k u t).

entonces podemos definir la operacién abrir como se ve en las ecuaciones 3.2 y 3.3

PCF_Lang.v
st Definition open t u := {0 ~> u} t.
s2  Definition open_t t s u := {06 ~> u} {1 ~> s} t.
83
s« Notation "t AM u" := (open t u) (at level 67).

Por dltimo, definimos el predicado term

PCF_Lang.v
ss Inductive term : trm -> Prop :=
8 | term_var : forall x,

90 term (trm_fvar x)

o1 | term_v : forall v,

92 term_val v -> term v

93 | term_app : forall t1 t2,
94 term t1 —>

95 term t2 >

96 term (trm_app tl1 t2)

o7 | term_plus : forall t1 t2,
98 term t1 >

99 term t2 >

100 term (trm_plus t1 t2)
11 | term_prod : forall tl1 t2,
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term t1 >
term t2 ->
term (trm_prod t1 t2)
| term_suc : forall t1,
term t1 ->
term (trm_suc tl1)
| term_pred : forall t1,
term t1 >
term (trm_pred t1)
| term_iz : forall ti1,
term t1 >
term (trm_iz t1)

| term_if : forall tl1 t2 t3,

term t1 —->
term t2 >
term t3 —>

term (trm_if t1 t2 t3)
with term_val : val -> Prop :=

| term_num : forall n,
term_val (trm_num n)

| term_tt
term_val tt

| term_ff
term_val ff

| term_abs : forall L U T P Q t1,

(forall x, x \notin L -> term (t1 "* trm_fvar x))

term_val (trm_abs U T P Q t1)
| term_fix : forall L U T P Q t1,
(forall f, f \notin L ->

forall x, x \notin L \u \{f} —>

=>

term (open_t t1 (trm_fvar f) (trm_fvar x))) —>

term_val (trm_fix U T P Q t1).

Dado que pretérminos y valores de PCF son categorias sintacticas distintas en la implemen-

tacion, cuyas definiciones dependen una de la otra, las relaciones y funciones que se definan

sobre los elementos del lenguaje requeriran a su vez ser implementadas en pares, una definicion

sobre pretérminos trmy otra sobre valores val.
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3.3. Semantica operacional de paso grande para PCF

La evaluacion de programas en PCF esta dada por una semantica operacional de paso grande,
su definicién requiere de un ambiente de variables F y la estrategia de evaluacion es llamada
por valor. El ambiente es una coleccidn finita de pares (x, v) que asocia una variable libre x con
un valor v, lo cual escribimos E(x) = v. El ambiente FE tiene la restriccién que cada variable
tiene a lo mas un valor asociado a ella.

La relacién

El-t{v

se lee “el término ¢ en el ambiente E se evalda al valor v”. Las reglas de evaluacion para términos

se presentan en la figura 3.3.

E(x)=wv term v term v
FElrx v ElrFv{wv
E”‘ tl UA(U,T)(P,Q)-t?) EH‘ t] ‘UM(U,T)(P,Q)'t?)
E”_tQ»U«'U2 E”‘tzUUg
E I+ t3v2 U,Ug E I+ t3u’v2 Uvg
E -ttty vs ElFtyty ) vs
ElFtin El-tsIm ElFt1ln ElFtym
ElFti+tadn+m El-tixty dnxm
ElFtyn ElFtln
ElFsucct | Sn ElFpredt | predn
ElFtyo0 ElFtySn
E I iszerot || it EI-iszerot | ff
ElFty |t ElFty v El-t Jff ElFtslv
E IFift; thents elsets | v FE |- if t1 then t; else t3 | v

Figura 3.3: Relacion de evaluacién para PCF

Hacemos uso de la operacion abrir en la aplicaciéon de funciones como un analogo de la (-
reduccidn (en una seméantica operacional de paso pequeno) para la representacion local anénima:

una aplicacién (A.t)v se “reduce” a t¥. De igual manera, una aplicacion (p.t)v se “reduce” a tH,
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donde el superindice p es abreviacion para la abstraccion fix p.t, esto es, el cuerpo de la funciéon
se abre con si misma y con el argumento, en un espiritu similar a la reduccion del operador

fix(f.e) para “desenvolverlo” en e[fix(f.e)/ f].

Para ver con mas claridad de donde proviene la regla para aplicacion de abstracciones fix
en la figura 3.3, tomemos las reglas de evaluacion de paso grande y llamada por valor para

aplicacion de funciones y el operador fix®

to — v t1 — Azt tlv/x] — w elfix(f.e)/f] — v

ty tg — w fix(f.e) — v

y recordemos la ecuacidn 3.1, que nos dice que podemos ver una abstraccion fix p fx.t como fix
seguido de una abstracciéon lambda, ahora pensemos en la siguiente derivacién de una aplicacién

de una abstraccion fix

Az.t)[ufxt]f] — Aot/

to — v ty = pfrt — ot/ t'v/z] — w

t1tg — w

Supongamos por un momento que la sustitucion (Az.t)[ufx.t/ f] esta bien definida, enton-

ces tenemos que ¢’ = t[ufx.t/f], y reescribimos la derivacion anterior como

Ae.t)[pufxt/f] = Aet[ufet/f]

(Ax.t)[ufxt/f] — Axtjufz.t/f]
to — v t1 = pfrt — Axt[pfr.t/f] tipfrt/fllv/x] — w

t1tg — w

En nuestra presentacion de PCF, (u.t)v se “reduce” o evalta a t*¥ de la misma forma que

t1 ta = (ufx.t)ts se reduce a t[pfx.t/ f][v/x] en la derivacion anterior.

Aunque se puede definir la relacion de evaluacion sin un ambiente de variables tal que la
evaluacion de un término no cerrado tarde o temprano se bloquea al alcanzar una variable libre,
como suele ser norma, este tendra una funcién méas adelante cuando definamos la seméntica
axiomatica de PCF. La relacién de evaluaciéon como esta definida aun se puede bloquear si una

variable no estd definida en el ambiente durante la ejecucion.

La implementacioén de la relacion de evaluacion reds se encuentra en PCF_Eval.v. El am-

biente de variables se define como un ambiente de valores usando el tipo de dato env de la

’En el libro de Dowek [9] se puede encontrar una presentacion tradicional del lenguaje PCF como el calculo
lambda extendido con fix, su semantica operacional de paso grande, asi como una descripcion de distintas estrategias

de evaluacion.
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biblioteca TLC. Dado que un valor no induce computos, la relaciéon de evaluacion se define sobre
términos trm, y el resultado de la evaluacion de un término debe ser un valor val. También se

proporciona notacion.

PCF_Eval.v
15 (* Ambientes de evaluacidon con las definiciones de variables libres. *)

16 Definition eval_env := env val.

18 Reserved Notation "E ||- t ¢ v" (at level 68).

20 Inductive reds : eval_env -> trm -> val -> Prop :=

21 (* Variables libres. *)

22 | reds_var : forall E x v,
23 ok E ->

2 binds x v E ->

25 term_val v —>

26 E ||- trm_fvar x ¢ v

27 (* Valores. *)

28 | reds_val : forall E v,
29 term_val v ->
30 E [[- trm_val v ¢ v

31 (x Apliacidn de una abstraccién. x)

2 | reds_red : forall EUT P Q t3 v2 v3 tl1 t2,
33 E ||- t1 v (trm_abs U T P Q t3) —>

34 E ||- t2 v v2 —>

35 E [[- €3 " v2 ¢ v3 —>

36 E ||- trm_app tl t2 v v3

37 (* Apliacidn de una funcidn recursiva. x*)

3 | reds_fix : forall EU T P Q t3 v2 v3 tl1 t2,

39 let fix_ := trm_fix U T P Q t3 1in
40 E [[- t1 v fix_ —>

" E [|- t2 ¢ v2 —>

42 E ||- open_t t3 fix_ v2 ¢ v3 —>
43 E ||- trm_app t1 t2 ¢ v3

44 (* Suma. %)
55 | reds_plus : forall E nm tl t2,

46 E [[- t1 v trm_num n —>
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E [[- t2 v trm_num m ->

E ||- trm_plus t1 t2 ¢ trm_num (n + m)

(* Producto. *)

| reds_prod : forall E n m tl t2,

E ||- t1 ¢ trm_num n ->
E [[- t2 v trm_num m ->
E ||- trm_prod t1 t2 ¢ trm_num (n * m)

(* Sucesor. x*)

| reds_suc : forall E n t1,

E ||- t1 v trm_num n ->

E ||- trm_suc t1 ¢ trm_num (S n)

(* Predecesor. *)

| reds_pred : forall E n t1,

E ||- t1 v trm_num n ->

E ||- trm_pred t1 ¢ trm_num (pred n)

(* IsZero, caso verdadero. x*)

| reds_iz_tt : forall E t1,

E [[- t1 v trm_num 0 —>

E [[- trm_iz t1 ¢ tt

(* IsZero, caso falso. *)

| reds_iz_ff : forall E n t1,

E ||- t1 ¢ trm_num (S n) ->

E |[[- trm_iz t1 ¢ ff

(x If, guardia verdadera. x*)

| reds_if_tt : forall E v g t1 t2,

E||-g¢ tt —>
E ||-tlov->
E [[- trm_if g t1 t2 ¢ v

(x If, guardia falsa. x)

| reds_if_ff : forall E v g t1 t2,

E[|-gv ff
E ||- t2 ¢ v
E | |- trm_if
where "E ||- t v

=2

->

g tl t2 ¥y v

VII

:= (reds E t v).
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3.4. Elsistema de tipos para PCF

Los tipos de PCF se presenta en la figura 3.4. La relacién o juicio de tipificado®
'et:T

se lee “el término ¢ tiene tipo 1" bajo el contexto I'” y esta definida en la figura 3.57. El contexto
de tipos (typing context) I es una coleccion finita de pares (x,T") que asocia una variable libre
x con un tipo 7', que escribimos z : 7. El contexto I" tiene la restriccion que, dada una variable

x,hay alomasuntipo 7T talque z : T € T.

Tipos
T == N Numeros naturales
| B Constantes booleanas
| Th =T, Funciones
Figura 3.4: Los tipos de PCF
z:Tel
'Exz:T 'En:N 'Eu:B T'Eff:B

Ved L. T,x:UEt:T Vf¢ LVx ¢ LU{f}. I,f:U=T,z:UEt/":T

F':)\(U7T)(p7Q).t:U:>T P':M(U,T)(P,Q)'t:U:>T
F':tliU:>T F':tgiU F':tliN F}:ZLQ:N
I'Etite: T F'Eti+to: N
T'Et;: N I'Ety: N I'Et: N I'Et: N I'Et: N
T'Etixta: N I'Esucct: N I'Epredt: N I'Fiszerot: B

I'Et1:B T'Ety: T I'Ety: T

I'Eift; thentyelsets : T

Figura 3.5: Juicios de tipificado para PCF

STambién se le suele llamar relacién para verificacién de tipos.
’El uso del doble torniquete I, en vez del torniquete - como es usual en la literatura, es solo para notacién y no

debe entenderse como una forma de consecuencia semantica. El uso del torniquete - lo reservamos como notacion

para la semantica axiomatica méas adelante.
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La implementacion de los tipos typ se encuentra en PCF_Types.v, cuya definicion refleja

directamente la estructura de la figura 3.4.

PCF_Types.v
s Inductive typ : Set :=
o | typ_nat : typ
0 | typ_bool : typ
un | typ_arrow : typ -> typ > typ.
12
13 (* Notaciones. x*)
14 Notation "'N'" := (typ_nat).
15 Notation "'B'" := (typ_bool).
16 Notation "U '==>" T" := (typ_arrow U T) (at level 2, right associativity).

La relacion de tipificado se encuentra en PCF_Typing.v. Definimos el contexto de tipos ctx
como un ambiente env de tipos typ, las relaciones de tipificado sobre términos y valores, typing

y typing_val respectivamente, y se proporciona notacion.
PCF_Typing.v

¢ (* Contextos de tipos. x)

7 Definition ctx := env typ.

9 (* Relacion de tipificado. *)
10 Reserved Notation "G |= t ~: T" (at level 69).

11 Reserved Notation "G |= v =: T" (at level 69).

13 Inductive typing : ctx -> trm -> typ -> Type :=

14 | typing_var : forall G x T,

15 ok G —>
16 binds x T G —>
17 G |= trm_fvar x ~: T

18 | typing_v : forall G v T,
19 G |=v = T
20 G |=v ~: T

21 | typing_app : forall U T G t1 t2,

22 G |=tl ~: U ==>T >
23 G [=t2 ~: U —>
24 G |= trm_app t1 t2 ~: T

5 | typing_plus : forall G tl1 t2,
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26 G |[= t1 ~: N —>
27 G |[=t2 ~: N —>
28 G |= trm_plus t1 t2 ~: N

9 | typing_prod : forall G t1 t2,

30 G |[=tl ~: N —>
31 G |[= t2 ~: N —>
32 G |= trm_prod t1 t2 ~: N

33 | typing_suc : forall G ti,
34 G |=tl ~: N —>

35 G |= trm_suc tl1 ~: N

6 | typing_pred : forall G ti,
37 G |=tl ~: N —>

38 G |= trm_pred t1 ~: N

9 | typing_iz : forall G t1i,
40 G |=tl ~: N —>

a1 G |[= trm_iz t1 ~: B

2 | typing_if : forall T G t1 t2 t3,

43 G |=t1 ~: B —>
44 G |=t2~: T >
45 G |=t3 ~: T >
46 G |[= trm_if t1 t2 t3 ~: T

47
8 where "G |[= t ~: T" := (typing G t T)
49

so with typing_val : ctx -> val -> typ -> Type :=

5t | typing_num : forall G n,

52 G |= trm_num n =: N

53 | typing_tt : forall G,

54 G |= tt =: B

% | typing_ff : forall G,

56 G |= ff =: B

57 | typing_abs : forall L G U TP Q ti,
58 (forall x, x \notin L -> G & x ~ U |= t1 " trm_fvar x ~: T) ->
59 G |= trm_abs U TP Q tl =: U-==>T
60 | typing_fix : forall L G UT P Q t1,
61 (forall f, f \notin L ->
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forall x, x \notin L \u \{f} —>
G&f ~U==>T&x ~U |=open_t t1 (trm_fvar f)
(trm_fvar x) ~: T) ->

G |= trm_fix U TP Q tl =: U ==>T

where "G [= v =: T" := (typing_val G v T).

3.5. Logica de Hoare para PCF

Antes de poder definir las aserciones e implementar el sistema de inferencia vamos a encajar,
o reflejar, los tipos y valores de PCF en la 16gica de CoQ. Cuando hablemos de tipos o valores de
PCF diremos que pertenecen al nivel computacional, cunando hablemos de términos de la logica

de Cogq diremos que pertenecen al nivel logico.

A cada tipo en el nivel computacional le asignaremos un tipo en el nivel légico (esto es,
en Type), v a cada valor del nivel computacional un término del nivel 16gico que habita en la
reflexion logica del tipo computacional del valor. Como es de esperarse, la reflexion logica de los
numeros naturales en PCF son los numeros naturales de CoQ, analogamente para las constantes

booleanas. Para las funciones adoptamos el método presentado en [18].

Recordemos que las funciones de PCF se anotan explicitamente no solo con los tipos del
parametro y de retorno, también con un par de férmulas P y () (figura 3.1); estas formulas
fungen como la precondicién y la poscondicion de una funcién respectivamente, en el mismo
espiritu que las aserciones Pre y Post con que se anota una funcion del lenguaje funcional simple
en una terna (ecuacion 2.6). Estas formulas, al igual que las aserciones con que anotaremos
programas, pertenecen a una logica de orden superior pues, de acuerdo a los autores de [18], si
las funciones pueden abstraer sobre funciones, entonces especificaciones deben abstraer sobre

especificaciones®. Estas formulas se implementan con predicados en Prop.

La reflexion logica de una funcién es entonces el par (P, (), su especificacion, con P un
predicado sobre (la reflexion logica de) el argumento y () un predicado sobre (las reflexiones
logicas de) el argumento y el resultado. Aqui, una vez mas, se sigue la nocién que solo se necesita

la especificacion de una funcién para razonar con ella o con programas que la involucren.

Las variables libres en PCF tienen un valor asociado en el ambiente de variables durante

8Los autores sefialan trabajo previo con respecto a la solidez y completitud de extensiones de la logica de Hoare,
notablemente el resultado de Clarke [5] sobre lenguajes con procedimientos de orden superior, recursién, alcances
estaticos, variables globales y declaraciones anidadas de procedimientos para los cuales no es posible tener una
légica completa, y la solucion de Damm y Josko [8] de pasar de un lenguaje de aserciones de primer orden a uno de

orden superior. Solidez y completitud de la légica para PCF no seran discutidas en este trabajo.
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la ejecucidn, sin embargo, este ambiente no cambia en ningin momento de la ejecucién, y
no se introducen nuevas variables libres en el texto de un programa como se hace en otras
definiciones. Las variable libres en este lenguaje son “huecos” en un programa, y la finalidad del
ambiente de variables es proporcionar valores para llenar esos huecos en lugar de una expresiéon
que pueda sustituir a la variable, esto con el propdsito de tomar las variables libres (que no son
valores, y que sin un ambiente de variables bloquearian la ejecucion) y llevarlas a las aserciones

en el nivel logico.

También, impondremos una restriccion al lenguaje, especificamente sobre los valores que
pueden tener asociados las variables en el ambiente de variables pues deseamos que estos tengan
el mismo tipo que la variable en el contexto de tipos. Dado un contexto de tipos I' y un ambiente

de variables F, definimos el predicado compatible como:
compatible U E=Vx T Th. E(x) =v—TkFa: T —-TkEv: T -T=T (3.4)

Informalmente, el predicado compatible nos dice que variables y valores asociados tienen
el mismo tipo, con esto queremos que sea seguro reemplazar una variable libre durante la
ejecucion de un programa por el valor asociado en el ambiente. Esto es relevante pues si una
variable fuera reemplazada por un valor arbitrario con tipo distinto durante la evaluacién, es
facil ver que el lenguaje fallaria inmediatamente en tener propiedades deseables en un lenguaje
de programacién como preservacion de tipos y progreso, aunque estas propiedades no seran

demostradas en este trabajo.

Las definiciones de aserciones, de ternas y las reglas de inferencia se encuentran en el
archivo PCF_Hoare.v, pero antes veremos algunas definiciones para reflejar tipos y valores de

PCF en el nivel logico.

3.5.1. Reflexion logica de tipos y valores

Definimos la funcién typ_refl (archivo PCF_Typing.v) cuyo proposito es reflejar los tipos

del nivel computacional en el nivel 16gico. Dado un tipo X, su reflexion logica, denotada [X], es:
= nat, el tipo de los nimeros naturales, si X = N,
= bool, el tipo de los valores booleanos, si X = B,

» ([U] = Prop) x ([U] — [T] — Prop), el tipo de las especificaciones de funciones con
tipo X =U =T1T.
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PCF_Types.v

20 Reserved Notation "[ X ]".
21
22 Fixpoint typ_refl (X : typ) : Type :=

23 match X with

24 [ N => nat

25 | B => bool

26 | U==>T=> ([U] -> Prop) = ([U] -> [T] -> Prop)
27 end

28

29 where "[ X ]" := (typ_refl X).

Ahora definimos la funcién val_refl (archivo PCF_valRefl.v) que refleja los valores del
nivel computacional en el nivel 16gico, los cuales son habitantes de la reflexion logica de su tipo.
Dado un valor v, un tipo 7'y un contexto de tipos I" tal que I' F v : T, la reflexion logica de v

es un habitante de [7T']. La reflexion logica de valores se define como:
m nsiv=mn,

m truesiv = tt,

false siv = ff,

(P,Q) siv = A\ur)prg)t

(P, Q) siv = pwmr)(pe-t

PCF_ValRefl.v
12 Definition val_refl (v : val) (T : typ) (G : ctx) : G [= v ~: T -> [T].

13 Proof.

14 intros X; (* X es una prueba de G |= v ~: T. x)
15 destruct v; (* Andlisis de casos sobre el valor v. *)
16 inversion X; (x Nos da una nueva hipdtesis X0, donde x*)
17 inversion X0; (* X0 es una prueba de G |= v =: T. *)
18 subst; simpl.

19 - apply n. (* v es un numero natural n,

20 regresamos n. *)
21 - apply true. (* v es tt, regresamos true. x)
22 - apply false. (*x v es ff, regresamos false. x)
23 - apply (P,P®). (* v es una abstraccién lambda,
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regresamos su especificacion. *x)
- apply (P,P0). (* v es una abstracciodn fix,
regresamos su especificacion. *x)

Defined.

3.5.2. Aserciones y Ternas de Hoare

Las aserciones describen la relacién que hay entre las variables libres de un programa PCF y
el valor resultado de la evaluacion de este. La precondicion o rely describe propiedades sobre las
variables libres de un programa que han de ser ciertas antes de evaluarlo, para ello nos referimos

al ambiente

PCF_Hoare.v

Definition rely := eval_env -> Prop.

mientras que la poscondicién o guarantee habla sobre (la reflexion logica de) el resultado de la

evaluacion

PCF_Hoare.v
Definition guarantee := forall T, [T] -> Prop.

Como el tipo légico del valor depende del tipo computacional que este tiene, guarantee se

define como un tipo producto dependiente.
Definimos el predicado compatible (ecuacion 3.4),

PCF_Hoare.v

Definition compatible (G : ctx) (E : eval_env) :=
forall x T T' v,
binds x v E —>
G |= trm_fvar x ~: T ->
G |=v~: T" >

T = 70,

También definimos la preservacion de tipos

SiTEt: Ty ElFt| v entonces 'Fv:T

como un axioma, esta propiedad sera necesaria para definir las ternas de Hoare para PCF.
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PCF_Hoare.v

Axiom preservation : forall GE t v T,
G |=t~ T
E||-tyvv >

G |[=v ~: T.

Esta propiedad la declaramos como axioma para no tener que demostrarla, la razoén detras de
esta decision es que tratar de demostrar la preservacion de tipos en nuestra implementacién
de PCF conllevaria considerable trabajo pues usualmente esto requiere demostrar propiedades
auxiliares sobre la relacion de tipificado y el Lema de sustitucion®. Todo esto nos desviaria de la
meta principal de este capitulo que es definir la semantica axiomatica para PCF, no formalizar

la metateoria de PCF.

La idea general detras de una terna de Hoare

{P}t{Q}

para el lenguaje PCF es “si el término ¢ se ejecuta cuando se satisface P, entonces el valor
resultante satisface ()7, donde la precondicién o rely P habla de las variables libres en ¢ y
la poscondicién o guarantee @ habla del valor resultante de la evaluacion. Sin embargo, la
definicion e implementacion de PCF son mas complicadas que en el lenguaje funcional simple y

hay detalles que es necesario esclarecer.

Primero, () habla sobre la reflexion logica del valor v resultado de la evaluacién, que
(asumiendo se preservan los tipos) tiene tipo [T'], con T el tipo computacional de ¢ bajo un
contexto de tipos I', con lo que de alguna manera la definicion de terna tendra que involucrar el
juicio de tipificado I F ¢ : T', pues guarantee es un tipo dependiente, junto con el axioma de
preservacion de tipos para tener el juicio I' F v : T'. Segundo, la relacion de evaluacion depende

de un ambiente de variables F, que debe ser compatible con el contexto I'.

Recapitulando, para la definicién de terna requerimos los siguientes puntos:

1. El contexto de tipos I,

2. El ambiente de variables E de la evaluacion tal que compatible I' E,
3. Eltipo T" de ¢ y el juicio de tipificado ' F ¢ : T,

4. Elvalorvtalque ElFt v,y

5. La reflexion logica de v.

®Véanse las conclusiones para una discusion al respecto.
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3.5. LOGICA DE HOARE PARA PCF

Anotaremos las ternas de Hoare con el contexto I'
I'H{P}t{Q}

en caso de ser necesario extender el contexto al abrir una expresiéon con una o més variables.

Entonces definimos la terna de Hoare formalmente como

I'E{P}t{Q} =VE. compatibleT E —
VI'v.TEt:T—-FElFtlv— (3.5)
PE—-QTv
La reflexion logica de v, escrita v en 3.5, se obtiene al utilizar el axioma preservation para
obtener una prueba de I' ¥ v : T, y entonces aplicar la funcién val_refl para obtener el
término v con tipo [T].

PCF_Hoare.v

36 Definition anotacion (G : ctx) (P : rely) (t : trm) (Q : guarantee) : Prop

37 forall E, compatible G E ->

38 forallL Tv (p:G |=t~:T) (q:E||][-tevvVv), PE~->
39 Q T (val_refl (preservation p q)).

40

a1 Notation "G |- {{ P }} t {{ Q }}" := (anotacion G P t Q)
42 (at level 90, t at next level) : pcf_hoare_scope.

Es importante aclarar aqui que dado que preservation es un axioma, el término
(preservation pq) : G |[=v : T
no tiene contenido computacional, y en consecuencia
val_refl (preservation p q) : [T]

tampoco. Esto probara ser fuente de dificultades mas adelante.

3.5.3. El sistema de inferencia

En general, la estructura de las reglas para el sistema de inferencia para este lenguaje no
cambia mucho a comparacioén de aquellas presentadas para el lenguaje funcional simple (figura
2.5). Aqui tenemos reglas para constantes numéricas

PCF_Hoare.v

46 Theorem hoare_num : forall (G : ctx) (n : nat) (Q : guarantee),

47 G |- {{ fun _ => Q Nn }} trm_num n {{ Q }}.
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y para las constantes booleanas

PCF_Hoare.v

Theorem hoare_tt : forall (G : ctx) (Q : guarantee),

G |- {{

fun _ => Q B true }} tt {{ Q }I}.

PCF_Hoare.v

Theorem hoare_ff : forall (G : ctx) (Q : guarantee),

G |- {{

fun _ => Q B false }} ff {{ Q }}.

que siguen la misma estructura que las reglas HoaARENum y HoAREBoOL del lenguaje funcional

simple. Lo mismo se puede decir de la regla para expresiones condicionales

PCF_Hoare.v

Theorem hoare_if : forall G tl1 t2 t3 P Q R,

G |- {{
G [- {{
G |- {{
G |- {{

P t1 {{R}} >

fun E => P E /\ R B true }} t2 {{ Q }} —>
fun E => P E /\ R B false }} t3 {{ Q }} —>
P }} trm_if t1 t2 t3 {{ Q }}.

con respecto a la regla HOAREIF.

En cuanto a las reglas para operadores aritméticos y el test iszero, en todos estos casos se

utiliza lo que se puede concluir de las subexpresiones de un término para concluir la poscondiciéon

de este dltimo.

PCF_Hoare.v

Theorem hoare_plus : forall G t1 t2 P (Q : guarantee) Q1 Q2,

G |- {{
G |- {{
(forall
G |- {{

P 3} t1 {{Q1}} —>
P }r t2 {{ Q }} —>
nm, QLNnNn->Q2Nm->QN (n+m)) —>

P }} trm_plus t1 t2 {{ Q }}.

PCF_Hoare.v

Theorem hoare_prod : forall G t1 t2 P (Q : guarantee) Q1 Q2,

G [- {{
G |- {{
(forall
G |- {{

P 3> t1 {{Q1}} —>
P 3} t2 {{ Q }} —>
nm, QLNNn->Q2Nm->QN (n*xm)) ->

P }} trm_prod t1 t2 {{ Q }}.
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PCF_Hoare.v
224 Theorem hoare_suc : forall G t1 P (Q : guarantee) Q',
225 G |- {{P1}}tr{{Q }} >
226 (forall n, Q' Nn -> QN (Sn)) —>
227 G |- {{ P }} trm_suc t1 {{ Q }}.
PCF_Hoare.v
211 Theorem hoare_pred : forall G t1 P (Q : guarantee) Q',
272 G |- {{P3}}t1{{Q }} —>
273 (forall n, Q' Nn -> Q N (pred n)) ->
274 G |- {{ P }} trm_pred t1 {{ Q }}.

PCF_Hoare.v

278 Theorem hoare_iz : forall G t1 P (Q : guarantee) Q',

279 G |- {{P1}}t1{{Q }}

280 (Q" NO -> Q B true ) ->

281 (forall n, Q" N (S n) -> Q B false) —>
282 G |- {{ P }} trm_iz t1 {{ Q }}.

Dado que guarantee es un tipo dependiente, las implicaciones de la forma Q1 — Q2 — Qy
Q' — @, que involucran las poscondiciones para las subexpresiones y la poscondicion de la
terna en la conclusion de las reglas, reciben como argumentos el tipo y el valor resultado de la
expresion correspondiente. En el lenguaje funcional simple, las poscondiciones solo se referian
al valor resultado de la evaluacion (figureas 2.5¢ y 2.5d), y se sabia si este era un nimero natural
o un booleano dependiendo el tipo de terna, y en consecuencia, si la poscondicion era de tipo

guarantee 0 guarantee_bool

También tenemos la regla de consecuencia

PCF_Hoare.v

315 Theorem hoare_consequence : forall G t (P : rely) (Q : guarantee) P' Q',

316 G |- {{P }}t{{Q }} >

317 (forall E, P E -> P' E) —>
318 (forall Tv, Q" Tv —>QTyv) —>
319 G |- {{ P}t {{Q}l}

Las demostraciones de las reglas que se han listado hasta ahora han sido admitidas (salvo la
regla hoare_consequence) dado que la meta a resolver en Coq tiene la forma

Q T (val_refl (preservation Htyping Heval))

63



CAPITULO 3. EL LENGUAJE PCF

donde la hipétesis Htyping es el juicio de tipificado del programa anotado
Htyping : G |= t ~: T
y la hipotesis Heval es la relacion de evaluacion
Heval : E [|- t v v
(ambas hipotesis se obtienen de la definicién de terna como se dio en la ecuacién 3.5) y como
ya se habia mencionado, preservation es un axioma y la aplicaciéon de val_refl no tiene
contenido computacional. Idealmente, la aplicacion de val_refl deberia reducirse a un término

de tipo [T1, la reflexion logica de v, pero CoQ no puede hacer esto.

Para apreciar lo que esta ocurriendo aqui, analicemos el contexto de prueba de la regla

hoare_num

1 subgoal
G : ctx
n : nat

Q : guarantee

E : eval_env

Hc : compatible G E
Htyping : G |[= n ~: N
Heval : E [[- n v n
HQ : Q N n

X : typing_val G n N

H1 : term_val n

Q N (val_refl (preservation Htyping Heval))

El término (val_refl (preservation Htyping Heval)) tiene tipo [N] y deberia poder redu-
cirse a n, sin embargo CoQ no puede aplicar la funcién val_refl porque, aunque sabe que
(preservation Htyping Heval) es una prueba de G |= n ~: N (ese es su tipo), el término
sintictico no tiene contenido computacional alguno, no es un testigo y no puede operar con él.
Esquivamos este obstaculo reemplazando manualmente (val_refl (preservation Htyping
Heval)) por n con la tactica

replace (val_refl (preservation Htyping Heval)) with n.

lo que nos deja en el siguiente contexto de prueba
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2 subgoals
G : ctx
n : nat

Q : guarantee

E : eval_env

Hc : compatible G E
Htyping : G |= n ~: N
Heval : E [[- n v n
HQ : Q N n

X : typing_val G n N

H1 : term_val n

subgoal 2 is:

n = val_refl (preservation Htyping Heval)

La submeta actual es exactamente la hipotesis HQ, sin embargo, la segunda submeta no pode-
mos demostrarla porque es exactamente la reduccion que CoQ no puede realizar. Entonces la

demostracion de la regla hoare_num queda incompleta y la admitimos.

Situaciones analogas evitan que podamos demostrar las demas reglas. Tentativamente este
obstaculo puede ser resuelto demostrando la propiedad de preservacion de tipos para PCF, pero
ya se dijo previamente que tal tarea no se llevara a cabo en este trabajo, asi que de momento

simplemente admitimos los teoremas.

Una posible soluciéon que podria saltar a la mente seria recurrir a axiomas que permitan
resolver estas ecuaciones que CoQ no puede, asi como se hizo con la regla HoAReFUNC, que
se implementdé como un axioma puesto que no se puede demostrar como teorema. La idea
seria siempre que haya una aplicacion de la funcién val_refl a un valor (junto con su juicio
de tipificado), uno de estos axiomas nos dice que esto es igual a su reflexion logica esperada.
Con esto estariamos reemplazando la funcionalidad que deseamos implementar con val_refl,
la reflexion logica de valores, y en consecuencia, evitando parte del trabajo a realizar que es
encajar el nivel computacional en la 16gica de Coq, por lo que no recurrimos a axiomas en esta

ocasion.

Un problema distinto surge al tratar de formalizar una regla para variables libres. Aqui nos

interesa proponer una regla similar a la regla HOAREVAR para el lenguaje funcional simple,
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donde la poscondicion figura en la precondicién. Si () es poscondicion para una variable libre x,
@ habla sobre el valor v asociado a la variable x por un ambiente de variables F, ademas, )
habla también de (recibe como argumento) el tipo 7" de = segun el contexto I'. La regla para

variables debe tener entonces la forma

IE{QT v}z {Q}

pero recordemos que la precondicion es un predicado sobre el ambiente de variables, corregimos

esta regla acorde

FE{XE.Jv. E(x) =vAQT v} z{Q}
Aqui requerimos que la variable libre = tenga un valor v asociado en el ambiente F, por ello la

cuantificacion existencial.

Pero hay algo incorrecto en esta regla: v es un valor en el nivel computacional y ) habla
sobre su reflexion logica. Para esto recurrimos a la funcion val_refl, que ademas necesita el

juicio de tipificado de v

FF{A\E.Jup. E(x) =vAQT (val_reflp)} z {Q}

donde p es una pruebade I' Fv : T

PCF_Hoare.v

151 Theorem hoare_var : forall (G : ctx) (x : var) (T : typ) (Q : guarantee),
152 G |- {{ fun E => exists (v : val), exists (p : G |[= v ~: T), get x E =
Some v /\ Q T (val_refl p) }} trm_fvar x {{ Q }}.

En esta regla se hace presente de nuevo el problema con la reflexion 16gica de valores y el
axioma preservation, pero en este caso tenemos dos instancias. Igual que antes, tenemos una
meta por resolver de la forma

Q T (val_refl (preservation Htyping Heval))
pero ademas tenemos entre nuestras hipotesisQ T (val_refl p),la precondicion de la terna, y
aqui CoQ tampoco es capaz de aplicar la funcién val_refl. Esta hipdtesis deberia ser suficiente

para resolver la meta, pero una vez mas admitimos la regla.

Las abstracciones lambda en PCF estan anotadas con férmulas, por lo que una terna para
AW,T)(P,Q)-t debe adaptarse a una terna sobre el cuerpo ¢, abierto con una variable libre x, que

utiliza estas formulas como precondicién y poscondiciéon
Veg¢ L. Tyz:UF{RAP}t*"{Q}
(P—=Q)— S
I'={R} A\t {S}
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Ademés necesitamos saber que la especificaciéon de la funcidn, codificada en la implicacion
P — (@ en el segundo antecedente de la regla, implica la poscondicién .S que se quiere concluir
sobre la abstraccion. Esta es la regla para abstracciones que aparece en [13]. Recordemos aqui
que Py () son la precondicién y poscondicion que carga la abstraccion; son las aserciones para

el cuerpo de la abstraccion, no de la abstraccion.

En esta regla requerimos saber que la variable x tiene un valor v asociado en el ambiente £,
que es el argumento que recibe la funcién al ser aplicada. Podriamos incorporar esta informacion
a la regla como sigue

Veg¢ L.Fv. T,xz:UF{AE. E(x) =vAREAPv}t*{Qu}
(P—-Q)— S
I'H{R} At {S}

(%)

pero Py () no esperan un valor v del nivel computacional, més bien la reflexion logica de v, y
para ello necesitamos una prueba de que v tiene tipo U bajo I'. Entonces, al igual que como
ocurri6 con la regla para variables, necesitamos cuantificar existencialmente una prueba p de

I'Ewv:U.

Pero hay un segundo problema aqui, y es que la variable x es fresca, por lo que no deberia
estar definida en el ambiente de variables F cuantificado en la terna para t*, que ademas es
distinto al ambiente cuantificado en la terna de la abstraccién. Tenemos ahora el problema del
cambio de ambiente al que nos enfrentamos en la regla HOARELET del lenguaje funcional simple,
que requeria hacer cambios de ambientes explicitos. Introducir mas aserciones e implicaciones
a la regla la haria demasiado engorrosa y poco clara, y esto sin mencionar el tercer problema

presente en la regla.

Las aserciones guarantee, como S, son funciones dependientes con tipo VX. [X] — Prop,
mientras que la poscondicién @) de la abstraccion tiene tipo [U] — [T'] — Prop. Si queremos
usar () en una terna, como figura en el primer antecedente de (%), es necesario “adaptarla” a

una funcién dependiente mediante una manipulacién no trivial como la siguiente
AX :typ. Aw : [X].if X =T then Qvw else False

donde “envolvemos” a () en una funcién que recibe un tipo typ X arbitrario y un habitante w
de [X], y siel tipo X es T (el tipo de regreso de la abstraccion A.t), regresamos la proposicién
Qvw, es decir, ) aplicada a la reflexion logica de v y la reflexion 16gica w del valor w resultante
de la ejecucion de ¢*. En caso contrario, t* se evaliio a un valor w que no tiene tipo 1’ (algo que

no deberia ocurrir si la abstraccion esta correctamente tipificada) y regresamos False.

Debe ser claro en este momento que ya no es plausible disefiar una regla util para anotar
abstracciones. El caso de las abstracciones fix sera igual, o mas complicado dado que es necesario

abrir el cuerpo de la abstraccion con dos variables.
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En cuanto a una aplicacién de funcion t; ¢35, no tiene mucho sentido tratar de presentar
una regla puesto que las reglas para abstracciones fueron un fracaso, pero idealmente la regla

tendria la forma
I'E{P}t1 {R} L' A{P}ta {S}
RAS —=Q
I'E{P}t1t2 {Q}

que es la regla para aplicacién de funciones presentada en [13].

Dado que no pudimos disefiar con éxito reglas para abstracciones lambda o fix, no tenemos
un sistema de inferencia ttil para PCF. La tinica regla que pudo demostrarse con éxito fue la
regla de consecuencia, pero esto es debido a que su demostracion depende méas de la 16gica

subyacente que habitan las aserciones que de el significado formal de las ternas.

Si se desea intentar perseguir esta implementacién quiza sea necesario reconsiderar la
forma en que reflejamos los valores del nivel computacional en el nivel logico, o considerar una

estrategia enteramente distinta para formalizar no solo las reglas, sino las aserciones y ternas.

Se sefial6 previamente que los problemas que surgen debido a las aplicaciones de la funciéon
val_refly el axioma preservation podrian resolverse demostrando el enunciado de preser-
vacion de tipos, pero de no ser el caso una ruta alternativa a seguir podria ser implementar la
reflexion de valores sin depender de juicios de tipificado, aunque esta solucion no es inmediata-
mente obvia pues la reflexion logica de un valor v debe tener tipo [7T'] en el nivel 16gico, por lo

que a primera vista es necesario tener un juicio que relaciona v con su tipo computacional 7.

Otra opcioén seria deshacernos del juicio de tipificado embebido en la definicion de terna, de
hacer esto deberiamos cambiar las aserciones, especificamente la definicién de guarantee, que
depende del tipo computacional 7" del resultado de la evaluacion, y en tal caso necesitariamos
recuperar la informacién de los tipos de los programas de algin lugar ya que los tipos de las

reflexiones logicas son inseparables de los tipos computacionales.

Una tercera opcion, relacionada a la previa, y posiblemente la que implicaria mas esfuerzo,
seria implementar un lenguaje de orden superior para expresar las aserciones que nos interesan,
junto con un sistema de tipos para verificar que las féormulas de este lenguaje, reflexiones logicas
y variables estén bien tipificadas, permitiendo asi extraer los juicios de tipificado (de programas)
de la definicion de terna, esta informacion ya no es necesaria pues las aserciones ya estan bien

tipificadas. Esta es la opciéon tomada en [18, 13].
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Conclusiones

El lenguaje funcional simple presentado en el capitulo 2 fue intencionalmente disefiado con
restricciones artificiales que reducen en gran medida su utilidad y flexibilidad, esto a comparacion
de lenguajes de programacion funcionales modernos, pero en su sencillez encontramos la ventaja
de ser un lenguaje con el cual es muy fécil trabajar. De una manera similar al articulo original
de Hoare [11], donde el lenguaje imperativo estudiado es pequefio pero cuenta con estructuras
de control imperativas basicas, el lenguaje funcional simple fue pensado tratando de capturar
las estructuras de control funcionales y tipos de datos basicos, en aras de poder tomar las ideas
que subyacen la logica estilo Hoare presentada y puedan ser replicadas en la construccion de

sistemas de inferencia para lenguajes funcionales mas interesantes.

El sistema de inferencia presentado en la seccion 2.4 esta inspirado y se deriva de los
trabajos de Yann Régis-Gianas y Francois Pottier en [18], y Kohei Honda y Nobuko Yoshida
n [13]. En ambos trabajos se presenta una logica estilo Hoare para lenguajes funcionales
considerablemente mas complejos que el lenguaje funcional simple, pero el razonamiento detras
de las reglas propuestas para las estructuras de control que comparten con el lenguaje funcional

simple es esencialmente es mismo.

Se explico con detenimiento como ocurre la ejecucion de las estructuras de control y opera-
dores en el lenguaje funcional simple con el propésito de “traducir” el significado proporcionado
por una semantica operacional a una seméantica axiomatica. Aunque el resultado final fue un
sistema de inferencia con un nimero relativamente alto de reglas (figura 2.5), al menos a com-
paracion del caso imperativo (figura 1.2), la 16gica obtenida es flexible y puede ser extendida a
mas tipos de programas: el lenguaje funcional simple podria extenderse con mas tipos de datos
y operaciones, o llevar las reglas a algtin otro lenguaje con mayor funcionalidad practica, y solo
requeririamos incrementar la légica con nuevas reglas para describir el comportamiento de la
nueva funcionalidad que sea de interés. Esta modularidad de la légica de Hoare se debe a su

naturaleza composicional y que su definicion esta dirigida por la sintaxis del lenguaje.

Por ejemplo, en el lenguaje funcional simple existe la posibilidad de definir y usar funciones

recursivas mutuamente definidas (cosa que no fue mencionada en ningiin momento para no
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ensanchar la discusion mas alla de lo tratable en términos de tiempo y esfuerzo). Funciones
recursivas mutuamente definidas requieren afadir una regla al sistema de inferencia que
generaliza la regla HoareFunc permitiendo verificar multiples funciones simultaneamente, como
lo hace Von Oheimb en [19].

En una presentacién similar a la légica de Hoare para WHILE en el libro de Pierce [17],
definimos el significado formal de un terna de Hoare apoyandonos de la semantica operacional de
paso grande del lenguaje, y los axiomas y reglas de inferencia fueron expresadas como teoremas
en CoQ y se demostraron, salvo por la regla HOAREFUNC que como se menciond tuvo que ser
definida como un axioma. Las demostraciones de las reglas dan fe de la validez de las reglas en el
sistema de inferencia introducido en el presente trabajo, en el sentido que su estructura preserva
la verdad de los juicios (las ternas), capturando adecuadamente el razonamiento deductivo que

se seguiria al razonar en papel sobre programas funcionales.

Por otra parte, el lenguaje PCF trabajado en el capitulo 3 probo ser menos noble. El sistema
de inferencia para PCF sigue en gran medida el mismo diseflo que la logica del lenguaje funcional
simple, pero su formalizaciéon en CoQ siguiendo la metodologia de [18] introdujo dificultades: el
significado formal de una terna (ecuacion 3.5) es una formula compleja y la reflexion logica de
valores implementada en la funcion val_refl en conjuncion con el axioma preservation no

nos permiti6é concluir las demostraciones de las reglas propuestas.

Tentativamente, las reglas admitidas en la implementacion podrian ser demostradas con
éxito si preservation fuera un teorema en vez de un axioma, lo que permitiria a CoQ realizar

los computos necesarios y resolver una meta de la forma
Q T (val_refl (preservation Htyping Heval))

con alguna de las hipdtesis presentes en el contexto durante la prueba. No obstante, demostrar
que el lenguaje PCF posee la propiedad de preservacion de tipos requeriria considerable esfuer-
z0, seria necesario demostrar lemas y teoremas analogos a los que lista Charguéraud en [3]
para demostrar la preservacion de tipos en el calculo lambda con tipos simples: propiedades
estructurales de la relacion de tipificado como el Lema de debilitamiento, propiedades entre la
sustitucion textual de variables libres y la operacion abrir, y el Lema de sustitucion. Esta tarea
no es trivial y de hecho podria justificar un trabajo de tesis independiente del presente. Como
se sefiald en su momento, el proposito de esta tesis es disefiar axiomas y reglas de inferencia,
no formalizar la metateoria de PCF, demostrar preservacion de tipos queda fuera de nuestro

alcance.

También, como se pudo apreciar hacia el final del capitulo 3, las reglas para abstracciones
lambda, abstracciones fix y aplicaciones de funciones se volvieron en extremo complicadas y

para nada claras, en marcado contraste con las reglas HoAREFunc y HoAREAPP disefiadas para el
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lenguaje funcional simple, por lo que tuvimos que dejar incompleto el sistema de inferencia para
PCF, al menos hasta que podamos encontrar una manera mas simple de tratar con funciones y

reflexiones logicas de valores.

Dicho todo esto, debemos considerar alternativas si perseguiremos en el futuro lograr una
implementacién exitosa de la logica estilo Hoare para PCF que hemos propuesto, quiza debamos
repensar la forma en que el nivel computacional se refleja en el nivel logico, seguir una estrategia
distinta a la que se eligio, redefinir las aserciones y ternas o inclusive la infraestructura basica del
lenguaje (relaciones de evaluacion y de tipificado), como se discuti6 al final del tercer capitulo.
Aun hay mucho territorio que explorar, no solo en el lenguaje PCF sino en la l6gica de Hoare

funcional como disciplina teérica y aplicada.
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Apéndice A
Representacion local anénima

Es comun encontrar en la literatura definiciones de lenguajes que utilizan variables para
representar un elemento arbitrario de algin conjunto y utilizar ciertos nombres o simbolos para
escribir estas variables. Por ejemplo, las variables proposicionales de la légica proposicional se
suelen nombrar p, g, 7,... y pueden tomar el valor falso o verdadero. Esta forma de representar

variables se conoce como representacion con nombres.

Lenguajes mas complejos introducen cuantificadores que ligan ocurrencias de variables en
una construccion, a la cual se denomina su alcance. Por ejemplo, en una férmula Vz. P de la
logica de primer orden, el cuantificador universal V liga toda ocurrencia de la variable = en su

alcance P.

Una variable libre es aquella que no esta ligada por ningin cuantificador, mientras que
una variable ligada es aquella que esta ligada por un cuantificador; variables libres y ligadas
no tienen por que ser conjuntos ajenos. Es convencion que los nombres de variables ligadas
pueden, en general, cambiarse en cualquier momento por un nombre conveniente sin alterar
el significado de una expresion. Por ejemplo, en el calculo lambda las expresiones Az.\y.zy
y Az.Aw.zw solo difieren en nombres de variables ligadas, pero ambos términos representan
la misma funcién o término lambda, entonces decimos que son expresiones a-equivalentes.
El hecho que distintas expresiones a-equivalentes representan un mismo término lambda al
emplear la representaciéon con nombres presenta una desventaja para una computadora pues
esta no necesariamente reconoce expresiones equivalentes pero sintacticamente distintas como

el mismo término.

Otra desventaja de la representaciéon con nombres reside en la sustitucion textual de variables
libres, que puede no estar bien definida y requerir manipulacién sintictica de una expresiéon
para poder realizarla. Consideremos una expresion de la forma (Az.y)[s/y] donde s es una

expresion que contiene una variable libre con nombre z, si fuéramos a sustituir y por s dentro
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de la abstraccién, toda instancia de la variable libre = en s quedaria erroneamente ligada por la
abstraccion. Este fendmeno es conocido como captura de variables y surge del hecho que no hay
forma de discernir una variable libre de una ligada por lo que se pueden confundir. Para evitar
capturar variables es necesario renombrar la variable que liga la abstraccion con un nombre
fresco (i.e., un nombre no presente en fv(s), el conjunto de variables libres de s), digamos z,

antes de poder realizar la sustituciéon

(Az.y)ls/y] =a (Az.y)[s/y] = Az.s

La eleccién de un nombre “fresco” suele ser en cierta medida arbitraria en pruebas en papel, y la
implementacion de esta manipulacion sintactica en una computadora es complicada y requiere

esfuerzo extra.

Una forma de evitar captura de variables consiste en diferenciar sintacticamente variables
libres de variables ligadas de tal forma que no puedan ser confundidas, evitando la necesidad de
renombrar variables ligadas cuando una sustitucion no esté bien definida. Si se usan nombres
tanto para variables libres como para variables ligadas, esta representacion se conoce como
representacion local con nombres. Sin embargo, esto no evita que los términos lambda tengan

multiples representaciones a-equivalentes.

En la representacion anénima, o representacion con indices de De Bruijn, las variables son
representadas con indices en vez de nombres, y que apuntan a la abstracciones que las ligan.
Los indices denotan el nimero de abstracciones (alcances) que existen entre la ocurrencia
una variable en un punto dado del texto de un término y su abstracciéon correspondiente.
Informalmente, el indice es el nimero de lambdas que hay que “saltar” para encontrar la lambda

que liga la variable.

Esto ultimo se puede apreciar mejor con un poco de ayuda visual, consideremos el arbol de

sintaxis abstracta del siguiente término lambda Az.x(A\y.z)

La representacion andénima de este término es A.0 (A.1). La variable x en el lado izquierdo
de la aplicacion tiene indice 0 porque no hay que saltar ningin alcance antes de encontrar la

abstraccion que la liga, esta directamente debajo de su abstraccion. La variable = dentro de la
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abstraccion en el lado derecho de la aplicacion tiene indice 1 porque debe saltar el alcance de la

abstraccion que liga la variable y antes de encontrar su abstraccion.

Ventajas de la representacién anénima incluyen: los términos lambda tienen una represen-
tacion tnica (con ciertas consideraciones), no es necesario renombrar variables al realizar una
sustitucion textual, es facil de tratar para una computadora. Desventajas incluyen: las variables
libres al no estar ligadas por ninguna abstraccién requieren un manejo no trivial para asegurar
que la representacién de un término sea Unica, las sustituciones requieren recorrer los indices
en un término por lo que no es facil de escribir y/o leer para un lector humano que trabaja en
papel.

La representacion local anénima combina las ventajas de las representaciones discutidas
hasta ahora: se hace una distincion sintictica entre variables libres y variables ligadas por lo
que no se pueden confundir, al emplear indices para representar variables ligadas se evita tener
multiples representaciones a-equivalentes para un mismo término lambda, y al representar
variables libres con nombres no es necesario realizar manipulaciones no triviales al texto de un

término si se tuvieran que recorrer indices que representan variables libres.

En el cuadro A.1 se pueden encontrar ejemplos de términos lambda empleando las distintas

representaciones discutidas aqui.

Representaciones de variables para el calculo lambda

Nombres para variables libres y ligadas.
Representacion ) )
Az.(Ay.x y z) w | Una variable ligada esta dentro del alcance de
con nombres
una abstraccion.

) Variables libres y ligadas se representan con dis-
Representacion
Az.(A\y.x yz) w | tintos tipos de nombres, son sintacticamente
local con nombres .
distintas.

Variables libres y ligadas se representan con in-
Representacion dices.
A(A103)1

an6nima Una variable ligada apunta a una abstraccion

presente en el término.

Indices para variables ligadas, nombres para va-
Representacion riables libres.

A(A102z)w
local anénima Una variable ligada debe apuntar a una abstrac-

cién presente en el término.

Cuadro A.1: Comparacidon de distintas representaciones de variables

75



APENDICE A. REPRESENTACION LOCAL ANONIMA

En la representacion con nombres se puede identificar una variable ligada al inspeccionar el
texto de un término gracias al hecho que se encuentra dentro del alcance de una abstraccion
lambda que liga su nombre. En la representacion local con nombres y representaciéon local
andnima la distincién estd presente en la gramatica del lenguaje. Por ejemplo, en la gramatica
del célculo lambda con la representacion local anénima (figura A.1) podemos distinguir una
variable ligada de una libre por ser un indice, sin embargo, existen construcciones sintacticas en

esta representacion que no tienen sentido.

Términos lambda

t o= 1 Variable ligada
| = Variable libre

| At Abstraccion lambda

| t1t2 Aplicacion

Figura A.1: Calculo lambda (sintaxis empleando la representacién local anénima)

En la representacién anénima se puede identificar una variable ligada porque apunta a
una abstraccion presente en el texto, mientras que una variable libre no apunta a ninguna
abstraccion'. En la representacion local anonima, un indice que no apunta a ninguna abstracciéon

no es una variable libre, es un sinsentido que debe ser evitado.

Las construcciones sintacticas generadas por la gramatica en la figura A.1 son denominadas
pretérminos. Un pretérmino donde toda variable ligada apunta a una abstraccion presente en
su texto se denomina término localmente cerrado o simplemente término. Para determinar qué
pretérminos son términos es necesario investigar su texto, prestando especial atencion a las

abstracciones.

En la representacién con nombres, investigar una abstracciéon Ax.t consiste en descartar Ax
del texto y analizar ¢. Lo mismo no es posible en la representacion local anénima pues quitar
A de la abstraccion \.t deja toda instancia de la variable ligada en ¢ sin apuntar a abstraccion
alguna, o apuntando a una abstraccion inexistente. Para analizar el cuerpo es necesario abrir la
abstraccion, esto es, reemplazar antes toda instancia de la variable ligada por una variable libre

fresca.

Para abrir una abstraccion con una variable libre definimos una funcién auxiliar {k ~ u} ¢

que reemplaza en ¢ toda variable ligada con indice k con el pretérmino u, esta funciéon se

"Las variables libres también se representan con indices por lo que es necesario idear un método determinista
para asignarles un indice que pueda realizar una computadora. Este es el manejo no trivial de variables libres que
seflalamos previamente como una desventaja de esta representacion. El tema no sera discutido aqui pero se puede

consultar en [16].
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define recursivamente sobre la estructura de los pretérminos y recorre los indices cada vez que
entramos al alcance de una abstraccion dentro de ¢. Esta funcion se define para los pretérminos

del calculo lambda como sigue

u sit=k

{k~u}i =
{k~u}x = =z
{k~u}(At) = A{k+1~u}t

{F~up(tits) = ({k~u}tr) ({k~u} i)

La operacion abrir se define entonces
t“:={0~u}t

y se utiliza para abrir el cuerpo ¢ de una abstraccion con un pretérmino u (el indice la variable
ligada es 0 en ¢, inmediatamente dentro del alcance de la abstraccién). Particularmente util es
abrir el cuerpo ¢ de una abstracciéon con una variable x, para seleccionar los pretérminos que

son términos y en general para razonar con t.

Seleccionamos los términos del calculo lambda con la representacién local anénima con el

predicado term, definido como

term ty term to term t*

_ ———  (x variable libre fresca)
term x term t1 to term A\.t

La condicién “z variable libre fresca” significa que el nombre = es un nombre nuevo que no
ha sido utilizado en cierto contexto, en este caso, que no figura entre los nombres de variables
libres ya presentes en t, es decir, x ¢ fu(t). Esta regla tiene una cuantificacion existencial
oculta: basta presentar una variable x fresca tal que ¢t* es un término para concluir que \.t es

un término.

En [2] se propone una alternativa denominada cuantificaciéon cofinita, que requiere que t*
sea un término para una infinidad de variables x salvo una familia finita y arbitraria de nombres

L. Asi, reescribimos la regla para abstracciones como

Ve ¢ L. termt”

term A\.t

La ventaja de esta nueva regla radica en que su uso como una regla de eliminacién en pruebas
formales en el asistente de pruebas Coq facilita el estudio y razonamiento sobre lenguajes
pues la cuantificacion cofinita implica principios de induccién més fuertes que la cuantificacion
existencial. En efecto, mientras que la hipotesis de induccién con cuantificacion existencial nos

dice que
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t* es un término para una variable z,
la hipétesis de induccién con cuantificacion cofinita nos dice que
t* es un término para infinidad de variables x.

En [3] se puede encontrar una introduccion detallada a la representacién local anénima con

cuantificacion cofinita introducida en [2], asi como aplicaciones.
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