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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Grafeno

El grafeno es un material bidimensional constituido por atomos de carbono en un arreglo
hexagonal. Fue aislado por primera vez por Andre Geim y Kostantin Novoselov en 2004
[1], desmintiendo asi argumentos de Landau y Peierls sobre la inestabilidad de este tipo de
materiales a temperatura ambiente [2] [3]. A pesar de su reciente descubrimiento experimental,
los primeros estudios tedricos se realizaron en 1947 por P.R. Wallace, en donde se derivan
propiedades electrénicas unicas resultantes de su configuracién electrénica [4].

En el diamante en configuracion fcc, cada atomo de carbono posee 4 primeros vecinos
correspondientes a los 4 enlaces covalentes que permite una configuracién electrénica sp® por
lo que todos los electrones de valencia en cada atomo estan hibridizados. En contraste, en
la configuracién hexagonal de grafeno cada dtomo posee solamente 3 primeros vecinos lo que
resulta en una configuracién sp?4p., es decir, una hibridacién sp? excluyendo el orbital p,
comunmente denotado por |r) lo que a nivel de bandas electrénicas resulta en las llamadas
bandas 7 (correspondientes a los estados enlace y antienlace producto de la interaccién entre
orbitales p,). La relacién de dispersién en vecindades de los puntos K y K’ de la Primera Zona
de Brillouin (PZB) tiende a la relacién lineal E(k) = hvp|k|, lo que resulta en una densidad
de estados también lineal de la forma D(E)/S = E/rh*v%. Esto implica, en primer lugar,
que formalmente el grafeno es clasificado como un semimetal pues su densidad de estados
en el nivel de Fermi es exactamente cero al igual que su brecha energética, lo que aunado
a sus sobresalientes propiedades mecénicas producto de sus enlaces covalentes (resistencia a
deformaciones del més del 20 %) lleva a interesantes aplicaciones en el campo de la electrénica
pues existe la posibilidad de abrir una brecha energética bajo cierto tipo de deformaciones
potencialmente abriendo un nuevo campo denotado cominmente como “Straintronics” [5].

Otra implicacién directa de la relaciéon de dispersién lineal es que a bajas energias sus
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portadores de carga (eletrones o huecos) se asemejan a particulas relativistas por lo que son
descritas mas naturalmente por la ecuacién de Dirac en dimensién (2+1) con una velocidad

1 en vez de la ecuacién de Schrédinger, por lo que comtiinmente son

efectiva vp ~ 10%m - s~
llamados fermiones de Dirac.
Otra propiedad excepcional del grafeno y la cual serd explorada en esta tesis es la de sus

propiedades de transporte electrénico.

1.2. Resistividad Intrinseca

La movilidad de portadores u cuantifica que tan rédpido un electrén (o agujero) puede
viajar a través de un metal o semiconductor cuando se aplica un campo eléctrico externo al
mismo. En general, la movilidad es un tensor que relaciona el vector de densidad de corriente
J inducido por un campo eléctrico externo E aplicado al sistema, de manera que si n.p

representa la densidad de electrones (o huecos), y a, 8 = x,y, z, se tendrd entonces:

Jo = e(nette,ap + natin,op) Ep (1.2.1)

Otras cantidades asociadas son la conductividad oo5 = e(nefte.as + Nhithap) ¥ SU inverso, la
resistividad p = 1/0. La movilidad juega un papel central en dispositivos basados en semi-
conductores: determina, por ejemplo, la frecuencia de conmutacién (switching frequency) en
transistores, la ganancia fotoconductiva en fotosensores, asi como propiedades de transpor-
te en celdas solares y dispositivos emisores de luz, de manera que es muy natural el interés
en encontrar nuevos materiales ttiles en estos aspectos [6] [7] [8]. Ademds, con la llegada
del cémputo de alto rendimiento, ha sido posible en anos recientes el cdlculo de primeros
principios de la movilidad en distintos materiales con una precision acorde a los resultados
experimentales [9]. La base tedrica sobre la que se sustentan estos cdlculos es la llamada in-
teraccién electrén-fonén, descrita por primera vez por Bloch [10] , en donde discute cémo las
fluctuaciones del potencial cristalino asociadas a vibraciones de la red actdan como el princi-
pal mecanismo de dispersion de electrones viajantes a través de la red.

El interés particular en grafeno es que, en contraste con el silicio (1400 cm?/(V - s) [11]), las
movilidades electrénicas medidas exceden los 15,000 cm?/(V - s) [1],[12],[13] a temperatura
ambiente, esto es, al menos un orden de magnitud maés alta. Ademas, este valor, reportado
en 2004 [I], se encuentra que es casi independiente de la temperatura, lo que indicaba que la
movilidad en su muestra estaba siendo limitada principalmente por impurezas y se esperaba
que la movilidad en una muestra mas pura pudiese exceder los 200,000 cm?/(V - s), lo cual fue

2

confirmado en 2008 en [14] a densidades de n &~ 2 x 10" e¢m ™2 en una muestra suspendida. M4s

aun, se encuentra también que la movilidad permanece casi constante aiin a densidades mas
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altas (n > 10'2¢m™2) en muestras dopadas quimica o eléctricamente [I5], lo que se traduce
en un transporte balistico en la escala submicrométrica (por encima de los =~ 0.3um a 300K),
lo que podria llevar finalmente a la creacién del primer transistor balistico a temperatura
ambiente. [5]. Sin embargo, la dependencia de la resistividad respecto a la temperatura es
altamente debatido en basicamente dos regiones que a bajas densidades electronicas estan se-
paradas por la llamada temperatura de Bloch-Griineisen (BG) Op¢ [16] [17]. Para T' < Opg
y para T > Opg se espera une tendencia lineal p(T') ~ T (que refleja una distribucién clésica
de fonones en éste dltimo). En la transicién entre ambas regiones se espera un decaimiento de
la forma p(T) ~ T y p(T) ~ T* para sistemas bidimensionales [I8]. Mediciones experimen-
tales han mostrado una discrepancia en la tendencia lineal esperada a altas temperaturas que
estd asociada a dispersién por fonones épticos activados en el sustrato, o a fonones flexurales

excitados dentro de ondulaciones (ripples) de las muestras [19] [20].

1.3. Objetivo

El objetivo de esta tesis es la descripcién de un modelo efectivo para el calculo de la
resistividad intrinseca en grafeno dependiente de la temperatura. Siguiendo un procedimiento
de primeros principios, los parametros del modelo efectivo son extraidos a partir de cédlculos
DFT (Density Functional Theory) y DFPT (Density-Functional Perturbation Theory ), y los
resultados finales son comparados con los célculos obtenidos con el software EPW (Electron-
Phonon interpolation using Wannier functions) [21] el cual es utilizado como un método més
robusto para comparar los resultados de este trabajo. Para ello, los capitulos 2, 3 y 4 se
centran en la descripcion de la teoria detrds de la interpolacién del acoplamiento electron
fonén a partir de funciones de Wannier (que es la base tedrica detras de EPW), asi como su
relacién con el modelo de amarre fuerte en el capitulo 3. En este iltimo se da también el enlace
entre la teoria cudntica del transporte de cargas con la teoria semiclasica (i.e., la relacién de
la ecuacién con la teoria de la interaccién electrén fonén) a través de la ecuacién de

transporte de Boltzmann.



Capitulo 2

Dinamica de la red de primeros

principios

En este capitulo se describen los principios fundamentales sobre los que se basan la Teoria
del Funcional de la Densidad, la cual fue utilizada para el cdlculo de las propiedades vibra-
cionales de grafeno. Para ello, se explica primero el principio adiabatico y la aproximacién
de Born-Oppenheimer, y en base a ello, la definiciéon de matriz dindmica. Después, una breve
introduccién a la Teoria del Funcional de la Densidad para finalmente crear el vinculo con
DFPT.

2.1. Principio Adiabatico

Una primera aproximacién hecha al tratar el problema de muchos cuerpos en mecédnica

cudntica es la de desacoplar la dindmica de nicleos y electrones, aproximacion sugerida por
la vasta diferencia de masas entre ambas particulas. El principio conceptual que permite este
desacoplamiento de variables electrénicas y nucleares es el llamado principio adiabdtico, que
puede ser resumido de la siguiente manera:
En una primera etapa, las posiciones de los ntcleos se suponen fijas en cierta configuracién
espacial de manera que los eigenvalores del sistema electrénico como funcién de las coordena-
das nucleares definen lo que es conocido como superficies adiabdticas de energia potencial. En
general, la superficie de més baja energia (estado base del sistema electrénico) es de mayor
interés.

Las superficies electronicas de diversos sistemas electrénico-nuclear pueden o no exhi-
bir diversos puntos de degeneracién. Los sistemas en que la superficie nuclear base sea no
degenerada sobre todo el dominio de las coordenadas nucleares son denominados sistemas

Born-Oppenheimer ordinarios.
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Una vez que las superficies potenciales E;(R) son determinadas como funcién de las coor-
denadas nucleares (indicadas de manera colectiva como R) la dindmica nuclear puede ser
estudiada. Para ello, es conveniente pensar en el sistema electrénico-nuclear como consistente
en una parte masiva que varfa relativamente lento en el tiempo (subsistema nuclear) y por
otra parte que varia rdpidamente (subsistema electrénico) y que se ajusta répidamente a la

configuracién nuclear. De esta manera, tomando el Hamiltoniano no relativista del sistema:
Hror =1IN +Te + Vee + EeN + VNN

- h2v% B 1 ZIZJC
=2 o Z Z|r—r| Z|r—Rf| I;iRz—RJi
(2.1.1)

donde los indices 4, j se refieren a los electrones y los indices I, J a los ntcleos. Este Hamilto-

niano es separado ahora en la forma:
Tror = ITn(R) + Te(r) + V(r,R) (2.1.2)

donde Ty es el operador cinético nuclear, Te el operador cinético electrénico y V(r,R) de-
nota la suma de todas las interacciones electrostaticas entre particulas. Asi, la ecuacién de

Schrodinger que debe resolverse para el sistema de electrones y ntcleos con interaccion es:
TN(R) + Te(R) + V(r, R)] t:(r, R) = We(r, R) (2.1.3)

Los eigenvalores W y las eigenfunciones ¥ (r, R) del sistema electrénico-nuclear son llamados
energias vibronicas y funciones de onda vibronicas, respectivamente. Puede demostrarse que
la energia cinética media de los niicleos es del orden de m/M ~ 1072 mis pequena que la
energia cinética media de los electrones. Por tanto, en la aproximacion de red fija, se ignora
por completo el operador cinético nuclear por lo que la dindmica queda tnicamente definida

por el llamado Hamiltoniano electronico adiabdtico, dado por:
E.(r;R)=T,+V(r,R) (2.1.4)

En este Hamiltoniano, las variables R aparecen unicamente como parametros (en lugar de

operadores cudnticos). Su ecuacién de eigenvalores es:

Eewn(n R) = En(R)wn(r; R) (2‘1'5)

donde R no es necesariamente la configuracién de equilibrio Rg. Conforme se varian los
pardametros R, los eigenvalores E,, (R) definen las superficies adiabaticas potenciales y 1, (r; R)

define el conjunto de funciones de onda electréonicas adiabdaticas.



10 CAPITULO 2. DINAMICA DE LA RED DE PRIMEROS PRINCIPIOS

2.2. Matriz Dinamica

Considerando un cristal 3D general, con N celdas unitarias, vectores de traslacién t,
, ¥y una base de atomos en las posiciones di,ds,...,d,,. Las posiciones de los dtomos se
especificardn con los indices (nk), en donde el indice n denota la celda unitaria y x los dtomos
dentro de cada celda unitaria. Usando la aproximacién adiabética, se considera inicialmente
los nucleos fijos en las posiciones t,, + d,; + u,, , donde u,, denota la desviacion respecto a
la configuracién de equilibrio, de tal manera que la expansién a segundo orden (aproximacién

armonica) de la energia del estado base del sistema electrénico-nuclear Ey({u,}) es:

- 1 /
parmoénico _ EO(O) 4 5 Z q)gﬁ?n/,{/unﬁaun’n’a’ (221)

nka,n' k' o’

donde a, o = x,y,2; 6k, kK =1,2, ..., kp;yn=1,2, ..., N,y ®, llamada la matriz dindmica

del cristal en el espacio real, estd dada por:

, 92F,
0, = <°> (2.2.2)
0

OUnaOUn/ i o

Las ecuaciones clésicas de movimiento para la dindmica de los nicleos en la aproximacion

armoénica se escriben entonces como:

MK,,L.LTLKOL = - Z (I)g,{?;;l,ﬂ/un’n’a’ (223)

n'k'a’

Suponiendo soluciones en forma de ondas viajantes,
unn(t) = An(qa w)ei(an—wt) (2.2.4)

reemplazando la ec. en se puede llegar a la ecuacion secular del sistema para

encontrar los modos normales del cristal:
D255 (@) = Mgt G || = 0 (2.2.5)

donde
Dg,?f/’ (CI) = Z q)gg:n’n’eiiq.(tnitn/) (226)
n/

es la matriz dindmica del cristal en el espacio reciproco [22].

El célculo de la geometria de equilibrio y de las propiedades vibracionales de un sistema

Born-Oppenheimer se reduce entonces al célculo de las primeras y segundas derivadas de la
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superficie potencial base. Esto se logra a través del llamado Teorema de Hellmann-Feynman,
el cual establece que la primera derivada de los eigenvalores de un Hamiltoniano, Hy, que
depende de un parametro A, estd dada por el valor esperado de la derivada del Hamiltoniano

respecto a A:

OF) OH)

—= = —= 2.2.7
o = (o) (2.2.7)

donde ) es la eigenfuncién de H) correspondiente al eigenvalor E\): Hyyy = E)i). En

la aproximacion de Born-Oppenheimer las coordenadas nucleares actian tnicamente como

pardmetros del Hamiltoniano electrénico E.. Asi, la fuerza actuante sobre el I-ésimo ntcleo

en el estado base electrénico es:

AE(R)
R

OH,(R)
OR;

Fr=- - <wn(R)‘ \%(R)) (2-2-8)

En términos de la densidad electrénica del estado base electrénico correspondiente a la con-

figuracién nuclear R, ng, se tiene:

F[ = —/nR(r)mgsgir) (229)

La Hessiana de la energia potencial de Born-Oppenheimer que aparece en la ecuacién

se obtiene al derivar las fuerzas de Hellman-Feynman respecto a las coordenadas nucleares:

62E(R) _ OF; . 8713(1‘) 6VR(r)dI‘—|—/n ( )82‘/'61\1(1‘) n 82EN(R)
OROR OR OR; ORy

— 2.2.1
YoR,0R, © OR;0R, (2.2.10)

La ecuacién establece que el calculo de la Hessiana de la superficie de energia potencial de
Born-Oppenheimer requiere del célculo de la densidad de carga del estado base electrénico

, . iy . 0
ng(r), asi como de su respuesta lineal a una perturbacién de la geometria nuclear, g%(lr).

2.3. DFT

2.3.1. Teorema de Hohenberg-Kohn

La Teoria del Funcional de la Densidad provee una simplificacién conceptual al problema
de muchos cuerpos en mecanica cuantica al cambiar el enfoque desde la funcién de onda direc-
tamente, la cual depende de 3N grados de libertad (con N el nimero de atomos en el sistema)
a la densidad electrénica n(r), la cual depende tinicamente de las 3 variables de posicién. Esto
es posible a través del teorema de Hohenberg-Kohn, que permite replantear el problema de
la energia del estado base del Hamiltoniano del problema de N cuerpos al problema de la

minimizacién de un funcional universal. Para ver esto, es conveniente descomponer el Hamil-
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toniano del sistema de N electrones interactuantes H, en una parte 'interna’ Hi,; (suma de
las enegias cinéticas de los electrones més la interaccién Coulémbica entre ellos), y una parte

‘externa’ Heyy (la interaccién electrénica nuclear):

He = Hint + Hext (231)
2 2
P; 1 e
Hop=S Pl 5 ¢ 2.3.2
¢ - 2m+22|ri—r]~ ( )
i 1#]
2
Z5;€
Ho o j 2.3.3
ext ; |rz' — Rj‘ ( )
i#j

Considerando como unica variable del problema de muchos electrones el potencial externo
Vext, €l teorema de Hohenberg-Kohn afirma que existe una correspondencia uno a uno entre
la densidad del estado base del sistema n(r) y el potencial externo actuando sobre éste. Esto
es importante porque las demads observables del sistema pueden expresarse como funcionales
del potencial externo. Asi, una consecuencia fundamental del teorema de Hohenberg-Kohn
es la formulacién de un principio variacional para la energia del estado base del sistema, en

términos de un funcional universal de la densidad, F[n(r)], de modo que el funcional
HM=FM+/ﬁ®%Awﬁ (2.3.4)

es minimizado por la densidad de carga electrénica correspondiente al estado base y al po-
tencial externo Ve, bajo la constriccién de que la integral de n(r) es igual al nimero total
de electrones. Mas atin, el valor de este minimo coincide con la energia del estado base. El

teorema no compensa, sin embargo, el hecho de que se desconozca el funcional F'[n] [23].

2.3.2. Ecuaciones de Kohn-Sham

El teorema de Hohenberg-Kohn implica que todas las propiedades fisicas del sistema de
electrones interactuantes son definidas inicamente por su densidad electréonica. Esta propiedad
es independiente de la forma precisa de la interaccion electrén-electrén. En particular, cuando
esta interaccién desaparece, F'[n| estd definida como la energia cinética del estado base del
sistema de electrones no interactuantes como funcional de la distribucion de carga electrénica
del estado base, Tp[n]. Este hecho fue utilizado por Kohn y Sham [24] para mapear el problema
del sistema de electrones interactuantes a un problema no interactuante. Para esto, se hace la
suposicién de que para cada densidad no uniforme del estado base de un sistema de electrones
interactuantes, existe un sistema de electrones no interactuantes con la misma densidad no
uniforme del estado base. La principal consecuencia de esta suposicion es que la densidad del

estado base n(r) de cualquier sistema de N electrones interactuantes puede descomponerse de
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manera exacta como la suma de N contribuciones orbitales independientes de la forma

n(r) = Z¢*(r)¢(r) (2.3.5)

donde ¢;(r) (i = 1,2,..., N) son orbitales ortonormales. Es conveniente entonces definir el po-
tencial de Hartree Vi [n] y la energia cinética Tp[n] del sistema de electrones no interactuantes

en términos de la base de orbitales independientes como:

2 / 1 2
Vil = § [ ME S drar = 55 00011 [010) (2:3.6)
h2v? ’

Toln] =) (il — |pi) (2.3.7)

7

2m
De tal forma que el funcional universal F[n] puede ser expresado como:
F[n] = TO[n] + VH[”] + Exc[n] (2.3.8)

donde el la energia de intercambio y correlacion FEy., que representa la diferencia de energia
entre el sistema interactuante y el sistema no interactuante de Kohn-Sham, estd definido

Ey. = T[n] — To[n] + Vee[n] — Vi [n] (2.3.9)

Tomando la variacién del funcional de la energia con respecto a n(r) con la restriccién de que
el nimero total de electrones se mantenga fijo lleva formalmente a un sistema equivalente de
orbitales de Kohn-Sham no interactuantes sujetos a un potencial efectivo, llamado el potencial

autoconsistente Vgor, cuya forma es:

Vsor(r) = Vext(r) + Vu(r) + (2.3.10)
De manera que un céalculo variacional del funcional de energia se convierte en una

ecuacién para un sélo electrén:

2m

hZ
(—v2 n VSCF(I“)> balr) = enthulr) (23.11)

donde €, corresponden a los eigenvalores de las funciones de Kohn-Sham. Sin embargo, formal-
mente son multiplicadores de Lagrange que resultan de la formulacién variacional del funcional

de manera que cualquier asociacion con la energia de una particula individual debe ser
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justificado en cada situacion, a pesar de que conceptualmente, las ecuaciones de Kohn-Sham
determinan la densidad electrénica y la energia electrénica del estado base, ec. la cual
puede ser también expresada en términos de los eigenvalores de Kohn-Sham y la energia de

correlaciéon e intercambio como:

Bl = 3 en = Varln] + Beln] - / (1) vee (1) dr (2.3.12)

n
La ecuacién [2.3.11] tiene la forma de una ecuacion de Schrodinger no lineal porque Vscor
depende de sus propias eigenfunciones a través de la distribucién de densidad de carga. Una
vez que una forma explicita para la energia de intercambio y correlacion sea encontrada,
esta ecuacion puede ser resuelta en una manera autoconsistente utilizando una variedad de

métodos disponibles.

2.3.3. Aproximacién de la densidad local (LDA)

El esquema de Kohn-Sham y la definicién de la energia de intercambio y correlaciéon no
serian utiles a menos que existan aproximaciones sensatas y faciles de implementar. En su
trabajo original, Kohn y Sham hicieron la proposiciéon de cada volumen pequenio del sistema
(tan pequeno que su densidad electrénica pueda considerarse constante para todo fin practico)
contribuye la misma energia de intercambio y correlaciéon que un volumen de un gas electrénico

a la misma densidad constante. Bajo esta suposicion, Fy. toma la forma:

EIPA) n(r)] = / exe(n(r))n(r)dr (2.3.13)

donde ex.(n) es la energia de intercambio y correlacién por particula de un gas electrénico

homogéneo a densidad n. El potencial de intercambio y correlacién producido por el funcional
2.3.13 toma la forma:

(o) gy = OB V) o desen(r)
Vi 0) = =5 se(n(r) + n(r) =38 (2.3.14)

Esta aproximacion es conocida como aprozimacion de la densidad local (LDA por sus siglas en
inglés). Entre las varias formas adoptadas para ey, la mas simple y utilizada es la expresién
dada por Perdew y Zunger [25], quienes parametrizaron los resultados numéricos obtenidos

por Ceperley y Alder [26] con célculos Monte Carlo. Para el gas electrénico homogéneo sin
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polarizacién, se tiene:

4582
6xc(rs) = Gx(rs) + 60(7’5), donde €X<7"8) = —0 ,r58
—0.1423/(1 + 1.0529,/75 + 0.3334 ;) siore>1, (2319

6c(rs =

—0.0480 + 0.0311 Log rs — 0.0116 74 4+ 0.0020 Log 7 si ry <1.

donde 7, es una medida usual de la densidad electrénica, definida como el radio de la esfera
cuyo volumen es igual al volumen ocupado por electréon en una densidad de carga uniforme

n:

17T7“§’ 3 1/3
= ; s = | — 2.3.1
;oo <17rn> (2.3.16)

2.4. DFPT

La Teoria del Funcional de la Densidad Perturbativa enmarca el problema de perturbacio-
nes al sistema electrénico-nuclear en términos de la densidad electronica y su respuesta lineal,
creando un enlace natural entre teoria perturbativa y DFT.

Para ello, comenzando de la ecuacién variacional de Kohn-Sham
h? 9

HSCF |'(/}7(10)> = 67(’1,0) W}£L0)> con HSCF = *%@ + VSCF(I‘) (2.4.1)

Se agrega un potencial perturbativo V' de manera que las nuevas eigenfunciones |i);,) estd

definidas por la ecuacién:
(Ho+ V) |[¥n) = €n[thn) (2.4.2)
(0)

Definiendo el cambio de energia del n-ésimo nivel como Ae, = €, — €, ', se puede replantear

la ecuacion anterior como:

(B = Ho) [4a) = (V = Ben) i)

(2.4.3)
= (B9~ Ho) 1) = (V = Aey) [in)
donde |Ay,) = |ty,) — \1/17(10)) Las correcciones a la energia y las eigenfunciones a ler orden

estan dadas por: [27]

(0) (0)
Ant) =3 <k(o)|V|n<o> 1)
k#n ©€n’ T € (244)

AeD) = (nO]y|n©)
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Por otra parte, definiendo el operador de diferencia finita A* como:

OF)

Ap
A'F = O

(2.4.5)

Es posible expresar la respuesta lineal de la densidad An(r) a partir de la definicién de n(r)
ec. si se toma A = \; = Ry como:

N/2

= 4Re Z W (r) Ay (r (2.4.6)

De manera que de la definicién de Vgcr ec. [2.3.10, es posible expresar su respuesta lineal
como: ,
An(r )dr' N dvxc(n)

— 2
AVscr(r) = AVexe(r) + r— 1| dan

An(r) (2.4.7)

n=n(r)

Relacionando AVgcr con el potencial perturbativo, la ecuacién toma la forma:

(Hscr — €n) [A¢n) = = (AVscr — Aen) [Pn) (2.4.8)

La cual es conocida como ecuacion de Sternheimer quien la utilizé6 por primera vez para
calcular polarizaciones atémicas [28]. Las ecuaciones a forman un conjunto de
ecuaciones autoconsistentes para el sistema perturbado de forma andloga a las ecuaciones de
Kohn-Sham [2.3.T1] para el sistema no perturbado.

Recordando la correccion a primer orden para la funciéon de onda en teoria perturbativa, ec.
[2:474] se tiene en este caso:

Apn(r) = ) thn(r wm‘AVSCFWH (2.4.9)

— €
m#n m

donde m corre sobre todos los estados del sistema, ocupados o no, con excepcién del estado
en consideracién. Utilizando la ec. la respuesta lineal de la densidad electrénica puede

ser expresada entonces como:

N/2
_42 Z wn wm ¢mA‘jSSF|¢n> (2.4'10)
n=1m=#n €n m

La ecuacién anterior demuestra que las contribuciones a la densidad de carga provenientes de
productos de estados ocupados se cancelan unos a otros, por lo que el indice m puede pensarse
que indexa sélo a estados de conduccién (estados desocupados). Es decir, la respuesta lineal

del sistema a una perturbacién externa depende sélo de la componente de la perturbaciéon que
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acopla estados ocupados con estados desocupados. Si se utilizase la ec. para construir la
respuesta lineal de las funciones de onda, se requeririan extensas sumas sobre todos los estados
del sistema. Sin embargo, con las consideraciones anteriores se puede trabajar sélo sobre los
estados ocupados para construir AVger y utilizar el operador de proyecciéon sobre estados
desocupados (para los cuales no existe €,) el cual es denotado por P,, se multiplican ambos
lados de la ec. m por P,y se define |At,) = P.|At,). Otra observacién importante es
que el lado izquierdo de la ecuacion [2.4.8| es singular en el caso de degeneraciones y propenso
a error numéricos para situaciones en donde €,k ~ €, k4q. Por estas razones es necesario
agregar un multiplo del operador de proyeccion sobre estados ocupados, P, = 1 — P,, para
hacerlo no singular, escogiendo el parametro a mayor que el ancho de banda en los estados
de valencia. Este término no tiene efecto sobre la variaciéon de la funcion de onda porque
PJA%) = P,P.|Av,) = 0. Notando también que Hgcr y P, conmutan, la ecuacién de

Sternheimer efectiva toma la forma:
(Hscr + aPy — €,) |A,) = —P.AVscr [¥n) (2.4.11)

La discusién anterior aplica para aislantes y semiconductores en los cuales la brecha energética
es finita. En metales ocurre una densidad de estados finita en el nivel de Fermi, por lo que
la aplicacién de una perturbacién infinitesimal puede resultar en un cambio en el nimero de
ocupacién orbital. Las modificaciones de DFPT necesarias para tratar la respuesta lineal en
metales son discutidas en [29)].

Una de las ventajas de DFPT sobre otros métodos no perturbativos para el calculo de propie-
dades vibracionales de sélidos cristalinos, como el método del fonén congelado descrito en la
seccion anterior, es que dentro de DFPT las respuestas a las perturbaciones de diferentes lon-
gitudes de onda estan desacopladas, lo que permite que el calculo de las frecuencias de fonones
a vectores q arbitrarios sin la necesidad del uso de superceldas y con una carga de trabajo que
es esencialmente independiente de la longitud de onda del fonén. Para ver esto, se reescribe
la ecuacién indicando el vector de onda k y el indice de la banda v de la funcién de
onda no perturbada X y proyectando ambos lados de la ecuacién sobre el subconjunto de
estados con vector de onda k + q mediante el operador de proyeccién PXT9. Ademds, Pk
conmuta con Hgcr y con los operadores de proyeccion sobre estados ocupados y desocupados
P, y P,, respectivamente (v de valencia y ¢ de conduccién). Denotando Pyt9 = pktap, y
Pck ta — PXtap, los operadores de proyeccién sobre estados ocupados y desocupados con
vector de onda k + q, la ec. puede reescribirse como:

(Hscr +aPita - ) |Aulta) = — PR IAVscp 1) (2.4.12)
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donde |A¢k+q> = Pk+q|A1_ﬁ}f>. En seguida el potencial perturbativo AVgcr se descompone

en sus componentes de Fourier AngF relacionados mediante:

AVscr(r Z Avgep(r)e’a™ (2.4.13)

de tal manera que Avdyp(r) es una funcién periddica con el mismo periodo que la red. Toman-
do la parte periédica de la funcién de onda ¥ (r) = e¥Tuy(r) (segtin el teorema de Bloch), es

posible expresar la ec. [2.4.12] como:

HE
( ngq + QZ |UkJrq 1<+q| ) |AUkJrq (1 - Z |uk+ol k+q|> A1):(31017 |U5>
(2.4.14)

donde Hé(qu = e*i(kJrq)'rHscpei(k*q”. De forma, similar es posible escribir la componente de

Fourier en q de la respuesta de la densidad de carga como:

And =4 " us*Auta(r) (2.4.15)
v,k

Asi como la componente de Fourier q de la respuesta del potencial autoconsistente:

AnI) g (eat)ger e
Avop(r) = Avi(r) + e me—lq'(r—r Jdr' + Un(n)

And(r)  (2.4.16)

n=n(r)

Las ecuaciones [2.4.14] a [2.4.16| representan las ecuaciones autoconsistentes en el espacio de

Fourier donde las respuestas a distintos vectores de onda se desacoplan, por lo que la carga
numérica es independiente de la longitud de onda de la perturbacién. Ademds, como se trabaja
sélo con las funciones periddicas ub y AngF, solo es necesario trabajar en la celda unitaria.
De la ecuacion [2.2.5| es posible ver que la distorsién de la red con vector de onda q no induce
una respuesta en el cristal de vector de onda q' # q, por lo que resulta més sencillo calcular
las constantes de fuerza interatémicas en el espacio reciproco, y cuando sea necesario, calcular

su representacion en el espacio real mediante una transformada de Fourier:
iqR
,,l,/ E e T DYY V, Q) (2.4.17)

La relacién de dispersién de fonones por lo general es suave, por lo que de la relacién anterior
es posible hacer el cdlculo para una malla uniforme de puntos q en el espacio reciproco,
intepolar al espacio real (que es implementado computacionalmente como una Transformada
Répida de Fourier) y de ahi obtener la relacién de dispersién (aproximada) para cualquier

otro punto q no contenido necesariamente en la malla original. En general, mientras el rango
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de las constante de fuerza en el espacio real sea mayor, se requerird una malla mas fina
del espacio reciproco para la interpolacién. Cabe destacar que previo a la interpolacién en el
espacio real, no se hacen suposiciones respecto a las caracteristicas de la Hessiana en el espacio
reciproco, en contraste con el método del fonén congelado en donde se supone que las entradas
de la Hessiana son constantes (constantes de fuerza en el espacio real) por lo que utilizando
DFPT es posible capturar efectos anarménicos si no es utilizada la interpolacién. Un ejemplo
de esto son las anomalias de Kohn que se presentan en metales y que se manifiestan como
discontinuidades en la derivada de la relacién de dispersion en ciertos puntos de alta simetria
de la PZB, producidas por un cambio abrupto en el apantallamiento de las vibraciones de la

red por electrones de conduccion.



Capitulo 3
Bases localizadas

El modelo de interaccién electrén fonén descrito en esta tesis depende fuertemente del
entendimiento de las bases localizadas, a las cuales este capitulo estd dedicado. En el capitulo
3.1 se describe el modelo de amarre fuerte en bases atémicas utilizando asi como la definicién
de los pardametros de Slater-Koster, y en 3.2 las bases de Wannier, en particular las funciones
de Wannier Maximamente Localizadas, y cémo obtenerlas a partir de las funciones de Bloch

que se obtienen de calculos DFT.

3.1. Modelo de amarre fuerte

En el modelo de amarre fuerte se hace la suposicion de que los atomos que conforman
el sélido estan fuertemente enlazados al nicleo de los respectivos atomos, de manera que un
sistema constituido por atomos aislados sin interactuar constituye una primera aproximacién
y la interaccién entre orbitales puede considerarse de manera perturbativa. Si se supone ahora
que se reducen las distancias interatémicas hasta que la separacion entre dtomos es del orden
de la constante de red del sélido, de manera que sus funciones de onda se traslapan y es plau-
sible aproximar la funcién de onda electrénica en el sélido como una combinacién lineal de
funciones de onda atémicas. Es por esto que el modelo de amarre fuerte también es conocido
como Combinacién Lineal de Orbitales Atémicos (LCAO por sus siglas en inglés).

La siguiente aproximacion es suponer que en la vecindad de cada punto de la red el Hamilto-
niano completo del cristal H puede ser aproximado por un Hamiltoniano atémico H,, y que

las eigenfunciones ¢y, (r) de éste, las cuales cumplen:

Ha¢n(r) = En¢n(r) (3.1.1)

sean localizadas, i.e., que decaiga lo suficientemente rapido a una distancia del orden de la

separacion interatémica a, para que el traslape con los orbitales de un sitio atémico vecino

20
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sea despreciable. Suponiendo inicialmente un sélo 4tomo por celda unitaria (més adelante se

tratard el caso generalizado), se define la suma de Bloch de vector de onda k como:

By (r) = \/1N S R (x — Ry (3.1.2)

donde N es el nimero de celdas unitarias que conforman el cristal. Asi, es posible entonces

expandir la funcién de Bloch total del cristal Uy (r) en un cierto nimero (a juzgar) de sumas

= Z bi(k)®; x(r) (3.1.3)

Generalmente la expansiéon se hace sobre las funciones de onda de los electrones de valencia

de Bloch de vector k como:

correspondientes al dtomo (o dtomos para celdas unitarias multivalentes), pero también se
pueden incluir estados excitados que permiten una mejor precisién numérica como en [30].
Usando que Hi(r) = E(r), y aplicando el método variacional, se tiene que los eigenvalores

y eigenvectores del cristal se obtienen a partir de la ecuacién secular:
||Mi;(k) — E Sij(k)|| =0 (3.1.4)

donde M;; son las entradas de la matriz Hamiltoniana entre sumas de Bloch y S;; son las

entradas de la matriz de traslape, dadas respectivamente por:
M3 (1) = (k. ) | H|; k. ) ZZ*MM/%r WHO,(r — Ry

Sis(k k,r)|@; (k, LSRN Ry 5
500 = (@l 0@ 0m) = 1 3735 [ Rujoy (xR

m

(3.1.5)
Nétese que debido a la normalizacién de los orbitales atémicos ¢;(r), si el traslape entre
orbitales vecinos se supone despreciable, la matriz de traslape S se convierte en la identidad.
Ademas, debido a la invarianza traslacional de H, es posible elegir R,, = 0, por lo que se

retira la suma sobre m y el factor 1/N en la expresién para M;; quedando:
M;; = Z B ()| H ¢ (r — Ry)) (3.1.6)

Es conveniente aproximar el potencial cristalino como una suma de potenciales atémicos con

simetria esférica centrados en cada vértice de lared V,(r—R,,), de manera que el Hamiltoniano
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es aproximado por:

p2

oy T Val®) + V'(r) (3.1.7)

2

P
TR
donde V'(r) representa la suma de todos los potenciales atémicos del cristal, excepto la con-
tribucién V,(r) del d4tomo ubicado en el origen. Asi, utilizando la ec. y el hecho de que

los orbitales atémicos son ortonormales, se tiene:

2
Mij(I) = 37 R (97 () 5+ Valr) + V' (1) (r — Ro))
" , (3.1.8)
= Eidij+ ) ™R (i(n)[V'[6(r — Ry))

Utilizando de nuevo el caracter local de los orbitales atémicos, es posible limitar la suma en
a un limitado nimero de vecinos unicamente, adoptando la llamada aprorimacion de

dos centros: ‘
M;j(k) = Eidij + Z MR (g (r)[V (r — Ry)|d(r — Rp)) (3.1.9)
I

donde el indice I indica la suma sobre los primeros vecinos. Los términos (¢;(r)|V (r — Ry)|¢;(r
son llamados integrales de salto. Para explicar su origen fisico, se estudiara el caso especifico
de los muy conocidos semiconductores unidos tetraédricamente, cuyos electrones de valencia
son de tipo s y p Unicamente (es decir, momento angular [ = 0, 1 respectivamente). La figura
muestra esqueméticamente estos orbitales para dos atomos idénticos y aislados, asi como
lo que sucede cuando los dtomos se acercan a lo largo del eje x lo suficiente para que los
orbitales se traslapen y formen una molécula diatémica. La interaccién entre los dos orbitales
atémicos produce dos nuevos orbitales. Uno de estos orbitales resultantes es simétrico respecto
al intercambio de los a&tomos y es conocido como orbital de enlace. El otro es antisimétrico y es
conocido como orbital de anti-enlace. En el caso de dos orbitales tipo p, existen dos maneras
en que se puede dar el traslape: uno es cuando es traslape se da a lo largo de los orbitales p
(en cuyo caso se conoce como enlace o), y el otro en que el traslape ocurre en una direccién
perpendicular a los orbitales p (donde se conoce como enlace ). Aplicando el principio varia-
cional se puede mostrar que el estado de enlace es menos energético que el estado antienlace,
difiriendo por 2V, donde V es el elemento de matriz del Hamiltoniano de interaccion entre
orbitales atémicos y es usualmente referido como pardmetros de traslape [31].

En el caso de una configuracién sp? existen solamente 4 pardmetros de traslape distintos de
cero. Para obtener este resultado, se parte de los estados hidrogenoides de niimeros cudnticos

|6i) = |na, li,ms) ¥ |@5) = |nj,l;,m;), y la integral se separa en su parte radial D;; y su parte

—Ry))



3.1. MODELO DE AMARRE FUERTE 23

@ o) (enlace)
@ + @ —
s’? aB @ (o) (antienlace)

@ o) (enlace)
p’? :JF QEB G:@ g (antienlace)
B

A
A0®°B T (enlace)
+ 8 — <E>C>
I:A B A © 88 7T (antienlace)

Figura 3.1: Dibujo esquemadtico de las distintas configuraciones enlace y antienlace para 3 casos dis-
tintos: orbitales tipo s, orbitales tipo p paralelos al eje, y orbitales tipo p transversales a éste.

angular L;;, que tienen la forma:

Djj = / Ry, (r)r Ry 1, (r)r? dr
o (3.1.10)
Li = /0 /0 Yonut, (0, 0) HY 1. (0, 0)sinf) dds

Eligiendo el eje z paralelo al vector que une a ambos atomos y los otros dos ejes de manera que
el dngulo azimutal ¢ sea el mismo para ambos sistemas coordenados, se tiene entonces que H
tiene simetria cilindrica respecto al eje z, por lo que no puede depender de ¢, o dicho de otra
manera, la integral angular deberia tener el mismo valor si se hace una rotacién respecto al
eje z por un angulo ¢g. Debido a que los esféricos armonicos Y, (6, ¢) tienen una dependencia

en ¢ de la forma e"™%, se tiene la siguiente identidad para la integral angular:

Li; = ei(Mi*mj)sooLij (3.1.11)
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Esta ecuacién se satisface si Am = 0. Como resultado de esta regla de seleccién se concluye
que existen cuatro parametros de traslape distintos de cero y linealmente independientes entre

electrones s y p que se denotan por:

(s|H|s) = Vssos (s|H|pz) = Vipos (p=|HIpz) = Vipos (pxlH[pz) = Vipr (3.1.12)

donde las etiquetas o, 7, indican que m = 0,1, 6 2, respectivamente. Se observa también
que (pz|H|py) =0y (py|H|py) = (pz|H|psz) por simetria.

En el caso en que los dos 4tomos no se encuentren sobre el mismo eje cartesiano, las integrales
en la aproximacién de dos centros ec. [3.1.9para estados tipo s y p, dependen de los pardmetros
de traslape ec. y de los cosenos directores I, [y, (. del vector distancia R entre los dos
centros [32], los cuales estdn definidos de manera que R = (I,1y,l;)|R|. Las expresiones
se muestran a continuacién. Las expresiones para las demads integrales de dos centros son

obtenidas por permutaciones ciclicas de los indices x, ¥, z.

/ 62 (1) Valr — R)bo(r — R) dr = 1,V

/ G Valr — R)du(r — R) dr = 2Vypy + (1 — )V
(3.1.13)
/ G (OWValr — R)y(r — R) dr = Loly (Vs — Vi)

/ G (r)Valr — R)o(r — R) dr = Lol (Voo — Vo)

3.2. Funciones de Wannier

Notando primero que si se considera una funcién de Bloch ¢,k (r) como funcién de k para
una r fija, ¥,k(r) es periddica en el espacio reciproco por lo que es posible expandirla en
series de Fourier, i.e., como una suma de ondas planas caracterizadas por vectores de onda
que viven en el reciproco del espacio de momentos, i.e., en el espacio real. Asi, para una r fija

es posible escribir:

Yk(r) = > wyr(r)e™X (3.2.1)
R

en donde se senala explicitamente la dependencia de los coeficientes w,gr sobre r y sobre los
vectores de onda R, pues para cada r distinta se tiene una funcién distinta de k que esté

siendo expandida. Los coeficientes de Fourier estan dados por:

1

wnR(r) = VO

/ dk e” Bk (r) (3.2.2)
PZB
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donde Vj es el volumen de la Primera Zona de Brillouin (PZB). De la ecuacién es posible
ver que si r y R son ambos trasladados por un vector de la red de Bravais Ry, entonces w,r
permanece invariable como consecuencia de la ecuacién anterior y del teorema de Bloch, por

lo que w,r(r) depende de r y R sélo através de su diferencia r — R, es decir, tiene la forma:
wpr(r) = wyr(r — R) (3.2.3)

A diferencia de las funciones atémicas ¢(r) utilizadas en el modelo de amarre fuerte, las
funciones de Wannier w,r localizadas en distintos sitios son ortogonales, incluso cuando
tienen indices distintos. De la ecuacién se ve que el conjunto completo de funciones de
Bloch puede ser expandido en combinaciones lineales de funciones de Wannier, por lo que
éstas forman una base ortogonal alternativa a los orbitales atémicos y ondas planas. [33]

De la forma de las funciones de onda de Bloch 9, (r) = e Tu,.(r), se ve que la fase relativa
de cada eigenestado es arbitrario por lo que cualquier funcién de Bloch estd sujeta a una

transformacion de norma de la forma:
Ynke(r) = Prie(r) = € (k)b (3.2.4)

La cual deja invariantes todas las cantidades fisicas significativas. Se tiene entonces que la
representacion de la transformacion de norma en términos de la parte periédica en el espacio

real de las funciones de Bloch es:

0
e = > UK ul (3.2.5)
m
donde U,lfm es una transformacién unitaria dependiente de k. De aqui se obtiene que varia-

ciones en ¢,(k) o U,,n¥ cambian la fase relativa y amplitudes de las funciones de Bloch a
diferentes vectores k y bandas n, por lo que las funciones de Wannier no estan definidas de
manera Unica, variando fuertemente en forma y rango en contraste con las funciones de Bloch
que estan definidas inicamente excepto por una fase total arbitraria que es constante en todo
el espacio. Esta es la principal desventaja de utilizar la representacién de Wannier. [34]

De las conclusiones anteriores se sigue la necesidad de definir las llamadas funciones de Wan-
nier mazimamente localizadas (MLWF) en donde se elige la fase en las funciones de Bloch de
tal manera que se tenga un traslape maximo con una cierta funcién localizada previamente
definida, i.e., proyeccion maxima de la funcién. En el caso de un cristal unidimensional se
ha demostrado que el decaimiento para las funciones de Wannier elegidas de esta manera es
exponencial y mds aun, es la inica funcién de Wannier que decae exponencialmente, es real

y simétrica alrededor del origen. Sin embargo, ain no se tiene una prueba de que lo mismo
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suceda en el caso mas general de 3 dimensiones. Se describe a continuacién el método de
Marzari y Vanderbilt [35] implementado en el software Wannier90 [36].
Utilizando la definicién de la transformacién de norma ecuacién la definiciéon mas general

de las funciones de Wannier centradas en R en términos de las funciones de Bloch es:

—ik-R
wyRr(T) = /P . (Z UK (r ) e dk (3.2.6)

Se define la extension 2 de las funciones de Wannier como:
Q= Z Wno ()| [wno (1)) — | (wno(r)|r|wno(r)) %) (3.2.7)

La extensién total puede descomponerse en un término 2 que es invariante de norma, mas
un término Q que depende de la eleccién de norma UX. Q) puede descomponerse a su vez en
los términos diagonales Qdp y fuera de la diagonal Q20p en la base de funciones de Wannier,

de manera que:

Q=0+ Q =M+ Qp +Qop (3.2.8)

donde

=3 (<wno< o)) = 3| m (el () )
Qp = z S | (war (1) o (r)) A (3.29)

n R#0

Qop =Y Z\ (W (r)[rwno(r)) |

m#n R
El programa wannier90 requiere de dos tipos de datos obtenidos a partir de un célculo

electronico inicial:

1. El traslape entre la parte peridédica de los estados de Bloch, |uyx):

Mvgi{ﬁq) = <umk|unk+q> (3210)

2. La proyeccién de los estados de Bloch [¢,k) sobre una base de orbitales localizados |gy,)

que servira como punto de partida en el proceso de minimizacion:

Agrl;)z = <¢mk|gn> (3.2.11)



Capitulo 4

Interaccion electron-fonon

Los capitulos anteriores tratan las propiedades electrénicas y vibraciones de cristales uti-
lizando DFT y bases localizadas. Estos métodos dependen fundamentalmente de la aproxi-
macién de un cuerpo en el que se buscan potenciales locales efectivos para tratar el problema
de muchos cuerpos. Sin embargo, para la interaccién electréon-fonén es intrinsecamente un
problema de muchos cuerpos, por lo que es imposible la aproximacién de un cuerpo y es
necesario introducir la técnica de segunda cuantizaciéon. Para ello, en el capitulo 4.1 se des-
cribe el Hamiltoniano fonénico de muchos cuerpos introduciendo los operadores de creacion y
aniquilacién, en el capitulo 4.2 se generaliza esta idea para introducir todo el formalismo de
segunda cuantizacién y expresar el Hamiltoniano electrénico (sin correlaciones) para después
en el capitulo 4.3 introducir el Hamiltoniano de interaccién tanto en el esquema DFPT como
en el de funciones de Wannier, ambas relacionadas mediante una transformada de Fourier. La
idea de cortar las series cuando se expresan en el esquema de bases localizadas es lo que da
lugar a la interpolacién por funciones de Wannier, la base sobre la que se sustenta el software
EPW. Finalmente, en el capitulo 4.4 se presenta la teorfa semiclasica de transporte electronica
mediante la ecuacién de Boltzmann. El vinculo entre el tratamiento semiclasico y el cuantico
se da mediante la regla de oro de Fermi. A partir de ahi, se obtiene la férmula de Ziman para

calcular la resistividad intrinseca en grafeno.

4.1. Teoria cuantica del cristal armonico

En la seccion 2.2 se discutié el tratamiento clasico a la aproximacién armonica del cristal
para obtener la dispersién de fonones y los modos normales. Como se vera en esta seccidn,
el tratamiento cudntica del mismo problema mostrard que los modos normales pueden ser
desacoplados en el espacio reciproco, lo que fisicamente representa que un sistema periédico

de atomos fuertemente interactuantes es equivalente en el espacio reciproco a un gas ideal de

27
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fonones, cuyas energias estan cuantizadas, segun el formalismo de segunda cuantizacién. Se
estudiara entonces, por simplicidad, el problema de una cadena unidimensional de osciladores
armoénicos acoplados con interacciones a primeros vecinos unicamente. El Hamiltoniano del

sistema es :
p%z C § 2
H = . — 4+ 5 8 (2u71 — UpUn+1 — unun—l) (411)

donde u,, es el desplazamiento respecto a la posicién de equilibrio del n-ésimo dtomo y p,, el

momento de éste. Estos operadores cumplen las reglas de conmutacion siguientes:
[umpn’} = ih(sn,n’ [Unaun’] = [pnapn’] =0 (4-1-2)

Es conveniente ahora expresar el Hamiltoniano en términos de las variables conjugadas

uq ¥ pg definidas a través una transformada de Fourier de la forma:

1 w 1 .
Pn = \/N Ze ’th'npq’ Uy = \/Nze‘f'lqtnuq
q q
b — L S ety - 1 S (4.1.3)
= — ns = — n
VN4 VN4

De las relaciones anteriores es posible ver que las nuevas variables u4, p, preservan las rela-

ciones de conmutacién [L.1.2
[Uug, pgr] = ihdqq  [ug,uq] = [pg;Pg] =0 (4.1.4)

De esta manera, el Hamiltoaniano del sistema puede expresarse en la forma:

1 M
H = E (2Mpqp_q + 2w§uqu_q> (4.1.5)
q
donde c AC
, » ) 2qa
W (q) = - (2 _ p—iga _ €zqa) — Msen £ (4.1.6)

De aqui es posible observar entonces que la cadena de N osciladores armonicos acoplados

es equivalente a N modos normales desacoplados con las frecuencias especificadas en

Finalmente, resulta ttil definir los operadores de creacién y aniquilacion ag y aq dados por
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S al = wqu i 1
on 2thqp ¢ = 2h ~1 "\ 2 Mhw,
(4.1.7)

Los operadores de creacién y aniquilacion preservan las reglas de conmutacién [4.1.4

las relaciones:

lag, af)) = 843 lag,ag] = [l af)] =0 (4.1.8)
Ademas, usando las relaciones y es posible obtener una expresién para el despla-
zamiento relativo del n-ésimo atomo en términos de los operadores de creacion y aniquilacion

que sera util mas adelante:

ot | R
Up = \/1N Z eltn oM, (aq + aT_q) (4.1.9)
q

De esta manera, el Hamiltoniano del sistema puede reescribirse como:

H= Zhw <aaq ;) (4.1.10)

lo cual representa una suma de Hamiltonianos correspondientes a N osciladores armonicos
lineales independientes de frecuencia w(q).

El tratamiento en 3 dimensiones es totalmente andlogo. Si se tiene un cristal compuesto por
N celdas unitarias con v}, 4tomos en cada celda unitaria, entonces el niimero total de atomos
serd N, = Nup, v en la aproximacion armonica este sistema es equivalente a un sistema de
3N, osciladores arménicos unidimensionales independientes de frecuencia w = w(q, p), donde
q toma N posibles valores permitidos sobre la primera zona de Brillouin y p = 1,2, ..., 31

representa la rama en las curvas de dispersion.

4.2. Segunda cuantizacion

Para la descripcion del problema de muchos cuerpos en mecanica cuantica es necesario
trabajar en el espacio vectorial para el sistema de n particulas idénticas bajo el postulado
fundamental de que cualquier conjunto de operadores completo K que describe el comporta-
miento de una sola particula, puede ser también empleado para la descripcién de n particulas

del mismo tipo. Este postulado se asume cierto aun en la presencia de interaccién entre
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particulas. De esta manera, a cada eigenvalor K; de K le es asignado un operador llamado
nimero de ocupacion Nj, cuyos eigenvectores |n;) definen el estado total del sistema en el que
un numero n; de particulas tienen el valor K;. Los n; corresponden entonces precisamente a
los eigenvalores de N;. Como un postulado adicional se supone que la totalidad de los opera-
dores N; forman un conjunto completo de operadores Hermitianos conmutables ente si para

el sistema de particulas idénticas, de manera que los vectores base:
\nl,ng,ng,...> (4.2.1)

que asignan el eigenvalor K; a n; particulas, constituye un conjunto completo de vectores base

ortogonales para el sistema de particulas idénticas. En particular se tienen los estados nulos:
¥©@ = |o) = |0,0,0,...) (4.2.2)
Asi como los estados de una sola particula:

v = |K;) = 0,0, ...,n; = 1,0,0,...) (4.2.3)

)

Es 1util también definir los operadores de creacién y aniquilacién aj y a; (con una definicién

mas general que la dada en la seccién anterior) a través de las relaciones:

a;r M1, M2y ey T, Ty Mg 1 e OC |1, M2, ey M1, M+ 1, Mg, o) (4.2.4)
Qi [P M2y ey M5 My Mg 15 o) OC [T, M, ey M1, My — 1, M1, o)

De manera que el operador de creacion a;r anade al estado base una particula con niimero
cuantico K;, y el operador de aniquilacion a; la remueve. Puede demostrarse que cualquiera
de los operadores de creaciéon y aniquilacién para cualquier sistema de particulas idénticas

deben cumplir una de dos posibles reglas de conmutacién:

aza; — alTaL =0
ara; — apap — 0 (4.2.5)

akalT — alTak = 5kll

Que se conoce como la estadistica de Bose-Einstein, y:

OLLOLIT + a;az =0
apa; + ajap =0 (4.2.6)

CLk;CL;L + a;ak = 0l
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Conocido como la estadistica de Fermi-Dirac, en el que se cumple el principio de exclusién de
Pauli aLaL =0, i.e., no existen estados fermiénicos en los que dos 0 mas particulas comparten

el mismo estado cuantico. Es posible también mostrar que N; = a;rai de manera que:
ala; |ni) = ng |ng) (4.2.7)

Las constantes de proporcionalidad que faltan en la ecuacién [£.2.4] dependen del tipo de

estadistica que se tiene. En general, para la estadistica de Bose-Einstein se tiene:
aln)=+vnn) y alln)=vn+1n) (4.2.8)

Y para el caso de Fermi-Dirac se tiene:

d 0 0 dT 0)=e o 1
’ > | > ‘ > (4.2.9)
al

y=¢0) al|]1)=0

en donde el factor de fase « es de libre eleccién siempre que se cumplan las reglas de conmu-
tacién [4.2.61

Una vez dadas estas definiciones, es posible ahora construir variables dindmicas para un siste-
ma con un numero arbitrario de particulas idénticas. El operador K cuya observable representa
el valor total de una cantidad aditiva K asociada a una particula individual (como la energia
cinética) es [37]

K=Y KN =) Kqala; (4.2.10)

4.3. Términos de acoplamiento

Utilizando el formalismo de segunda cuantizacién desarrollado en el capitulo anterior,
para representar el Hamiltoniano electrénico H. en la representacion de muchos cuerpos, se
considera el Hamiltoniano de Kohn-Sham H*S con eigenestados de Bloch |t,) de energfa
€nk, como el operador efectivo de una sola particula, y se realiza la transicién a segunda

cuantizacién definiendo los operadores fermionicos cILk,cnk:

He = Z <\Ijnk‘HKS|\Ijn/k'> Cichn’k’ = Z 6nkCIchnk (4.3.1)
nk,n'k’ nk

La forma obtenida para el Hamiltoniano electrénico es 1til para realizar manipulaciones
tedricas en el estudio de sistemas electron-fonén, sin embargo introduce la dréastica aproxima-
cién de que el sistema electrénico puede ser descrito en términos de excitaciones colectivas o

cuasiparticulas.
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Para poder establecer un vinculo con el Hamiltoniano armonico es necesario expandir
el potencial efectivo de Kohn-Sham VXS en funcién de los desplazamientos nucleares Uy,

respecto a sus posiciones de equilibrio uY .. A primer orden esta expansién toma la forma:
b

VKS ({un,n}) = VKS ({ug,m}) + Z aLKSunna (432)

ou
nKko Nk

Esta expresion puede reescribirse en términos de los operadores aq,, y di;,u utilizando la ec.

que se reescribe en su forma vectorial como:

M. 1/2 . A X
Unka = ( 0 ) Z elaRe ena,l/(q) lqu (aqy + a’.l;qy) (4.3.3)
NM,) 2

en donde g, se define como el amplitud de desplazamiento en el ”punto cero”:

o= (531 )”2 (13.4)

2M0wqy

donde N, es el numero de celdas unitarias contenidas en la supercelda de Born—von Kérman
(BvK) y Mp es una masa de referencia caracteristica del sistema introducida para asegurar
que lq, tenga las unidades de longitud y que sea similar en magnitud a .. Tipicamente se

elige My igual a la masa del i6n en cuestion.

Asi, sustituyendo en se obtiene:

OVES 1 My VY = .o o
(NﬁMn) >R enn (@lav(agy +al )
qv

=VES ({0 ,}) + N2 Z A VES (glqy + d*_qy)

OUnka

vHis ({unx}) = viS ({ug,n}) + Z

qv
(4.3.5)
donde -
AquVES = €97 Ag, v
Mo\ 12
KS 0 KS
Ao _lqyz(Mn) o (@)noqt (43.6)

no

) avK S
) UKS _ e—zq-(r—R,@)
naq ; 8Una
Siguiendo un procedimiento similar al descrito en la ecuacién el Hamiltoniano de inter-

accion electron-fonén Hep, dado por la respuesta a primer orden del potencial efectivo respecto
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a los desplazamientos nucleares, tiene la forma:

Hop= Y (W VS ({une}) = VS Q) 1) W) €y (4.3.7)

mk,m’k’

Expresando la funcién de onda en su representaciéon de Bloch V¥, = Ny 1 2¢mk(r)eik'r, se

tiene:
Hepy = N2 g (K, @)él o (&qy + alq,,) (4.3.8)
k7
mm(}ll

donde los elementos de la matriz de interaccién electrén-fonén estan dados por: [38]

gmm’u(k7 CI) = <¢mk+q|AquKS|wm’k> (439)
En la representacién de Wannier estos elementos de matriz se escriben como:

oV ES

gmm’na(Rm R/{’) = <wm0(r)] ou
na

(r — Ryw)|[wmo(r — Ry)) (4.3.10)

donde la integral se lleva a cabo sobre la supercelda de BvK. La relacion entre ambas repre-

sentaciones se encuentra al sustituir las ecuacion en y utilizando las ecuaciones

[1.3.6] se obtiene:

gmm’y(ka Q) = Z ei(k.RKJrq.R Z Umpk+q 9pp'na (R,{, R )Um % c Una,qu (4311)

KK pp'na

en donde Upa,qv = lgrena,(q). La relacién inversa es:

Gmm'na (R, Ryr) = N Z —szN+qR/)Zum7qV mkarqupl,(k,q)Um/p/k (4.3.12)
pp'v

—1 = [ 1 e*
no,qu qv nau

en donde u (q). De la ecuacién anterior es posible ver que si la cantidad
Imm/na(Ru, Ryr) decae rdpidamente como funcién de |Ry| y |Ry/|, entonces serd posible ge-
nerar gmm (K, q) a partir de un limitado nimero de elementos en la representacién de Wan-
nier utilizando la ecuacién Esta es la base de la interpolacién utilizada en EPW. Para
ello, se parte del cédlculo de los términos de acoplamiento en la representacién de Bloch so-
bre una malla burda de la PZB utilizando DFPT, para posteriormente calcular las MLWF
con el método de Marzari y Vanderbilt descrito en el capitulo 3. Este procedimiento arroja
también los matrices de rotacién U,k necesarias para el cdlculo de los acoplamientos en la
representacion de Wannier utilizando la ecuacién Finalmente, haciendo la suposicién

de que los elementos de acoplamiento fuera de la supercelda de Wigner-Seitz (definida por
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la malla burda original) pueden ser despreciados, se utiliza la ecuacién para el calculo
de los acoplamientos g, (k,q) sobre una malla mucho mas fina que la original. De aqui en
adelante se utilizard la notacién més estandar haciendo m’ — n.

La dispersién resistiva de electrones debido a vibraciones de la red cristalina se calculara

utilizando la regla de oro de Fermi:

2 .
| (2l Hep 1) P6( B2 — En) (4.3.13)

P = W

la cual expresa la probabilidad de transicién P;_,o de un estado |1) a un estado |2). En este
caso, estos estados corresponden a estados de muchos electrones y fonones. Observando que
los elementos de matriz g, (k,q) acoplan tnicamente estados donde sélo un electrén ha
cambiado su vector de onda k, se consideraran procesos en donde un electrén es dispersado
de un estado |kj) a un estado |ko), mientras todos los deméds electrones permanecen en sus
estados iniciales, por lo que los tnicos términos que contribuyen de la ecuacién 4.3.8| son
aquellos donde k = k; y q = kg — k;. Utilizando la notacién introducida en la ecuacion
se escribe al estado inicial que contiene n, fonones con vector de onda q y n_, fonones de

vector de onda n_4, como |ng, n_g), de manera que segin las ecuaciones se tiene que:

(&q + &T—q) [nq;n—q) = /g |nq = 1,n-q) + \/n—q+ 1|ng,nq+1) (4.3.14)

Multiplicando por la izquierda por el estado |2) se encuentra que la probabilidad de dispersién
debido a la absorcién de un fonén (transicién a un estado |ng —1,n_q)) es proporcional al
nimero de fonones ng. En el limite termodindmico es posible aproximar este ntimero de

fonones por la distribucién de Bose-Einstein:

1

e (4.3.15)

Ngy =
donde kp es la constante de Boltzmann. Se nota de la ecuacién anterior que no se definié
un potencial quimico puesto que en el problema de conductividad no existen gradiantes de
temperatura por lo que se trabaja en un ensamble candnico para el cual el potencial quimico
no estd definido.

Por otra parte la diferencia de energfa entre los estados |nk) y |mk + q) es €,k — €mktq + Ay
para el caso en que es absorbido un fonén, y €,x — €yk4+q — hiwg, para el caso opuesto en que

es emitido. De esta manera, es posible escribir las deltas de Dirac en la ecuacion como:

(B2 — E1) = 0(enk — €mktq = hPwqy) (4.3.16)
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Por tanto, se tiene que la probabilidad de transicién de un estado |nk) a otro estado |mk + q)

a cierta temperatura T estd dada por:

27
Pnk—)mk-‘rq = %Lgmm/(kv q)’2
Zy (4.3.17)

X [(1 + nq,,)é(enk — €mk+q — hwqy) + nq,,é(enk — €mk+q + hwqy)]

4.4. FEcuacion de Boltzmann

Para un sistema electronico en equilibrio termodindmico, la probabilidad de ocupacién de

un nivel energético €, estd dado por la distribuciéon de Fermi-Dirac:

0 . 1
nk —

elenk—er)/kBT 4 1 (4.4.1)

donde ep es el nivel de Fermi y T es la temperatura de la muestra. Cuando se aplican per-
turbaciones externas a la muestra (campos eléctricos en este caso), la funcién de distribucién
electrénica cambia respecto a la distribucién en equilibrio La densidad de corriente J

puede ser expresada en términos de esta nueva funcién de distribucién f,x como [9] :

—e dk

S 4.42
J a HQBkavk, (4.4.2)

donde Q y Qpz son el volumen (érea) de la celda unitaria y de la PZB, respectivamente. En
general f,x dependera de las variables (r,k) a un tiempo t y evolucionard a un tiempo ¢ + dt
hacia el punto en el espacio fase (r + vidt,k + (F/h)dt), donde vy es la velocidad de Fermi
y F la fuerza externa sobre los portadores de carga, dadas por:

106 d(1ik)

Tomando en cuenta procesos de colisién que ocasionen un cambio neto en la funcién de dis-
tribuciéon (%)Col sobre un volumen drdk del espacio fase y utilizando el teorema de Liouville,
que indica que la densidad de puntos alrededor de un punto dado del espacio fase que se
mueve a través de éste es constante en el tiempo, se tiene como consecuencia que la funcion
de distribucion del espacio fase es constante a lo largo de las trayectorias del sistema, por lo

que es posible escribir:

F
f <r + vdt, k + ﬁdt,t + dt) = f(r,k,t) + (2{) dt (4.4.4)
col
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Para magnitudes de la fuerza externa pequenas es posible expandir el lado izquierdo de la
ecuacion [4.4.4] a primer orden de manera que:

F of [of

col

En general el término de dispersién (0f/0t),,, esta dado por un operador integral de manera
que la ecuacion de Boltzmann se convierte en una ecuacion integro diferencial. En la llamada
aproximacion de tiempo de relajacion (conocida también como MRTA o momentum relazation
time approzimation) se supone que la desviacién de f respecto a fp es pequena por lo que es

posible aproximar el término de dispersién por una diferencia finita de manera que:

[af} _
col

- 4.4.6
ot T ( )
donde 7 denota un tiempo caracteristico de dispersion llamado el tiempo de relajacion, y en
general depende de la banda n k.

En el caso particular de que la fuerza externa consista de un campo eléctrico uniforme

(F = —eE) y con condiciones estacionarias, f dependerd unicamente de k, por lo que de
las ecuaciones y se tiene:
1 _
2 Vif  (—e)E = S (4.4.7)
T

Para campos eléctricos pequenios se puede aproximar f = fy del lado izquierdo de la ecuacion

anterior por lo que se tiene:

eT 0fo dfo
\V4 .E =" \V4 E=er—v -E= fy + 4.4.
ka A 9€nk k€nk eT 9E fO fl ( 8)

€T

h

f=fo+

donde f; representa la desviacion de la funcién de distribucién respecto a la configuracion en

equilibrio termodindmico. Reemplazando f; en la expresiéon para la densidad de corriente J

ec. [L.4.2] se obtiene:
e? adfo
J=—[7|— |v(v-E)dk (4.4.9)
Q €nk

Asi, en el caso particular de que J sea paralelo a E (i.e. el material sea isotrépico), el tensor de
mobilidad ji,5 se convierte en una constante g, por lo que proyectando J sobre la direccién

del campo eléctrico é = E/|E| se tiene:

__°© . 2 ( 9o
fo = nﬁ%/m‘(e v) <8€nk> dk (4.4.10)
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En el caso més general de que el material no sea necesariamente isétropico las componentes

del tensor de mobilidad estaran dadas por:

—€ dk afnk
= — _— 4.4.11
He,aB neQ %/ QBZ 85nk Unk,aUnk,3Tnk ( )

Para poder calcular el tiempo de relajacion 7,y es util primero describir la tasa de dispersién
(0f /Ot)co1 en términos de las probabilidades de transicién entre distintos estados ec. 4.3.13

COImo:

(%) = ¥ (Reiolt = i) = Pone il = i) (14.12)
col Yk

La ecuacién anterior nos indica que a la tasa de dispersion Py/_, se la resta la tasa de disper-
sién en sentido contrario Px_,i/, cada una pesada con sus respectivas poblaciones. Aplicando
ademas el principio de balance detallado que nos representa una simetria respecto a ambas

tasas de dispersion cuando se tiene la condiciéon de equilibrio termodindmico, se tiene que
P i fY = Peosie £, por lo que la ecuacién [4.4.12] se simplifica a:

N <8af:> = > Ao [fu— (e fl/£)] (4.4.13)
K/£k

Si se hace la suposicién adicional de que el tipo de dispersién es totalmente elastico, dos
consecuencias directas es que Fy = Ey y flg = flg,, por que se tiene de la ecuacién anterior
que:
8f k 0
<at =—(fiu— ) | D Pos (4.4.14)
Kk’/#k
Finalmente comparando con la ecuacién y reemplazando la expresién para Py ./ ec.

el tiempo de relajacién para el estado nk estard dado, bajo las aproximaciones remar-

cadas, por:
- = 5 ~__ |9mnv ka
= 1 2 [ gyl
x [(1— fr?szrq + nqu )0 (€nk — Emktq — Miwgy) + (fr%k+q + ngw)d(enk — Emiciq + hwgy)]

(4.4.15)
El conjunto de aproximaciones hechas para calcular los tiempos de relajacién es lo que
cominmente se cononoce en la literatura como SERTA (Self-Energy Relaxation Time Apro-
zimation to the linearized Boltzmann transport equation for time-independent electric fields)
[39].

Finalmente, a partir de la expresion [4.4.15] puede obtenerse la muy conocida férmula de re-



38 CAPITULO 4. INTERACCION ELECTRON-FONON

sistividad de Ziman (también llamada lowest-order variational approximation). Para ello, se
obtiene la tasa de dispersién isotrépica (771) calculando el promedio de las tasas de dispersion

7'7:1(1 pesado con la derivada de la distribucién de Fermi-Dirac:
3 ofpn -1
Zn f 5%7]3,]; ( 36n11:> Tk
d3k afl
A
Utilizando la ec. es posible expresar el numerador de la ec. como:
d*k of, Ok 1 af(e)
— [ -2 o= [d de' | dw | ——=~ 4.4.1
ZH:/QBZ< 66nk>7—nk / 6/ 6/ w( e ) (A7)

X { [n(w) + 1= f()] 6(e — € — hw) + [n(w) + f(w)d(e — € + hw)] }’y(e, ¢, w)

(1) =

(4.4.16)

donde n(w) y f(€) representan la distribucién de Bose-Einstein y de Fermi-Dirac, respectiva-

mente, y Y(€, €', w) es la funcién de decaimiento definida como:

3k d3q
v(e €, w) = Z QBZ |gmnu(k CI)‘ 6(e — 6nk)(s( — €mk+q)0 (W — Wqv) (4.4.18)

Puesto que la ecuacién necesita ser evaluada en valores de € cercanos al nivel de Fermi
y el acoplamiento gpn.(k,q) varia muy poco en valores cercanos al nivel de Fermi [40], es

plausible entonces aproximar ~y(e, €, w) por:

Y(w) = (e =ep, € =ep,w) (4.4.19)

Las integrales € y € pueden llevarse a cabo analiticamente, lo que resulta en:

d3k o0 A 00
Z/ Qpz <_ 85:11: > T kBT/o dw o y(w) nlw, T) [1+n(w)] (4.4.20)

El denominador en la ecuacion [4.4.16| puede ser aproximado remplazando las derivadas de la

distribucién de Fermi-Dirac por funciones § centradas en en el nivel de Fermi: —0 fgk /O€nk ~
0(er — €nk), por lo que el denominador ser convierte en la densidad de estados en el nivel
de Fermi, DOS(er). Combinando la expresién resultante para (7) ' con la férmula de Drude
para la resistividad, p = m* (t71) /e?n, se llega finalmente a la férmula de la resistividad de
Ziman [21] [41] :

o0

dmm’ dw hw o2 F(w) n(w,T) [1 + n(w)] (4.4.21)

p= e2nkpT |
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donde a2 F(w) es la funcién de transporte de Eliashberg definida como:

47

2

Flw)= —— 4.4.22
Qg ((.U) DOS(eF)/Y(W) ( )
En la ecuacién [4.4.21] la densidad de portadores de carga esta relacionado al nivel de Fermi

er a cierta temperaturas T mediante:

1 3k 1
" Ve ech/ Qpz, (e(E”k_EF)/kBT - 1) (44.23)

donde V. es el volumen de la celda unitaria.
Finalmente, a las ecuaciones anteriores puede agregarse el factor de dispersién angular (1 —
Unk * Umk+q/ lvnk|?) el cual fue ignorado en la aproximacién SERTA, por lo que la expresién

para la funcién de Eliasherg queda como:

) p—— / Ik Lo )P (4.4.24)
' 2hDOS(er) 4= | Qpz Qpz ’
Unk * Ukarq
X 0(€F — €nk)O(€F — €mktq)0 (W — Wqv) <1 — |Uk|2)

Para calcular la masa efectiva m™* en grafeno se utiliza la definicién semiclédsica alternativa
[42] en el, utilizando la dualidad particula-onda, la velocidad de una particula v se asocia con
la velocidad de grupo vy de su respectivo paquete de onda, y el momento de la particula con

el momento del cristal p = Rk, de tal manera que

_ 1 0e(k)
“h Ok

v =, (4.4.25)

La masa efectiva se define como un factor de proporcionalidad entre el momento de la particula

y la velocidad de grupo del paquete de onda
p = hk =~ m*u, (4.4.26)

Por lo que a partir de las dos ecuaciones anteriores se obtiene que

m* = h2k (ded(:)> - (4.4.27)

Utilizando una dispersién lineal €(k) = hvpk y evaluando en kp resulta en m* = ep/v%.



Capitulo 5

Resultados

Se presentan primero los resultados para las relaciones de dispersion fondnicas y electréni-
cas que se obtuvieron utilizando DFT y DFPT. Después se describe el proceso de wannieri-
zacion. De ahi, se procede a la descripcion de la interaccién electrén fonén en el esquema de
amarre fuerte. Los parametros del modelo se adaptan mediante los valores de las integrales
de salto obtenidas en la wannierizacién, los cuales reescalan al tomar en cuenta correcciones
de muchos cuerpos. Finalmente se discuten los resultados para el ancho de banda de fono-
nes para poner en prueba los contribuciones de distintos vecinos al acoplamiento, asi como
la resistividad intrinseca y el andlisis de las contribuciones relativas de los distintos modos

fonoénicos.

5.1. Fonones

En grafeno los vectores de traslacién t; y los vectores base de la celda unitaria d; estan

1 v3 1 v3
t1:a<27\2[70>7 t2:a<_ \[70>7 t3:C(07011)

dados por:
27 2
3
dlz(0,0,0), d2:a(07\3[a0>

Los vectores de la base se pueden escribir también en coordenadas fraccionarios como:

(5.1.1)

1 1
d; =0ty +0ty, dy = gtl + §t2 (5.1.2)

donde a=4.65ap es la constante de red y ¢ es un parametro que define la distancia entre
capas paralelas de grafeno. Para asegurar que las capas no interaccionen cominmente se elige

¢ = 56ap, la distancia minima para que no existan fuerzas residuales en el plano transversal

40
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después de relajar la estructura.
Los vectores de la red reciproca g; y los puntos de alta simetria de la 1ra zona de Brillouin
son [22]

2m V3 2 [, 2 2 (1 V3
=21 +1,Y2 0] 1=(0,00), KK=>(+200 M=""(2Y20
g1,82 CL( 727> (77)7 ) CL( 377>7 a 2767

(5.1.3)

Figura 5.1: (a) Vectores de traslacién y vectores de la base de grafeno. (b) Primera Zona de Brillouin
de grafeno y puntos de alta simetria.

Se utilizaron los programas pw.x y ph.x de la suite de Quantum Espresso v6.4, el cual
utiliza una expansiéon en ondas planas con pseudopotenciales. El pseudopotencial utilizado
fue relativista de tipo norm-conserving con correccién de nicleo que fue generado utilizando
el c6digo ONCVPSP (Optimized Norm-Conservinng Vanderbilt Pseudopotential) [43]. Para
el célculo autoconsistente se utilizo una energia de corte de 90 Ry para las funciones de onda
y de 360 Ry para la densidad de carga, asi como una malla de 20x20x1 puntos k de la
PZB. El potencial de intercambio y correlacién se aproximé utilizando LDA. Para el célculo
de fonones se utilizé una malla de 15x15x1 puntos q. Finalmente, se utilizé el programa
q2r.x para interpolar al espacio real y obtener las constantes de fuerza. Como se menciond
en la seccién 2.2, una vez obtenidas las constantes de fuerza @gf‘;mm =—0F2 .,/ Gug; 1o €11
la aproximacién arménica, las entradas de la matriz dindmica en un vector dado q pueden

construirse como:

aa’ eiq~(un2~2—110m) (514)

, 1
Do (CI) = \/ﬁ ;2(1)051,712/@2

R1K2
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A pesar de ser el grafeno un material bidimensional, no puede ignorarse la coordenada trans-
versal por lo que debe tomarse o = 1,2,3. Ademads para dos dtomos en la base se toma
k = 1,2, y la matriz dindmica D(q) tendrd la forma (omitiendo la dependencia en q para
cada entrada):
Dll D12 D%% D D12 D13
D21 D22 D%i’) D D22 D23
D31 D32 D33 D31 D32 D33
12 (5.1.5)
Dll D12 D13 D D22 D13
D21 D22 D23 D D22 D23
D31 D32 D33 D%% D32 D33

A la matriz dindmica de grafeno estdn asociados 6 eigenvectores correspondientes a los despla-
zamientos en el espacio real de los dos dtomos de la base unitaria (més un factor de fase). En el
limite g — I se tienen sencillas representaciones visuales de éstos modos normales: 3 acusticos
y 3 épticos, como se muestran en la ﬁgura (donde se ignoran los modos transversales fuera

del plano ZO (modo 6ptico) y ZA (modo actstico)).

LA LO

o P G
P Ip o
o

Figura 5.2: Modos actstico longitudinal (LA), éptico longitudinal (LO), actstico transversal (TA) y
6ptico transversal (TO) para un vector q en el limite q — T" .

Ahora bien, graficando la relacién de dispersion através de la trayectoria I'— K — M —1I" de
la PZB se obtiene la figura[5.3]donde es posible observar que las tres ramas actsticas cerca del
punto I' tienen comportamientos discontinuos. Esto se debe a errores de precisién numérica
al momento de diagonalizar la matriz para vectores q muy pequenos, a pesar de que la
acoustic sum rule ya estd implementada en el programa q2r.x en términos de las constantes de
fuerza. La manera de reparar este error es interpolando los valores a partir de un cierto radio
de corte alrededor del punto I', cuidando de preservar la continuidad de la derivada (en teoria
la rama acustica transversal deberia comportarse cuadraticamente en el limite q — 0 y las
demads linealmente). Esta interpolacién se realizé utilizando funciones spline implementadas
en la pequeteria scipy de Python [44]. Los resultados de las interpolaciones se muestran en la
figura

En la tabla se muestran los valores calculados distintos de cero en I' respecto a los
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Figura 5.3: Relacién de dispersién de fonones a lo largo de la trayectoria I' — K — M —T" de la PZB.

resultados experimentales.

Método ZO [em™' TO-LO [em™}]
Phonopy (4 x 4x1) 1778 3238
DFPT (4 x4 x 1) 869 1538
DFPT (15x 15x 1) 899 1498
Experimental [45] 868 1580

Tabla 5.1: Valores de frecuencia en el punto I' calculados con phonopy y SIESTA en una supercelda de
4 x4 x 1, asi como con quantum espresso en el formalismo DFPT en mallasde 4 x4 x 1y 15 x 15 x 1
y resultados experimentales de [45] utilizando la técnica HREELS (High Resolution Electron Energy

Loss Spectroscopy).
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Figura 5.4: Interpolacién de las ramas actsticas cerca de I'. Las lineas negras indican el cdculo original,
las azules el segmento interpolado y los puntos rojos representan el rango en donde se ajustaron las
funciones spline.

5.2. Modelo efectivo para bandas w

Dado que el grafeno tiene dos atomos del mismo tipo en la base unitaria, por la ec. |3.1.3

las funciones de Bloch estdn dadas por:
1 .
Uy (r) = N > e R ba(K)y(r — Ry) + bp(K)y(r — RY)] (5.2.1)

A,B c ey . .
donde R7,’" representa los vectores de posicién de los dtomos tipo A o B, y ba p(k) sus
respectivos coeficientes. Por otra parte como se mencioné ya en la introduccién las transiciones
interbanda inducidas por fonones sélo son posibles para las bandas 7 (si el grafeno no ha sido

dopado), por lo que las tnicas integrales de salto a considerar serén las de tipo V},, sin factores
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geométricos adicionales, de manera que el Hamiltoniano efectivo para las bandas 7 tiene la

H(k) = Haa(k) Hap(k) (5.2.2)
Hpa(k) Hppk) o

forma:

Asi, la ecuacién secular toma la forma:

Hpan— SaaE  Hap — Sas

AT =0 (5.2.3)

Ahora bien, dada una base de funciones de Wannier maximamente localizadas |R + 75), las
funciones de Bloch pueden ser expresadas de manera alterna en términos de esta otra base

COmo:

1 )
Wia) = 7% D Bt IR, 4 d,) (5.2.4)

De manera que los elementos de matriz esta relacionados a las integrales de salto en la repre-

sentacién de Wannier mediante:

1 .
Hup = (Vyo|H|Vys) = - Z ezk~(Rn/—Rn)ta6(Rn —R,) (5.2.5)
donde
tag(Rn —Ry)=(R, +d.|HR, + dﬁ) (5.2.6)

son las amplitudes de salto que representan el tunelaje entre estados 8 a «a localizados en
R,/ +dg y R, + dg, respectivamente. Dado que vecinos iguales comparten el mismo valor
para la integral de salto, es conveniente agrupar los factores de estructura (que resultan de
sumar los factores de fase) f, (k) = 3", ¢’k%" correspondientes al conjunto de n-ésimos vecinos,
cuyos vectores de posicién estan representados por 07, de manera que los elementos de matriz

del Hamiltoniano pueden expresarse como:
Haﬁ(k) = Z taﬁ,nfn(k) (527)

De lo anterior es necesario distinguir los parametros de salto entre vecinos del mismo tipo
taan = tBB,n de aquellos entre vecinos de distinto tipo tap , = tBan, puesto que difieren de
signo. En la figura [5.5] se muestra una supercelda de grafeno remarcando dtomos tipo AB y

AA, hasta 15vos vecinos.

Bajo estas observaciones, se contruyé el Hamiltoniano hasta 5tos vecinos obteniendo los

pardmetros de salto a través de la proyeccion del Hamiltoniano sobre la base de Wannier, de
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ndo en rojo atomos tipo B y en azul

S, remarca.

Figura 5.5: Supercelda de grafeno hasta 15vos vecino
los tipo A, suponiendo que el dtomo central es tipo A.

T
33333

Bohrs).

stanc

di

por

5.6: Numero de vecinos

Figura

stan dadas por:

que las componentes del Hamiltoniano e

manera

HAA(k) = Z tAA,nfn(k)
n=25

(5.2.8)

Hap(k) = Z taBnfn(k)
n=1,3,4
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Las energias y sus respectivos eigenvectores normalizados estan dadas por:

Ey(k) = [Haa(k)| £ [Hap (k)]

L HAB(k) T (5.2.9)
NG <i|HAB<k>| 1)

En la figura se muestran los parametros de salto para las bandas 7 obtenidas a través

¢+ (k)) =

de la wannierizacién en una celda de 8 x 8 puntos k (se probd con otras celdas mas grande de
15 x 15 y 21 x 21 pero las diferencias son despreciables). Claramente los valores tienen como

degeneracién el nimero de vecinos a cierta distancia. A su vez en la figura [5.8] se muestran

0.0 . e o —9© s s o

-1.0

=15

Pardmetro de salto [eV]

01 2 3 4 5 6 7 8 9 101112 13 14 15
Distancia [ag]

Figura 5.7: Pardmetros de salto obtenidos a través de la wannierizaciéon en una celda de 8 x 8 puntos
k.

las bandas 7 obtenidas a través de la wannierizacién mencionada a través de la trayectoria
definida por los puntos de alta simetria I'— K — M — I, junto con las bandas contruidas con el
modelo de amarre fuerte a través de los parametros extraidos, para lros, 3ros y 5tos vecinos.
En esta figura es posible notar que el modelo a 5tos vecinos cerca del punto de Dirac describe
mejor la banda de conduccién que la de valencia.

Ahora bien, dados los modelos efectivos anteriores obtenidos a partir de la proyeccién del
Hamiltoniano sobre la base de Wannier maximamente localizada, es necesario realizar un
ajuste sobre los mismos porque esta funcién de ajuste (su derivada en particular) serd necesaria
para la descripcion de la interaccion electréon fonén en el modelo de amarre fuerte que se

describird més adelante. Para ello, la funcién de ajuste utilizada fue de la forma t4p(d) =
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Figura 5.8: (a) Bandas 7 obtenidas a través de Wannier90 en una malla de 8 x 8 puntos k, as{ como
bandas en un modelo de amarre fuerte hasta 5tos vecinos con los pardmetros extraidos de Wannier90.
(b) Misma gréfica alredor del punto de Dirac.

toelan(d/aap—1) para atomos tipo AB, donde aap = 2.72ap es la distancia entre la capa
de vecinos AB mas préxima y tg es la integral de salto a primeros vecinos. La funcién de
ajuste para atomos tipo AA es similar excepto que se ajusta una ( distinta, i.e., tqa(d) =
—togePaald/aas=1)  Lag funciones de ajuste se grafican en la figura El parametro (3 es
conocido en la literatura como pardmetro de Griineisen [46]. El ajuste se realiza sobre el valor
absoluto de las integrales de salto, es decir, todos los valores AB se toman negativo y todos
los AA como positivos. Al final, la derivada dt,g/dr se tomara siempre como negativa para
ambos casos porque los valores de interés radican sélo sobre la magnitud de estos valores y

su dependencia con la distancia.
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Parametros de salto [eV]
|
N

2 4 6 8 10 12 14 16
Distancia [ag]

Figura 5.9: Funciones de ajuste para las de las integrales de salto de la fig. . La integral a primeros
vecinos es tg = —2.863eV y los pardmetros de ajuste son fap = —2.45 +0.02 y Saa = —3.03 £ 0.04.

5.3. Interaccion electron fonén en el modelo efectivo

Una vez obtenidas la parte fonénica y el modelo efectivo, se procede a la descripcién de la
interaccion eletrén fonén. Para ello, partiendo de la definicién de los términos de acoplamiento
el método propuesto en esta tesis consiste en una generalizacién a las ideas expuestas
en en [47], [48] y [49]. El punto de partida es utilizar el teorema de Hellmann—Feynman
(Vk+aaldVar|tks) = 0 (VkrqalVIvkp),,  Asl, dada la expansion de los estados de Bloch

sobre la base localizada ec. se tiene entonces:
<1/)k+q,a‘vy¢k,ﬁ> =

(\;N Ze_i(k+q)'(Rn+da) (R + da’) v <\/1N Zez’k-(Rn/+d5) R, + dﬁ))

1 . ‘
_ 5 Z e~ (Rntda) ik (R, +dg—Rn—da) R, + da’V|Rn’ + d5> (5.3_1)

1 . .
= D R g Ry bRl (R, R,y)

n,n’

El siguiente paso consiste en aproximar la variacién del potencial efectivo 6t,3q, como
una diferencia finita At,gq,, y de ahi expandir sobre los desplazamientos atémicos respecto a
la posicion de equilibrio hasta primer orden, de manera que la variaciéon asociada al j-ésimo

eigenvector de la matriz dinamica con vector q y rama v es :

o dtes .
(5taﬁ7qy ~ Ataﬁvqy ~ Vtaﬁ ’ e.(j:lV - dc;'ﬂr ' eay (532)
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Asi, reordenando de acuerdo al orden de los vecinos y a partir de la definicién del des-
plazamiento atémico eﬁl,, en términos del eigenvector de la matriz dindmica e{l,j, ea,, =

lqv ééy ia(Rn+d;) (en donde lq, representa la amplitud del desplazamiento asociado al fonén

(q,v) ec. 4.3.4]) se tiene para la ecuacién

dt Y
<wk+q,a|5vqu‘¢k,ﬂ Z e (Rotdo) gle(Rurdsmdo) diarﬁ i 6; ' eay
il =l
3 ! (5.3.3)
Zl a(Ri+dj—da) ik-(Ri+dg—da) dtﬂ 61 -8l
= dr T
syl r=il

donde 5; indica el [-ésimo vecino de la i-ésima capa de vecinos y R; = R,y — R,, (denotando
el hecho de que los indices n y n’ se eligen de forma que 5; =R;+dg—d,).

Ahora bien, los distintos casos para los indices o y 3 son:

« # [: corresponde a una transiciéon entre dtomos de distinto tipo, por lo que sélo son
aplicables para las capas de vecinos AB, por lo que se toman en cuenta los desplazamientos
para ambos atomos de la base unitaria, i.e., 7 = 1,2. Tomando en cuenta que las posiciones
de los vecinos del segundo atomo de la base unitaria son exactamente los del primer atomos
con un signo opuesto, la suma correspondiente al desplazamiento del segundo atomo de la

celda unitaria ird con un signo negativo. Asi entonces, se tienen dos subcasos:

<7/)k+q,1 ‘5Vq1/ W]k,2> =

Zl k-(R;+d2—d1) dtap

Si . él _ Zl eiq~(Rl+d2—d1) eik'(Rl+d2—d1) dtﬂ
d’l“ qv

Y A
=5 i drlrzi)
i dt A . dt N
k8] OAB A1 i(k+q)-8! AB <92
=3 Z ¢ B RS Z Zl R T R
; ] dr r=w| " lr=|of]

=hap(k) - &g, —hap(k+q)-¢ (5.3.4)

donde la funciéon hap estd definida como:
hap(k) = 3l ZAB| ksl g
- Y dr
Z?

5.3.5
- (5.3.5)
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el indice ¢ corre sobre todas las hileras de vecinos tipo AB. El otro caso en donde o # (3 es:

<wk+q,2‘5vqu ’wk,1> =

Z lqyez’q~(Rl+d1—d2) eik'(Rl+d1—d2) dtap
l dr
K2

& S g’ dtap
62 . él _ l €Zk~(Rl+d1—d2) rAb
" “quv qv
il

dr
—i(k+q)-6} dtap i A1 _iksi dtap i A2
=3 (St e ]G 5 (S e 2| )
i 1 i 1 r=|0j

— hip(k+q) - &l — hip(k) - &2, (5.3.6)

r=|8}|

r=|8}|

El ultimo caso es a = 3, que corresponde a una transicién entre atomos del mismo tipo por
lo que sélo son aplicables para las capas de vecinos AA o BB. Puesto que vecinos del mismo
tipo comparten vectores de desplazamiento iguales (excepto por el factor de fase), sélo debe

considerarse la contribucién del vector de desplazamiento correspondiente al vector de la base

a:
ik-R; dtaa S Ao i(k+q)-Ry dtaa S0 A
<¢k+q,a|5vqu|¢k,a> = Z lqve “dr e Cqv — Z lqve “dr 0; - Cqv
il "olr=l0)l il (RSt
lql/ ; .57; 'k.éi thA N
= = (1 =)™ —= 0 - g
ZZ-: (zz: Ni sy "
= hAA (k7 q) ' égu
(5.3.7)
donde la funcién haa estd definida como:
dtaa iq-6%y k-6 Fi
haa(k,q) =) lq - (1 — 000tk g (5.3.8)
r ,
il r=|d;|
Asi entonces, la matriz de acoplamiento d H estard dada por:
SHy .. — haa(k, q) - &, hap(k) - &), —has(k+q)- &2, (5.3.9)
@ hZB (k + CI) : étlzlzz - hj\B (k) ’ é?w haa (k7 Cl) : é(2:11/

Finalmente, utilizando los eigenestados [ /.+), la amplitud de probabilidad de transicién

intrabanda e interbanda estaran dadas por:

gﬂ,ﬂ/ﬂ*,u(k’ q) = <¢ﬂ'(k + Q) |5Hk7q,V|w7r/7r* (k» (5310)

Para las derivadas dtgg/dr y dt 44 /dr se utilizardn las funciones de ajuste con los pardme-
tros respectivos de la figura [5.9
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Como se mostrara en las secciones y el modelo anterior describe de forma precisa
tanto las ramas actsticas como las ramas 6pticas para q cerca de I', ademas de permitir la
mezcla de ramas fondnicas que ocurre fuera del limite q — I', pero su precisién numérica para
los modos q ~ K resulta ser muy pobre. Como se discute en muchas fuentes [I8] [48] [49],
el llamado modo éptico K — A} el cual dispersa en electrén ubicado en las proximidades de
K = (1/3)g1+ (1/3)g2 a otro estado ubicado en las proximidades de 2K = (2/3)g1 + (2/3)g2
es de importancia fundamental para la descripcion de las propiedades de transporte de altas
temperaturas. En [50] se discute la relacién del EPC de los modos I' — Ey, y K — A} con las
anomalias de Kohn encontradas en los mismos puntos de la relacién de dispersion de fono-
nes en grafeno y grafito, expresadas como discontinuidades en la derivada de la dispersion.
Se encuentra que la pendiente de la relacién lineal resultante en las proximidades de dichos
puntos es proporcional al cuadrado del EPC en esos puntos. En el mismo trabajo se sugiere
un modelo para el cuadrado del acoplamiento en K — A} para transiciones de la vecindad del

punto K a la vecindad del punto 2K como:

97 »(K + kK, K+ q)]* = (9%) p (1 + cosbx x+q)

(5.3.11)
|gre e (K + k, K +q)]* = (95) p (1 — cosfy k1q)

En donde (g§) - es el valor de |g; ;(k,K)|? promediado sobre la superficie de Fermi. Siendo
un promedio, se tiene entonces que: (gg), = fo* 9:.; (K, K)|?/4, por lo que tinicamente
es necesario calcular el acoplamiento g; ;(K, K). Construyendo una supercelda de V3 x V3,
desplazando los d4tomos una distancia d de acuerdo al fonén K — A] y utilizando las relaciones
es posible mostrar [51] que se produce una separacion en las bandas AFg = €k r+ —€K «

y que la magnitud de esta separacién estd relacionada con (g ) F Por:

QMCL)K 2 1 AEK
=lim- | —— 3.12
P ke = tin ¢ (2] (5:3.12)
Utilizando este procedimiento, Lazzeri et al. calculan en el mismo trabajo 2thK (9%) =

89.9 eVZ/ A® para DFT con LDA. Tomando wk = 0.150 €V (el cual es menor a su valor calcu-
lado por 0.01 eV) se tiene (g% ) = 0.1045 eV2. Como punto de comparacién, se reporta también
en [51] el valor del acoplamiento promedio en I' para las dos ramas épticas degeneradas (el

2Mwr
h

llamado modo Fyy), (gre)p = 44.4 eV?/ AQ, el cual se reproduce en el modelo actual

se si toma el acoplamiento hasta 8vos vecinos, como se muestra en la tabla (los vecinos

tipo AA no contribuyen en las ramas épticas porque e(lly = —e?ll,). Para las ramas acusticas
no es posible reportar un valor promediado porque se tiene que éste depende linealmente de
2Mwq

de la norma de q cerca de I', \/ =52 (gq) » ~ |q]. Por ello, lo que se reporta en el caso de las
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ramas actsticas TA y LA es la pendiente de ésta relacion lineal. Los acoplamientos promedio

calculados respecto al nimero de vecinos se muestran en la tabla

Capa de vecinos y/2Mr (gro) 720 [0V2 /A% (/2 Mea (0T J1g| [eV]  \/ 22a (gg) b2 /gl [eV]
1 53.27 4.14 3.74
2 - 3.30 3.85
3 44.63 3.28 3.58
4 43.96 3.18 3.49
5 - 3.18 3.43
6 - 3.18 3.44
7 44.18 3.19 3.46
8 44 .24 3.19 3.46

Tabla 5.2: Convergencia de los acoplamientos promedios respecto al niimero de vecinos utilizado.

En los anexos se presentan las graficas de la norma de los elementos de maitriz del aco-
plamiento |gmn . (k, q)| para ambos casos: q fijo y k variando sobre toda la Primera Zona de
Brillouin, y al revés. Las gréficas son iguales a pares mn = nm y nn = mm por lo que sélo se
presentan los resultados para n,m = 0,1 y n,m = 1,1. Las ramas v = 1, ...,4 van numeradas
de acuerdo a su orden cerca de I' (sin incluir las ramas Z), es decir, v = 1 corresponde a la
rama TA, v =2a LA, v=3aTOyv=4alLO.

Es posible observar de las gréficas que los valores de g (k,q) en valores de k paralelos
a q son cero para ambos casos mn = 10 = 00. En el caso mn = 00 se tiene ademaés la regla
de que ciertos vectores k perpendiculares a q son también cero. En todos los casos se obtiene
una funcién continua. El caso de un vector q cercano a I' es muy similar en forma a un vector

q mas alejado, excepto que es érdenes de magnitud mas pequeno.

5.4. Ancho de banda de fonones

Antes de abordar el problema de la resistividad electrénica en grafeno intentando realizar
ambas integrales que conllevan la ecuacion mediante el modelo de acoplamiento electrén
fonoén presentado en la seccidon anterior, es conveniente primero verificar el alcance de la
precision numérica del modelo mediante un calculo més sencillo que esta ya bien estudiado en
la literatura, esto es, el ancho de banda de fonones I'g,, definido como la tasa de transicién
de un fonén (q,v) ante todas las posibles interacciones con electrones k, es decir, su inversa

dara un tiempo caracteristico asociado al tiempo de vida medio de fonones equivalente a la
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ec. para electrones, por lo que estard dada por:

dk
Fqu =4m Z / TBZ ‘gmn,u(kv q)‘2 (fnk - fmk—i—q) 5(€mk+q — €pk — wqu) (5‘4-1)

Como punto de comparacién, se replicaron primero los resultados en [52] utilizando el software
EPW versién 5. Para la interpolacién por funciones de Wannier, se requirié primero de un
céalculo autoconsistente en una malla de 13 x 13 x 1 puntos k en el esquema Monkhorst-Pack
utilizando pseudopotenciales tipo ONCVPSP [43] con una energia de corte de 90 Ry para las
funciones de onda y de 360 Ry para la densidad de carga, seguido de un cédlculo de fonones en
DFPT en una malla de 21 x 21 x 1 puntos q. Después un calculo no autoconsistente (utilizando
el mismo pseudopotencial y energias de corte) en una malla uniforme de 21 x 21 x 1 puntos
k centrada en I' entre [0,1] en coordenadas del sistema, con un smearing de 1 x 10~* Ry tipo
marzari-vanderbilt [53]. Para la wannierizacién de las bandas 7 se utilizé una ventana de -1.0
a 1.0 eV para los estados congelados, y una ventana de -1d3 a 30.0d0 para el desenredo de
estados. Finalmente, usando las bandas wannierizadas se realizé una interpolacién a una malla
de 9000 x 90000 x 1 puntos k a una temperatura de 15K para evaluar las distribuciones de
Fermi-Dirac, y un ancho de 15 meV para evaluar las funciones Lorentzianas que reemplazan a
las deltas de Dirac en la ec. Se calcularon los valores de I'g, a lo largo de la trayectoria
I'-K-M-T" de la PZB para las dos ramas épticas transversales y longitudinales. Los resultados
para un fragmento de la trayectoria cercana a I' se muestran en la fig. que es es donde
ocurren los valores distintos de cero, siendo el valor en I' de 1.3 meV. Este es el comporta-
miento que se intentard reproducir con el modelo efectivo. Para ello, primero se encuentra que
la convergencia en I'" se logra para una malla de 201 x 201 puntos k en una vecindad de radio
0.025 agl alrededor del punto K (se toma un nimero impar de puntos para tomar en cuenta el
punto K mismo). El valor nimerico depende del niimero de vecinos utilizados en la expresion
para el acoplamiento ecs. [5.3.4l5.3.6] y [5.3.7] convergiendo rédpidamente al valor de 1.35 meV

a 7mos vecinos como se muestra en la tabla Para comparar con los resultados de EPW

se utilizé la misma temperatura de 15 K y un spreading de 0.025 eV para las Lorentzianas.

Se muestra en la figura el célculo completo sobre la misma trayectoria I' — K utilizada
en el calculo de EPW, usando el acoplamiento a 4tos vecinos y la misma malla puntos k. En
la figura [5.12] se muestra el integrando de la ecuacién evaluado sobre una vecindad de

radio 0.025 agl alrededor del punto K, conq=1"y v = 5,6.
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Figura 5.10: Ancho de banda de fonones a través de un segmento de la trayectoria I' — K usando el
software EPW y una malla de 9000 x 9000 puntos k sobre toda la PZB.

Capa de vecinos T'q—r ,—45 [meV]

1 1.63
3 1.36
) 1.35
7 1.35

Tabla 5.3: Convergencia del ancho de banda de fonones en q = I' para las bandas 6pticas tranversales
y longitudinales (ambas ramas son degeneradas en I') respecto al nimero de vecinos usados en el
acoplamiento gy, (k,q) usando una malla de 201 x 201 puntos k en una vecindad de radio 0.025 ag,l
alrededor del punto K.
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Figura 5.11: Ancho de banda de fonones a través de la trayectoria I'— K usando usando el acoplamiento
a 4tos vecinos y una malla de 201 x 201 puntos k en una vecindad de radio 0.025 agl alrededor del
punto K.
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Figura 5.12: Integrando de la ecuacién evaluado sobre una malla de 201 x 201 puntos k en una
vecindad de radio 0.025 agl alrededor del punto K, para las ramas TO y LO.
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5.5. Correcciones GW

En 2006 fue demostrado experimentalmente utilizando la técnica ARPES, que la estructu-
ra electronica del grafeno es fuertemente renormalizada por efectos de correlacién electrénica
de largo alcanze [54], los cuales son ignorados si se utiliza DFT con LDA. Hasta la fecha el
método ab initio que ha reproducido con mayor éxito los resultados experimentales es el lla-
mado método GW (Green’s function G of the Coulomb interaction W). Los calculos GW de la
dispersién por cuasiparticulas revelan que la estructura producida por DFT con LDA subes-
tima tanto la velocidad de Fermi vp en un ~20 % (1.01 x 10% ms~! en GW vs 0.82 x 105 ms~1
en LDA), asi como la deformacion trigonal del cono de Dirac, ambas estructuras sumamente
importantes para cdlculos de transporte. Griineis Et al. mostraron en [55] un conjunto de
parametros para un modelo tight binding a 3ros vecinos con traslape que reproducen fielmen-
te tanto los calculos GW como los resultados experimentales, los cuales seran utilizados en
esta seccién para repetir el calculo de la resistividad intrinseca. Sin embargo, los pardmetros
to v B8 de nuestro modelo de acoplamiento no son extraibles de su modelo tight binding por el
uso de los parametros de traslape ni es posible un proceso de wannierizacion sobre los cédlculos
GW porque éstos arrojan unicamente los valores esperados de estados excitados pero no la
funcién de onda en si mismo (esto va ligado intrinsecamente al uso de la funciéon de Green)
la cual es necesaria para contruir las funciones de Wannier. Por lo tanto, para extraer los
pardmetros de acoplamiento en nuestro modelo se requiere de un modelo tight binding en al
menos 6tos vecinos (para el ajuste de los pardmetros AA y AB) en una base ortogonal (sin
pardmetros de traslape) que reproduzcan los resultados del modelo de Griineis. Para ello, se
realiza un ajuste de los 6 pardmetros sobre un rango de valores permisibles fisicamente (i.e.
deben decrecer con la distancia), buscando el conjunto de valores y,, que minimicen la suma
de los cuadrados Y, (yn — yon)?, donde yo,, son los valores del modelo de Griineis. El ajuste
se muestra en la figura A partir de los nuevos pardmetros de ajuste se calculan de nuevo
los mismos acoplamientos promedios de la tabla respecto al nimero de vecinos, los cuales
se muestran en la tabla [5.5
Por otra parte, como se reporta en [56] y [57], la dispersién de fonones es renormalizada
también al tomar en cuenta los efectos de correlacion electronica, en particular en las ramas
Opticas més energéticas. Sin embargo, tomando en cuenta que el cambio de menor a 0.01 eV
en los puntos I' y K, y que p o« 1/w, estos efectos representan un error despreciable en los
célculos finales, por lo que son ignorados en este trabajo (incidentalmente, la frecuencia de la
rama TO en K calculada es similar a la reportada en [57], 0.15 eV.)

Finalmente, el acoplamiento debido al fonén K — A1’ cambia también, pero no es posible
obtenerlo directamente a través de los parametros anteriores, por lo que se requiere del calcu-

lo completo sobre la supercelda deformada como se describi6 en la seccién Los mismos
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autores encuentran en [56] que (gi) 7 depende considerablemente del dopamiento cuando se
toman en cuenta efectos electron-electron. Los valores reportados se encuentran en la gréfica,

a partir de los cuales se interpolan los valores para las densidades de interés en este caso.

Capa de vecinos ¢t [eV] (LDA) t [eV] (GW)

1 -2.8638 -3.3466
2 0.3085 0.25

3 -0.2632 -0.2672
4 0.0035 0.0927
5 0.0711 0.0469
6 -0.0082 -0.0321

Tabla 5.4: Integrales de salto hasta 6tos vecinos para el caso LDA y GW.

Capa de vecinos 1/ 2Mr (gra) 720 [eVZ/A%) (/2% ()T /| [eV] (/229 (gq) i /lal [eV]
1 74.84 4.13 3.73
2 - 3.95 4.32
3 63.03 3.92 4.04
4 62.15 3.82 3.93
5 - 3.82 3.91
6 - 3.82 3.91
7 62.43 3.82 3.93
8 62.51 3.82 3.94

Tabla 5.5: Convergencia de los acoplamientos promedios respecto al nimero de vecinos utilizado con
los parametros GW.
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Figura 5.13: Ajuste de un modelo tight binding a 5tos vecinos sin traslape, al modelo de 3ros vecinos

con traslape de Griineis.

Parametros de salto [eV]
o
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Figura 5.14: Ajuste de la funcién exponencial a los pardmetros de salto en el caso GW. La integral
a primeros vecinos es tg = —3.346eV y los pardmetros de ajuste son Sap = 2.48 £ 0.01 y Saa =

—3.53 £ 0.04.
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Figura 5.15: Valores para (g% ) r como funcién de la densidad de electrones en el caso GW, extraidos

de [50].
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5.6. Resistividad intrinseca

Se utilizé la férmula de Ziman para el calculo de la resistividad sobre un rango de
temperaturas de 10 a 500K, evaluando las velocidades v,k por diferencias finitas centradas
a segundo orden, y suponiendo un nivel de Fermi constante para cada densidad electréni-
ca (formalmente cambia con la temperatura pero el cambio es despreciable en la escala de
temperaturas utilizada). Para la integral en q se utilizaron 3 mallas cuadradas de 100 x 100
puntos con un ancho de 0.3 ag alrededor de los puntos I', K y 2K. Para la integral en k se
evalué en una vecindad de la superficie de Fermi con un ancho de 0.2 ag. Para ambos casos se
utilizé un ancho de 0.025 eV para las Lorentzianas que reemplazan a la deltas de Dirac. Para
la integral en w no es necesaria esta aproximacién gracias a la (w — wqy) que aparece en la
ec. [£.4.18| El resultado final para la resisistividad intrinseca utilizando los pardmetros GW se

muestra en la fig.

Los resultados obtenidos son directamente comparable con los resultados experimentales
de Morozov et al. [19], Efetov et al. [I8] y Chen et al. [20]. En el caso de Morozov se utiliza
grafeno soportado en un sustrato de SiOq y la resisitividad medida en distintas muestras con
diversos grados de pureza se descomponen en dos componentes: p; que depende sublineal-
mente de la densidad de portadores de carga n pero es independiente de la temperatura y
es atribuida a la dispersiéon por desorden extrinseco (dispersores de largo rango); y ps que
es independiente de n pero fuertemente dependiente de la temperatura, i.e., la resistividad
intrinseca de grafeno. Como punto de comparacion se toma el valor reportado de p ~ 50 € a
una temperatura ambiente de 300 K, que entra en perfecto acuerdo con el valor de p = 46
calculado a una densidad de 1.36 x 10" cm™2. Sin embargo, después de 300 K se encuentra
un crecimiento no lineal en discrepancia con los calculos de nuestro trabajo, y que Morozov
atribuye a dispersién por fonones flexurales activados sobre pequenas ondulaciones entre el
sustrato y la capa de grafeno, como se comenté en la introduccién. Los resultados de Efetov
et al. son reproducidos fielmente en los incisos (a) y (b) de la figura en particular la
transicién p(T) ~ T* en la temperatura de Bloch-Griineisen ©pg. Los valores encontrados a
una densidad de 1.36 x 10 em™2 son de p =10 2 a 100 K, y p = 34 Q a 250 K, en perfecto
acuerdo con los valores reportados por Efetov de p ~ 11.5 2 a 100 K, y p ~ 37.5 Q a 250 K, y
en contraste con estudios previos [49] [48] que subestiman la resistividad a altas temperaturas
en ~ 20 %. La raiz de la discrepancia son los pardmetros GW (aunados por supuesto a los mu-
chos otros pardametros que cambian con la velocidad de Fermi, como la masa efectiva, el nivel
de Fermi y la densidad de estados) que aumentan la resistividad con respecto a los célculos
LDA de manera sustancial en todo el rango de temperaturas como se muestra en la fig. [5.17}
y no sélo en el régimen de altas temperaturas como se muestra en [49] (cabe mencionar que

con los pardmetros LDA se reproducen sus resultados LDA también, por lo que no es una
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Figura 5.16: Resistividad calculada con la férmula de Ziman con los pardmetros GW en un rango de
10 a 500 K, para distintas densidades electrénicas en escala lineal (a) y logaritmica (b) (los niveles
de Fermi correspondientes se muestran en la figura , asi como la descomposicion de las distintas
contribuciones fonénicas a una densidad de 2.86 x 10** cm ™2 (c) en ambas escalas también (d). En ésta
tltima se muestra también el ajuste a las tendencias cuadratica ~ oI y linear y7T'. Los pardmetros
de ajuste resultan ser o = 5.22 x 1077Q/K*

yv=0.157Q/K.
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falla del modelo utilizado). El comportamiento a altas temperaturas es muy similar también
porque se utilizan los mismos pardmetros de [56] para la rama K — Aj.

Finalmente, a la misma densidad electrénica, a 300K se tiene que la rama TA contribuye en
33, comparable a los 30 reportados por Chen et al. [20]. Cabe destacar que para T' > Opg
ambas ramas acusticas siguen una tendencia lineal, mientras que para T' < Opg las mismas
ramas actisticas son las tinicas responsables de la transicién p(T') ~ T*. Las ramas 6pticas (en
particular el modo K — A}) contribuye sélo de manera significativa sélo a partir de los ~300K,
en donde son responsables de una tercera transicién a un régimen lineal, que a la fecha no ha
podido ser medido de forma aislada, pues aiin no ha sido determinada de forma conclusiva la

manera en la que el sustrato y sus modos 6pticos interactian con la capa de grafeno.

— LDA
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80

60

plQ]
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20
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Figura 5.17: Comparacién de la resistividad calculada con los pardmetros GW y LDA, utilizando la
formula de Ziman.
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Figura 5.18: Densidad de portadores de carga como funcién del nivel de Fermi e para las energias
calculadas por LDA y GW.



Capitulo 6
Discusion y Conclusiones

Se logré obtener un modelo tight-binding para el acoplamiento electrén-fonén en grafeno,
partiendo de las ideas expuestas en [47], [48] y [49] y generalizando el modelo para abarcar las
contribuciones de distintas capas de vecinos, con sus respectivos factores de normalizacion.
Como se mostré al momento de calcular el ancho de banda de fonones, las contribuciones de
la 3ra y 4ta capa de vecinos no son despreciables, contribuyendo alrededor de un =~ 20 % al
valor del ancho en I'. A su vez, de forma cualitativa, se reproduce el mismo comportamiento
de la rama TO cerca de I" respecto a los cdlculos EPW, pero no asi para la rama LO. Una
posible correccion a esta discrepancia puede ser el factor angular al momento de expandir el

potencial (en coordenadas cilindricas):

el (6.0.1)

qv

: ovV. 19V . oV
VV.el =[—¢p - 5
Ca <3rr+r890+8zz>

Siendo 6 ortogonal a  y z, éste reside sobre el plano del grafeno. Para implementarlo en
el modelo deberfa ajustarse una funcién angular en la misma forma en que se hizo para la
componente radial, como en [58] en donde se trabajaba en el contexto de deformaciones. Su
implementacién es clara pero lejos de ser sencilla, pues la aproximaciéon analitica de estas
funciones depende del tipo de deformacion, que se traduce en utilizar distintas funciones con
distintos parametros para cada modo fonodnico .

También, directamente de la ecuacién [6.0.1] es posible ver que la tnica manera en que las
ramas ZO y ZA se acoplen en la expansién a primer orden es si 0V/0z # 0 (en cuyo caso
la componente z de estos modos puede acoplarse con la componente z del grafiente del po-
tencial), es decir, para un arreglo de dos o més capas, o para un sustrato que interactiie con
el grafeno. Este dltimo caso ha sido ya estudiado en [59] en donde se trabaja en una versién
simplificada del acoplamiento electrén-fonén utilizando potenciales de deformacién, los cuales

son parametros unicos que median totalmente la magnitud del acoplamiento para cada rama

65
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fonénica, y para cada tipo de transicién (interbanda e interbanda) en contraste con nuestro
trabajo que describe la totalidad del acoplamiento mediante 4 pardmetros (en realidad 2 si se

considera que las integrales de salto a primeros y segundos vecinos estan ya bien definidos).

Las graficas producidas al calcular la norma del acoplamiento para un punto k fijo son
cualitativamente similares a los obtenidos en [49], a pesar de que su modelo es ajustado di-
rectamente de cdlculos EPW. El efecto de las distintas capas de vecinos sobre el resultado
final de la movilidad electrénica y la resistividad no fue dilucidado, pero si el efecto de la
renormalizacion de la velocidad de Fermi y de la deformacién trigonal, que resultan de suma
importancia numéricamente para hacer coincidir el resultado con los datos experimentales de
9] y [18.

Como es bien sabido [42], los pardmetros de salto entre dtomos tipo AB regulan principal-
mente la velocidad de Fermi y la deformacién trigonal, mientras que los tipo AA regulan la
asimetria de los estados enlace y antienlace de los orbitales w. Asi, dada la escasez de valores
experimentales para las bandas de conduccién en grafeno, queda pendiente la auntenticidad
de los valores de ajuste para los parametros tga4. El ajuste del pardmetro de Griineisen
tanto para el caso LDA como el de GW, entra dentro del amplio rango de valores reportados
en la literatura [46]. Calculando el cociente entre los acoplamientos promedio calculados con

los pardmetros LDA y GW se encuentra que:

B TA

(98054 _ (9adipa _ t6°% _ vEPh 0.8 (6.0.2)
o Fay TA T 3GW T ,GW T o

<9F>GW <gq>GW 0 vr

en perfecto acuerdo con los resultados reportados en [48], lo que puede servir de prueba para
validar el método expuesto en esta tesis. Sin embargo, el escalamiento para las ramas LA se
encuentra que es un poco distinto, pues <gq)g% a4/ <gq>gév ~ 0.9, distinto a como se habia
supuesto en trabajos previos [49] [48], lo que se ve reflejado en un crecimiento sustancial de
la resistividad a temperaturas por debajo de la ambiental, y que lleva finalmente a un mejor
acuerdo con los distintos experimentos [I8] [19] [20]. De la misma manera, es necesario tam-
bién considerar el escalamiento para el nivel de Fermi a una densidad de portadores dada que
se muestra en la figura lo que lleva a un reescalamiento mas complicado para la masa

efectiva y la densidad de estados que parece no haber sido considerado en trabajos previos.

Gracias al uso de la férmula de Ziman, puede cuantificarse directamente las contribuciones
de cada rama fonoénica. Se encuentra que a 300K la rama acistica TA contribuye en 33 , muy
cercano al valor reportado por Chen et al. [20]. Ademads, ambas ramas acisticas siguen una
tendencia lineal para T' > Opg v son las tinicas responsables de la transicién p(T) ~ T* para

T < Opg. Las ramas 6pticas contribuyen de manera significativa después de los 300K y son
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las responsables de una tercera transiciéon a un régimen lineal que habia sido ya predicha por
por Stauber et al. [60] pero que no ha podido ser medido de manera aislada en el laboratorio,
pues se detectan tendencias no lineales. Existe atin el debate de si esta tendencia no lineal se
trata de un efecto intrinseco en donde los modelos utilizados fallan en describir [I9] o de si se
trata de un efecto extrinseco, principalmente del sustrato utilizado [20]. Como se comenté ya,
a primer orden en la expansion del potencial efectivo el acoplamiento con los modos flexurales
es imposible a menos que se tome en cuenta la interaccién con el sustrato. Sin embargo, el
acoplamiento es posible si se toma en cuenta la expansién a segundo orden, como se muestra en
[61]. La primera hipdtesis puede probarse con nuestro modelo de acoplamiento introduciendo
los parametros de salto en la componente z, ya sea entre el grafeno y el sustrato o entre dos
capas de grafeno, para asi corroborar la tendencia p(T) ~ T° a altas temperaturas, lo que
queda como una sugerencia para trabajos futuros.

Finalmente, es necesario dilucidar los errores que resultan de utilizar una solucién simplificada
como la féormula de Ziman, por lo que queda pendiente como trabajo futuro el cdlculo de

soluciones mas completas como SERTA o incluso MRTA [9].
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Anexos

7.1. Norma del acoplamiento
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Figura 7.1: Norma del acoplamiento |gyn..(k,q)| con g = (0.2,0.0)az" fijo (sefialado como un punto
rojo) y mn = 01.
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Figura 7.2: Norma del acoplamiento |gmn. . (k,q)| con q = (0.2, 0.0)(1]_3,1 fijo (senalado como un punto

rojo) y mn = 11.
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Figura 7.4: Norma del acoplamiento |gmn. . (k,q)| con q = (0.0, 0.2)(1;31 fijo (senalado como un punto

rojo) y mn = 11.

Figura 7.5: Norma del acoplamiento |gmn.(k, q)| con k = (0.2,0.0)ap' fijo (sefialado como un punto

rojo) y mn = 01.
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7.2. Programa

Se presenta el programa para calcular la resistividad por la férmula de Ziman escrito en
Python 3. Las funciones externas wlgauss, wOgauss, epc_.GW, tb_3nn y matriz_dindmica2l se
escribieron en fortran 90, utilizando la libreria f2py para la interfaz. Se hizo asi por dos razones:
primero la eficiencia, y segundo porque las mismas consisten en largas expansiones en serie
que se obtienen de un calculo simbdlico en Python utilizando Sympy. A su vez, las frecuencias
y modos normales se obtienen por un procedimiento similar al diagonalizar la matriz dindmica
que se construye (simbdlicamente en Sympy) a partir de las constantes de fuerza obtenidas
con DFPT, con los detalles técnicos en la seccién 5.1. La funcién wOgauss es la misma que
se utiliza en los médulos de Quantum Espresso. Se utilizo la libreria mulitprocessing para la

paralelizacién en ciertas partes.

import numpy as np

import scipy.interpolate

from scipy.interpolate import InterpolatedUnivariateSpline
import time

import multiprocessing

from multiprocessing import Pool

import matriz_dinamica_21 as matriz_dinamica
from scipy import integrate

#Distribucion de Bose—Einstein

import wlgauss

#Lorentzianas

import wOgauss

#Acoplamiento e—ph

import epc.GW as epc

#Energias GW

import tb_3nn as tb

#Hamiltoniano GW

import HGW

print ( 'tiempo inicial’ time.ctime())

#Numero de procesadores a utilizar

nproc = int (sys.argv[1l])

#conversion a unidades c¢cm”{—1} para matriz dinamica
fact_conversion = 1048.830003

#em {—1} a eV

cm2ev = 0.00012398419301222385

#Parametros de la red de grafeno

a = 4.711916226083041

c = 4.812630874030801

v =1}
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v[0] = a*np.array ([1.,0,0])

v[1l] = asnp.array ([—0.5,np.sqrt(3)/2.,0])

v[2] = a*np.array ([0,0,c])

base = [0.5%v[2],(1/3.)*v[0]+(2/3.)*v[1]4+0.5%v[2]]

def Red_reciproca(red):

Volumen = np.dot(red [0] ,np.cross(red[1],red[2]))
gl = (2*np.pi/Volumen)#*np.cross(red[1],red[2])
g2 = (2*np.pi/Volumen)s*np.cross (red[2],red[0])
g3 = (2*np.pi/Volumen)#*np.cross(red[0] ,red[1])
return gl,g2,g3

gl,g2,g3 = Red_reciproca(v)

#Puntos de Dirac

Kl = (1/3.)xgl4+(1/3.)xg2

K2 = (2./3.)%gl+(2./3.) g2

#Diagonalizacion de la matriz dinamica

def u(i):
q = qpts[i]
eigenvalores ,eigenvectores = np.linalg.eigh(matriz_dinamica.autofunc(q[0],q

[1],a[2]))
eigenvalores = np.real(eigenvalores)

#Reordenamos de acuerdo al orden de los eigenvectores

idx = eigenvalores.argsort () [::1]
eigenvalores = eigenvalores [idx]
eigenvectores = eigenvectores [:,idx]

ul = np.zeros( (6,2,3),dtype=complex )
for nu in range(6):
ul [nu,0] =
eigenvectores [2][nu]])
ul [nu,1] =

eigenvectores [5][nu]])

np.array ([eigenvectores [0][nu],eigenvectores [1][nu],
np.array ([eigenvectores [3][nu],eigenvectores [4][nu],
return eigenvalores, ul

#Malla en q de 100x100

q-size = 100

q-radio = 0.12

x = np.linspace(—q-radio ,q-radio ,num=q_size)

y = np.linspace(—q_radio ,q.radio ,num=q_size)

xx, yy = np.meshgrid(y,x)

yy = yy.flatten ()

xx = xx. flatten ()

#Malla en \Gamma y Kl. K2 se supone equivalente a Kl
qpts = np.zeros ((2xq-size*%2,3))
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qpts [:,0] = np.concatenate ((yy,yy+K1[0]))
qpts[:,1] = np.concatenate ((xx,xx+K1[1]))
N = len(gpts)

#Calculo en paralelo de los eigenvectores y las frecuencias
pool = Pool(nproc)

resultados = pool.map( u,range(N))

pool.close ()

print (’fonones terminados ’,time.ctime())

#Descartamos los modos transversales acustico y optico
frecuencias = np.zeros( (N,4) )
lista_u = np.zeros( (N,4,2,3),dtype=complex )
for i in range(N):
freq= resultados[i][0]
u0 = resultados[i][1]
index = np.where(np.abs(u0[:,0,2])>1le—6)
freq = np.delete(freq,index ,0)
u0 = np.delete (u0,index ,0)

frecuencias[i] = freq

lista_u[i] = u0
frecuencias = frecuencias. clip (min==0.)
frecuencias = np.sqrt(frecuencias)*fact_conversion

#Cargamos la funcion spline para interpolar las frecuencias cerca de \Gamma
np.load.__defaults__=(None, True, True, ’latinl’) #% %ython3
func = np.load(’interp .npy’)

for nu in range(2):
frecuencias [:int (N/2) ,nu] = func.item () [nu](qgpts[:int(N/2) ,0],qgpts[:int (N
/2) ,1])

frecuencias = frecuencias+*cm2ev

#Malla en K alrededor de Kl y K2

radio = 0.08

k_size = 200

#Nivel de Fermi para n=1.36x10"{13}cm" {2}
fermi = 0.42

x = np.linspace(—radio ,radio ,num=k_size)
xx, yy = np.meshgrid(x,x)

xx = xx. flatten ()

yy = yy.flatten ()
kpts = np.zeros ((2+len (xx),3))
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kpts[:,0] = np.concatenate ((yy+K1[0],yy+K2[0]))
1118| kpts [: ,1] = np.concatenate ((xx+K1[1] ,xx+K2[1]))

1120 #Queremos sslo los valores sobre la superficie de Fermi
E_kn = tb.autofunc (kpts[:,0],kpts[:,1],len(kpts))

1122 index = np.where(np.abs(E_kn[1]—fermi) <0.2)

kpts = kpts[index]

1124| Nk = len (kpts)

E_kn = tb.autofunc (kpts[:,0],kpts[:,1],Nk)

#Velocidades por diferencias finitas

1128| def velocity (pts,E):

step = le—5

1130 S = len(pts)

ptsO = np.concatenate ((pts+[step ,0,0],pts+[0,step ,0]))
1132 E0 = tb.autofunc(ptsO[:,0],ptsO[:,1],2%S)

grad = np.zeros ((2,5,2))

1134 grad[:,:,0] = np.gradient ([E[:,:] ,EO0[:,:S]],step,axis=0)[1,:]
grad [:,:,1] = np.gradient ([E[:,:] ,E0[:,S:2%S]],step,axis=0)[1,:]
1136 return grad

1138| #Amplitud del acoplamiento \sqrt (h/2M)
amplitud = 0.0006214300084792488
1140|#Constante de Boltzmann

kB = 8.61733326214e—5

1142|#Ancho de las Loretzianas

degaussw = 0.025

1144|#Definimos su inversa por conveniencia
inv_degaussw = 1./degaussw

1146
kl = kpts[:,0]

1148| k2 = kpts[:,1]

#Distancia entre puntos de la malla k

1150 dxx = kpts[1,1] —kpts [0, 1]

#Reordenamos la malla k en filas para integrar
1152| Kx = np.unique (k1)

index = np.zeros(len (Kx)+1,dtype=np.int)

1154| for w in range(len (Kx)):

index [w+1] = np.where( kl=Kx[w] )[0][—1]+1
1156
#eigenvectores \ket{\psi_\pi(k)}

58| Hk = HGW. autofunc (kpts [: ,0] , kpts [: ,1] ,Nk)
eigval_k , eigvec_k = np.linalg.eigh (Hk)

1160| eig0 = np.reshape(eigvec_k[:,:,0],(Nk,2,1))
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#v-{k}

vk = velocity (kpts ,E_kn)
vk_norm = np.zeros ((2,Nk))
for n in range(2):

vknorm[n,:] = np.linalg.norm(vk[n], axis=1)

#Funcion Lambda

def Lambda(iq):
ql = qpts[iq,0]
a2 = qpts[iq,1]
#E_{k+q ,m}
Ekqm = tb.autofunc (kl4+ql, k2+q2,Nk)
#eigenvectores \ket{\psi(k+q)}
H = HGW. autofunc (kpts[:,0]+ql, kpts[:,1]4+q2,Nk)
eigval , eigvec = np.linalg.eigh (H)
eigl0 = np.reshape(eigvec[:,:,0],(Nk,2,1)) #\pi
eigll = np.reshape(eigvec[:,:,1],(Nk,2,1)) #\pi =

int_sumas = np.zeros( (4,Nk) )
deltal = np.zeros( (2,Nk) )

delta2 = np.zeros( (2,Nk) )
#v_{ktq)

vkq = velocity (kpts+qpts[iq],E_kqm)
vkg_norm = np.zeros ((2,Nk))

for n in range(2):

deltal [n] = wOgauss.delta( (E_kn[n] —fermi) * inv_degaussw, 0,Nk) x
inv_degaussw

delta2 [n] = wOgauss.delta( (Ekgm[n]—fermi) * inv_degaussw, 0,Nk) =x
inv_degaussw

vkgnorm [n,:] = np.linalg .norm(vkq[n], axis=1)

#Acoplamiento para cada ramma fononica

¢ = np.zeros( (4,2,Nk) )

for nu in range(4):
gl = np.zeros( (2,Nk),dtype=complex )
omega = frecuencias|[iq,nu]
u0l = lista_u[iq,nu,0,0]
u02
ull = lista_u[iq,nu,1,0]

lista_u[iq,nu,0,1]

ul2 = lista_u[iq,nu,1l,1]
¢0 = np.array (epc.autofunc(kl, k2, 0, ql, g2, u0l, u02, ull, ul2,Nk ))
#matmul por cada indice i. Resulta en array de Nkx4x4

res = np.einsum( 'ijk ,ikl-—>ijl1’,g0,eig0 ,optimize=True)

#cerramos el braket por cada indice i. Resulta en array de Nk

77
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¢l [0] = np.einsum(’'ijk ,ijk—>i’ ,np.conjugate (eigl0) ,res,optimize=True)
gl[1] = np.einsum(’ijk ,ijk—>i’,np.conjugate(eigll)  res,optimize=True)
g[nu] = amplitud*np.real (np.conjugate(gl)=gl)/omega

for n in range(2):
for m in range(2):
#factor angular

ang = np.einsum(’ij ,ij—>i’, vk[n], vkq[m])/(vk-norm [n]*vkq_-norm [m

for nu in range(4):
int_sumas [nu] += g[nu,abs(l—n-m)] * deltal[n] % delta2[m] =x

(1.—ang)

#Integral para cada nu
integral = np.zeros(4)
for nu in range(4):
I = np.zeros(len(Kx))
for i in range(len(Kx)):
#Integral por columna
Kz = int_sumas [nu,index[i]:index[i+1]]
#Integral por fila
I[i] = integrate.simps( Kz,dx=dxx)
integral [nu] = integrate.simps(I,dx=dxx )

return integral

s| #Lambda para el modo K-Al’

def Lambda_Al(iq):
al = qpts[iq,0]
q2 = gpts[iq,1]
Ekqm = tb.autofunc (kl4+ql, k2+q2,Nk)

int_sumas = np.zeros( Nk )
deltal = np.zeros( (2,Nk) )
delta2 = np.zeros( (2,Nk) )
vkq = velocity (kpts+qpts[iq],E_kqm)
vkg-norm = np.zeros ((2,Nk))

for n in range(2):

deltal [n] = wOgauss.delta( (E_kn[n] —fermi) * inv_degaussw, O,Nk) =x
inv_degaussw

delta2 [n] = wOgauss.delta( (Ekqm[n]—fermi) = inv_degaussw, 0,Nk) =x
inv_degaussw

vkg-norm[n,:] = np.linalg.norm(vkq[n], axis=1)

cos = np.einsum( 'ij ,ij-—>i’, kpts—KI1, kpts+qpts[iq]—K2,optimize=True) / ( np
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.linalg .norm (kpts+qpts [iq]—K2, axis=1)*np. linalg .norm (kpts—K1, axis=1) )
g = np.zeros ((2,Nk))

#<g 2 K> calculado para el fermi=0.42

g[0] = 0.14153474286017126*(1+ cos)

g[1] = 0.14153474286017126%(1 — cos)

for n in range(2):
for m in range(2):

ang = np.einsum(’ij ,ij—>i’, vk[n], vkq[m])/(vk.norm [n]*vkq_-norm [m
int_sumas += g[abs(l—-n-m)] * deltal[n] % delta2[m] x (1.—ang)

integral = np.zeros(4)
I = np.zeros(len(Kx))
for i in range(len (Kx)):
Kz = int_sumas [index [i]:index[i+1]]
I[i] = integrate.simps( Kz,dx=dxx)
integral = integrate.simps(I,dx=dxx )

return integral

t0 = time.time ()

pool = Pool(nproc)

#Calculamos Lambda por cada punto q en paralelo
#Lambda evaluado en ambas mallas

I0 = np.array( pool.map( Lambdal,range(N) ) )
#Lambda_Al evaluado solo en la malla K

I1 = np.array( pool.map( Lambda_Al,range(int (N/2):N) )
pool.close ()

print (time.time ()—t0)

#Pesamos por dos debido a la degeneracion por valle en K

76 10 [int (N/2): ,:] = 2xI0[int (N/2): ,:]

I1 = 2xI1

i_max = N
#Rango de temperaturas
temperaturas = np.linspace (10,500 ,num=200)

integrando = np.zeros ((len(temperaturas) ,4,N))

for j in range(len(temperaturas)):
for nu in range(4):
#Distribucion de Bose—Einstein por cada rama, por cada temperatura
BE = wlgauss.delta( —frecuencias [:i-max,nu]/(kBxtemperaturas[j]) ,len(

frecuencias [:i_max ,nu]))
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1288 integrando [j ,nu] += ( I0[:,nul*frecuencias [:i_max ,nu]+*BE«(14+BE) ) /(kBx
temperaturas[j])

1200|#Dos mallas, en \Gamma y en K
) Y

meshes = 2
1202| dxx = qpts[1l,1]—qpts[0,1]
rho = np.zeros ((len(temperaturas) ,4))
1204/ I = np.zeros ((len(temperaturas) ,meshesxq_size))

for j in range(len(temperaturas)):
1296 for nu in range(4):

for i in range(meshesxq_size):

1298 Kz = integrando[j,nu, q-sizexi:q.size*x(i+1)]
I[j,i] = integrate.simps( Kz,dx=dxx)
1300 rho[j,nu] = integrate.simps(I[j],dx=dxx )

1302|#integral de Al
temperaturas = np.linspace (10,500 ,num=200)
1304| integrando = np.zeros ((len(temperaturas),int (N/2)))
for j in range(len(temperaturas)):
1306 for nu in [3]:
BE = wlgauss.delta( —frecuencias[int (N/2):,nu]/(kB*xtemperaturas[j]) ,len
(frecuencias[int (N/2):,nu]))
1308 integrando [j] 4= ( Ilxfrecuencias[int(N/2):,nu]«BEx(14+BE) )/(kBx
temperaturas[j])

1310|#Una sola malla en K
meshes = 1
1312| dxx = qpts[1l,1]—qpts[0,1]

rho_Al = np.zeros(len(temperaturas))
13141 = np.zeros ((len(temperaturas) ,meshesxq_size))
for j in range(len(temperaturas)):
1316 for i in range(meshesxq_size):
Kz = integrando[j, q_-sizexi:q_sizex(i+1)]
1318 I[j,i] = integrate.simps( Kz,dx=dxx)
rho_Al1[j] = integrate.simps(I[]j],dx=dxx )

1322| #Malla sobre toda la IBZ para calcular la densidad de estados
pts_size = 2000

1324| x = np.arange(pts_size)/float (pts_size)

xx, yy = np.meshgrid(x,x)

1326| pts_nested = np.zeros( (pts_size ,pts_size ,3) )

pts = np.zeros( (pts_sizex*x2,3) )

1328) for 1 in range(pts_size):

pts_nested [i,:,0] = yy[i]*gl[0]4+xx[i]*xg2][0]
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1340

1344

1346

1348

1352

135

1356

1360
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pts_nested [i,:,1] = yy[i]*gl[1]4+xx[i]*xg2[1]
pts [:,0] = pts_nested[:,:,0]. flatten ()
pts [:,1] = pts_nested[:,:,1]. flatten ()

energias = np.array (tb.autofunc(pts[:,0],pts[:,1],len(pts)))

#Densidad de estados en el nivel de Fermi
def DOS(fermi):
deltas = wOgauss.delta( (fermi — energias[1] ) / (degaussw), 0,len(
energias [1])) / (degaussw)
I = np.zeros(pts_size)
for i in range(pts_size):
Kz = deltas|[pts-sizexi:pts_sizex(i+1)]
I[i] = integrate.simps( Kz,dx=pts[1,1]—pts[0,1])
return 2xintegrate.simps(I,dx=pts|[pts_size ,0]—pts[0,0] ) / V_PZB

#Carga del electron en Coulombs
e_charge_SI = 1.602176487e—19
#hbar en eV.s

hbar = 6.582119514E—-16

bohr2ang = 0.52917721092

ang2m = 1.0e—10

ang2cm = 1.0e—8

#velocidad de Fermi

vF.GW = 1.06e6

#area de la PZB

V_PZB = 2.05321289957298

#masa efectiva en el nivel de Fermi
M.e = fermixe_charge_SI/((VF.GW) xx2)

units = 4snp.pi*xM_e(fermi) / ( (V_PZBx%2) % hbar*2+«+DOS(fermi)*ncarrier (
e_charge_ST*%2))

#sumamos cada rama fononica y multiplicamos por la unidades para obtener
resistividad final

rtho. TOTAL = units*(np.sum(rho,axis=1)+rho_Al)

la
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