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Resumen

En el presente trabajo se implementó una rutina computacional para analizar
los datos experimentales obtenidos al realizar pruebas de relajación de esfuerzos
sobre materiales y/o muestras biológicas disponibles en el Laboratorio Nacional
de Soluciones Biomiméticas para Diagnóstico y Terapia (LaNSBioDyT).
El objetivo principal de esta tesis es lograr caracterizar las propiedades mecánicas
mediante la obtención del módulo de almacenamiento, el módulo de pérdidas y el
coeficiente de pérdida mecánica de los materiales mencionados dentro del marco
viscoelástico lineal utilizando el Modelo Generalizado de Maxwell (MGM).
La razón por la que se escogió MGM es que a diferencia de otros modelos vis-
coelásticos lineales más sencillos, este último permite construir un modelo agre-
gando grados de libertad (elementos de Maxwell) que el usuario puede controlar
durante el análisis de sus datos para obtener una mejor aproximación al compor-
tamiento real del material.
El objetivo secundario de este trabajo es obtener una rutina computacional imple-
mentada en el lenguaje orientado a objetos: Python, que es totalmente abierta y
editable para el usuario, permitiendo evaluar los resultados al momento de ejecutar
el código mediante el entorno dinámico de colab. El fin es permitir a los diversos
usuarios dentro del LaNSBioDyT analizar sus datos de micro-caracterización de
una manera didáctica y dinámica.
Los datos analizados corresponden a pruebas de relajación obtenidas con un micro-
indentador disponible dentro del LaNSBioDyT, en donde se aplica una deforma-
ción constante con una punta micrométrica en la muestra de interés y se registra
el esfuerzo en el tiempo con el que responde el material.
En el presente trabajo se estudia la validez del modelo utilizado en función de los
parámetros que el usuario puede controlar durante el experimento y el análisis de
los datos, que son: velocidad de indentación, distancia de indentación, duración
de la relajación y número de elementos de Maxwell.
Por último se evalúa la capacidad de predicción que tiene el modelo; primero
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comparando los módulos de almecenamiento y pérdida que se obtienen de MGM
contra los mismos módulos de almacenamiento y pérdida obtenidos mediante otro
tipo de ensayo mécanico conocido como prueba dinámica donde la carga que se
aplica sobre el material con el micro-indentador es oscilatoria (de ahı́ que se co-
nozca como prueba dinámica). En en segundo lugar se utilizan los datos de un
artı́culo de investigación y se comparan los resultados que se obtienen con MGM
contra los que obtienen los autores de dicho artı́culo[1].
Es importante aclarar que las conclusiones alcanzadas en este trabajo correspon-
den a casos particulares de muestras que habı́an disponibles en el laboratorio al
momento de realizar esta tesis. Para todo efecto práctico, estas pruebas deberı́an
en principio repetirse por cada material nuevo que se quiera caracterizar. Sin em-
bargo, la automatización de este análisis no es inmediato y excede los lı́mites
planteados en este trabajo.

Objetivo general
Lograr caracterizar mecánicamente a los siguientes materiales: Hidrogel de

poliacrilamida con módulo de Young nominal de 5kPa, 20kPa y 40kPa, Polidime-
tilsiloxano (PDMS) sylgard 184 (10:1) y discos viscoelástico de resina fotopoli-
merizable IP-Q de la marca Nanoscribe, dentro del marco viscoelástico lineal.

Objetivos particulares
Realizar pruebas de relajación de esfuerzos y pruebas dinámicas sobre los
materiales mencionados arriba utilizando el micro-indentador FT-MTA03
(FT)[2].

Implementar una rutina computacional con el lenguaje Python para analizar
los datos provenientes de pruebas de relajación mediante el Modelo Gene-
ralizado de Maxwell (MGM) dentro del marco viscoelástico lineal.

Obtener los módulos de almacenamiento E ′ y pérdida E ′′ de los materiales
mencionados arriba para caracterizarlos mecánicamente.

Analizar la relación que existe entre los módulos de almacenamiento y
pérdida obtenidos con MGM con respecto a los parámetros que controla el
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usuario durante la prueba de relajación, ası́ como durante el análisis de los
datos. Estos parámetros son: distancia de indentación, velocidad de indenta-
ción, tiempo de duración de la fase de relajación y el número de elementos
de Maxwell que el usuario decida utilizar al definir el modelo durante el
análisis de los datos.

Comparar los módulos de almacenamiento y de pérdida obtenidos de una
prueba experimental de relajación de esfuerzos mediante el análisis con
MGM contra los mismos módulos reportados en la literatura ası́ como los
obtenidos de manera experimental al realizar un conjunto de pruebas dinámi-
cas. Ambos tipos de pruebas se realizarán con el mismo equipo micro-
indentador sobre el mismo material respectivamente.

Hipótesis
La propiedad mecánica más reportada para caracterizar muestras biológicas y

biomateriales ha sido el módulo de Young, que es un número que representa la
resistencia con la que se opone una muestra linealmente elástica bajo una prueba
de carga donde se aplica un esfuerzo en la dirección normal a una de sus caras. Sin
embargo, las células no pueden ser representadas con modelos linealmente elásti-
cos principalmente porque el citoesqueleto, que es la estructura que organiza y
mantiene la forma celular, se encuentra compuesto por un entramado de proteı́nas
que son, en principio, estructuras complejas de polı́meros.
Este complejo entramado de cadenas poliméricas puede disipar parte de la energı́a
que se le aplique. Es ası́ que un modelo elástico lineal como el de Hertz, que no
considera la naturaleza disipativa de las células, no es suficiente para caracterizar
la respuesta mecánica de las células, ası́ como de otras muestras blandas.
Ahora bien, el tiempo que transcurre entre la excitación y la respuesta de las cade-
nas largas que conforman un polı́mero cuando se le aplica un esfuerzo constante
se conoce como tiempo de relajación y puede ser obtenido, por ejemplo, al mode-
lar la respuesta mecánica del material dentro del marco de la teorı́a viscoelástica
lineal.
Existen muchos modelos viscoelásticos lineales que pueden ser utilizados para
estudiar la respuesta mecánica de los materiales y la selección de uno de ellos en
particular dependerá de la naturaleza de la prueba experimental disponible para la
obtención de los datos.
En este trabajo se decidió utilizar el Modelo Generalizado de Maxwell (MGM)
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ya que este modelo asume que el material puede contar con más de un tiempo
de relajación y este es un supuesto importante de considerar en materiales con
estructuras complejas, como lo es la célula y otros materiales suaves como los hi-
drogeles o las resinas parcialmente polimerizadas con las que se suele trabajar en
el Laboratorio Nacional de Soluciones Biomiméticas para Diagnóstico y Terapia
(LaNSBioDyT).
Para obtener los datos experimentales utilizados para poder validar el Modelo
Generalizado de Maxwell (MGM) implementado en este trabajo, se realizaron
pruebas de micro-indentación conocidas como relajación de esfuerzos sobre las
siguientes muestras:

Muestra de Polidimetilsiloxano (PDMS) (sylgard 184 con relación prepolı́me-
ro:agente curante de 10:1, curado a una temperatura de 60◦ C durante 2
horas en horno de convección) de un grosor aproximado de 2 mm.

Membranas de Hidrogel de poliacrilamida (Sigma-Aldrich, St. Louis, MO,
USA) de módulos de Young nominales[3]

• 5kPa (4.47±1.19 kPa, 5% acrilamida, 0.15% Bis-acrilamida)

• 20kPa (19.66±1.19 kPa, 10% acrilamida, 0.15% Bis-acrilamida)

• 40kPa (40.40±2.39 kPa, 10% acrilamida, 0.225% Bis-acrilamida).

Disco viscoelástico (300 µm de diámetro por 100µm de altura) de resina fo-
topolimerizable IP-visio de la marca Nanoscribe que fue fotopolimerizado
con potencia de 50mW a una velocidad de barrido de 30000 µ/s utilizando
el equipo PPGT de la marca Nanoscribe.
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2.2.2. Módulo de relajación y fluencia . . . . . . . . . . . . . . 30
2.2.3. Principio de superposición de Boltzmann . . . . . . . . . 31
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Lista de sı́mbolos

F Fuerza de indentación

E Módulo de Young

R Radio de punta de indentación
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σ Esfuerzo

ε Deformación
¯̄σ Tensor de esfuerzo
¯̄ε Tensor de deformación

k Rigidez

η Viscosidad

ε̇ Rapidez de deformación

t Tiempo

H(t) Función de Heaviside

ε0 Deformación constante

σ0 Esfuerzo constante

i Unidad imaginaria

exp Función exponencial

ω Frecuencia de indentación

E∗(ω) Módulo complejo de relajación

E1, E ′ Módulo de almacenamiento

E2, E ′′ Módulo de pérdida

tan(δ ) Pérdida mecánica

δ (t) Función delta de Dirac
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τ Tiempo de relajación

ke, kl Rigidez de equilibrio

H(τ) Espectro de relajación

r Factor de forma
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Capı́tulo 1

Antecedentes

En la última década, los estudios mecánicos de las células y de otros tejidos
biológicos han cobrado un creciente interés dentro del campo de la biologı́a celu-
lar y dentro de la comunidad biomédica. Dichos estudios son fundamentales para
entender cómo las interacciones mecánicas afectan diversas funciones de estos or-
ganismos, como son: la forma, motilidad, diferenciación, división y adhesión a la
matriz extra celular donde se encuentran embebidos, entre otras.
La rigidez de las células y de los tejidos, por ejemplo, ha ido ocupando un lugar
cada vez más importante como uno de los factores que determinan o caracterizan
las enfermedades patofisiológicas[4, 5] y parece indicar cierto grado de patologı́a
en fibrosis, envejecimiento y cáncer.
Sin embargo, debido a la complejidad de la materia biológica, es importante contar
con herramientas de medición precisas y robustas ası́ como modelos fı́sicamente
apropiados para interpretar esas mediciones. En particular, es la propiedad de vis-
coelasticidad la que nos interesa en este trabajo, que ha sido poco aprovechada por
el campo de la biomedicina. En el presente capı́tulo se dan a conocer brevemente
algunas de las técnicas experimentales más utilizadas en el estudio mecánico de
tejidos. En particular se explica con más detalle la indentación con Microscopio de
Fuerza Atómica (AFM-Bio)1 y en qué consiste el análisis de los datos obtenidos
con dicha técnica.

1Se explica el funcionamiento del AFM porque es el estándar de oro utilizado en la comunidad
biomédica para la caracterización mecánica.
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1.1. Técnicas de micro-caracterización mecánica de
materiales

La reologı́a estudia cómo es la deformación de materiales capaces de fluir
cuando se aplican esfuerzos y/o deformaciones sobre ellos y uno de los objetivos
de dicha rama de la fı́sica es encontrar las ecuación que relación que existe entre el
esfuerzo y la deformación, dicha ecuación se conoce como ecuación constitutiva
[6]. Un ejemplo lı́mite de este estudio es la descripción que hizo Robert Hooke del
comportamiento idealmente elástico que sufren los sólidos, donde el cambio en la
dimensión del material es proporcional a la fuerza que se ejerce sobre el mismo,
el cual además, recupera su dimensión inicial en el instante que deja de aplicarse
la fuerza. La constante de proporcionalidad es la rigidez del sólido. El otro ejem-
plo lı́mite se encuentra en la descripción, también ideal, que hizo Newton de los
fluidos, donde es el ritmo de la deformación el que es proporcional a la fuerza
aplicada, y aquı́, la constante de proporcionalidad es la viscosidad del fluido.
Ahora bien, los materiales reales, especialmente los materiales suaves, no se com-
portan como un sólido ideal ni como un lı́quido ideal, sino que se encuentran en
un punto intermedio y responden tanto de forma elástica como de manera viscosa
y es por esto que se les estudia dentro del marco de la teorı́a viscoelástica2, dando
como resultado ecuaciones que relacionan la fuerza y la deformación que no están
simplemente definidas por constantes elásticas o viscosas sino que además pueden
depender del tiempo, de la magnitud de la deformación o incluso de la dirección
en la que se deforma el material.

Para caracterizar por completo las propiedades viscoelásticas de los materiales es
necesario conocer la relación que existe entre la fuerza y la deformación en un in-
tervalo de frecuencias si la prueba que realizamos es oscilatoria (dinámica), ya que
en este tipo de prueba la muestra es excitada de manera periódica y su respuesta
también es en principio periódica, por lo tanto es natural suponer que la respuesta
depende de la frecuencia o periodo de la excitación. Ahora bien, si la prueba que
realizamos no es periódica, entonces nos interesa conocer cómo es la respuesta
del material a lo largo del tiempo que dure la excitación. La Figura 1.1 muestra
algunas de las técnicas experimentales más utilizadas actualmente para conocer
las propiedades viscoelásticas de los materiales, junto con el intervalo de frecuen-
cias en que se puede aplicar cada una de ellas. La caracterización viscoelástica se

2La introducción a la teorı́a viscoelástica y en particular al modelo viscoelástico lineal utilizado
en este trabajo se encuentra en el capı́tulo 2
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encuentra representada en este ejemplo por el módulo de almacenamiento E ′, el
cual se describe a detalle en la sección 2.2.4.

Figura 1.1: Técnicas de caracterización mecánica empleadas en materiales suaves. Ilustraciones esquemáticas (a) micro-
reologı́a activa utilizando pinzas ópticas. (b) microreologı́a pasiva de dos puntas utilizando rastreo de partı́culas por image-
nologı́a. (c) Micro-indentación con Microscopio de Fuerza Atómica (AFM). (d) Macroreologı́a oscilatoria. Traducido de
[6]

Dado que la técnica utilizada en el presente trabajo entra en el marco de la
indentación, nos centraremos en explicar en qué consiste esta última.

1.2. Micro indentación
En la micro indentación se controla y registra el movimiento longitudinal de

una punta micrométrica, este control tiene que ser suficientemente sensible para
lograr indentar distancias micrométricas de manera repetible por lo que usual-
mente se utiliza un actuador piezo-eléctrico. Durante la prueba de indentación se
penetra (indenta) la muestra con la punta mientras se registra la fuerza que se
opone al movimiento de la punta. Es ası́ como se obtiene una curva de fuerza vs
desplazamiento (distancia de indentación) que posteriormente se analiza con ayu-
da de un modelo fı́sico para obtener caracterı́sticas intrı́nsecas del material.
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Una herramienta, y quizá la más utilizada para realizar pruebas de indentación es
el Microscopio de Fuerza Atómica (AFM) que desde sus inicios en 1986 se utili-
za para observar la topografı́a de materiales con una alta resolución espacial, ası́
como para obtener información dinámica o dependiente del tiempo, de sistemas
biológicos[7, 8].
El AFM cuenta con una punta al extremo de una pequeña viga voladiza (cantilever
en inglés) que puede desplazarse en el plano XY sobre la muestra que se encuen-
tra montada en un piezo de cristal. Los cambios en la altura (el eje Z) debidos a
la interacción de la punta del AFM con la muestra son detectados usualmente de
manera óptica, dando como resultado una imagen topográfica de la muestra que
se busca investigar. La Figura 1.2 es una representación esquemática del AFM.

Figura 1.2: Elementos de un AFM. La punta interactúa con la muestra y la fuerza de interacción hace que el cantilever se
deforme. La deformación se registra haciendo incidir un haz láser sobre una capa de oro depositada en la parte trasera del
cantilever y midiendo la posición del spot de luz reflejado con un foto-diodo de cuatro cuadrantes. La muestra se puede
desplazar con alta resolución en el plano XY mientras que la punta se dezplaza en el eje Z. Traducido de [4]

Presentamos arriba el AFM ya que es el instrumento más reportado por la co-
munidad cientı́fica para realizar pruebas de micro indentación, sin embargo, en el
presente trabajo se utilizó el nano indentador comercial FT-MTA03 (FemtoTools,
Suiza) [2] (FT).
El FT que permite caracterizar muestras tanto biológicas a escalas nanométricas
aunque en este trabajo se haya utilizado en la escala micrométrica. A su vez, el
FT permite el intercambio de puntas de indentación, esto permite al FT cubrir un
espectro más grande de materiales en función de su rigidez, de Pa hasta MPa, que
en comparación con el AFM (ver Figura 1.1) presenta una ventaja de usabilidad.

14



El FT cuenta con una punta intercambiable montada en un cabezal que puede des-
plazarse en la dirección vertical (eje Z) y con una plataforma donde se coloca la
muestra que puede desplazarse de manera independiente en el plano (plano XY)
a través de actuadores piezo-eléctricos con resolución nanométrica, todos los mo-
vimientos son controlados mediante una Interfaz Gráfica de Usuario (GUI) en la
computadora. A su vez el FT cuenta con un microscopio que puede girar sobre
una circunferencia a lo largo 180◦ sobre la muestra, lo que permite observar la
muestra que se desea indentar a distintos ángulos, evitando que el cabezal donde
se monta la punta obstruya la vista de la muestra. Se muestra el FT-MTA03 en la
Figura 1.3.

Figura 1.3: nano indentador comercial FT-MTA03. La imagen interior muestra un acercamiento a la punta micrométrica.
Esta puede ser intercambiada dependiendo de la aplicación. En el presente trabajo se utilizó una punta de vidrio esférica
de un diámetro de 50µm

En la Figura 1.4 se muestra la rutina de movimiento del microindentador du-
rante una prueba de indentación con el FT. Las flechas sobre la curva experimental
marcan el sentido temporal de la prueba, es decir, primero se indenta aplicando
presión sobre la muestra hasta alcanzar un valor máximo de fuerza registrada por
la punta y a partir de este punto se retira la punta de la muestra.
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Figura 1.4: El panel superior muestra el movimiento vertical de la punta. La posición vertical de la punta es registrada
durante toda la prueba. La punta empieza el movimiento desde un punto a unas cuantas micras arriba de la muestra.
Mientras la punta se acerca a la muestra, la distancia de indentación es nula hasta alcanzar el punto b, que es cuando la
punta entra en contacto con la superficie de la muestra. De b a c, la punta indenta la muestra hasta alcanzar un valor máximo
de fuerza registrado por la misma y establecido por el operador. Después de alcanzar dicho valor, la punta se retira de la
muestra; durante este movimiento la punta usualmente es jalada por la muestra (esto se observa en el punto d) debido a la
adhesión existente entre ambas. La prueba termina cuando la punta regresa a su posición inicial e.

1.3. Modelo de Hertz
Hemos visto en la sección anterior que de una prueba de micro-indentación

se obtienen curvas de fuerza vs distancia de indentación. Para analizar estos da-
tos y caracterizar a partir de estas curvas experimentales el material en cuestión
es necesario utilizar un modelo fı́sico que relacione estos datos y permita extraer
información intrı́nseca del material.
Él modelo más utilizado actualmente para esto es el modelo de Hertz, quizás por-
que es el más fácil de implementar e interpretar de entre todos los disponibles,
que permite extraer información intrı́nseca del material como lo es el módulo de
Young, sin embargo, como se verá a continuación, este modelo no es suficien-
te para poder describir el comportamiento de materiales suaves y de estructuras
complejas que no responden de manera elástica ante una excitación.
Este modelo explica cómo es la deformación de un semiplano indentado por una
esfera rı́gida y fue tratado por Hertz en 1881 (de ahı́ su nombre) y por Boussi-
nesq en 1885[5]. Otras personas han contribuido al desarrollo teórico de modelos
de contacto para analizar los resultados de las pruebas de indentación, de ahı́ que
existan extensiones del modelo de Hertz e incluso otros modelos para analizar di-
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chos datos. Muchas de las soluciones de estos modelos pueden ser representadas
por la relación fuerza-indentación generalizada[9] F = λδ β . Donde F es la fuer-
za que siente la punta de indentación, δ es la distancia de indentación, es decir,
la longitud que penetra la punta en la muestra, λ y β son coeficientes reales. Es
decir, la fuerza es proporcional a una potencia de la distancia de indentación.
En particular, para el caso de una punta esférica utilizando la solución del modelo
de Hertz[9] la fuerza punta-superficie F y el radio de contacto a entre ambas, son
respectivamente:

F =
4ER1/2

3(1−ν2)
δ

3/2 (1.1)

a =
√

Rδ (1.2)

Con E el módulo de Young asociado al material indentado, R el radio de la punta,
ν es el coeficiente de Poisson del material, que usualmente se considera ν = 0.5 y
a es el radio de contacto entre la punta y la muestra y se esquematiza en la Figura
1.5.

Figura 1.5: Esquema del contacto entre la punta indentadora y la muestra a indentar según el modelo de Hertz donde no se
considera la adhesión entre ambas y los materiales son enteramente elásticos. Traducido de Bricolux https://commons.

wikimedia.org/w/index.php?curid=35157671

Vemos de la ecuación 1.2 que, conociendo el radio de la punta, la fuerza de
interacción entre la punta de indentación y la muestra y la distancia de indentación
de la punta, es posible determinar el módulo de Young que es un número que
caracteriza la rigidez de un material puramente elástico, es decir, a partir de la
medición se obtiene una caracterı́stica mecánica que es intrı́nseca del material.
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1.4. Dificultades y limitaciones del modelo de Hertz
Aunque el modelo de Hertz es ampliamente utilizado en la investigación[4, 5,

10] en el análisis de datos de micro indentación, éste cuenta con algunas limita-
ciones de aplicabilidad y dificultades en su implementación que comprometen la
reproducibilidad de los resultados.

1.4.1. Punto de contacto
Uno de los pasos que no es trivial de implementar al utilizar el modelo de

Hertz3, aunque parece sencillo corresponde a encontrar el punto de contacto entre
la punta del indentador y la superficie a indentar. El valor de este punto es cru-
cial para el análisis de los datos, ya que a partir de éste es que se realiza el ajuste
con la ecuación 1.1. Existen distintas formas de implementar esto reportadas en
la literatura[9] que van desde escoger el punto de contacto por inspección visual,
hasta correcciones en serie de potencias[11] a la expresión 1.1, pasando por reali-
zar ajustes lineales por pedazos de la curva[5].
Vemos entonces que determinar el punto de contacto con suficiente precisión es
un problema abierto que puede influir negativamente en la reproducibilidad de los
resultados, como se muestra en la Figura 1.6

3Esto no sólo es una dificultad presente en el modelo de Hertz, para el análisis realizado en
este trabajo fue también necesario determinar dicho punto y se discute a detalle la obtención de
dicho punto en la sección 4.3
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Figura 1.6: Se observa la discrepancia que existe entre los valores calculados para el módulo de Young utilizando los
mismos datos experimentales pero dos puntos de contacto z0 distintos. Tomado de [5]

Encontrar el punto de contacto es equivalente a encontrar dónde cambia la
tendencia de la curva: fuerza vs distancia de indentación, ya que en el contacto de
la punta con la superficie, la fuerza que registra la punta se dispara. Ahora bien,
el cambio en el comportamiento de una curva se puede conocer a partir de las
derivadas de la misma. La primera derivada nos permite determinar máximos y
mı́nimos, mientras que la segunda derivada nos permite encontrar puntos de in-
flexión. Después de un análisis y prueba de varios métodos, en el laboratorio se
decidió trabajar con el criterio de la segunda derivada[12]. Esto se muestra en la
Figura 1.7, donde se observa una curva experimental de fuerza vs distancia de
indentación ajustada con el modelo de Hertz (superior), junto con el criterio de
la segunda derivada para encontrar el punto de contacto (inferior). Uno de los in-
convenientes de este criterio es que es necesario suavizar los datos experimentales
aplicando algún tipo de filtro para poder obtener curvas suaves en las derivadas,
esto limita la credibilidad de los resultados obtenidos ya que no se están proce-
sando los datos reales4.
La muestra indentada en la Figura 1.7 corresponde a un hidrogel de poliacrilami-
da, el cual es un material frecuentemente utilizado para el cultivo celular, de ahı́

4La relación que existe entre el filtrado y los resultados obtenidos se estudia en la sección 5.2
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la necesidad de conocer sus propiedades mecánicas.

Figura 1.7: Datos experimentales de indentación obtenidos en el laboratorio Superior: La curva azul representa los datos
experimentales de fuerza (Load) que detecta la punta de indentación en función de la distancia de indentación (Distance).
En rojo se muestra el ajuste de los datos experimentales utilizando el modelo de Hertz. La lı́nea vertical marca el punto
de contacto encontrado con el criterio de la segunda derivada. Inferior: El punto de contacto corresponde al máximo de
la segunda derivada (curva roja) de la fuerza respecto de la distancia de indentación. Sin embargo el máximo se encuentra
después de suavizar los datos, por lo que el punto de contacto tiene un error asociado asociado a la información que se
pierde al filtrar los datos. El salto abrupto de la fuerza justo antes del contacto se explica en la siguiente sección.

1.4.2. Adhesión entre punta y muestra
Una limitación del modelo de Hertz es que no considera la adhesión que pue-

de existir entre la punta de indentación y el material a indentar. Sin embargo este
fenómeno sucede frecuentemente en la micro indentación debido principalmente
a las fuerzas de Van der Waals presentes a estas escalas entre la punta y la muestra.
Esto se nota, por ejemplo, en la Figura 1.7. La adhesión se observa en la disminu-
ción súbita de la fuerza en la zona de contacto, esta disminución se da justamente
por la atracción molecular entre la muestra y la punta.
Una estrategia comúnmente utilizada, pero que implica manipular la punta de in-
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terrogación con el riesgo de dañarla consiste en pasivar5 su superficie para quitar
estos efectos de adhesión parásitos. Cuando no es deseado o imposible de im-
plementar, se necesita añadir correcciones al modelo de Hertz que incorporan el
fenómeno de adhesión, entre ellas, se encuentra el modelo de Johnson-Kendall-
Roberts (JKR)[13] y el modelo de Derjaguin-Muller-Toporov (DMT)[14], donde
los radios de contacto entre punta y superficie cambian respecto al modelo de
Hertz.
En este trabajo se utilizó en particular el modelo JKR para determinar el radio
de contacto a entre la muestra y la punta indentadora para el caso de muestras
suaves[15], ya que este es válido para materiales suaves y puntas con un radio
grande, mientras que DMT es aplicable en materiales duros y puntas con radios
pequeños[16], como en este trabajo las distancias de indentación son mucho me-
nores que el radio de la punta (i.e. la mitad), consideramos el primer caso[13].

δ =
a2

R
− 4

3

√
3aπγδ

2F
(1.3)

Donde δ es la distancia de indentación durante la prueba de relajación, γ es la
tensión superficial del material a indentar, R es el radio de la punta indentadora
y F es la fuerza máxima que detecta la punta durante la prueba. Es decir, estos
modelos toman en cuenta la interacción entre la punta y la superficie debida a la
tensión superficial, lo que a su vez aumenta el radio de contacto entre ambas en
comparación con el modelo de Hertz.

1.4.3. Fenómenos viscoelásticos
Otra limitación del modelo de Hertz y quizá la más fuerte, es que supone que

los materiales son enteramente elásticos, sin embargo, en muchas de las ocasiones
los materiales a caracterizar no responden de manera puramente elástica sino que
disipan internamente parte de la energı́a que se les proporciona durante la inden-
tación, provocando que los resultados no sean del todo correctos. Este fenómeno
viscoelástico se observa, por ejemplo, en la histeresis presente en la poliacrilamida
indentada en la Figura 1.4. La histeresis corresponde al área comprendida entre la
curva de bajada de la punta de indentación y la curva de subida de la misma[17] y
muestra que el material responde de distinta forma entre la fase de carga (subida)

5La pasivación consiste en adherir una pelı́cula delgada e inherte sobre la superficie del material
en cuestión, dicho proceso generalmente se lleva a cabo un baño por inmersión del material a
pasivar dentro de la sustancia inherte
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y la fase de descarga (bajada), lo cual serı́a imposible en un material linealmente
elástico6, ya que en estos materiales toda la energı́a suministrada al sistema duran-
te la fase de carga debe ser recuperada ı́ntegramente durante la fase de descarga.
A su vez, existen ciertos materiales (en particular los polı́meros o muestras fi-
brosas) para los cuales las curvas de indentación son sensibles a cambios en la
velocidad y/o distancia de indentación.

Esto tiene que ver con el hecho de que en este tipo de materiales existe un reaco-
modo de la estructura o composición del mismo que da lugar a que parte de la
energı́a suministrada sea disipada en dichos reacomodos, sin embargo, el tiempo
que tardan en suceder estos es un sello de las propiedades mecánicas del material
y está relacionado con la composición molecular del mismo.
Si aumentamos demasiado la velocidad de indentación quizá no alcancemos a no-
tar los reacomodos que tardan más tiempo y por el contrario, si indentamos muy
despacio, el material tendrá suficiente tiempo para reacomodarse y perderemos
información del material en bulto debido a estos reacomodos.
Este fenómeno se describe con más detalle en la sección 2.2.
Por otro lado, la dependencia de la respuesta del material respecto de la longitud
de indentación tiene que ver con que ciertos materiales pueden estar estratifica-
dos, entonces la resistencia que presenten a la indentación variará en función de
la distribución de la densidad de masa, por ejemplo, este hecho es sumamente im-
portante en estructuras tan complejas como la célula, serı́a absurdo suponer que la
distribución de masa de la célula no afecta las mediciones mecánicas que podamos
realizar sobre ella.

6Este concepto se explica a detalle en la sección 2.1.2

22



Capı́tulo 2

Conceptos básicos de elásticidad y
viscoelasticidad

En el presente capı́tulo se introducen algunos conceptos de elasticidad preli-
minares que se necesitan para poder entender el modelo viscoelástico que se eli-
gió para caracterizar los materiales del Laboratorio Nacional de Soluciones Bio-
miméticas para Diagnóstico y Terapia (LaNSBioDyT). Posteriormente se hace
una presentación exhaustiva de dicho modelo (el modelo generalizado del sóli-
do de Maxwell) y se deriva la ecuación constitutiva del mismo en el espacio de
Laplace. A partir de la ecuación constitutiva en el espacio del tiempo se define
el módulo de relajación. La expresión matemática para el módulo de relajación
se utiliza para ajustar los datos experimentales que se obtienen de las pruebas
de relajación realizadas con el micro-indentador FT, dichos ajustes se presentan y
discuten en los capı́tulos: 4 y 5 respectivamente. En la última parte de este capı́tulo
se definen los módulos de almacenamiento y pérdida que se pueden obtener a par-
tir del ajuste de las curvas experimentales de relajación y que se comparan contra
valores experimentales obtenidos directamente de pruebas dinámicas realizadas
con el micro-indentador (ver sección 5.4 para la discusión de dichos resultados).

2.1. Elasticidad
Una forma de conocer experimentalmente las propiedades mecánicas de los

materiales como su rigidez o respuesta ante excitaciones periódicas, consiste en
aplicar fuerzas sobre ellos y medir los cambios en las dimensiones de los mismos.
Matemáticamente, los cambios dimensionales que sufre el material en respuesta
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a la fuerza que se aplica sobre él se explican con las relaciones que surgen del
principio de conservación1 y con la ecuación constitutiva (esta relaciona la de-
formación que sufre el material con la fuerza que se ejerce sobre el mismo).
Las ecuaciones que surgen del principio de conservación, son ecuaciones genera-
les que no dependen de las propiedades intrı́nsecas del material, mientras que la
ecuación constitutiva se encuentra determinada por las propiedades internas del
mismo.
Dado que el objetivo del presente trabajo es lograr caracterizar las propiedades
mecánicas de los materiales del LaNSBioDyT, este capı́tulo se centrará en obte-
ner la ecuación constitutiva asociada al modelo viscoelástico que usaremos para
el estudio de los materiales.

2.1.1. Esfuerzo y deformación
Antes de introducir el modelo es necesario hablar brevemente de dos concep-

tos claves de la elasticidad, éstos son el esfuerzo y la deformación.
La magnitud del cambio en las dimensiones de un material sobre el que ejercemos
una fuerza, depende de la magnitud de la fuerza, pero también depende del área
sobre el que se encuentra distribuida esta fuerza. Si el área de contacto disminuye
es natural pensar que el material sufrirá un mayor cambio en sus dimensiones. Por
eso es conveniente hablar del esfuerzo σ , definido como la fuerza F ejercida por
unidad de área A (el área sobre el que actúa esta fuerza), es decir

[σ ] =

[
F
A

]
por otro lado, la deformación ε se define como el cambio en la longitud ∆L divi-
dido entre la longitud inicial L0, esto es,

[ε] =

[
∆L
L0

]
es decir, ε es una cantidad adimensional que cuantifica qué tanto ha cambiado la
longitud inicial del material después de haberlo deformado.
Ahora bien, un material es un objeto tridimensional y en ese sentido puede sufrir

1Los principios de conservación de masa y de momento dan lugar a las ecuaciones de conti-
nuidad y de movimiento respectivamente. Una tercera ecuación que surge del principio de conser-
vación de energı́a puede ser omitida si el proceso sucede a temperatura constante. Se omiten las
expresiones matemáticas porque estas no son relevantes para el presente trabajo
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cambios en cada una de las direcciones definidas por un sistema coordenado (x, y,
z). De forma análoga, podemos aplicar una fuerza en cada una de estas direccio-
nes o en una combinación arbitraria de ellas, es por ésto que tanto σ como ε en el
caso más general son tensores de segundo orden.
La Figura 2.1 muestra las componentes del tensor de esfuerzo ¯̄σ en tres dimensio-
nes. En forma matemática, el tensor de esfuerzo ¯̄σ y el tensor de deformación ¯̄ε ,
se escriben:

¯̄σ =


σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

 ¯̄ε =


ε11 ε12 ε13

ε11 ε12 ε13

ε11 ε12 ε13



Figura 2.1: Componentes del tensor de esfuerzos en tres dimensiones.

donde σi j es la componente paralela a la dirección x j, de la fuerza por unidad
de área, que actúa sobre el plano de un elemento cúbico cuyo vector normal es
paralelo a la dirección xi.

Debido a que en todas las pruebas experimentales del trabajo la fuerza se
aplicó en una sola dirección (en la dirección vertical, o el eje x3 de la Figura
2.1) y dado que sólo se consideró la deformación en ese mismo eje, la forma de
los tensores de esfuerzo y de deformación se vio drásticamente simplificada a una
cantidad escalar, por lo que, en adelante, σ =:−σ33 y ε =:−ε33.

25



2.1.2. Lı́mite elástico
Un sólido linealmente elástico (o Hookeano) es aquél que obedece la ley de

Hooke, que indica que el tensor de esfuerzo es linealmente proporcional al tensor
de deformación, es decir,

σi j = ∑
k,l

Ci jklεkl (2.1)

Donde σi j y εkl son el tensor de esfuerzo y deformación respectivamente, dis-
cutidos arriba y Ci jkl es un tensor de cuarto orden que describe las propiedades
elásticas del material y es independiente del esfuerzo y de la deformación, por lo
que es constante si las demás variables que afectan la estructura interna del mate-
rial (i.e., temperatura) se mantienen constantes.
Pensando en un experimento que se lleve a cabo sobre una sola dirección, como es
el caso de la elongación de un resorte lineal, la ecuación 2.2 se verá simplificada
de la siguiente forma

σ = kε (2.2)

donde k es la constante de rigidez asociada al resorte. Si el valor de dicha cons-
tante incrementa, el resorte presentará mayor resistencia para deformarse.
Ahora bien, un material elástico responde linealmente ante cualquier esfuerzo,
sin embargo, no olvidemos que esto es una idealización y en la práctica algunos
materiales se comportan de manera no lineal después de un cierto esfuerzo crı́ti-
co, a este punto se le conoce como el lı́mite elástico. Este lı́mite se ejemplifica
gráficamente en la Figura 2.2.
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Figura 2.2: Ejemplo de una gráfica de esfuerzo vs deformación, observar que a partir del lı́mite elástico definido por las
caracterı́sticas intrı́nsecas del material, la relación entre esfuerzo y deformación es no lineal.

2.1.3. Lı́mite viscoso
Para lograr explicar la curvatura que se observa en la Figura 2.2 podemos

considerar un lı́mite viscoso definido a partir del fluido de Newton[18].
En el modelo de Newton el material se considera como un amortiguador, una
forma de visualizar dicho elemento es pensar en una prensa francesa de café, es
decir, un pistón unido en un extremo a una lámina perforada al operar el pistón, el
fluido se verá forzado a pasar a través del mismo. Al aumentar el esfuerzo aplicado
sobre el pistón la rapidez del flujo aumentará, el modelo de Newton considera que

la rapidez del flujo
dε

dt
(o el ritmo de la deformación) es proporcional al esfuerzo

σ aplicado, matemáticamente

σ = η
dε

dt
= ηε̇ (2.3)

donde η es la viscosidad del fluido, es decir, entre más viscoso sea el fluido, ma-
yor será la resistencia que éste presente a fluir.
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Los fluidos que cumplen con la ecuación 2.3 se conocen como fluidos newtonia-
nos mientras que los que no responden de manera lineal ante un esfuerzo dado
son fluidos no newtonianos.
La Figura 2.3 muestra el comportamiento de algunos fluidos ante un esfuerzo.

Figura 2.3: Ejemplo de una gráfica de esfuerzo vs rapidez de la deformación, los fluidos newtonianos son aquellos en
los que el ritmo de la deformación es proporcional al esfuerzo aplicado. Algunos tipos de fluidos no newtonianos son los
dilatantes, plásticos, etc.

2.2. Viscoelasticidad
Vimos en la sección anterior que en un material elástico, el esfuerzo es pro-

porcional a la deformación independientemente de la rapidez con la que se ejerza
este esfuerzo, mientras que en un fluido newtoniano el esfuerzo es proporcional
a la rapidez de la deformación, independientemente de la deformación misma.
Estas categorı́as son idealizaciones. Es cierto que bajo ciertas condiciones mu-
chos materiales se comportan de manera elástica, ası́ como muchos fluidos se
aproximan a un fluido newtoniano, pero cuando ciertos supuestos no se cumplen,
se observan desviaciones en los comportamientos reales. Ası́, existen materiales
que no se comportan puramente como sólidos elásticos ni como fluidos newto-
nianos, sino que combinan ciertas caracterı́sticas de un fluido y ciertas otras de
un sólido. Por ejemplo, un material que no es puramente sólido no mantiene una
deformación constante bajo la aplicación de un esfuerzo constante, sino que se
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sigue deformando lentamente, a esto se le conoce como fluencia lenta. Una vez
que el esfuerzo sobre el material cesa de aplicarse este recupera su forma inicial
de manera gradual, es decir, no instantáneamente como sucede con un material
puramente elástico. Estos fenómenos se ejemplifican en la Figura 2.4. Por otro
lado, hay materiales que cuando se les aplica una deformación constante, el es-
fuerzo necesario para mantener dicha deformación no se mantiene constante sino
que disminuye lentamente, a esto se le conoce como relajación y se muestra en la
Figura 2.4. Estos materiales son muy sensibles ante cambios en la rapidez con la
que se ejerce el esfuerzo, por ejemplo, si aplicamos un esfuerzo que incrementa-
mos de manera constante; entre mayor sea el tiempo que transcurra hasta alcanzar
el esfuerzo máximo que se decida aplicar, más grande será la deformación final
que el material sufra, aún cuando el esfuerzo final sea siempre el mismo.
Los materiales que presentan este tipo de respuestas ante estı́mulos externos se
conocen como viscoelásticos debido a que parte de la energı́a que se transfiere al
material se recupera de manera elástica, mientras que otra parte se pierde interna-
mente en forma de calor.
Las Figura 2.4 muestra una comparación de la respuesta de un material elástico y
otro viscoelástico ante un esfuerzo y deformación constantes.

Figura 2.4: Izquierda: fluencia ante σ = cte. Derecha: relajación ante ε = cte.

En conclusión, las caracterı́sticas que exhiben estos materiales se deben a que
la relación entre el esfuerzo y la deformación depende a su vez del tiempo. No
es de sorprenderse que los materiales poliméricos en general sean mejor descritos
con un modelo viscoelástico que con la teorı́a de la elasticidad clásica. Recor-
demos que los polı́meros están compuestos por cadenas flexibles de moléculas
simples llamadas monómeros, estas cadenas se pueden desplazar y torcer, lo que
en principio da lugar a un comportamiento viscoso dentro del material. Si qui-
siéramos describir exhaustivamente las configuraciones posibles de un polı́mero

29



bajo cierto esfuerzo externo tendrı́amos que considerar primero las torceduras y
desplazamientos de las cadenas, después movimientos localizados dentro de las
mismas cadenas hasta llegar a la orientación de los enlaces en la cadena vertebral
del polı́mero.[19]. Esto da lugar a un espectro de respuestas con distintas escalas
de tiempo.

2.2.1. Viscoelasticidad lineal
En particular, se dice que un material es linealmente viscoelástico si el esfuer-

zo es proporcional a la deformación a un tiempo fijo y si el principio de superpo-
sición se cumple, matemáticamente esto es[20]

ε [cσ(t)] = cε [σ(t)] (2.4)
ε [σ1(t)+σ2(t− t1)] = ε [σ1(t)]+ ε [σ2(t− t1)] (2.5)

Donde ε y σ son la deformación resultante del esfuerzo aplicado respectivamente
y c es una constante.
La ecuación 2.4 establece que la deformación resultante de aplicar el esfuerzo
cσ(t) es equivalente a c veces la deformación resultante de aplicar el esfuerzo
σ(t). La ecuación 2.5 establece que la deformación resultante de una combinación
de dos esfuerzos aplicados a partir de dos tiempos distintos t y t−t1 es equivalente
a la suma de las deformaciones resultantes de aplicar los dos esfuerzos de manera
separada. La ecuación 2.5 se conoce usualmente como el principio de superposi-
ción de Boltzmann.
En lo que resta del trabajo se tratará siempre de modelos viscoelásticos lineales
aún cuando no se mencione esta última palabra por brevedad.

2.2.2. Módulo de relajación y fluencia
Si un material viscoelástico lineal es sujeto a una prueba de relajación, es

decir, aquella donde ε = ε0H(t),2 y se mide el esfuerzo σ(t) como respuesta a

2H(t) es la función de Heaviside:

H(t) =

{
0, si t < 0
1, si t ≥ 0
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dicha deformación (ver Figura 2.4), entonces la relación entre ambos es

σ(t) = ε0E(t)
E(t) =: σ(t)/ε0 (2.6)

Donde E(t) se conoce como módulo de relajación. Esta función es la respues-
ta en esfuerzo por unidad de deformación aplicada. A su vez, para pruebas de
fluencia (ver Figura 2.4), donde σ = σ0H(t) se tiene

ε(t) = σ0J(t)
J(t) =: ε(t)/σ0 (2.7)

Se define el módulo de fluencia J(t) como la respuesta en deformación por uni-
dad de esfuerzo aplicado.
Ambas funciones son de suma importancia para los estudios viscoelásticos debido
a que son diferentes para cada material y por ende, conocerlas permite caracteri-
zar las propiedades viscoelásticas del mismo. En particular, en esta tesis sólo se
trabajó con pruebas de relajación, por lo que, sólo se hablará del módulo de rela-
jación.3

2.2.3. Principio de superposición de Boltzmann
Supongamos que se aplica una deformación constante ε1 al tiempo t = τ1, en-

tonces la deformación en el tiempo será un escalón instantáneo a partir del tiempo
t = τ1, es decir, ε(t) = ε1H(t − τ1). El esfuerzo que se obtiene como respuesta
tendra la forma:

σ(t) = ε1E(t− τ1)H(t− τ1)

Ahora bien, si a un material viscoelástico lineal se le aplica primero una de-
formación ε0 al tiempo t = 0 y después se le aplica otra deformación ε1 al tiempo
t = τ1. El esfuerzo resultante en cualquier tiempo subsecuente a τ1 será la suma
de los esfuerzos resultantes a ese tiempo de haber aplicado las deformaciones ε0
y ε1 de manera independiente. Esto se conoce como el principio de superposición
de Boltzmann.
Si la deformación que se aplica al material es arbitraria (es decir que varı́a en el

3Se incluye la definición del módulo de fluencia para mostrar la simetrı́a que existe entre las
pruebas de relajación y de fluencia
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tiempo), es posible aproximarla con una serie de deformaciones que son constan-
tes en el tiempo, es decir

ε(t) = ∑
i

∆εiH(t− τi)

Por el principio de superposición de Boltzmann, el esfuerzo resultante de la de-
formación anterior, será

σ(t) = ∑
i

σi(t− τi) = ∑
i

∆εiE(t− τi)H(t− τi)

En el lı́mite cuando el número de pasos tiende a infinito, el esfuerzo resultante es

σ(t) =
∫ t

0
E(t− τ)H(t− τ)d [ε(τ)]

Como τ ≤ t dentro de la región de integración, entonces la función H(t− τ) = 1,

además, como ε(τ) depende del tiempo, la diferencial total es d [ε(τ)] =
∂ε

∂τ
dτ .

Por lo que la ecuación anterior queda como:

σ(t) =
∫ t

0
E(t− τ)

∂ε

∂τ
dτ (2.8)

2.2.4. Pruebas dinámicas
Hemos visto hasta ahora que para caracterizar a un material viscoelástico bas-

ta con realizar una prueba de fluencia o de relajación y utilizando algún modelo
viscoelástico, determinar el módulo de fluencia 2.7 o el módulo de relajación 2.6
asociado al material. Dichos módulos cargan toda la información de las carac-
terı́sticas viscoelásticas del material (tiempos de relajación y por ende, coeficien-
tes de viscosidad y de rigidez).
En ambas pruebas la excitación que se le aplica al material (deformación y esfuer-
zo en pruebas de fluencia y de relajación respectivamente) se mantiene constante
a lo largo de la misma. Sin embargo, existe otro tipo de pruebas de las cuales se
puede extraer la información que caracteriza al material y en donde la excitación
varı́a periódicamente en el tiempo. Estas son las pruebas dinámicas.
La Figura 2.5 muestra un ejemplo de la deformación periódica aplicada a un ma-
terial y el esfuerzo resultante en una prueba dinámica.
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Figura 2.5: Representación de una prueba dinámica en donde se aplica una deformación periódica (senoidal) y se obtiene
un esfuerzo que oscila con la misma frecuencia que la excitación pero desfasado un ángulo δ

Al momento de aplicar la excitación inicial, la respuesta del material pasa por
un estado transitorio en donde la respuesta no es periódica, hasta que se alcanza
un estado estacionario que es el que se muestra arriba, en donde la respuesta oscila
en el tiempo con la misma frecuencia que la excitación pero desfasada un ángulo
δ .

2.2.5. Módulo complejo de relajación
Supongamos entonces una excitación periódica en forma de deformación ε(t)

que es posible representar con ayuda de una exponencial compleja:

ε(t) = ε0eiωt (2.9)

Donde i es la unidad imaginaria y además eix = cosx+ isinx.
Aplicando dicha deformación al material se obtiene una respuesta en esfuerzo
σ(t) de la forma

σ(t) = σ0ei(ωt+δ ) (2.10)

σ(t) = σ
∗eiωt (2.11)

Donde σ∗ es la amplitud debida al desfase δ , es decir, σ∗ = σ0eiδ .
Ası́, es posible definir la función análoga al módulo de relajación para pruebas
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dinámicas, ésto es módulo complejo de relajación E(ω), tal que

E∗(ω) =:
σ∗

ε0
(2.12)

E∗(ω) =
σ0

ε0
(cosδ + isinδ ) =: E1 + iE2 (2.13)

Donde E1 y E2 denotan la parte real e imaginaria del módulo complejo de re-
lajación respectivamente, y son conocidos como módulo de almacenamiento y
módulo de pérdida, ya que el primero carga con la información de la respuesta
elástica, que se traduce en la energı́a que se recupera después de excitar el ma-
terial, en la fase de la recuperación, mientras que el segundo denota la respuesta
viscosa, que en términos energéticos representa una pérdida en forma de calor
dentro del material.
Al cociente de E2 entre E1 se le conoce como pérdida mecánica

E2

E1
= tanδ (2.14)

Es importante notar que el módulo complejo de relajación caracteriza por com-
pleto a un material viscoelástico. Tal como lo hace el módulo de relajación o el de
fluencia.

2.2.6. Relación entre el módulo de relajación y el módulo com-
plejo de relajación

Sabemos que para caracterizar a un material viscoelástico es suficiente cono-
cer su módulo de relajación, o bien, su módulo complejo de relajación, por lo que
es posible recuperar uno a partir del otro.
Considerese la ecuación 2.8 que da cuenta de la evolución del esfuerzo σ(t) en el
tiempo para una excitación arbitraria en forma de deformación ε(t). Redefiniendo
el lı́mite inferior de integración a −∞ y haciendo un cambio de variable τ ′ = t−τ

en dicha ecuación, se obtiene

σ(t) =−
∫

∞

0
E(τ ′)

∂ε(t− τ ′)

∂τ ′
dτ
′ (2.15)

Considérese ahora la deformación dinámica de la ecuación 2.9, que para este caso,
se lee:

ε(t− τ
′) = ε0eiωte−iωτ ′ (2.16)

34



Además, recordando la definición del módulo complejo de relajación, la ecuación
2.13, se tiene

σ(t) = E∗(ω)ε(t) = E∗(ω)ε0eiωt (2.17)

Introduciendo 2.17 y la derivada parcial respecto de τ ′ de 2.16 del lado izquierdo
y derecho de la ecuación 2.15 respectivamente, se obtiene:

E∗(ω)ε0eiωt =−
∫

∞

0
E(τ ′)ε0eiωt(−iω)e−iωτ ′dτ

′

E∗(ω) = iω
∫

∞

0
E(τ ′)e−iωτ ′dτ

′ (2.18)

Notemos que el lado derecho de la ecuación 2.18 es la transformada de Laplace
de la variable s = iω multiplicada por la constante iω , es decir:

E∗(ω) = iωL [E(τ ′)]s=iω (2.19)

Es decir el módulo complejo de relajación, no es más que la transformada de
Laplace (o la transformada ((de un sólo lado)) de Fourier), es decir, el módulo de
relajación dinámico es el módulo de relajación transformado al espacio de fre-
cuencias, salvo una constante.
Este módulo es de suma importancia en este trabajo dado que da lugar a las dos
funciones que caracterizan por completo al material: el módulo de almacenamien-
to (la parte real de E(ω)) y el módulo de pérdida (la parte imaginaria de E(ω)).
En la tesis se logró obtener estos dos módulos dinámicos a partir de una solo en-
sayo experimental: la prueba de relajación de esfuerzos. Los obtención de dichos
módulos se explica a detalle en la sección 4.6.

2.3. Modelos viscoelásticos
A continuación se discuten algunos de los principales modelos viscoelásticos

lineales y los elementos básicos que los constituyen, obteniéndose la ecuación
constitutiva del modelo generalizado del sólido de Maxwell, que se utiliza poste-
riormente para el análisis de los datos experimentales, esta sección se basa en las
estupendas referencias de [20, 21, 19, 22].
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2.3.1. Elementos básicos
En los sistemas lineales fı́sicos siempre es posible distinguir elementos pasi-

vos y activos. Los elementos pasivos almacenan o disipan energı́a mientras que
los elementos activos son la fuente de dicha energı́a. En los sistemas eléctricos
por ejemplo, las fuentes de energı́a son la corriente o el voltaje (diferencia de po-
tencial). El dualismo que existe entre la excitación y la respuesta en un sistema
lineal permite que se puedan intercambiar los papeles del voltaje como excitación
y corriente como respuesta a la configuración inversa: corriente como excitación
y voltaje como respuesta. La decisión depende de la naturaleza del problema a
resolver.
Los elementos pasivos de un sistema eléctrico lineal son los inductores, los con-
densadores y las resistencias. La energı́a se almacena en forma cinética en los
primeros, potencial en los segundos y es disipada en los terceros[22]. De manera
análoga[23], en los modelos viscoelásticos lineales existen dos tipos de elementos
pasivos: los resortes lineales que obedecen la ecuación 2.2 y almacenan la energı́a
en forma potencial y los amortiguadores lineales (newtonianos) que obedecen la
ecuación 2.3 y disipan la energı́a en forma de calor. Y también hay dos elementos
activos que son el esfuerzo y la deformación. Se asume que la respuesta de los
resortes es puramente elástica (la energı́a no se disipa y su masa es despreciable)
y la respuesta del amortiguador es puramente viscosa (i.e. es rı́gido y su masa es
despreciable). Los sı́mbolos para representar los elementos pasivos y la respuesta
de los mismos ante esfuerzo y deformación de tipo escalón se muestran en las
Figuras 2.6 y 2.7 respectivamente.
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Figura 2.6: Sı́mbolo para representar un sólido linealmente elástico con rigidez k (izquierda). Se muestra la respuesta del
mismo ante un esfuerzo σ(t) = σ0 constante. Notar que si el input es una deformación constante, la respuesta en esfuerzo
también los es. Ver ecuación 2.2

Figura 2.7: (a) Sı́mbolo para representar un amortiguador lineal (fluido newtoniano) con viscosidad η . (b) y (c) muestran
la respuesta del mismo ante un esfuerzo σ(t) = σ0 constante y una deformación ε(t) = ε0 constante respectivamente. Ver
ecuación 2.3

Como se muestra en la Figura 2.6 (derecha), los resortes responden instantánea-
mente ante un esfuerzo aplicado y se recuperan a su vez de forma instantánea
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cuando se retira dicho esfuerzo. Por otro lado, cuando un amortiguador es some-
tido a un esfuerzo de tipo escalón (i.e. σ(t) = 0 para t = 0, σ(t) = σ0 para t > 0)
éste se deformará continuamente con una rapidez constante, mientras que si se
aplica una deformación en forma de escalón (i.e. ε(t) = 0 para t = 0, ε(t) = ε0
para t > 0), el esfuerzo resultante será infinito en t = 0 y disminuirá rápidamente
a cero para t = 0+, esto se puede representar matemáticamente con la función
delta de Dirac δ (t) = 0 para t 6= 0, δ (t) = ∞ para t = 0. Por lo que el esfuerzo que
resulta de aplicar una deformación ε0 en forma de escalón es

σ(t) = ηε0δ (t)

En la práctica un esfuerzo infinito es irrealizable, ası́ como tampoco es posible
aplicar una deformación que pase instantáneamente de cero a un valor determina-
do.

2.3.2. Modelo de Maxwell
El modelo de Maxwell se constituye por un resorte y un amortiguador co-

nectados en serie, a esta unidad se le conoce como elemento de Maxwell, este
elemento se muestra en la Figura 2.8

Figura 2.8: Elemento de Maxwell constituido por un resorte un amortiguador conectados en serie

La deformación total ε del elemento de Maxwell es la suma de las deforma-
ciones del amortiguador ε1 y del resorte ε2, ya que se encuentran conectados en
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serie, ésto es

ε = ε1 + ε2

Por lo que la rapidez de la deformación total es

ε̇ = ε̇1 + ε̇2 (2.20)

Por otro lado, el esfuerzo en cada elemento es el mismo y utilizando las ecuaciones
2.2 y 2.3 se tiene:

σ = kε2 (2.21)
σ = ηε̇1 (2.22)

Sustituyendo 2.22 y la derivada de 2.21 para los valores de ε̇1 y ε̇2 respectivamente
en 2.20, se obtiene

ε̇ =
σ̇

k
+

σ

η
(2.23)

Estableciendo una condición inicial para ε(t) o para σ(t) se puede resolver la
ecuación diferencial 2.23 para determinar la ecuación constitutiva del modelo de
Maxwell. Por ejemplo, si se aplica un esfuerzo constante σ = σ0 a t = 0, entonces

˙σ(t) = 0 y la ecuación 2.23 queda

˙ε(t) =
σ0

η
(2.24)

Luego, integrando 2.24 y utilizando la condición inicial σ(t = 0) = σ0 = kε0, se
obtiene:

ε(t) =
σ0

k
+

σ0

η
t (2.25)

2.25 es la ecuación constitutiva del modelo de Maxwell para las pruebas de fluen-
cia (i.e. σ(t) = σ0).
Si ahora se considera una prueba de relajación, es decir se aplica una deforma-
ción constante ε0 a t = 0 para el cual el valor inicial del esfuerzo es σ0, la ecuación
2.23 queda

σ̇(t) =− k
η

σ(t) (2.26)
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Separando variables e integrando la ecuación 2.26 se obtiene∫
σ

σ0

dσ

σ
=−1

τ

∫ t

0
dt

ln(σ)− ln(σ0) =−
t
τ

σ(t) = kε0e−t/τ = σ0e−t/τ (2.27)

Donde τ =
η

k
y se conoce como tiempo de relajación, ya que es el tiempo nece-

sario para que el esfuerzo decaiga a 1/e su valor inicial.
La Figura 2.9 muestra el esfuerzo resultante para una prueba de relajación

Figura 2.9: Esfuerzo que resulta de aplicar una deformación constante ε0 (i.e. prueba de relajación), el esfuerzo decae de
forma exponencial con un tiempo de relajación τ desde un valor inicial σ0, ver ecuación 2.27

Para el modelo de Maxwell (ver sección 2.3.2), es evidente que si se divide la
primera igualdad de la ecuación 2.27 entre ε0, el módulo de relajación es

Em(t) = ke−t/τ (2.28)

2.3.3. Sólido Lineal Estándar
Este modelo consiste en el modelo de Maxwell con un resorte de rigidez ke en

paralelo, como se muestra en la Figura 2.10.
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Figura 2.10: diagrama del Sólido Lineal Estándar

De la sección 2.3.2, sabemos que para una prueba de relajación, el esfuerzo
en el elemento de Maxwell como función del tiempo relajará a cero, esto quiere
decir que si t → ∞ =⇒ σ → 0, sin embargo, si se tiene un resorte adicional en
paralelo, en vez de que el esfuerzo decaiga a cero, decae a un valor constante keε0,
de ahı́ el subı́ndice de la rigidez del resorte, que denota un esfuerzo en equilibrio.
Para este modelo, la deformación ε es idéntica en cada brazo, mientras que los
esfuerzos σe debido al resorte y σm debido al elemento de Maxwell son diferentes
pero aditivos, es decir, el esfuerzo total es σ = σe+σm. Para encontrar la ecuación
en este caso, conviene pasar la ecuación 2.23 al espacio de Laplace, ya que ası́,
logramos que de ser una ecuación diferencial pase a una ecuación algebraica.
El operador de Laplace L actúa sobre las derivadas del esfuerzo y deformación
como sigue:

L (ε̇) = sε̄

L (σ̇) = sσ̄

Donde s es la variable de Laplace.
La ecuación 2.23 en el espacio de Laplace es

k1sε̄ = sσ̄m +
1
τ

σ̄m
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Despejando σ̄m:

σ̄m =
k1s

s+1/τ
ε̄ (2.29)

Agregando el esfuerzo del resorte aislado, obtenemos la ecuación consitutiva en
el espacio de Laplace, ésto es

σ̄ = keε̄ +
k1s

s+1/τ
ε̄ =

(
ke +

k1s
s+1/τ

)
(2.30)

Para el caso de una prueba de relajación, donde ε(t) = ε0H(t), la deformación

en el espacio de Laplace queda como ε̄ =
ε0

s
, sustituyendo esta expresión en la

ecuación 2.30 y diviendo entre ε0, se obtiene el modulo de relajación en el espacio
de Laplace o modulo de relajación asociado E

E (s) =
σ̄

ε0
=

ke

s
+

k1

s+1/τ
(2.31)

Podemos conocer el modulo de relajación del modelo SLS, aplicando la trans-

formada de Laplace inversa L −1 a la ecuación 2.31, notando que L −1
(

1
s+a

)
=

e−at , con a una constante, se obtiene el módulo de relajación del Sólido Lineal
Estándar (SLS):

ESLS(t) = ke + k1e−t/τ (2.32)

2.3.4. Sólido de Maxwell Generalizado
Si un material fuera bien descrito por el modelo de Maxwell y se hiciera una

prueba de relajación sobre el mismo, entonces éste relajarı́a lentamente con un
tiempo de relajación τ = η/k asociado. Este tiempo de relajación tiene que ver
con cómo es que el material se reacomoda ante la deformación que se aplica sobre
él.
Si τ << 1 entonces la exponencial de la ecuación 2.27 decae inmediatamente,
por lo que el material deja de presentar resistencia ante la deformación casi ins-
tantáneamente, comportándose como un material puramente elástico. Lo contrario
sucede si τ >> 1, es decir, el material tarda mucho tiempo en reacomodarse ante
la deformación, en el lı́mite cuando τ → ∞ el material fluirı́a.
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Ahora bien, es natural pensar que los polı́meros o las fibras sintéticas e incluso
tejidos vivos no cuenten con un sólo tiempo de relajación, sino que cuenten con
un conjunto de tiempos de relajación, con un espectro de relajación. Recordemos
que un polı́mero está constituido por un conjunto de cadenas de moléculas simples
llamadas monómeros, estas cadenas en principio pueden torcerse y/o desplazarse,
por lo que al aplicar una deformación sobre el polı́mero, cada una de las cade-
nas eventualmente relajará con un tiempo de relajación asociado. Relacionar los
tiempos de relajación con las propiedades microscópicas del material excede por
mucho los lı́mites de esta tesis, pero es la idea de que un único tiempo de rela-
jación no basta para explicar la respuesta de los materiales del laboratorio la que
nos lleva a buscar implementar el Modelo Generalizado de Maxwell (MGM), que
se describe a continuación y en donde el material cuenta con un conjunto de N
tiempos de relajación distintos.

Este modelo se construye colocando N elementos de Maxwell en paralelo con
un resorte con rigidez ke (también kl del inglés long, ya que se refiere a la rigidez
a tiempos largos). Esto se muestra en la Figura 2.11

Figura 2.11: diagrama del Modelo Generalizado de Maxwell, éste consta de N elementos de Maxwell conectados en
paralelo con un resorte lineal

El esfuerzo total σ transmitido por el modelo es la suma del esfuerzo en el
resorte (de rigidez ke) más la suma de cada uno de los esfuerzos en cada elemento
de Maxwell, ésto es

σ = σe +
N

∑
j=1

σ j
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de la ecuación 2.29 sabemos que el esfuerzo en cada elemento de Maxwell es

σ̄ j =
k js

s+1/τ j
ε̄

por lo que

σ̄ = σ̄e +
N

∑
j=1

σ̄ j =

[
ke +

N

∑
j=1

k js(
s+1/τ j

)] ε̄ (2.33)

ahora bien, en pruebas de relajación se tiene

ε(t) = ε0 =⇒ ε̄(s) =
ε0

s

σ̄(s) =

[
ke +

N

∑
j=1

k js(
s+1/τ j

)] ε0

s
=

[
ke

s
+

N

∑
j=1

k j(
s+1/τ j

)]ε0

σ(t) = L −1 (σ̄(s)) =

[
ke +

N

∑
j=1

k je−t/τ j

]
ε0 (2.34)

el último paso se obtiene al aplicar la transformada inversa de Laplace, utilizando
el hecho de que el operador de Laplace es un operador lineal.
Al dividir la ecuación 2.34 entre ε0 se obtiene el módulo de relajación del Modelo
Generalizado de Maxwell, que es

E(t) = ke +
N

∑
j=1

k je−t/τ j (2.35)

a su vez, el módulo complejo de relajación del modelo generalizado de Maxwell
se puede calcular utilizando la ecuación 2.19.
La transformada de Laplace de la ec. 2.35 es:

L[E(t)] =
ke

s
+

N

∑
j=1

k j

s+ τ
−1
j

(2.36)

sustituyendo 2.36 en 2.18 y evaluando s = iω se obtiene el módulo complejo de
relajación:

E∗(ω) = ke +
N

∑
j=1

iωk j

iω + τ
−1
j

(2.37)
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multiplicando por el complejo conjugado para separar la parte real y la imaginaria:

E∗(ω) = ke +
N

∑
j=1

k j(ω
2τ2

j + iωτ j)

1+ω2τ2
j

(2.38)

separando la parte real e imaginaria de la ec. 2.38 se obtienen los módulos de al-
macenamiento (llamado ası́ porque es el representa la parte conservativa o elástica
del material) y pérdida (llamado ası́ porque es el representa la parte disipativa o
viscosa del material) respectivamente:

E1(ω) = ke +
N

∑
j=1

k jω
2τ2

j

1+ω2τ2
j

(2.39)

E2(ω) =
N

∑
j=1

k jωτ j

1+ω2τ2
j

(2.40)

2.4. Espectro de relajación
Hemos discutido al final de la sección 2.2 que cuando ciertos materiales son

expuestos a esfuerzos y/o deformaciones, su respuesta se puede representar a par-
tir de un espectro de tiempos. En particular, el Modelo Generalizado del sólido de
Maxwell (MGM) descrito en la sección anterior, se representa a partir de un es-
pectro discreto de tiempos de relajación

{
τ j
}

j∈1,...,N , cada uno de ellos asociado
a una intensidad espectral

{
k j
}

j∈1,...,N . De esta forma, uno puede considerar que
el módulo de relajación E(t) se compone de una distribución de exponenciales,
donde [24]

E(t)−Ee =
∫

∞

−∞

H(τ)e−t/τd (ln(τ)) =
∫

∞

0

H(τ)

τ
e−t/τdτ (2.41)

donde H(τ) es conocido como el espectro de relajación y Ee = lı́mt→∞ E(t) que
para el caso de MGM Ee = ke es el módulo de equilibrio, es decir, la rigidez
del material después de un tiempo de relajación infinito (muy largo en términos
prácticos).
En este trabajo se utilizó en particular MGM, el cual, tiene asociado como espectro
de relajación, la expresión [24, 25]

H(τ)

τ
=

N

∑
j=1

k jδ (τ− τ j) (2.42)

45



donde τ j y k j son los tiempos de relajación y las rigideces de MGM respectiva-
mente, mientras que δ (x) es la función delta de Dirac que tiene área unitaria y es
cero siempre que x 6= 0

2.5. Tratamiento de datos experimentales
Hasta ahora, toda la derivación teórica que se ha tratado en este capı́tulo, con-

sidera que la excitación al sistema es en forma de un esfuerzo (i.e. [F/A]), sin
embargo, el equipo con el que se cuenta en el laboratorio para realizar las pruebas
de relajación es un nano-indentador que registra la fuerza que se opone al movi-
miento de la punta. Por lo que es necesario determinar un factor de forma r que
transforme la fuerza a un esfuerzo.

2.5.1. Factor de forma
En las pruebas de relajación realizadas en el laboratorio, la fuerza aplicada

sobre las muestras siempre actúa en la dirección z, i.e |~F |= Fz. Considerando ésto
y escribiendo una relación entre la fuerza y la rigidez del material se tiene:

F(t) = k(t)δ (2.43)

donde k(t) es la rigidez de la superficie durante una prueba de relajación donde se
ha indentado una distancia δ . Esta rigidez es igual al modulo de relajación salvo
un factor de forma r. Es decir k(t) = r E(t).
En el material suplementario del trabajo [26], encuentran el factor r de la expre-
sión anterior. En particular, para el caso de una indentación sobre un área circular
normal a una superficie puramente elástica, la expresión es

r =
4πR

7(1+ν)(1−ν)
(2.44)

Donde R es el radio de contacto entre el elemento indentador y la superficie, ν es
el coeficiente de Poisson que representa el cociente de la deformación transversal
(ortogonal a la dirección de indentación) y deformación axial (paralela a la direc-
ción de indentación).
Para una primera aproximación al factor de forma, se consideró que los materiales
que se indentan en el laboratorio son incompresibles, es decir, que no existe un
cambio en el volumen de los mismos durante la indentación (lo que se comprime
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en una dirección se expande en las direcciones ortogonales), entonces ν = 0.5,
por lo que el factor de forma en este caso es:

r =
16 π R

21
(2.45)

Como F(t) = r δ E(t) =⇒ E(t) = F(t)/rδ Utilizando el factor r es posible trans-
formar las mediciones de fuerzas a mediciones de esfuerzos:

E(t) =
21

16πa δ
F(t) (2.46)

Para el caso de materiales que no presentan fenómenos de adherencia durante las
pruebas de relajación, el radio de contacto a que se utilizó en la ecuación 2.45
fue el radio de contacto dado por el modelo de Hertz (ec. 1.2), mientras que para
las muestras suaves se utilizó el radio de contacto que surge del modelo de JKR
(ecuación 1.3), que considera el fenómeno de adherencia entre punta y muestra
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Capı́tulo 3

Desarrollo experimental

En el trabajo se realizaron dos tipos de pruebas experimentales: las pruebas
de relajación de esfuerzos de las que se obtienen las curvas de relajación que se
ajustan con el Modelo Generalizado de Maxwell (MGM) para posteriormente ca-
racterizar al material y las pruebas de indentación dinámicas donde se excitó al
material con un movimiento senoidal de la punta indentadora y de las que se ob-
tuvo directamente los módulos de almacenamiento y pérdida que posteriormente
se compararon contra los mismos módulos obtenidos del ajuste de las curvas de
relajación con MGM para evaluar la capacidad predictiva del modelo.
Para realizar ambas pruebas se utilizó el nano-indentador FT-MTA03.
En el presente capı́tulo se hace una breve descripción de dicho equipo, las dife-
rentes opciones de medición y parámetros experimentales que el equipo permite
manipular a traves de su Interfaz Gráfica de Usuario (GUI), ası́ como la metodo-
logı́a experimental seguida para realizar las pruebas.

3.1. Nano indentador FT-MTA03
La herramienta utilizada para realizar las pruebas de relajación y las pruebas

dinámicas del presente trabajo es el nano indentador comercial FT-MTA03 (Fem-
toTools, Suiza) [2] (FT). que se desglosa en la Figura 3.1.
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Figura 3.1: Esquema del nano indentador FT-MTA03. Cuenta con una etapa de nanoposición de tres ejes (1) compuesta
por una mesa XY y un eje Z que pueden ser desplazados hasta 29 mm, un sensor piezoeléctrico (2) de tres ejes con
resolución de 0.1 nm, una etapa de posición de dos ejes (3) para desplazar un microscopio y un juego de adaptadores
mecánicos y eléctricos (4) para conectar las puntas FT-S capaces de detectar micro-fuerzas. Tomado del manual de usuario
del FT-MTA03.

El FT cuenta con un sistema de puntas de indentación intercambiables, esto
permite indentar una amplia gama de superficies que varı́an en rigidez. Algunas
de las puntas disponibles para el FT se muestran en la Figura 3.2.

Figura 3.2: Puntas disponibles para el FT, en verde se destacan las que fueron utilizadas en este trabajo para muestras
suaves (FT S200) y duras (FT S20000). Estas puntas cuentan con una esfera de vidrio de 25µm de radio (inserto inferior)
con la que se indenta la superficie de las muestras. En el inserto superior se muestra la sonda entera que se monta en el FT.
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En el presente trabajo se utilizaron las puntas FT-S200 y FT-S20000, la pri-
mera se utiliza para indentar muestras blandas no adherentes y la máxima fuerza
que puede registrar corresponde a los 200µN mientras que la segunda se utiliza
en muestras rı́gidaz y adherentes y lı́mite superior es de 20000µN.

3.2. Pruebas de relajación
El FT se opera utilizando la Interfaz Gráfica de Usuario (GUI) que el equipo

provee, en dicha interfaz el usuario elige el tipo de prueba a realizar. Para las
pruebas de relajación se utilizó la opción de Compresion Test, una vez elegida
esta opción, la GUI despliega el panel que se muestra en la Figura 3.3

Figura 3.3: Opciones del FT durante una prueba de relajación. (a) Escala de lectura del sensor ası́ como opciones para
ajustar a cero la lectura. (b) Canvas donde se despliega la curva de indentación durante la medición. (c) Control tanto
del movimiento vertical de la punta, como del movimiento lateral de la superficie donde está la muestra. (d) Opciones de
medición. Remarcado en verde se encuentra la opción utilizada para realizar las pruebas de relajación

Para las pruebas de relajación se utiliza la opción de medición Find Contact
(Cuadro verde, Figura 3.3). En este tipo de prueba el usuario puede controlar la
distancia de indentación de manera directa con el parámetro Distance o de mane-
ra indirecta con el parámetro Max. Force. En este trabajo se utilizó el parámetro
Max. Force ya que muchas de las muestras indentadas en el laboratorio son sua-
ves y adherentes y es difı́cil conocer la posición exacta de la superficie para estas
muestras, por lo que, utilizando el control directo de Distance no es posible ase-
gurar que la punta indenta la misma distancia siempre. Sin embargo, al utilizar la
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Max. Force aseguramos que siempre se indenta la misma distancia en la muestra,
no importando dónde se encuentre la punta inicialmente.
Al utilizar el parámetro Max. Force la punta continuará su movimiento de indenta-
ción siempre que el sensor de Fuerza que está integrado en la sonda de indentación
haya registrado un valor menor que Max. Force, de esta manera, realizando una
indentación de inspección inicial obtenemos la equivalencia entre distancia de in-
dentación y Fuerza de indentación y podemos conocer aproximadamente a qué
longitud de indentación corresponde una determinada fuerza registrada por el in-
dentador, posteriormente fijamos la distancia de indentación que recorrerá la punta
fijando la fuerza máxima para detener el movimiento con el parámetro Max. Force.

En una prueba de relajación la punta debe detener su movimiento y permane-
cer estática durante toda la fase de relajación, por lo que el parámetro Move Back
siempre se iguala a cero. De esta forma, una prueba de relajación con el FT consis-
te en indentar la superficie en la Dirección −Z a una Velocidad determinada hasta
que el sensor de fuerza detecte una Fuerza Max. y se detenga el movimiento, sin
Retroceder la punta.
Una vez que se inicia una prueba de relajación, se abre un cuadro de diálogo don-
de el usuario elige el tiempo total (tmax) que durará la toma de datos ası́ como la
frecuencia de muestreo con la se registraran los mismos.

3.3. Pruebas dinámicas
Para realizar las pruebas dinámicas que sirvieron para evaluar la capacidad

predictiva del MGM (ver sección 5.4) se utilizó la opción Dynamical Mechanical
Analysis de la GUI del FT.
En este tipo de ensayos experimentales la punta del FT oscila en la dirección
vertical una cierta amplitud de manera periódica (senoidal) con una frecuencia
especificada por el usuario, siempre dentro del rango de operación del equipo que
es: (0.1−100) Hz.
El usuario tiene además la posibilidad de elegir el tipo de control sobre la punta:
un control por posición o por la fuerza que registra la punta. Aquı́ se optó por el
control mediante fuerza porque, como ya se indicó en la sección anterior, este tipo
de control permite repetir la prueba indentando siempre la misma distancia, sin
importar la posición inicial de la punta ni la posición de la interfaz muestra-aire.
Una vez elegida la opción de control por fuerza hay dos tipos de control adicional
que corresponden al modo Force Direct y Force Amplitude. El manual de usuario
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no detalla qué es lo que distingue a dichas opciones pero recomienda usar Force
Direct para ensayos que se hagan a frecuencias por debajo de los 5 Hz y utilizar
Force Amplitude para frecuencias por arriba de los 5 Hz. Por lo que en los en-
sayos dinámicos realizados se siguió esta recomendación y siempre que se hizo
un barrido de frecuencias, se dividió en dos pruebas: una a frecuencias bajas que
correspondió al intervalo de (0.1−1.0) Hz Force Direct y otra a frecuencias altas
que correspondió al intervalo de (1.1−100) Hz utilizando Force Amplitude.
Durante la prueba dinámica, la punta oscila periódicamente entre el valor de Off-
set (ver las opciones del apartado Cyclic Test en la Figura 3.4) y el valor de Offset
más la amplitud establecida por el usuario a una frecuencia especificada con el
parámetro Frequency durante un número de ciclos establecidos con el parámetro
Averaging Cycles.
Una vez establecido el tipo de control y los parámetros Offset, Frequency y Ave-
raging Cycles, el usuario puede realizar varias pruebas dinámicas haciendo un
barrido de frecuencias (ver apartado Dynamic Mechanical Analysis en la Figura
3.4) especificando la frecuencia inicial y final con los parámetros Start y Stop res-
pectivamente, ası́ como el número de pruebas a realizar con Data Points. Se puede
pedir que el intervalo de espaciamiento dentro del rango de frecuencia especifica-
do sea logarı́tmico o lineal con el check box respectivo.
El cuadro de opciones y resultados que despliega la GUI y que el usuario puede
consultar durante la prueba dinámica se muestran en la Figura 3.4

Figura 3.4: Opciones de control y de resultados que ofrece la GUI del FT durante una prueba dinámica.
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En la sección 5.4 se presentan los resultados obtenidos de las pruebas dinámi-
cas realizadas en este trabajo.
Dichos resultados se obtuvieron de realizar un barrido de frecuencias en todo el
rango de operación del FT que es de (0.1− 100) Hz, separando en dos fases di-
chas pruebas: un barrido de 10 frecuencias bajas comprendidas en el intervalo
(0.1− 1.0) Hz utilizando la opción de control Force Direct y realizando 5 ciclos
por cada frecuencia y otro barrido de 10 frecuencias altas que correspondió al
intervalo de (1.1−100) Hz utilizando la opción de control Force Amplitude y rea-
lizando 50 ciclos por cada frecuencia. Para este caso, se utilizaron muchos más
ciclos porque la opción de control Force Amplitude especifica que transcurre por
un estado transitorio durante los primeros ciclos de medición, por lo que sugie-
re utilizar muchos ciclos para permitir que la medición se estabilice, por eso es
recomendada para frecuencias altas, donde uno puede realizar muchos ciclos sin
perder tanto tiempo.
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Capı́tulo 4

Resultados

Para lograr caracterizar las propiedades mecánicas de los sustratos utilizados
en el LaNSBioDyT se escribió un programa[27] de código abierto en Python 3.4,
utilizando el entorno gratuito de Google Colaboratory para analizar los datos ex-
perimentales obtenidos de pruebas de relajación y dinámicas, vı́a el Modelo Ge-
neralizado de Maxwell (GMM 2.3.4).
En este capı́tulo se presentan las partes principales del programa, desde el trata-
miento de los datos crudos utilizando un filtro gaussiano y la posibilidad de re-
muestreo1, modificar la velocidad de adquisición de los datos de datos, pasando
por el algoritmo implementado para encontrar el punto de contacto de la punta in-
dentadora con la muestra, hasta la obtención de los parámetros mediante el ajuste
de los datos experimentales en el dominio del tiempo (i.e. ke, k j y τ j que aparecen
en la ecuación 2.35) y en el dominio de la frecuencia (E ′, E ′′, tan(δ ), ecuaciones:
2.39, 2.40 y 2.14 respectivamente).

4.1. Curva de datos de prueba de relajación
Una vez que se ha realizado una prueba de relajación de el material de interés

con el FT, este último regresa al usuario un archivo .txt que contiene, en particular,
tres arreglos (columnas) de datos: Fuerza (F [µN]) detectada por la punta, des-
plazamiento (d [µm]) de la punta y el tiempo (t [s]) que dura la prueba completa.
Estas tres columnas de datos son las que se utilizaron para realizar el análisis de
los mismos a través del Modelo Generalizado de Maxwell (MGM) que se detalló
en la sección 2.3.4.

1es decir, modificar la velocidad de adquisición de los datos
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La Figura 4.1 muestra un ejemplo de los datos obtenidos de una prueba de relaja-
ción usual con el FT.

Figura 4.1: Datos obtenidos de una prueba de relajación con el FT sobre Hidrogel de poliacrilamida de 40kPa. (a) Fuerza
detectada por la punta en función del tiempo. (b) Desplazamiento de la punta en función del tiempo. En rojo se muestra la
indentación inicial en donde la punta del FT no está en contacto todavı́a con la muestra. El incremento de la fuerza en esta
zona se debe a la resistencia que presenta el lı́quido dentro del que usualmente se encuentra la muestra (agua, medio de
cultivo, etc.), posteriormente la punta hace contacto con la superficie de la muestra, esto se observa en el cambio abrupto
de la pendiente de la curva: fuerza vs tiempo. A partir de aquı́ la punta se encuentra dentro de la muestra (azul). Por último
la punta alcanza el valor máximo de fuerza establecido por el operador del FT y se detiene. A partir de este punto inicia la
fase de relajación (verde) que se ajustará utilizando MGM para encontrar los parámetros viscoelásticos que caracterizan al
material.

Para analizar la fase de relajación se utilizó un programa escrito en Python 3.4,
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utilizando las bibliotecas: numpy, pandas, scipy, lmfit y sklearn, mediante el
entorno interactivo de google colaboratory [28] que permite ejecutar código y/o
texto escrito en celdas independientes, lo cual, entre otras cosas, vuelve más en-
tendible el código y facilita su operación por parte de usuarios que no están fami-
liarizados con la programación.
Se utilizó la ecuación 2.35 que representa el módulo de relajación del Modelo
Generalizado de Maxwell (MGM) para ajustar la fase de relajación de la curva de
indentación (curva fuerza vs tiempo). Una vez estimada la familia de parámetros
{ke,k j,τ j} j∈{1,2,...,N}, los parámetros ke,k j se transformaron utilizando el factor
de forma (ec. 2.45) que considera dos tipos de muestras: suaves, en donde el radio
de contacto entre punta y muestra se estima con la expresión asociada al modelo
JKR (ec. 1.3) que considera que la muestra es adherente y muestras rı́gidas en
donde se utilizó la expresión del modelo de Hertz (ec. 1.2) para estimar el radio
de contacto.
Con dichos parámetros se construyó el espectro de relajación que corresponde a
una suma de deltas de Dirac centradas en los tiempos de relajación. Una vez co-
nocidos los parámetros anteriores se obtuvo el módulo de relajación complejo,
con su parte real (módulo de almacenamiento) e imaginaria (módulo de pérdida)
utilizando las ecuaciones 2.39 y 2.40 respectivamente, que como se mencionó en
el capı́tulo 2 representan la parte conservativa y disipativa del material respec-
tivamente. Por último estos dos módulos se representaron conjuntamente con la
expresión de la pérdida mecánica (ecuación 2.14) que es el cociente de ambos
módulos.

4.2. Pre-procesamiento de datos crudos
Antes de realizar el ajuste con el MGM sobre los datos de la fase de relajación

se incluyó la opción de filtrado y re-muestreo de los datos.
El filtrado es necesario para poder encontrar con precisión tanto el punto de con-
tacto entre la superficie y la muestra como el punto de inicio de la fase de relaja-
ción, particularmente en materiales muy rı́gidos (como el PDMS o algunas resinas
fotopolimerizables que se analizan en este trabajo).
En estos casos, la punta de indentación experimenta un efecto de rebote cuando
cruza la interfaz aire-muestra (i.e. punto de contacto) ası́ como cuando se detiene
súbitamente (i.e. inicio de la fase de relajación).
Este efecto corresponde al cambio instantáneo en la fuerza que registra la punta y
esto se magnifica debido a que la muestra, por ser muy rı́gida, no amortigua dicho
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cambio en la fuerza y termina introduciendo ruido alrededor de dichos puntos.
Este ruido se propaga en las operaciones que se hacen sobre los datos y la conse-
cuencia final es que al aplicar el criterio de la segunda derivada, terminamos con
puntos de contacto espurios, que no corresponden al contacto real sino más bien a
inflexiones locales debidas a dicho ruido.

Por otro lado la opción del re-muestreo corresponde a un hecho de practicidad;
ya que a pesar de que el usuario puede seleccionar la frecuencia de muestreo des-
de la toma de datos experimental, a veces el usuario que analiza los datos no es el
mismo que el que los adquirió y puede ser necesario considerar menos datos que
los adquiridos inicialmente.
Los parámetros sigma y sample_freq controlan estas operaciones y se pueden
modificar por el usuario. La Figura 4.2 muestra los efectos que tienen tanto el re-
muestreo de los datos crudos, como el filtro gaussiano que sirve para suavizarlos

Figura 4.2: Arriba se observa el mismo conjunto de datos experimentales adquiridos experimentalmente a una frecuencia
de muestreo de 3030 Hz (izquierda) y re-muestreados a una frecuencia de 100Hz (derecha).
Abajo se muestran los mismos datos experimentales no-filtrados (izquierda) y filtrados (derecha) con un filtro gaussiano
de ancho σ = 4. Es posible manipular estos dos parámetros de pre-procesamiento antes de ajustar los datos experimentales
con MGM.

La frecuencia de muestreo corresponde a la cantidad de datos que se guardan
por unidad de tiempo. Aunque el FT permite definir la frecuencia de muestreo
durante la medición experimental, hay veces que es necesario re-muestrear los
datos crudos después de la medición experimental. El usuario puede definir una
nueva frecuencia de muestreo arbitraria, utilizando el parámetro sample_freq y
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el programa automáticamente redondea dicho valor hacia el submúltiplo entero
más cercano del total de datos originales.
Por otro lado, para filtrar los datos se utilizó un filtro gaussiano mediante la fun-
ción gaussian_filter de la librerı́a de scipy [29]2. Al utilizar dicha función se
realiza la convolución de los datos experimentales con una gaussiana con desvia-
ción estándar σ . De esta forma, aumentando el valor de σ se aumenta el grado de
suavizado de los datos, mientras que si σ = 0, los datos se mantienen sin filtrar.
La razón principal de utilizar un filtro gaussiano es atenuar el posible ruido de
los datos experimentales que se describió arriba. Si se transforma la señal origi-
nal al espacio de frecuencias mediante una transformada de Fourier, este ruido se
encuentra generalmente dentro de la región de frecuencias altas. Como la transfor-
mada de Fourier de una gaussiana centrada en cero es nuevamente una gaussiana
centrada en cero, el filtro atenúa las frecuencias altas y la frecuencia de corte se
puede modificar si se modifica la σ de la gaussiana. El atenuado de frecuencias
altas se observa claramente en la comparación de los datos no-filtrados σ = 0 y
los datos filtrados σ = 4 de la Figura 4.2.
No es recomendable re-muestrear o filtrar los datos crudos porque en principio se
alteran los datos experimentales y disminuye la veracidad de los parámetros que
se encontrarán al ajustar los datos con el modelo, sin embargo, en ocasiones es ne-
cesario realizar este pre-procesamiento de los datos crudos para poder encontrar
de manera confiable el punto de contacto entre la punta y la muestra y ası́ obtener
la distancia de indentación δ que es necesaria en el cálculo del factor de forma
descrito en la sección 2.5.1.

4.3. Determinación del punto de contacto
Para poder calcular la distancia de indentación de la punta sobre la muestra y

poder, con esta última, calcular el factor de forma (ecuación 2.45) que regresa las
dimensiones adecuadas (esfuerzo, i.e. fuerza por unidad de área) a los parámetros
del modelo.
El punto de contacto se encontró utilizando la fase de indentación inicial de los
datos experimentales, es decir, se utilizaron solamente los datos registrados por
el FT antes de la fase de relajación. En dicho segmento de la curva de inden-
tación (fuerza vs Tiempo) se interpolaron los datos experimentales con polino-

2El efecto del filtro sobre el resultado obtenido se estudia en la sección 5.2
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mios cúbicos por pedazos3 para obtener una función análitica que represente
los datos. La interpolación se realizó con la función CubicSpline de la librerı́a
scipy.interpolate [30], posteriormente se obtuvo la primera y segunda deriva-
da analı́tica de los datos interpolados. A continuación se extrajo el tiempo donde
ocurrió el contacto tcto que fue donde la segunda derivada alcanzó su máximo; di-
cho valor corresponde al tiempo donde ocurrió la máxima inflexión de la curva de
indentación y eso sucede cuando la punta toca la muestra, ya que la fuerza regis-
trada por la punta en ese momento aumenta abruptamente. Por último se evaluó el
arreglo de desplazamientos en el punto de contacto d(tcto) y se obtuvo la distancia
del punto de contacto a la posición inicial de la punta. Por otro lado, para obtener
el punto donde inicia la fase de relajación se encontró el valor máximo Fmax de la
fuerza registrada por el FT y se extrajo el tiempo trelax donde ocurrió dicho valor;
al evaluar nuevamente el arreglo de desplazamientos en el punto de la máxima
fuerza d(trelax) se obtuvo la distancia desde la posición inicial de la punta a la
posición de la punta al momento del inicio de la fase de relajación. Por último, se
evaluó la diferencia de dichas distancias para obtener la distancia de indentación
δ , es decir, δ = d(trelax)−d(tcto).
La Figura 4.3 muestra una curva de indentación inicial en donde se utilizó el cri-
terio de la segunda derivada descrito arriba para encontrar el punto de contacto.

3Se utilizó este tipo de interpolación para construir una función analı́tica que cargue la informa-
ción de los datos experimentales y no se tenga que recurrir a un tipo de derivación numérica sobre
estos últimos, la cual podrı́a introducir errores numéricos considerables si la frecuencia de mues-
treo es baja. Se utilizó un orden cúbico para el polinomio para garantizar suficiente flexibilidad
para que la interpolación ajuste por completo los datos
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Figura 4.3: Arriba se muestra una curva de indentación inicial en donde se determinó el punto de contacto mediante el
criterio de la segunda derivada en hidrogel de poliacrilamida de 40kPa. Abajo se muestra la primera y segunda derivada de
la función F(t) que resulta de interpolar (linea punteada) con polinomios de tercer grado por partes los datos de indentación.
El punto de contacto (rojo) corresponde al máximo de la segunda derivada, mientras que el inicio de la relajación (verde)
corresponde al máximo de la fuerza registrada en la curva de indentación. El primer pico que se observa en la segunda
derivada corresponde al contacto de la punta con el agua en donde se encuentra inmerso el hidrogel, de ahı́ que se note
un ligero y monótono incremento en la fuerza a partir de este punto debido a la resistencia con que el agua se opone al
movimiento de la punta. El segundo pico en la segunda derivada corresponde al contacto con el hidrogel.

4.4. Ajuste de la fase de relajación con Modelo Ge-
neralizado de Maxwell

Una vez calculado el factor de forma con la ecuación 2.45, se realizó el ajuste
de la fase de relajación de los datos experimentales. Dicha fase comienza a partir
del punto donde la fuerza registrada por la punta alcanza el valor máximo (punto
verde en la Figura 4.3) y termina hasta un tiempo t_max que el usuario puede
definir. Este último parámetro se dejó a desición del usuario para los casos en los
que se desea conocer sólo la primera parte de la relajación.
Posteriormente, se normalizaron los valores de fuerza dividiendo dicho arreglo en-
tre la fuerza máxima que coincide con la fuerza inicial de la relajación Fmax, esto
da lugar al arreglo de fuerzas normalizadas en función del tiempo F(t)/Fmax. De
esta forma, se utilizó la ecuación del modulo de relajación de MGM (ec. 2.35) pa-
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ra ajustar los datos experimentales de la fase de relajación. En este paso el usuario
puede decidir el número de elementos de Maxwell (N en la ec. 2.35) que utilizará
para realizar el ajuste mediante el parámetro N_maxwell4. El ajuste se realizó
utilizando la función Model.fit de la librerı́a lmfit [31] que utiliza el método
de optimización por mı́nimos cuadrados no-lineales de Levenberg-Marquardt[32].
Una vez obtenida la familia de parámetros:

[
ke,k j,τ j { j ∈ 1,2, . . . ,N}

]
se escala-

ron los parámetros ke,k j multiplicándolos por el factor de forma (ecuación 2.45).
El ajuste sobre la fase de relajación descrito arriba se muestra en la Figura 4.4

Figura 4.4: Abajo se muestran los datos experimentales de la fase de relajación ajustados por MGM con tres elementos de
Maxwell (i.e. N = 3). Arriba se muestran los residuos del ajuste (i.e. fexp− fMGM). El inserto es una representación del
modelo utilizado para ajustar los datos.

El ajuste mostrado en la Figura anterior corresponde a un hidrogel de poliacri-
lamida que se fabricó en el laboratorio con un valor de rigidez nominal de 5 kPa5.
Se utilizó el factor de forma que considera que la muestra es suave (ver 2.5.1).
Los parámetros utilizados para realizar el ajuste anterior fueron:

filtro gaussiano con desviación estandar: sigma = 2

frecuencia de muestreo: sample_freq = 100 [Hz]

4La elección de dicho parámetro y su relación con el nivel de confianza en el ajuste se estudian
en la sección 5.1

5para especificaciones de fabricación ver sección
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parametro valor error estandar

ke 0.843901 0.000542

τ1 0.983210 0.016779

k1 0.019836 0.000231

τ2 5.800310 0.061075

k2 0.042872 0.000183

τ3 55.966047 0.719757

k3 0.091031 0.000293

Cuadro 4.1: Familia de parámetros obtenidos (donde τ j = η j/k j) del ajuste de la fase de relajación del hidrogel de poli-
acrilamida de 5 kPa utilizando MGM

tensión superficial de la muestra6 gamma = 31000 [J/m2]

número de elementos de Maxwell durante el ajuste: N_maxwell = 3

tiempo total de la fase de relajación ajustada: t_max = 60 [s]

Los parámetros obtenidos para el ajuste del hidrogel de poliacrilamida de 5
kPa, junto con la incertidumbre de dichos parámetros calculada a partir de la ma-
triz de covarianzas durante el ajuste de los datos experimentales se muestra en el
Cuadro 4.1

4.5. Espectro de relajación
Una primera representación del material a tráves de la familia de parámetros

viscoelásticos calculados en la sección anterior se hizo utilizando el espectro de
relajación (ecuación 2.42). Este espectro discreto de relajación representa cada
uno de los tiempos de relajación τ j con su respectiva intensidad espectral k j aso-
ciada a la altura del pico. Dicho espectro se muestra en la Figura 4.5

6consultada para la poliacrilamida en [33]
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Figura 4.5: Espectro de relajación H(τ) que se obtuvo a partir de los parámetros τ j y k j que se encontraron al ajustar los
datos de relajación del Hidrogel de 5 kPa de la sección anterior. La posición de los picos corresponde al tiempo j-ésimo de
relajación τ j = η j/k j . La altura corresponde a la intensidad k j de dicho tiempo de relajación. Adicionalmente se muestra
el pico asociado a la configuración de equilibrio del sistema, es decir, cuando t → ∞, el cual tiene una intensidad ke. El
inserto es una representación del modelo utilizado para ajustar los datos.

4.6. Obtención del módulo complejo de relajación
Por último se calculó el módulo complejo de relajación, insertando la familia

de parámetros {ke,k j,τ j} j∈{1,2,...,N} obtenida del ajuste de la fase de relajación en
la ecuación 2.38. En particular se obtuvo el módulo de almacenamiento E ′ y el de
pérdidas E ′′ que corresponden a la parte real e imaginaria del módulo complejo,
ası́ como la pérdida mecánica tan(δ ) que corresponde al cociente E ′′/E ′. Dichos
resultados se muestran en la Figura 4.6
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Figura 4.6: Arriba se muestran el módulo de almacenamiento E ′ y el de pérdida E ′′ que son la parte real e imaginaria del
módulo complejo respectivamente. Abajo se muestra la pérdida mecánica tan(δ ) que es el cociente de dichos módulos. Se
observa que el módulo de pérdida disminuye conforme aumenta la frecuencia de la indentación dinámica, esto se debe a
que dado que las indentaciones ocurren muy rápido, el material no tiene tiempo de disipar parte de la energı́a con la que
se aplica la excitación. Por otro lado, el módulo de almacenamiento permanece prácticamente constante debido a que el
material tiene un comportamiento mayoritariamente elástico.
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Capı́tulo 5

Discusión

Hasta ahora se han mostrado los resultados que se obtienen al utilizar el Mode-
lo Generalizado de Maxwell (MGM) para ajustar los datos experimentales de las
pruebas de relajación de los materiales del laboratorio, asumiendo que el compor-
tamiento de dichos materiales es viscoelástico. Sin embargo, es necesario conocer
el grado de validez que tienen los resultados del modelo.
Es natural suponer que la validez de los resultados se encuentra delimitada en una
cierta región de los parámetros libres que el usuario define durante la prueba de
relajación experimental, ası́ como durante el ajuste con el modelo. Esto es por-
que fuera de dicha región las suposiciones iniciales para utilizar el modelo no se
cumplen; podrı́a ocurrir por ejemplo que la distancia de indentación sea excesiva
provocando efectos de deformación no deseados debido a la influencia del borde
del sustrato, o que la velocidad de indentación sea, por un lado, muy baja permi-
tiendo que el material se relaje antes de la propia fase de relajación, o muy alta,
implicando la pérdida de información de la relajación que ocurre a intervalos de
tiempo cortos (i.e. frecuencias de indentación altas en pruebas dinámicas). Inclu-
so puede ocurrir que la duración de la relajación no sea suficiente, sea excesiva
o más aún, que el número de elementos de Maxwell utilizados para el ajuste sea
muy grande o muy pequeño.

Para entender la influencia que ejerce la elección de estos parámetros en los re-
sultados que se obtienen del modelo, en este capı́tulo se busca estudiar el rango
de validez en función de los parámetros que el usuario puede manipular durante
la prueba experimental de relajación, ası́ como durante el ajuste de los datos al
utilizar MGM. Estos parámetros son:
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Distancia de indentación d

Velocidad de indentación v

Duración de la relajación t_max

Número de elementos de Maxwell N_maxwell

Una vez estudiado el efecto que tiene cada uno de los parámetros anteriores
sobre la validez de los resultados, se presentará una sección final donde se com-
pararán los valores del módulo elástico E ′, el módulo viscoso E ′′ y la pérdida
mecánica tanδ obtenidos del ajuste con MGM contra los valores experimentales
de las mismas variables obtenidos a partir de pruebas dinámicas. Esto se realiza
para evaluar la capacidad predictiva de MGM al utilizarlo sobre algunos de los
materiales del laboratorio.

5.1. Número de elementos de Maxwell
Para evaluar la utilidad del modelo MGM en función de los elementos de

Maxwell (términos de decaimiento exponencial en dicho ajuste) se utilizaron dos
criterios de selección: el método de validación cruzada de k-iteraciones y el Cri-
terio de Información de Akaike (AIC en inglés).
Se eligió utilizar estos dos criterios porque ambos permiten estudiar la bondad de
ajuste del modelo en función de los grados de libertad1.
El criterio de validación cruzada permite conocer si el modelo incurre en un sobre-
ajuste de los datos al aumentar arbitrariamente los grados de libertad y el AIC in-
cluye una penalización que depende del número de grados de libertad, por lo que,
a su vez, desalienta aquellos modelos donde se incurre en un sobre-ajuste.

Ahora bien, en la validación cruzada de k-iteraciones implementada en el trabajo,
el conjunto de datos experimentales se subdividió en k = 100 muestras aleatorias
del mismo tamaño. Posteriormente se seleccionó una de dichas muestras (datos de
prueba o validación) y se ajustó el modelo MGM sobre todos los datos que corres-
ponden a las k−1 muestras restantes (datos de entrenamiento), con los parámetros
obtenidos del ajuste a los datos de entrenamiento, se predijo el comportamiento
de los datos de validación y se calculó el Error Cuadrático Medio (MSE en inglés)

1nos referimos con esto a los parámetros libres que se determinan a partir del ajuste de los
datos, en nuestro caso especı́fico, estos son: {ke,k j,τ j} j∈{1,2,...,N}
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de dicho ajuste. Este proceso se repitió iterando sobre las muestras y se obtuvo un
promedio del MSE.
El método se muestra, esquemáticamente, en la Figura 5.1

Figura 5.1: Esquema de la técnica de validación cruzada de k-iteraciones. Los datos originales se subdividen en k muestras
aleatorias. Cada una de ellas se utiliza como un conjunto de validación (test), es decir, los datos de las k-1 muestras (train) se
ajustan con MGM (GMM en inglés) y se obtienen los parámetros α train del modelo, posteriormente, con estos parámetros
se ajustan los datos de validación y se calcula el MSEtest

i del conjunto de validación. Este proceso se itera cambiando en
cada paso los conjuntos de validación y prueba y por último se promedia el MSE de validación como medida de la calidad
del ajuste.

Este método sirve para simular que tan buena es la predicción del modelo
cuando se utiliza en datos desconocidos, es por esta razón que los datos experi-
mentales de una curva de relajación se subdividen en muestras de validación, es
decir, primero se obtienen los parámetros del modelo con un subconjunto de los
datos experimentales (los llamados datos de prueba) y luego se evalúa la calidad
de predicción del modelo en datos que no fueron vistos previamente por el mismo
(los llamados datos de validación).

Para evaluar el efecto que tiene el aumentar el número de elementos de Maxwell
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en el modelo, se implementó el método de validación cruzada ası́ como el cálculo
del AIC para cuatro conjuntos de datos experimentales de relajación de Medicio-
nes de Hidrogel de Poliacrilamida, con un módulo de Young nominal de 20kPa
fabricados en el laboratorio, variando, por cada conjunto de datos experimentales,
el número de elementos de Maxwell desde N = 1 hasta N = 6. Los resultados del
MSE calculado para cada curva de relajación ası́ como el AIC se muestran en la
Figura 5.2.

Figura 5.2: (a) Cuatro curvas de datos experimentales de relajación junto con los respectivos ajustes dados por el MGM
al variar el número de elementos de Maxwell. (b) Error Cuadrático Medio (MSE en inglés) calculado para cada uno de
los ajustes. (a) Criterio de Información de Akaike (AIC en inglés) nuevamente como función del número de elementos de
Maxwell

Los valores graficados en la Figura anterior se muestran en el Cuadro 5.1
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MSE

N = 1 N = 2 N = 3 N = 4 N = 5 N = 6

0.000168 2.723105e-06 4.077978e-07 1.634092e-07 9.342743e-08 1.104749e-07

0.000094 2.610685e-06 9.277896e-08 3.930698e-08 1.836865e-07 1.525486e-07

0.000069 2.163243e-06 1.624762e-07 1.605915e-07 1.616760e-07 2.741914e-07

0.000035 5.887542e-07 2.060203e-08 1.133933e-08 8.893979e-09 1.371172e-08

AIC

N = 1 N = 2 N = 3 N = 4 N = 5 N = 6

-8127.090951 -11968.422129 -13631.305177 -14527.507741 -14897.326768 -14678.883079

-12503.983981 -17377.154460 -21895.310805 -23042.474059 -20754.311163 -23184.308394

-12925.934883 -17634.057058 -21134.423072 -21147.982088 -21134.427912 -20448.931184

-9247.338424 -12937.963875 -15927.212028 -16452.935123 -16749.161567 -16312.183841

Cuadro 5.1: Arriba se muestran los valores promediados del MSE obtenidos de la validación cruzada al variar el número
de elementos de maxwell de 1 a 6 y abajo los del AIC.

De la Figura 5.2 se observa que el MSE disminuye de manera exponencial
(notar la escala logarı́tmica en el eje Y) para una N_maxwell menor que 4. Es-
te comportamiento es natural ya que, si el modelo tiene más grados de libertad2,
entonces la curva del ajuste es más flexible logrando acercarse más a los datos
experimentales y reduciendo por ende los residuos de dicho ajuste. Sin embargo,
cuando 4 ≤ N ≤ 5 se observa que la curva alcanza un mı́nimo y a partir de es-
te punto el error empieza a aumentar. Este hecho puede deberse a que se están
sobre-ajustando los datos de entrenamiento al utilizar mas de cuatro elementos de
Maxwell, es decir, si aumentamos arbitrariamente los grados de libertad el modelo
ajusta muy bien los datos de entrenamiento, pero cuando ajustamos los datos de
validación (“vistos” anteriormente por el modelo) con los parámetros obtenidos
del ajuste de los datos de entrenamiento, los residuos aumentan. En esta misma
lı́nea, es importante notar que el comportamiento del AIC también es decreciente
hasta N = 4 donde se observa el mismo cambio de pendiente e incluso en el caso
3 un “codo”, esto respalda la idea de que existe un sobre-ajuste a partir de este
punto ya que el AIC penaliza el modelo si el número de parámetros libres es muy
alto.
Además del MSE y el AIC como medidas de validez del modelo, se consultó a su
vez la incertidumbre de cada parámetro que regresa la función de ajuste de python,

2Parámetros libres durante el ajuste
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dicha incertidumbre se calcula a partir de la matriz de covarianzas de los paráme-
tros libres del modelo. El comportamiento de la incertidumbre para kl se muestra
como función del número de elementos de Maxwell para los mismos conjuntos
de datos experimentales anteriores en la Figura 5.3 para ejemplificar cómo cambia
dicha incertidumbre al aumentar el número de parámetros libres del modelo.

Figura 5.3: (a) Cuatro curvas de datos experimentales de relajación junto con los respectivos ajustes dados por el MGM
al variar el número de elementos de Maxwell. (b) Error Cuadrático Medio (MSE). (c) Incertidumbre del parámetro kl
calculado a partir de la matriz de covarianzas de los parámetros calculados con MGM, como función del número de
elementos de Maxwell

Es notorio que a pesar de que el MSE tiene una tendencia que baja hasta
N = 5, la incertidumbre del parámetro kl no cumple con esta tendencia y más bien
aumenta en general cuando aumenta el número de elementos de Maxwell.
A partir de este análisis se determinó fijar la incertidumbre máxima permisible por
el modelo como el 10% del valor del parámetro, de esta forma se evita reportar
parámetros que cuenten con una incertidumbre excesiva.
Si el usuario no especifica cuántos elementos de Maxwell se deben de utilizar en
el modelo y en su lugar declara la variable N_maxwell = None, entonces el algo-
ritmo implementado iterará sobre el número de elementos de Maxwell y detendrá
la iteración cuando alguna incertidumbre de algún parámetro sea mayor o igual
que el 10% del valor del parámetro. La elección de este porcentaje se encuentra
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en concordancia con el MSE reportado arriba, es decir, eligiendo el 10% de incer-
tidumbre como cota inferior coincide con que los modelos lleguen, en el mejor de
los casos a Nmaxwell = 5 que como se vio arriba, es el valor para el cual el modelo
ya no reduce considerablemente el MSE, y en ciertos casos alcanza su mı́nimo.

5.2. Barrido de velocidad y fuerza máxima
Para conocer el efecto que tienen dos de los parámetros fı́sicos que se contro-

lan durante una prueba experimental de relajación con el micro-indentador FT; a
saber, la velocidad de indentación v y la distancia de indentación δ , se realizaron
pruebas de relajación en Polidimetilsiloxano (PDMS)3 (sylgard 184 con relación
de Base:Curante de 10:1 y curado en horno de convección a 60◦ durante 2 horas),
que se muestra en la Figura 5.4

3El PDMS es un elastómero ampliamente utilizado dentro del campo biomédico ası́ como en
el campo de la microfluı́dica debido a su gran biocompatibilidad, la estabilidad de sus propiedades
mecánicas y la similitud de dichas propiedades con respecto a algunos tejidos biológicos.
Para preparar PDMS se mezcla la base (B) y el agente entrecruzante (C) en una proporción A : B
determinada que después de un tiempo de curado da lugar a un silicón rı́gido con un valor nominal
del módulo de Young. Para acelerar el proceso anterior se puede introducir esta mezcla en un
horno a una temperatura mayor que la ambiental.
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Figura 5.4: Se muestra la punta de indentación con una esfera de vidrio de 50 µm de diámetro por encima de la una muestra
rectangular de PDMS estudiada para conocer el efecto que tienen los parámetros de longitud de indentación y velocidad
de indentación sobre el modelo. El inserto muestra un acercamiento a la punta y la superficie del PDMS indentada.

En las pruebas de relajación realizadas en PDMS, la duración de la relajación
se fijó a tmax = 30 [s] y los parámetros de velocidad y fuerza máxima de indenta-
ción Fmax (i.e. longitud de indentación) se variaron en el rango:

v [µm/s] ∈ {20,40,60,80,100} (5.1)
Fmax [µN] ∈ {20,40,60,80,100,120,140} (5.2)

Además se buscó observar el efecto que tiene el filtrado de los datos sobre el valor
que se obtuvo del ajuste con MGM para el módulo de almacenamiento E ′(ω0)
evaluado en ω0 = 1 Hz, por lo que las curvas de relajación ajustadas para cada pa-
reja de parámetros anteriores se repitieron variando el ancho del filtro gaussiano
en el conjunto: σ ∈ {2,3,4,5}.
Después de realizar dichos ajustes, se graficó un mapa de calor en donde las coor-
denadas del plano representan a la velocidad y a la fuerza máxima F_max regis-
trada por el indentador justo antes de la fase de relajación y el color representa el
valor de E ′(ω0) obtenido del ajuste con MGM.
Recordemos que Fmax es un parámetro que configura el usuario del FT antes de
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realizar la prueba experimental de relajación e indica el punto a partir del cual
iniciará la fase de relajación. A su vez, esta fuerza está relacionada de manera di-
recta con la distancia de indentación δ que penetra la punta del indentador sobre la
muestra, es decir, a mayor fuerza máxima: mayor será la distancia de indentación.
La expresión que relaciona ambos parámetros se dedujo anteriormente y puede
ser consultada en la sección 2.5.1.
En la Figura 5.5 se muestra el análisis descrito arriba y es importante notar que
en el eje vertical hay dos escalas distintas, una corresponde a la fuerza máxima
Fmax que es el parámetro que se manipula directamente y la otra corresponde a la
distancia de indentación δ equivalente.

Figura 5.5: Variación del módulo de almacenamiento evaluado en 100 Hz cuando cambian la fuerza máxima Fmax (distancia
de indentación δ ) y la velocidad de indentación v. Se observa, a su vez, el cambio que sufren dichos mapas de calor al
aumentar el ancho del filtro gaussiano que se utiliza para suavizar las curvas experimentales. El valor marcado en la escala
de colores es el valor nominal de una membrana de PDMS sylgard 10:1 de 2 mm de grosor, según el trabajo de [34].

En la Figura anterior vemos que el valor del módulo de almacenamiento es
dependiente de los dos parámetros experimentales que se controlan durante la
medición: la velocidad con la que se desplaza la punta del FT y la distancia que
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recorre desde su contacto con la muestra hasta el inicio de la fase de relajación.

Observamos de manera general que, si se utilizan distancias de indentación
altas en combinación con velocidades de indentación bajas, el módulo de alma-
cenamiento obtenido incrementa su valor. Consideramos que esto se debe a el
endurecimiento por deformación[35] que es un efecto de plasticidad en donde el
material endurece por la deformación plástica a nivel macroscópico debido a que
aumentan las dislocaciones del mismo, es decir, conforme la punta penetra más
material, aumenta la densidad de dislocaciones en la red y esto crea una resisten-
cia a la deformación, aumentando ası́ el valor del módulo de almacenamiento.
Por otro lado, si se utilizan distancias de indentación bajas en combinación con ve-
locidades de indentación altas, el módulo de almacenamiento obtenido disminuye
su valor. Esto puede deberse a efectos inerciales sobre la punta que disminuyen la
fuerza que detecta esta última al indentar el material debido a que el proceso de
carga deja de ser un proceso cuasiestático, en donde el material pasa por estados
de equilibrio sucesivos.

Notamos además que filtrar los datos también tiene un efecto en general sobre
el valor del módulo de almacenamiento; conforme el ancho del filtro gaussiano
aumenta, el mapa de calor se recorre hacia la esquina superior izquierda, es decir,
que si se opta por un filtrado muy alto, el valor que obtengamos para E ′ será un
valor correspondiente a una medición en donde hubieramos indentado una menor
distancia a una mayor velocidad.
Ahora bien, si se opta por aplicar el menor filtrado necesario para poder ajustar
los datos experimentales de relajación (i.e. σ = 2) existen pequeñas regiones del
mapa de calor en donde el valor del módulo de almacenamiento coincide con el
valor reportado en [34, 36, 37] que es ≈ 600 kPa, 750 kPa, y 594.62 kPa respecti-
vamente4 y además estas regiones se encuentran por abajo del valor máximo que
está en la coordenada (v,Fmax) = (20,40), indicando que son mesetas donde el

4Los autores de [34] no reportan el valor exacto sino un estimado de ≈ 600 kPa para PDMS
Sylgard 10:1 de ≈ 1.8 mm de grosor (no indican temperatura ni tiempo de curado). El valor del
módulo lo obtienen mediante pruebas de tracción uniaxial con el instrumento TytronTM 250 Mi-
croforce Testing System, siguiendo la norma ASTM D 412 para caucho vulcanizado y elastómeros
termoplásticos.
En [36] se utiliza PDMS Sylgard 10:1 curado a 90◦ durante 15 min. Obtienen el módulo de Young
midiendo el desplazamiento de una viga voladiza de PDMS utilizando teorı́a de deformaciones
pequeñas.
En [37] caracterizan PDMS Sylgard 10:1 de 2 mm de grosor y curado a 90◦ (no indican tempera-
tura ni tiempo de curado), aquı́ obtienen los valores mediante una medición dinámica tipo DMA
(Dynamic Mechanical Analysis) realizada a temperatura ambiente.
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valor de E ′ se vuelve uniforme, manteniendo estas últimas una tendencia lineal.
Cuando σ = 3 Estas mesetas se unen en una región más grande que rodea el valor
máximo, por lo que se pierde dicha estabilidad, denotando más bien una transición
gradual del valor mı́nimo al valor máximo de E ′, a su vez se observa que en en
general los valores bajos (tonos azules) del módulo de almacenamiento empiezan
a ocupar espacio del mapa de calor.
Al seguir incrementando el ancho de filtro gaussiano en unidades de 1σ , se ob-
serva que incrementa la región del mapa donde el valor del módulo de almacena-
miento es sub-estimado. Por ejemplo, en el filtrado máximo (i.e. σ = 5), sólo hay
una pequeña región (v,Fmax) ∈ {(40,120),(40,140)} en donde el valor del módu-
lo de almacenamiento obtenido de MGM coincide con la literatura, que es el valor
que se encuentra marcado con un asterı́sco en la barra de color y que comprende
el rango 550−600 kPa.
En conclusión, para muestras de PDMS Sylgard 10:1 de un grosor aproximado de
2 mm es conveniente utilizar cualquier pareja de parámetros de velocidad y fuerza
máxima (v[µ/s],Fmax[µN]) que se encuentren en el conjunto: {(40,40),(60,60),(80,100)}
con un filtro gaussiano de desviación estándar en el rango: σ = 2−3.
Dentro de este rango de filtrado, no es recomendable medir con parejas (v ≥
70,Fmax ≤ 80) ya que, obtendremos valores por debajo del valor real del módu-
lo de almacenamiento con errores de hasta el 80% para el caso extremo en que
(v,Fmax) = {(100,20)}.

El valor de la literatura marcado en la Figura 5.5 se consultó en el artı́culo de
[34], donde miden el módulo de Young de membranas de PDMS Sylgard 10:1, en
función del grosor (30-1800 µm), mediante pruebas de tracción uniaxial hasta su
ruptura.
La muestra que se estudió en este trabajo y que se presenta en la Figura 5.4, tiene
aproximadamente un grosor de 2 mm, y su módulo de Young correspondiente en
el artı́culo citado se encuentra en el rango 550−600 kPa.
Es importante aclarar que se comparó el módulo de Young de la literatura contra
el módulo de almacenamiento evaluado en 100 Hz, y no contra ke que cumple
con la condición E(t → ∞) = ke y que serı́a el equivalente al módulo de Young
para un material puramente elástico como es el PDMS porque, como se verá en
la sección 5.3, el valor de ke es fuertemente dependiente de la duración de la re-
lajación y en particular si las pruebas de relajación son de corta duración (como
es el caso, ya que tmax = 30 s) el valor de ke es sub-estimado, mientras que el
módulo de almacenamiento no cuenta con este inconveniente. Además, se evaluó
en una frecuencia alta (i.e. 100 Hz) porque, como se puede revisar en la ecuación
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2.39 E ′(ω → ∞) = ke +∑ j k j, por lo que si el material es puramente elástico, los
valores de las k j’s son cercanos a cero y recuperamos un valor más real de ke.

5.3. Variación de t max
Para entender la relación que tiene la duración de la relajación con los paráme-

tros que se obtienen del ajuste de los datos experimentales con MGM, se anali-
zaron archivos de relajación tanto de hidrogel de poliacrilamida (PAM) como de
la resina fotopolimerizable IP-VISIO (ver Figura 5.6) utilizada en el laboratorio
para fabricar moldes mediante la técnica de manufactura aditiva conocida como
fotolitografı́a.

Figura 5.6: A la izquierda se ve la muestra de IP-VISIO analizada en esta sección que corresponde a una estructura en forma
de disco de 300µm de diámetro por 100µm de altura y que consta de una resina IP-VISIO parcialmente polimerizada para
lograr un interior viscoelástico. La capa exterior de la estructura se encuentra totalmente polimerizada y por ende es
sólida mientras que el interior se encuentra en forma lı́quida, ya que no fue polimerizado. Estas estructuras se fabrican ası́
para poder simular un comportamiento viscoelástico debido a la combinación de respuesta elástica que tiene el exterior
sólido de la estructura junto con la respuesta viscosa que tiene el interior lı́quido. Los parámetros de polimerización que
garantizan la repetibilidad de la estructura se encuentran detallados en . A la derecha se encuentra la muestra de hidrogel
de poliacrilamida analizado en esta sección.

Los archivos de relajación se analizaron variando el tiempo t_max de duración
de la relajación en el arreglo: tmax ∈ [10 : 10 : 120][s] 5 para el caso del hidrogel y en

5la notación [a : b : c] representa el arreglo que va de a a c en pasos de ancho b, p. ej. [0 : 2 :
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el arreglo tmax ∈ [10 : 5 : 60][s] para el caso de la resina IP-VISIO. Para cada tiempo
t_max se obtuvo la familia de parámetros que arroja MGM: ke,{k j,τ j} j=1,2,3 .
Para el caso del hidrogel se analizaron seis archivos de relajación por cada t_max.
Los valores de la familia de parámetros mostrados en la Figura 5.7 corresponde a
los promedios de los seis archivos analizados y las barras de error corresponden a
la desviación estándar de dichos promedios.

Figura 5.7: Se muestra un set de curvas de relajación en azul ajustadas cada una con MGM hasta un tiempo tmax = 50
seg (sup. izq.), ası́ como el espectro de relajación asociado a dicho ajuste (inf. izq.). Se eligió desplegar el ajuste de los
datos cuando tmax = 50 para propósitos de comparación con la resina IP-VISIO, sin embargo se realizaron los mismos
ajustes con MGM variando la duración de la relajación desde tmax = 10 [s] hasta tmax = 120 [s] en pasos de 10 segundos.
A la derecha se muestran los promedios de las k j’s y ke (arriba) como función de la duración de la relajación, ası́ como
las respectivas τ j’s. Las barras de error representan la desviación estándar de los promedios obtenidos del análisis de seis
archivos distintos de relajación de la misma muestra. La lı́nea azul representa los parámetros que corresponden al set de
curvas de la izquierda.

Para el caso de la resina IP-VISIO6 sólo se analizó un archivo de relajación ya
que sólo se contaba con dichos datos, por lo que en este caso no se cuentan con
promedios ni barras de error sino datos puntuales, como se muestra en la Figura
5.8

6] = [0,2,4,6]
6ver caracterı́sticas en sección
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Figura 5.8: Se muestran como ejemplo una curva de relajación en azul ajustada con MGM hasta un tiempo tmax = 50
seg (sup. izq.), ası́ como el espectro de relajación asociado a dicho ajuste (inf. izq.). Se eligió desplegar el ajuste de los
datos cuando tmax = 50 para propósitos de comparación con el hidrogel, sin embargo se realizaron los mismos ajustes con
MGM variando la duración de la relajación desde tmax = 10 [s] hasta tmax = 60 [s] en pasos de 5 segundos. A la derecha se
muestran los parámetros k j’s y ke (arriba) como función de la duración de la relajación, ası́ como las respectivas τ j’s. La
lı́nea azul representa los parámetros que corresponden a la curva de la izquierda.

Al comparar las Figuras 5.7 y 5.8 se observa, de manera general, que la resina
IP-VISIO se relaja más que el hidrogel y dicha relajación es más rápida. Que
la resina relaja más queda claro al comparar los porcentajes de relajación de los
datos experimentales (curva azul); mientras que el hidrogel se relaja a un 80% de
su rigidez inicial en los primeros 20 segundos de la relajación, la resina en cambio
relaja hasta alcanzar el 40% de su rigidez inicial.
El intervalo de tiempo en el que sucede la relajación de ambos materiales también
es diferente; si nos fijamos en los parámetros que se obtienen cuando tmax = 50
seg (lı́nea vertical azul) veremos que para el hidrogel el tiempo de relajación más
pequeño es τ1 ≈ 0.7 seg, mientras que para la resina es τ1 ≈ 0.3 seg, a su vez,
al comparar cualitativamente las curvas de relajación se nota que a t = 10 seg la
resina ha relajado un 60% del esfuerzo aplicado mientras que el hidrogel sólo ha
relajado un 15% del esfuerzo aplicado. Esto se observa claramente en la siguiente
Figura:
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Figura 5.9: Comparación entre las curvas de relajación del hidrogel (azul) y la curva de relajación de la estructura de resina
IP-VISIO. Se observa que a los 10 segundos (lı́nea vertical negra) del inicio de la relajación, la resina ha relajado un 60%
del esfuerzo aplicado mientras que el hidrogel sólo ha relajado un 15% del esfuerzo aplicado.

Este hecho es un factor que determina la tendencia que tienen la familia de
parámetros obtenida de los ajustes conforme t_max aumenta.
En el caso del hidrogel, se observa que k3 es linealmente proporcional a t_max

mientras que ke es inversamente proporcional, por lo que estos parámetros se en-
cuentran en un estado transitorio, es decir, falta esperar más tiempo para alcanzar
el estado estacionario (donde el material se ha relajado por completo) y ası́ obte-
ner un valor real para dichos parámetros. Esto se puede verificar visualmente en
que la “cola” de la curva de relajación no es lo suficientemente plana. Esto es un
punto importante ya que algunos autores[38] reportan el valor de ke como el equi-
valente del módulo de Young para materiales viscoelásticos, sin embargo, vemos
arriba, que si la relajación no es lo suficientemente larga entonces el valor de ke
no es el valor estacionario que el modelo predice. Por otro lado, tmax = 100 es
suficiente para que los valores de k1 y k2 alcancen su estado estacionario, lo cual
es de esperarse ya que estas k’s representan los tiempos de relajación cortos.
El comportamiento de las τ j’s refuerza lo dicho arriba; si nos fijamos con dete-
nimiento veremos que los tres tiempos de relajación crecen de manera ası́ntotica,
sin embargo, al tiempo tmax = 120 seg, τ1 y τ2 se encuentran más cerca de sus
respectivas ası́ntotas que τ3.
En conclusión podemos decir que si realizamos una prueba de relajación sobre
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hidrogel donde la duración sea de menos de 2 minutos, no alcanzaremos a deter-
minar de manera correcta su tiempo de relajación más largo, que es a su vez, el
que influye más en el comportamiento global de la relajación (véase la altura de
las deltas en el espectro de relajación en la Figura 5.7).

Ahora bien, en el caso de la resina fotopolimerizable, también observamos que
para pruebas cortas (tmax pequeño), k1 y ke son directa e inversamente proporcio-
nales a tmax respectivamente, sin embargo, conforme este último aumenta, dichas
k’s empiezan a tener un comportamiento asintótico precisamente donde la ası́nto-
ta representarı́a el estado estacionario. Cabe señalar que quien juega el papel más
fuerte en la relajación de esta resina es k1, en contraposición al hidrogel (don-
de el tiempo de relajación largo pesa más), de ahı́ que la relajación de la resina
es más “rápida” que la del hidrogel. Para esta resina bastarı́a realizar pruebas de
relajación de 120 segundos (que es el doble del tiempo máximo estudiado) para
encontrarnos en el estado estacionario.

Hemos visto que la familia de parámetros que se obtiene directamente de apli-
car MGM sobre las curvas de relajación depende de la duración de la prueba.
Recordemos que con la combinación de estos parámetros podemos construir el
módulo complejo de relajación E(ω) en el espacio de frecuencias. La Figura
5.10 muestra los valores tanto del módulo de almacenamiento E1 (también nom-
brado E ′) (la parte conservativa) como delmódulo de pérdida E2 (también nom-
brado E ′′) (la parte disipativa) evaluados en tres diferentes valores de frecuencia
ω ∈ {0.1,1,100}Hz como función de t_max para el hidrogel y la resina IP-VISIO
estudiados arriba.
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Figura 5.10: Parte real (E1) e imaginaria (E2), evaluados en tres diferentes frecuencias y como función de la duración de la
prueba de relajación

Vemos de la Figura anterior que a pesar de los cambios en la familia de
parámetros cuando aumentamos la duración de la prueba de relajación, el módulo
dinámico no tiene cambios significativos a lo largo de tres órdenes de magnitud
(0.1, 1 y 10 Hz) en el espectro de frecuencias. Esto quiere decir que a pesar de que
los parámetros cambien sus valores individuales, la combinación de los mismos se
mantiene significativamente constante. Esto sugiere que es mejor reportar el valor
del módulo dinámico evaluado en una frecuencia especı́fica como un equivalente
del módulo de Young en lugar de considerar el valor de ke, siempre que la dura-
ción de la relajación no haya sido suficiente y que por lo tanto los parámetros del
ajuste no hayan alcanzado sus valores estacionarios, ya que como se vio arriba, si
este es el caso, el parámetro ke sı́ depende fuertemente de la duración de la prueba
de relajación.

5.4. Validación de MGM mediante pruebas dinámi-
cas

El modelo MGM implementado en este trabajo nos permite conocer el módu-
lo de almacenamiento E ′ y el módulo de pérdida E ′′ a partir de una prueba de
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relajación, sin embargo, como se vio en el capı́tulo 2 este no es el único camino
experimental para conocer dichos módulos. En particular podemos obtener es-
ta misma información si excitamos la muestra de manera dinámica (ver sección
2.2.4).
Para evaluar entonces la capacidad predictiva que tiene el modelo, se compararon
los valores de los módulos elástico y viscoso obtenidos con MGM contra los mis-
mos valores obtenidos mediante pruebas dinámicas. Sin embargo, ası́ como los
resultados de las pruebas de relajación dependen de los parámetros que podemos
manipular durante el experimento, también es natural pensar que los resultados de
las pruebas dinámicas dependerán de la forma en que realicemos el experimen-
to. Es por esto que además de comparar los resultados de MGM contra pruebas
dinámicas realizadas con nuestro indentador y que dependen de la forma en la que
se realizan, también se compararon dichos resultados contra pruebas dinámicas
realizadas en [1], logrando ası́ una comparación más completa de los resultados
obtenidos.7

La primera comparación corresponde a mediciones realizadas en la misma
muestra de PDMS (sylgard 184 10:1) analizada en la sección 5.2. Para realizar
las pruebas dinámicas en dicha muestra se indentó aproximadamente la misma
distancia que se habı́a indentado en la prueba de relajación, que en este caso, fue
de 6− 8µm. Una vez alcanzada esta posición, la punta empieza su movimien-
to oscilatorio con una amplitud de aproximadamente 2µm, y realiza cinco ciclos
oscilatorios. Esta prueba dinámica se realizó a diez frecuencias distintas, separa-
das en escala logarı́tmica, en el rango (0.1− 1Hz) y también a diez frecuencias
distintas, separadas en escala lineal, en el rango (1.1−10Hz) pero para este ran-
go de frecuencias se realizaron cincuenta ciclos oscilatorios. A partir de dichas

7En [1] los autores obtienen, mediante dos métodos diferentes, el módulo complejo de una
solución tipo-gel de poliacrilamida (18x106MW, Polysciences Inc., Warrington) en agua desioni-
zada en proporción masa/volumen del 5%.
Como primer método, realizan una prueba de relajación de esfuerzos utilizando un AFM (Na-
noWizard II) con una punta de sı́lice esférica de 4.74 µm de diámetro y obtienen una curva de
relajación asociada a dicha prueba (análoga a la curva de relajación obtenida en este trabajo), utili-
zando un modelo viscoelástico lineal obtenien el módulo complejo de relajación a partir de dichos
datos.
Como segundo método, los autores miden directamente el módulo de almacenamiento y pérdida
del mismo hidrogel pero ahora utilizando un reómetro MCR 302 (Anton Paar) equipado con pla-
cas paralelas de 25mm de diámetro y realizan mediciones oscilatorias de esfuerzos cortantes en el
rango de frecuencias 0.1≤ ω ≥ 100 rad/s a temperatura ambiente.
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mediciones, el microindentador FT regresa un archivo de datos que contiene el
valor de los coeficientes de rigidez de almacenamiento k′ y de pérdida k′′, am-
bos con dimensiones de fuerza por unidad de longitud, es decir, estos módulos
son iguales al módulo de almacenamiento E ′ y viscoso E ′′ respectivamente, salvo
una constante que tiene dimensiones de longitud8 calculado a partir de la distan-
cia de indentación utilizando la teorı́a de Hertz para muestras duras y la teorı́a de
JKR para muestras adherentes. Ahora bien, para poder comparar ambos valores se
optó por normalizar los valores de k′ y k′′ respecto al máximo de cada uno de ellos
respectivamente, con el fin de obtener valores adimensionales que fueron multi-
plicados posteriormente por el factor de forma de la ecuación 2.45 que les regresa
las dimensiones de fuerza por unidad de área y que corresponden a las mismas
dimensiones de E ′ y E ′′.

Los resultados comparativos entre los valores de E ′ y E ′′ medidos con la prueba
dinámica descrita arriba y obtenidos a partir de una prueba de relajación analizada
con MGM se muestran en la Figura 5.11.

8La razón por la que el micro-indentador regresa coeficientes de rigidez (i.e. fuerza por unidad
de longitud) es porque asume que la indentación es puntual, por lo que no considera que la punta
indenta en realidad un área. Para obtener las unidades correctas se consideró el área de indentación
a partir del factor de forma descrito en la sección 2.5.1
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Figura 5.11: Se realizó una prueba de relajación en PDMS (10:1) y se ajustó con MGM (sup. izq.) obteniéndose el espectro
de relajación del material (inf. izq.), del ajuste se obtuvieron los módulos dinámicos (lı́neas continuas) E ′MGM y E ′′MGM que
se comparan con los módulos E ′dinamico y E ′′dinamico (datos puntuales) obtenidos de 20 pruebas dinámicas distintas realizadas
en el rango de frecuencias (0.1− 10)Hz (sup. der.). Por último se comparan las pérdidas mecánicas obtenidas del ajuste
con MGM y de las pruebas dinámicas.

Del espectro de relajación (gráfica inferior izquierda) se observa que el valor
del módulo de relajación cuando t → ∞, es decir, ke determina casi por completo
la respuesta en relajación que presenta el PDMS, esto es claro cuando compa-
ramos las alturas de las deltas del espectro de relajación y notamos que las que
corresponden a τ1,τ2,τ3,τ4, tienen un valor de menos del 10% respecto de la que
corresponde a τ∞. Esto es completamente intuitivo para un material propiamente
elástico como lo es el PDMS, ya que su respuesta es independiente del tiempo y
en principio se relaja inmediatamente al valor de ke.
Ahora bien, al comparar los módulos elásticos E ′ se observa que son casi idénti-
cos, con el módulo de las pruebas dinámicas un poco por debajo del valor predi-
cho por MGM, aunque esta diferencia podrı́a no ser significativa9. Sin embargo,
al observar el módulo de pérdida E ′′ vemos que los valores de E ′′dinamico oscilan
alrededor de E ′′MGM conforme aumenta la frecuencia. Ahora bien, como se indicó
arriba: el PDMS es un elástomero, que en principio no deberı́a disipar energı́a en
forma de desplazamientos internos, es decir, en principio el módulo de pérdida

9para conocer si la discrepancia es significativa se tendrı́a que contar con repeticiones de la
medición dinámica para obtener una incertidumbre asociada a los datos pero esto no se pudo
realizar por falta de tiempo.
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deberı́a ser nulo pero en la práctica podemos observar que esto no es ası́, y aun-
que pequeña, existe una contribución viscosa, sin embargo, la discrepancia entre
el modelo y los datos dinámicos podrı́a deberse al ruido (en una medición que
requiere ser muy sensible) más que a un cambio real en el parámetro. Por último
en la pérdida mecánica podemos corroborar que en efecto el PDMS es un material
bastante elástico ya que la pérdida mecánica es del órden del 1.5%.
En el siguiente Cuadro se muestra una comparación de los valores obtenidos pa-
ra el módulo de almacenamiento, pérdida y la pérdida mecánica calculados con
MGM, medidos experimentalmente con el FT y provenientes de la referencia
[39]10

E ′(1 Hz) E ′′(1 Hz) tan(δ )

GMM 0.880 0.016 0.018

FT dinámico 0.846 0.015 0.017

[39] 1.845 0.115 0.062

Cuadro 5.2: Comparación entre los resultados del módulo de almacenamiento, pérdida y la pérdida mecánica obtenidos
para PDMS sylgard 10:1 evaluado a una frecuencia de 1 Hz. Se muestran los valores obtenidos con el modelo GMM, los
valores medidos directamente con el FT y los que corresponden a la referencia [39]

Del Cuadro 5.2 se observa que el error relativo del módulo dinámico obtenido
con GMM y obtenido directamente mediante la prueba dinámica con el FT y eva-
luado en ω = 1 Hz es menor al 4% y en el caso del módulo de pérdida es menor
al 7%, esto quiere decir que la predicción coincide muy bien con los datos expe-
rimentales. Sin embargo al comparar los módulos obtenidos con GMM contra los
reportados en [39] se observa un error del 52% para el módulo de almacenamien-
to y del 86% para el módulo de pérdida. Dicha discrepancia se debe parcialmente
al tiempo y la temperatura de curado del PDMS; en este trabajo el PDMS se curó
a 60◦ durante 2 horas, mientras que en [39] el PDMS se curó a 65◦ durante 4 ho-
ras, esto quiere decir que en [39] el PDMS tuvo más tiempo y más energı́a para
entrecruzarse y por ende el módulo de almacenamiento tenga un valor mayor que
el reportado para nuestra muestra. Por otro lado la muestra de PDMS de [39] tiene
un grosor de ≈ 3.75 mm, mientras que nuestra muestra tiene un grosor de ≈ 2

10En [39] los autores obtienen el módulo de almacenamiento de muestras de 3.75mm de grosor
de PDMS sylgard 10:1 curado a una temperatura de 65◦ durante 4 hrs. La medición de los módulos
la realizan mediante DMA (Dynamic Mechanical Analysis)
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mm, esta diferencia de casi el doble puede explicar porqué el módulo de pérdida
sea mayor en [39], ya que en principio existe mayor libertad de movimiento para
hebras largas del polı́mero en una muestra de mayor tamaño y esto permite disipar
más energı́a, lo que aumenta el valor del módulo de pérdida.

La segunda comparación corresponde a los datos de pruebas dinámicas rea-
lizadas con reómetro11 sobre un hidrogel de poliacrilamida y reportadas en el
artı́culo [1].
En dicho artı́culo, los autores determinan los módulos cortantes elástico G′ y vis-
coso G′′ que corresponden al esfuerzo periódico realizado sobre la muestra con
un reómetro. Para convertir dichos módulos a los correspondientes módulos E ′ y
E ′′ analizados en este trabajo, se utilizó la ecuación: E = 2G(1+ν) donde E es el
módulo de Young, G es el módulo de esfuerzos cortantes y ν es el coeficiente de
Poisson. Dicha ecuación es reportada dentro del artı́culo y permite transformar de
manera directa módulos cortantes a módulos de compresión.

Se obtuvieron los datos de mismo artı́culo correspondientes a las mediciones
reométricas del panel B de la Figura (2) de [1] que corresponden a una solu-
ción tipo-gel de poliacrilamida al 5% según la información del pie de Figura.
Dichos datos se compararon con los valores de los módulos dinámicos obtenidos
de aplicar MGM a los datos de la prueba de relajación del mismo material que los
autores reportan en la Figura (1) del material suplementario del artı́culo.
La comparación entre los datos reométricos obtenidos por los autores del artı́culo
y los obtenidos de MGM implementado en este trabajo se muestran en la Figura
5.12.

11Instrumento utilizado para aplicar esfuerzos cortantes, es decir, en dirección tangencial a la
superficie del material. El instrumento básico consta de dos placas paralelas entre las cuales se
coloca el material. Las placas giran en sentido opuesto aplicando ası́ un esfuerzo cortante sobre el
mismo.
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Figura 5.12: Comparación entre los resultados reómetricos del artı́culo [1] y MGM. Se muestra la curva de relajación de
un gel de poliacrilamida reportada en el material suplementario del artı́culo y ajustada con MGM (sup. izq.). El espectro
de relajación del material obtenido del ajuste con MGM. Las lı́neas punteadas negras delimitan la región donde el com-
portamiento cualitativo de los módulos obtenidos con MGM coincide con los módulos obtenidos con reómetro (inf. izq.).
La comparación entre los módulos elástico y viscoso obtenidos de MGM contra los reportados en el artı́culo utilizando un
reómetro (sup. izq.). Por último se muestra la pérdida mecánica obtenida de los valores de los módulos debidos a MGM

De la Figura anterior se observa que MGM reproduce de forma muy cercana
los valores experimentales de los módulos elástico y viscoso que los autores obtu-
vieron de sus pruebas reométricas para frecuencias que se encuentran aproxima-
damente comprendidas en el intervalo (0.03− 20) Hz (lı́neas punteadas negras),
lo cual comprende casi dos órdenes de magnitud.
Sin embargo, observamos que, dentro de este intervalo de frecuencias, los valo-
res de E ′ y E ′′ obtenidos con MGM se encuentran ligeramente por debajo de los
valores reométricos, las discrepancias son siempre menores que el 30% del va-
lor que los autores obtienen por reometrı́a, esto puede deberse a que el factor de
forma que se utilizó en este trabajo (ver ecuación 2.45) no es suficientemente pre-
ciso ya que la diferencia entre los valores reportados por MGM y los reportados
por el reómetro (en ambos modulos), se mantiene practicamente constante, es de-
cir, si reescalaramos ambos módulos por una constate recuperarı́amos los valores
reométricos.
No obstante, el comportamiento cualitativo de ambos módulos es similar y se nota
un crecimiento en el módulo de almacenamiento conforme la frecuencia aumenta
donde este se duplica de ≈ 300 Pa hasta ≈ 600 Pa.
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Las tres oscilaciones que se observan en el módulo de pérdida obtenido de MGM,
sin duda no corresponden a un comportamiento real y se deben a que el modelo
consta de tres elementos de maxwell. Si aumentaramos el número de elemen-
tos de Maxwell estas oscilaciones serı́an cada vez menores y en el lı́mite cuando
NMaxwell → ∞ dejarı́amos de observarlas, sin embargo estamos limitados para se-
guir aumentando el número de elementos de Maxwell porque esto supone más
grados de libertad en el modelo y por ende más errores en el ajuste de los datos,
como se vio en la sección 5.1.

Recordemos que el modelo representa una aproximación del comportamiento real.
Para mejorar esta aproximación tendrı́amos que considerar espectros de relajación
continuos (en nuestro caso tenemos una suma de deltas de Dirac que representan
tiempos de relajación discretos). Este tipo de espectros se consiguen, por ejemplo,
con el modelo de potencias (ver [6]), donde el espectro de relajación es una fun-
ción continua y la relajación está determinada por una ley de potencias, o el mode-
lo tipo spring-pot (resor-tiguador en español), en donde los elementos del sistema
tienen un comportamiento intermedio entre una respuesta puramente elástica (re-
sorte) y una respuesta puramente viscosa (amortiguador) y se modelan con deri-
vadas fraccionales (ver [40], donde además desarrollaron una librerı́a entera para
construir modelos viscoelásticos lineales, en el lenguaje de programación Julia).
Sin embargo la implementación y análisis de dichos modelos excede por mucho
los lı́mites propuestos en este trabajo y podrı́a fungir como trabajo a futuro.
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Capı́tulo 6

Conclusiones

En el presente trabajo se logró implementar una rutina computacional para
analizar los datos experimentales obtenidos al realizar pruebas de relajación sobre
materiales y/o muestras biológicas disponibles en el LaNSBioDyT.
Se cumplió con el objetivo principal de esta tesis que era lograr caracterizar las
propiedades mecánicas de los materiales mencionados, mediante la obtención de
los módulos de almacenamiento E ′ y pérdida E ′′ dentro del marco viscoelástico
lineal utilizando el Modelo Generalizado de Maxwell (MGM).

Para lograr implementar, corregir y optimizar la rutina computacional final
que permite analizar curvas de relajación con el MGM, se realizaron múltiples
pruebas de relajación y pruebas dinámicas en distintos sustratos disponibles en
el LaNSBioDyT, con estos ensayos experimentales y el análisis de los mismos
fue posible escribir una rutina que permite a un usuario, que no cuente con co-
nocimientos previos en programación, la posibilidad de obtener las propiedades
mecánicas que caracterizan a la muestra que sea de su interés dentro del marco de
la teorı́a viscoelástica lineal.

En particular las propiedades que se obtienen con la implementación del MGM
son el módulo de almacenamiento y el módulo de pérdida. Estos dos módulos
caracterizan por completo la respuesta mecánica del material en función de la fre-
cuencia de la excitación utilizada y representan una aproximación más cercana al
comportamiento real del mismo en comparación con el módulo de Young, ya que
este último se obtiene convencionalmente utilizando el modelo de Hertz (descrito
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en la sección 1.3) que asume que la respuesta del material es puramente elástica y
que el material no puede disipar la energı́a que se utiliza para excitarlo; supuesto
que no se cumple para varios materiales suaves utilizados en el laboratorio y más
aún para la célula que es un objeto de estudio clave en la mecanobiologı́a.

La validez del MGM implementado aquı́ se evaluó en función de los paráme-
tros que se pueden modificar durante la prueba experimental de relajación y du-
rante el análisis de los datos con el MGM.
En particular se encontró que el número elementos de Maxwell Nmaxwell que mi-
nimizan el error del ajuste sin caer en un sobre-ajuste de los datos es de 3 a
5 elementos en muestras de hidrogel de poliacrilamida, dependiendo de la suavi-
dad de los datos experimentales. No es recomendable exceder este rango, ya que
conforme aumentan los grados de libertad del modelo, aumenta a su vez el error
de los parámetros obtenidos.

Al estudiar el efecto que tienen tanto la velocidad como la longitud de in-
dentación sobre los resultados obtenidos del MGM se encontró, para muestras
de elastómero PDMS, que la combinación de velocidades altas y distancias de
indentación bajas dan lugar a módulos elásticos menores que los nominales
(ver Figura 5.5).
A su vez, un filtrado excesivo de los datos disminuye el valor del módulo de
almacenamiento, contribuyendo al efecto mencionado arriba en donde el valor
de dicho módulo se encuentra por debajo del valor nominal.

La duración del ensayo o prueba de relajación también influye en los resulta-
dos que se obtienen del análisis con MGM y al estudiar este fenómeno en muestras
de hidrogel de poliacrilamida ası́ como en estructuras viscoelásticas de resina fo-
topolimerizable IP-VISIO se encontró que los parámetros del modelo que se
obtienen del ajuste transcurren por valores transitorios y tienden a valores
estacionarios de manera asintótica conforme el tiempo de duración de la rela-
jación aumenta (ver Figuras 5.8 5.7). Sin embargo este fenómeno no ocurre con
los módulos elástico y viscoso (ver Figura 5.10), ya que estos módulos se cons-
truyen a partir de la combinación de los parámetros que se obtienen directamente
del ajuste de la relajación con el MGM. Por lo que si se decide hacer ensayos de
relajación de corta duración (aquellos donde la ”cola“ de la curva de relajación
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no sea plana) en materiales elásticos, es recomendable reportar los valores de los
módulos elástico y viscoso en lugar del parámetro ke.

Por último, para evaluar la capacidad predictiva del MGM implementado, se
compararon los resultados obtenidos del modelo con resultados que se obtienen
directamente de pruebas dinámicas realizadas con el micro-indentador del labo-
ratorio ası́ como con datos de un artı́culo de investigación, encontrándose que en
efecto los módulos elástico y viscoso obtenidos del MGM coinciden de manera
cualitativa con las mediciones experimentales dentro del rango de frecuencias de
≈ (0.01−10) Hz. Las discrepancias cuantitativas de dichos módulos se atribuyen
a la aproximación del factor de forma utilizado para transformar las dimensiones
de Fuerza por unidad de longitud (valores que obtenemos al utilizar una punta
indentadora que en principio aplica deformaciones puntuales) a dimensiones de
Fuerza por unidad de área.

Es importante aclarar que las conclusiones que han sido descritas arriba y a
las que se llegó mediante el análisis de los resultados de este trabajo corresponden
a casos particulares de sustratos que habı́an disponibles en el laboratorio. Para to-
do efecto práctico, estas pruebas deberı́an en principio repetirse por cada material
nuevo que se quiera caracterizar. Sin embargo, la automatización de este análisis
no es inmediato y excede los lı́mites planteados en este trabajo, pero abre una
puerta de colaboración para aquellas personas que deseen ampliar y mejorar este
trabajo.

A partir del trabajo desarrollado en esta tesis, las personas que necesiten ca-
racterizar los materiales y/o muestras biológicas del laboratorio podrán hacerlo
sin tener que entrar en los detalles de la implementación del código, razón que
en ocasiones llega a truncar la investigación. Sin embargo, aquellas personas que
quieran contribuir a desarollar, corregir u optimizar el código podrán hacerlo, ya
que este último está contenido en un entorno de colaboración abierto y editable
hasta donde lo permite google colaboratory.
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