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Introduccion

Desde el surgimiento de los grupos cuénticos en los 1980’s, estos objetos han atraido signi-
ficante atencion en las matemadticas en el sentido de que se ha buscado una manera de incluir o
encajar estos objetos en la geometria no conmutativa de A. Connes. En geometria no conmutiva de
Connes, triples espectrales generalizan las variedades Riemannianas spin y sus operadores de Dirac
asociados al contexto no conmutativo, ver [1], [15]. Entonces de esto surge la pregunta de cémo
construir triples espectrales para grupos y espacios cudnticos, pero resulta que construir operadores
diferenciales g-deformados ha sido una tarea muy dificil. Desde entonces varias construcciones de
operadores de Dirac sobre espacios cuanticos han sido hechas, por ejemplo [8], [9], [10], [11], [27],
[32], [35]. Sin embargo, resulta que no hay un consenso ain de como construir un triple espectral

para grupos cudnticos de manera candnica.

Un enfoque que ha perdurado hasta la fecha para la construccién de operadores diferenciales
deformados sobre espacios cudnticos ha sido la teoria de cdlculo diferencial covariante, es decir,
un calculo diferencial que es compatible con la accion del grupo. Este tuvo sus origenes con los
trabajos de S. L. Woronowicz [39], [40], ver también [28]. A pesar de estos destacables trabajos
resulta que tampoco existe una construccion candnica de un cdlculo diferencial covariante para

espacios cuanticos en general.

Como resultado de todos estos esfuerzos ha sido descubierto que los espacios homogéneos
cudnticos son mas tratables para este tipo de investigacion que los grupos cudnticos en si mismos,
es decir, no tomar el grupo cudntico si no considerar ciertos “cocientes” de este que resultan ser
muy similares a su contraparte clasico. Para ser mds precisos, la construccion de un cdlculo dife-
rencial covariante ha tenido mejor €xito en el estudio de las variedades bandera cuanticas, estas
ultimas siendo espacios homogéneos cudnticos que g-deforman los anillos coordenados de las va-
riedades bandera cldsicas G/Lg, ver por ejemplo [13] para una definicion precisa. En esta direccion,
el primer paso fue hacer una teoria de cdlculo diferencial de primer orden sobre espacios homo-
geneos cudnticos, esto fue hecho por I. Heckenberger y S. Kolb en [16], cuya clasificacién fue
después hecha en [17] para las variedades bandera cudnticas irreducibles. De hecho ellos lograron
demostrar que, para estas variedades bandera cudnticas, existen precisamente dos calculos diferen-
ciales covariantes irreducibles de primer orden (Q"?, 9) y (Q®D, ). Si (Q*?,9) y (Q**, ) son
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los calculos diferenciales universales correspondientes a (Q1?, 9) y (Q*V, 9), respectivamente,
entonces el producto exterior (Q** = Q*9 A Q% d = 9 @ d) define un complejo de Rham g-
deformado [18], siendo este uno de los resultados mds destacables en la geometria no conmutativa

de grupos cudnticos.

Recalquemos que en el caso clésico, un triple espectral es dado por
(C™(M), Dy, L2(Q™))

donde M es variedad Hermitiana compacta y Dj es su operador de Dolbeault-Dirac asociado. Para
una presentacion del operador de Dolbeault-Dirac cldsico de una variedad Hermitiana como triple
espectral ver [14]. Esto nos motiva a investigar el andlogo no conmutativo, es decir, si Q) estd
provisto con un producto interno, entonces podemos considerar el adjunto 0" de 0 y analogamente
al caso cldsico podemos definir el operador de Dolbeault-Dirac D := 9+ 4", el cual viene siendo un
candidato natural para darnos un operador de Dirac no conmutativo. Por ejemplo en [7], los autores
asocian a una estructura Hermitiana (Q**), k) sobre un espacio homogéneo cudntico B un espacio
de Hilbert L2(Q*) junto con una *-representacion acotada p de B tal que operador D = 0 + 0" es
autoadjunto y tiene conmutadores acotados [Dj, p(b)] para todo b € B. Entonces un triple espectral
es dado por (B, L*(Q%*), D) si podemos demostrar que Dj tiene resolvente compacto.

Antes de describir los contenidos de esta tesis mencionaremos un poco de la literatura sobre
construccion de operadores de Dolbeault-Dirac sobre variedades de bandera cuanticas. Uno de los
ejemplos mas simples de variedad bandera cudntica es la esfera Podles estandard, que resulta ser la
g-deformacién de la presentacion de la fibracién de Hopf de la 2-esfera S 2. En [8] es mostrado que
la esfera Podle$ admite un triple espectral canénico el cual g-deforma el operador de Dirac clasico
del espacio proyectivo CP! = §?2 [35]. Este también fue descubierto por S. Majid como operador
correspondiente a una estructura compleja [30]. Casi al mismo tiempo U. Kriahmer [26] introdu-
jo un operador de Dirac algebraico para las variedades bandera cudanticas irreducibles donde el
calculo diferencial de Heckenberger-Kolb es recuperado del operador de Dirac. Subsecuentemente
triples espectrales para los espacios proyectivos cudnticos fueron construidos por L. Dabrowski y
F. D’Andrea [11]. Por dltimo R. O Buachalla y P. Somberg demuestran la condicién resolvente

compacto de Dj para el caso de los proyectivos cudnticos [6].

El espacio homogeneo cudntico en consideracion en esta tesis es la variedad bandera irreducible
de tipo B,. Daremos una breve descripcion de este objeto. Consideremos U,(so(5)) el dlgebra
envolvente g-deformada del dlgebra envolvente del dlgebra de Lie simple so(5). El Levi factor es
definido por la *-subdlgebra de U, (so(5))

U, =(Er, F2, K i 1=1,2)
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Para las propiedades de U, (1) ver [27]. Por otro lado tenemos el dlgebra O(SO,(5)) la cual puede
verse como una g-deformacion del dlgebra coordenada del grupo de Lie SO(5), ver [17], [28].

Entonces la variedad de bandera cuéntica irreducible de tipo B, es definida por
B 1= O(S0,(5))™ MW = {a € OSO,(5)) : any(X, awm)) = &(X)a para todo X € U, (1)}

es decir, B viene siendo un espacio de coinvariantes(definiciones precisas seran dadas en seccion
3 de capitulo 1). Esta tesis consiste en la construccion y el estudio del espectro del operador de
Dolbeault-Dirac D = 0 + 9 sobre la variedad bandera cuéntica 8. Para esto usaremos el enfoque
de la resolucion Berstein-Gelfand-Gelfand (BGG) [20]

0 — U (s0(5) ®uiyp M(A3) 2 - 25 U (50(5)) @iy MO) =5 € — 0,
donde los ¢; son mapeos de U, (so(5))-mddulos y los M(4;) serdn definidos en capitulo 2. Es de-
mostrado en [20] que un calculo diferencial (Q®*), 9) es obtenido al tomar el dual localmente finito
de esta resolucién y resulta ser isomorfo al cdlculo diferencial construido en [18] con Q0 = B,
Nuestro punto de partida es dar una descripcion explicita de los morfismos ¢; para después tomar
duales y obtener también férmulas explicitas para los mapeos d;, estas siendo ttiles para célculos
del espectro.

Un hecho importante aqui es la conservacion de la teoria de representacion de U,(so(5)) bajo
la g-deformacion, donde g no es una raiz de la unidad. La teoria de representacion de U, (so(5)) y
del Levi factor U,(1) asi como la descomposicion de Peter-Weyl para el grupo cudntico O(SO,(5))
desempefiardan un papel importante para estudiar los espacios de formas Q. Por otro lado el

estado de Haar de O(SO,(5)) serd una herramienta clave para definir un producto interno sobre
QO

La tesis estd organizada como sigue: en Capitulo 1 recalcamos la teoria basica de dlgebras de
Lie necesaria para capitulos subsecuentes asi como la definicion del algebra envolvente cuantizada
U,(so(5)) y el grupo cudntico O(SO,(5)). La definicién precisa de la variedad bandera subyacente
es dada con una breve motivacién cldsica. También hechos elementales de la teoria de represen-
tacién del Levi factor U, (I) son recalcados, finalizando con la definicién de célculo diferencial

equivariante.

En Capitulo 2 comenzamos calculando férmulas explicitas para la resoluciéon BGG asi como
para su dual localmente finito. Subsecuentemente se procede a investigar las reglas de ramificacion
para la inclusion U, (1) — U,(so(5)) en nuestros casos de interés. Finalizando con la construccion
del espacio de Hilbert H(Q®*) y la definicién de los operadores auxilares d y d', los cuales seran

utiles para calcular los valores propios de Dj.
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El Capitulo 3 es dedicado al cdlculo de valores propios de D; por calculando los valores propios
de los “Laplacianos”ékBZ y 626;(. Con la finalidad de hacer este texto mas accesible, cada seccion
es dedicada a calcular los valores propios de cada Laplaciano. Finalizamos dando un célculo alter-

nativo de los valores propios de los Laplacianos sobre 0 y 3 formas mediante operadores Casimir.

En Capitulo 4 todos los resultados de capitulos anteriores son reunidos para demostrar que
un triple espectral par equivariante es dado por (B, H(Q®*), Dj,v), donde y es un operador de
graduacion.






Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo damos los requisitos necesarios sobre el dlgebra de Lie so(5) y su algebra
envolvente cudntica U,(so(5)). La teoria de representacién de U, (so(5)) y del Levi factor U, (1)
es recalcada asi como también se fijard la notacidn que es utilizada en capitulos subsecuentes. La
variedad bandera irreducible cudntica de B, es definida dando la motivacion clasica. Seguiremos

las convenciones de [28] para la mayor parte de este capitulo.

1. El élgebra cuantica U/,(so(5))

Comenzamos recalcando algunos hechos generales acerca del dlgebra de Lie simple so(5). Ya
que so(5) tiene rango 2, una subdlgebra de Cartan ) C so(5) es 2-dimensional. Sea {a;, a,} un
conjunto de raices simples correspondientes a b tal que (a;, @) = 2y (@, a2) = 1, donde (-,-)
denota la forma bilineal simétrica sobre el dual )’ de b inducida por la forma Killing. Esta forma

bilineal puede ser deducida de la matriz de Cartan de so(5):

;0 _ 2 -1
(1.1) (z((a,-,a,-)))i,j:l,z - (_2 2 ]

) . 2w
Una base fundamental de pesos {w1,w,} C b’ satisfaciendo ((;” ;_f)) = 0;; (delta de Kronecker) es
I

dado por w; = a1 + a2 y wy = %(al + 2a;,). Usaremos coordenadas Cartesianas para describir la

latice de pesos P = Zw; + Zw,, es decir, (ny,n;) € 7> representa n;w; + now, € P. En estas

coordenadas, el conjunto de raices positivas es dado por
(12) R+ = {al = (2’ _2)’ ar = (_19 2)’ o +a= (1’ 0)7 ay +2&’2 = (O’ 2)}

Escribimos P* := Now; + Now, = NZ para el conjunto de pesos dominantes. Este contiene a la
camara de Weyl fundamental £** := Nw; + Nw,. Decimos que un peso u € $ es mas alto que
VEPSi/l—VEN()CZ] + Npas.

El grupo de Weyl W es generado por las reflecciones w, : ¥ — P, @ € R*, donde w,(u) :=

u— 2%&. Por ejemplo, la refleccion w,, es dada por

(1.3) Wa,(X,¥) = (X +y,-y),  (x,y) €P.
3
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En esta tesis, g representa un nimero real del intervalo (0, 1). Sean g, :=¢q, g2 := /g,y

G4 _ =g . B _ P
(1.4) [n]; = -=5 = [n], := =

= - - - n €R.
q1—q7" q-q7'> @-q;0 ~ q'P-q7V2?

El algebra envolvente cudntica U,(so(5)) es definida como la *-dlgebra compleja generada por
K;—'l, Kzil, E\, E,, F,, F, con relaciones como en [28]:

K\E\ = ¢{E\K,, K\E; =q['E;K,, Ki\F\=q°FKi, KiF>=qF:Ki,
03 K:Ei = ¢°EKy, KoEr = GE: Ky, KoF) = ¢3F 1Ky, KoFs = q3°FoKo,

KK;=KK;, KK;'=K'K;=1, E\Fy=F,E,, E;F|=F\E, i,j=1,2,

E\F\-F\E, = (NJTTI(Kl—Kf]), EyFr—FhE) = (HJT;(Kz—Kz_]),

con relaciones de Serre
(1.6) 0 = EE,~[3LE5E\E,+[3],E,E | E5—E,\E;, 0 = E}E,—[2],E\E2E | +E>E},
(1.7) 0 = F5F,—[31,F3F\F,+[31,F,F F3—F,F3, 0 = FiF,—[2],F\F2F +F,F?,

e involucion
18 Ki=Ki, Ej=aKF, Fj=q¢'EK,
K; =K., E;=qK,F,, F;=q'E:K;".
Esta es una *-dlgebra de Hopf con coproducto A, counidad € y antipoda S determinada por

AKH) = K oK},

(1.9) &Ky =1, e&(E)=¢(F;)=0,
S(K) =K', S(E)=-EK;', S(F)=-KF, i=12.

A(E) = E;®K; + I®E;, A(F) = F;®1+K;'®F,,

Notemos que ¢, y g, fueron elegidos de tal manera que las potencias en la relacion de conmuta-
cionde K; y E; en (1.5) coincidan con la matriz de Cartan (1.1). De ahora en adelante escribiremos
solo ¢ en lugar de ¢; y ¢5. Ademds, usaremos la notacion de Sweedler A(X) = X(;)® X2, para

coproductos.

2. Elélgebra cuantica O(SO,(5))

La correpondiente teoria de representacion de U,(so(5)) es muy similar en muchos aspectos a
la teoria de Lie clasica. Un ejemplo de esto es la construccion de los U,(so(5))-moédulos irredu-
cibles finito dimensionales para pesos dominantes en *, es decir, para cada (m,n) € P existe
un U,(so(5))-médulo irreducible finito dimensional el cual denotamos por V™ de peso mds alto
(m, n), tales representaciones son llamadas de tipo 1 [28]. La conservacion féormula de caracter de

Weyl serd utilizado mds adelante. Ver [28] para una explicacion detallada de estos resultados.
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Por U ,(s0(5))° denotamos el dlgebra de Hopf dual de U, (so(5)) [28, Seccién 1.2.8]. Entonces
O(SO,(5)) € U (so(5))° es la subdlgebra de Hopf generada por los coeficientes matriciales de la
U, (so(5))-representacion irreducible 5-dimensional de peso mds alto (1, 0), es decir, O(SO4(5)) es

generada por coeficientes matriciales de representaciones irreducibles finito dimensionales V(A4),

A € P [28], [17]. Denotando los coeficientes matriciales por u;, i,j=1,...,5, estos satisfacen las
relaciones
(1.10) D Rk, = Z WRE i jmn=1,...,5 D, =1,
kI=1,...5 ki=T,...
(1.11) > cic ki = AZ@@)’ K= Gy myn=1,...,5,
i,j,k=1,....,5 i,jok=1,...,

con los coeficientes R;(’l € R de la R-matriz, los coeficients C ]’ € R de la C-matriz y el determinande
cuantico D, € alg{u’j‘. . J,k=1,...,5} dados en [28, Section 9.3], y 6,,, denota la delta de Kronecker.
El dlgebra O(SO,(5)) viene siendo una *-dlgebra de Hopf, donde los mapeos de estructura son
determinados por

(L12) AW = Sl ®@ul, () =60, SW) = T,CHCHW, ) = Sub).

Es conocido que existe un apareamiento dual (-,-) : U, (so(5)) x O(SO,(5)) — C no degenerado

tal que O(SO,(5)) viene siendo una *-4lgebra U, (so(5))-mddulo izquierdo y derecho con respecto a

la accién izquierda v, : U, (so(5))®O(SO,(5)) = O(SO,(5)), v.(X®a):=X>a, y la accion derecha

® © OS0,(5)) ® U, (s0(5)) = O(SO,(5)), vr(a ® X) := a<X, definida por X»> a := a(X, ap))

y a<X = (X,am)ar). Aqui, *-adlgebra modulo significa que estas acciones satisfacen, para todo
a,b € O(S80,(5))y X € U,(s0(5)),

(1.13) Xv(ab) = (Xuy»a) (X > b), X>a) =SX)'va’,
(1.14) (ab)<X = (a<X1))(b<X(), (a<X)" =a" <«S(X)".

Como una consecuencia, es suficiente especificar las acciones sobre generadores, las cuales son

dadas como sigue:

k_ ok k_ k kK —1 k k_ ok
K1>u1 q ul, Kivuy, = quy, Ki>uz =uy, Kivuy, =q uy, Ky>us=qus,
Eisut =i, E1>ulj:—u§, Fivus = ul, F1>u§:—u§,

k k k 1k k k k k k k
Kovu; =uy, Kyvu, =q uy,, Kovuy =uy, Kovuy = quy, Krvus = us,

E2>u§ = +/[2] u’;, E2>u3 =—-q \/[2]214’;,

(1.15) Forus = N2, Fovul = —g5" \[2]2u,
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1 -1 2 2 3 304 -4 5 5
w, <Ky =q u, u, <Ky =qu, u, <Ky =u,, u;<K,=q u;, u;<K; = qug,
w<E =w, w<E =-ul, u<F =u;, u;<F =-u,
1 12 -1,2 3 304 4 5 5
w, <Ky =u, u;<K,=q ug, u;<Ky,=up, u;<K, =qug, u,<K, = u,

w; <Ey = N2, 1y <Ey = —q2 \[2]u3,

(1.16) up <Fy = N2Luj, w)<F> = -g;' \[2]uf,
para k = 1,...,5, y cero en los otros casos. El apareamiento dual sobre generadores puede ser

obtenido de (1.15) por aplicar la counidad € y observando que

eXra) = elan)(X,an) =(X,a), X € U, s0(5)), ac OSO,5)).

Es conocido que O(SO,(5)) admite un estado de Haar, es decir, un funcional que es positivo,
fiel y U,(so(5))-invariante,
(1.17) h: O(S0,(5)) — C,
donde U, (so(5))-invariante significa
(1.18) h(Xva) = h(a<X) = e(X)h(a), X € U,(s0(5)), a € O(S0,(5)).

Como £ es positivo y fiel, este dota a O(SO,(5)) con un producto interno definido y una norma por

(1.19) (a,b), := h(a'b), lall, := v{a,a), a,b € O(S0,(5)).

Ademads, puede demostrarse usando (1.18) que la representacion regular izquierda rr; y la represen-
tacién regular derecha mz de U, (so(5)) sobre O(SO,(5)), dada por

(1.20) m(X)(a) = Xva, mp(X)(a) := a<S7'(X), X € U, (50(5), a € O(SO,(5)),

son *-representaciones con respecto al producto interno definido en (1.19). S6lo demostraremos
esta compatibilidad para 7z ya que la demostracién para m; es similar. Usando (1.13) y (1.18),
calculamos para a, b € O(SO,(5)) y X € U, (s0(5))

(mr(X)(a), ) = h((a”<X")b)
= &(S 7 (X{) h((a" < X{3)b)
= h(((a* <X(,))b) <S~H(X(,))
= h((a* <X, ' (X5)) (b<S ' (X1)
= h(a" (b<S ™ (X[,6(X;)))
= h(a* (b<S (X))
(1.21) = {a, tr(X")(D))n-
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En general, escribiremos X > a para la representacion regular izquierda.

Con el fin de hacer este texto mds accesible al lector, finalizamos esta seccién con un lema que
reune aquellas relaciones de los generadores de O(SO,(5)) que son mds frecuentemente usadas en
esta tesis.

Lema 1.1. Los generadores u’J i,j=1,...,5de O(S0,(5)) satisfacen las siguientes relaciones:

(1.22) u’lu’S qzugull, i # 3, uluk = qukul, [<k, l#K,i#3,

(1.23) wil =ulul, i<j l<k i#j, k#l,

(1.24) ugu{ =q lujug, ”1”5 qusu1 +(¢* - Duu { i<ji#j,

(1.25) wu! = wlul — (g7 —qulul, i<j k<l i#j k#l,

(1.26) uuy = q P ubul, + (g = g Dulul, i # 3,

(1.27) uy = —[2)hq Uiy, — [21hg 2l uk, i # 3,

(1.28) uéu% = u3u3 + (q -q)q ”%t%ui + (qf1 -q9)q 3/2u2u§,

(1.29) wiuy + (q — ¢ Huzu; = w3 + (7' — Qg Pugus + (g7 = @)q7 Puqus,
(1.30) i - qudul = (@' = g P uhid - qudid) + (g7 - )l — qutub),
(1.31) ”Z”k = qukujc k+3,i<j, i#],

(1.32) ui(uyus — quind) = q(uius — quiut)u;,

(1.33) ué(ulu2 - quzué = q_l(u — quj us)us,

(1.34) u (ulu - qulu ) = (uluz- - quluj)ul, j=2,3,4,

(1.35) us(uius — quiug) = (s — quiugus,  j=2,3,4,

(1.36) uy(uius — quiug) = ¢ (ujus — quiudduy, j=2,3,4,

(1.37) us(uius — quin}) = q > (u; — quiuius,  j=2,3,4,

(1.38) us(u u —qu u; ) = (u u —qu U, )u%, j=2,3,4,

(1.39) us(u - qu; ”5) = (u qujus)us, j=2,3,4,
(1.40) (u1u4 - qu1u4)u5 = q(ulu5 - qu%u;)w q (u4u5 qu4u5)u1,
(1.41) (uyug)(ugus) = qz(u‘u;)(u‘u;),

(1.42) (u )(u2u5 =q (u2u5)(u
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(1.43) uus(uus — quinl) = (ujuz — quiud)ujul,

(1.44) wus(uug — quiny) = g *(uyu; — quiuy)ujul,

(1.45) us(uzus quz”s) =4 (”2”5 quz”s)“ ”5’

(1.46) (u}ui u4)(u1u5 u2u5) q (ulu5 qulus)(u u%ui),
(1.47) (ulu2 u5)(u2u5 qu2u5) =q (u2u5 quzus)(u %ué),
(1.48) u4(u1u5 ”5) = (u u —qu us)u u -(1-¢g )u1u5(u u2 - uzui)
(1.49) uzus(ulu5 qu u5 = (u — quj us)uzu5 +(1-¢g )(u2u5 quzus)ulu5

DemosTrAcION.Las ecuaciones (1.22)—(1.29) se siguen directamente de las relaciones (1.10). Ecua-
cion (1.30) es obtenida por restar g veces (1.28) de (1.29) y entonces dividiendo ambos lados por
—(g ' + 1). Eligiendo k = [ + 1 € {2,5} en (1.23) y actuando sobre ambos lados por E; o F; por
la izquierda muestra (1.31). Las relaciones ya demostradas implican (1.32), (1.33), (1.41) y (1.42)
por cdlculos elementales. Por ejemplo, (1.22), (1.24) y (1.31) dan

1,12 2.1 1, 21 121 1,2 2 1y,1
uy(uyus — quius) = u(qusuy — g ujus) = q(u us — quius)uy,

lo cual demuestra (1.32). De (1.32), obtenemos (1.34) por actuando primero sobre ambos lados por
la izquierda con F, y entonces por F,. De la misma manera, obtenemos (1.35) de (1.33) por actuar
con E; y E,. Ahora, usando (1.22)—(1.25), calculamos

2, 1.2 21 11,2 SN2 1N 2 1.2 2]
us(uyuy — quiny) = g~ (wus + (g — q ujus)uy — g uyusu,

= ¢ (w3 +(q—q ujus)uy — g~ wi(uus+(q—q udus) = g7 (uyug — quiugus.
Esto prueba (1.38) para j = 4, y actuando sobre ambos lados por la izquierda con F, nos da (1.38)

para j = 2, 3. Las demostraciones de (1.36), (1.37) y (1.39) son similares. Andlogamente, (1.40) se

sigue de

12 112 T N S I
(uus — quius)uy = ujugus + (¢~ — @Qujuzus — usuyus

= uj(uyd —quiud) +q  (uiuh — quiul)ul = g (uyd —quiudul +q " (ujuh — quiul)ul,
donde hemos aplicado (1.22) y (1.25) en la primera igualdad, y (1.36) en la tercera.

Las ecuaciones (1.32)—(1.37) implican immediatamente las relaciones en (1.43)—(1.45). Las
relaciones de conmutacién de u} con ujuj—quiu} y u2u5 qu2u5 pueden ser facilmente deducidas de
(1.22)—(1.24) y (1.31), y las relaciones de conmutacion de u;, u5 y u5 con u! u4 qu uyy u2u5 qu2u5
son usadas en (1.43)—(1.39). Combinando estos resultados obtenemos (1.46) y (1.47).
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Actuando sobre ambos lados de (1.33) por la izquierda con F; nos da
ui(u%ug - qu%ué) + ué(u{u:‘; - qu%u}t) = (u}ui - qu%ui)ué + q_l(u{ug - qu%ué)u}t.
Por lo tanto, por (1.37),
u}‘(u%ug — qu%ué) = q_l(uiug - qu%ué)u}‘ -1 - qz)ué(uiufL — qu%ui).

Multiplicando esta relacién por u; por la izquierda y aplicando (1.32) obtenemos (1.48). Ecua-

cion (1.49) es demostrada en la misma manera por actuar con E; sobre (1.32). —

3. Lavariedad bandera cuantica irreducible de tipo B,

Ahora procedemos a dar una breve motivacion clésica para definir las variedades bandera
cuanticas en un contexto general. Para esto empezaremos introduciendo un poco de notacién de
la teoria de algebras de Lie [23], [29].

Supongamos que g es un algebra de Lie compleja simple de rango r y sea f) C g una subélgebra
de Cartan fija. Ya que g es un g-mdédulo con respecto a la representacion adjunta, entonces esto nos
da la conocida descomposicion de Cartan

g=h® EB Sa
@R
donde R es el conjunto de raices asociado a (g, b)). Sea Il = {«, ..., a,} una base de raices simples
para Ry sea R* (resp. R”) el conjunto de raices positivas (resp. negativas) con respecto a [1. Ademas
a estos conjuntos asociamos los subespacios 1. = @geg+g5. Ahora supongamos que p C g es una
subdlgebra de Lie parabdlica estdndar, es decir, p contiene a la subdlgebra de Borel b, = ) @ n,.
Entonces la forma de p y de su factor de Levi Iy son
v=b@@gm s =bh& EB o
el aelsn(-Ts)
respectivamente, donde S C IT es un conjunto de raices simples, I's = R* U {@ € R| @ € Lin(S)}.

Para las propiedades de las subdlgebras parabdlicas y de su factor de Levi, ver [29], [22].

En geometria clésica una variedad bandera compleja generalizada es un espacio homogéneo de
la forma G /P donde G es un grupo de Lie complejo conexo con dlgebra de Lie g(de acuerdo a [21,
Secccién X.6]) y P es un subgrupo parabdlico de G, es decir, P es un subgrupo de G cuya édlgebra
de Lie p es parabdlica respecto a definicion de parrafo anterior. Es conocido que G/P = G,/L
como variedades reales, donde G es la forma real compacta de Gy L := Gy N Lg, aqui Lg es el
subgrupo de Lie de G correspondiente al factor de Levi I, ver [2]. En ese caso se tiene que G/P es

una variedad Hermitiana compacta [21].
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Ya que estamos asumiendo que g es simple, entonces la representacion adjunta de g es irredu-
cible. En tal caso por descomposicion de Cartan esta tiene un peso mas alto 6 que viene siendo una
raiz de g, y es llamada la raiz mas alta de g. Decimos que p es de tipo irreducible si § = IT\ {«@,} don-
de «, tiene coeficiente 1 en la raiz mas alta de g. Esta condicion permite clasificar las subalgebras
parabdlicas de tipo irreducible de dlgebras de Lie simples en términos de diagramas de Dynkin. En
tabla 1.1 damos la lista completa de los casos de tipo irreducible, donde la raiz simple a; es indica-
da por el nodo rellenado. Para las caracterizaciones de subdlgebras parabdlicas de tipo irreducible
ver [27]. Cuando P es de tipo irreducible, G/P viene siendo un espacio simétrico Hermitiano com-
pacto [21]. En este caso G/ P es también llamada una variedad bandera irreducible, ver [2] para una
discusion mas detallada.

TaBLA 1.1. Diagramas de Dynkin para caso irreducible, nodos enumerados de acuerdo a
[22, §11.4].

Es O O g O ®

E; | O O g O O ®

Ahora pasemos a definir el analogo cudntico de G/P. Para esto consideremos g un algebra de
Lie simple compleja finito dimensional de rango r y S un subconjunto de raices simples. Sea G
un grupo Lie conexo cuya dlgebra de Lie real es g de acuerdo a tabla I'V. Seccién X.6 de [21]. Sea
U,(9) la correspondiente dlgebra envolvente g-deformada. En [17] los autores definen O,(G) como
la subdlgebra de Hopf de U,(g)° generada por coeficientes matriciales de U, (g)-representaciones
irreducibles finito dimensionales V(1),4 € P* el conjunto de pesos entero dominantes asociado

a (g,b). La forma real compacta del dlgebra de Hopf U,(g) induce una *-estructura de dlgebra
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de Hopf sobre O,(G). El dlgebra O,(G) es llamada el dlgebra coordenada g-deformada de G y
O,(G) junto con * es considerada como la g-deformacion del algebra coordenada de la forma real

compacta G, de G.

Como se menciono antes G/P = G,/L. Entonces podemos considerar la g-deformacion U, (Iy)

del factor de Levi. Este es definido como la *-subalgebra de Hopf
U,(Is) =(K,E, Fili=1,...,r;j€8) C Uy ).
El embebimiento ¢ : U,(Ils) — U,(g) induce un mapeo de *-dlgebras de Hopf
U 0)° — Uyl )
Ya que O,(G) € U,(g)° podemos considerar la restriccién
s Cloyc) 1 Oy(G) = U, (ls)°

y la *-subdlgebra de Hopf O,(Ls) := n5(O,(G)) (la cual consideramos como la g-deformacién de
L). Entonces la variedad bandera cudntica asociada a S es definida como el espacio homogéneo

cuantico

0,(G/Ls) = O, (G)*©) : = {a € O,(G) | (id ® m5)A(a) = a ® 1}
(1.50) ={a€0,(G)|Xra=eX)a VX € U, )}

Esto definicién nos lleva a considerar a O(G/Lg) como el dlgebra de funciones g-deformada de
G/Lyg, es decir, como el andlogo cuantico de funciones sobre G que son invariantes bajo la traslacion
derecha por elementos de Lg. Los articulos seminales [17], [18] y [20] de I. Heckenberger y S. Kolb
tratan con la g-deformacién O,(G/Ls) de Gy/L.

Si S = II'\ {a;} donde a; tiene coeficiente 1 en la raiz mas alta de g, entonces decimos que
la variedad bandera cudntica asociada es de tipo simétrico Hermitiano. De nuestra discusion ante-
rior del caso cldsico nos motiva a considerarlos como espacios simétricos Hermitianos compactos

cudnticos o variedades bandera irreducibles cudnticas.

Regresando a nuestro caso particular, estamos interesados en la variedad bandera irreducible
cudntica de tipo B,, es decir, la variedad bandera cuantica asociada a § = {a,} de acuerdo a la tabla
1.1. En este caso U, (1) es la *-subdlgebra generada por Kf’l, Kzi‘ , E,, F5, la cual denotaremos sélo
por U, (1). Esto motiva la siguiente definicion.

DEermNiciON 1.2. Con O(SO4(5)) y U, (1) definidos como antes, la variedad bandera irreducible
cudntica de tipo B, es dada por

(1.51) O(S0,(5))™ D = {a € O(SO,(5)) : X»a = &(X)a para todo X € U, (D).
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y la denotaremos simplemente por 5.

Siguiendo las convenciones de [17] y [18] esta definicién viene siendo un andlogo cudntico del
anillo coordenado de la variedad bandera generalizada SO(5)/(SO(2) x SO(3)). Por dltimo notemos
que B es una *-subdlgebra unital de O(SO,(5)) y que

(1.52) Xv(ab) = (X>a)b + a(X>b), paratodoX en*Un, a,be B,

donde n* := Lin{E}, E,Ey, EE,} y 0 := Lin{F,, FoFy, F3F1}.

4. Representaciones irreducibles del factor Levi 7/, (1)

Recalquemos que el factor de Levi U, (1) € U, (s0(5)) es la *-subdlgebra de Hopf generada por
los elementos Kf—'l, K;’l, E,, F,. De la clasificacion de representaciones, ver por ejemplo [28], las
representaciones irreducibles finito dimensionales de U, () son parametrizadas por pesos (n,/) €
Z x Ny, mas precisamente, un peso (n, ) € Z XN, define una U, (I)-representacion irreducible sobre
el espacio (/ + 1)-dimensional V™) := Lin{v(,-j12 : j = 0,1,...,1} dada por

(1.53) K1V ) = qI;VUJ1,M2)’ KoV i) = qlzlv(.ul,/lz)’ Ey(V ) = Viu-140+2)

Fo(Viu ) = U+ 1) [ = p2) + 1 Vi +14-2)-
Por ejemplo, sobre V™2 = Lin{v ™" :=v(,45_2), W :=vui10) v =V}, tenemos
(1.54) Ko =g Wi Kol = gV, Env = vt oyl = 2]
y sobre V9 = Lin{u®:=v(,}, tenemos

(1.55) K’ = ¢, K’ =u’, E;u’ =0, Fu’=0.

Para (n,l) e ZXNoy u = (U1, 10) € ZX Z, V((/Z’;{Lz) denota el subespacio de vectores de peso u

en V) es decir,

V(n,l) — {V c V(nJ) . Ki(V) = ql;iv, 1= 1,2}.

(u1p2) *
Supongamos que vEZg ® vEZ;A) € V((Zzz)) ® V((:l’;)l ¥ Entonces, por (1.53), tenemos F 2E2(V§Z§;) =0y
14 ~14
F 2E2(VEZ,2) ) = [4]2\/22’2) ), entonces
— 1 .y (n-1.4) (n,2)
(156) pr(n’z) = (1 - @FzEz) : V(n,2) &) V(n,Z) —> V(n,2)’

(n-1,4)

. (n,2) = 2
es decir, pl‘(,,’z)(v(n,z) D V32 ) =v

(n2)> coincide con la proyeccion (orthogonal) sobre la primera

componente.
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Similarmente, se sigue de calculaciones elementales usando (1.53) que la proyeccion (ortogo-
nal) pr, o : Y0 gy L) g y2d) 0

10 L Y n0) (n,0) (n,0)°
10) o (1-12) o (1-24) _ (n.0)
(1.57) P60 Vinoy @ Vo) @ Vinoy ) = Vinoy
es dado por
11 1 22y _ 1 L 1 2 2
(1.58) Pl = (U = ppFaba + g F2E2) = (= gr oo + G E5F).

Finalizamos esta seccién con un lema basico que sera de gran importancia en calculos subsecuentes.

Lema 1.3. Sean n € Z, pr, 5 y pr, ) las proyecciones definidas en (1.56) y (1.60). Entonces
para todo a,b € 8,

(1.59) Pry.(@vh) = aprg, (Wb, ve Vad @ Vi, ¥ < O(S0,(5)),
(1.60) Pry0(@vb) = apr,,o (Wb, ve Vil Vi P e Vi < O(S0,(5)).

DEemosTrACION.Se sigue de (1.56), (1.13) y definicion de B

pri,o)(avb) = (1 - ﬁFzEz)wlvb =a((l1 - ﬁF2E2)>V)b = apr, ,(v)b.

La demostracion de (1.60) es andloga. —

5. Calculo diferencial equivariante

La nocién de calculo diferencial covariante serd de gran importancia en capitulos subsecuentes,
principalmente para la construccion del operador de Dirac. Como en geometria clasica se tiene el
complejo de De Rham (Q°(M), d) para una variedad suave compacta finito dimensional M, donde
Q%M) = C*(M) y d es la diferencial exterior. Esta nocién se traslada al contexto de espacios
cudnticos. Daremos una breve definicion aqui, para una explicacion y construcciones mas detalladas
ver por ejemplo [37].

DerniciON 1.4. Un calculo diferencial sobre un algebra A es un par (2°, d) que consiste de un

o0

algebra graduada Q° = &2, Q" con producto A y un mapeo lineal d : Q* — Q° de grado uno (es
decir, d : Q" — Q™"*!) tal que

1.d>=0,

2. d satisface la regla de Leibniz
d(wv) = d(w)y + (-1)'wd(v) para w e Q" y v e Q°,

3. QY= Ay Q" = Linfwodw; A -+ Adw, : wy,...,w, €A} paran € N.
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La contruccion de un calculo diferencial sobre 8B serd dado en el siguiente capitulo. De hecho
se hara la construccion de un célculo diferencial equivariante. Para definir lo que es equivariante
supongamos que U es una algebra de Hopf y A es un dlgebra U-mddulo izquierdo, entonces
decimos que el célculo diferencial (Q°,d) es equivariante si la U-accién sobre A extiende a una
accion sobre cada Q" que es compatible con la diferencial, es decir, u>d(w) = d(u»> w) para todo
ue U, we Q° Por dltimo decimos que un célculo diferencial (Q2°,d) es de gradon si Q" # 0y

Q" = 0 para todo m > n.

ComMentario 1.5. Notemos que la nocion de equivariante aqui es equivalente a lo que covariante

significa en [18] y [20], la demostracion de este hecho puede ser encontrada en [20].



Capitulo 2
Construccion del operador de Dolbeault-Dirac

En este capitulo se dard la construccion del operador de Dirac mediante la resolucion BGG
cuantica. Para estudiar las formas QK as reglas de ramificacion son calculadas en detalle en
nuestros casos de interés. Se dard la definicién del espacio de Hilbert H(Q®*) y también de los

operadores 3 y 8' como operadores “unitariamente equivalentes” a 0 y 4" respectivamente.

1. Calculo diferencial inducido por la resolucion de Bernstein-Gelfand-Gelfand

Sean
M(0,0) :=C, M(0,2) :=Lin{v™",° v'}, M(1,2):=Linfw ™", ’, 0"}, M(@3,0):=C°

los U ,(1)-m6dulos con la accién izquierda sobre M(0, 0) y M(3,0) dada por (1.55), y sobre M(0,2)
y M(1,2) dada por (1.54). De [19] y [20], concluimos que existe una sucesion exacta de U, (so(5))-

modulos izquierdos
e®id
0 — C & U s0(5)) @y M0,0) <= Uy (50(5)) @y, M(0,2)
2.1 < UL (50(5) @,y M(1,2) <= U, (50(5)) ®aqy ) M(3,0) «— 0,

y los U,(so(5))-mbdulo morfismos ¢y, ¢; y ¢, son tnicos hasta un factor escalar no cero. Nuestro

objetivo es encontrar expresiones explicitas para estos morfismos.
Para abreviar la notacion, escribiremos x® y para x®q, 1y y definimos
(2.2) X_ | :=E|, Xo:= EE,, X, := E3E|.
Por equivarianza y preservacion de pesos, deducimos que
@18V =a 1 X, 0w + 4pXo®w’ + a1 X ®w'.
Para determinar las constantes, aplicamos E, al vector de peso mds alto y obtenemos
0= py(1 @Ezvo) = E)po(1 @vo) = a_lEgEl @w‘l + a'oEgEl @a)o + a1 EbE, @wl
= a_((BLEE @ Exw™' — [B3LEE @ E5w™") + aoE3E1 ©0° + i ELE @ '
= (@ + a_[BEE ®W’ + (0 — a_[3L)EE 1 ®w',

15
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donde hemos usado la relacion de Serre (1.6), la tercera ecuacion en (1.54) y ng‘l = 0. Con
a; := 1, obtenemos @p = -1y a_| = [3];], entonces
(2.3) 0(ZV) = GrZXi@w ™ - ZX 8w’ + ZX 1 ®w',  Z € Uy (s0(5)).

Andlogamente, para encontrar una expresion para ¢;, tenemos por equivarianza y preservacion de

pesos que
p1(1@w") =BoX1 @ + B X @ V',
y aplicando E, al vector de peso mas alto w' obtenemos

0= (1®E:w'") = BoEsE1 0" + BIESE, ®U' = (B + [31.B0)ESE1 ® '

Eligiendo 8, := [3], y By := —1 nos da
(2.4) P1(Zew'") = -ZX, 9 + [31LZXo®v', Z € U, (s0(5)).
Usando la equivarianza de ¢; y las relaciones de U, (so(5)), calculamos

01(180") = grei(1@ Fow') = G FREE 8V + GEFEE 9u'

2], 2]
_ (2 0 K-K7' o q'Kr—gK;'
= @(EzElngv - E>)E, @ qz—q;] v — EEy @qz_—q;]zv )
3] 1 RS L
+ ﬁ(EzElgFQU _EI@TQIZU )
= -EE 9u ! +[2,E,E; 1,
donde hemos usado (1.54) y [3], — 1 = g + ¢! = [2],. Entonces
(2.5) P1(Z®w’) = -ZX, v +[21ZXo®1°,  Z € U, (s0(5)).
Analogamente,
pr1@w™) = 5oei(1@ F20") = = FLESE Qv + BBy E @0
= (-1 - GE+ 21)EE @v' + 2] E @0,
Ya que [2]; — % =qg+q'- ’5__;:,2 = 0, obtenemos
(2.6) P1Zow™ ") = -ZXo® v + [211ZX_1®°, Z € U s0(5)).

Finalmente, definimos

eo(1ev') :=X;®1
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yaque l@v! € U, (s0(5)) ®qy,) M(0,2) y X; ® 1 € U, (30(5)) ®, 1y M(0,0) son ambos vectores
de peso mas alto de U, (1)-mbdulos irreducibles con los mismos pesos. En el dltimo caso, esto se

sigue de la relacion de Serre (1.6). De hecho,
ExXo® 1) =X181=¢y(1®v") = (18 Ext°) = Expp(1®0°),
ExX.191)=Xo®1 = pp(1®90°) = (1@ E;v™") = Expo(1@v™"),
de lo cual concluimos que para todo Z_;, Zy, Z; € U,(so(5)),
(2.7) Po(Z 1 ®v " +Zy@1' + Z,®v') = (Z1X_| + ZoXo + Z1 X)) ® 1.

Podemos verificar ahora directamente que ¢;_; o ¢; = 0. Ademds, (¢ ® id) o ¢y = 0 lo cual prueba

que (2.1) es un complejo. De hecho, por [19, section 3.4], este es exacto.

Para obtaner un célculo diferencial sobre B = O(SO,(5))™ " consideraremos los duales
localmente finitos del complejo (2.1). Primero recalquemos que el dual M’ de un U-modulo M
izquierdo viene siendo un U-mddulo derecho y el dual N’ de un U-moédulo derecho N viene

siendo un U-moédulo izquierdo con acciones dadas por

(2.8) (f<X)(m) := f(Xm) 'y (X»g)n) = g(nX)

respectivamente, dondem e M, f e M',ne N,ge N'y X € U.Parak =0,..., 3, definimos

(2.9) QO = {f € (U, (30(5)) ®qy,q) M(Ay) : dim (f <« Uy(s0(5))) < oo},
donde
(2.10) Ao :=(0,0), A,:=(0,2), A :=(1,2), A3:=(3,0).

La condicién de finitud en (2.9) es lo que se conoce como la parte localmente finita, ver [17], [20].

De [20, Lemma 6.4], se sigue que
Q% c 0S0,5) @ M), k=0,1,2,3,

y
(2.11) Q%Y = {h € O(SO,(5)) : Xvb = &(X)b paratodo X € U,(1)} = B.

Sean {vo}, {w_1, wy, w1} y {v_1, vy, v} las bases duales de P}, {w™!, °, '}y {71, v

tivamente. Entonces, por (2.8) y (2.9), un elemento  }} a; ® v; € O(SO,(5)) ® M(A) perte-
j=—1,0,1

nece a Q0 siysélosi Y (Xra)®u; = Y a;® (v;j<X). De (1.54) y (2.8), obtenemos
j=210.1 =101

0, v'}, respec-
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vi<Ki = q'v, vj<aKs = ¢/v/, vj<Ey = vj1 y vj<Fy = [2]hv4, por lo tanto
1
QO ={ ¥ a;®v; € O(SO,(5)) ® M(0,2)
j=—1
(2.12) Kivaj=q'"a;, K;»a;=q'aj, Exraj=aj., Fara;= [2]2aj_1}
Andlogamente,
1
Q0 — { Y b;®w; € 0SO,(5)® M(1,2) :
=1
(213) Kl >bj = qz_jbj, bibj = quj, Ezbbj = bj+1’ szbj = [2]2[)‘/_1}
y bajo el isomorfismo a ® v, — a, andlogamente tenemos

(2.14) Q% = {a € O(SO,(5)) : Ki>a=q’a, Ky»a=a, Ey>a=Fy>a=0).

Note que QO k = 1,2, 3, son B-bimddulos con la estructura de 8-médulo izquierdo y derecho
dado por la multiplicacion por la izquierda y derecha sobre el factor tensor izquierdo, respectiva-
mente. Ya que K;>(bjab,) = bi(K;>a)b,, E>>(biab,) = bi(Ey>a)b,, Fo>(biaby) = by(Fy>a)b, para
todo a € O(SOy(5)), b1,b, € Byi=1,2,sesiguede (1.13) y Ki>b = b, E,»>b = 0 = F,>b para

todo b € B, que la estructura de 8-moddulo estd bien definida.

Por supuesto, pudimos haber definido Q% de manera mas concisa por un producto cotensor
como en [20]. Sin embargo, la descripcién explicita usando una base fija de M(A;)" serd util para

calcular el espectro del operador de Dolbeault-Dirac.

Ahora, consideremos los llamados pull-backs
O = 1 QM — (U (505) @,y M(Ai1)),  Ok(H(X) = fle(x)).

Ya que estamos interesados en formulas explicitas, calculamos para todo Z_;, Zy, Z; € U, (so(5))

b)Y Z_1@v ™ + Zy® " + Z1@v') = b(Z_1 X, + ZoXo + Z1 X))

= (X »b@u + Xopb@up + X2 b@u (21 8V + 2@V’ +Z ®v),

entonces, para todo b € B,
(2.15) do(b) =X_1>b®u_; + Xo>bQuy + X > b ® vy.
Un célculo similar muestra que

él(a_l QU 1+ay®uy+a,®uy) = (—ﬁX()l>Cl_1 + @X_l >ap) ® w_y

[3]2
(216) +(—LX1 >a_q + %XODCIQ) ® woy + (—ﬁXl >ag + XODG]) ® wq,

B2



2. REGLAS DE RAMIFICACION 19

y

(2.17) Ox(b-1 ® vy + by ® vy + by ®v1) = (G Xi> b = Xo» by + X_1>b1) ® vy
Haciendo la composicién con el isomorfismo a ® vy — a, (2.17) se puede escribir como
(2.18) Or(b_1 ® U +by®uy + b1 @) = g Xi1>b oy — Xg» by + Xy > by

En particular, ya que las U, (so(5))-acciones izquierda y derecha sobre O(SO,(5)) conmutan, se
sigue de (2.9) y (2.15)—(2.18) que 0,(Q*P) c QO*D_Por lo tanto obtenemos un complejo
do

d 9>

(2.19) 0 — Q% — Q% — Q% = Q% — .
Ademads, el andlogo de [20, Lemma 7.4] muestra que
(2.20) Q% = Lin{agd(a)) A ... A Olay) : ao, ... a; € B,

donde el producto cufia es determinado por
ado(b) A wy = ady(bwy) — abd(wy), wi € QY k=0,1,2,
(aoBo(ar) A Bo(az)) A azd(as) = agdo(ar) A (Bo(az) A azd(as)),  ao,...,as € B,

y wy Awj =0 paraw, € Q% y w; € QO con k + j > 3. Entonces tenemos un cdlculo diferencial
sobre B de grado 3 de acuerdo con la definicién 1.4, [37]. Se sigue ahora de [20, Section 7.3], que
este calculo diferencial (2.19) es isomorfo al calculo diferencial Fgu de [18, Section 3.3.2].

2. Reglas de ramificacion

Para distinguir entre representaciones irreducibles de peso mds alto de U, (so(5)) y U, (1), usare-
mos doble paréntesis para designar a una representacion irreducible de peso mds alto de U, (so(5)).
En lo subsecuente, (™?V denota un subespacio de O(SO,(5)) tal que la restriccion de g a ™)V
nos da una U,(so(5))-representacion irreducible de peso (m, j) con respecto a la representation re-
gular derecha 7y, andlogamente por V") c O(S0,(5)) denotamos un subespacio de O(SO,(5))
tal que la restriccién de 7, a V@9 nos da una U, (so(5))-representacion irreducible de peso (m, j)
con respecto a la representacion regular izquierda rr;, ver (1.20). Del teorema de Peter-Weyl para
grupos cuanticos compactos, ver por ejemplo [28], es conocido que
(2.21) 0(S0,(5)) = @ Dy & Yo,

(m, j)ENgx2N
El subespacio de O(SO,(5)) isomorfo a ™)V @ V™)) eg generado por los coeficientes matriciales
t;'zl’j) de una O(SO,(5))-corepresentacién irreducible sobre si mismo tal que el espacio vectorial
generado por los coeficientes matriciales £

Ap

generado por los coeficientes matriciales ZE"L’J )

para y fijo es isomorfo a ™)V y el espacio vectorial
para A fijo es isomorfo a V),
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0O ., Q03 en ecuaciones (2.11)—(2.14) muestran que existe un ele-

Las descripciones de 2
mento no trivial en Q%% siempre y cuando la representacién de U, (1) sobre V™7 contiene una
subrepresentacion (irreducible) determinada por el correspondiente peso mas alto A, de (2.10), y
que todas las (0, k)-formas son dadas por combinaciones lineales de elementos de esta forma. Esto
nos lleva a las llamadas reglas de ramificacién, es decir, el problema de determinar si una cierta
representacion irreducible de U, (1) ocurre como una subrepresentacién de U, (so(5)) sobre V)
y con que multiplicidad.

Por V{"” c V") denotamos el subespacio de vectores de peso u = (u;, ), es decir, v, €

V™D iy sélo siv, € VD y K;» v, = g*v,, i = 1,2. Entonces la regla de ramificacién para

A € Z X Ny puede ser resuelto por determinar el espacio de vectores de peso mas alto en Vﬁm’j))
para la U, (I)-representacion, esto es, los vectores v, € V(;'"’j)) tal que E,»>v, = 0. En particular, las
multiplicidades son dadas por dim( ker(E, rvﬁm,j)))). La ecuacion (1.53) muestra que Fov(,, ) # 0
para v, 4, € V((L"f/fl);) \ {0} siempre que u, > 0y que en este caso, E>Fov,, 4,) # 0. Por lo tanto E) :
F 2(V§TL’£)) — Vj(:”é’;) es un isomorfismo, entonces las multiplicidades son iguales a dim(Vﬁ(m’j)) ) —

dim( V;(T(’i )). Esta diferencia puede facilmente ser calculada por féormula de multiplicidad de Kostant

(ver [22]),
dim(V*) = Z(—l)’f(m#n(w(p +6)—(1+0)),

wew
donde ¢ denota la semisuma de raices positivas, W el grupo de Weyl de so(5), €(w) la longitud de

un elemento w de W, y Z? > v — #I1(v) corresponde a la funcién particién, es decir el nimero de
todas las maneras posibles de escribir v como una suma de raices positivas. En nuestra situacion,

0 = (1, 1) y #I1(v) es igual al nimero de elementos del conjunto
(2.22) [I(v) := {(n1,n2,n3,n4) € N?) | v =ma; + may + n3(a; + az) + ny(a; + 2a,)},
ver (1.2). Definiendo

dv) := #I1(v) — #11(v - ay), v e Z?,
obtenemos
(2.23) dim(V}") - dim(V{)) ) = Z(—l)“w)d(w(p +6)—(1+06)), k=0,...,3,

weWw

donde los paréntesis en la expresion (u) indican que V* denota el espacio vectorial subyacente
de una U, (so(5))-representacion irreducible de peso u. El valor de d(v) es facilmente derivado de
consideraciones combinatorias. En el siguiente lema calculamos aquellos casos que son de nuestro

interés.

Lema 2.1. Por [x] denotamos la parte entera de x > 0. Entonces

1 d(k,2) = 1+|4| para (k.1) € Ny x 2N,
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2. d(k,-20) = 1+ 4| =1 para (k,)) € Ngx 2Ny y k > 2L.
3. dk,2l) =0if (k,2l) € ZX2Z tal que k<0, 0 k>0 y =21 > k.

DemosTtrACION.Obviamente, para todo & € II(v — a»), tenemos & + @, € II(v). Por otro lado, si

Kk = (ny,ny,n3,ny) € ll(v) tal que k — @, € [1(v — a»), entonces n, > 0. Por lo tanto,
d(v) = #I1(v) — #II(v — a») = #{(ny, na, n3, ny) € II(v) | n, = O}.

Entonces d(v) es igual al nimero de soluciones de v = nja; + n3(a; + az) + ng(a; + 2a,) con
ni,ny,ny € Nyg. Parav = (x,2y) € Zx2Z, a1 = 2,-2), a1 + o, = (1,0) y a1 + 2a, = (0,2),
necesitamos determinar el nimero de soluciones de

x=2n;+n3, y=-n;+ng, ny,n,n3e€N.

Claramente, no existe solucién si x < 0 o si x + 2y < 0. Esto implica 3.

Si x > 0, entonces n3 = x —2n; y ny = y + ny, de tal manera que n3 y ny son tnicamente
determinados por n;. Entonces sélo es suficiente el nimero de posibles n; € Nj. Para x € Ny y
y € Ny, existe una tnica solucion si y s6lo si n; < [7]. Esto prueba 1. Dado x € Ny and y € Z \ Ny,

existe una unica solucion si y solo si [y| < n; <[], lo cual implica 2. —

Las multiplicidades de las representaciones irreducibles del factor de Levi sobre V™) pueden

ser ahora calculadas por aplicar el Lema 2.1 a (2.23).

PRrOPOSICION 2.2. Para (n,l) € N3, sea VD un espacio vectorial subyacente a una U, (so(5))-
representacion irreducible de peso mds alto (n, 1), y por VU denotamos el espacio vectorial de la

U, ()-representacion irreducible como se describio en (1.53).

1. La representacion trivial V9 del factor de Levi U, (1) ocurre en VD con las siguientes
multiplicidades:
(1) multiplicidad 1 en V"D,
(1) multiplicidad 0 en los otros casos.
2. La representacion irreducible V°? del factor de Levi U, (1) ocurre e V™D con las siguien-
tes multiplicidades:
(1) multiplicidad 2 en V@"+22+2),
(u) multiplicidad 1 en V®+20),
(m) multiplicidad 1 en V©2*2),
(wvv) multiplicidad 1 en V®"+1:242),

(v) multiplicidad 0 en los otros casos.
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3. La representacion irreducible V2 del factor de Levi U, (1) ocurre en V™D con las si-
guientes multiplicidades:
(1) multiplicidad 1 en V®+22+2),
(1) multiplicidad 1 en V30,
(m) multiplicidad 1 en V-2,
(wvv) multiplicidad 2 en V®+3242),
(v) multiplicidad 0 en los otros casos.
4. La representacion irreducible V9 del factor de Levi U,(1) ocurre en VD con las si-
guientes multiplicidades:
(1) multiplicidad 1 en V32D,

(1) multiplicidad 0 en los otros casos.

DemosTrACION.Claramente, a fin de que una multiplicidad no cero de V4 en V") exista, (m, j) debe
ser mds alto que A. Ademads, ya que A; € Ny X 2N, para todo A; de (2.10), la multiplicidad de V*
en V) es 0 siempre que j ¢ 2Nj.

Consideremos £*, P y w,, € W como se definieron en Seccién 1 del Capitulo 1. Notemos
que los conjuntos en Lema 2.1 1.y 2. estdn contenidos en P* y w,,(P*), respectivamente. Entonces
se sigue de Lema 2.1 que, parav € Z X 2Z, d(v) = 0 si v ¢ P+ U w,,(P*). Como 6 € P*, tenemos
u+oePparatodoue Pyt +0 € P parak =0,...,3. Por Lema 2.1 3., lo dltimo implica
que d(v — (A + 6)) = 0si d(v) = 0. Por lo tanto la férmula en (2.23) se reduce a

dim(V{") = dim(V{¥), ) = d(u — A) — d(wa, (1 + 6) = (A + 9)).

Como se explico antes de Lema 2.1, esta diferencia nos da la mulitplicidad de una U, (I)-representa-
cion irreducible de peso mas alto A, en una U, (so(5))-representacion irreducible de peso mas alto
u € Ny x 2Nj. Estos numeros son facilmente calculados por aplicar la ecuacion (1.3) y Lema 2.1.

Los resultados son presentados en las siguientes tablas.

10) | d((2n,2D) - d(@n+21+1,21-2)) = n—(n+D+(+1) = 1
1) | d(2n+1,20)) — d((2n+21+2, 21-2)) = n—(n+I+ 1) +(l+1) = 0

20 | d((2n,21-2)) —d(2n+21+1,21-4)) = n—(n+D+(+2) =2

2(m) | d((2n,-2))—d(2n+1,-4)=n—-1-n+2=1

2(m) | d((0,21-2)) —d((2I1+1,-21-4))=1-0=1

2v) | d(2n+1,21-2)) — d(2n+2[+2,21-4)) = n—(n+I1+1)+(+2) = 1
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31) | d((2n-1,21-2)) — d(n+21, 20—4)) = n—1—(n+D+(+2) = 1
3m) | d((2n,-2)) - d(2n+1,-4))=n—-1-n+2 =1

3(m) | d((0,21-2)) —d((2I+1,-21-4))=1-0=1

3v) | d((2n,21-2)) — d(2n+2l+1,21-4)) = n—(n+)+(+2) =2

40 | d((2n=2,20) - d(2n+21-1,21-2)) = n— 1 —(n+1-D)+(+1) = 1
4 | d((2n-3,2D)) — d((2n+21-2, 21-2)) = n-2—(n+1-1)+(+1) = 0

En la férmula en 3(11) asumimos que n > 1. Para n = 1, tenemos (3, —4) ¢ P U w,,(P*) de tal
manera que d((2, -2)) — d((3,-4)) = d((2,-2)) = 1. Esto completa la demostracién. —

Ahora nuestro siguiente objetivo es proporcionar una descripcidn explicita de los elementos
en O(SO,(5)) los cuales generan los subespacios que safistacen las reglas de ramificacién de la
Proposicion 2.2. Ya que el espacio vectorial de una representacion irreducible de peso mads alto de
U,(s0(5)) (resp. U, (D) es generada por actuar con elementos de U, (so(5)) (resp. U, (1)) sobre un
vector de peso mas alto no cero, serd suficiente restringir nuestra atencion a vectores de peso mds

alto.

Por un ligero abuso de notacion como se explicé en pérrafo siguiendo ecuacion (2.21), podemos
considerar PV ® VD como U, (so(5))-subbimédulo de O(SO,(5)). Entonces por

((nJ))V(m,j) c ((n,l))V® V((”J)) c O(Soq(S))

denotamos el espacio vectorial de todos los elementos en O(SO,(5)) que pertenecen a una repre-
sentacion de peso mads alto (n,[) con respecto a la representacion regular izquierda nr; y derecha
ng de U (s0(5)) sobre O(SO,(5)), y a una representacion de peso mds alto (m, j) con respecto a la
U ,(1)-accion izquierda sobre O(SO,(5)). Notemos que no estamos asumiendo que la representacion
de U, (1) sobre Dy e irreducible. Ademds, por

(2.24) <<"J>>v(<jjj32) = {ve YD Koy =g, i=1,2),

(2.25) D)y mD .=y, g GDYmD - 2o (K)(v) = q;'v, Kipv=gqv, i=1,2}

(r1,r2) * (s1,82) °

denotamos los espacios vectoriales de vectores de peso (sy, s2) con respecto a la U, (I)-accion iz-

quierda sobre O(SO,(5)) y, en el segundo caso, también de peso (7, ,) con respecto a la represen-

(D) y,(m,j)
> () V(m,j)

peso mds alto con respecto a ambas representaciones. Estos vectores de peso mds alto determinan

tacioén regular derecha de U, (so(5)). En particular es el espacio vectorial de vectores de

todo el espacio DV de la representacién ya que

VD = U oSN U= V) = U Uy 5o V)
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Una lista completa de vectores de peso mas alto en los casos de interés serdn dados en la siguiente

proposicion.

ProposiciON 2.3. Sean u’J coni,j=1,...,5 los generadores of O(SO,(5)). Definimos

1.1 1.2 2 1

Entonces, para n,l € Ny,

@n20)y0,0) _ 1 4.1
L (1) "5, Vo0 = Lininz}

@n+22:2)y,02) _ v f 1, 11 0 L 1,2 2,1y n+l
2. () GuzonnViod —Lm{zz UyUszys Zp(Ugls — quylis)zy }

@n+2,0)y,0,2) _ y: 1,,1
(M) “pia0)Vion = Linfuuszi},

©.2+2)7,0.2)  _ 710 0,,1,,2 2,1
(M) "o Viony = Lin{zy(uuus — quiyus)},

@n+1,2142)y,(0,2) _ 1 - (1,2 2.1y,,1.n
(V) “aneiaii2) V02 = Lln{zz(u3u4 - ‘1”3”4)”5Z1}'
@n+221+2) v ,(1.2) _ vy o[ 1¢,,1,,2 215,152
30 GV = L1n{z2(u3u4 — quyuy)(us) Z’f}’
242y ,(1.2) _ yio( 0 (y,1,,2 2..1y,,1
(M) "o Vs = Lin{z; (uyus — quyug)us),

@300 1 A1) 1o 1y IN2
(1) Gi30)Va sy = Linfuy(us) 2},

@n+321+2) v A(1.2) _ v i [l 0 0N2on gy, 1,2 20,18, 1 0+l
(V) “Guiznna Vil —Lm{zz uy(u5)°2y, 2, (uyus — quyus)uszy }

@n+3.2D)v,3B.0) _ 1001 (5,130
4. () Guism Vi = Linfzy(us) 2}

DEemosTrACION.Primero observemos que el nimero generadores en Proposicion 2.3 coincide con las

multiplicidades en Proposicion 2.2. Por lo tanto es suficiente mostrar que el conjunto de vectores

generadores son vectores de peso mas alto de los correspondientes pesos y que son linealmente

independientes.

Usando las férmulas dadas en (1.15) y (1.16), cdlculos elementales muestran que los siguientes
elementos son vectores de peso mds alto para la representacion regular derecha de U,(so(5)) y la
accion izquierda U, (D):

11 1,2 21 1 1 1,2 2.1 12 21

A = Wls, 2 = UgUs — quhUs, Uy, Us,  Ugls = qUaUs,  Uslly — qU3UY.
Ya que, por (1.9), (1.13) y (1.14), el producto de vectores de peso mads alto es también un vector
de peso mas alto, donde el peso resultante es la suma de los pesos individuales, se sigue que todos
los elementos en la lista de Proposicion 2.3 son vectores de peso mads alto que pertenecen a los
correspondientes espacios.
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Abhora, necesitamos probar que ninguno de los vectores es cero. Ya que que O(SO,(5)) es un
. . . T B L T B B 1,2 0
dominio (ver [3]), es suficiente verificar esto para u,us — quius, uus — quyus and uzuy — quiu,.

Célculos elementales muestran que ujug — quﬁué es el unico (hasta factor escalar) vector de peso

miés alto de la representacion “?V @ V(2 de la descomposicién de Peter-Weyl (2.21), por lo tanto
no puede ser cero. Ya que ESE(uju3 — qujus) nos lleva a un miltiplo no cero de uyuZ — qujusl,
tenemos necesariamente z, = ujuz — quiul # 0. Andlogamente, E,E (uyu; — quiu,) es miltiplo no

1,2 20 1,2 20
cero de u,us — qujus, entonces uzuy — quiu, # 0.

Sélo queda probar que los dos vectores generadores son linealmente independientes cuando la
multiplicidad es igual a 2. Sean «, 5 € C tal que

+1, 1. 1_n Lo 1.2 21y n+l
0 = az, uyusz) + Bz, (ugus — quyus)z)

(2.26) Za(ujui — quiud)uy + Blusus — quiul)u;)usz".

Entonces a/(ujui — quiub)u} + Buyui — quiud)u; = 0 ya que O(SO,(5)) es un dominio. Actuando

sobre esta expresion con F por la izquierda nos lleva

12 2 1y, 1 12 2,1y, 1 12 2 1y, 1
0 = —aquuy — quyugu, — Bqluguy — quyny)uy = —aquuy — quingu,

donde hemos usado que uju? — quiu} = 0 por (1.31). Por otro lado, el tnico elemento (hasta una

constante) en PV ® V(2 ¢] cual es un vector de peso mds alto con respecto a la representacion
regular derecha y un vector de peso mas bajo con respecto a la representacion regular izquierda, es
dado por ujuj — quiuy = —q[2),' F3(ujuj — quiu}). Por lo tanto ujuj — quiu} # 0, entonces & = 0
y consecuentemente también 5 = 0. Esto prueba que los dos vectores sobre el lado derecho de 2.(1)
son linealmente independientes.

En el Caso 3.(1v), si a2y uy(ui)?2} + Bz (uyul — qujui)uizi™ = 0, entonces

! 1.2 2 1y, 1 212 2 1y, 1y, 182
0=z (cx(ulu5 — quius)uy, + q Plugus — qu4u5)ul)(u5) 7,

y por lo tanto @ = 8 = 0 por el mismo razonamiento anterior, ver (2.26). —

3. El espacio de Hilbert #(Q®*)

El primer paso de esta seccién es dotar a Q** de un producto interno. Como en el caso clésico
el producto interno es dado por integracién sobre secciones de Q* con respecto a una medida de
Haar, el papel de la integral en este contexto no conmutativo lo desempefiara el estado de Haar de

O(SO,(5)). Para esto asignaremos un producto interno “natural” a cada espacio de (0, k)-formas.
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Por (2.11) y (2.14), podemos considerar Q9 y Q3 como subespacios de O(SO,(5)). Por lo tanto

es natural definir
(2.27) ¢, : QU x QY — €, (b, by) = coh(biby),
(2.28) ¢, : Q% Q0 — €, (ay,a); = csh(alay),

donde & denota el estado de Haar de (1.17) y cp,c3 € (0,00). Ademds, por (2.12) y (2.13), te-
nemos QY c O(SO,(5)) ® M(A4)' = O(SO,(5)) ® C°, k = 1,2. Tomando en cuenta que K;
y K, deben actuar como operadores autoadjuntos, requerimos que Lin{v_;, vy, v} € M(0,2)" y

Linfw_1, wy, w1} € M(1,2)" sean bases ortogonales. Por esta razon, primero definimos
(2.29) <Ui,Uj>/11 = C1j5ij, <wi’wj>/lz = C2j5ij,
donde ¢;; denota la delta Kronecker y ¢, cz; € (0, 00), y entonces podemos considerar el producto
interno sobre el producto tensorial O(SO,(5)) ® M(A)’, k = 1,2, dado por
1 1 1
(2.30) (Xaou, X b;® vj) = X eyjhtab)),
J== J==

i=—1
1 1 1

(2.31) <i—z_:1Xi ® w;, j_Z_lyj ® wj>2 = j;lczjh(xj-yj).

El producto interno sobre (0, 1) y (0, 2)-formas serd dado por la restricciéon de (-,-); y (-,-)» a
QY c O(S0,(5)) ® M(0,2) y Q2 c O(SO,(5)) ® M(1,2), respectivamente. Que los (-, -); son
realmente productos internos se sigue de las propiedades del estado de Haar % [28, Seccién 11.2].
Definimos H(Q®*) como el espacio de Hilbert completacién de Q®? @ Q0D ¢ Q0 ¢ QO
con respecto a este producto interno. Ahora nuestro siguiente objetivo es estudiar el operador de
Dobeault-Dirac d + 0" sobre el espacio de Hilbert H(Q®*) donde d = dyp ® 9, ® 9, y por '

denotamos el adjunto de 0.

Desde luego, el espectro del operador de Dirac podria depender sobre los niimeros reales posi-
tivos ¢y, ¢y, ¢2j y ¢3. Una dependencia similar sobre un factor escalar fue observada en la definicion
de los diferenciales d;. La dependencia del espectro del operador de Dirac sobre estos pardmetros

sera discutido mas adelante.

Por la definicién de Q% como un subespacio de O(S0,(5))® M(A;)', 1a representacion regular
derecha de U, (so(5)) sobre el primer factor tensorial de O(SO,(5)) ® M(0, k)’ restringe a Q%
ya que este actta s6lo sobre el factor tensor izquierdo en la descomposicion de Peter-Weyl (2.21).
El siguiente lema muestra que el complejo diferencial (2.19) es equivariante con respecto a la

representacion regular derecha.

Lema 2.4. Sobre Q00 ¢ O(S0O,(5)) ® M(A)', consideremos la representacion regular derecha
de U, (so(5)) dada por np(X)(a ®v) = a<S'(X)® v para a € OSO,(5), v e M(A4) yX €
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U, (s0(5)). Entonces ny define una *-representacion de U, (so(5)) on QY tal que mr(X)0(wy) =
Or(mr(X)(wy)) para todo w, € QP

Sobre la subdlgebra B = O(SOq(S))i“VW‘I(I)) de O(S0O,(5)), consideremos la U,(so(5))-accion
izquierda definida por X»b := b<S ' (X) parab e By X € U,(s0(5)). Entonces

(2.32) mr(X)(Dwy) = (Xo)»b)mr(X1))(wy)
para todo X € U, (s0(5)), b € By w; € QY.

DEMOSTRACION. Ya que para todo a € O(SO,(5)) y X, Y € U,(s0(5)),
(2.33) Yo (mr(X) (@) = Yea<S ' (X) = m(X)(Y > a),

se sigue de (2.11)—(2.14) que mx(X) : Q09 — QOM ests bien definido. Como 7z es una *-re-
presentacion con respecto al producto interno sobre O(SO,(5)) definido por el estado de Haar, es
decir, h((ng(X)(a))*b) = h(a*(nr(X)(b)) para todo a, b € O(SO,(5)), concluimos de (1.21) y (2.27)—
(2.31) que g nos da una *-representacién sobre QX . Notemos que la definicién de 0y involucra
s6lo la U,(so(5))-accién izquierda. Por lo tanto (2.33) implica que mz(X) y 0, conmutan para todo
XeU, s0(5)yk=0,1,2.

Como B = QU9 y ,(X) : QY — QO ya hemos demostrado que B es invariante bajo la
accion ». Ademds, para todo a ® v € QY c O(SO,(5)) ® M(4)' y todo X € U,(s0(5)), usando
(1.14) tenemos

mrX)(ba®v) = (ba)<S ' (X)®v = (b<S ' Xp)(@<S ' (Xu)) ®v
= (Xp)»b)mp(X1))(a ®v),

lo cual prueba la segunda parte del lema. -

Como en Seccién 2 del Capitulo 2, DQOX denota el espacio de vectores que pertenecen a una

representacion irreducible de peso més alto (n, /) con respecto a la representacion regular derecha y

(@)
()

de Peter-Weyl (2.21), los elementos de O(SO,(5)) que pertenecen a representaciones irreducibles

por "7QOb c (DO denotamos el subespacio de vectores de peso (7, s). Por la descomposicién
de diferentes pesos mds altos son ortogonales con respecto al producto interno dado por el estado
Haar. Por lo tanto, de las ecuaciones (2.11)—(2.14), (2.25) y Proposicién 2.3, obtenemos la descom-

posicion ortogonal

(2.34) Q09 = (P {*PQOD : 1 e Ny, 1 € 2Ny, dim () V) # 0},

donde

(2:35) DO = (U, (50N Q")
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y, paran,m € Ny y [ € 2N,

(2.36) o @ =G Vo anesam@Y = G Ve @V

(2.37) e = {ﬁfg >a1 @y + prFara @+ a1 ®u) ¢ a) € «<lz)§V<(gz2>’}

(2.38) Q0P = {GFabi @ + prFarbi ®wo + b ®wr < b e GOV,
Notemos que «("n”ll)ig((),k) estd inicamente determinado por ((&11); Vy“. En el siguiente lema se establecen

isomorfismos unitarios explicitos entre estos espacios.

Lema 2.5. Sobre los subespacios lineales (’3 ij C O(S0O,(5)) de Proposicion 2.3, consideremos
el producto interno (1.19) dado por el estado de Haar sobre O(SO,(5)). Sean cy y c3 las constantes
de (2.27) y (2.28), respectivamente. Con las constantes ci; de (2.29), definimos

(2.39) ci= \[ah b teas k=12,

q2Z 421

Entonces los operadores lineales

. 0,0 0,0 . 1
Jo : WVEe — WO Jya) = La,

. (W02 WOO.D o 1(1 g2 1
Ji uV(o,z) — uQ , Ji(a) = Cl(m%F2>a®v_1+ [2]2F2>a®v0+a®v1),

J2 : ('u)V(l’Z) — %)Q(O’z), Jz(a) = 1 ( 1 F§>Cl®(,t)_1 + ﬁF2>a®wo + a®w1),

uY(12) e \128
. 3,0 0,3 | 0
I WV — W0V Jya) = Lae),.

son isomorfismos unitarios.

DemosTtrACION.Demostraremos el lema para J;. Para J,, la demostracién es similar y para Jy y J3,

la prueba es atin mas elemental. De (2.37), se sigue que J; define un isomorfismo lineal. Notemos

1 (y,(0,2)
> 213 H V(0,2)'

Ji(ar), Ji(a))
= é(cl'_] h((F3>a))"(F3>a)) + o5h((Fa»a)) (Fa> ay)) + C1,1h(aiaz))

que, por (1.54), == E3F3>a = ﬁEsza = aparatodoa € Seana;,a, € (‘j,)V((g”zz)). Entonces

[213 21
: T 1 ! 2p? B * —1 *
?(C[lz_]glh(al((Kz E)) Fivay)) + S—]%h(al(Kz E>Favay)) + Cl,1h(a1a2))
1 (Cl-1 C10 " _ .
3(4[215 tan T ci)h(aiay) = hajay),

donde hemos usado la definicion de J; y (2.30) en la primera igualdad, el hecho de que 7, de (1.20)
es una *-representacion en la segunda igualdad, las relaciones de U,(so(5)) y (1.54) en la tercera
igualdad, y (2.39) en la ultima igualdad. Entonces el isomorfismo lineal J; es también isométrico

lo cual implica que es unitario. —
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El Lema 2.5 y ecuaciones (2.34)—(2.38) muestran que el operador 9 estd tinicamente determi-
nado por la accién unitariamente equivalente sobre el espacio de vectores de peso més alto (‘;) ka"

El siguiente corolario nos da férmulas explicitas.
COROLARIO 2.6. Las restricciones de 0y a los espacios de vectores de peso mds alto,
(2.40) O WQOH — WQOMD e Ngx 2Ny, k=0,1,2,

son unitariamente equivalentes a

(2.41) By 1= Ji0dyoJy 1 WVEY — WVET. 8y(v) = LX,(v),
(2.42) o1 1= J30810d 1 VY — WYID L 8i(v) = 2B pr o Xo(v),
(2.43) 8y = J300,00y + GV — GIVEY.  5200) = £pri g 0 X (),

donde pr, 5, y PI 3, son definidos en (1.56) and (1.58), respectivamente.

DEemosTRACION.Por la propiedad equivariante mostrada en Lema 2.4, el operador d; lleva vectores

de peso mas alto de peso u € Ny X 2N a vectores de peso mas alto del mismo peso, entonces (2.40)

() V(O .0)

se satisface. Del Lema 2.5 y (2.15), se sigue que, para todo v € 'V,

0o(v) = C—l()Jl_l(X_lt>v®v_1 +Xp>v®uog+ XipvQuy) = E—(])X11>v.

Similarlmente, Lema 2.5 y (2.16) nos da

01(v) = ([2]2[3] X Fy>v+ Xopv) = Cz( E? SE\Fy>v+ EyE »v)

[2]2[3]2
- Cz([z]z[Sh(FzE E1>V+E2 E1>V+ E2E1>V)+E2E1>v)
=2 L _a [312 1
=a0-g; [212[212F2E2)E2E1‘>V o Bh (1 =~ ap F2E)E2Ermy

_ 2 [Bh-1

= o on Plag °Xov),

donde hemos aplicado las relaciones de U, (so(5)), Krpv = q%v, [2],([3]—1) = [4], y (1.56). Antes
de usar (1.56), es importante notar que F5E;>v = E|F;»>v =0 para todo v € @ V(O 2 de tal manera

0,2)°
Wy/(2,0)  Wy,/(1,2)  W)y,(04) Wy,(1,2) W) (0 4)
que E;>v € V(2 0 @ V(2 0 © V(2 0 ¥ entonces E>E>v e V(1 5 @ V(1 5

De la misma manera, por Lema 2.5 y (2.18),

_a 1 2 _ L
0,(v) = 62([2]%[3]2X1F2>v [2]2X0F2>V+X_1I>V)

s 2 2 1
= Z—Z([Q]g[3]2E2E1F2 >y — 2—E2E1F2>V + E; I>V)

a 22
= o Eafa - ppEaFa+ DE >y

C
= & Prag o X(v)



30 2. CONSTRUCCION DEL OPERADOR DE DOLBEAULT-DIRAC

(W12
H V(l,2)

de tal manera que (1.58) puede ser aplicado. —

donde usamos el hecho que F ;E] >y = O parav €

Wy G.0) o Wy,2.2) 4 Wy, (1.4)
HV(3,O) © ﬂV(3,O) U V(3,0)

lo cual implica que E| > v pertenece a

ComenTario 2.7. Larazon del por qué no aparece la proyeccion pr, 5, en (2.41) es que FLEpv =

E\F,>v = 0lo cual implica que E;>v € (";,)V((g,’f)z)

X,»>v = E3E|>v ya pertenece a (I/fl)v(((()),zz))'

es un vector de peso mas bajo para U, (1), entonces

Para determinar el espectro del operador de Dirac definido como la cerradura del operador
0+ 0", comenzamos con el célculo de los valores propios de 6;6 jand 0 16;. Para esto, necesitamos
una descripcion explicita del adjunto 6}. de 8;. Recalquemos que los operadores 8; en el Corolario
2.6 son descritos por acciones de elementos de U, (so(5)) y que el producto interno sobre (’;ﬂ)Vj:
es dado por el estado de Haar. Como se menciond en la Seccién 1, el adjunto con respecto a la
representacion regular izquierda U, (so(5)) sobre O(SO,(5)) coincide con el elemento conjugado en
la *-dlgebra U,(so(5)). Sin embargo, no podemos simplemente aplicar la involucion de U, (so(5))
a d; ya que, en general, estos elementos adjuntos de U, (so(5)) no dejan el complemento ortogonal
((’jf Vj}f)l C O(S0O,(5)) invariante. En este caso, serd necesario hacer la proyeccién sobre el espacio
de peso correcto. El siguiente lema establece formulas explicitas para los adjuntos adjuntos de 9;,

j =0,1,2, usando la proyeccion de (1.56) y (1.58).

Lema 2.8. Los adjuntos de los operadores 9, 8, y 0, del Corolario 2.6 son dados por

T y0.2) W y/0.0 fooy — 2 2
(2.44) Oy - uV(o,z) — /JV(O,O)’ 0,(v) =¢q o Proo © FiFy>v,
T (1.2) 0,2) T _ 2¢ [B-1
(2.45) 5, Wiy — WVEy, 8l = ¢ 2B pr, 0 FiF,e,
T (3.0 Wy/(1,2) fry _ 2
(2.46) 0, : ﬂV(3,O) — #V(l,z), 0,(v) =¢q = Fivv.

DemosTtrAcION.Del hecho de que la U, (so(5))-accién izquierda sobre O(SO,(5)) define una *-re-
presentacion de U, (so(5)) con respecto al producto interno (1.19), las relaciones de U,(so(5)) y

(1.54), obtenemos para todo v, € (’;?V((g”(()))) yv; € (l}? V(((())’,zz))

(2.47) Vi, X1 voh = (X o v, vodn = ¢ (F1 K (F2Ky) 5 vy, vodn = ¢ (F 35 v, vodn.

Ya que E3F\F3>v, = FIE5F5>v, = [213F 1 E;> vy = 0 por (1.5) y (1.54), se sigue que FF3>v, €
(IL) V((g,’((;)) @ (’fl) V(((; (1)32) @ (‘;,) V(((; (2)’)4), donde la ortogonalidad de la descomposicion resulta del teorema de
Peter-Weyl. Para elegir el elemento en (‘;,) V((g”g)) sin alterar el producto interno (2.47), aplicamos la
proyeccion ortogonal pr g o de (1.58) y obtenemos (v, 8ovo), = i—:) q* (prog o F1F % >V, Vo), 1o cual

prueba (2.44).

De la ortogonalidad de la descomposicion de Peter-Weyl y la definicion de pr; ,) después de

la ecuacion (1.56), se sigue que (va, pr(; 5 © Xo> Vi), = (v2, Xo>Vv1), para todo v, € (‘;,)V((g”zz)) y Vv, €
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(‘;BV((II 22)) . Como en el parrafo previo, necesitamos combinar la accion de X; = FF,2K; K, sobre v,
con la proyeccién ortogonal sobre “’ V% Ya que E2F 1Fovvy = [2),F 1 E>v, = 0, concluimos que
proy g 1Y 0.2 q 2 q

FiFy>v, € (’;) V((g”f)) ® (’,ﬂ) V(((; ;;4) de tal manera que podemos aplicar la proyeccion ortogonal pr ,, de

(1.56). Esto nos lleva a

-1 2
(v2,81vi)n = & [[]32]2 g pra) © F1F2>va, vi)n

c

por lo tanto (2.45) se cumple.

Anélogamente, tenemos para todo v, € (‘,‘,) V((l1 22)) y Vs € (’,‘,) Vg,’g))
. : 2
(2.48) (v3,00v2)n = (V3. Pr3 000 X1 Vo) = 2 (v3, Xoio o = ¢ 2 (F 1> v3, va)
Ya que E,Fi>vy = F1Ey>v3 = 0, se sigue que Fi>v; € (’j} V((ll 22)) , por lo tanto no necesitamos aplicar

una proyeccion ortogonal y consecuentemente (2.48) nos lleva a (2.46). -

CoMEeNTARIO 2.9. Notemos que d' es densamente definido ya que si u € Q00 yy e =900,
(n,0) (m,s)

entonces por Lema 2.5, Corolario 2.6 y Lema 2.8

(O(u), v) = (0J1(@), T, (D)) = 81 AT:0T1(@), bY = G11 ADk(@), b) = G114, BLDY = i1ty 1D, T7V),

donde a € (E;’:g) Vj: yb € (EZ:g) Vj Ademis el Lema 2.4 implica que 3] es también equivariante

respecto a mg.






Capitulo 3
Valores propios de 6;6 iyo j6j~

El objetivo principal de este capitulo es calcular los valores propios de los operadores autoad-
juntos 6Z6k y 6;{62 actuando sobre los espacios de Hilbert 1-dimensionales de vectores de peso mas
alto. El célculo de valores propios mediante el Casimir es también incluido ya que fue parte de

nuestra investigacion y podria ser ttil en ejemplos parecidos.

1. Espectrode 0 + 9°

Ya que las proyecciones y por lo tanto todos los operadores apareciendo en Corolario 2.6 y
Lema 2.8 pueden ser expresados por actuar con elementos de U,(so(5)), podemos calcular los
valores propios directamente por actuar con estos operadores sobre los vectores de peso més alto
de la Proposicion 2.3. El siguiente lema muestra que es suficiente calcular los valores propios de
0 ]6; y 6;6 ; sobre una cierta coleccion de espacios 1-dimensionales de la Proposicion 2.3, los otros

valores propios pueden ser deducidos de estos.

Lema 3.1. a) En la notacion de la Proposicion 2.3 y con Ay definida en (2.10), sea u € Ny X 2N
tal que dim((’;) V;k’f) = dim((’ft) V/;llf:ll) = 1. Entonces los operadores 1-dimensionales 6;6;( : (’;) V;kk —
(’;I)ijk y 6k6Z : (’L)Vﬁk’:‘ — (’L) ij":l‘ tienen el mismo valor propio.

b) Sea 1 € Ny x 2Ny y k € {1,2} tal que d&im(%)V}*) = 2. Asumimos que 8]_8,_1 y 8,8} tiene

1y, W

4 k—1 k+1 () y 7 Ak- Ak+1
los valores propios no cero ¢, y d,*" sobre ",/ V "Ly "/ Vi

0 respectivamente. Entonces existe una

base ortogonal {a, b} C (’/? Vj:‘ tal que

810, (@ =ci'a, 58] () =0,  3d(a) =0, 8d(b)=db.

DemostrAcION.a) Es conocido que spec(7T*T) \ {0} = spec(TT*) \ {0} para todos los operadores T
de la C*-algebra B(H). Al considerar el espacio de Hilbert H := H; @ H,, no es dificil ver que
lo mismo se cumple para operadores T € B(H;, H>). Ya que dim((’ﬁ V;Ak ) = dim((‘,’) ij‘:l‘) =1, los
valores propios de 626,( y 6k6z son 0 ambos zero, 0 ambos no cero e iguales.

b) Si dim((’;)Vj:) = 2, entonces dim((’L)V;:jl‘) = dim((’j)V;}i‘;‘) = 1 por Proposicién 2.3. Consi-
derando los operadores 1-dimensionales &;_; : (‘;,)ijk_‘l‘ — 1m(d—1) C (’ﬁij" y o : (‘;,)Vj::l‘ —
im(6Z) C (‘j} lef se sigue de los mismos argumentos como en la demostracion de la parte a) que

33
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8i-10,_(@) = ¢k 'a para todo a € im(B-1) y 8]8x(b) = d"'b para todo b € im(3]). Ademis,

im(8;_1) # {0} y im(8]) # {0} ya que los valores propios i~y d*! son no cero. Como (2.19) es un
complejo, tenemos im(8;_1) C ker(d;) = im(6z){ Por lo tanto cualquier par de elementos no cero

acim(O_1)ybe im(6Z) nos llevan a la base ortogonal requerida. —

El siguiente lema muestra como los valores y vectores propios de los “Laplacianos” 6Z6k y 6;(6,1

determinan los valores y vectores propios del operador de Dolbeault-Dirac D := 0 + 9.

Lema 3.2. a) Sean u € Ny X 2Ny y k € {0, 1,2} dados tal que dim((’f}V/’f:) =1y 626k(u) = cﬁu

parau € (‘;,) ij, donde c/’j > 0. Entonces existe una base ortonormal {u_,u,} C %)Q(°~k)ea5k(%)9(°’k))
tal que Du_ = — \[cku_y Du, = |[cku,.

b) Sean pu € No x 2No y k € {1,2,3} dados tal que dim(%)V}¥) = 1y 818} ,(v) = d*v para

Ve (‘3 V;kk donde d;; > 0. Entonces existe una base ortonormal {v_, v} C 5;_1((‘39(0”‘)) ® %)Q(O’k) tal
que Dv_= — |d\v_y Dv, = \|d\v,.

c) Sean u € Ny X 2Ny y k € {1, 2} dados tal que dim((’L)Vj:) = 2 y asumimos que 6Z_I6k_1(u) =
ciluparau e (’;)V;:jl‘ MURONOE d'v parav e %)Vj]f:l‘ concl” > 0yds" > 0. Entonces exis-

te una base ortonormal {u_,u,,v_,v.} en %)Q(O’k’l) ® (’f,)Q(O”‘) ® (‘,?Q(O"‘“) tal que Du. = + \[cku,

yDv, =+, /dﬁ“ Vs

DemosTtrACION.a) Consideremos u € %)Vj: \ {0}. Con el operador unitario J; del Lema 2.5, sean
i := Ji(u) € 4)QOP y i 1= §i(@) € 4 Q04D Entonces

0 (W) = JiJ; 0,0k Ji(u) = JidBi(u) = chJu(u) = chit.

En particular, w # 0 ya que ¢}, # 0y &t # 0. Ademés, + ﬁa +Ww#0yaque it LW, y O (W) =
Ors10k(i1) = 0 = Ci,ﬁ,t_lgl(ﬂ/) = éz_l(ﬁ) ya que (2.19) es un complejo y 52_151 C (0k0x-1)". Por lo

tanto,

D+ \/%mw):i\/%ék(anéz(m:i\/%w+c,’ja:i\/%(i\/%mw).

. P PSR .
En particular, /ckii + Wy — [ckii + W son ortogonales por que son vectores propios correspon-

dientes a distintos valores propios del operador simétrico D =  + 0. Finalmente, definiendo

Uy = ———(+ /cﬁﬁ + w) nos da la base ortonormal requerida.

[ES \/cﬁ i+
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b) Para v € “WVv%\ {0 ,sea v, = W + ﬁ] . Por areumentos
) Para v € VI (0] sea vy i= o lme (B i) = \Jd3 (). Por argu

similares como en a), puede ser mostrado que {v_,v.} es una base ortonormal de 5*((’39(0”‘)) ®
(’;fQ(O”‘) tal que Dv, = + |dXv,.

c) Si dim(%)V}*) = 2, entonces dim(%Vy*') = dim(%V{*!) = 1 por Proposicién 2.3. Apli-
cando a) y b) au € (”)ij" 11 \ {0} yv e (‘L)ij":l' \ {0} nos da una base ortonormal {u_,u,} C

WQOD @ 5, (WQOD) correspondiente a los valores propios + ck=1'y también una base orto-

normal {v_,v,} c 8;(%QO*D) @ % Q4D correspondiente a los valores propios + ,/dk*!. Como

im(0y_;) C ker(dy) L im(gz), concluimos que {u_,u,}L{v_,v,}, entonces la union {u_,u,,v_,v.}es

una base ortonormal del espacio 4-dimensional %' QO g W00 g ¥)QO&+D

El lema previo nos permite deducir una lista completa de vectores propios y multiplicidades del
operador de Dolbeault-Dirac a partir de los valores propios de los “Laplacianos” 616;( y 6;(61 sobre
espacios de peso mds alto 1-dimensionales. Las siguientes secciones son dedicadas a calcular los

valores propios sobre estos espacios.

2. Valores propios de 6860
Recalquemos que z; = u! u5 y2o =ul ”5 qu ”5 y por (1.43) tenemos
(3.1 2122 = 2241

Ademas, definimos

= Ei(z1) = quyus, % = Ei(22) = quyui — quaus),

2 1= Fi(z) = —quiuy, 7= Fi(z2) = —q(ujug — quiuy).
Entonces

(3.3) 24 = ¢hz, 1h = ¢hn, wh =4 -1 -¢ha, nh = ¢ hn,
(3.4 1z = ¢ui, b =g u, 12 =040 -1 -¢)un, ho = ok,

La primera, segunda y cuarta ecuacion en (3.3) y (3.4) ha sido demostrada en Lema 1.1. Usando
estas relaciones, la tercera ecuacion en (3.3) y (3.4) se sigue por actuar con E; y F; sobre ambos
lados de (3.1), respectivamente. Antes de pasar con el cdlculo de los valores propios se dardn dos

lemas auxiliares.
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. )y m, ) ) (r—1,542
Lema 3.3. Sean uy,ur € Ny X 2Ny, (m, j),(r,s) € ZX Ny y sean v € % V(:;,Jj') ywe % V((:,s) ",
entonces
(11 +u2) y 7(m+r,j+s) (1 +u2) y y(mtr=1, j+s+2)
3.5 WV, VW € " s V(m+r, i) D V(m+r,j+s)

. . (12) y A(r=2,s+4)
Similarmente, siw € ", 'V,

(/,41+u2)V(m+r,j+s) ® (/11+,uz)v(m+r—1,j+s+2) ® (,ul+u2)V(m+r—2,j+s+4)

, entonces

(3.6) WV, yW €

H1+H2 " (mAr, j+5) MH1tH2 7 (mAr, j+5) H1+H2 7 (mAr, j+5) ’
ysiwe %)V((:f)) entonces
(H1+H2) vy (m+r, j+s)
(3.7) wyv,vw € L V(m”’jﬁ).

DEemosTrAcION.Solo demostraremos (3.5) ya que la demostracion de (3.6) y (3.7) es andloga. Ya que
el peso del producto es la suma de los peso individuales, tenemos que wv es un vector de peso mas
alto de peso u; +u, con respecto a la representacion regular derecha y un vector de peso (m+r, j+s)
con respecto a la U, (1)-representacion izquierda. Por otro lado E;>v = 0y E5>w = 0 implican

E3>(wv) = (B3 w)(K; > v) + (E2» WY(E2 Ky v) + (E2» W) (K2 E2»v) + w(E3>v) = 0.
Por un argumento similar al parrafo siguiendo ecuacién (2.47) obtenemos (3.5). -
En el siguiente Lema damos las proyecciones necesarias para calcular los valores propios sobre
(20.21) 1/(0.0)
@n20 V(0,0

Lema 3.4. Con la notacion anterior y la proyeccion pr g, definida en (1.58),

(3.8) ProoGiz) = ¢ 25,

(3.9) Pl (Zad2) = -2,

(3.10) Pro(%221) = %Zzzl,

(3.11) Prog(2é) = ez,

(3.12) Pro(F1(21)) = %Zl,

(3.13) Pro(F1(22) = (21— Dzo.

DEemosTrACION.Notemos que 7121 = —uéu}lz], donde uéu}l € (g;g?\/ tiene peso (0, 0) con respecto a la

U,(so(5))-accion izquierda. Ademds, el espacio de vectores de peso (0, 0) en (20 tiene dimensién

(2,00
1 (20)y,(0.0) ® @0py,(=24)

2 y es dado por la suma ortogonal 5"V @ 55 Vo, de espacios 1-dimensionales. Por lo tanto,

por Lema 1.3,

(3.14) Pr(o,o)(Z/lzl) = _pr(o,o)(uéubzl .
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< 5 2,0)y,(=24) 142 2.0)y,(-24
El tnico vector de peso mas alto en ', 5V, es dado por (u,)". Entonces ;,'V, i es generado

por F2((u})?). Aplicando (1.13), (1.15) y usando las relaciones de conmutacién (1.22) y (1.27)
tenemos que F>((u})?) = ¢7'2[21)*(1 + g Hulul y

1 11 11 1211 -1 N -5/2 11
o Fr(usuy) = uyuy — q / usus = (1 +q + g Huuy +¢q / [2]ou,us
2

-1 1.1 -3/2[2 1.1
q ' Blauyu; + ¢ BLuul).

@Oy (=24 _ 1 11 -3/22 1,1
Por lo tanto 5 Vo " = Linfujuy + ¢~ 52ujus} y

L1 =322 11 11 -3/2[21> 1,1 (2,0071,(0,0) 4 (2,0)y,(-2,4)
Uy = —q 7T Mls @ (uyuy +q [3]2“1”5) € 20 Y00 @ 2o Yoo
entonces
11y _ =322 1.1 _ -3/2[2]
(3.15) Proo(hty) = =g * FRuus = —=q " 5E

y por (3.14), tenemos
sy N — ,-3/212h 2
Proo(Z121) = ¢ ﬁzl,

lo cual prueba (3.8).

Ademds, F(Z)) = gF(ubul) = qujut —uju} de tal manera que podemos aplicar (3.15) y obtener

. -3/212 5
Proo(Fi2)) = (¢ + 4P Eha =z

0.2)y, _ (0.2)y,00,0) (0.2)y,(-1.2)
0.2) V= 0.2) V(O,O)EB(OQ) V(O,O) ’
son 1-dimensionales. Ya que u%ui - qu%u}l es el unico vector de peso mas alto en
(0.2)y,(-1,2)
©02) ¥ (0,0)

Andlogamente, F((Z,;) € donde los espacios en la suma ortogonal

(©0.2)y,(=1,2)

02) V(-12)° Se sique

que es generado por

g IR NS N W SRS B AR V- 30 B S B
[2];/2F2(u3u4 qusuy) = quyuy — quyuy) — q " (uzus = qusis

(3.16) = (uyuj — qusuy) + ("' =)z,
donde hemos usado (1.30) y la definicion de z; en la dltima ecuacién. Por lo tanto
Fi(%) = quyus — quius) — (uytey = quyuy)
= (121 = D22 ® (~1)((n163 = quisy) + (¢ = 1)22),
lo cual nos lleva a pr o, (F1(22)) = (1211 — Dza.
(©,2) V(—2,2) (2,0) V(O,Z)

Para calcular Pr(0.0)(22Z1) primero notemos que 2, € 02 V2 Y 1 € 5y V(2. 5, entonces por

(22)y,(0.0) ® @.2)y,(-1.2) ® @.2)y,(=2.4)

Lema 3.3 el producto 2,7, € 22 Vo0 ® 22 Yoo o2 Voo, Y

-2 N 1.2 2 15,11 (2,2)y,(0,0)
(3.17) —q "Pr0)(2221) = Pro ) ((uyuy — quinyuyus) € 557V o)
Calculamos

12 2 11 . 12,12 2 111 12 2 111
F2Er((uyuy — quiugusud) = ¢ 121 — "> (uyus — quiuy)ujus + (uyug — quiuy)usus),
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202,012 2 1y, 11 2012 2 1y, 11 -1/2 2 1y, 11
FSE5((uyuy — quiug)uyus) = [215((uyus — quyuy))uyus — / (u1u3 QU Uz ) U Us
g
/ (”1”3 51”1”%)”3”5 +tq (”1”4 ‘1”1”4)”2”5)
Entonces
1.2 172 (g 'P+g732
-q pr(oo)(ZZZl)—(l q +[3]2)(u1u4 u4)u2u5+(q / —%)(u u3)u3u5
21
(3.18) + @(ulu2 — quiub)uyus.
Por Proposicién 2.3 tenemos (g g) V((g 8)) Lin{z,z;} y por lo tanto
12 g2 g
1-q +[3] )(u u4)u2u5 + (q [3]2 ))( u3)u3u5
1 1
(3.19) + @(”1”2 quiwy)ugul = a(uju qu1u5)u1u5.

para algiin & € C. Como O,(S O(5)) es un dominio, este es equivalente a
_ 1/24 ;=312
(1 - g+ )l qu%ufou; + (g7 = ) i — quiu)ul
(3.20) — g — quiuyuy = a(ujul — quiudu;.
Actuando con F; sobre ambos lados de (3.20) obtenemos
7(l-q "'+ & [3] (”i”zzt — quiuyuy = —qoug g — quiu)u;.

lo cual implica

gl —gly 2y = 2

=—q(l-q " + ) =g

Esto nos da (3.11).

Similarmente para el calculo de pr,,(2221) observemos que 2, €

(0.2)y,0.2) 5 e 20y, (-2.2)

02 Y22 Y21 € 20 V22
PR 2.2),00,0)  22)y/(-1.2) L (22)y/(-2.4)
El Lema 3.3 nos da 221 € 55 Vo1 @ 22 V0o, @ 22 Voo, Y Por lo tanto
N 1.2 2 10,11y~ (22)7,0,0)
(3.21) pr(o,o)(ZZZI) =—-q pr(0,0)((uzus - quZ”S)ul 4) € 2.2) V(() 0"
Calculando las acciones
1,1 1,1 -1/2
FLE((ubu3 — quiug)uguy) = q[21o((uyu3 — quiug)uuy — g~ (uyus — quiud)ujus),
212 ~12
F3E ((u2u5 quzus)u u4) = [2]2((u2u5 quzus)u1u4 /(u%u5 qugus)u u3
3 2 1
/ (”3”5 qu%”s)“ itq (”4”5 qu4u5)u ”2)-
Entonces
-2 3y = (1 NI 172 _ (@P+4'?) 2 1y 11
=4 Proo(Zz) =0 -qg+ [3]2 )(uzus quyus)uyuy + (q B (U 3“5 qusuUs) U Uy

(3.22) [3]2 (u4u5 qu4u5)u u2
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Ya que (g g;) V((g 8)) Lin{z,z;} tenemos
1/2 3/2+ 1/2
(1 -g+3; )(u2u5 quiuduiu +(q/ G B E WDl — quidulyul ul
1
(3.23) [%]2(”4”5 qu4u5)u = oz(ulu5 us)u us,

para algiin & € C. Como O(S O,(5)) es un dominio (3.23) es equivalente a

3244112

(1 - g+ B0 )(u2u5 quyus)uy + (g% ~ U [3]2 ) a5 — quiUs )iy
(3.24) [3] S (uyul — quiuduy = ga(ujui — quius)us.
Actuando con E; en ambos lados obtenemos
(3.25) -(1-¢ + )(u2u5 quzus)u5 =q a(u2u5 quzus)us,
lo cual implica @ = —% y junto con (3.21) nos lleva a (3.10).

. s (02 22 (0.2) 1,02
Finalmente para demostrar (3.9) tenemos que 2, € EO 2;) V(( by 2)) 2 € EO 2;) V((2 )2) Entonces Lema
3.3 nos da
S 2 0,4)1,0,0) o (04)y,(-12)  (0.4)y/(-2.4)
2% = —q (u1u4 u4)(u2u5 quzus) € 04) V(0 0 @ 04 V(0 o © 04 V(0 0 -

Calculando las acciones

F2E2((u}uf1 u4)(u2u5 qu%u;))
= [2]( - q_l/z(”1”3 ”3)(”3”5 qu3”5) +q (” ”4)(”2”5 quz”s))
F3E5(uyu — quiuy)(usus — quyus)) = [215((uyu; uz)(u4u5 quius
- (q 2+ q 3/2)(u qu1u3)(u3us qu3u5) +q (u qu1”4)(”2”5 quzus))

gy 0,4) 1 /(0,0 .
Ya que pr)(2222) € (((o 4))) V((0 0)) L1n{z§} tenemos

1/2 _ (g Vg }/2))(

(1-q '+ [3] )(u wi—quiuy)uyut — quoul) + (g7 0, quius)(usus — qusul

(3.26) + ﬁ(ulu2 utuy)(ugus — quiul) = 63,
para algin 6 € C. Ahora aplicando E% a ambos lados de (3.26) obtenemos
~¢" (1 =g+ £)(q " + b2 — quiul)? = ¢P(1 + ¢HBubi? — qudub)?,

lo cual implica § = —g(1 —g™' + [3]2) = @ -

ProposiciON 3.5. Sean n, [ € Ny. Entonces

t g*c [2]2 ([n+l+2]1[n+l]1+[n+l]1[n]1) @n,21) ¢ ,(0,0)
(3.27) ByBo(up) = *2 A uo, o € Grop Vigo MO}
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DEemosTrRACION. Actuando nuevamente en ambos lados de las relaciones en (3.3) por E,, y usando
E>(z) = 0y K»(z) = z para todo z € B, obtenemos para j = —1,0, 1
aXj@) = Xz, uXi@) = X,

(3.28) ! i
2Xi(z1) = Xj(z1)z2 — (1 = ¢)Xj(22)z1, 22Xj(20) = ¢ Xj(22)z22,

De Proposicién 2.3, sabemos que z,z" genera (gxg) V((g”g)) . De (1.52) y (3.28), se sigue que

-1 n—1
) 1 1 k I-k—1 l_Jj —j-1
o 9@t = Xi(@z) = X Xi@)n ™ o + _Zozzz{ Xi(z)zy’

-1 n—1
~2k _I-1 2j 1 -1
= kZOq 7, Xi(z)z) + _Zoq '3 Xi(z1) 7]
= J=

(3.29) =g "L X122 + ¢ [l B X @)

Comoz; = Ei(z) € (g:g;) V((zz’f))z) yZ = E(z) € (Eg:g) V((g”f)z), obtenemos de (1.13), (1.54) y la propiedad

invariante de los elementos en B
F3(25 ' X1(22)2) = 2 ' F3E3E (22)2] = 21325 ' %2,
(330) 2,1 n—1N _ 1 212 n—1 _ 2.1, n-1
Fy(5X1(z1)2) ) = o FEE(z)zy = 2107 -

Ademds, por los mismos argumentos junto con K (%) = q7*%;, tenemos

-1 4 -1y 2 I-1 . -2 I-1g4
(3.31) Fi(zy 22) = Fi(z; )+, Fi()dl +q 7, 2Fi(2)
) 14 n-1 Ing n=1, ] o=l =21 -1
Fi(2,2127) = Fi() 212 + 5, P20 +q 40 F(E0).

Por otro lado, similar a (3.29), obtenemos de (3.4) las siguientes identidades

n n—1
k=15 —k =2k s -1 —n+1 s -1
Fi@) = 2z a7 = Lg - ud =q" [nha
k=1 k=0
(3.32) l o
l k—1y _I-k 2k _I-1y -1 -1
Fi(z) = X2 25" = 29775 2=9 [lhz 2.
k= k=0

Combinando (3.29)—(3.32) y aplicando Lema 1.3 obtenemos

~2c2 n - - S 2 \N - - 2 n
Zf[Z]% 6360(Z12Z1 =q l[l]l[l_l]lzlg Zpr(o,())(ZZZZ)Zl +4q l+1[l]lzlz lpr(o,())(Fl (ZZ))Zl

- -1 RN 2 -1 < 2 \on—1
+4q ! n[l]l[n]lzlz pr(o,o)(Z2Z1)Z'f +q"+l [l]l[n]lzlz pr((),())(ZzZ])le1

(3.33) +q" )iz pro o (F1(E))2) ™" + ¢~ [nli[n—11125pr g 021202 2.
Esta tltima ecuacién y Lema 3.4 implican

c n n
(3.34) 2 8080(52)) = piazhz]

PA2E
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donde
pun = Zo U= 105+ (21 = D™ [ + S [y
(3.35) + EE )+ B2 ]y + g PR [ [n- 1],

41

Muliplicando ambos lados de (3.35) por (g — g~ ')*[3], y escribiendo y;,, en potencias de ¢ tenemos

—l+1 —I+1

(q+q ' +)(q+q -
q™")

—-g"M+q (g +g "
_.q_2

2n+2

(q-q VBl =a ' -g)g "' =g +q
+q"7N g - g G g+ ¢ - g -
+qd" g +q + 1+ g+ g —q )"

n+l+2

2[+2 2[+4 _ =21+4 -21-2n-2

)+(@ 2 +q
‘g
2n— 4

¢ —qH+ +q?
_ q2n+2 ) + (q
—2n—1

+q

=(q
+(q +q
+(@ " +q”

-9

2n+20+2 21+2 2n+1 2n—

-q
-q "+ (q

2n—4
+q )
2n-3 —2n-2

+q -4

—-q-q¢)+(q -q
LgA g

-q”

—2n—

2n+21+2 + q

_ 2 -2 o+l
=4q

—q 7 +gq :

_q_ -1

q

b

es decir,

[n+1+2] [n+1] +[n+1] [n]y
[3]2 )

(3.36) HMin =

Esto ultimo y (3.34) implican (3.27). .

3. Valores propios de 6{61

D(g—q"

-q")(q""

-21-2

)q'—q7)

q—n+1)

_ q—Zn—Z)

-q7)

Similarmente como en la seccidn anterior, para calcular el valor propio de 6?61 se dard un lema

auxiliar de proyecciones.

LemaA 3.6. Denotemos by := (u3u4 qu3u4)u5 Entonces

q"*(g+1)

(3.37) Proy(BiXo(z1) = [21,°( = G zauj () + Ll — quiubyulzy),
(3.38) Pra oy (Xo(z2)b1) = ;maw% qudub)ud,

(3.39) Pr o) (223t — quiug)ug) = —or _20by,

(3.40) Pr .0, (U313 — quiiug)uy) = [Zhbl,

(3.41) Pro (Uyus — quiu)usz;) = —ﬁblzl,

(3.42) Pro (ab))?) = —-bizr.
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DEMosTRACION.Primero notemos que b; € (8 g;)V(OZ) y Xo(z1) € (g g;)V((?g)) Lema 3.3 implica que

327 A(1.2) o (22)7A04 1 .
b1 Xo(zy) € (53 2? V((1 2)) @ (52 2? V((1 2)) Ya que uéuﬁ qu3u4 V(( 12)) es un vector de peso mas alto para
una U, (I)-representacion irreducible, tenemos Ez(ugu 4 qu3u4) = 0. Entonces, por (1.15), (1.31) y

(3.16),

FoEx((uu — quiug)uy(us)?) = — 1/2[2]1/2F2((u3u4 quzug )iy (us)°)
= —q P21 ((uyu — quiuy) + (g7 = Dz2)uy(us)* + g~ [2]a(ubuz — quzug)uz(us)’,

R _ 1 _ 1
4~ grq T 210

por lo tanto, usando

Pr(1,2)((”§”4 CI“3”4)”3(“5)2) =(1- an F2E2)((”3L‘4 51”2”4)“3(%) )

(g32—q71/7)
(3.43) [2]1(u3u4 qu3u4)u3(u5) + 1 o (u2u4 qu2u4)u4(u5) +qTZ2u4(u5)

Claramente, zpu,(ul)* € (3:2)y,(1.2)

(32) "(1,2)°
32) 12
(23 2;)V((1 2)) Lin{(uyu? — quiul)ulzi, zu)(ul)?}, existen @, B € C tal que

Ya que ambos lados de esta dltima ecuacidén pertenecen a

3/z(ugu4 qugu4)u3(u5) +(u2u4 qu2u4)u4(u5)

(3.44) = aq  (uyus — quius)uy (us)* + Blurus — quius)ug(us)’.
Como O(SO,(5)) es un dominio, esto es equivalente a

3/2 2 1N 1
7' (”3”4 qu3u4)u3 + (”2”4 qusty )iy

(3.45) =aq (u4u5 qu4u5)u1 +ﬁ(u1u5 qulus)u4
Actuando con F; en ambos lados de (3.45) nos da

(uyuy = quiuguy = ~Ba(uyu = quiuy)uy,
es decir, 8 = —¢~!. Ahora actuando con E| F % en ambos lados de (3.45) obtenemos

3/2 1/2
—q/ /

(g + 1)(”2”5 quz”s)”z +t4q (”2”5 qu2u5)u2

-5/2

3/2
—q (”2”5 quz”s)uz ﬁq/(uzus ‘]“2“5)“2,

lo cual implica @ = g*(g + 1). Sustituyendo « y 8 en (3.44), obtenemos

[2]1(”3”4 4”3”4)”3(”5) + ](“2”4 qu2u4)u4(u5)

72 g3
_ q9""(g+]) 1,,,1\2
=105 (u 4u5 qu4u5)u5z1 [2]1 S 2oUy (Us)”.

Combinando la dltima ecuacién con (3.43) obtenemos (3.37).

Ahora notemos que

(3.46) Xo(z2)by = qI21,*(uhiis — quiud) b — quiuus.
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0,2)y,(0,2 : : 1,4)y,(1,2 1,4) 1 ,(0,4
(EO 2;)V((1 0)) , Lema 3.3 implica que X(z2)b; € (El 4;)V( ) @ UDyOY Entonces calcu-

Ya que Xy(z;) € 12 %Y 149 V12):

laremos la proyeccion

1 1.4)y,(1,2)
pr(l,z)((uws 61”3”5)(”3”4 4”3”4)”5) € (14 V(12)

Calculando la accion

F2E2((u3u5 quS”s)(u3u4 qu3u4)”5) = - 3/2[2 ]/2F2((u4”5 qu4”5)(u3u4 qu3”4)u5)
= 3/2[2]1/2( _1/2[2]1/2(u3u5 qusud)(usu; — qusul)ul
+ ‘]_1[2];/2(“4”5 quius) (uyug — quiuy — g~ (uzus — quiug)) u5)
Ya que <§}j§)v(<} 22)) Lin{(u{ug us)(u4u5 qu4u5)u5} debemos tener
Pr(l,z)((uéug - 61”3“5)(”3”4 qu%ui)ué) = a(u}u% “5)(”4”5 4”4”5)”5

para algin a € C. Entonces

12
a(ujui — quiub)uhu — quiub)ut = [2]1(u3u5 quiud)uui — qusul)ul

-1/2

(3.47) [2]1(u4u5 quiud) (uyus — quouy) — g~ "2 (uiil — quiud)) ul.

Cancelando ué y después actuando con E; obtenemos

aq(uyuz— qu2u5)(u4u5 quiul) = [2] (u3u5 quiul)?
(3.48) [2] (u4u5 qu4u5)(u2u5 quzus).
Ahora actuando con E% en ambos lados de (3.48) tenemos

7/2 2 _ 2 12

21
uyus — quius)’ = [2]1(‘1 + @) uus — quius)’ + 20 o (ugus = quius

lo cual implica

72

_ _-5/2 1 _q
a=q ([2]1(q+1)_ﬁ)_q[27'

Esto ltimo junto con (3.46) nos da (3.38).

Ahora pasamos con la demostracion de (3.39), como en los casos anteriores primero notemos
N 02)y,(-2,2 12)y (1,2
que z; € (EO 2§)V( 22)) y (u3u5 qu3u5)u5 (El 2;)V((2 0)) Entonces Lema 3.3 nos da zz(u3u5 qu3u5)u5
(1,41,0.2) 4 (1.4)y,(-1.4)
as Yoy ® w4 Voo . Calculando la accién
1,2 21y, 1 1/21971/2 12 21y, 1
FrE>((uyuy — u4)(u3u5 qusUs)Us) = —q/ [2]2/ Fo((u,uy u4)(u4u5 quizUs)Us)

= 2]2((”1”3 ”3)(”4”5 61”4”5)”;+51_1(”}“421 ”4)(”%”5 quz”s)us)
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Entonces
1,2
Pro ) (1 = quiuy)(uzus — quius)us) = [2]1(” quituy)(uzus — quius)us
1
(3.49) —ﬁ(ulu3 u3)(u4u5 qu4u5)u5.
Ya que pr (e — u Dtu? — quiubul) € (14)y,0.2) Lin{z,(ulu ulul)ul} tenemos
que prig (U Uy — 4 N\U3Us q355 14 Y02 Z234 q345
1.2
%(ulu4—qu uy)(usus — qusudul — [2] S (uju; — quiuy)(uyus — quiud)us
(3.50) :a/(ulu5 us)(u3u4 qu3u4)u5

para & € C. Cancelando u{ en ambos lados

12 2 1
%(ulu4—qu ) (usus — qusul) — [2] A (13 — quiuy)(ugus — quyus

(3.51) = a(uuz — quius)(uzu; — qusiy).
Actuando con F; en ambos lados obtenemos

>l 2 21 1,2 2,1
[ZT(L‘IW utuy)(usuy — quiuy) = qa(uu; — quiuy)(uzu; — qusuy),

7

lo cual implica @ = .

Ahora procedemos con la demostracion de (3.40). Primero notemos que uéuﬁ qu3u5 (Eg g) V((?g))

y u} € {9V 3). lo cual por Lema 3.3 implica (uju —quduuj € {5 V5 @410 Vi, Calculando

F2E>((ujus — quiud)uy) */2[2]“2F2<<u4u5 quius)uy)

2((”3”5 qu3u5)u4+q (”4”5 51”4”5)”3)

Entonces

1 1
Pro, 2)((”3145 ‘1”3”5)“4) = [2 (”3”5 ‘1”3“5)“4 [2 (”4”5 ‘]”4”5)“3-
1.2)1,(0.2
Como pr(o,z)((uéu5 qu3u5)u4) € (El 2;)V((0 2)) L1n{(u3u4 qu3u4)u5} debemos tener

(3.52) [2] (u3u5 quiuduy — l2J S (uyut — quiuduy = alugu; — quiuyus.

para algin a € C. Actuando con F; obtenemos

[2]1 (u3u4 qu; u4)u4 qa/(u3u4 qu3u4)u4,

-2

lo cual implica @ = .

Ya que ui2; = —¢ 'uyz; entonces (3.40) y Lema 1.3 nos dan (3.41). Finalmente para demos-

©0.2)y,(=2.2) (u1)2 GOy, (1,2)
3\7S

trar (3.42) notemos que 2> € 5 Vi 5 Y u 30 Vo) Y entonces por Lema 3.3 tenemos
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s o 1e1\2 -~ (32)1,0.2) L (B3.2)y,(-1.4)
Zouy(us)” € 3.2) V(o,z) ® 3 V(o,z) . Calculando

1,2 2018, 10 1N2 1/27~71/2 1,2 2018, 10 1N2
F2E2((u1”4 - qu1u4)u3(u5) )=—¢q / [2]2/ F2((”1u4 - qu1u4)u4(u5) )
1,2 2 ANl N2, —lg 12 2 1y, 1, 1N2
= [2]2((1/‘1”3 _qu1”3)u4(u5) +4q (u1u4_qu1u4)u3(u5) ).
Entonces
1,2 2 IN 1 IN2y g g1 2 2 IN 1 N2 1 12 2 1y, 1o, 1N2
Pro,2) (1 = quing)uz(us)”) = gy (uyuy — quyng)us(us)™ — pp-(uguz — quyus)uy(us)™
Ya que pro,,((uli — gui2ubul@h?) e C2DvO? = Linf{(ulu? — quiul)ulz)} y ulzy = g7 2u (ul)?
que pro o)\ iy — quiyit,)uz(Us 362 Y02 = Uy — qusUy)usZip Y Uszy = g “uy(Us
tenemos
1,2 2 ANl N2 1 o102 2 1y, 1o 12 —2, 1 2 2 1y, 1, 1N2
(3.53) o (g — quinuy(us)” — o (uyuz — quiuy)ug(us)” = aq™ (uziy — quyity)u (us)”.
Eliminando (ué)2 en ambos lados la ecuacion anterior es equivalente a
1,2 2 11 1 102 2 1y, 1 —2, 1 2 21y 1
(3.54) o (uyuy — quinguy — or-(ugus — quiny)uy, = aq (uziy — qustty)u;.

Ahora aplicando F F, en ambos lados de (3.54) obtenemos

12 ¢* /1.2 2. 1y,,1 —2rn11/2/,.1, 2 2. 15,1
[2]2/ [‘Z’T(ulu4—qu1u4)u1 =aq [2]2/ (uyuy — quiuyu,,

4

— 4
locual nos da a = o

Con las proyecciones ya establecidas podemos proceder a calcular los valores propios de 6161.
(2n.0)1,(0.2) . (0.20)y,(0.2) @2n0)y,(1.2) _ (02D)y,(1,2) _
ano V02 Y 02 Y02 Y2AU€ 240 Vi) = 02 Vi) =
{0} de acuerdo con Proposicion 2.3. Por lo tanto solo tenemos que calcular los valores propios sobre

(2n+1,21+2) V(O,Z)
(2n+1,21+2) " (0,2)*

Notemos que 61'6 | se anula sobre los espacios

Esto serd hecho en la siguiente Proposicion.

ProposicioN 3.7. Sean n, [ € Ny. Entonces

(3.55) 6%61(u1) _ PARLBL-D? (ni+3)1 n++2]1 +[n+2)1 [n]1)
. | =

(@n+1,21+2) 1 ,(0.2)
3312 21} Vo) \ 1O}

@n+1,21+2) ¥ (0,2)

up, U €

DemosTrACION.Recalquemos que by := (ujuj — quiuj)ul. Por Proposicién 2.3 sabemos que z,b;z"
@n+12142)1,02) A -«
genera EZZ ey +2; V((o,z)' Andlogo a (3.29), obtenemos de (3.28)

-1 n—1 , )
XO(lebIZlil) — kZOZSXO(ZZ)ZIZ—k—]KzKl(bl)Zrll + ZéX()(bl)Zrll + Zozlzbl Z{ XO(Zl)ZT_-/—I
= ]:

-1 n-1 .
= quOq‘z"z’{‘Xo(zZ)blz'f + 25 Xo(b1)Z} + Zoqzjzlgblxo(Zl)ZT_l

J=

(3.56) = ¢ "5 Xo(z2)b1 2} + 5 Xo(b1)7) + ¢ [n)125b1 Xo(z)Z) "
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Ya que Xo(by) = E>E (uytdi—quiuul) = ¢**[2],* (- quiubul € (3 V(}3), por (1.59) tenemos

que pr(Lz)(ZzXO(bl)z’]’) = zzpr(l,z)(Xo(bl))z1 = szo(bl)zl. Entonces, nuevamente por (1.59), para
calcular pr(l’z)(Xo(zlzblz’f)) necesitamos conocer las proyecciones pr; 5 (Xo(z2)b1) y pr; 2)(b1Xo(z1)).

Sustituyendo pr; (b1 Xo(21)) ¥ pr; 5)(Xo(z2)b1) de Lema 3.4 nos da

2 [3[]32]21 81(zhb12]) = Pr, 2)°X0(Z2blzl)
= (@121 + g+ ), B ~ quus s3]
(3.57) —¢"'[nl, E/z]fz] AU
Entonces

n+2
Fy(pr, 5, 0 Xo(2hb12))) = 2]2((]+ o7 T, + [2(]q+1)[n]1)z2(u3u5 quiulusz"
(3.58) + Lo 2halnli2h ulwd)?2
De (3.32) obtenemos

I-1
Fi(h(uus — quiug)usz)) = ¢ 1125 ' 2a(uus — quiug)usz) — 25 (uauy — quiuy)usz)

(3.59) — g 'y (uuz — quiuduz + 7" [l Zh(usuz — quius)usnzi

Fi(g w3(us)’2i ™) = '+ 2’2 — 7' 2115 w3 (wgus)zy ™

+q7"[n = 11125 uj(ud)? le’l"

2 1 -1 —n—2 +1..1..1..1 1
(3.60) = ¢'ll + i)’z = (g7 '[121 + ¢ [n = 1)z ubujuiz)™,
c L0 p-12) ¢ 002
a0 Voo, Y talts € 5o Vg

Por otro lado la Proposicion 2.2

donde hemos aplicado Lema 1.1 en la segunda igualdad. Como u; €

entonces por Lema 3.3 tenemos ujuyul € (8 8? V((g 22)) @ (g 8;) V((0 ;)4)

(3,0) V(O 2) _

nos dice que 5,;Vo5 = {0} y por lo tanto pr, 2)(u ugus) = 0. Aplicando Pros) a (3.59) y (3.60)

obtenemos

Pro, 2)(F1(Z2(”3”5 51”2”5 Z’f)) = l l[l]lzz Pr, 2)(Z2(”3”5 qu%”s)us)zl
_Zzpr(o 2)((”3”4 61“3”4)”5)21 q' Z2I3r(o 2)((“3”5 qu3”5)’f‘4)zl

(3.61) +q " l[n]lz2pr(02)((u3u5 qu3u5)M5Z1)Z ’

(3.62) Pr, 2)(F1(Zl+lu3(u5)2 ‘3 1)) = l+ 1]1Z2pr(0 2)(Z2u3(u5) )Z

Ahora sustituyendo las proyecciones de Lema 3.6 y pr, 2)(b1) = b; en (3.61) y (3.62) obtenemos

(3.63) Pr(oz)(Fl(Zz(u3u5 ‘1”3”5 521)) == [2] [l]l +1+ 5 [2]1 -+ q[2]1 )Zz(u3”4 qu3u4)u51’1‘,

(3.64) P (F1 (25 uy(ui)’z ™) = [2]1[l+1]1z2(u3u4 quiuyusz).
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Combinando (3.58), (3.63) y (3.64) obtenemos

(3.65) o (2B 2818, 7)) = A b,

donde

—I-1 n+2 1+2 -3 —n—4
— q g (g+1D) q q q
/ll,n - (q + 2] [l]l + 21 [n]l)([z]l [l]l +1+ 21 + 2% [n]l)
n+l+3

(3.66) — T [nl[l + 1];.

3
Multiplicando ambos lados de (3.66) por (g — ¢~')*[2]? y escribiendo en potencias de ¢ tenemos

G- V21K, = @@ -¢)+q"d -qg)+d@ + )G —q™)
(@G -qgH+d@ - +qq-qa")Y+q" g - q")
_ qn+l+3(qn _ q—n)(ql+l _ q—l—l)

= (= g2 4 @ 4 2 PP - g

(gl gl gl ey

= (g = I 4 (P — gy 4 (P - Y
B L L I

= S U g gl ey 2 2 2

es decir,

R [n+1+3]11 [n+1+2]; +[n+2]; [n];
b = 212 '

Esto ultimo junto con (3.65) nos da (3.55), lo cual completa la demostracion. —

ComMEenTarIo 3.8. Notemos que el valor propio de 606g sobre 720y 02 (022,00 - hincide

2n+2,0) Y 02) ¥ (021+2) ¥ (0,2)
con el valor propio de 6860 sobre %Zﬁ’g? V((g ’8)) y (Eg’éﬁfé;) V((g ’8)) respectivamente por Lema 3.1. Ademas

+ 2n+1,2142)) 1 (0,2 20+1,2142)) 10,0 ey
890, se anula sobre (EZZ 1 +2;) V((o,z)) yaque (ﬁzﬁ 1o +2;) V((o,())) = {0} de acuerdo a Proposicién 2.3. Es por

eso que los valores propios de 6068 sobre los %) V((g 22)) 1-dimensionales no son calculados.
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4. Valores propios de 616;

Lema 3.9. Denotamos e := (u3u4 qu3u4)(u5)2 Entonces

(3.67) ProsyGaFa(en) = ~qI21( ~ -uul + - zo(ubiid — quiub)z),

(3.68) Prosy (Fa(eNz) = - [2]”2( - zpubulzy + (g]q)(uws quzus)z7),
(3.69) proo)(FiFa(er)) = 21,%((q + ¢ )zaugul — (1 + ¢7" + @) iz — quiud)z),
(3.70) pr(l,g)((uéus quaus)UyUs) = [2}216

(3.71) Pr o (ugus — quius)uzus) = _%el

DemosTrRACION.Primero calculamos

-q Z2F2(€1) = (” — quy u4)F2((”3u4 qM3M4)(u5)2)

1/2

[2]1/2(uu ”4)(uzu4 qu2u4 (“3“3 q”3”3))(u5)

(3.72) (203 (uyu? — quiuy) (g™ (ubu? — qu2u4>—<q — g )z (ud).

donde hemos utilizado (1.30) en la ultima igualdad. De célculos anteriores y de 3.(1) de la Pro-
posicion 2.3 sabemos que z; € (28 ;;)V( 2222)) y Fy(ey) € g é;)V((Zl g)) Entonces el Lema 3.3 puede ser

aplicado para darnos 2, F»(ey) € (g jg) V((g 22)) &) (g j;) V((O 5)4) Calculando
F>Ex((ujf — quiu) (g™ (whis — qugul) = (q7' — ¢7)z)(ud)?)

[2]1/2F2((u%u4 u4)(u3u4 qu3u4)(u5) )

~1/2/,1.2 2
= [2]2( -q 1/ (u%u3 u3)(u3u4 qu3u}1
+ g g — quiug)(uyul — quiug — g~ (s — ‘]”3”2)))(”5)
esto 1( ) ( _ —2) — 1,2 2.1 1/2( ) d
y ¢ i — qusuy) — (¢ — g7%)z2 = ugui — quauy — uyu3 — quiuy) nos da
12 21 —1/2
Pr(o,z)((”1”4 “4)(”2”4 quauy — g (uzus — quiu))(us) )
-1/2
= o (u u4)(u2u4 quiuy — g (i3 — quiud))(ul)?
(3.73) [2]1 (u u3)(u3u4 qu3u4)(u5)
2.4)7 (0,2 g
Ya que pr, 2)((u] u; — quiuy)(uyu — quiuy — g~ 2 (uyu3 qu3u3))(u5)2) (52 4;) V((O 2)) , y por Proposicién
2.3 tenemos (g i;)V((g ,f)) Lin{zJujus, zz(u4u5 qu4u5)zl} entonces deben existir @, € C tal que

q (w313 — quiuz))(us)?

21
[2]1(” quiuy)(uyu; — qusuy —
2 1y, 1)2

[2]1 (“1”3 quituz)(uzu — quiuy)(us)

(3.74) = a(u}us - qulus)zu}tu; +,8(u1u5 us)(u4u5 qu4u5)u
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Cancelando ué de ambos lados obtenemos

2 o (ugus — 51”1”4)(“2”4 quouy — g~ (uzu3 — quius))us
[2] (u — quiul)(uiug — quiuy)us
(3.75) = a/(ulu5 - qulus) u4 +,8(u1u5 us)(u4u5 qu4u5)u1

Actuando con F f en ambos lados de (3.75) obtenemos

—3-° + gHwg — quiug)’uy = (q* + ¢)eujug — quiuguy

. . 3
Esto implica @ = — .

Ahora actuando con E?F3 en ambos lados de (3.75), el lado izquierdo se anula y obtenemos

—(q* + ¢Hg P 12hauyu — qusut)ub — (¢* + ¢Hg P21LAWs 3 — quiul)u;

o equivalentemente
2 12 2182, 1
0 = (q"a + B)(uyus — quyus)u,,

lo cual implica 8 = —g*a = [2] Sustituyendo @ y S en (3.74) y combinando con (3.72) nos da
(3.67).

Similarmente tenemos que

1/2 211

Fy(e)z1 = —q[2 ]1/2(142“4 qu%”}l (u3u3 qu3”3))(”5) Uiy

(3.76) = —¢ 121 (g7 il - qu2u4>—<q‘ — g Hz)uyulzy,

donde hemos usado relaciones de Lema 1.1 en la segunda igualdad. Ya que wuju. € (g g;)V(g 22)) y
0.2)70,0) 4 (02) 712
g 'yt — quiu)) — (' —q )z € (EO 2;)V((0 0)) ® (EO 2§)V((o 0 ), entonces Lema 3.3 implica

22)1,002) 4 (22 14
(3.77) (¢ (%”4 4”2”4)_((] -q )ZZ)”4”5 Ezzi)v((oz))@(gzz?v((oz))-

Calculando

FZEZ((Q (”2”4 qu2u4) (C[ -q )ZZ)”4”5) [2]1/2F2((u3u4 qu%”zlt zllué)

1/2 3/2 1

_61[2]2((”2”4 qusu;, - (U303 — qusus))uy (3t ~ qu3u4)u3)u5

3/2

= q[21a((q™ " (w; - quiul)—(q —q )l — g — quiuulul),

y aplicando la proyeccion pr, ,, nos da
pr(o,z)((q_l(u;m‘ qusuy) —(q ' —q )Zz)M4M5)

(3.78) [2]1(q (u2u4 qu2u4)u4u5 (g~ —q_z)zZu4u5)+ o (u3u4 qu3u4)u3u5
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Ya que prg o, ((uyu; — quauy — g~ "> (uius — quauy))uyul) € (g ;;)V((g 22)) y por Proposicién 2.3 sabemos
que g ;;)V(((())zz)) Lln{z2u4u5, (u4u5 qu4u5)zl} entonces existen a, 8 € C tal que

[2]1 (”2”4 quiuyugus + 4 on (”3”4 quiu)usus
(3.79) = a(ujul — quiu)ujul + Blusus — quiul)u;us

Cancelando ué tenemos

'
[2]1(“2”4 qu2u4)u4+ 2 (”3”4 qusu)us

(3.80) = cv(ulu5 us)u4 +ﬁ(u4u5 qu4u5)ui.

Actuando con F; en ambos lados de (3.80) obtenemos

i - quiuul = gl - quiuul,
es decir, @ = _[T Ahora actuando con E F5 2 en ambos lados de (3.80) obtenemos

[2]1 q'*[2)a(uyuz — qusud)uy — [2]1 [2]2(q + 1) (usus — quyus)u,
(3.81) = —q 2L aubus — quyus)uy — g P28yt — quiul)us.

o equivalentemente
g = 1-9)=-ga-p.

Sustituyendo a en esta ultima ecuacion obtenemos 5 = Sust1tuyend0 a 'y B en ecuacion (3.79)
y combinando con (3.76) y (3.78) nos da (3.68).

De manera analoga tenemos

FiFy(e) = F1F2((u3u4 C]“3“4)(”5) )

212 “1)2
/ Fi((uyui — quauy — g

(”3”3 ‘]”3”%))(”5) )

1/2

=[21;/2(<uiui—qu%ub<ué>2—q N (ubis} = quiu, — g (Wil — quiul))uyul).

Ahora notemos que FiF,(e;) es un vector de peso més alto de peso (2,2) con respecto a la
U, (so(5))-representacion derecha y de peso (0, 2) con respecto a la U, (I)-representacion izquierda.
Por otro lado por relaciones (1.5) tenemos que E2F1F2(e1) = F1E2F2(e1) = [2],FE>(e;) = 0y por

2.2)7,0.2) . (2.2 14
lo tanto F1F,(e;) € (52 2;) V((0 2)) &) (E2 2;) V((0 %) ). Por otro lado calculamos

FrE FiFy(ey) = FoF EyFy(er) = [2]2F2F (ey) = —[2]2[2]1F2((M3M4 quiui iué)

1/2 3/2

= 2] 3/2 2]1((u2u4 quiul — (usu3 — quisul))ujul — (w3 - qu3u4)u3u5)
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Entonces

Proo)(F1Fa(er)) = —[2]1/2 2(uyu; — quyuy — g (ukus — qusus))ugus
+ [2]1/2(u%u4 - qu1u4)(u5)2 - q_3/2[ ]1/2(143u4 qu3u4)u3u5

22)y,02) _ 1 -
Ya que pry,,(F1Fa(er)) € (3 Vg = Lin{zaugus, (uju? — quiul)zi} tenemos

1/2

[2 1/2 _2(M2M4 qu%ul (u3u3 qu3u3))u4u5 + [2]1/2(u quzui)(us)

—3/2[ ]1/2

-4 (“3”4 qu3u4)u3u5

(3.82) = a(u1u5 u5)u4u5 +,/3(u4u5 qu4u5)u
Cancelando ué tenemos

- 121" q (i — quiuy — '

—3/2[2]1 /2

(uyu3 — quius))uy + [Z]I/Z(M}ufL — quiuy)us

(3 — quug)us

(3.83) = a(u1u5 us)u4 +,8(u4u5 qu4u5)ul

Actuando con F; en ambos lados de (3.83) obtenemos

= (2047w — quiiul — 21,7 ¢ ujud = quituiue = —qaujui - quifuu;.
Esto implica @ = [2])/ 2(q +q7).
Ahora actuando con E| F % en ambos lados de (3.83) obtenemos
[2]3/2 2 1/2(u2u5 qu2u5)u2 +q 3/2[2]3/2(1 + q)(u2u5 qu2u5)u2

= —q '*[2],¢* CY(”z’f‘s quz“s)uz q 2] 2ﬁ(“2”5 quz”s)uz

Sustituyendo @ en esta dltima ecuacién obtenemos S = [2]1/ 2(1 +¢q~' +¢*), lo cual implica (3.69).

1,2 2.1 (0.2)1,(0.2) 1 (2,0)1,(0.2)
Ya que uzus — quius € o5 VoY 4u5 € 20 V02> Lema 3.3 implica (u3u5 qu3u5)u4u5 €

2.2)y,(1,2) L (2.2)y,0.4)
22) V(l 2 ® (202 V(1 2 Por otro lado
1.1 e 12 1.1
F2E2((”3”5 qu3”5)”4“5) = / [2] / F2((u4u5 CI”4”5)”4U5)
261[2]2((u3u5 qugus)ué‘us +q (u4u5 qu4u5)u3u5)

Entonces

Pr(l,z)((uéus qu3u5)u4u5) (I_LFzEz)((uéus qu%bé 411“;)

(3.84)

[2],(“3”5 quiusugus [2] oy (s — quius)usus.

@22)y,(1,2) _
Ya que pr; 5, ((uyus — qusu)uus) € 0 Vi = Linf{(uju; — qu3uy)(us)*} tenemos

(3.85) [2] (u3u5 qu3u5)u4u5 [2]1(u4u5 qu4u5)u3u5—a(u3u4 qu3u4)(u5)
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para algun a € C. Cancelando ué de ambos lados de la ecuacion anterior obtenemos

2 2 0y 1 1 12 2.1y, 1 12 2.1y, 1
(3.86) [qu(u3u5 — qusus)ity — - (ugits — quyus)uy = a(usiy — qusie)us.

Actuando con F| en ambos lados de (3.86) tenemos
o2 2 1y,,1 1,2 2. 15,1
- [qu(u3u4 — quiuy)uy = —qa(uziy — qusly)iy.

Esto implica a = %, lo cual nos da (3.70).

Anidlogamente para demostrar (3.71) primero notemos que uyu? — qulul € 0V

1
©02) Y072 Y UslUs €

(2,0)y,(0.2) : : 1,,2 2..1\,,1,,1 - (22)y,(1.2) 4 (2.2)y,(0.4)
20) V(1,0)' Lema 3.3 implica (u,us — quius)usus € 22) V(1,2) D 52 V(1,2)' Calculamos
12 2 15,11 1/27~71/2 1.2 2 13,11
FLE((uyus — quyus)usug) = —q' [2]2/ Fo((ugus — quyus)uyus)
1.2 2 15,11 “1,1 2 2 1y, 1 1
= [21((usus — quius)ugus + g~ (uguts — quus)usus).
Entonces

1,2 2 1y 11 1 12 2 1y, 11
P o) (uguis — quius)uzus) = (1 - @FzEz)((’M”s — quiglts)uits)

q (12 2,1y 11
oy (a5 — quygus)uzus —

Ll 2 2,1y 11
oy (Ustts — qusus)uyus

1,2 2 18,11
—qpr(1,2)((”3”5 — qU3Us)U,Us)

-1
_ 4

= T4

por (3.84) y (3.70).

Teniendo ya las proyecciones necesarias el siguiente paso ahora es calcular los valores propios

de 8,8!. Primero notemos que 8,8/ se anula en %’;ﬁg? V((l1 22)) ya que %’;ﬁg? V((gv’zz)) = {0} de acuerdo a

(1,21+2) V( 1,2)
(L,21+2) " (1,2)

y este ya ha sido calculado en la seccién anterior. Por lo

Proposicion 2.3. Por otro lado por Lema 3.1, el valor propio de 6161 sobre coincide con

(1,21+2) V(O,Z)
(1,21+2) " (0,2)

tanto solo necesitamos calcular el valor propio de 616']" sobre (gZﬁ%ﬁ;)V((]lg . Esto serd hecho en la

el valor propio de 6161 sobre

siguiento Proposicion.

Prorosicion 3.10. Sean n,l € Ny. Entonces

2.2 2 3], -1 2
(3.87) 616‘;(‘}1) — q Lz[ ]2([ ]2 ) ([n+l+4]1[n+l+2]|+[n+2]|[n+l]|)

(2n+2,2142) 1 (1.2)
2BE 21 Vi Vi€ udi) Vay MO
DemosTRACION.Recalquemos que e := (ujui — quiu)(us)*. Por Proposicién 2.3, el vector zhe;z”

genera el espacio %Zﬁ;fig) V((ll 22)) Similarmente a (3.32) obtenemos de (3.2) y (3.3) las identidades

(3.88) E\(Z) = ¢ 5%, Ei@) =q¢" L4
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Por (3.32) tenemos
F\Fy(zhe12}) = F1(ZyFa(e))Z))
= F1(2)Fa(e))7} + 2 F1Fa(e)Z} + g 24 Fae)Fi(2])
(3.89) = ¢ 'ULhZ5 0 Fa(eN)Z) + B F 1 Fa(e)?) + g nlidhFalen) 12y

= < _[3b
Denotemos vy, := ¢?cy 31

. Por Lema 1.3, Lema 2.8 y Lema 3.9 tenemos

y18(zhe1z}) = prig,(FiFa(zhe1z) = ¢ 1125 ') (22 Fale)Z]

+ lePr(o,Z)(F 1Fale))z) +q"! [l’l]lzlzpr(o,z)(F 2(e)z)) !

Ira1/2 -1 P 211 3 1,2 2.1
—q'121,* 125 (- e zugud + Z-za(ugu — quiud)z))Z;
1721 -3 1.1 -1 3yl 2 21
+ [2]2/ (g + g )zougus — (1 + ¢~ + ¢ ) ugus — quius)zy)7)

-n-31~11/2 I g2 1,1 A+q) o, 1.2 2 1\ 2\ n—1
-4 " [2]2 [n]]Z2( - EZZM4M5Z1 + 211 (M4I/t5 - qu41/l5)Z1)Z’f

21 143 2 -2 -4 -n-5 I+1 1.1
=ﬁ(q [h+q +1+qg"+q " +q" [”]1)22 UgUsZ)

21, - - - - -n n
(3.90) = (¢ + @+ g YA+ g7 + @) + (g7 + gD () (g — quiul)T;.
Por (3.88) y Ex(z5 (u3)*2}) = 0 tenemos

+1..1. .1 -1 ! s 1.1 -1 +1 1.1~ -1
ErE (25 uqusz)) = q7'[1 + 112y Ex(Zougus)Zy + ¢ [ni2y Ex(ugusz))7)

(3.91) =q ™+ 1] [2]§/2z’2(u;u§ — quud)uyuiz) + q'[nl; [2];/2zl2+luf‘u;u;u;z’f_l
y andlogamente

1 1.2 2.1 1 —I+1 -1 - 1.2 2.1 1
ELE (zp(ugus — quaus)zi™) = g~ [hzy  Ex(Zo(uyus — quius))zy™

+ ¢"[n + 112 Ex((uiu? — quiul)z))Z"!

—1+3 1/2 -1 1.2 2.1 1.2 2.1 1
=q " [2]2/ [l]1Z2 (u3”5 - qu3”5)(”4u5 - Clu4u5)zrf+

(3.92) + " 2132 + 11 2h (b — quiubyulul?.

1,1 - @20)y,02) 1. 2 2.1 - (021,02 1.1 - (2.0)y,0.2) 1,2 2.1
Ahora notemos que uus € 5V o5, Uglls — quguts € (57 Vioh)s Usits € 50V Y Usus — qusits €

(0,2)y,(0.2) : :
©02) V1.0 Lema 3.3 implica que

Ll e ((4,0))‘/(1,2) @((4’0))‘/(0’4)

TATRTETE ! 1y g 011D & (0410

1.2 2 1.2 2
@0 Y12 P uoVazy Y (uzus — quius)(uyus — quyuts 04 V12 Y 04 12"

@O0y (1.2) _ (04, (1.2) _

Por otro lado la Proposicion 2.2 nos dice que 'V, 5 = o4 V(1) = {0}, lo cual implica

(3.93) Pr(l,z)(”}t”;”;”;) = Pr(l,z)((”;ug - qu%u;)(uiug - quiué)) =0.
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Combinando (3.90)-(3.93) obtenemos

g2+ 111 (¢S 1 +g* +q2+14g 247311 )

2.2 ool 1.2 2. 1y,,1 .1
q7y1010,(z5e12)) = o0, 2T ) (U3ts — quitis)uyus)zy
"2+ 111 (gl +(1+¢2)(1+q7 +¢3)+g2+¢ g™ nl)) 1 2 2 111
(3.94) - o, 2oPr (1 o) ((ugus — quius)usus)zy.

Sustituyendo las proyecciones del Lema 3.9 en (3.94) obtenemos

(3.95) CLyi018](2her12)) = viuthei,
donde
Vip =@+ 11 +qg (@ +1+q >+ g D+ 11+ g 7" [nh[l+ 1]
(3.96) +q"PMhn+ 1+ g g+ g YA+ g + P+ 111 + (@ + g Hnhn+ 115

Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por (g — g~')? y desarrollando en potencias de g
nos da

G- Yvin=aG - - +q'(@ - )" -q")

+ q—l—n—5(qn _ q—n)(ql+1 _ q—l—l) + ql+n+5(ql _ q—l)(qn+l _ q—n—l)
AR e | (A R I (/A B (/A D (/A )

_ 24 242 42 4 4 242 206
=9 *q -9 -9 +tq9 -9 —¢q +q
4 _ _On—4 _ 216 | _—2n-20-6 , 2l42n+6 _ On+6 _ 24 4
tq9 —4q —q +q +q -9 —q9 tq
M+6 . 2n+t3 _ -1 _ 2n-2 _ 4 3, -4
tg tq -9 —q -9 —-qgtq tgq

b P g g g T g g g

20+2n+6 _ 2 -2 —2n-21-6 2n+3

=q ¢’ -q7+q +q" —q-q "+ g,

es decir,
Vin=[m+1+4][n+1+2] +[n+2][n+ 1];.

Esta dltima ecuacién junto con (3.95) implica (3.87), lo cual completa la demostracién. -

CoMeNTARIO 3.11. Notemos que 83, se anula sobre los espacios (823%? V((llzz)) fi;ﬁ:;? V((llzz))
ya que (gZ:;Z:g)Vg’g)) = (8553) Vg:g; = {0}. Por otro lado, por Lema 3.1, el valor propio de 8.3,

@n+3,0)y A(1,2) .o . . ¥ (2n+3,0) v ,(3,0) £
sobre an+30) V(12 coincide con el valor propio de 8,0, sobre an+30) V3.0 Y este serd calculado en

la siguiente seccion. Es por esto que los valores propios de 6;62 sobre los %V“’z) 1-dimensionales

(1,2)
no son calculados.
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5. Valores propios de 626;

Lema 3.12. Tenemos las proyecciones

(3.97) Pris o) (uy(ud)2y) = =0 Uz,
-2
(3.98) Pres o (il — quiudussy) = —L=zo(ub)?,
-2
(3.99) Prs0)(Gauy(uh)?) = =2 (ub)’,
(3.100) Prs.0) (Ga(guis — quzus)us) = 0.

DemosTrRACION.Por Lema 1.1 tenemos
1, 1N24 S.0183, 11
(3.101) ug(us)"21 = q (us) uyty.
1 - (1,0)y,(-12) 1\3,,1 ~ (4.0)y,(2,2) : :
Como u, € (10) V(l,—2) y (ug)’u, € 4.0) V(z,z)’ Lema 3.3 implica

13 1,1 - (5.0)1/3.0) 4 (50)1/22) 4 (5.0)1,(14)
(us)"ugtty € 50, V30) @ 5.0, V300 @ 5.0) V300

Calculando las acciones

FoEx((uy uju) = )’ (213 Fa(uyud) = (ud)[21a(~q " Pusul + ¢ ujud),

F%E%((uéfu}lu;) = —(u§)3q1/2[2]2F§(uiu}1) = (u;)s[Z];/ze(uéufL + q_lu}lué

IN3pA2/ 1 12 1.1 3211, 2 1.1
= (us)’ 213 (uyuy — q /“3”3_q /”3”3+q Uylty).

Entonces, por (1.58),

2 1

1\3,11 1,3 -1 1 -12 _ (@D

, 5.0)1,(3.0 : ..
Ya que prs o ((ud)*uy;) € (25’0;) V((3,0)) = Lin{(u$)’z}, debe existir @ € C tal que

1\3 -1, g2\, 1.1 —172 (G P+q)\ 11 11,1y _ 1\3,1,1
(us)’ (1 =g~ + Gpusuy + (g 2 - sty + Grigiy) = aus) uyus.

Cancelando (u3)? en ambos lados

-1, g2\ 1.1 —1/2 (P4 101 N TS D T |
(3.103) (I =g + gpuguy + (g7 = T, Uz + iUy = Q.

Actuando en ambos lados con E; y utilizando la relacién (1.22) obtenemos

—(1-qg '+ % + ﬁ)uéué = qauéué.
Entonces a = —%((q+ l+gH(A-g H+qg2+1) = —%. Esto junto con (3.101) implica (3.97).
Por Lema 1.1 tenemos que (uju? — quiuduiz, = (ujui — quiul)uj(ul)®. Como ujui — quiul €
(8:;;) V(((()),,zz)) y uy(uy)* € (g:g;) ng)z), entonces Lema 3.3 nos da

1.2 2.1y, 1. 1N\2 - (3.2)y,3,0) ~ (B2)y/(2,2)  (3.2)y,(1.4)
(uyus — quyus)u,(us)” € (3.2 V(3’0) SZR V(3’0) D 32 V(3,0)'
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Calculando las acciones
1,2 1 2 1y, 1y 7, 182
F2E2((“4”5 - qu4u5)u2(u5) ) = F2E2((“4”5 ‘]“4”5)”2) (us)

=q [2]2( ql/z(u3”5 qu3u5)u3+(u4u5 qu4u5)u2)(u5)

F%E ((u4u5 qu4u5)u2(u5) ) = —q1/2[2]2F2((u4u5 qu4u5)u4)(u5)
[2]3/2172((“3”5 ‘]“3”5)”4 +q (”4”5 qu4u5)u3)(u5)
[2]5((”2”5 quz”s)uA, (q +q 3/2)(”3”5 qu3u5)u3 +q (U4”5 quiué)ué)(ué)z.

Entonces

pr(3,o)((u}1u5 qu4u5)u2(u5) )=((1-q b+ [3] )(’/‘4”5 qu4u5)u2

_ -1/2, 5312
+(q7'? - %)(“3”5 qusus)u; + [3] g U — quiug)uy)(us).
Ya que prs o) ((uyuz — quyug)uy(us)®) € (8 gi)V((; 8)) Lin{z(u3)*} existe € C tal que
12,4302
(=g + [3]2)(”4”5 quius)uy + (g~ %)(”3”5 quisus )i
(3.104) [3] (u2u5 qu2u5)u4)(u5) —a(u quzu;)(us)

Luego actuando con E; en ambos lados obtenemos
[3]2 (u2u5 quul)(us)’ = q*aluyus — qusul)(us)’.

Entonces a = _W’ lo cual nos da (3.98).

1.2 ((0 2) V(O ,2)

Recalquemos que Zouy(uy)® = q(ugus — quiug)u(ug)® y notemos que uyus — quius € o)

y u4(u5)2 (g 8;) V((l1 22)) Entonces Lema 3.3 nos da

B.2)y,(3.0)  (B.2)y,(2.2) L (B.2)y,(1.4)
(”2”5 qu2u5)u4(u5) € 32 V(3 0 D G2 V(3 0 D G2 V(3 0°
Calculando las acciones

FoEx(uyi — quuluy(ud)®) = ql21) Fa((uhu? — quiud)ul) (ul)?

1/2

—61[2]2((”2’/‘5 qu2u5)u4 (”3”5 qu3u5)u3)(u5)

F%E ((”2”5 q“z”s)”4(”5)2) = -¢’q'"? 2]2F ((“4”5 qu4u5)u}1)(u;)2
=4 [2]3/2F2((u3u5 ‘]“3”5)”4 +q (“4”5 qu4u5)u3)(u5)
= ¢’ [203((wyd - quubyuy — (g7 + Wil — qudubu}

+q (”4”5 qu4u5)u2)(u5)

2.-2)
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tenemos

Prs.0) (15 — quius )y (us)’) = ((1 - q+ 5, )(“2”5 quyus)uy

12 _ ¢P+q'?

244172
+(q [3]2 )( 3“5 qM3M5)u3 [3]2(1441/!5 qu4u5)u2)(u5)

@G, .
Ya que pr; o, (Zouy(ul)?) € 53 g;) Vg g)) Lin{z,(u})’} debemos tener

12 _ ¢*+¢'

244102
((1_ [312)(”2”5 quzus)u4+(q [3]2 )(u 3”5 qu3u5)u3

(3.105) [3]2(u4u5 qu4u5)u2)(u5) —QZZ(us)

para algin a € C. Actuando con E; en ambos lados de la ecuacion anterior obtenemos
(3.106) (1 - q+ & Lyubu? - qRub)ul)? = ag i — qudul)(ub)’.

Entonces @ = —¢ (1 — ¢ + ) = ~%-. Esto nos da (3.99).

[3]

Por ultimo ya que 2, € (Eg §§>V(O 22) y (u4u5 qu4u5)u5 (ﬁ %;)V((ll 22)) , Lema 3.3 implica que

(1,4)y,(3,0) o (1,4)y,(2,2)  (1,4)y,(1,4)
Z2(”4”5 qu4u5)u5 (1,4) V(3 0 D (s V(3 0 D (1 V(3 0)"

(14,300 o (14,60 _

2 (]
Por otro lado pr(3’0)(22(u4u5 qu4u5)u5) € unVion Y s Vao

= {0} por Proposicion 2.2, por lo
tanto (3.100) su cumple. -

Teniendo en mano las proyecciones del lema anterior podemos proceder a calcular los valores
propios de 626;

ProposicioN 3.13. Sean n, [ € Ny. Entonces

_ q C3 ([n+1+3] [n+1+2]1 +[n+3]1[n+1]}) (2n+3,20) ¢ 7(3,0)
(3.107) 8,05(v2) = BB V2, V2 € 5,50 Vi) VMOL

DemostrACION.Por Lema 1.1, Ecuacidn (1.40), obtenemos

22(us)’ = —quyg — quiug)us)* = g zouy(us)* + q°(uguis — quius)uszy,
y (ud)’Zy = —q(u)’uju) = —q~>u}(ul)*z;. Usando estas dos identidades y (3.32) tenemos
qcizéz(zz(”s)3Z ) = Fi(25(us)’7))
= F1(2y) (u5)’ 2} + 5 F1(us)*)2) + ¢ 2y (us) Fi(@))
= ¢ 'z 0w’ 2 — ¢ P Blihuyus)’*d) + ¢ P nh 5 ws) )

1 _n+1

(3.108) l+5[ ]112 (”4”5 qu4”5)’4521 (611”[ 11 +q_2[3]1 +q_n_5[n]1)zzu4(”;)zzn
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Denotamos 7 = ¢"*'[I]; + g~2[3]; + ¢"">[n],. Ahora, aplicando E; a (3.108),
7 E N0}z (u5)’2)) = ¢l E (25 ) uus —quius)uszy +4" (1125 ujus — quius)us Er (2
- T(qu(le)udl,(ué)zzn - Zz(us) Zl + Zzu4(u5) El(Zl))

= @[ [1-11125 260 (uyud — quiud)us i + @ [n+ 11, [ 25 (s — quiudusz 2

l 2 -1z 3 -1 1
- T(q " 152 2”4(”5) —-q Zz(“s) Z’f +q" [n]112u4(u5) ZIZn .

Por (1.60) tenemos que

n+1

626 (ZZ(MS) 2 =4 1l - 1]1zl{2pr(3,o)(éz(uiu§—qu us)us)z]
+ g+ 1110125 pres o) (uus — quiug)ui?, )2}
(3109) =7 (g 1Ny pr (s ()2l — b)Y T} + ¢ [nhihpr o) (b 20)2 )
Ahora, sustituyendo las proyecciones del Lema 3.12 en (3.109), obtenemos
(3.110) %6263(52(@)% ) = Vi 5(us)’z],

donde

YVin = — 45 + (@ + 2B+ ¢ )G+ ¢+ D ).

Multiplicando ambos lados por (g — ¢~")*[3], y escribiendo en potencias de ¢,
(@ =4 " Blyn=~4""@"" ~ ¢ -7
+(@"' @' =g+ q@ - +a" (G - g ™)
(@' -aH+@a-aNg" + 1+ +d"7 (G + )G - a™)

= gy 22 e 2
(@ =gt g =g+ g NN =g P+ P —g— 1+ @+ P - P — Y
A q—Zn—S)( P — gl — )
I
= S g gy S e 2 2 o

es decir,

_ [n+1+3]1 [n+142] +[n+3]1 [n+1])

71,n - 31>

Esto dltimo junto con (3.110) nos da (3.107). i
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6. Calculo de los valores propios de 6260 and 626; mediante un Casimir

En esta seccion se dard una manera diferente de calcular los valores propios de 6860 y 626;
la cual podria aplicar en los casos mas generales para investigar los valores propios sobre 0 y

n-formas, ademas de ser interesante en si misma.

Ya que la matriz de Cartan del dlgebra de Lie sp(4) es la transpuesta de la matriz de Cartan de
so(5) presentada en (1.1), se sigue de las definiciones en [28] que las *-4lgebras de Hopf son iso-
morfas. El *-isomorfismo @ : U ,12(sp(4)) — U,(s0(5)) con respecto a la involucion considerada
en [31] es dado por

O(K) = K;', O(E1) = ¢2F2, O(F)) = q;' Es,

(3.111) g g
O(Ky) = K|, O(E) = qoF, O(Fy) =g, E;.

Siguiendo la notacién [31, Lemma 3.2] los elementos

_ I 7 E AR | 9 g
E,Bl =F, E,Bz = [2]2E1E2 q, E\E>E| + EzEl,

(3.112) 2 “
E,B3 = E1E2 —(]5 E2E1, EB4 = E2
y
q2
(3.113) Fp = Fi. Fp, = gpFaF = uF\FoFy + g FiFs,

Fy, = FoF) — q3F | Fy, Fg, = Fa.

son llamados los vectores raices positivos y negativos de U,i2(sp(4)) respectivamente. Los corres-

pondientes elementos de Cartan de [31] son dados por
Ko, = KKy, Koy, =Ko
Definimos
F1:= 0y Eg) = Fa,  F2:= B(q°[21Ep,) = F3F) = 43 ' [2F2F 1 Fa + 43° F1F,
(3.114)  F3:= O(q5°Ep,) = FoFy — ¢, F 1 Fa, Fa = O(q, Ep,) = F,
Ki = O(Kay,) = K°K',  9G i= O(Kay,) = K.

Aplicando el *-isomorfismo definido en (3.111), el elemento central C en [31, Proposition 6.6]

puede ser escrito como

¢= (612—115_1 2@ K + 479G + 9T+ ) + (@7 KT+ I+ K
+ (G KT +RIGHFFs + ¢ 21K FiFa— (o — a3 DR KT (Fr FiFa + F5 FaF)
—(q2 = GOR2hG KT (FrFy Fs + FrFaF) + (@2 — ¢ VK Fr F P F

BA15) +(q2 — ¢V RBK Fr Fi FaF.
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Ahora definimos
(3.116) &1 = By = O(qa2Fp,), &, = E1E§ - Q2L EEEs + q%E%E1 = (D(q;[Z]zFBz),
. & := E\Ey — GEE) = O(3Fp,), & := E| = O(q:1Fp,).

Célculos directos nos dan las siguientes identidades:

K =Ki'K? 9 =K', F=K'E F;=qK E
(3.117) Fy = K;'K;X(E\E; — (1 + ¢ YELE\Ey + ¢ ESE)),

Fy = K{'K;(E\E, — ¢ ' E;E)),

K=K, Kr=%K,, & =qKiF,=FK,, &,=qKF\ =q ' FK

(3.118) f_ 2 o2 2 .

& =q KiK(FiF —(1 + QF,F\Fo+gF\F3), & = qK\Ky(FoF, —qF  F),
y
G119 SF)=-¢"'8;, SF)I=-E, SF)=-¢"&, SF)=-6E,

S(F)=—-q7&,  STF)=-&, STF)=-q'E, ST} =—q&.

Por (3.115) y (3.119) podemos obtener otra version de un elemento central por aplicar la antipoda
SacC

S©C) = — % (Ki+q '+ qK + KT +q7 (6 K+ K5 HEE
+ 4K EE + (4 K + 3 T0)g T E3Es + 45 1213508584
+ (-G N210:97  KI(EEE + E1E5E) + (q2— 521265 4> KU(EEE, + E[EE3)

(3.120) +(q2—q; V@G KEEEE + (a—47) 45 121247 K E EELE.

Teniendo los operadores Casimir ya definidos podemos proceder a calcular los valores propios
de 3.8 y 3,8,

. (2n,21) ,(0,0)
ProposiciON 3.14. Para u € anah V(o,oy tenemos

i _ ﬁ q* 1205 ([n+ 14211 [n+ 1] +[1+ 111 1)

(3.121) 0,00(u) = e 0 u,
yparav € (((221:222[;; Vg”g)) , tenemos

2 2
.122) 525]0) = § Ll et

2

4 (2n,21) 1 ,(0,0) T (2n,20) 1 ,(0,0) :

DEMOSTRACION.Sea u € (2’; Voo tal que |lull = 1. Como 8;3o(u) € (2’;721)V(0,0) = Lin{u}, es claro

que 6g6o(u) = Adu con A = (u, 6360(u)>. Ya que pr, es una proyeccion ortogonal, tenemos para
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(2n.21)y,(0,2)
(2n,21) V(o 2)°

(3.123) e u, B5(V)) = Cut, Prig o) (F1F3(0)) = (pro0) W), FIF5(v)) = (u, FIF5(v)).

Por (1.5) y (1.55), FL,E (u) = E{F,(u) = 0, entonces E;(u) es un vector de peso mds bajo con peso

a; = (2,-2) y por lo tanto E(u) € (((22';2211); V((g 2)2) Aplicando ahora (1.54) y (3.123), obtenemos

todov €

G124) S 8)8) = (u, FyFIERE ) = (2D, FyF2Es B (0) = (2B, FLE ()

Nuevamente por (1.55), K (u) = Ki(u) = uparai= 1,2y E(u) = Er(u) = F5(u) = 0. Entonces

(3.125) (u, K Z(w)y = (u, KF'Z(w)) = (u, Z(w)), i=1,2,

y

(3.126) (u, ZE,(u)) = (u, E:Z(w)) = (u, ZE, (1)) = (u, F2Z(u)) = 0

para todo Z € U, (so(5)). Las ecuaciones (3.116), (3.118), (3.124), (3.125) y (3.126) implican
(3.127) (u, E3E,(u)y = ¢*(u, FIF3ESE (1)) = q—(u 3, 80(w)),

(3.128) (u, EE3(w)) = q*u, FIF2ErEr () = 2 2(14 57 80()),

(3.129) (0, E384(w) = qlu, FIE\ ) = 5 (11,580 1)

Sustituyendo (3.120) en (u, S (C)(u)) y usando (3 125)—(3.129) nos da

(3.130) (1S ()W) = LHHEL + 8 (21 + (g5 +g3) + [212) Cu, 3D (w).

Por otro lado, S(C) = Aguaid on @r2y00 c @2y g y@r2D  Eligiendo un vector unitario
uy € (((22',’1 221;;‘/ ® V«é" 3?)), el cual es un vector de peso mds alto (2n, 2[) para la representacion regular
izquierda de U, (s0(5)), tenemos Ki(up) = g 2" ug, Ka(uo) = ¢ *'up y E1(uo) = Ex(ug) = 0, de tal

manera que

(3.131) Anzn = (s S(CV) = (o, S (C)ug)) = Lot
Calculos directos muestran

(3.132) 2], + (¢5° + @) + [2], = [4], + [2], = [31[2],

(3.133) W D) = ([ 20 [+ )y + [ T[],

(g2 9y

De (3.130)—(3.133), finalmente obtenemos

= (u, 8)3o(u)) =

(s €y - T

> [213 ([n+1+2]1 [n+1]1 +[n+ 111 [n]; )
[3]2

3

2

(3.134) = —;
€
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(2n+3,20) V(S,O)
(2n+3,21) * (3,0)

es 1-dimensional, tenemos 626;(\1) = uvcon u = (v, 626;(\/)).

Los valores propios de 626; pueden ser determinados de la misma manera. Sea v €

(2n+3,21) V(3,O)

tal que [|v|| = 1. Ya que ans320) Y 3.0)

Como en (3.123),

(3.135) 2, 82(W)) = (v, priz o) (E1(W))) = (pr(3.0/(v), E1(w)) = (v, E1(w))

(2n+3,20) ¢ (1,2) ¥ _ 2c¢ (2n+3,20) ¢ (1,2) ~
para todo w € on +3,21)V(1,2)~ Por (2.46), 3,(v) = g ZF 1(v) € (on +3,21)V(1,2) es un vector de peso mas

alto con peso (1, 2), por lo tanto

(3.136) S 0,0040) = (0, E i) = v EVE2FaFy () = (v, EVESFF (),
Luego, K;(v) = ¢*v, K>(v) = v y K = K; implican

(3.137) W KF'ZW) = g7, 20, (0 K3'Z0) = (v, Z(0)),

(3.138) WK ZW) = 0, K ZW) = g7, Z0)),

y F1(v) = F»(v) = E5(v) = O nos da

(3.139) W, ZF)) = (v, FrZW)) = (v, ZF,(v)) = (v, E2Z(v)) = 0

para todo Z € U, (so(5)). Ademds, analogamente a (3.127)—(3.129), deducimos de las relaciones

previas que

(3.140) TV = (v K7 K EESFF () = 2R (0, 5,850,
(3.141) . FIF0) = 0, K; K BB FaFy ) = 22200, 8,850,
(3.142) V. T{Fa0) = (0, gKT B F(0) = (0, 8:8509).

De (3.138)—(3.142) y (3.132), se sigue que

(r,C) = LLUHE 1+ B2 (121 +(g3° + 4) + [212) (. 3:85(0)

(2-4;,')?
_ g+ g | BRR2EG ¥
(3.143) = et BEPRS (1, 5,8]0).

Para determinar (v, C(v)), usamos nuevamente el hecho que C = cid sobre 32Dy g y@n+32D y

(2n+3,21) (2n+3,21)
(2n+3,21)v ® V(—(2n+3),—

F>(vp) = 0. Asumiendo ||vg|| = 1 y sustituyendo (3.115) en (v, C(vy)) obtenemos

evaluamos C sobre un vector de peso mds bajo vy € o Para el cual Fi(vo) =

—2n-21-5 +q72nf4+q2n+4+q2n+2[+5

(3.144) (v,C() = (v9,C(wp)) = 1

(92-95")?
Similarmente a (3.133), tenemos

—2n-21-5

(3.145) q 4

—2)1—4+q2n+4+q2n+21+5

-q—¢*—q*—q"" 2
= = [215([n+1+3]i[n+1+2]; + [n+3]1[n+1])).
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Combinando (3.143)—(3.145) tenemos

2 2
<V, 526;(\/)) — i_; q ([n+l+3]1[n+l[+32]]21+[n+3]1[n+1]1) )
2

Esto completa la demostracion. i
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Capitulo 4

El triple espectral de Dolbeault-Dirac

1. Triple espectral equivariante

Combinando los resultados de los capitulos anteriores nos da los ingredientes necesarios para
la construccidn de un triple espectral el cual llamaremos el triple espectral de Dobeault-Dirac. Este
es el ultimo paso en la demostracion del resultado principal de esta tesis, pero antes daremos una
lista completa de los valores propios del operador de Dolbeault-Dirac junto con sus respectivas

multiplicidades.

Proposicion 4.1. Por Dy denotamos la cerradura del operador densamente definido, simétrico
0 + 0" sobre el dominio QO := QY ¢ QO ¢ Q02 & QO Definimos

2 2 2
0 . ¢ ¢ REAn+ 20 [nth + [t T e
Conan = 2 0 , n,l € Ny,
) 2
1 . S g 23— ([n+l42]i [n+1+1]1 +[n+2]1 [n]1)
Conron -= 2 BELRP ) neNy, €N,
2 2 2
2 . S g 23— ([n+1+42]i [n+11+[n+1]1 [1#]1)
d(Zn,Zl) = c% [3]%[2]% ) l’l,l € N,
2 2
d(32n+1,21) = (i_gq ([n+l+2]1[n+[l3§i]1+[n+2]1[n]l)’ neN, leN,,

: T il T T o @n2D)y;,0,0) (2n+1,2D)y,(0.2) (2n,2D)y,(1,2)
los valores propios de 8,09, 8,01, 010, y 820, sobre los espacios 5,5 Voo ani12n Voo nan Vi1

(2n+1,20) V(O,S)
(2n+1,21) " (0,3)’

spec(Dj) = { + 1/c?mzl) 'n,leNy, n+l> O} U { + ,/c(lan’zl) 1 neN, IGN}
(4.1) U & \Jd2y sl eNJ U= ([, o i neN, [eNy| U {0}

con las siguientes multiplicidades:

%(Zn + DQ2I+1)(n+1+1)(4n+ 21+ 3) para los valores propios + , /C(()Zn,Zl) v+, /dénﬂ),
%(n + 121+ 1)2n+21+3)(4n+ 21+ 5) para los valores propios + , /c(lzm’z[) y =+, /d(32n+1,2[)'

respectivamente. Entonces Dy es autoadjunto y tiene espectro

DEemosTRACION.Por Comentario 2.9 concluimos que Q®* est4 contenido en el dominio de d'. En-
tonces Dj es densamente definido y simétrico.
65
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Sea n,l € N. De Proposicion 2.2, ecuaciones (2.36)—(2.38) y Lema 3.2, se sigue que

@2n,21) 1 (0,0) ©,1) 0,2) 0,3)y _ (2n.21) (0,0)  (2n,21) (0,1) L (21,2]) ~(0,2)
(2n,21)(Q ®Q o Q ®Q )— (2n,21)Q ® (2n,21)Q ® (2n,21)Q

tiene una base ortonormal dada por 4 vectores propios de Dj; correspondientes a los valores propios
+ /c&n’y) y + démz[). Por Lema 2.4 y ecuacién (2.35), cada uno de estos vectores propios gene-
ran una U, (so(5))-representacion irreducible de peso mas alto (2n,2m) consistiendo de vectores
propios correspondientes al mismo valor propio. Entonces la multiplicidad de este valor propio es
dado por dim(©*?PV), donde PV denota el espacio vectorial de una U, (so(5))-representacion
irreducible de peso més alto (m, k). De acuerdo a la férmula de dimensién de Weyl, diim (V) =
%(m + Dk + D)(m+k+2)2m + k + 3), ver [22] . Sustituyendo en esta férmula (m, k) = (2n, 2[) ob-

(onal): Ademas,

todos estos vectores propios generan el espacio vectorial »?)(Q09 g QO g Q©2 g QO por
(2.35).

tenemos las multiplicidades establecidas para los valores propios =+ , /C?Zn,Zl) y + \|d>

Analogamente,

(2n+1,21) £ ~(0,0) 0,1 0,2) 0,3)y — @n+1,2) (0,1) 4 @n+1,2D) (0,2) 4 (2n+1.20) ~(0,3)
(2n+1,21)(Q S Q S Q © Q )— (2n+1,21)Q 6B(znn,zz)g EB(z;m,zz)Q

. . . 1
es generado por 4 vectores propios ortogonales correspondientes a los valores propios £ /c(,,,.; o

3
Y =00
dad dim (?"12Dy) en Cr+1.20(Q00 g OOD g 002 g O©) 'y aplicando la férmula de dimensién

de Weyl nos da el resultado. Los casos n = 0 o [ = 0 son tratados de manera similar tomando

Por el mismo razonamiento como el anterior, cada valor propio tiene la multiplici-

en cuenta que ciertos valores propios no aparecen si los correspondientes espacios de pesos mds

altos tienen dimensién cero de acuerdo con Proposicion 2.3. Para el caso n = [ = 0 tenemos que

0

0.0) también satisface la férmula de

OO = C1 = Ker(Dj), lo cual implica que el valor propio ¢
multiplicidad.

Finalmente, Proposicién 2.2 y ecuacion (2.34) muestran que

QOO @ QO g 002 g O @ 10O g OO g OO g O,
(m,k)eNx2Ny

Entonces los vectores propios considerados de Dj; forman una base ortonormal completa del es-
pacio de Hilbert completacién H(Q*). Esto prueba primero que la restriccion de Dy al dominio
Q00 g QO g Q02 ¢ OO0 eg esencialmente autoadjunto y finalmente que su espectro es dado por
el conjunto ya descrito en (4.1) ya que los valores propios tienden a infinito cuando n,/ — ooy por
lo tanto no tienen punto de acumulacién finito. -

Para la demostracion del resultado principal de esta tesis, daremos un lema auxiliar sobre con-
mutadores acotados.
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Lema 4.2. Sea D = d + O'. Entonces para cada b € B el conmutador [ D, b] es acotado.
DEemosTrACION.Para probar que D tiene commutadores acotados con los elementos de 8, consi-

deremos los embebimientos QY c O(SO,(5)) ® M(4;)’ con los productos internos dados por
(2.27)~(2.31) y consideremos 8, como un operador de Q®® a O(SO,(5)) ® M(Ax:1) . Notando que

O(S0,(5)) ® M() = O(SO,(5)) ® C = O(SO,(5)). k=03,
O(S0,(5)) ® M(A) = O(S0,(5) ®C> = é 0(S0,(5)), k=1,2,

podemos expresar d; en la siguiente notacién matricial

X -Xo 22X, O
4.2) do=| Xo |, gl:ﬁ =X [2]iXo 0 | 52=(ﬁxl,—X0,X—1)-
2
X, 0 -Xi  [31xXo

Ademads, la accion de b € B es representada por una matriz diagonal con b en cada entrada diago-
nal. Considerando los operadores en (4.2) como una suma finita de matrices con exactamente una
entrada no cero, es suficiente demostrar que los conmutadores son acotados cuando conmutamos

con matrices teniendo s6lo una entrada no cero X ;. Demostraremos esto para

0 0 0} (b O O)|fax 0
4.3) X; 0 0,0 & Offf a0 | =|Xi>(ba-y) = b(Xi>a_y)|,
0 0 0)\0 0 b)|\a 0

donde a := Y,__, a; ®v; € QY c O(SO,(5)) ® M((0,2))'. La demostracién de los otros casos es

similar y mas simple.
Como a € QY tenemos K;>a; = ¢'Va;, Kyva; =q’a; y Ex>a; = ajy por (1.54) y (2.12).
Ademas, Ki>b =b = K,>by E,>b =0 paratodo b € B. De esto y (1.13), se sigue que
Xi>(ba-1) = b(Xy>a-) = (E3E1»>b)a-y +(q + @) E2E1»b)ag + ¢*(E1>b)ay.

Ya que A(x*y*yx) < ||y||éNS h(x*x) para todo x,y € O(SO,(5)), donde || - [lcys denota la norma dada
por la GNS-representacién del grupo cudntico O(SO,(5)) asociado al estado de Haar 4, obtenemos
de (2.29) que

IEE by | GHOAEErbRy | g IERbIE
X1 >(ba-1) = b(Xi>a-ll, < \/ O el [ 1]

c1,-1 €1,0 CLl

Consecuentemente, el conmutador en (4.3) is acotado. Ademds, el hecho de que [d, b] es acotado
implica que [07,b] c —[0, b*]! es también acotado, esto a su vez implica que [D, b] es acotado para
todo b € Byaque [D,b] = [,b] + [07,D].
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Antes de pasar al resultado principal de esta seccion se recalcara lo que es un triple espectral
equivariante. En nuestro teorema final, el cual presenta los resultados principales de esta tesis, mos-
tramos que el operador de Dobeault-Dirac D; := d + 0" define un triple espectral par y resumimos

algunas de sus propiedades.

DerNicION 4.3. Recalquemos [15] que un triple espectral par (A, H, D, y) es dado por una *-al-
gebra A, un espacio de Hilbert , una *-representacion fiel de A como operadores acotados sobre
H, un operador autoadjunto D sobre H con resolvente compacto y un operador de graduacion

autoadjunto 7 satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. ¥* =id, yD = —Dvy, ya = ay,

2. [D, a] es densamente definido y acotado para todo a € A.

En 2. identificamos (por un ligero abuso notacion) a un elemento de A con el operator acotado que
lo representa. El triple espectral es llamado O0*-sumable si (1 + |D|)™ nos da un operador de clase

traza para todo ¢ > 0.

Si U es una *-adlgebra de Hopf y B es un dlgebra U-modulo izquierdo con accidn izquierda »,
entonces decimos que el triple espectral es U-equivariante si existe una *-representaciéon w de U
sobre H tal que m(X)D(h) = Dn(X)(h) y n(X)(ah) = (Xq)>a)n(X))(h) paratodo X € U,a € Ay
h en un dominio denso de H, ver [36].

Recalquemos que para un dlgebra de Hopf U con antipoda invertible, T°P representa el algebra

de Hopf co-opuesta con el coproducto opuesto AP(X) := X5 ® X(1).

00y §; dados como en Seccion 1 del Capitulo 2. Con el producto interno

TEOREMA 4.4. Sean Q
sobre QY definido en Seccion 3 del Capitulo 2, recalquemos que por H(Q®®) denotamos el
espacio de Hilbert completacion de Q% & QY @ Q02 @ QO3 y extendemos la multiplicacion de
médulo de B = QO sobre Q% a una representacion sobre el espacio de Hilbert. Consideremos
el operador 8 = 0y ® 0, ® 0, sobre el dominio QO := QY ¢ Q0D ¢ QO ¢ QO y denotemos

por Dj la cerradura del operador simétrico y densamente definido 0 + d° sobre Q.

Entonces Dj es un operador autoadjunto sobre el espacio de Hilbert H(Q*), con espectro da-
do en Proposicion 4.1, y (B, H(Q"*), Dy, y) es un triple espectral par; U, (s0(5))P-equivariante
y 0*-sumable, donde el operador graduacion y actiia sobre QO al multiplicar por (=1 y la
*-representacion de U,(so(5)) sobre QO ¢ H(QO) es la que ha sido definida en Lema 2.4.

DemostrAcION.Por Lema 4.2, Dj tiene conmutadores acotados con cada elemento de 8. El hecho
de que la multiplicacion izquierda de médulo de B define una *-representacion se sigue de la
definicion del producto interno y h((bx)'y) = h(x*(b*y)) para todo b € By x,y € O(S04(5)).
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Por Lema 2.4, 0 conmuta con todos los operadores mx(X), X € U,(s0(5)), y por lo tanto también
con 0" y Dj ya que 7y es una *-representacion para la cual el dominio Q®* es invariante. La
propiedad U, (so(5))*P-equivariente sobre el dominio Q®* puede ser derivado del Lema 2.4 y
O mr(X)(w) = (Mr(X)I) (w) = (O7r(X*)) (w) = mr(X)0'(w) para todo w € Q®¥. Que Dj es
autoadjunto junto con el espectro y las multiplicidades de los valores propios son el contenido de

la Proposicion 4.1.

—(n+l+k) 1 _q2n+21+2k

q'-q
De esto vemos que los valores propios tienen crecimiento exponencial y ya que las multiplicidades

con ¢?"*?*k — 0 cuando n,[ — ooy fijo k.

Por otro lado notemos que [n+/+k] =g
no crecen asintéticamente m4s rapido que n*l° se sigue que la traza del operador positivo (1 +|D])™!
existe, es decir, es fnita para todo t > 0. De esto se sique que Dj tiene resolvente compacto y

cumple la condicién de ser 0" -sumable.

Es claro que y definido por y(wy) = (—=1)*wy para todo w; € QP satisface y' = y, > = 1,
yb = by y yD; = —Dyy, entonces (8, H(Q"*), D3,y) nos da un triple espectral par. —

ComMmentario 4.5. El espectro del operador de Dolbeault-Dirac Dj en el Teorema 4.4 depende
de los factores positivos de escalamiento Z—(‘), Z—? y Z—z, donde las constantes c¢; estan relacionados con
el producto interno sobre QO ver Lema 2.5. Por otro lado, la resolucién de Bernstein-Gelfand-
Gelfand (2.1) es unica hasta un factor escalar no cero, es decir, los mapeos ¢; haciendo la sucesion
exacta son Unicos hasta un factor escalar. Corolario 2.6 y Proposicién 4.1 muestran que un rescala-
miento de los operadores de Dolbeault d; por constantes no cero tendrén el mismo efecto sobre el
espectro de D, es decir, los mismos conjuntos de valores propios serdn rescalados por una constante
positiva. Por lo tanto, el aspecto de los factores escalares pueden ser vistos como un rescalamien-
to de los productos internos sobre (0, k)-formas o como un rescalamiento de los operadores de

Dolbeault d; .

2. Conclusiones y problemas futuros

Vale la pena mencionar que la investigacion aqui dada del operador Dj es un pequefio pero
importante paso en el estudio de la geometria no conmutativa de variedades bandera cudnticas con-
siderando que este operador ya fue estudiado en [6] para los espacios proyectivos cudnticos, es
decir, las variedades de bandera irreducibles de tipo A,,. Como abordar una investigacion andloga
del operador de Dolbeault-Dirac Dy para la variedad bandera cuéntica de tipo B, en el caso gene-
ral atin no es claro, el cual por supuesto, es considerado como problema futuro. A conveniencia

del lector daremos nuevamente la descripcion pictorica de las subdlgebras de Levi que definen las
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variedades bandera irreducibles cuanticas en términos de diagramas de Dynkin a la cual mencio-
naremos también los nombres y simbolos dados por expertos para estos espacios cudnticos. En un
diagrama de rango n como en la tabla 4.1 abajo, cada nodo representa una raiz simple y al nodo
rellenado asociamos el conjunto S = {ay,...,a,} \ {@;} donde ¢; tiene coeficiente 1 en la raiz més
alta de g. Para S consideremos la *-subalgebra de Hopf de U, (g)

ﬂq(l) = <Ki,Ej,Fj | I = 1,...,n;j€ S>
Entonces la variedad bandera cuantica irreducible asociada a S es definida como en (1.50).

Como fue mencionado en la introduccion, es demostrado en [18] que estas variedades cudnticas
admiten un complejo de De Rham g-deformado (Q*), ) y (Q*?,9) y por lo tanto el operador
de Dolbeault-Dirac Dj; puede ser construido. De hecho demostrar que el espectro del operador
D; tiende infinito para las otras variedades bandera irreducibles de la tabla 4.1 atin sigue siendo
un problema abierto. Por otro lado la investigacion de los axiomas de Connes (ver por ejemplo
[15]) para este triple espectral puede ser también considerado como se ha hecho para otros triples
espectrales, por ejemplo como en [9], [10], [12], [35] y [38].

TaBLA 4.1. Variedades bandera cuénticas irreducibles: organizadas por serie, con nodos

enumerados de acuerdo a [22, §11.4], simbolo y nombre.

A, O—CO e @ o———=0 Oy(Gry41) quantum Grassmannian

B, e—O O e C—=0 0,(Q2,41) odd quantum quadric

C, O—0 Oeeeee Oo——0 0,(Ly,) quantum Lagrangian Grassmannian
D, o0 O<g 0,(Q2) even quantum quadric

D, OO O<; O,(Syn) quantum spinor variety

Es O O i O ® Oq(©P2) quantum Caley plane

E; | O O i O O L O, (F) quantum Freudenthal variety
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