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Resumen

Se estudia el enfriamiento láser de un sistema optomecánico compuesto por una

cavidad de Fabry-Pérot con un espejo móvil acoplado a un resorte cuya frecuencia

natural es una función periódica del tiempo. Tanto la cavidad como el resonador

mecánico interactúan de forma disipativa con un ambiente. Se encuentra una ecuación

maestra que describe el comportamiento del sistema , incluyendo su disipación y

que toma en cuenta la dependencia temporal explícita de la frecuencia natural del

resonador mecánico de mejor manera que las descripciones usuales. Para el caso donde

esta dependencia temporal es pequeña y se puede tratar como una perturbación a

primer orden, se encuentra una predicción para la temperatura final del espejo y se

encuentra que esta temperatura varía en cerca del 10% respecto a la temperatura para

el caso sin modulación temporal, en la región de parámetros cerca de la temperatura

mínima para el caso no modulado.
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Capítulo 1

Introducción

La mecánica cuántica es una de las teorías más importantes de la física actual.

La mecánica cuántica surge de la necesidad de explicar el espectro de radiación de

un cuerpo negro, el cual diverge bajo una derivación clásica [5]. Utilizando la idea de

que la energía del cuerpo negro cuyo espectro se estaba describiendo se encontraba

cuantizada, es decir solo podía existir en múltiplos enteros de alguna cantidad, Max

Planck logró obtener una fórmula que describía correctamente el espectro de energía.

Posteriormente, Albert Einstein empleó estos mismos conceptos para explicar el efecto

fotoeléctrico, efecto en el cual es posible lograr que un material emita electrones si

se hace incidir luz sobre el mismo. La mecánica cuántica siguió siendo desarrollada y

se convirtió en la teoría empleada para describir el comportamiento de objetos en la

escala atómica.

La mecánica cuántica se emplea actualmente en un amplio rango para los paráme-

tros físicos involucrados [6], y una de las líneas de investigación más activas se enfoca

en estudiar las propiedades cuánticas de sistemas macroscópicos, los cuales tradicio-

nalmente no se estudiaban desde un enfoque cuántico. La optomecánica [7, 8] a su vez

estudia las propiedades cuánticas de sistemas donde se realiza un acoplamiento entre

el campo electromagnético, descrito de forma cuántica, y elementos mecánicos ma-

croscópicos, usualmente osciladores armónicos de algún tipo a los cuales usualmente

se les llama resonadores [9]. Este tipo de sistemas tienen una gran cantidad de aplica-

ciones prácticas. Estás incluyen sensores de desplazamiento de alta calidad capaces de

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

medir las fluctuaciones de una nube atómica [10], acelerómetros de alta precisión en

un chip [11], magnetometría [12], microscopía de fuerza atómica [13], detección más

allá del límite cuántico estándar [14], fabricación de osciladores de alta calidad [15],

almacenamiento de estados del campo electromagnético en modos mecánicos [16] o

conversión de longitud de onda mediante una interfaz mecánica [17].

Dado el gran número de aplicaciones prácticas, naturalmente se trabaja constan-

temente en la búsqueda de efectos novedosos o de formas de incrementar la intensidad

de los efectos ya conocidos. Una posibilidad que se ha explorado con frecuencia es

modular alguno de los parámetros involucrados en los sistemas optomecánicos. Una

de estas posibilidades es modular la constante de resorte del resonador y se encuentra

que es posible encontrar división en las bandas de la cavidad [18], llegar a un régimen

cuántico no lineal [19], o lograr estados comprimidos controlables [20]. Si se desea

explorar estados comprimidos en el caso de los grados de libertad del resonador me-

cánico, se ha encontrado que esto es posible mediante la modulación de la amplitud

del campo electromagnético que introduce energía a la cavidad[21]. El estudio de sis-

temas modulados también cubre las ecuaciones periódicas que ocurren al considerar

una cavidad óptica con un forzamiento bi-cromático [22].

Si se desea utilizar la mecánica cuántica para estudiar el comportamiento cuántico

de un objeto macroscópico de forma productiva, usualmente se busca que este esté

cerca de su estado cuántico base [23], o en un estado coherente. Ya sea para realizar

estudios como la preparación de estados entrelazados de osciladores mecánicos para

computación cuántica [24], probar desigualdades de Bell con resonadores de silicio

de aproximadamente 1010 átomos [25], el estudio de las fluctuaciones térmicas en un

oscilador mecánico cerca de su estado cuántico base [26] o propuestas para realizar

teletransportación cuántica de estados ópticos hacia resonadores mecánicos [27], todos

estos estudios requieren que los componentes mecánicos sean inicializados en su estado

cuántico base o en un estado coherente. Esto requiere enfriar el elemento mecánico

lo más posible, ya que el enfriamiento se puede considerar como llevar el objeto que

se desea enfriar, el cual se encuentra inicialmente en equilibrio térmico con su medio

ambiente, desde un estado inicial arbitrario hacia un estado con mayor pureza [28].
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Se puede entonces pensar en el enfriamiento como la purificación de estados [29].

Usualmente, la disipación de sistemas optomecánicos con parámetros modulados

se maneja de la misma forma que la disipación para sistemas con parámetros constan-

tes, lo cual se justifica si los parámetros que se están modulando no varían mucho, ni

muy rápido. Se ha explorado la posibilidad de modelar la disipación de sistemas opto-

mecánicos con parámetros modulados mediante la introducción ad-hoc de modulación

en los parámetros en la disipación misma [30].

En este trabajo se deriva una teoría más adecuada que la teoría usual, la cual

normalmente consiste en el uso de coeficientes periódicos ad-hoc para modelar la de-

pendencia temporal, para describir los sistemas optomecánicos con una dependencia

temporal periódica en la frecuencia del elemento mecánico, cuando se toman en cuen-

ta procesos de disipación. Una vez se tiene este modelo teórico, se estudia el caso

específico de enfriamiento optomecánico.

A continuación se presenta una breve explicación de los elementos teóricos que

conforman la optomecánica, seguida de algunos de los efectos más estudiados del

área, con un enfoque especial en el enfriamiento optomecánico, seguido de una serie

de posibles implementaciones físicas de sistemas optomecánicos, a fin de presentar un

panorama del estado actual de la investigación en el área.

1.1. El Sistema Optomecánico Básico

Existen muchas posibles implementaciones de sistemas optomecánicos [8]. Es ilus-

trativo, sin embargo, considerar uno de los casos más básicos a fin de obtener intuición

física para este tipo de sistemas. El sistema más básico consiste en una cavidad de

Fabry-Pérot con un espejo móvil. Antes de estudiar este sistema, sin embargo, con-

viene tener en mente las propiedades de dicha cavidad cuando ambos espejos se en-

cuentran fijos. Una cavidad de Fabry-Pérot [31] consiste de dos superficies reflectantes

paralelas que se encuentran separadas por una distancia L. Se trabaja asumiendo una

dimensión. Existe un campo electromagnético, tal que las soluciones de las ecuaciones

diferenciales que los describen son estacionarias en el espacio entre ambas superficies,
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en el caso ideal. Las frecuencias resonantes de esta cavidad están dadas por múltiplos

de ν(n) = nπ c
L
donde c es la velocidad de la luz en el medio contenido dentro de la

cavidad y n es un entero. El parámetro π c
L
se conoce como el rango espectral libre.

Trabajar con únicamente una de las frecuencias de la cavidad es una buena aproxi-

mación cuando la frecuencia mecánica es menor que la diferencia de frecuencias entre

modos de la cavidad, lo cual implica que el movimiento mecánico no acopla modos

vecinos de la cavidad [32]. Si la cavidad presenta pérdidas de intensidad por absorción,

dispersión o algún otro fenómeno, estás pérdidas de fotones se describen mediante la

taza de decaimiento de la cavidad, denotada por κ. Esta taza de decaimiento se puede

ver como el inverso de τ , el tiempo de vida medio de un fotón dentro de la cavidad.

Otros parámetros empleados frecuentemente son el factor de calidad Qc, que es in-

versamente proporcional al número de excitaciones que pierde la cavidad por ciclo de

oscilación y la finesa óptica Fc la cual mide cuantas veces recorre la cavidad un fotón

en promedio antes de abandonar la misma. Estos parámetros están dados por

Qc =
νc
κ
, (1.1)

Fc =π
c

L
τ, (1.2)

el factor de calidad se utiliza frecuentemente también para describir resonadores me-

cánicos, en cuyo caso se denota como Qm. Cuando ahora se considera una cavidad con

un espejo móvil, el cual se encuentra bajo la influencia de un potencial de oscilador

armónico, éste se acopla a la cavidad mediante la presión de radiación que los fotones

ejercen sobre el espejo. El Hamiltoniano usual que describe el sistema acoplado se

deduce en detalle en el capítulo 2 y es

H = −~δa†a+ ~νmb†b− ~g0a
†ax, (1.3)

donde δ = ωL−νc, con ωL la frecuencia de un láser de bombeo y νc la frecuencia de la

cavidad. a y a† son los operadores de ascenso y descenso de la cavidad, b y b† son los
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operadores correspondientes al oscilador armónico, x es el operador de posición del

oscilador armónico con frecuencia νm y g0 es el parámetro que indica la intensidad

de la interacción. Este Hamiltoniano únicamente es válido cuando la interacción es

lo suficientemente débil como para aproximar la interacción por un término propor-

cional a x, para el caso de una interacción más fuerte es necesario agregar términos

proporcionales a x2 o potencias mayores. Se considera que la cavidad pierde fotones.

Esto se modela mediante el uso de ecuaciones maestras. Estas ecuaciones modelan

el comportamiento de un sistema que interactúa con un sistema mucho más grande

cuyos grados de libertad no son de interés. Para el caso de una cavidad optomecánica

que puede perder fotones con un ambiente, esta ecuación se escribe [33]

ρ̇ =
1

i~
[H, ρ] + Laρ, (1.4)

donde

Laρ =− κ

2
(np + 1)[a†aρ+ ρa†a− 2aρa†] (1.5)

− κ

2
(np)[aa

†ρ+ ρaa† − 2a†ρa],

ρ es la matriz densidad del sistema compuesto por la cavidad y el resonador mecánico

y H es el Hamiltoniano (1.7). np es el número de ocupación promedio de la cavidad

y κ es su taza de decaimiento. Este tipo de términos se conocen como Lindbladianos.

En el caso donde se modela disipación para el elemento mecánico, se tiene el término

Lbρ =− γm
2

(nm + 1)[b†bρ+ ρb†b− 2bρb†] (1.6)

− γm
2

(nm)[bb†ρ+ ρbb† − 2b†ρb],

donde γm es la taza de decaimiento del oscilador y nm es el número de excitaciones

térmicas del baño térmico al cual se encuentra acoplado el resonador. Más adelante

se explicará esta cantidad con más detalle. Para mantener la intensidad del campo

electromagnético dentro de la cavidad y así mantener una interacción lo suficiente-
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mente fuerte, se emplea un láser para bombear fotones dentro de la cavidad, lo cual

genera un campo de bombeo con intensidad proporcional a Ω. Esto lleva a que el

Hamiltoniano sea

H = −~δa†a+ ~νmb†b− ~g0a
†ax+ Ω(a+ a†). (1.7)

Es importante considerar los cuatro regímenes de parámetros más comunes en

sistemas optomecánicos [8]. El primer régimen es conocido como el régimen de ban-

das laterales bien definidas o límite de buena cavidad, donde se tiene νm � κ. En el

régimen de buena cavidad el oscilador completa muchas oscilaciones por cada pérdi-

da de fotón. Este régimen es particularmente relevante para el tipo de enfriamiento

optomecánico que se presenta en este trabajo, puesto que es el régimen de paráme-

tros donde se puede alcanzar la temperatura mínima para el elemento mecánico [34].

Es el régimen de parámetros que se manejará en este trabajo. El régimen opuesto

donde κ � νm es conocido como régimen Doppler o régimen de mala cavidad, el

cual no es relevante para el presente trabajo, se emplea cuando se necesita poder

monitorear la posición del oscilador de forma instantánea, lo cual requiere leer la sa-

lida de la cavidad. Este régimen es relevante en el enfriamiento optomecánico basado

en amortiguamiento en frío [35]. La otra categoría de regímenes de uso frecuente se

refiere al parámetro de acoplamiento. En el régimen de acoplamiento débil, se tiene

κ > g0 y se emplea el Hamiltoniano (1.7) En este régimen, las pérdidas de fotones

son más frecuentes que las interacciones entre un fotón y un fonón. En el régimen

de acoplamiento fuerte, se tiene g0 > κ y es necesario emplear un Hamiltoniano con

dependencias cuadráticas o de orden mayor en el desplazamiento mecánico. En es-

te estudio se trabaja en el régimen de acoplamiento débil. La tabla 1.1 contiene la

definición de varios parámetros optomecánicos con los símbolos que se usan para re-

presentarlos. La tabla 1.2 contiene valores experimentales recientes para algunos de

estos parámetros.
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νm Frecuencia mecánica
m Masa del resonador mecánico
νc Frecuencia de la cavidad
γm Disipación mecánica
κ Disipación de la cavidad
Qm Factor de calidad mecánico, Qm = νm/γm
δ diferencia entre frecuencia de la cavidad y del láser incidente, δ = νc − ωL
nc Número promedio de excitaciones térmicas del baño óptico
nm Número promedio de excitaciones térmicas del baño mecánico
g0 Parámetro de interacción optomecánica

Tabla 1.1: Parámetros optomecánicos de uso frecuente

Referencia νm/2π γm/2π κ/2π Qm

Peterson, et al (2016)[36] 1.48 MHz 0.18 Hz 2.6 MHz 8.2× 106

Park, et al. (2009)[37] 123MHz 12.5 kHz 22.7 MHz 1× 105

Jayich, et al. (2012)[38] 261.15 kHz 200 Hz 120 kHz 1× 106

Norte, et al. (2012)[39] 150.15 KHz 1.4 mHz - 1× 108

Verhagen, et al. (2012)[40] 78.8 MHz 3.4 kHz 7.1 MHz 1.8× 105

Tabla 1.2: Valores experimentales para parámetros optomecánicos

1.2. Efectos Optomecánicos

La interacción optomecánica que aparece en el Hamiltoniano (1.7) lleva como

consecuencia varios efectos de interés. El efecto optomecánico que se usa como ejemplo

para la teoría presentada en este trabajo es el enfriamiento optomecánico, sin embargo,

este no es el único efecto de interés en el área, por lo que se da una breve explicación

de algunos otros efectos que se estudian actualmente.

1.2.1. Resorte Óptico

El efecto de resorte óptico consiste en un corrimiento en la frecuencia natural de

un resonador armónico debido a su acoplamiento a una cavidad óptica. Una de las

primeras menciones de este efecto en la literatura aparece en estudios enfocados en

los interferómetros gravitacionales como LIGO-II, donde se notó que la presión de

radiación en el sistema podría tener el efecto de cambiar la respuesta mecánica hacia

fuerzas externas de un espejo móvil como si éste estuviese acoplado a un resorte óptico

[41]. Este corrimiento puede ser expresado como [31]
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∆νm = g2
0np

(
δ − νm

κ2/4 + (δ − νm)2 +
δ + νm

κ2/4 + (δ + νm)2

)
. (1.8)

El efecto es mayor en el régimen de parámetros conocido como el régimen Doppler

(κ� νm), en donde la expresión (1.8) se reduce a

δνm = g2
0

2δ
κ2

4
+ δ2

. (1.9)

Esto muestra que el efecto de resorte óptico permite aumentar o disminuir la frecuen-

cia natural del resonador mecánico dependiendo del signo de δ. Sin embargo, este

efecto no contribuye de gran manera en el régimen usual donde se realiza enfriamien-

to optomecánico, el régimen de bandas laterales bien definidas, (νm � κ) por lo que

se asume que la presión de radiación, al hablar de enfriamiento optomecánico, no

genera un cambio en la frecuencia del elemento mecánico. El efecto de resorte óptico

fue demostrado experimentalmente en 2007 [42], en un experimento donde se logró

crear un trampa óptica capaz de generar un resorte óptico con un módulo de Young

inferido 1.2Tpa donde se atrapó un espejo con una masa de 1g.

1.2.2. Transparencia Inducida Optomecánicamente

Este efecto es el equivalente optomecánico de la Transparencia Inducida Electro-

magnéticamente, efecto que fue así llamado cuando se estableció su existencia en 1990

[43]. Este efecto ocurre al tener un medio óptico, típicamente un gas, en el cual incide

un láser. Este láser puede inducir coherencia entre los estados de los átomos del gas

de tal forma que se genere interferencia en las rutas de excitación de estados que

controlan la respuesta óptica del medio. Mediante este efecto se puede eliminar la

respuesta lineal del medio (absorción y refracción) en alguna frecuencia de transición,

haciendo que el medio se vuelva efectivamente transparente en esta ventana de fre-

cuencia. Este efecto también genera una fuerte respuesta no-lineal (dispersión) en la

ventana de frecuencia de la transparencia inducida [44]. Este fenómeno permite, entre

otras cosas, reducir la velocidad de grupo de un pulso de luz lo suficiente como para

atraparlo por un tiempo controlable dentro de un gas atómico [45].
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En el 2010, se propuso de forma teórica [46] un equivalente formal del fenómeno

para cavidades optomecánicas. Con este efecto, es posible almacenar pulsos de luz en

los grados de libertad mecánicos del sistema, en analogía al almacenamiento de pulsos

de luz en un gas atómico para el caso de la transparencia electromagnéticamente

inducida. Este efecto, en su versión optomecánica, fue observado experimentalmente

por primera vez ese mismo año [47]. En este experimento se empleó un resonador

optomecánico toroidal el cual se pobló primero con un campo electromagnético de

control mediante un láser y luego se midió la transmisión de un láser de prueba

de menor intensidad. Como se esperaría de este efecto, se encontró que es posible,

sintonizando de forma correcta ambos rayos, transferir la amplitud del láser de prueba

a una amplitud en la oscilación del elemento mecánico del sistema.

1.2.3. Enfriamiento Optomecánico

Este es el efecto que se emplea como ejemplo de la teoría mejorada presentada

en este trabajo. Se presentará una derivación más detallada de este fenómeno en el

capítulo 3. Existen al menos dos esquemas de enfriamiento optomecánico donde se

aprovecha la interacción optomecánica entre el elemento mecánico y el campo dentro

de la cavidad. En el primer esquema, la posición del elemento mecánico se mide en

tiempo real mediante una detección de la salida de la cavidad que sea sensible a la

fase, y la dinámica se ajusta en tiempo real para lograr enfriamiento. Se conoce como

amortiguamiento en frío. El segundo esquema se basa en operar la cavidad fuera de

resonancia, lo cual resulta en una retro acción retardada de la presión de radiación so-

bre el sistema mecánico. Este esquema se conoce como enfriamiento mediante bandas

laterales y es el ejemplo empleado en este trabajo. Estos dos esquemas se comparan

en [34], y se encuentra que el esquema de amortiguamiento en frío es mejor para el

régimen de mala cavidad y el esquema de enfriamiento de bandas laterales es óptimo

en el caso del régimen de buena cavidad. En este trabajo se emplea el régimen de bue-

na cavidad y de interacción débil. Dado que el objetivo es enfriar el objeto mecánico

hacia su estado base cuántico (o en dado caso hacia un estado coherente), se utiliza el

número promedio de excitaciones mecánicas, 〈m〉, como una cantidad representativa
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de la temperatura de dicho objeto, en un marco de referencia donde se busca llegar a

〈m〉 = 0.

El concepto de enfriamiento optomecánico mediante bandas laterales se puede

explicar mediante el efecto Raman. En este efecto, un fotón interactúa con materia

y es dispersado de forma inelástica, con una longitud de onda distinta a la incidente

haciendo que la materia con la que interactúa el fotón gane o pierda fonones [48]. En

el caso de el enfriamiento optomecánico mediante bandas laterales, los fotones que

entran a la cavidad tienen una frecuencia que está desentonada hacia el rojo respecto

a la resonancia de la cavidad, por lo que es más probable que al ser dispersados por

el objeto mecánico, absorban energía para dispersarse en la frecuencia resonante de

la cavidad. El desfasamiento del láser respecto a la frecuencia resonante de la cavidad

hace que el proceso de dispersión de la luz favorezca la dispersión anti-Stokes. Si

el láser se desfasa hacia el azul respecto a la frecuencia de la cavidad se favorece

el proceso opuesto. Si se denota la taza con la que ocurren estos procesos mediante

los coeficientes A± donde A− denota el proceso de enfriamiento y A+ el proceso de

calentamiento del objeto mecánico, se tiene que la temperatura en equilibrio es

〈m〉 =
A+ + nmγm

Γopt + γm

, (1.10)

donde γm es la taza de decaimiento del oscilador mecánico y Γopt = A− − A+, en el

caso óptimo donde se considera que el proceso de enfriamiento es mucho más rápido

que el tiempo de re-termalización, la temperatura en equilibrio está dada por [31]

〈m〉min =
A+

A− − A+

. (1.11)

Las tazas de enfriamiento y calentamiento se calculan en el capítulo 3 para el caso

donde la frecuencia natural del oscilador mecánico es constante y en el capítulo 5

se obtienen los coeficientes para el caso de una frecuencia natural con dependencia

periódica en el tiempo, así como una nueva expresión analítica para el número de

excitaciones mecánicas, empleando una teoría mejorada de disipación.
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1.3. Sistemas Optomecánicos

Existe una gran cantidad de sistemas físicos, implementables en laboratorio, que

emplean la interacción entre grados de libertad electromagnéticos y mecánicos. Estos

sistemas tienden a agruparse dentro de categorías amplias a fin de poder realizar un

estudio más organizado de sus propiedades y de el estado del arte en cada categoría

de sistemas.

1.3.1. Espejos Móviles

En el capítulo 2 se describe la teoría básica de una cavidad de Fabry-Pérot en la

cual uno de los dos espejos no se encuentra fijo y está acoplado a un resorte, o algún

equivalente, que le permite moverse bajo la influencia de un potencial de oscilador

armónico, se observa un esquema de este tipo de sistema en la figura 1.1.

espejo fijo espejo móvil

m

x

Figura 1.1: Cavidad de Fabry-Pérot con un espejo móvil. La luz entra a la cavidad
mediante un espejo fijo semi-transparente. El espejo móvil se encuentra acoplado a
un resorte o algún otro potencial de oscilador armónico. Basada en imagen de [1].

Una de las primeras implementaciones experimentales de este tipo de sistemas se

remonta al interferómetro de ondas gravitacionales LIGO [49], ya que a fin de aislar
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los espejos del interferómetro del ruido acústico de su ambiente, estos se suspendieron

utilizando cables de acero, de tal forma que cada espejo se podía describir como la

masa de un péndulo ideal. Esto lleva a una de las principales ventajas de los sistemas

optomecánicos basados en espejos móviles: el poder acoplar objetos mecánicos gran-

des, como los espejos de LIGO, a grados de libertad del campo electromagnético. Se

ha demostrado enfriamiento optomecánico [50] de objetos en la escala de kilogramos.

Uno de los posibles retos de este tipo de sistemas surge del elemento mecánico y su

interacción con el ambiente, ya que este acoplamiento generalmente acarrea una fuerte

decoherencia. Debido a que estos sistemas operan en un rango bajo de frecuencias

mecánicas (ν0/2π < 1kHz) son altamente sensibles al ruido acústico [31] por lo que

se ha estudiado reemplazar el elemento mecánico con una trampa óptica [51]. En este

montaje teórico se emplea un disco dieléctrico suspendido mediante tenazas ópticas,

y se encontró que es posible alcanzar un número promedio de ocupación fonónica de

n = .14 para parámetros realizables experimentalmente, lo cual se encuentra dentro

del régimen cuántico, usualmente definido en la literatura como n < 1, lo cual indica

que al medir se encuentra al sistema de forma más frecuente en su estado base.

Una de las posibles áreas de investigación en el área de cavidades optomecánicas

con espejos móviles es la medición de fuerzas con alta precisión. Esto incluye trabajos

como la medición de la carga eléctrica mediante un sistema híbrido de interferómetro

de Michelson y una cavidad de espejo móvil [52]. En este sistema, uno de los espejos

dentro de un interferómetro de Michelson se puede mover y se encuentra cargado

eléctricamente con una carga por determinar. La longitud del brazo del interferómetro

cambia en función de la fuerza de Coulomb entre el espejo cargado y un objeto externo

con carga conocida. La diferencia entre las intensidades de salida de ambos brazos del

interferómetro permite determinar la carga del espejo. Otro trabajo estudia el efecto

de introducir un amplificador óptico paramétrico dentro de la cavidad y encuentra

que esto permite, dentro de ciertos parámetros, medir una fuerza externa aplicada al

espejo móvil con precisión superior al límite cuántico estándar [53].

Los amplificadores ópticos no son el único tipo de objeto que se introduce dentro

de una cavidad optomecánica con espejo móvil, esta es un área de estudio activa.



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 13

Entre las posibilidades se encuentra introducir un condensado de Bose-Einstein den-

tro de la cavidad. Se ha encontrado que el Hamiltoniano que describe un condensado

de Bose-Einstein dentro de una cavidad con espejos fijos se puede deducir como el

caso limite de una cavidad con espejo móvil cuando este espejo oscila de forma no

lineal [54]. En el caso de un condensado dentro de una cavidad con espejo móvil, se

ha encontrado que bajo ciertos parámetros, el sistema se puede describir como un

sistema de dos modos donde los grados de libertad atómicos y mecánicos se acoplan

fuertemente mediante el campo electromagnético con un parámetro óptico de acopla-

miento [55]. En una combinación de posibles sistemas, al acoplar una cavidad con

espejos fijos y un ensamble atómico dentro con una cavidad con un espejo móvil, se

logra entrelazamiento de variables continuas a temperaturas de cerca de 32 K [56].

Las cavidades de espejo móvil acopladas a un ensamble atómico o a un condensado

también son empleadas en el estudio de efectos optomecánicos como la transparencia

optomecánicamente inducida, donde se reporta que la diferencia de frecuencia entre

el espejo móvil y un condensado de Bose-Einstein puede llevar a que la ventana de

frecuencia donde se manifiesta la transparencia optomecánicamente inducida se divi-

da en dos ventanas [57]. La transparencia optomecánicamente inducida también se

ha explorado en una cavidad optomecánica de cuatro brazos con dos espejos móviles

controlados con bombas externas, donde se puede modular varios tipos de parámetros

optomecánicos y modular perfiles de Fano [58]. Otro estudio logra obtener transpa-

rencia mediante una doble capa de grafeno dentro de una cavidad de espejo móvil

[59].

Algunos otros temas de estudio actual incluyen el estudio de diferentes tipos de

acoplamiento (donde las oscilaciones del espejo móvil modulan la frecuencia de la

cavidad, la intensidad del acoplamiento, o el acoplamiento coherente de varios modos

ópticos dentro de la cavidad) llevando a un sistema de clasificación de acoplamientos

en función de su Hamiltoniano [60]. Se ha explorado el uso de presión de radiación y

el uso del efecto de resorte óptico para estabilizar cavidades con espejos móviles y se

ha demostrado experimentalmente [61]. Se ha estudiado el efecto de considerar que

la cavidad tiene un tamaño finito y el de pequeñas fallas en el alineamiento sobre el
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modelo usual de una cavidad de espejo móvil, con miras a la utilización de este tipo

de sistemas en aplicaciones industriales y comerciales [62].

1.3.2. Micro-resonadores

x m

Figura 1.2: Microresonador toroidal. La luz entra al resonador mediante una fibra ópti-
ca. La luz puede viajar dentro del resonador en modos en la dirección de las manecillas
del reloj y en la dirección opuesta. Los grados de libertad mecánicos corresponden a
vibraciones del resonador que alteran el camino óptico. Basada en imagen en [2]

Otra posible configuración de uso frecuente en la actualidad es la de los micro-

resonadores. Este tipo de resonador, como se puede observar en la figura 1.2, usual-

mente consiste de un objeto sólido donde la luz se atrapa en modos donde esta viaja

por el perímetro del resonador. Los modos ópticos dependen del tamaño del resona-

dor, por lo que si éste vibra, esto altera los modos ópticos. Tres geometrías comunes

para fabricar estos resonadores son anillos, esferas y discos [63]. Una de las grandes

ventajas particulares de esta clase de dispositivos optomecánicos es que al reducir el

tamaño de la cavidad, es posible alcanzar un acoplamiento mayor que en el caso de

las cavidades de espejo móvil [40]. Los micro-resonadores también permiten acceso

a un rango muy amplio de frecuencias mecánicas, del rango de MHz a GHz. Entre

sus posibles desventajas, se debe considerar que en este tipo de dispositivo la luz se

propaga dentro de un medio, por lo que estos dispositivos son especialmente sensibles

a pérdidas por absorción y efectos térmicos[64].
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Debido a la fuerte relación entre la geometría de este tipo de sistemas y sus modos,

se ha realizado investigación reciente respecto al efecto sobre los modos del resonador

ocasionados por deformaciones en el mismo. Esta línea de investigación encuentra

entre otros resultados que algunos defectos que podrían considerarse inevitables en

la fabricación del dispositivo implican un cambio fuerte sobre la frecuencia mecánica

del resonador, y que los factores de calidad de los modos que no confinan a la luz en

el perímetro pueden ser aumentados en un factor de 4 con la subsidencia correcta en

una esfera[65]. Al estudiar el modelo teórico de un resonador ligeramente deformado

de manera que los modos mecánicos que viajan en sentidos opuestos de las manecillas

del reloj se acoplan, se puede observar la simetría PT de los modos mecánicos en

un micro-resonador de disco [66]. Otra posibilidad se observa en un modelo donde se

acoplan los modos ópticos que se propagan en sentidos opuestos del reloj y se observa

una transparencia optomecánicamente inducida con un fuerte perfil de Fano [2]. Se

observan también resonancias de Fano al acoplar dos micro-resonadores, donde solo

uno de los cuales actúa como dispositivo optomecánico [67]. En química, los micro-

resonadores presentan una avenida de investigación para la detección de moléculas.

Un estudio utilizó un micro-resonador esférico lleno de fluido y con un recubrimiento

de grafeno. Las propiedades elásticas del grafeno cambian conforme este adsorbe

moléculas del fluido y esto altera los modos acústicos del resonador lo que permite

la detección de las moléculas. Este tipo de montaje demostró una gran sensibilidad a

moléculas de gas de amoniaco [68]. También se ha estudiado el uso de gotas de líquido

como micro-resonador, y se encontró que este tipo de montaje es una plataforma para

espectroscopia de alta sensibilidad para líquidos transparentes en volúmenes de nL

[69].

1.3.3. Membrana en el Medio

En contraste a los sistemas optomecánicos donde la luz se refleja en el elemento

con grados de libertad mecánicos o viaja en un medio cuya longitud de camino óptico

cambia debido a sus deformaciones, los sistemas de membrana en el medio, como el que

se dibuja en la figura 1.3, son sistemas dispersivos. En este tipo de sistemas el elemento
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Figura 1.3: Cavidad optomecánica con una membrana en el medio. La membrana es
semi-transparente y flexible. La posición de la misma respecto a su punto de equilibrio
representa los grados de libertad mecánicos de la interacción. Basada en imagen en
[3].

mecánico consiste de una membrana semi transparente y flexible colocada dentro de

una cavidad de Fabry-Pérot con ambos espejos fijos. La interacción optomecánica es

una función periódica del desplazamiento de la membrana respecto a su punto de

equilibrio [70].

Este tipo de sistemas presentan varias oportunidades de estudio, incluyendo es-

tudiar el comportamiento de un sistema optomecánico dentro del régimen de acopla-

miento extremadamente fuerte, donde el acoplamiento no puede aproximarse como

una función lineal o cuadrática de la posición mecánica [71]. Debido al posicionamien-

to de la membrana en este tipo de cavidades, es posible modelar sistemas donde se

utilizan dos láseres de bombeo con frecuencias distintas, cada una de las cuales in-

troduce luz a la cavidad por un espejo distinto. En este tipo de sistema se encuentra

que es posible enfriar la membrana más allá del límite de enfriamiento optomecánico

marcado por el acoplamiento a un ambiente térmico [3].

Ya que las membranas empleadas en este tipo de sistemas son semi transparentes,
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es posible introducir más de una membrana a la misma cavidad. En una versión, donde

se emplean dos membranas con posición, ángulo y flexibilidad controlables, se puede

modelar fenómenos no lineales, así como acoplamiento a más de un modo mecánico

con resonadores distintos [72]. El sistema de dos membranas se ha logrado montar

experimentalmente, inclusive se han desarrollado chips integrados con dos membranas

de SiN, con los cuales se encuentra un acoplamiento mayor al modo de centro de masa

de lo que se esperaría con una sola membrana [73]. En una extrapolación de este tipo

de montajes se ha calculado que el acoplamiento aumenta de forma exponencial con el

número de membranas hasta saturarse al alcanzar la completa localización del campo

dentro de la cavidad en un sistema de N membranas [74].

Los sistemas de membrana en el medio también permiten el estudio teórico de

la interacción de la membrana con otros sistemas dentro de la cavidad, como los

condensados de Bose-Einstein. Un estudio analizó el comportamiento de una cavidad

con una membrana en el medio y dos condensados de Bose-Einstein idénticos, cada

uno de un lado distinto de la membrana. Se encuentra que en el régimen de acopla-

miento débil, los condensados actúan como quasi-membranas [75]. En el caso de un

solo condensado, se ha encontrado que al considerar acoplamiento tanto lineal como

cuadrático, es posible lograr estados altamente comprimidos en el modo mecánico así

como un fuerte entrelazamiento entre los grados de libertad mecánicos y atómicos

[76].

1.4. Oscilador Armónico con Frecuencia Dependien-

te del Tiempo

En este trabajo se estudia un sistema optomecánico donde la frecuencia natural

del resonador mecánico es una función periódica del tiempo. Para esto es necesario

entender la teoría cuántica del oscilador armónico dependiente del tiempo. Un posi-

ble origen experimental de la necesidad de modelar un oscilador armónico cuántico

con frecuencia natural dependiente del tiempo fue el logro experimental de colocar
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un único ion en su estado base de movimiento dentro de una trampa de Paul [77].

Una trampa de Paul, así llamada en honor a su desarrollador Wolfgang Paul [78],

consiste en cuatro electrodos hiperbólicos extendidos en una dirección, usualmente

denominada y, y donde se genera un campo electromagnético con simetría aproxima-

damente cilíndrica en su centro. El campo electromagnético se genera mediante un

voltaje periódico en el tiempo, puesto que de otra forma la trampa solo sería capaz

de confinar iones en dos dimensiones. Agregar la variación temporal permite confinar

iones en tres dimensiones [4]. Se observa un esquema de este tipo de dispositivo en la

figura 1.4.

Figura 1.4: Esquema de una trampa de Paul, obtenido de [4].

Este tipo de montaje lleva a analizar el comportamiento de objetos cuánticos

que interactúan con un potencial con una dependencia periódica en el tiempo. En

particular, requiere poder modelar un oscilador armónico cuántico dependiente del

tiempo [79]. La teoría para modelar este tipo de sistema cuántico requiere de poder

resolver las ecuaciones de movimiento del problema clásico correspondiente [80]. Una

vez que se conocen estas soluciones es posible modelar el sistema de forma muy

similar al sistema sin dependencia temporal pero utilizando operadores distintos, con

dependencia temporal. Esta distinción es importante, puesto que es usual modelar
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sistemas con este tipo de dependencia periódica empleando los operadores usuales de

oscilador armónico, pero asignando alguna dependencia temporal a alguna cantidad

normalmente constante. Esto no es correcto, como se verá más adelante, ya que los

operadores de escalera para el oscilador armónico con frecuencia constante y para el

oscilador armónico dependiente del tiempo corresponden a objetos distintos.

1.5. Optomecánica con Parámetros Dependientes del

Tiempo

Este trabajo combina varios de los temas vistos en las secciones anteriores. Se

analiza un sistema que consiste en una cavidad optomecánica de espejo móvil, donde

el resorte al cual se encuentra acoplado el espejo móvil tiene una frecuencia natural que

depende del tiempo de forma periódica, como se observa en la figura 1.5. El principal

objetivo de este trabajo es modelar este sistema empleando una teoría más adecuada

para describir la disipación de sistemas cuánticos con dependencias periódicas. Esto

es un modelo de disipación para el oscilador que toma en cuenta su dependencia

temporal explícita [81]. Esto lleva a establecer una ecuación maestra que modela el

sistema de forma más adecuada que intentos anteriores [30], donde simplemente se

incluyó la dependencia temporal del problema en la constante de disipación.

Después de derivar dicha ecuación maestra, se analiza el caso de enfriamiento op-

tomecánico para esta cavidad, en el caso donde la dependencia temporal del oscilador

se puede tratar como una perturbación pequeña, y se encuentra que para ciertos re-

gímenes de parámetros es posible alcanzar una temperatura menor que en el caso de

una frecuencia natural constante.
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Figura 1.5: Cavidad de Fabry-Pérot con un espejo móvil acoplado a un resorte cuya
frecuencia natural es función del tiempo. Tanto el resorte como la cavidad inter-
cambian energía con un ambiente.Un láser bombea fotones de forma continua a la
cavidad.



Capítulo 2

Interacción Optomecánica

La forma de acoplamiento entre el campo electromagnético y un elemento mecá-

nico es la presión de radiación debida al intercambio de momento entre fotones y el

espejo móvil de una cavidad de optomecánica Fabry-Pérot. Para esta sección se sigue

la derivación de la referencia [32]. El potencial vectorial unidimensional dentro de la

cavidad cumple con la ecuación de onda

∂2A(x, t)

∂x2
=
∂2A(x, t)

∂t2
, (2.1)

donde x es eje de movimiento del espejo móvil y se toma c = 1. El potencial se

encuentra definido dentro de la región 0 ≤ x ≤ q(t). Se considera el potencial vectorial

unidimensional en la dirección del eje z y se tiene

A =Ak̂, (2.2)

E =Ek̂ = −∂A
∂t

k̂, (2.3)

B = curlA = −∂A
∂x

ĵ = Bĵ. (2.4)

Cuando se trata con espejos perfectos fijos, se emplea el requisito de continuidad de

E = 0 en los espejos [82]. Si uno de los espejos se mueve, la generalización natural es

pedir que el campo se anule en el marco de Lorentz donde el espejo se encuentra ins-
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tantáneamente en reposo [83], esta condición se cumple si se satisfacen las condiciones

de frontera

A(0, t) = A(q(t), t) = 0, (2.5)

en el marco de referencia del laboratorio. Esto se debe a que, si se considera la

transformación de Lorentz parametrizada por v = vî, el campo eléctrico transformado

es

E′ = γ(E + v ×B) = −γ
(
∂A

∂t
+ v

∂A

∂x

)
k̂. (2.6)

Si la velocidad del marco de referencia se toma como q̇(t) y se evalúa el potencial

vectorial unidimensional A en x = q(t) entonces el término entre paréntesis es la

derivada direccional del potencial a lo largo de la trayectoria del espejo y es idénti-

camente cero [83], lo que asegura que en el marco donde el espejo fijo se encuentra

instantáneamente en reposo el campo eléctrico se anula. La ecuación de movimiento

no relativista para el espejo de masa m es, considerando además un potencial V (q)

mq̈ = −∂V (q)

∂q
+

1

2

(
∂A(x, t)

∂x

)2
∣∣∣∣∣
x=q(t)

. (2.7)

El segundo término del lado derecho es la presión de radiación. El término de presión

de radiación se deduce a partir de que, en el marco de referencia que se mueve con

el espejo, la presión de radiación está dada por B′2/2, ya que el campo eléctrico en

este marco es cero debido a las condiciones de frontera. El término de presión de

radiación se obtiene transformando B′ al marco de referencia del laboratorio en el

límite no relativista. El espejo móvil está sujeto entonces a una fuerza proveniente

de un potencial de oscilador armónico V (q) y a una fuerza proveniente del campo

electromagnético, la presión de radiación. Las ecuaciones (2.7) y (2.1) determinan

por completo la dinámica del sistema cuando se toman en cuenta las condiciones de

frontera dadas por (2.5). Se define un conjunto de coordenadas generalizadas como
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Qk ≡

√
2

q(t)

∫ q(t)

0

dxA(x, t) sin
kπx

q(t)
(2.8)

donde k es un entero positivo. Las coordenadas Qk representan una descomposición

del potencial vectorial A(x, t) en las funciones sin kπx
q(t)

las cuales dependen la posición

del espejo en cada momento. Para más detalle sobre estás funciones ver [84]. Estas

funciones forman un conjunto completo y se puede realizar la expansión

A(x, t) =
∞∑
k=1

Qk(t)

√
2

q(t)
sin

kπx

q(t)
, (2.9)

la cual claramente cumple con las condiciones de frontera (2.5). Si se sustituye la

expansión en las ecuaciones (2.1) y (2.7), se obtiene

Q̈k =− ω2
kQk + 2

q̇

q

∑
j

gkjQ̇j +
q̈q − q̇2

q2

∑
j

gkjQj (2.10)

+
q̇2

q2

∑
jl

gjkgjlQl

mq̈ =− ∂V (q)

∂q
+

1

q

∑
k,j

(−1)k+jωkωjQkQj. (2.11)

Se usan las frecuencias dependientes de la posición

ωk(q) =
kπ

q
, (2.12)

y las funciones

gkj =

 (−1)k+j 2kj
j2−k2 , k 6= j

0, k = j
(2.13)

El sistema de ecuaciones (2.10) corresponde a las ecuaciones de Euler-Lagrange del

Lagrangiano
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L
(
q, q̇, Qk, Q̇k

)
=

1

2

∑
k

[
Q̇2
k − ω2

k(q)Q
2
k

]
+

1

2
mq̇2 − V (q) (2.14)

− q̇

q

∑
j,k

gkjQ̇kQj +
q̇2

2q2

∑
j,k,l

gkjgklQlQj.

Hasta este punto el tratamiento del problema es completamente clásico. Se trans-

forma al Hamiltoniano para proceder con la cuantización. El Hamiltoniano se define

mediante la transformación

H (Pk, Qk, p, q) ≡ pq̇ +
∑
k

PkQ̇k − L
(
q, q̇, Qk, Q̇k

)
, (2.15)

donde se han definido los momentos

Pk = Q̇k −
q̇

q

∑
j

gkjQj, (2.16)

p = mq̇ − 1

q

∑
j,k

gkjPkQj. (2.17)

Como se espera, el momento canónico del espejo no es mq̇ para un campo no nulo

dentro de la cavidad. El Hamiltoniano resultante es

H =
1

2m

(
p+

1

q

∑
j,k

gkjPkQj

)2

+ V (q) +
1

2

∑
k

[
P 2
k + ω2

kQ
2
k

]
.

Usando este Hamiltoniano, se procede a cuantizar de forma canónica. Las variables

p, q, Pk, Qk se convierten en operadores con relaciones de conmutación dadas por

[
q̂, Q̂j

]
=
[
q̂, P̂k

]
=
[
p̂, Q̂j

]
=
[
p̂, P̂k

]
= 0

[q̂, p̂] = i~,
[
Q̂j, P̂k

]
= iδjk~,

(2.18)

y se definen operadores de creación y aniquilación para la cavidad, pero a diferen-

cia de los operadores usuales para un oscilador armónico cuántico, estos dependen
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explícitamente de la longitud de la cavidad mediante q̂. Se tiene

ak(q̂) =

√
1

2~ωk(q̂)

[
ωk(q̂)Q̂k + iP̂k

]
, (2.19)

a†k(q̂) =

√
1

2~ωk(q̂)

[
ωk(q̂)Q̂k − iP̂k

]
. (2.20)

La dependencia de q̂ indica que existe una base del espacio de Hilbert para cada

posición del espejo. Esto implica que cada estado debe etiquetarse con un valor para

el número de excitaciones de cada modo y un valor para la posición del espejo. Esto

lleva a la acción de los operadores

a†k(q̂)ak(q̂) |{nl} , q〉 = nk |{nl} , q〉 ,

q̂ |{nl} , q〉 = q |{nl} , q〉 ,
(2.21)

donde se usa {nl} para denotar el conjunto {n1, n2, n3, . . . } de los números de ocupa-

ción de cada modo de la cavidad. El Hamiltoniano (2.18) se expresa en términos de

estos operadores como

H =
(p+ Γ)2

2m
+ V (q) + ~

∑
k

ωk(q)

[
a†kak +

1

2

]
, (2.22)

donde

Γ ≡ i~
2q

∑
k,j

gkj

[
k

j

]1/2 [
a†ka

†
j − akaj + a†kaj − a

†
jak

]
. (2.23)

Aquí se ha omitido escribir explícitamente la dependencia de q̂ en los operadores

de la cavidad por conveniencia. Este Hamiltoniano es similar al Hamiltoniano de

acoplamiento mínimo en electrodinámica, sin embargo en este caso Γ es bilineal, por

lo que hay procesos de absorción y emisión de dos fotones. El término de vacío en

(2.22) es divergente ya que hay un número infinito de modos, por lo que se emplea el

procedimiento usual [85] y se tiene el Hamiltoniano con la energía de Casimir en una

dimensión
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H =
(p+ Γ)2

2m
+ V (q) + ~

∑
k

ωk(q)a
†
kak −

~π
24q

. (2.24)

Es importante notar que el término para la energía de Casimir que se presenta en el

Hamiltoniano es el balance de los modos del campo fuera de la cavidad, los cuales

empujan el espejo hacia adentro, y los modos dentro de la cavidad los cuales empujan

el espejo hacia afuera [86]. Esto implica que deberían considerarse los modos fuera de

la cavidad para un tratamiento completo, por lo que este Hamiltoniano es aproximado,

sin embargo se considera una buena aproximación en los casos donde el campo dentro

de la cavidad es dominante. El Hamiltoniano (2.24) tiene un acoplamiento no lineal

entre la cavidad y el espejo. En el caso donde el potencial V (q) confina al espejo a

moverse cerca de una posición de equilibrio, se escribe el desplazamiento respecto a

esta posición l0 como x0 ≡ q − l0 y cuando este desplazamiento es pequeño respecto

a l0 se puede aproximar Γ como

Γ ≈ Γ0 = Γ

∣∣∣∣
q=l0

. (2.25)

Adicionalmente se pueden realizar expansiones en series de potencias a primer orden

del parámetro x0

l0
y se obtiene

ak(q) ≈ ak0 −
x0

2l0
a†k0, (2.26)

ωk(q) ≈ ωk0

(
1− x0

l0

)
, (2.27)

donde ak0 y ωk0 son el operador de aniquilación y la frecuencia asociadas a q = l0.

Si las aproximaciones (2.26) se sustituyen en el Hamiltoniano (2.24) y se hace una

transformación unitaria H ′ = U †HU dada por

U = eix0Γ0/~, (2.28)

se obtiene el Hamiltoniano
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H ′ ≈ p2

2m
+ u (x0) + ~

∑
k

ωk0a
†
k0ak0 − x0F0 (2.29)

donde u (xm) = V (q)− ~π/24q y F0 denota la presión de radiación en ordenamiento

normal dada por

F0 =
~

2l0

∑
k,j

(−1)k+j√ωk0ωj0

(
ak0aj0 + a†k0a

†
j0 + a†k0aj0 + a†j0ak0

)
. (2.30)

En una aproximación donde se considera únicamente un modo de la cavidad, la presión

de radiación se simplifica a

x0F0 ≈ x0
~ωk0

l0
a†k0ak0, (2.31)

lo cual es el resultado deseado y lleva, para el caso donde el potencial u(x0) corres-

ponde al oscilador armónico, al Hamiltoniano

H = ~ωk0a
†
k0ak0 + ~νmb†b− ~g0a

†ax. (2.32)

Se tiene entonces la interacción optomecánica para el caso donde se considera un

único modo de la cavidad y no se considera el campo fuera de la misma. De aquí en

adelante se omite el sub-índice k0.



Capítulo 3

Enfriamiento Optomecánico en una

Cavidad no Paramétrica

En este capítulo se presenta una derivación del enfriamiento optomecánico de ban-

das laterales, desde el enfoque de ruido cuántico, y se presenta en analogía al caso

clásico de un oscilador armónico acoplado a un baño térmico. Existen muchas deriva-

ciones de este efecto [87, 33], pero se presenta una que sigue de cerca a la derivación

presentada en [88], los conceptos se pueden encontrar con un poco más de detalle

en [89]. Primero es importante discutir ciertos conceptos y cantidades relevantes en

relación al ruido cuántico.

3.1. Densidad de Potencia Espectral

Se inicia con la teoría clásica. Sea I(t) una señal clásica aleatoria caracterizada

por tener un valor promedio cero y por la función de correlación

GI,I (t, t′) = 〈I(t)I (t′)〉 . (3.1)

Esta función de correlación es análoga a una matriz de covarianza. Para t′ = t,

contiene la información sobre las correlaciones entre las fluctuaciones de la señal. Para

tiempos distintos contiene la información sobre que tanta correlación existe entre las

28
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fluctuaciones de I(t) y las de I(t′). Conviene definir ciertos conceptos. Primero, el

ruido bajo consideración es estacionario, esto es, la función I(t) no es constante

en el tiempo pero sus propiedades estadísticas si lo son. Esto lleva a que la función

GI,I(t, t
′) dependa únicamente de la diferencia entre tiempos, t− t′. Segundo, el ruido

que se considera es Gausiano, es decir el ruido queda completamente caracterizado

por la función GI,I(t, t
′), no tiene momentos estadísticos de mayor orden. Y finalmente

el tiempo característico, el cual define la escala de tiempo en la cual decaen las

correlaciones entre I(t) e I(t′). Si el tiempo característico τc � |t− t′|, entonces se

considera GI,I(t− t′) ≈ 0. I(t) es una variable aleatoria Gaussiana con promedio cero,

y también lo es su transformada de Fourier, la cual se define en un periodo de muestra

τ como

Iτ [ω] =
1√
τ

∫ τ/2

−τ/2
dteiωtI(t). (3.2)

Para un τ lo suficientemente grande, las propiedades estadísticas de esta transformada

no dependen de τ . Se define ahora la densidad de potencia espectral, la cual

contiene la información de cuánta potencia contiene I(t) para alguna frecuencia ω.

Es simplemente la varianza de Iτ [ω] en el límite donde τ es muy grande

SII [ω] ≡ ĺım
τ→∞

〈
|Iτ [ω]|2

〉
= ĺım

τ→∞
〈Iτ [ω]Iτ [−ω]〉 . (3.3)

Esto quiere decir que la densidad de potencia espectral es la transformada de Fourier

de la función de auto-correlación de I(t)

SII [ω] =

∫ +∞

−∞
dteiωtGI,I(t). (3.4)

Este resultado se conoce como el teorema de Wiener-Khinchin [90]. En el caso clásico,

como la señal I(t) es una función real, GI,I(t, t
′) también lo es y la densidad de

potencia espectral cumple SII [ω] = SII [−ω]. Físicamente esto tiene sentido, pues la

interpretación física de que tanta potencia contiene la señal para una frecuencia dada

no tendría sentido de otra forma.

La densidad de potencia espectral también se puede definir para sistemas cuánti-
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cos, sin embargo es importante entender que mientras la definición es completamente

análoga, la interpretación física de esta cantidad no es la misma. Se define de la misma

forma. Por ejemplo, en el caso del operador de posición

Sxx[ω] =

∫ +∞

−∞
dteiωt〈x̂(t)x̂(0)〉. (3.5)

Una diferencia clave en este caso es que, en general, se tiene que para un operador

Ô(t), [Ô(t), Ô(t′)] 6= 0, por lo que la función de auto-correlación puede ser compleja

y por ende Sxx[ω] 6= Sxx[−ω]. Esto no ocurre en el caso clásico cuando se trabaja

con variables en lugar de operadores. ¿Cual es la interpretación física de esto? Para

el caso cuántico, la densidad de potencia espectral contiene información respecto a

transferencia de energía. La parte positiva del espectro corresponde con transferencia

de energía al sistema y la parte negativa a transferencia de energía desde el sistema.

Es importante notar que no se pide un sistema físico con frecuencia negativa, se tiene

una función que, dada una frecuencia positiva, describe los intercambios de energía

del sistema desde y hacia un sistema externo. Se analiza el caso específico de un

oscilador armónico acoplado a un baño térmico.

3.2. Caso clásico y caso cuántico

Se inicia con el caso clásico. Se tiene un oscilador armónico con frecuencia ν

y masa m en equilibrio con un baño térmico a temperatura T . Se asume que el

acoplamiento es lo suficientemente débil como para que no sea necesario considerarlo

en la descripción de la dinámica del oscilador. Es este caso, la solución para las

ecuaciones de movimiento de Hamilton es

x(t) = x(0) cos(νt) +
p(0)

mν
sin(νt), (3.6)

donde x(0) y p(0) son los valores iniciales de la posición y el momento, los cuales son

aleatorios. La función de auto-correlación de la posición es entonces
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Gx,x(t, 0) = 〈x(t)x(0)〉 , (3.7)

= 〈x(0)x(0)〉 cos(νt) + 〈p(0)x(0)〉 1

mν
sin(νt), (3.8)

donde únicamente se ha sustituido la solución (3.6) en la definición de la función

de correlación. Clásicamente no debe haber correlación entre los valores iniciales de

la posición y el momento puesto que se tomaron como valores aleatorios. Eso deja

únicamente

Gx,x(t, 0) = 〈x(0)x(0)〉 cos(νt). (3.9)

Se sabe, del teorema de equipartición, que 1
2
mν 〈x2〉 = 1

2
kBT , con kB la constante de

Boltzman. Calcular la transformada de Fourier del coseno es directo y se obtiene la

densidad de potencia espectral

Sx,x[ω] =
kBT

mν
(δ(ω − ν) + δ(ω + ν)), (3.10)

la cual es simétrica en la frecuencia como se buscaba e indica que toda la potencia

se concentra en la frecuencia ν del oscilador. Se considera ahora el caso cuántico. La

expresión para la función de correlación es la misma que en el caso de la ecuación

(3.7), pero ahora con operadores

Gx,x(t, 0) = 〈x̂(0)x̂(0)〉 cos(νt) + 〈p̂(0)x̂(0)〉 1

mν
sin(νt). (3.11)

Aquí el desarrollo difiere del caso clásico, debido a la relación de conmutación entre los

operadores x̂ y p̂. Forzosamente debe existir una correlación entre estos o se violaría

la relación de conmutación y se tiene que 〈x̂(0)p̂(0)〉 = i~
2
. La función de correlación

se puede re-escribir

Gx,x(t) = x2
0

{
nB(~ν)e+iνt + [nB(~ν) + 1] e−iνt

}
, (3.12)
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donde x2
0 = ~

2mν
es el movimiento de punto cero y nB(~ν) es el número de ocupación de

Bose-Einstein en equilibrio térmico. La transformada de Fourier se calcula de forma

directa y se tiene

Sxx[ω] = 2πx2
0 {nB(~ν)δ(ω + ν) + [nB(~ν) + 1] δ(ω − ν)} . (3.13)

Se observa que esta función ha perdido la simetría en la frecuencia. En este caso,

el factor de ocupación de Bose-Einstein sugiere la interpretación física. El término

correspondiente a la parte positiva del espectro de frecuencias se relaciona con emisión

de energía del baño térmico hacia el oscilador y la parte negativa se relaciona con

emisión de energía del oscilador al baño térmico. Cuando la temperatura aumenta

tal que kBT
~ν >> 1, se tiene que nB(~ν) ≈ nB(~ν) + 1 y la densidad de potencia

espectral cuántica tiende a la densidad de potencia espectral clásica. Es importante

notar que aunque se habla de un espectro negativo de frecuencias, no se habla de una

frecuencia negativa para el oscilador, esta frecuencia siempre es una cantidad positiva

y la densidad de potencia espectral contiene información sobre los intercambios de

energía entre un oscilador armónico de frecuencia ν y el baño térmico al cual este se

encuentra acoplado.

3.3. Teorema de Fluctuación-Disipación

El desarrollo presentado parecería indicar que las densidades de potencia espectral

cuánticas y clásicas no se encuentran conectadas más allá de las expresiones empleada

para calcularlas. Sin embargo, existe una conexión en su interpretación física y esto

se puede evidenciar mediante el teorema de fluctuación-disipación. Este teorema es-

tablece una relación entre la taza de decaimiento del oscilador armónico y la densidad

de potencia espectral [91]. Para el caso clásico, de nuevo pensando en un oscilador

armónico sujeto a una fuerza F (t) que actúa como una fuente de ruido, se tiene la

ecuación de movimiento

mẍ = −mν2x−mγẋ+ F (t), (3.14)
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donde se ha agregado un término de disipación dependiente de la velocidad para evitar

que la fuerza F (t) pueda calentar indefinidamente al oscilador. En este caso la fuerza

actúa como un baño térmico, ya que lleva al oscilador hacia un punto de equilibrio.

Se pide que este baño térmico se encuentre en equilibrio a una temperatura T , por lo

que se espera que el oscilador se encuentre en equilibrio también a esta temperatura.

Esto implica que los cambios en la energía del oscilador, debido a la disipación y

al calentamiento del baño, deben estar balanceados y se tiene, asumiendo que el

acoplamiento es pequeño tal que ν >> γ

d

dt
〈E〉 = −γ〈E〉+

SFF [ω]

2m
. (3.15)

En el caso de energía estacionaria y usando el teorema de equipartición, se tiene el

teorema de fluctuación disipación clásico

SFF [ω] = 2mγkBT. (3.16)

¿Cómo es el teorema de fluctuación disipación para el caso cuántico? Se tiene el

Hamiltoniano

H = ~νb̂†b̂+HB + x̂F̂ , (3.17)

donde b̂ y b̂† son los operadores de escalera del oscilador armónico, HB es el Hamilto-

niano del baño y x̂ es el operador de posición del oscilador y F̂ es el operador para la

fuerza que experimenta el oscilador debido al acoplamiento con el baño. F̂ es tal que

[F̂ , x̂] = 0. El oscilador evoluciona de acuerdo a la ecuación de Schrödinger. No es

necesario conocer de forma explícita el Hamiltoniano que describe la evolución libre

del baño térmico. Si el oscilador se encuentra en un estado inicial |ψ(0)〉 al tiempo

cero, se desea conocer la probabilidad de que después de un tiempo t se encuentre en

un estado final |ψf〉. Ya que solo es de interés como esta probabilidad de transición

depende de F̂ , se trabaja en el marco de interacción para eliminar las dinámicas libres

del oscilador y el baño. En este marco de referencia, denotado por el sub-índice I se

tiene
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|ΨI(t)〉 = Û †0(t) |Ψ(t)〉 = ÛI(t) |Ψ(0)〉 , (3.18)

con Û0(t) = e−i(νb̂
†b̂+Hb)t/~ y ÛI(t) = e−ix̂F̂ t/~. El Hamiltoniano en este marco de

referencia es

ĤI(t) = Û †0ĤÛ0 = Û †0 V̂ Û0 = V̂I(t), (3.19)

donde V̂ = x̂F̂ . La amplitud de transición entre un estado inicial i al tiempo t y un

estado final f , el cual se asume es un eigen-estado del sistema, está dada por

Ai,f = 〈Ψf |Ψi(t)〉 ,

= 〈Ψf |Û0(t)ÛI(t)|Ψ(0)〉 ,

=e−iEf t/~ 〈Ψf |ΨI(t)〉 ,

donde Ef es la energía del estado final. La solución a la ecuación de Schödinger en este

marco de referencia está dada por la serie de Dyson [92]. Esta serie tiene, formalmente,

un número infinito de términos pero solo es de interés la probabilidad de transición a

tiempos cortos, por lo que se tiene, a primer orden

|Ψ(t)〉 = |Ψ(0)〉+
1

i~

∫ t

0

dτV̂I(τ) |Ψ(0)〉 . (3.20)

Aquí se ha utilizado que |ΨI(0)〉 = |Ψ(0)〉 ya que Û0(0) = 1. Para poder proceder es

necesario dar una condición inicial. Se asume que al tiempo 0, el estado del oscilador

es separable del estado del baño y que el oscilador se encuentra en algún estado

etiquetado como n. Como el estado final elegido es un eigen-estado, debe ser ortogonal

a la condición inicial. Primero se calcula la amplitud de transición del caso donde el

oscilador va del estado n al estado n+ 1

Ai,f =
1

i~

∫ t

0

dτ 〈n+ 1|x̂I(τ)|n〉
〈
F̂
〉
. (3.21)
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Por definición del marco de interacción, x̂I(τ) = Û †0(τ)x̂Û0(τ). Se puede expresar x̂ en

términos de operadores de creación y aniquilación como x̂ = x0(b̂+ b̂†). Si se procede

de esta forma

Ai,f =
x0

i~

∫ t

0

dτ 〈n+ 1|ei(νb̂†b̂+HB)τ/~(b̂+ b̂†)e−i(νb̂
†b̂+HB)τ/~|n〉

〈
F̂
〉
,

=
x0

i~

∫ t

0

dτeiντ 〈n+ 1|(b̂+ b̂†)|n〉
〈
F̂
〉
,

=
x0

√
n+ 1

i~

∫ t

0

dτeiντ
〈
F̂
〉
.

La dinámica del baño no es conocida, y el objetivo no es desarrollar una descripción

de la misma. Se asume que el baño se encuentra en un estado estacionario y que su

matriz densidad se puede escribir de forma diagonal. Se tiene que la probabilidad de

transición del estado n al estado n+ 1 del oscilador armónico está dada por

Pn,n+1(t) =
x2

0(n+ 1)

~2

∫ ∫ t

0

dτ1dτ2e
iν(τ2−τ1)

〈
F̂I(τ1)F̂I(τ2)

〉
. (3.22)

La probabilidad de transición del estado n del oscilador armónico al estado n+ 1

depende entonces de la función de auto-correlación de F̂ . Se hacen los cambios de

variable τ1 = t′ + τ y τ2 = t′ tal que

Pn→n+1 =
x2
xp(n+ 1)

~2

∫ t

0

dt′
∫ t−t′

−t′
dτe−iντ

〈
F̂I (t′ + τ) F̂I (t′)

〉
. (3.23)

Si la integración se toma en un tiempo lo suficientemente largo comparado con el tiem-

po de auto-correlación del baño, se pueden aproximar los límites de integración por

±∞. Si se asume que el baño es Markoviano, entonces su función de auto-correlación

es una delta de Dirac y la aproximación es razonable. Esto se puede reescribir en

términos de la densidad de potencia espectral como

Pn,n+1(t) =
x2

0(n+ 1)

~2
tSF̂ (−ω). (3.24)

Es importante notar que este desarrollo asume tiempos cortos únicamente. Si se desea
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obtener la taza de transición de n a n+ 1 se deriva Pn,n+1(t) respecto al tiempo y se

obtiene

pn,n+1 =
x2

0(n+ 1)

~2
SF̂ (−ω). (3.25)

El cálculo para el caso de la transición n a n− 1 es completamente análogo y resulta

en

pn,n−1 =
x2

0(n)

~2
SF̂ (ω). (3.26)

Ambas transiciones son más probables entre mayor el número de ocupación n y no

existe una transición hacia abajo cuando n = 0. Sin embargo la propiedad que resulta

de mayor interés es que la transición hacia estados con mayor número de excitaciones

depende de la parte negativa del espectro de SF̂ (ω) y la transición descendente depen-

de de la parte positiva, como se vio anteriormente. Con estas tazas de transición se

puede escribir una ecuación diferencial para la probabilidad de encontrar al oscilador

en el estado n. Esta debe ser simplemente la probabilidad de que el oscilador entre al

estado n menos la probabilidad de que abandone el estado n, dada por

d

dt
pn = [nR↑pn−1 + (n+ 1)R↓pn+1]− [nR↓ + (n+ 1)R↑] pn, (3.27)

donde se emplea la notación

R↑ =
x2

0

~2
SF̂ (−ω),

R↓ =
x2

0

~2
SF̂ (ω),

para las tazas de transición del oscilador. La energía promedio del oscilador armónico

está dada por la suma de la energía de cada posible estado multiplicada por la pro-

babilidad de ocupación correspondiente. Esto permite llegar, empleando la ecuación

(3.27), a



CAPÍTULO 3. ENFRIAMIENTO OPTOMECÁNICO NO PARAMÉTRICO 37

d

dt
〈E〉 = −γ〈E〉+

S̄FF [ω]

2m
, (3.28)

la cual tiene la misma forma que la ecuación clásica, sin embargo en este caso se tiene

que

γ =
x2

0

~2
(SFF [ω]− SFF [−ω]) , (3.29)

S̄FF [ω] =
SFF [ω] + SFF [−ω]

2
. (3.30)

La densidad de potencia espectral cuántica parecía contener más información que su

análogo clásico, puesto que describe dos procesos distintos. Lo que se observa aquí

es que la parte simétrica contiene la información de como las fluctuaciones del baño

calientan el oscilador de la misma forma que en el caso clásico y la parte asimétrica

corresponde al coeficiente de decaimiento clásico, al describir como el baño puede

enfriar el oscilador. La asimetría de la función de densidad de potencia espectral

se debe por completo al hecho de que el operador que describe la acción del baño

no necesariamente conmuta consigo mismo a tiempos distintos. Dado que ambos

factores dependen de la densidad de potencia espectral, el enfriamiento del oscilador

es el resultado de controlar la densidad de potencia espectral del baño con el cual

interacciona el oscilador, favoreciendo la parte asimétrica.



Capítulo 4

Oscilador Armónico Dependiente del

Tiempo

En este trabajo se estudia el comportamiento de una cavidad optomecánica con un

resonador mecánico cuya frecuencia natural es una función periódica del tiempo. A fin

de modelar este sistema es importante entender como modelar primero la evolución

libre de un oscilador armónico cuya frecuencia natural es una función del tiempo.

Primero se revisa de manera breve la teoría del oscilador armónico cuántico con

frecuencia constante y después se estudia el caso de frecuencia dependiente del tiempo

así como la ecuación de Mathieu y la teoría de Floquet, las cuales son necesarias para

resolver el problema del oscilador armónico con dependencia temporal.

4.1. Oscilador Armónico Cuántico

Tanto el campo electromagnético dentro de una cavidad, como los resonadores

mecánicos se describen mediante el formalismo del oscilador armónico cuántico [93].

El Hamiltoniano del oscilador armónico cuántico, cuando se consideran todos los

modos, tiene la forma general

H =
∑
k

~νk(a†kak +
1

2
). (4.1)

38
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νk corresponde a la frecuencia de cada modo individual y se debe sumar sobre todos los

modos. Los operadores ak y a†k se conocen como operadores de creación y aniquilación

respectivamente y operan sobre la base de Fock de la siguiente forma [92]

ak |nk〉 =
√
nk |nk − 1〉 , (4.2)

a†k |nk〉 =
√
nk + 1 |nk + 1〉 , (4.3)

a†kak |nk〉 =nk |nk〉 . (4.4)

Las relaciones de conmutación están dadas por

[aj, a
†
k] = δj,k. (4.5)

(4.6)

A manera de aproximación, usualmente se trabaja con un único modo, por lo que en

general se omitirá el sub-índice k a menos que sea necesario. El término constante

tampoco se tomará en cuenta desde este punto.

4.2. Oscilador Armónico Cuántico Dependiente del

Tiempo: Evolución Libre

El Hamiltoniano dado en la sección 4.1 es, en el caso del resonador mecánico,

expresable en términos de los operadores de posición y momento x y p como

H =
1

2m
p2 +

1

2
mν2x2, (4.7)

donde m es la masa del resonador y ν su frecuencia natural. ¿Qué sucede si se tiene

un Hamiltoniano explícitamente dependiente del tiempo en la frecuencia?



CAPÍTULO 4. OSCILADOR ARMÓNICO DEPENDIENTE DEL TIEMPO 40

H =
1

2m
p2 +

1

2
mν(t)2x2. (4.8)

El caso de particular interés es el caso cuando ν(t) es una función periódica del tiempo.

En este caso el problema se puede resolver de forma completamente análoga al caso de

frecuencia constante siempre y cuando se puedan encontrar las soluciones a la ecuación

de movimiento clásica para un resonador armónico con frecuencia dependiente del

tiempo

f̈(t) + ν(t)2f(t) = 0. (4.9)

Para los propósitos de este estudio, se considera una frecuencia de la forma

ν(t) = ν0 + ε′ cos(2ωt), (4.10)

donde ν0 es la frecuencia promedio, ε′ es un parámetro pequeño en relación a ν0 y

ω es la frecuencia con la que varía la frecuencia natural del resonador y a la cual se

hace referencia con el nombre de frecuencia secundaria. Esta elección de ν(t) lleva a

una ecuación de movimiento clásica a primer orden en el parámetro ε′

f̈ + (ν2
0 + 2ε′ν0 cos(2ωt))f = 0, (4.11)

esta ecuación diferencial es conocida como la ecuación de Mathieu [94], la cual es un

caso particular de la ecuación de Hill [95]

dy

dt2
+Q(t)y = 0. (4.12)

La solución de la ecuación de Mathieu es necesaria para poder resolver, de forma

analítica, el problema del oscilador armónico dependiente del tiempo por lo que se

estudia de forma detallada.
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4.2.1. Ecuación de Mathieu y teoría de Floquet

La ecuación de Mathieu usualmente se expresa de la forma [96]

ü+ (a− 2q cos(2t))u = 0, (4.13)

la discusión se limita al caso de a y q reales. Es directo llevar la ecuación (4.11) a

esta forma. El tipo de solución que existe depende de los coeficientes a y q. En el caso

donde únicamente es aceptable obtener soluciones con periodo π o 2π solo es posible

encontrar una solución para ciertos valores de a y q [97]. Este caso lleva a obtener las

así llamadas funciones de Mathieu cen(t, q) y sen(t, q). El índice n en estas funciones

refiere a que para cada valor de q se puede dar una serie de valores de a para los cuales

existe una solución de este tipo. Estos valores usualmente se denotan por las series

an(q) para cen(q) y bn(q) para sen(q). Las funciones cen(t, q) son pares y las funciones

sen(t, q) son impares. Estas tienden a cos(nt) y sin(nt) respectivamente cuando q → 0.

Este tipo de solución no es la más adecuada para un caso más general, ya que esto

limitaría el estudio a sólo ciertos valores para la frecuencia. Por esto se busca una

solución más general. Esta solución se obtiene mediante el teorema de Floquet [97], el

cual dice que para una ecuación de la forma (4.13) es posible encontrar una solución

de la forma

f(t) = eiµtp(t) (4.14)

donde µ se conoce como el exponente característico o de Floquet, el cual depende de

a y q. La función p(t) es una función periódica con un período igual al de cos(2t). La

segunda solución está dada simplemente por f ∗(t). Estas soluciones están expresadas

en la llamada forma de Floquet. En el caso general [96], se buscan soluciones donde µ

es real para garantizar que la solución no diverja o tienda a cero para tiempos largos.

Al ser una función periódica, la función p(t) se puede expresar como serie de Fourier

p(t) =
∞∑

j=−∞

c2je
2jit (4.15)
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esta serie se puede sustituir en la ecuación de Mathieu y se obtiene una relación de

recurrencia para los coeficientes de la serie. Esta relación es

ηj(µ)c2j−2 + c2j + ηj(µ)c2j+2 = 0, (4.16)

con

ηj(µ) =
q

(2j − iµ)2 − a
. (4.17)

El valor de µ queda determinado por

∆(µ) = 0, (4.18)

donde ∆(µ) es el determinante del sistema de ecuaciones (4.16), este valor de µ

garantiza soluciones no triviales. Sin embargo, esta solución es muy compleja para

un manejo analítico. Para el caso de interés, donde q � a es posible encontrar una

solución, con la forma deseada, mediante una expansión en serie de potencias de q

[98]. Empleando los parámetros de la ecuación (4.11), se escribe

f̈(t) + (a+ ε cos(2t))f(t) = 0, (4.19)

con a =
ν2
0

ω2 . Se usa de ahora en adelante el parámetro adimensional ε = 2ε′ν0

ω2 . Se

absorbe el factor ω en el tiempo por simplicidad durante la derivación. Primero se

determina la región de parámetros donde se buscará una solución a fin de encontrar

una solución estable. Se sigue la derivación de [98]. Primero se expresa la solución en

serie de Fourier de la forma

f(t) =
∞∑
j=0

cj cos(2jt) +
∞∑
j=1

sj sin(2jt), (4.20)

y se sustituye en la ecuación (4.19) para obtener
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0 =
∞∑
j=0

(
a− 4j2

)
cj cos(2jt) +

∞∑
j=1

(
a− 4j2

)
sj sin(2jt) (4.21)

+ ε

∞∑
n=0

cj cos(2jt) cos(2t) + ε
∞∑
j=1

sj sin(2jt) cos(2t).

Si se emplean las igualdades trigonométricas

cos(A) cos(B) =
1

2
(cos(A−B) + cos(A+B)),

sin(A) cos(B) =
1

2
(sin(A−B) + sin(A+B)),

se tiene que

0 =
∞∑
j=0

(
a− 4j2

)
cj cos(2jt) +

∞∑
j=1

(
a− 4j2

)
sj sin(2jt) (4.22)

+
ε

2

∞∑
j=0

cj(cos(2(j + 1)t) + cos(2(j − 1)t))

+
ε

2

∞∑
j=1

sn(sin(2(j + 1)t) + sin(2(j − 1)t)),

por lo que se tiene

0 =
∞∑
j=0

(
a− 4j2

)
cj cos(2jt) (4.23)

+
ε

2

∞∑
j=0

cj(cos(2(j + 1)t) + cos(2(j − 1)t))

0 =
(
δc0 +

ε

2
c1

)
cos(0) +

(
(a− 4)c1 +

ε

2
(2c0 + c2)

)
cos(2t) (4.24)

+
∞∑
j=2

((
a− 4j2

)
cj +

ε

2
(cj−1 + cj+1)

)
cos(2jt),



CAPÍTULO 4. OSCILADOR ARMÓNICO DEPENDIENTE DEL TIEMPO 44

y de forma completamente análoga

0 =
∞∑
j=1

(
a− 4j2

)
sj sin(2nt) (4.25)

+
ε

2

∞∑
j=1

sn(sin(2(j + 1)t) + sin(2(j − 1)t))

0 =
(

(a− 4)s1 +
ε

2
s2

)
sin(2t) (4.26)

+
∞∑
j=2

((
a− 4j2

)
sn +

ε

2
(sj−1 + sj+1)

)
sin(2jt).

Se usa la ortogonalidad de las funciones cos(jx) y sin(jx) y se escriben los sistemas

de ecuaciones resultantes de forma matricial

0

0

0

0
...


=



a ε
2

0

ε a− 4 · 12 ε
2

ε
2

a− 4 · 22 ε
2

ε
2

a− 4 · 32 ε
2

0
. . . . . . . . .





c0

c1

c2

c3

...


,

y 
0

0

0
...

 =


a− 4 · 12 ε

2
0

ε
2

a− 4 · 22 ε
2

ε
2

a− 4 · 32 ε
2

0
. . . . . . . . .




s1

s2

s3

...

 .

Para tener una solución distinta de cero, al menos uno de los determinantes de estos

sistemas debe ser cero, lo cual genera las condiciones sobre ε y a. Las matrices son

de dimensión infinita, por lo que usualmente se aproximan mediante el determinante

de matrices de dimensión finita para algún valor de corte para j. Esto lleva a buscar

soluciones cerca de a = n2 con n ∈ Z+ para ε� n2. Se propone una solución en serie

de potencias de ε tal que
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f = f0(t) + εf1(t) + ε2f2(t) + . . . , (4.27)

a = n2 + εa1 + ε2a2 + . . . , (4.28)

y se obtiene la solución, regresando la variable de tiempo original, a primer orden en

ε y en forma de Floquet

f(t) =
(
einωt + ε

1

8(n+ 1)
ei(n+2)ωt − ε 1

8(n− 1)
ei(n−2)ωt

)
. (4.29)

Esta solución tiene la forma deseada, con µ = n. No hay corrección a primer orden

en ε para el exponente de Floquet. La segunda solución es f ∗(t). Es importante notar

que no se emplea la solución general que se obtiene como combinación lineal de las

dos soluciones obtenidas debido a que la solución general no tiene forma de Floquet.

4.2.2. Operadores de Floquet

Una vez obtenida la solución (4.29), es posible expresar el Hamiltoniano (4.8) de

forma análoga al Hamiltoniano usual para el oscilador armónico cuántico [80]. Esto

requiere la aplicación de dos transformaciones unitarias, aplicadas de forma

H̃ = U †HU, (4.30)

dadas primero por el operador

U1 = e−i
m
4

(
˙f(t)

f(t)
+
ḟ∗(t)
f∗(t) )x2

, (4.31)

que resulta en operadores transformados x y p. Y una segunda transformación dada

por el operador

U2 = e(
1
4
i(p̄x̄+x̄p̄) ln |f(t)|2), (4.32)
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la cual resulta en operadores transformados P (t) y X(t). En términos de estos ope-

radores, se escribe

H̃ =
1

|f(t)|2

(
1

2m
P 2(t) +

1

2
mW 2Q2(t)

)
(4.33)

donde

W =
ḟ(t)f ∗(t)− f(t)ḟ ∗(t)

2i
, (4.34)

es el Wronskiano del sistema. El Hamiltoniano (4.33) puede escribirse de forma

H̃ = ~
W

|f(t)|2
Γ′†(t)Γ′(t). (4.35)

Estos operadores Γ′ [81] se escriben en términos de los operadores originales x̂ y p̂ de

la forma

Γ′(t) =
1

2i

[
x̂

√
2m

~
ḟ(t)− p̂

√
2

m~
f(t)

]
, (4.36)

Γ′†(t) =
−1

2i

[
x̂

√
2m

~
ḟ ∗(t)− p̂

√
2

m~
f ∗(t)

]
. (4.37)

Los operadores dependen explícitamente del tiempo. Se emplean los operadores

Γ(t) =e−inωtΓ′(t), (4.38)

Γ†(t) =einωtΓ′†(t), (4.39)

ya que estos operadores no tienen dependencia temporal si ε = 0. Estos operadores

se escriben
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Γ(t) =
1

2i

[
x̂

√
2m

~
h(t)− p̂

√
2

m~
g(t)

]
, (4.40)

Γ†(t) =
−1

2i

[
x̂

√
2m

~
h∗(t)− p̂

√
2

m~
g∗(t)

]
(4.41)

con

g(t) =
1√
nω

(1 +
ε

8(n+ 1)
e2iωt − ε

8(n− 1)
e−2iωt),

h(t) =
1√
nω

(inω +
εiω(n+ 2)

8(n+ 1)
e2iωt − εiω(n− 2)

8(n− 1)
e−2iωt).

Estas funciones están multiplicadas por una constante de normalización 1√
nω

de tal

forma que

[Γ(t),Γ†(t)] = 1. (4.42)

A partir de este punto se omite escribir la dependencia explícita del tiempo de los

operadores Γ por simplicidad. Estos operadores actúan sobre la base de Floquet que

es análoga a la base de Fock

Γ |j〉 =
√
j |j − 1〉 , (4.43)

Γ† |j〉 =
√
j + 1 |j + 1〉 . (4.44)

Mediante este formalismo, la evolución libre del oscilador armónico cuántico depen-

diente del tiempo, considerando un solo modo, está descrito por el Hamiltoniano

H(t)mec = ~
W

|f(t)|2
Γ†Γ. (4.45)

Es importante notar que el operador Γ†Γ, al ser aplicado a un estado, resulta en

el número de excitaciones de un oscilador armónico con frecuencia dependiente del
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tiempo. Este es un sistema físicamente distinto del oscilador armónico cuántico usual,

por lo que los operadores correspondientes a cada sistema no son intercambiables. El

operador número correspondiente al oscilador armónico cuántico, b†b, al ser aplicado

a un eigen-estado, resulta en el número de excitaciones en ese estado. Esas excitacio-

nes son el número de fonones para la frecuencia correspondiente a un oscilador con

frecuencia constante. Ëstas no son las mismas excitaciones que las que corresponden

a un oscilador cuya frecuencia es una función periódica del tiempo no trivial, es decir

no es constante. No se puede emplear el operador número de un sistema para medir el

número de excitaciones del otro sistema, cada uno se emplea para medir una cantidad

física diferente.

Con esta teoría se puede proceder a modelar la disipación de un sistema optome-

cánico donde la frecuencia mecánica es una función periódica del tiempo.

4.3. Oscilador Armónico Dependiente del Tiempo:

Evolución Abierta

Se puede ver la disipación en un sistema chico debido a la interacción con un

sistema grande y cuya evolución no es de interés, llamado ambiente. Este ambien-

te, también conocido como baño térmico, consiste en un sistema que se asume lo

suficientemente grande para no ser afectado por su interacción con el sistema cuya

evolución si es de interés. Para describir la dinámica del sistema tomando en cuenta

su interacción con el baño térmico cuya dinámica no se desea conocer se emplea el

formalismo de ecuaciones maestras, el cual se detalla a continuación. Se sigue de cerca

la derivación de [81]. Se parte de un Hamiltoniano de la forma

Ĥ(t) = ĤS(t) + ĤSB + ĤB, (4.46)

donde ĤS(t) es un Hamiltoniano de la forma (4.8) y modela a lo que se llamará sistema

central, ĤB modela el comportamiento del baño térmico y ĤSB modela el acoplamiento

entre ambos sistemas. El baño se describe como N osciladores armónicos
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ĤB =
N∑
ν=1

(
p̂2
ν

2mν

+
mν

2
ω2
ν x̂

2
ν

)
, (4.47)

y el acoplamiento es de la forma

ĤSB = −x̂
N∑
ν=1

gν x̂ν + x̂2

N∑
ν=1

g2
ν

2mνω2
ν

, (4.48)

que acopla al sistema a cada oscilador del baño, donde gν dicta la intensidad del aco-

plamiento entre el sistema central y cada oscilador del baño. El segundo término del

acoplamiento corrige un corrimiento en el mínimo de potencial debido al acoplamien-

to. La densidad de potencia espectral del baño se calcula como se vio en el capítulo

3 y se obtiene

S(ω) = π
N∑
ν=1

g2
ν

2mνων
δ (ω − ων) . (4.49)

Como condición inicial, se pide que para el tiempo t = t0 el baño se encuentre en

equilibrio térmico y no tenga correlación con el sistema central, lo cual lleva a que el

operador densidad del sistema completo sea separable

ρ (t0) = ρS (t0)⊗ ρ0
B. (4.50)

Para este tipo de sistemas, el procedimiento usual es llegar a una ecuación para

únicamente las variables del sistema central S, después de trazar sobre las variables

del baño. Esta ecuación no siempre es posible de resolver de forma analítica. Sin

embargo, en el caso de interacción débil entre el sistema y el baño, es posible realizar

una expansión en serie de potencias. Se denota el efecto total del baño por el parámetro

γ y se pide

γ �kBT/~

γ �∆nm
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donde T es la temperatura, kB la constante de Boltzmann y ∆nm denota la frecuencia

de transición del sistema central de un estado n a un estadom. Bajo estas condiciones,

las correlaciones del baño decaen de forma efectivamente instantánea en la escala de

tiempo de las correlaciones del sistema central. Bajo estos parámetros, la ecuación

para la evolución del sistema central se puede escribir como

ρ̇S(t) =− i

~

[
ĤS(t), ρS(t)

]
− i

~
trB

[
ĤSB, ρS(t)

]
(4.51)

− 1

~2

∫ ∞
0

dτ trB

[
ĤSB,

[
H̃SB(t− τ, t), ρ0

B ⊗ ρS(t)
]]

donde la tilde denota el marco de interacción definido por

Õ (t, t′) =U †0 (t, t′) ÔU0 (t, t′) (4.52)

U0 (t, t′) =T exp

(
− i

~

∫ t

t′
dt′′
(
ĤS (t′′) + ĤB

))
(4.53)

donde T es el operador de ordenamiento temporal de Wick.

Por el teorema de Floquet, la ecuación de Schrödinger para un Hamiltoniano que

depende de forma periódica del tiempo [99], como es el caso del sistema central, debe

tener una solución de la forma

|Ψj(t)〉 = e−iµjt |φj(t)〉 , (4.54)

donde |φj(t)〉 es periódica. En la región de soluciones estables µj = (j+1/2)µ0 es real.

El índice µj, el cual es el exponente de Floquet, está definido únicamente por algún

módulo Ωf debido a la periodicidad de eiµt. A estos estados se les conoce como cuasi-

estados de energía, y los posibles valores de µj,k como el cuasi-espectro de energía, el

cual está dado por

µj,k = (j + 1/2)µ0 + kΩf , k = 0,±1,±2, . . . (4.55)
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Las funciones de onda con el mismo índice j pero distinta k corresponden al mismo

estado debido a la ambigüedad de la definición. Es conveniente conocer la forma de

los elementos de matriz del operador x, en la base de estados de Floquet. Se tiene

entonces

Xn,m(t) = 〈Ψn(t)|x|Ψm(t)〉 (4.56)

= ei(µn−µm)t 〈φn(t)|x|φm(t)〉 (4.57)

=
∑
k

ei∆n,m,ktXn,m,k, (4.58)

(4.59)

donde

Xn,m,k =
1

T

∫ T

0

dte−ikΩf t 〈φn(t)|x|φm(t)〉 , (4.60)

es el producto interno para las funciones φi(t). Se utilizó la periodicidad de los estados

de Floquet. Las frecuencias de transición están dadas por

∆n,m,k = µn − µm + kΩf . (4.61)

Se evalúan las componentes de Fourier en la representación espectral

Xn,m(t) =

∫ ∞
−∞

dxψn(x, t)xψm(x, t) (4.62)

=

√
~

2m

(√
mf(t)δn,m−1 +

√
nf ∗(t)δn,m+1

)
, (4.63)

y usando la expansión de Fourier de las soluciones f(t) se llega a

Xn,m,k =

√
~

2m

(√
mc−kδn,m−1 +

√
nckδn,m+1

)
. (4.64)

Volviendo a la ecuación (4.51) pero ahora se limita la discusión a un baño Óhmico
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tal que

I(ω) = mγω, (4.65)

lo cual fija la relación entre la constante macroscópica γ que describe el efecto del

baño y las constantes microscópicas gν que describen el acoplamiento a cada oscilador

armónico del baño. Se impone un corte de Drude tal que

I(ω)→ I(ω)/ (1− iω/ωD)

con la frecuencia de corte ωD mucho mayor que nu0 y que Ωf para evitar divergencias.

La ecuación maestra se escribe entonces como

ρ̇ =− i

~

[
ĤS(t), ρ

]
(4.66)

+
1

π~

∫ ∞
−∞

dωI(ω)nth(ω)

∫ ∞
0

dτeiωτ [x̃(t− τ, t)ρ, x̂] + c.h.,

donde c.h. denota el conjugado Hermitiano. Se tiene que

nth(ω) =
(
e~ω/kBT − 1

)−1
= −nth(−ω)− 1, (4.67)

es el número de excitaciones térmicas del oscilador del baño con frecuencia ω. Se

escribe la matriz densidad del sistema en los estados de Floquet, los cuales son la

solución de la ecuación de Schrödinger para el Hamiltoniano del sistema central

ρnm(t) = 〈Ψn(t)|ρ(t)|Ψm(t)〉 , (4.68)

la ecuación (4.66) se escribe ahora
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ρ̇nm =
1

π~

∫ ∞
−∞

dωI(ω)nth(ω) (4.69)

×
∫ ∞

0

dτeiωτ
∑
n′m′

{Xnn′(t− τ)ρn′,m′X
∗
mm′(t)−X∗n′n(t)Xn′m′(t− τ)ρm′m}+ c.h.,

al sustituir las formas explícitas de los elementos de matriz de x̂ se tiene

ρ̇nm =
1

~
∑
n′m′

∑
kk′

{
−I (∆n′m′k′)nth (∆n′m′k′) ei(∆n′m′k′−∆nn′k)tX∗n′nkXn′m′k′ρm′m (4.70)

+I (∆nn′k)nth (∆nn′k) ei(∆nn′k−∆nm′k′ )tXn′nkρn′m′X
∗
mm′k′

}
+ c.h.

aquí se ha empleado la igualdad

∫ ∞
0

dτeiωτ = πδ(ω) + P(i/ω). (4.71)

P es el valor principal de Cauchy [100]. Las cantidades ∆nmk representan frecuencias

de transición entre estados, por lo que las cuasi-energías del sistema central figuran en

la ecuación (4.70). Dado que estas frecuencias son físicamente significativas si pueden

ser utilizadas como argumentos para las funciones nth(ω) e I(ω), a diferencia de las

cuasi-energías mismas, ya que éstas están definidas de manera ambigua debido a la

periodicidad. Se han descartado corrimientos en las frecuencias de transición debido

a las partes principales de la integral. Ahora se procede a hacer la aproximación de

onda rotante. Se asume que los factores de la forma ei(∆nmk−∆n′m′k′ )t donde (n,m, k) 6=

(n′,m′, k′) oscilan más rápido que todos los demás factores con dependencia temporal

y pueden ser ignorados. Sin embargo, por la forma del espectro de cuasi-energía, la

condición n−m = n′−m′ y k = k′ es suficiente para que las frecuencias de transición

correspondientes sean iguales, por lo que esos términos se deben conservar. Se hace

la aproximación y se sustituye la ecuación (4.64) en (4.70) y se obtiene la ecuación
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ρ̇nm =
γ

2
{(N + 1)

(
2
√

(n+ 1)(m+ 1)ρn+1,m+1 − (n+m)ρnm

)
(4.72)

+N
(
2
√
nmρn−1,m−1 − (n+m+ 2)ρnm

)}
(4.73)

donde la ocupación del baño térmico N

N =
∑
k

(
c0
k

)2 (
µ0 + kΩf

)
nth

(
µ0 + kΩf

)
, (4.74)

se reduce a N = nth(ω0) en el límite sin forzamiento. Si se emplean las definiciones

de la acción de los operadores de Floquet sobre los estados correspondientes, se llega

de forma directa a

ρ̇ =− i

~

[
ĤS(t), ρ

]
(4.75)

+
γ

2

{
(nm + 1)

(
2Γ̂ρΓ̂† − Γ̂†Γ̂ρ− ρΓ̂†Γ̂

)
+ nm

(
2Γ̂†ρΓ̂− Γ̂Γ̂†ρ− ρΓ̂Γ̂†

)}
.

Donde esta ecuación se empleará utilizando nm para denotar la ocupación del baño.

Esta ecuación tiene la misma forma que la ecuación disipativa del oscilador armónico

con frecuencia constante, con un término que modela la evolución libre y los términos

disipativos, pero debido a que se tomó en cuenta que el sistema central posee un

cuasi espectro de energía, la disipación queda expresada en términos de operadores de

Floquet, por lo que en todo momento se ha tomado en cuenta la dependencia temporal

explícita del sistema central. Esto hace que esta sea una descripción más correcta

del sistema en comparación con el procedimiento común de agregar una dependencia

temporal a los parámetros de la ecuación maestra sin dependencia temporal. Con este

modelo de disipación es posible proceder a estudiar el enfriamiento optomecánico de

un sistema compuesto por una cavidad optomecánica cuyo elemento mecánico tiene

una frecuencia natural que depende explícitamente del tiempo.



Capítulo 5

Ecuación Maestra

Con los resultados del capítulo 4, se procede a escribir la ecuación maestra para

un oscilador armónico con frecuencia natural dependiente del tiempo, acoplado a

una cavidad de Fabry-Pérot, la cual recibe fotones de parte de una bomba láser con

frecuencia Ω. Tanto el resonador mecánico como la cavidad interactúan de forma

separada con su baño térmico correspondiente. La ecuación maestra se estudia en

un marco de referencia desplazado, por lo que se hará esa transformación de forma

detallada. Una vez obtenida la ecuación maestra en el marco de referencia deseado, se

procederá a realizar la deducción de la ecuación maestra de enfriamiento láser, la cual

modela el comportamiento únicamente del resonador mecánico con frecuencia natural

dependiente del tiempo, en la escala de tiempo donde alcanza un estado estacionario,

lo cual permite encontrar una medida de su temperatura al final de un proceso de

enfriamiento.

5.1. Hamiltoniano Optomecánico

El Hamiltoniano del sistema es [30]

H(t) = Hcav +Hmec(t) +Hint +Hbomba, (5.1)

donde

55
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Hcav =− ~δa†a, (5.2)

Hmec(t) =~
W

|f(t)|2
Γ†(t)Γ(t),

Hint =− ~gca†ax,

Hbomba =~
Ω

2
(a† + a).

Aquí se han utilizado los resultados del capítulo 4 para expresar el Hamiltoniano

del resonador mecánico en operadores de Floquet. El Hamiltoniano Hcav modela la

evolución libre de la cavidad, en un marco de referencia que rota con la frecuencia

del láser de bombeo, por lo que δ = νc − ωl. La intensidad del acoplamiento entre la

cavidad y el oscilador está modulada por el parámetro gc. Recordando que

Γ(t) =
1

2i

[
x̂

√
2m

~
h(t)− p̂

√
2

m~
g(t)

]
, (5.3)

es posible expresar el operador x en términos de los operadores de Floquet como

x̂ = γ′+(t)Γ + γ′−(t)Γ†, (5.4)

para funciones γ′(t)± que dependen de las soluciones de Floquet. De esta forma el

Hamiltoniano de interacción se expresa como

Hint(t) = gc

√
~

2m
a†a[γ′+(t)Γ + γ′−(t)Γ†]. (5.5)

Con esto, la ecuación maestra que gobierna el comportamiento del sistema cuando

tanto la cavidad como el oscilador armónico dependiente del tiempo interactúan con

un baño térmico es [101]

ρ̇ =
1

i~
[H, ρ] + Laρ+ LΓρ = Lρ, (5.6)
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donde

Laρ =− κ

2
(np + 1)[a†aρ+ ρa†a− 2aρa†] (5.7)

− κ

2
(np)[aa

†ρ+ ρaa† − 2a†ρa],

LΓρ =− γ

2
(nm + 1)[Γ†Γρ+ ρΓ†Γ− 2ΓρΓ†] (5.8)

− γ

2
(nm)[ΓΓ†ρ+ ρΓΓ† − 2Γ†ρΓ] ,

κ describe la interacción de la cavidad con su baño térmico y γ describe la interacción

del resonador mecánico con el suyo. np es el número de excitaciones térmicas del baño

de la cavidad en la frecuencia resonante y nm es el número de excitaciones térmicas

del baño térmico al que está acoplado el resonador mecánico, en el límite donde no

existe forzamiento, como se detalló en el capítulo 4. De no existir interacción opto-

mecánica, la cavidad y el resonador mecánico se termalizarían a np y nm excitaciones

respectivamente [31]. La ecuación (5.6) es uno de los principales resultados de este

trabajo, ya que describe la evolución de un sistema optomecánico donde la frecuencia

natural del resonador mecánico se modula con el tiempo, y emplea un modelo de disi-

pación que toma en cuenta el efecto del forzamiento del resonador mecánico sobre el

espectro de cuasi-energía. Esto permite una descripción más correcta del sistema, ya

que al trabajar con un resonador dependiente del tiempo, se requiere una expresión

para el número de excitaciones de Floquet, las cuales son las que corresponden de

forma natural al sistema.

5.2. Marco de Desplazamiento

A fin de eliminar el término de bombeo en (5.2) y para poder encontrar aproxi-

maciones útiles se emplea una transformación a un marco de referencia desplazado

dada por
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U(a,Γ) = e(α(t)a†−α∗(t)a)e(β(t)Γ†−β∗(t)Γ), (5.9)

y denotado por primas. A partir de este punto se omite escribir la dependencia tempo-

ral de α(t) y β(t) para compactar la notación. Es importante notar que, en el caso de

un estado Gausiano, como los que se consideran en este trabajo, esta transformación,

al ser un desplazamiento, no altera segundos momentos [102]. La transformación se

realiza mediante el lema de Baker-Hausdorff [92]

eABe−A = B + [A,B] +
1

2!
[A, [A,B]] + . . . (5.10)

Como se desea transformar la ecuación maestra (5.6), es importante tomar en cuenta

el término de la derivada temporal del operador densidad. Esto lleva a la ecuación

maestra transformada

U(a,Γ)ρ̇
′U †(a,Γ) =L[U(a,Γ)ρ

′U †(a,Γ)]− U̇(a,Γ)ρ
′U †(a,Γ) − U(a,Γ)ρ

′U̇(a,Γ)† (5.11)

ρ̇′ =U †(a,Γ)L[U(a,Γ)ρ
′U †(a,Γ)]U(a,Γ) − U †(a,Γ)U̇(a,Γ)ρ

′ − ρ′U̇ †(a,Γ)U(a,Γ). (5.12)

El efecto de la transformación en los operadores se obtiene de forma directa

U †(a,Γ)aU(a,Γ) =e(α∗a−αa†)e(β∗Γ−βΓ†)ae(αa†−α∗a)e(βΓ†−β∗Γ)

=e(α∗a−αa†)ae(αa†−α∗a),

=a− [(αa† − α∗a), a]− [(αa† − α∗a), [(αa† − α∗a), a] + . . . ,

=a− [αa†, a] + [α∗a, a] + . . . ,

=a− α[a†, a] + . . . ,

=a+ α.

Para el caso de las reglas de conmutación involucradas en este ejemplo la serie corta

de forma natural ya que los primeros conmutadores de la serie son iguales a números
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y los conmutadores subsecuentes son entonces iguales a cero. Esto permite escribir

U †(a,Γ)aU(a,Γ) =a+ α, (5.13)

U †(a,Γ)a
†U(a,Γ) =a† + α∗, (5.14)

U †(a,Γ)ΓU(a,Γ) =Γ + β, (5.15)

U †(a,Γ)Γ
†U(a,Γ) =Γ† + β. (5.16)

Para el caso del operador a†a se tiene

U †(a,Γ)a
†aU(a,Γ) =a†a− [(αa† − α∗a), a†a]− [(αa† − α∗a), [(αa† − α∗a), a†a]] + . . . ,

=a†a− α[a†, a†a] + α∗[a, a†a] + . . . ,

=a†a+ αa† + α∗a+ . . . ,

= · · ·+ [(αa† − α∗a), [(αa† + α∗a)],

=a†a+ αa† + α∗a+ |α|2.

De nuevo los operadores Γ siguen las mismas reglas de conmutación lo que permite

escribir

U †(a,Γ)a
†aU(a,Γ) =a†a+ αa† + α∗a+ |α|2, (5.17)

U †(a,Γ)Γ
†ΓU(a,Γ) =Γ†Γ + βΓ† + β∗Γ + |β|2. (5.18)

Los términos que involucran la derivada temporal del operador U(a,Γ) se tratan con

mayor detalle, debido a la dependencia temporal explícita de los operadores Γ. Estos

detalles se encuentran en el apéndice. El Hamiltoniano transformado

H ′ = U †(a,Γ)HU(a,Γ) (5.19)
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se escribe entonces

H ′ =− ~δ
(
a†a+ αa† + α∗a

)
+ ~

W

|f(t)|2
(
Γ†Γ + βΓ† + β∗Γ

)
(5.20)

− ~gc

√
~

2m

[(
a†a+ αa† + α∗a+ |α|2

) (
γ−(t)

(
Γ† + β∗

)
+ γ+(t)(Γ + β)

)]
+

~Ω

2

(
a† + a

)
+ i~

(
α̇∗a− α̇a† + β̇∗Γ− β̇Γ†

)
+ i~

(κ
2

(
αa† − α∗a

)
+
γ

2

(
βΓ† − β∗Γ

))
+ i~

(
β∗Γ̇− βΓ̇†

)
.

Se han descartado los términos constantes ya que éstos no afectan la dinámica. Los

términos proporcionales a las constantes de disipación provienen de la transformación

de los términos de disipación La y LΓ. En la ecuación (5.20) observamos un término

de bombeo que involucra las derivadas temporales de los operadores de Floquet. Se

tiene entonces la ecuación maestra

ρ̇′ =
1

i~
[H ′, ρ′] + L′aρ

′ + L′Γρ
′ + C(t)ρ = L′ρ′ + C(t)ρ, (5.21)

donde

C(t) = −[Γ̇†,Γ†](β2 − |β|2)− [Γ̇,Γ]((β∗)2 − |β|2). (5.22)

y La y LΓ son los operadores mencionados en (5.7) y (5.8) respectivamente. En este

punto se imponen condiciones a α y β con el fin de eliminar el término original de

bombeo y de emplear aproximaciones útiles. Para obtener estas condiciones se re-

agrupa el Hamiltoniano, poniendo especial atención en los términos de orden uno en

operadores, por ejemplo para el caso del operador a se tiene

a(−~δα∗ − ~gc

√
~

2m
(γ′−(t)β∗ + γ′+(t)β) +

~
2

Ω + i~α̇∗ + i~
κ

2
α).

Si se realiza el mismo proceso para los operadores a†,Γ y Γ†, se obtienen ecuaciones

diferenciales para α, α∗, β y β∗. En el régimen de parámetros en el que se trabaja, el

estado estacionario de α y β se alcanza rápido y se tiene α̇ = β̇ = 0. Con esto, se
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tienen las ecuaciones

0 =α
(
− κ

2
+ i(δ + gc

√
~

2m
(γ′−(t)β∗ + γ′+(t)β)

)
− iΩ

2
, (5.23)

0 =β
(
− γ

2
− i W

|f(t)|2
)

+ igc

√
~

2M
|α|2γ′−(t). (5.24)

Se pide que el acoplamiento sea lo suficientemente débil para resolver estás ecuaciones

a orden cero en el parámetro de acoplamiento. Esto lleva a obtener las soluciones

α0 =
Ω

2δ + iκ
, (5.25)

β0 =0, (5.26)

como puede verse en [103] El sub-índice cero denota que son válidas sólo en un régimen

de acoplamiento débil. Bajo estos parámetros, el Hamiltoniano se escribe

H ′ =− ~δa†a+ ~
W

|f(t)|2
Γ†Γ (5.27)

− ~gc

√
~

2M
[(α0a

† + α∗0a)(γ′−(t)Γ† + γ′+(t)Γ)].

Se ha hecho la aproximación α� 1, la cual lleva a despreciar el término del operador

número de los operadores de la cavidad en el término de interacción optomecánica.

Esto quiere decir que se pide que el láser de bombeo tenga una potencia alta en

comparación con la disipación de la cavidad y que no esté muy lejos de la frecuencia

de resonancia del modo en consideración. El Hamiltoniano de interacción, en términos

de las funciones g(t), se escribe como

Hint(t) = ~gc

√
~

2M
(α∗0a+ α0a

†)(g∗(t)Γ(t) + g(t)Γ†(t)),

y esto se puede re-escribir utilizando un nuevo parámetro χ0 = gc

√
~

ν02M
. Es conve-
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niente separar este Hamiltoniano de acuerdo a su dependencia en ε

Hint(t) = H0
int +Hε

int(t) ,

donde

H0
int(t) =χ0(α∗0a+ α0a

†)(Γ(t) + Γ†(t)) ,

Hε
int(t) =χ0ε(α

∗
0a+ α0a

†)×( 1

8(n+ 1)
(e−2iωtΓ(t) + e2iωtΓ†(t))

− 1

8(n− 1)
(e2iωtΓ(t) + e−2iωtΓ†(t))

)
.

Finalmente, se tiene el Hamiltoniano transformado

H(t) = −~δa†a+ ~ν0Γ†Γ−Hint(t), (5.28)

despreciando términos de orden ε
n2 . ¿Que significa trabajar en este marco? En térmi-

nos físicos, el operador de desplazamiento [104] tiene el efecto

eαa
†−α∗a |0〉 = |α〉 , (5.29)

para la cavidad. Esto quiere decir que en el marco desplazado, hacer referencia a |0〉 es

hacer referencia a un estado coherente. Debido al bombeo, la cavidad se encuentre en

un estado coherente con frecuencia α0. La frecuencia natural de la cavidad no tiene un

corrimiento en este régimen de parámetros, sin embargo elegir un régimen donde β 6= 0

llevaría a que la frecuencia natural de la cavidad tuviese un corrimiento proporcional

a Re(β) y que el resonador mecánico se enfriara hacia un estado coherente. Con esto

se llega a la ecuación maestra en el marco de desplazamiento

ρ̇′ =
1

i~
[H ′, ρ′] + L′aρ+ L′Γρ

′ = L′ρ′, (5.30)

la cual es uno de los resultados principales de este trabajo. Esta ecuación se puede

emplear para modelar cualquier tipo de sistema optomecánico donde la frecuencia
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natural del elemento mecánico es una función periódica del tiempo, y será usada para

modelar, a manera de ejemplo, el enfriamiento de los grados de libertad mecánicos

del sistema. A partir de este punto se omitirá denotar el marco de desplazamiento

mediante el uso de primas puesto que todos los cálculos se realizan en este marco.

5.3. Base de Decaimiento

Antes de proceder, es necesario entender la base comúnmente empleada al trabajar

con ecuaciones como (5.30). Esta base se conoce como la base de decaimiento [105].

Se piensa en una ecuación de la forma

ρ̇ = Lcavρ =
1

i~
[H, ρ] + Laρ, (5.31)

con

Laρ =− κ

2
(np + 1)[a†aρ+ ρa†a− 2aρa†]

− κ

2
(np)[aa

†ρ+ ρaa† − 2a†ρa] , (5.32)

y

H = ~νc a†a. (5.33)

Los operadores a son operadores de creación y aniquilación de oscilador armónico. Se

parte de asumir que se tiene una solución para (5.31) tal que se conocen todos los

eigenestados y todos los eigenvalores. Si el estado inicial del sistema está dado por

ρ(0), se puede entonces realizar la expansión

ρ(0) =
∑
λ

čλρ̂λ, (5.34)

donde la suma es sobre todos los eigenvalores y se conoce el estado al tiempo t
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ρ(t) =
∑
λ

čλe
λtρ̂λ. (5.35)

El problema se convierte entonces en poder calcular los coeficientes de la expansión,

los cuales están dados por

čr = Tr {ρ̌λρ(0)} . (5.36)

Los estados ρ̌ cumplen la relación

Tr {ρ̌λρ̂λ′} = δλλ′ . (5.37)

Se tiene entonces eigenestados denotados como ρ̂λ y estados duales, denotados como

ρ̌λ. Este tipo de estados surgen del término La. Este tipo de términos se conocen como

super-operadores ya que actúan sobre operadores, tales como el operador densidad, y

actúan de forma distinta al ser aplicados por la derecha o por la izquierda. Esto lleva

a considerar estados llamados derechos e izquierdos, la nomenclatura corresponde al

lado por el cual se aplica el súper operador, ambos correspondientes al mismo eigen-

valor. Los estados derechos son entonces duales de los estados izquierdos. Denotamos

a los estados izquierdos como ρ̂jn y a los estados derechos como ρ̌jn, tal que

Laρ̂
j
n = λjnρ̂

j
n, (5.38)

ρ̌jnLa = λjnρ̌
j
n. (5.39)

La parte real de los eigenvalores λjn correspondientes a estos estados, por razones

físicas, deben ser no positivos, ya que se espera que los estados correspondientes a

procesos disipativos decaigan con el tiempo [106]. Se tiene que los eigenvalores se

escriben como

λjn = ijνc − κ[n+
|j|
2

] . (5.40)
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con n = 0, 1, 2, ... j = 0,±1,±2, .... La parte imaginaria de cada eigen-valor co-

rresponde a la evolución libre del Hamiltoniano, acompañada por una parte real no

positiva que corresponde a la disipación. Estos estados están dados, en términos de

operadores de creación y aniquilación como

ρ̂ln =a†j
(−1)n

(np + 1)j+1
: Lln[

a†a

np + 1
]e
−[ a

†a
np+1

]
: j ≥ 0, (5.41)

ρ̂jn =
(−1)n

(np + 1)|j|+1
: L|j|n [

a†a

np + 1
]e
−[ a

†a
np+1

]
: a|j| j ≤ 0, (5.42)

para los estados izquierdos y

ρ̌jn =(
−np
np + 1

)n
n!

(n+ j)!
: Ljn[

a†a

np
] : aj j ≥ 0, (5.43)

ρ̌jn =(
−np
np + 1

)n
n!

(n+ |j|)!
a†|j| : L|j|n [

a†a

np
] : j ≤ 0, (5.44)

para los estados derechos también conocidos como estados duales. Los estados iz-

quierdos y derechos son ortonormales bajo la traza

(ρ̂jn, ρ̌
j′

n′) = Tr[ρ̂jnρ̌
j′

n′ ] = δn,n′δj,j′ , (5.45)

y cumplen una relación de completez

∑
λ

ρ̂λ ⊗ ρ̌λ = I, (5.46)

donde la suma es sobre todos los posibles eigenvalores. Para el caso de un sistema

donde el número de excitaciones térmicas del sistema disipativo se puede considerar

como 0, se tiene el caso más simple
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ρ̂jn =a†j(−1)a
†a+n

(
n+ j

a†a+ j

)
j ≥ 0, (5.47)

ρ̂jn =(−1)a
†a+n

(
n+ |j|
a†a+ |j|

)
a|j| j < 0, (5.48)

y

ρ̌jn =
n!

(n+ j)!

(
a†a

n

)
aj j ≥ 0, (5.49)

ρ̌jn =a†|j|
n!

(n+ |j|)!

(
a†a

n

)
j < 0. (5.50)

Finalmente, si no se considera disipación, los estados correspondientes son

ρ̂ln = |n+ l〉 〈n| = ρ̌†ln , (5.51)

con eigenvalores

λl = ilν0. (5.52)

Se tiene (n+ l) > 0. Estos estados se construyen de forma completamente análoga en

el caso de los operadores de Floquet, ya que siguen las mismas reglas de conmutación.

5.4. Proyección dependiente de escalas de evolución

A fin de obtener una ecuación maestra que describa únicamente los grados de

libertad mecánicos, para un sistema que lleva a cabo un proceso de enfriamiento, se

emplean operadores de proyección que separan al espacio en dos sub-espacios distin-

tos. Estos operadores son similares a los empleados en [100]. El primer sub-espacio

corresponde a los estados de evolución lenta que evolucionan en un tiempo largo. Esto

necesariamente implica que la parte real de sus eigenvalores es cero. Los eigenvalores

de los estados que corresponden a este sub-espacio se denotan mediante el sub-índice

λ. El segundo sub-espacio corresponde a los estados de evolución rápida, estos decaen
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en poco tiempo. Estos estados se denotan mediante el sub-índice λ′. Los proyectores

a estos espacios se denotan por P y Q respectivamente. En términos de ecuaciones

P =
∑
λ

(ρ̂cavλ ⊗ ρ̂mecλ )⊗ (ρ̌cavλ ⊗ ρ̌mecλ ), (5.53)

=
∑
λ

Pλ,

Q =
∑
λ′

(ρ̂cavλ′ ⊗ ρ̂mecλ′ )⊗ (ρ̌cavλ′ ⊗ ρ̌mecλ′ ) , (5.54)

=
′∑
λ

Qλ′ .

Notando que cada proyector está compuesto por estados derechos e izquierdos tanto

para la cavidad como para el elemento mecánico. Estos proyectores se aplican a la

ecuación maestra correspondiente al Hamiltoniano (5.27), sin tomar en cuenta la

disipación mecánica. Esto se debe a que ésta es mucho más lenta que los demás

procesos. Esto, aunado a que se busca trabajar con cavidades con un factor de calidad

del orden de 106, lleva a que la disipación mecánica, la cual ocurre con frecuencia

γnm sea varios órdenes de magnitud más lenta que la disipación optomecánica [36].

Esto permite incorporar la disipación mecánica hasta el final del procedimiento. Esta

ecuación maestra se escribe

ρ̇ = (L0 + L1)ρ , (5.55)

donde

L0 = Lcav + Lmec, (5.56)

= ( 1
i~ [Hcav, •] + La) + ( 1

i~ [Hmec, •]),

describe la evolución libre de la cavidad y el resonador mecánico, el punto denota

donde entra el operador densidad, y
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L1 = L0
1 + Lε1 =

1

i~
[H0

int +Hε
int, •], (5.57)

describe la interacción, separando la parte del Hamiltoniano de interacción que es

proporcional a ε de la cual no lo es. Los operadores que se emplean para proyectar la

ecuación maestra cumplen varias propiedades [93]

1. P + Q = I. La suma de ambos proyectores cubre todo el espacio, I es la

identidad.

2. PL0 = L0P = 0. Debido a que P proyecta al sub-espacio correspondiente a

estados estacionarios, los cuales necesariamente tienen eigenvalores con parte

real igual a cero.

3. PL1P = 0. Ya que la interacción no acopla estados en el sub-espacio de P .

4. P 2 = P Q2 = Q Ya que tanto P y Q son proyectores.

Los cálculos se realizan en el marco de decaimiento, así que se expresa la ecuación

maestra mediante

ρ̇′ = L′1ρ′ , (5.58)

donde se tiene

ρ′ =e−
∫ t
0 L0dt′ρ,

L′1 =e−
∫ t
0 L0dt′L1e

∫ t
0 L0dt′ .

de forma explícita, para la expresión empleada para el Hamiltoniano mecánico, se

puede escribir

ρ′ =e−L0tρ, (5.59)

L′1 =e−L0tL′1eL0t. (5.60)



CAPÍTULO 5. ECUACIÓN MAESTRA 69

La ecuación (5.58) se proyecta a ambos sub-espacios y se obtienen dos ecuaciones

P ρ̇′ =PL′1Qρ′,

Qρ̇′ =QL1Qρ
′ +QL′1Pρ′.

Se resuelve la ecuación correspondiente al sub-espacio Q mediante integración formal

Qρ = Qρ′(t0) +

∫ t

t0

dt′QL′1(t′)Pρ′(t′)

+

∫ t

t0

dt′QL′1(t′)Qρ′(t′),

aquí se emplea la aproximación de Markov al aproximar ρ(t′) como ρ(t0), esto resulta

en

Qρ = Qρ′(t0) +

∫ t

t0

dt′QL′1(t′)Pρ′(t0)

+

∫ t

t0

dt′QL′1(t′)Qρ′(t0),

esa ecuación se puede sustituir en el lado derecho de la ecuación correspondiente al

sub-espacio P

P ρ̇′(t) =PL1Qρ
′(t0) (5.61)

+ PL1

∫ t

t0

dt′QL1(t′)Pρ′(t0)

+ PL1

∫ t

t0

dt′QL1(t′)Qρ′(t0).

Es posible elegir una condición inicial ρ(t0) que no tenga parte en Q y de esta forma

sólo el segundo término es no nulo. Se toma únicamente este término y se regresa del

marco de decaimiento para obtener la ecuación
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P ρ̇′(t) =Pe−L0tL1e
L0t (5.62)

×
∫ t

t0

dt′Qe−L0t′L1e
L0t′Pe−L0t0ρ(t0).

En este punto es conveniente estudiar de forma más detallada la forma explícita de

los proyectores. Se tiene

P =
∑
λ

(ρ̂cavλ ⊗ ρ̂mecλ )⊗ (ρ̌cavλ ⊗ ρ̌mecλ ), (5.63)

=
∑
λ

PλaPλΓ
,

=
∑
λ

Pλ,

Q =
∑
λ′

(ρ̂cavλ′ ⊗ ρ̂mecλ′ )⊗ (ρ̌cavλ′ ⊗ ρ̌mecλ′ ) , (5.64)

=
′∑
λ

Qλ′aQλ′Γ ,

=
′∑
λ

Qλ′ .

Cada proyector, como se mencionó anteriormente, está compuesto del producto ten-

sorial de estados tanto de la cavidad como mecánicos y contiene los estados izquierdos

y los estados derechos para ambos sistemas. Estos proyectores se aplican de la forma

PX = ρ̂λTr[ρ̌λX], (5.65)

y de igual forma para Q, recordando que

ρ̂λ = ρ̂mecλ ⊗ ρ̂cavλ . (5.66)

Se emplean las definiciones de los proyectores (5.53) y (5.54) en la ecuación(5.62). Se
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aplica el operador L0 y se llega a

P ρ̇′(t) = Pe−L0tL1

(∑
λ′,λ

∫ t

t0

dt′eλ
′tρ̂λ′ ⊗ ρ̌λ′e−λ

′t′L1 (5.67)

eλt
′
ρ̂λ ⊗ ρ̌λe−λt0ρ(t0)

)
.

L1 se puede aproximar como independiente del tiempo para propósitos de esta inte-

gración de forma que se obtiene

∫ t

0

dt′eλtL0
1(t) =(

eλt

(λ0 − λ′0)
L0

1(t))

∣∣∣∣t
0

, (5.68)∫ t

0

dt′eλtLε1(t) =(
eλt

(λ0 − λ′0)
Lε1)

∣∣∣∣t
0

, (5.69)

al despreciar términos de orden ε
n2 , recordando que se trabaja con n� ε. Se regresan

los proyectores a su notación original y se tiene

P ρ̇′(t) = Pe−L0tL1

(∑
λ′,λ

eλ
′t−λt0 (5.70)

∫ t

t0

dt′Qλ′e(λ−λ′)t′L1Pλρ(t0)
)
.

La integración es entonces directa y se tiene

P ρ̇′(t) = Pe−L0tL1

(∑
λ′,λ

1

(λ− λ′)
eλ
′t−λt0 (5.71)

Qλ′(elt − elt0)L1Pλρ(t0)
)
,

con l = λ− λ′. Después de realizar las multiplicaciones de exponenciales se obtiene
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P ρ̇′(t) = Pe−L0tL1

(∑
λ′,λ

1

(λ− λ′)
(eλ(t−t0) − eλ′(t−t0)) (5.72)

Qλ′L1Pλρ(t0)
)
.

Los términos proporcionales a eλ′t se desprecian puesto que esos eigen-valores decaen

rápido y en la escala de tiempo correspondiente a la evolución lenta se consideran

como cero. Se utiliza que λ = 0, y se escribe

P ρ̇(t) =
∑
λ′

(−1

λ′
PL0

1(t)Qλ′L0
1(t)Pρ(0)

− 1

λ′
PL0

1(t)Qλ′Lε1(t)Pρ(0) (5.73)

− 1

λ′
PLε1(t)Qλ′L0

1(t)Pρ(0)
)
.

Se ha utilizado la separación de L1 = L0
1 + Lε1 y se ha descartado el término propor-

cional a ε2. Si se substituye la definición de L1 se tiene

P ρ̇(t) =
∑
λ′

1

~2

( 1

λ′
P [H0

int(t), •]Qλ′ [H0
int(t), •]Pρ(0)

+
1

λ′
P [H0

int(t), •]Qλ′ [Hε
int(t), •]Pρ(0) (5.74)

+
1

λ′
P [Hε

int(t), •]Qλ′ [H0
int(t), •]Pρ(0)

)
.

Está es una ecuación maestra sólo para la evolución temporal correspondiente a los

estados en el sub-espacio P . Sin embargo, aún incluye los grados de libertad de la

cavidad, los cuales no son de interés para obtener una medida de la temperatura del

resonador, por lo que se traza sobre los grados de libertad de la cavidad. Si se define
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µ(t) = Trc[Pρ(t)] se tiene

µ(t) =
∑
λ′

1

~2

(
Trc[

1

λ′
P [H0

int(t), •]Qλ′ [H0
int(t), •]Pρ(0)] (5.75)

+ Trc[
1

λ′
P [H0

int(t), •]Qλ′ [Hε
int(t), •]Pρ(0)]

+ Trc[
1

λ′
P [Hε

int(t), •]Qλ′ [H0
int(t), •]Pρ(0)]

)
.

Esta es una ecuación maestra para el sub-espacio estacionario y para los grados de

libertad mecánicos únicamente. Esta ecuación maestra puede llevarse a una forma

más conveniente empleando la definición de Hint(t), donde se emplea la notación

Fa =(α∗0a+ α0a
†), (5.76)

FΓ =(Γ + Γ†), (5.77)

F+
Γ =

ε

8(n+ 1)
(e2iωtΓ + e−2iωtΓ†), (5.78)

F−Γ =
ε

8(n− 1)
(e−2iωtΓ + e2iωtΓ†), (5.79)

F i
Γ =F+

Γ − F
−
Γ , (5.80)

H0
int =χ0FaFΓ, (5.81)

Hε
int =χ0FaF

i
Γ, (5.82)

a fin de obtener expresiones más compactas. Se trabaja con el primer término de la

ecuación (5.75), el cual se puede escribir

χ2
0

∑
λ′

1

~2
Trc

[
P [FaFΓ,Qλ′ [FaFΓ, µρst]]

]
= χ2

0

∑
λ′

1

~2

( 1

λ′
(Trc

[
PFaFΓQλ′(FaFΓµρst)

]
− Trc

[
PQλ′(FaFΓµρst)FaFΓ

]
− Trc

[
PFaFΓQλ′(µρstFaFΓ)

]
+ Trc

[
PQλ′(µρstFaFΓ)FaFΓ

]
)
)
.
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Aquí se ha asumido que la condición inicial es separable ρ(0) = ρmec ⊗ ρst, lo cual

equivale a pedir que no exista una correlación entre la cavidad y el resonador mecánico

al inicio del proceso de enfriamiento optomecánico. Es útil notar que el proyector del

espacio Q está desglosado en su forma de suma pero el proyector del espacio P no,

debido a que ya se utilizó la forma de esos eigenvalores. En ambos casos los proyectores

se pueden separar en la parte que corresponde a la cavidad y la que corresponde al

resonador mecánico. Se puede escribir

χ2
0

∑
λ′

1

~2

1

λ′
Trc[P [FaFΓ,Qλ′ [FaFΓ, µρst]]] (5.83)

=χ2
0

∑
λ′

1

~2

( 1

λ′
(Trc

[
PaQλ′a(Faρst)Fa

]
PΓFΓQλ′Γ(FΓµ)

− Trc
[
PaQλ′a(Faρst)Fa

]
PΓQλ′Γ(FΓµ)FΓ

− Trc
[
PaFaQλ′a(ρstFa)

]
PΓFΓQλ′Γ(µFΓ)

+ Trc

[
PaQλ′a(ρstFa)Fa

]
PΓQλ′Γ(µFΓ)FΓ)

)
.

Se han movido todos los elementos que no dependen de los grados de libertad de la

cavidad fuera de las trazas. Los paréntesis después de los operadores Qλ′ indican que

es lo que se proyecta al espacio Q. En todos los casos lo que se proyecta es un elemento

del espacio P al cual se le aplica primero un operador de creación o aniquilación por

lo que la proyección sobre Q no es cero necesariamente. El término se puede escribir

de forma más compacta empleando notación de conmutadores

χ2
0

∑
λ′

1

~2

1

λ′
Trc

[
P [FaFΓ,Qλ′ [FaFΓ, µρst]]

]
= χ2

0

∑
λ′

1

~2

1

λ′

(
T1cPΓ[FΓ,Qλ′ΓFΓµ]

− T2cPΓ[FΓ,Qλ′ΓµFΓ]
)
,

las trazas se pueden evaluar como [30]
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T1c =Trc[FaQλ′aFaρst]

=~2|α1|2δj,1δn,0, (5.84)

T2c =Trc[FaQλ′aρstFa]

=~2|α1|2δj,−1δn,0. (5.85)

En la evaluación de los términos de las trazas se aproxima la temperatura del baño

de la cavidad como cero, lo cual es razonable para parámetros experimentales comu-

nes [30], y las trazas se evalúan mediante los estados de base de decaimiento para

temperatura cero. Los términos que multiplican a las trazas se evalúan como

PΓ

(
[FΓ,Qλ′ΓFΓµ]

)
=((ΓΓ†µ− Γ†µΓ)δl,−1 (5.86)

+ (Γ†Γµ− ΓµΓ†)δl,1),

PΓ

(
[FΓ,Qλ′ΓµFΓ]

)
=((ΓµΓ† − µΓ†Γ)δl,−1 (5.87)

+ (Γ†µΓ− µΓΓ†)δl,1).

Dado que el último paso es la aplicación del proyector P todos los términos resultantes

se encuentran en el sub-espacio P . Los términos proporcionales a ε en la ecuación

(5.75) se evalúan de la misma forma, y ambos dan el mismo resultado por lo que este

simplemente se escribe con un factor de 2, se obtiene

Trc

[ 1

~2

1

λ′
P [H0

int(t), •]Qλ′ [Hε
int(t), •]Pρ(0)

]
= χ2

0

∑
λ′

1

~2

( 2

λ′
(T1cPΓ[FΓ,Qλ′Γ(F i

Γµ)]

− T2cPΓ[FΓ,Qλ′Γ(µF i
Γ)]
)
,

lo cual se puede escribir como
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PΓ[FΓ,Qλ′Γ(F i
Γµ)] =ε(T (−ω)ΓΓ†µδl,−1 − T (−ω)Γ†µΓδl,−1 (5.88)

+ T (ω)Γ†Γµδl,1 − T (ω)ΓµΓ†δl,1),

y

PΓ[FΓ,Qλ′Γ(µF i
Γ)] =ε(T (−ω)ΓµΓ†δl,−1 − T (−ω)µΓ†Γδl,−1 (5.89)

+ T (ω)Γ†µΓδl,1 − T (ω)µΓΓ†δl,1),

donde se ha usado la notación para la dependencia temporal

T (ω) =
1

8(n+ 1)
e2iωt − 1

8(n− 1)
e−2iωt. (5.90)

Se aproxima esta función, despreciando términos de orden ε
n2 como

T (ω) =
i sin(2ωt)

4n
. (5.91)

Las deltas de Kroenecker aplican a los eigenvalores λ′ los cuales son, sumando los

valores correspondientes a la cavidad, con disipación, y al resonador mecánico

λ′ = i(δj + ν0l)− κ(n+
|l|
2

). (5.92)

Los términos correspondientes a la ecuación (5.86), así como los términos proporcio-

nales a ε pueden ser reordenados para escribir la ecuación

µ̇(t) = A−D[Γ]µ+ A+D[Γ†]µ, (5.93)

donde D[Γ] = 2ΓµΓ† − {Γ†Γ, µ} aquí no se toma en cuenta un término proporcional

a Γ†Γ, el cual actúa como una pequeña corrección a la frecuencia del Hamiltoniano

libre y se puede absorber. Se tiene que los coeficientes son
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A± =A0
± + ε sin(2ωt)Aε±, (5.94)

A0
± =

χ2
0|α0|2

2

κ

(δ ∓ ν0)2 + κ2

4

(5.95)

Aε± =
χ2

0|α0|2

2

(δ ∓ ν0)

n
(
κ2

4
+ (δ ∓ ν0)2) . (5.96)

Los coeficientes A± corresponden a calentamiento y enfriamiento respectivamente

y se conocen como bandas laterales. El proceso dominante, ya sea calentamiento o

enfriamiento, depende de cual de estas dos bandas es la dominante en una región

particular de valores para el desfazamiento de la cavidad δ. En este punto se agrega

la disipación del resonador mecánico. Esta se incorpora de forma directa como

µ̇ = (A−(t) +
γ

2
(nm + 1))D[Γ]µ+ (A+(t) +

γ

2
nm)D[Γ†]µ, (5.97)

lo cual es el resultado deseado, una ecuación maestra que describe únicamente los

grados de libertad mecánicos, en el sub-espacio correspondiente al decaimiento lento

y en la forma usual de una ecuación maestra. Se busca ahora obtener una expresión

para la temperatura del sistema. Para este propósito se tomará
〈
Γ†Γ
〉

= 〈m〉 como

una medida de la temperatura. Es importante notar que esto es el número de ex-

citaciones correspondientes a un resonador mecánico con frecuencia dependiente del

tiempo y no es entonces directamente comparable con el número de excitaciones de

un resonador mecánico con frecuencia constante. A fin de obtener 〈m〉, se emplea la

matriz covarianza del sistema.

5.5. Temperatura Final

Se sigue el procedimiento establecido en [107] para calcular el valor de expectación

de la matriz de covarianza del sistema y obtener 〈m〉 en términos de su traza. El

procedimiento emplea un vector de operadores adimensionales correspondientes a
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posición y momento

R = (X,P )T , (5.98)

donde estos operadores están dados por

X =

√
nω

2
(g(t)∗Γ + g(t)Γ†), (5.99)

P =
1√
2nω

(h(t)∗Γ + h(t)Γ†). (5.100)

La cantidad de interés requiere calcular el valor de expectación de la matriz de cova-

rianza, dado por

γi,j =
1

2

〈
RiRj +RjRi

〉
−
〈
Ri

〉 〈
Rj

〉
. (5.101)

El valor de expectación deseado se calcula a partir de la traza de esta matriz [30] y

se tiene

〈m〉 =
1

2
(Tr[γ]− 1) . (5.102)

el cálculo de esta traza se encuentra en el apéndice B. Se obtiene

Tr[γ(t)] =
Ã0

+ + Ã0
−

Ã0
− − Ã0

+

(5.103)

− ε(Aε+ + Aε−)
(Ã0

+ − Ã0
−) sin(2ωt)

(Ã0
+ − Ã0

−)2 + ω2

− ε(Aε+ + Aε−)
ω cos(2ωt)

(Ã0
+ − Ã0

−)2 + ω2

+
ε

2ω

(Aε+ − Aε−)(Ã0
+ − Ã0

−)(Ã0
+ + Ã0

−)

(Ã0
+ − Ã0

−)2 + ω2

− ε

2ω

(Aε+ − Aε−)(Ã0
− + Ã0

+)

(Ã0
+ − Ã0

−)
,

donde se emplea la notación
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Ã0
− = A0

− +
γ

2
(nm + 1) ,

Ã0
+ = A0

+ +
γ

2
nm ,

lo cual significa que la ecuación (5.103) incluye disipación tanto mecánica debido

al acoplamiento del resonador mecánico a un baño, como disipación optomecánica

debido a la interacción optomecánica con la cavidad. El resultado para la traza del

matriz covarianza (ecuación (5.103)) se escribe como un término sin corrección y

cuatro correcciones proporcionales a ε. Dos de estas correcciones son explícitamente

dependientes del tiempo, sin embargo ambas promedian a cero en un promedio tem-

poral integrando sobre un periodo de oscilación. Este resultado únicamente es válido

en el caso δ < 0. Si δ > 0 el proceso de calentamiento domina y no tiene sentido

hablar de un estado estacionario o final, el número de excitaciones no está acotado

por arriba. En este caso se emplean parámetros en el régimen donde κ � ν0 el cual

se conoce como régimen de bandas laterales definidas. Este es el régimen de paráme-

tros donde es posible, en teoría, alcanzar el estado base del resonador mecánico [108].

Puede observarse también que en el régimen opuesto, cuando ν0 � κ los términos

de corrección de (5.103) que no dependen del tiempo tienden a cero ya que en este

régimen A+ ≈ A−. Las correcciones con dependencia temporal no se cancelan pero

siguen promediando a cero. También se puede notar que A0
± son proporcionales a 1

κ
y

Aε± son proporcionales a 1
κ2 por lo que aún sin promediar sobre el tiempo, las correc-

ciones pierden relevancia en este régimen. Regresando al régimen de bandas laterales

definidas se tiene que para ω2 � (A0
+ − A0

−)2, se puede aproximar el promedio de

excitaciones sobre un período de tiempo

〈m〉 =
π

ω

∫ π/ω

0

〈m〉 dt ,
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como

〈m〉 ≈ 〈m〉nm=0 +
γnm

Γopt + γ/2
+ εω

γnm
2(Γopt + γ/2)3

(Aε+ − Aε−) , (5.104)

donde se define la taza de enfriamiento optomecánico Γopt = A0
−−A0

+ y se ha definido

〈m〉nm=0 ≈
A0

+

Γopt + γ/2
+ εω

A0
− + A0

+ + γ/2

2(Γopt + γ/2)3
(Aε+ − Aε−) . (5.105)

La ecuación (5.105) describe el número de excitaciones mecánicas en el caso donde

se puede asumir que el baño mecánico tiene cero excitaciones térmicas. El término

de corrección proporcional a ε puede ser positivo o negativo, dependiendo del signo

de ε y del signo de (Aε+ − Aε−). Aún en el caso donde se considera el intercambio de

energía del sistema mecánico con un baño térmico, se pueden elegir parámetros tales

que el término de corrección lleve a un número promedio de excitaciones menor que

para el caso donde ε = 0. Para parámetros experimentales usuales [36] se tiene que

nmγ � Γopt, por lo que se puede asumir que 〈m̄〉 ≈ 〈m̄〉nm=0 y que Ã± ≈ A±. Bajo

estas aproximaciones se puede expresar el número promedio de excitaciones en un

periodo como

〈m〉 ≈ −(ν0 + δ)2 + κ2/4

4δν0

(5.106)

+
εω

32δ3κ2ν3
0χ

2
0|α0|2

[
(ν2

0 − δ2 + κ2/4)(ν2
0 + δ2 + κ2/4)((ν0 + δ)2 + κ2/4)((ν0 − δ)2 + κ2/4)

]
.

En este régimen se tiene que si ν2
0−δ2+κ2/4 = 0 el término de corrección, proporcional

a ε es cero, por lo que aún el caso con una corrección correspondiente a una modulación

temporal de frecuencia coincide con el caso sin modulación para este punto. Cuando

se tiene ε > 0 y δ2 < ν2
0 + κ2/4, o ε < 0 y δ2 > ν2

0 + κ2/4, el término de corrección

lleva a un número menor de excitaciones promedio. Este comportamiento se puede

observar de manera gráfica. Se analiza el comportamiento de 〈m〉 en su punto mínimo

como función de δ
ν0

y se grafica la evolución de la temperatura en este punto por un
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ciclo de las correcciones dependientes del tiempo. El resultado se observa en la figura

5.1
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Figura 5.1: Número de excitaciones mecánicas para el caso con modulación temporal
(línea de guiones) y para el caso sin modulación temporal (línea punteada). El caso
modulado oscila con frecuencia ω en torno a un número promedio de excitaciones
menor que el caso no modulado. Se utiliza: δ/ν0 = −0.9469, n = 2, ε = 1/18,
κ = 0.25ν0, χ2

0|α0|2/ν2
0 = 0.25.

Dado que las correcciones dependientes del tiempo promedian a cero sobre un

ciclo completo, se estudia el comportamiento de la temperatura después de haber

promediado sobre estas correcciones. Se analiza la temperatura promedio sobre el

rango δ
ν0
∈ [−1.2,−0.8] y se observa que tanto para ε > 0 como para ε < 0 existe una

región donde el número de final de excitaciones promedio es menor que en el caso sin

modulación temporal. Estos resultados pueden observarse en la figura 5.2. El modelo

desarrollado en este trabajo predice temperaturas finales distintas a las predicciones

del modelo sin corrección. Se grafica además la proporción entre la temperatura sin

corrección y la temperatura corregida para los casos de ε < 0 y ε > 0 sobre los mismos

valores del parámetro δ
ν0

a fin de visualizar por cuanto difieren los modelos. Este

resultado se observa en la figura 5.3. Las diferencia entre las predicciones corregidas y

sin corrección aumentan al alejarse del punto donde todas las predicciones coinciden.

Los puntos donde se alcanza la temperatura mínima se encuentran relativamente cerca
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Figura 5.2: Número de excitaciones mecánicas promediado sobre el tiempo para el
resonador modulado y sin modulación. ε > 0 corresponde a la línea con guiones,
ε < 0 a la línea con guiones y puntos y la linea punteada corresponde al caso sin
modulación temporal. Se utiliza: n = 2, ε = ±1/18, κ = 0.25ν0, χ2

0|α0|2/ν2
0 = 0.25.

de este punto, por lo que la diferencia entre la predicción, en el caso de la temperatura

mínima, es de cerca del 10%. Al alejarse de estos puntos la diferencia entre modelos

es mayor, aún si estos puntos pueden no ser de tanto interés al no ser los puntos de

máximo enfriamiento.
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Figura 5.3: Proporción como función de δ entre el número de excitaciones mecánicas
promediado sobre el tiempo para el caso con modulación y el caso sin modulación. La
línea con guiones corresponde a ε > 0 y la linea puntuada a ε < 0. Se utiliza n = 2,
ε = ±1/18, κ = 0.25ν0, χ2

0|α0|2/ν2
0 = 0.25



Capítulo 6

Perspectivas futuras

6.1. Solución Numérica a Ecuación de Mathieu

La solución analítica obtenida depende de varias aproximaciones, en especial re-

quiere de una interacción optomecánica pequeña comparada con ν0 y de un valor

pequeño de ε al comparar con el valor de n. Estas aproximaciones son razonables a

fin de obtener una solución analítica que pueda aportar intuición física. Si se desea

analizar el comportamiento de la ecuación maestra (5.30) en otros regímenes de pa-

rámetros, es necesario el uso de métodos numéricos. Se busca una solución numérica

para la ecuación (B.2) con menos restricciones de parámetros. A fin de poder realizar

este cálculo, primero es necesario encontrar una solución numérica para la ecuación

de Mathieu

f̈ + (a− 2q cos(2t))f(t) = 0, (6.1)

en forma de Floquet

f(t) = Aeµtφ(t), (6.2)

donde µ es el exponente de Floquet el cual es puramente imaginario para soluciones

estables. La función φ(t) es una función periódica con el mismo periodo que cos(2t)

y puede ser expresada como serie de Fourier de forma

84
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φ(t) =
∞∑

k=−∞

c2ke
2ikt. (6.3)

La ecuación (6.2), expresada en términos de serie de Fourier, se sustituye en la ecua-

ción de Mathieu para obtener la relación de recurrencia (4.16). A partir de esta

relación de recurrencia se obtiene una expresión para el cociente de coeficientes con-

secutivos de la serie de Fourier [96]

0 =ηk(µ)c2k−2 + c2k + ηk(µ)c2k+2,

0 =ηk(µ)
c2k−2

c2k+2

+
c2k

c2k+2

+ ηk(µ)

−ηk(µ) =ηk(µ)
c2k−2

c2k+2

+
c2k

c2k+2

−ηk(µ) =
c2k

c2k+2

(ηk(µ)
c2k−2

c2k+2

c2k+2

c2k

+ 1)

c2k

c2k+2

=
−ηk(µ)

(ηk(µ) c2k−2

c2k
+ 1)

,

el proceso para el signo opuesto en el sub-índice del denominador es equivalente y se

llega a la expresión

c2k

c2k∓2

=
−q

(2k − iµ)2 − a+ q( c2k±2
c2k

)
, (6.4)

la cual resulta en una fracción continua. Si se emplea la notación

c2k

c2k∓2

= R±k (µ), (6.5)

se pueden calcular los coeficientes de la serie de Fourier como

c±2k = c0R
±
1 (µ)R±2 (µ) · · ·R±k (µ), (6.6)

notando que en el caso de R−k (µ) se emplean los valores negativos de k. El valor de µ

queda determinado por
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R−0 (µ)R+
1 (µ) = 1. (6.7)

Si se utilizan los valores q = − ε
2
, µ = in, a = n2 se obtiene, despreciando términos

de orden ε2, la solución a primer orden en ε que se emplea en los capítulos anteriores.

Mediante las expresiones (6.4) se puede calcular una solución para cualquier valor

de ε y n, siempre y cuando (6.7) tenga una solución puramente imaginaria. A fin de

poder calcular las funciones R±(µ) se emplea el método de convergentes [109]. Si se

tiene una cantidad expresada como fracción continua de la forma

K =
a1

b1 +
a2

b2 +
a3

b3 +
. . .

, (6.8)

esta se puede aproximar mediante fracciones Ak
Bk

conocidas como convergentes o apro-

ximantes. Estas fracciones forman una serie y se dice que la fracción converge al valor

K si

ĺım
k→∞

Ak
Bk

= K. (6.9)

Esta serie se calcula mediante las relaciones de recurrencia fundamentales

Ak = bkAk−1 + akAk−2, (6.10)

Bk = bkBk−1 + akBk−2, (6.11)

con valores iniciales

A−1 = 1, A0 = b0, B−1 = 0 y B0 = 1. (6.12)
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Como criterio de convergencia, puede emplearse el teorema de Sleszynski-Pringsheim

el cual dice, para una fracción de la forma (6.8), si

|bk| ≥ |ak|+ 1 ∀k ≥ 1, (6.13)

la serie Ak
Bk

converge de manera absoluta a algún valor 0 < |K| ≤ 1 lo cual es suficiente

para asegurar que la serie de coeficientes de Fourier no sea divergente. El esquema

del cálculo de estas soluciones es

1. Dar valores para ν0, ω y ε. Calcular R−0 (µ) y R+
1 (µ) sobre un conjunto de posibles

valores de µ y buscar los ceros de la función (6.7) para encontrar los valores

posibles del exponente de Floquet. Si no se encuentran ceros no existe una

solución estable para los parámetros dados. Una vez encontrado el exponente se

puede revisar la condición de convergencia (6.13). Se crea un objeto que contiene

los valores de entrada y el exponente µ correspondiente.

2. Se calculan los coeficientes c2k. El valor de entrada es un objeto con todos los

parámetros del punto anterior y una tolerancia para determinar cuando cortar

el cálculo, ya que por (6.13) cada coeficiente c2k debe ser menor o igual al ante-

rior. Es conveniente entonces calcular un coeficiente c2k, verificar su magnitud,

calcular la siguiente función R±k (µ), obtener c2k±2 e iterar hasta que |c2k′ | sea

menor que la tolerancia.

3. Crear las funciones de Floquet utilizando los coeficientes, de forma sencilla tam-

bién se puede obtener su derivada con la misma información.

Para calcular las funciones R±k es necesario expresarlas en la forma usual para frac-

ciones continuas. En términos de ε, la fracción (6.4) se escribe como

c2k

c2k∓2

=
ε

2(2k + µ′)2 − 2n2 − ε( c2k±2

c2k
)
. (6.14)

Por comodidad se ha hecho la sustitución µ′ = iµ. Con esta expresión en mano se

puede calcular ambas soluciones para la ecuación de Mathieu, en forma de Floquet.

La fracción (6.14) se escribe como
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R+
k (µ′) =

c2k

c2k−2

=
ε

2(2k + µ′)2 − 2n2 − ε( c2k+2

c2k
)
, (6.15)

si se emplea la sustitución k + 1 = l se tiene

R+
k (µ′) =

ε

2(2k + µ′)2 − 2n2 − ε( c2l
c2l−2

)
, (6.16)

lo cual permite utilizar de nuevo la definición de R+
k (µ′)

R+
k (µ′) =

ε

2(2k + µ′)2 − 2n2 − (
ε2

2(2l + µ′)2 − 2n2 − ε( c2l+2

c2l
)
)

,

=
ε

2(2k + µ′)2 − 2n2 − (
ε2

2(2k + 2 + µ′)2 − 2n2 − ε( c2k+4

c2k+2
)
)

.

De esta forma se puede ver como escribir las series de valores ak y bk, para la función

R+
j (µ′). Se tiene

a1 =ε,

a2 =− ε2,
...

ak =− ε2,

y
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b0 =0

b1 =2(2j + µ′)2 − 2n2,

b2 =2(2j + 2 + µ′)2 − 2n2,

...

bk =2(2(j + k − 1) + µ′)2 − 2n2,

con esto es suficiente para calcular los convergentes de las funciones R+
k (µ′). El proce-

dimiento para los coeficientes R−k (µ′) es completamente análogo. Es importante notar

que para este segundo grupo de coeficientes se puede entrar en problemas de estabi-

lidad, ya que en algunos casos es posible que 2(2(k − j + 1) + µ′)2 − 2n2 con k < 0

sea igual a cero y no se cumpla la condición de convergencia para ese coeficiente en

particular. Esto solo ocurre para ciertos valores de µ′ muy cerca de enteros y debido

a la velocidad con la que disminuyen los coeficientes c2k, únicamente es problemático

para valores pequeños de n.

En un trabajo futuro, el objetivo es modelar numéricamente el comportamiento

de la ecuación (5.30) sin emplear aproximaciones restrictivas en los parámetros invo-

lucrados. Esto permite explorar el comportamiento del sistema cuando las variaciones

de frecuencia son grandes con respecto a la frecuencia promedio del oscilador o donde

la variación en la frecuencia no es necesariamente lenta comparada con la frecuencia

promedio. También es posible explorar el comportamiento del sistema en regímenes

de interacción donde los coeficientes α y β no se pueden aproximar por α0 y β0 como

se hizo en este trabajo.



Capítulo 7

Conclusiones

Se describió el comportamiento de un sistema optomecánico compuesto por una

cavidad de Fabry-Pérot con un espejo móvil, el cual se encuentra acoplado a un

resonador mecánico con frecuencia natural dependiente del tiempo, mediante una

ecuación maestra más adecuada a la descripción de sistemas paramétricos que la

ecuación maestra usual. Tanto la cavidad como el resonador mecánico interactúan de

forma disipativa con un ambiente. Mediante el formalismo de operadores de Floquet,

se emplea un modelo de disipación que toma en cuenta la dependencia temporal

de la frecuencia natural del resonador mecánico durante toda la deducción de la

ecuación maestra, lo cual es una descripción más adecuada [81]. De la misma forma,

el emplear los operadores de Floquet para escribir el Hamiltoniano libre del resonador

mecánico asegura que al medir su temperatura al final del proceso de enfriamiento,

se mida la cantidad correcta, es decir el número promedio de excitaciones de un

resonador mecánico con frecuencia dependiente del tiempo. Esta ecuación maestra es

una descripción más adecuada para el caso de una frecuencia modulada, y por ende

debería ser empleada en la descripción de sistemas similares, ya que el procedimiento

usual es simplemente emplear coeficientes ad-hoc con dependencia temporal.

Al obtener una predicción para la temperatura final del resonador mecánico des-

pués de un procedimiento de enfriamiento láser, se encuentra que esta cantidad difiere

de la predicción para el caso de frecuencia no modulada. La diferencia en las prediccio-

nes, cerca del punto donde se obtiene la temperatura mínima en el caso no modulado,
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es de cerca del 10%. Sin importar el signo de la modulación, se puede encontrar un

régimen de parámetros donde la temperatura final predicha es menor que para el

caso no modulado. Esta diferencia es no trivial y muestra que, aún en un caso donde

se asumen parámetros moderados para la modulación, no es correcto esperar que la

descripción del sistema sin modulación sea la más adecuada para realizar predicciones

sobre el comportamiento del sistema modulado.

Un posible siguiente paso a la investigación presentada en este trabajo consiste en

resolver, probablemente de forma numérica, casos con parámetros menos moderados.

Eso podría ser el caso de un valor mayor para ε o de un parámetro de interacción

mayor, tal que se deben tomar en cuenta modificaciones a la frecuencia natural de la

cavidad.

La combinación de los dos resultados anteriores, la posibilidad de enfriar más

mediante el uso de modulación en la frecuencia natural del resonador mecánico y el

hecho de basarse en una descripción más adecuada del sistema modulado, lleva a una

pregunta. ¿Es posible modelar la disipación de la cavidad tomando en cuenta que su

frecuencia natural es una función del tiempo? ¿Que efectos podrían encontrarse de

ser este el caso?



Apéndice A

Transformación al Marco Desplazado

A.1. Transformación de La

Es necesario realizar la transformación

L′a = U †aLaUa, (A.1)

utilizando el resultado de aplicar la transformación a cada operador de forma indivi-

dual, se obtiene, escribiendo el súper-operador aplicado ρ a fin de facilitar la lectura

L′aρ =2(a+ α)ρ(a† + α∗)− (a†a+ αa† + α∗a+ |α|2)

− ρ(a†a+ αa† + α∗a+ |α|2),

=2(aρ+ αρ)(a† + α∗)− (a†a+ αa† + α∗a+ |α|2)

− ρ(a†a+ αa† + α∗a+ |α|2),

=2(aρa† + aρα∗ + αρa† + |α|2ρ)− (a†a+ αa† + α∗a+ |α|2)

− ρ(a†a+ αa† + α∗a+ |α|2),

=2(aρa† + aρα∗ + αρa†)− (a†a+ αa† + α∗a)

− ρ(a†a+ αa† + α∗a),
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=2aρa† − {a†a, ρ}+ 2aρα∗ + 2αρa†

− αa†ρ− α∗aρ− ρa†a− ραa† − ρα∗a,

=Laρ+ 2aρα∗ + 2αρa†

− αa†ρ− α∗aρ− ρa†a− ραa† − ρα∗a,

=Laρ+ (α∗a− αa†)ρ− ρ(α∗a− αa†),

=Laρ+ [(α∗a− αa†), ρ].

El segundo término se considera parte del Hamiltoniano al tener forma de conmutador.

Transformar un término en forma de Lindblad tiene entonces únicamente el efecto

de agregar un término al Hamiltoniano. La transformación de LΓ es completamente

análoga.

A.2. Derivadas Temporales del Operador de Despla-

zamiento

Es necesario poder calcular la derivada temporal del operador de desplazamiento.

Se tiene

U̇a,Γ = U̇aUΓ + UaU̇Γ, (A.2)

donde la derivada del operador correspondiente a la cavidad es directa, sin embar-

go para el caso del operador correspondiente al resonador mecánico, es conveniente

utilizar la forma

UΓ = eβΓ†e−β
∗Γe−

|β|2
2 , (A.3)

de tal forma que
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UΓ = ˙(eβΓ†)e−β
∗Γe−

|β|2
2 + eβΓ† ˙(e−β∗Γ)e−

|β|2
2 + eβΓ†e−β

∗Γ
˙

(e−
|β|2

2 ). (A.4)

Debido a la dependencia temporal de Γ, es necesario utilizar la fórmula de Sneddon

[110] la cual dice que, en el caso de un operador A que depende del tiempo (o algún

parámetro continuo)

d

dt
eA(t) =

∫ 1

0

euA
d

dt
Ae(1−u)Adu, (A.5)

esta reduce, en el caso trivial donde A(t) = At a

d

dt
eAt = eAtA = AeAt. (A.6)

Con esto se puede calcular

˙(eβΓ†) = βΓ̇†eβΓ† − β2

2
C+
−(t)eβΓ† . (A.7)

C+
−(t) representa el conmutador de operadores de Floquet y sus derivadas. Se utiliza

la notación

C−−(t) =[Γ̇,Γ] (A.8)

C+
−(t) =[Γ̇,Γ†] (A.9)

C−+(t) =[Γ̇†,Γ] (A.10)

C+
+(t) =[Γ̇†,Γ†], (A.11)

estos conmutadores son, en general, distintos de cero y dependen únicamente de las

soluciones a la ecuación de Mathieu, no contienen operadores. Con esto es posible

obtener la derivada temporal del operador U

U̇Γ = (β̇Γ† + βΓ̇† − β2C+
+(t)

2
)UΓ − UΓ(β̇∗Γ + β∗Γ̇ +

(β∗)2C−−(t)

2
)− 1

2
˙|β|2UΓ, (A.12)
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y

U̇a = (α̇a†)Ua − Ua(α̇∗a)− 1

2
˙|α|2Ua. (A.13)

De manera que es posible calcular los términos correspondientes a las derivadas tem-

porales del operador de desplazamiento en la ecuación maestra

U †U̇ρ+ ρU̇ †U =(β̇Γ† + βΓ̇† − β̇∗Γ− β∗Γ̇)ρ

+ (C+
+(t)(

β2

2
− β2)− C−−(t)

(β∗)2

2
+ β̇β∗ −

˙|β|2

2
)ρ

+ (α̇a† − α̇∗a)ρ+ (α̇α∗ −
˙|α|2

2
) + C.H.,

donde C.H. denota el conjugado Hermitiano. Esta expresión se puede re-escribir de

forma más compacta como

U †U̇ρ+ ρU̇ †U =[α̇a† − α̇a, ρ] + [β̇Γ† − β̇Γ, ρ] + [βΓ̇† − βΓ̇, ρ]

+ (α̇α∗ + αα̇∗ − ˙|α|2)ρ+ (β̇β∗ + ββ̇∗ − ˙|β|2)ρ

+ C+
+(t)(β2 − |β|2)ρ+ C−−(t)((β∗)2 − |β|2)ρ,

y finalmente

U †U̇ρ+ ρU̇ †U =[α̇a† − α̇a, ρ] + [β̇Γ† − β̇Γ, ρ] + [βΓ̇† − βΓ̇, ρ] (A.14)

+ C+
+(t)(β2 − |β|2)ρ+ C−−(t)((β∗)2 − |β|2)ρ.

lo cual es la expresión deseada. Los términos en forma de conmutador se incluyen en

el Hamiltoniano, notando que hay un cambio de signo ya que estos términos aparecen

del otro lado de la ecuación. Este se toma en cuenta al voltear los conmutadores.



Apéndice B

Traza Matriz Covarianza

Se sigue el procedimiento establecido en [107, 30, 101]. Una vez hecho el cambio

a operadores adimensionales, la ecuación maestra (5.55) se puede expresar en forma

lineal

dµ

dt
=
∑
k

γkD[LkR]µ. (B.1)

A partir de esta ecuación linealizada, se puede obtener una ecuación diferencial para el

valor de expectación de la matriz de covarianza correspondiente a la ecuación maestra

linealizada. Se tiene

dγ

dt
= Heffγ + γH

T

eff + J, (B.2)

con las matrices

σi,j =
1

i
[Ri, Rj], (B.3)

Gi,j =
∑
k

γk(L
∗
k)i(Lk)j, (B.4)

Heff =2σ(Im(G)), (B.5)

J =2σ(Re(G))σT . (B.6)
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Esto se integra como

γ(t) =e
∫ t
0 dt
′Heff (t′)γ(0)e

∫ t
0 dt
′H

T
eff (t′) (B.7)

+

∫ t

0

dτe
∫ t−τ
0 dt′Heff (t′)J(τ)e

∫ t−τ
0 dt′H

T
eff (t′).

Debido a la forma de (5.55) Los vectores L deben ser

L1 =
1

2i
(

√
2

nω
h(t),−

√
2nωg(t)), (B.8)

L2 =
−1

2i
(

√
2

nω
h∗(t),−

√
2nωg∗(t)), (B.9)

con

γ1 =A−(t), (B.10)

γ2 =A+(t). (B.11)

Todas las matrices en (B.3) se pueden calcular de forma directa. La matriz de con-

mutadores es

σi,j =

 0 1

−1 0

, (B.12)

y se tiene que, despreciando términos de orden ε
n2

G1,1 =A−(L
∗
1)1(L1)1 + A+(L

∗
2)1(L2)1, (B.13)

G1,2 =A−(L
∗
1)1(L1)2 + A+(L

∗
2)1(L2)2, (B.14)

G2,1 =A−(L
∗
1)2(L1)1 + A+(L

∗
2)2(L2)1, (B.15)

G2,2 =A−(L
∗
1)2(L1)2 + A+(L

∗
2)2(L2)2. (B.16)



APÉNDICE B. TRAZA MATRIZ COVARIANZA 98

Esto permite escribir las matrices Heff y J , notando que ambas son proporcionales

a la identidad

Heff =(A+ − A−)I, (B.17)

J =(A+ + A−)I, (B.18)

donde se denota la identidad I en dos dimensiones como

I =

1 0

0 1

 . (B.19)

Se separan los coeficientes A±(t) de acuerdo con su dependencia en ε y se inicia el pro-

ceso de integración. Se realizan primero las integrales que ocurren en los argumentos

de las exponenciales

∫ t

0

dt′Heff (t
′) =(A0

+ − A0
−)tI

+
ε(1− cos(2ωt))

2ω
(Aε+ − Aε−)I, (B.20)∫ t−τ

0

dt′Heff (t
′) =(A0

+ − A0
−)(t− τ)I

+
ε(1− cos(2ω(t− τ)))

2ω
(Aε+ − Aε−)I. (B.21)

Se define

A0 =(A0
+ − A0

−)I, (B.22)

Aε =
ε

2ω
(Aε+ − Aε−)I, (B.23)

a fin de compactar la notación. Se escribe (B.7) como



APÉNDICE B. TRAZA MATRIZ COVARIANZA 99

γ(t) =eA0t+Aε(1−cos(2ωt))γ(0)eA0t+Aε(1−cos(2ωt)) (B.24)

+

∫ t

0

dτeA0(t−τ)+Aε(1−cos(2ω(t−τ)))

J(τ)eA0(t−τ)+Aε(1−cos(2ω(t−τ))).

y dado que todas las matrices involucradas conmutan al ser proporcionales a la iden-

tidad, se tiene

γ(t) =e2(A0t+Aε(1−cos(2ωt)))γ(0) (B.25)

+

∫ t

0

dτe2(A0(t−τ)+Aε(1−cos(2ω(t−τ))))J(τ).

Se realiza el resto de las integraciones, comenzando con J la cual se re-escribe como

J =J0 + sin(2ωt)J ε (B.26)

J0 =(A0
− + A0

+)I, (B.27)

J ε =ε(Aε− + Aε+)I. (B.28)

Se emplea la aproximación

e2(Aε(1−cos(2ωt))) ≈ I + 2Aε(1− cos(2ωt)). (B.29)

Tal que conservando únicamente términos a primer orden en ε
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∫ t

0

dτe2(A0(t−τ)+Aε(1−cos(2ω(t−τ))))J(τ) =

∫ t

0

dτe2A0(t−τ)J0

+

∫ t

0

dτe2A0(t−τ) sin(2ωτ)J ε

− 2

∫ t

0

dτe2A0(t−τ)Aε cos(2ω(t− τ))J0

+ 2

∫ t

0

dτe2A0(t−τ)AεJ0.

La integral que no es proporcional a ε resulta en

∫ t

0

dτe2A0(t−τ)J0 =
1

2

A0
+ + A0

−

A0
+ − A0

−
e2(A0

+−A0
−)tI +

1

2

A0
+ + A0

−

A0
− − A0

+

I. (B.30)

Los términos proporcionales a ε resultan ser

∫ t

0

dτe2A0(t−τ) sin(2ωτ)J ε =
1

2
ε(Aε+ + Aε−)

ωe2(A0
+−A0

−)t

(A0
+ − A0

−)2 + ω2
I (B.31)

− 1

2
ε(Aε+ + Aε−)

(A0
+ − A0

−) sin(2ωt) + ω cos(2ωt)

(A0
+ − A0

−)2 + ω2
I.

y

−2

∫ t

0

dτe2A0(t−τ)Aε cos(2ω(t− τ))J0 =
ε

2ω

(Aε+ − Aε−)(A0
+ − A0

−)(A0
+ + A0

−)

(A0
+ − A0

−)2 + ω2
I

(B.32)

− ε

2ω
(Aε+ − Aε−)(A0

+ + A0
−)

e2(A0
+−A0

−)t

(A0
+ − A0

−)2 + ω2

(
(A0

+ − A0
−) cos(2ωt) + ω sin(2ωt)

)
I.

y
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2

∫ t

0

dτe2A0(t−τ)AεJ0 =2AεJ0(
e2A0t

2A0

− 1

2A0

) (B.33)

=
ε

2ω
(
e2(A0

+−A0
−)t(Aε+ − Aε−)(A0

− + A0
+)

A0
+ − A0

−
)I

− ε

2ω
(
(Aε+ − Aε−)(A0

− + A0
+)

A0
+ − A0

−
)I.

Si los parámetros del sistema corresponden a enfriamiento, se tiene que A+ � A−

por lo que para un tiempo lo suficientemente largo, todos los términos proporcionales

a e2(A0
+−A0

−)t decaen a cero. Esto lleva a un estado semi-estacionario donde 〈m〉 oscila

en torno a un valor promedio constante. La traza es, después de este tiempo largo

Tr[γ(t)] =
A0

+ + A0
−

A0
− − A0

+

(B.34)

− ε(Aε+ + Aε−)
(A0

+ − A0
−) sin(2ωt)

(A0
+ − A0

−)2 + ω2

− ε(Aε+ + Aε−)
ω cos(2ωt)

(A0
+ − A0

−)2 + ω2

+
ε

ω

(Aε+ − Aε−)(A0
+ − A0

−)(A0
+ + A0

−)

(A0
+ − A0

−)2 + ω2

− ε

ω

(Aε+ − Aε−)(A0
− + A0

+)

(A0
+ − A0

−)
.

Lo cual es el resultado deseado.
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