TR NACIONAL AUTONONA 7 Wi
\ % gy
A % I

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE QUIMICA

MODELADO TERMODINAMICO DE LA TENSION SUPERFICIAL DE
SOLUCIONES ACUOSAS DE ALCOHOLES POLIETOXILADOS

TESIS

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE
INGENIERO QUIMICO

PRESENTA

Amadeus Eduardo Garcia Cruz

CIUDAD DE MEXICO 2020




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Dedicatoria

A las personas que me dejaron estas citas.

“Mafiana en la batalla piensa en mi, y caiga tu espada sin filo. Mafiana en la batalla piensa en mi,

desespera y muere.”-Javier Marias.

“There is no emotion, there is peace. There is no ignorance, there is knowledge. There is no passion,

there is serenity. There is no chaos, there is harmony. There is no death, there is the Force.”- Jedi Code



Agradecimientos

Un viejo amigo alguna vez dijo que la ingratitud es el peor de los pecados, por lo que quiero
agradecer a todos los que me formaron, compartieron todo el proceso de mi carrera y me hicieron

la persona que soy.

En primer lugar, a mi mama, Maribel, que desde que naci me ensefi6 habitos, inculcé disciplina y
responsabilidad, me ensefié a poner el maximo esfuerzo en todos mis trabajos y ademas me cuidoé,
protegid, atendié y me acompané durante el largo proceso de formacién académica. A mi padre,
Alfonso, que siempre ha sido mi ejemplo de trabajo, realizacién, sabiduria y capacidad, por haber
provisto siempre por mi, por darme la oportunidad de estudiar, por ensefiarme desde nifio la
importancia del trabajo, de las matematicas y las ciencias. A ambos les agradezco haberme dado la

vida que me han dado y por haberme dado su confianza siempre.

A Laura y Roberto, ambos, parejas de mis padres, que los han acompafiado y han hecho que mis
padres puedan ser los padres que han sido durante mi vida y por, a su modo, haberme acompafado
durante distintas etapas de mi vida y haberme dado su apoyo. A mi familia, abuelos, tios y primos

por haberme dado una familia en la que crecer.

A mi maestro, Dr. Milton Medeiros, por qué me ensefo el gran valor de la termodinamica, en especial
de la fugacidad y el valor que tiene en todos los procesos, los que estudiamos en la carrera y en

general de la vida. Por su apoyo durante la realizacién de este trabajo y por inculcar en mi sabiduria.

Agradezco a Facultad de Quimica por la calidad en su educacion, porque cada uno de sus profesores
form6 en mi un ingeniero comprometido con su profesion. A la Universidad Nacional Auténoma de
México, porque desde la adolescencia ha sido mi alma mater. Y al Colegio Heraldos de México que

fue mi primera escuela y ahi descubri mi vocacion.

Por ultimo, a mis amigos, todos y cada uno de ustedes, me han acompanado en fiestas, trabajos,
problemas y logros personales, decisiones personales, anécdotas e historias que seguramente estoy
olvidando. Todas esas historias me hicieron llegar a este momento y sin ustedes no habria logrado

llegar hasta aqui.



indice

Dedicatoria

Agradecimientos

Indice

Resumen

Objetivos

Hipotesis

1. Introduccién

1.1 Contexto

1.2 Descripcién del Problema

1.3 Trabajos Relacionados

2. Marco Teorico

2.1 Equilibrio termodindmico y sistemas cerrados.
2.2 Ecuaciones de Estado y la Ecuacion Virial.

2.3 Multiples Equilibrios y Soluciéon Ideal

2.3.1 Solucién Ideal

2.4 Liquido Hipotético Puro

2.5 Fisicoquimica de Interfases

2.6 Referencias

3. Modelo Matematico - Micelizacién y Adsorciéon
3.1 Equilibrio en la Disolucion

3.2 Isoterma de Adsorcion

3.3 Calculo de la Concentraciéon Micelar Critica y de la Distribuciéon de Tamafios

12

13

14

14

18

24

26

28

30

33

34

34

38

40



3.4 Referencias

4. Resultados y Discusiones

4.1 Validacion del Modelo de Micelizacion
4.1.1 Célculo de la concentracidon de anfifilos libres x4
4.1.2 Isoterma de Adsorcion

4.1.3 Calculo de la cmc90 y dispersiéon micelar.
4.2 Analisis Cualitativo de los Parametros

4.3 Calculo de Nuevos Parametros

4.4 Recalculo de la Tension Superficial

4.5 Referencias

5. Conclusiones y recomendaciones
Simbologia

Abreviaturas

Apéndice A

A.1 Método de Cardano para la resolucion de ecuaciones cubicas.

A.2 Método de Newton-Raphson para la resolucién de ecuaciones no-lineales.

A.3 Convergencia de Series.
A.3.1 Caso Particular. Ecuacion 3.12

A.4 Referencias

41

42

472

43

46

49

52

59

61

67

69

71

71

72

72

74

75

77

78



Resumen

En este trabajo se busca modelar la tension superficial de la interfase aire-agua en una solucién
acuosa de una familia de tensoactivos no iénicos, los alcoholes polietoxilados. Ademas, se busca
relacionar el tamafio de la seccién hidrofébica del tensoactivo con los parametros del modelo
termodinamico empleado. La primera parte del trabajo define la naturaleza de los tensoactivos y
presenta una descripcion de los fendmenos observados en las soluciones de tensoactivo y su
utilidad. La segunda parte se revisa la termodindmica de los equilibrios quimicos, la fisicoquimica
de interfases y otros conceptos tedricos que nos permiten trabajar los sistemas agua-tensoactivo.
Posteriormente, se presenta el modelo termodindamico seleccionado para modelar las soluciones
agua-tensoactivos; se explica el comportamiento del tensoactivo tanto en disolucién y el
comportamiento de la superficie agua-disolucién. En la cuarta parte del trabajo se exponen los
resultados de los calculos con el modelo, las relaciones con las cuales se calcularon nuevos
parametros y después se muestran las desviaciones de los calculos propuestos. En la tiltima seccién
se presentan las conclusiones, la relacién entre el tamafio de la seccion hidrofébica y los parametros

del modelo, y las propiedades predichas de cada tensoactivo.



Objetivos

Modelado termodindmico de crecimiento micelar a partir de datos experimentales de tensién
superficial de la familia de los alcoholes polietoxilados, y relacionar los pardmetros del modelo con

los tamafios de la seccidn hidrofébica de cada tensoactivo particular.
Objetivos secundarios:

e Determinar nuevos parametros a partir de correlaciones con los tamafios de las porciones
hidrofébicas de los diversos tensoactivos.

e Determinar el grado de micelizaciéon para cada miembro de una familia de tensoactivos.

e C(rear las isotermas de adsorcién con los parametros obtenidos.

e (Calcular las concentraciones micelares criticas.

Hipotesis

Los alcoholes polietoxilados forman agregados micelares de forma cilindro-esférico, por lo que la
energia de Gibbs de micelizacion tendra dos contribuciones, una referente al cuerpo cilindrico del

agregado y la otra a las tapas semiesféricas de la micela.

Ademas de la micelizacién, el fendmeno de adsorcién estara presente y este podra ser descrito
mediante la ecuacién virial truncada al segundo término en dos dimensiones; los parametros de la
ecuacion virial y los pardmetros de la energia de Gibbs de micelizacién son funciones del tamafo de

la cadena de hidrocarburos del alcohol y del tamafio de la cabeza hidrofilica.



1. Introduccion

1.1 Contexto

Los sistemas solvente-tensoactivo, normalmente, son sistemas acuosos, es decir el agua es el
principal componente. Estos sistemas son liquidos, y pueden encontrarse en una sola fase,
dependiendo de la concentracion del tensoactivo. Una de las propiedades mas relevantes es la
tensidn interfacial entre la solucién acuosay el aire. Esta propiedad es mayormente conocida como
tensidn superficial. Al estudio de estos sistemas desde un enfoque termodindmico se le conoce como

fisicoquimica de interfases.

Los tensoactivos son compuestos quimicos con una naturaleza peculiar. Dentro de su estructura
coexisten dos partes que son diametralmente opuestas, a saber: una cadena de hidrocarburos
hidrofébica y una cadena con caracteristica hidrofilica. Esta estructura tipica da lugar a dos
fendbmenos: la adsorcion del tensoactivo en la interfaz solucién-aire y la micelizacion. El primer
fendbmeno se observa a partir del cambio de las propiedades de la interfaz, especialmente la tensién
superficial de la solucién. Por otra parte, la micelizacion es la formacion de agregados (micelas) de
las moléculas del tensoactivo (anfifilos) que son solubles. Este fenémeno esta asociado a diversas

aplicaciones tecnoldgicas que son ejemplificadas a continuacion.

Los primeros tensoactivos conocidos fueron los productos de las reacciones de saponificacion,
acidos grasos de cadena largas o alcoholes. Estos compuestos son, en su mayoria, de origen natural,
y servian para disolver grasa en agua. Asi empiricamente, se creaban sistemas con dos fases, y se
observaban los dos fendmenos mencionados anteriormente. Con el desarrollo de la sintesis de
nuevos compuestos, nuevos tipos de tensoactivos fueron producidos para diferentes aplicaciones.
En la actualidad se pueden mencionar dos grandes tipos principales de tensoactivos, los i6nicos y

los no-idnicos.

En este trabajo, estudiaremos una familia de tensoactivos no-i6nicos. Estos tienen como
componente hidrofilico algin grupo funcional con una alta polaridad. De esta forma, esta parte es
afin al agua, lo que promueve su disolucién. La familia por estudiar es la de los alcoholes

polietoxilados, que tienen la estructura representada en la Figura 1.1.



CH3(CH2)i-2CH2 0 OH

Figura 1.1. Estructura general de un alcohol polietoxilado

La adsorcidn es el fendmeno de aglomeraciéon de moléculas de un compuesto en la superficie de una
fase continua. Este fendmeno trae varias consecuencias. Entre estas, destaca la disminucién de la
tensidn superficial del agua, cuando el tensoactivo esta en disolucién en agua. La disminucién de
esta propiedad tiene varias aplicaciones, pues favorece la separacion de fases, extraccion de
componentes, entre otras. Estos procesos a su vez son aplicados para la creaciéon de emulsiones,

suspensiones y espumas. Entre estas aplicaciones, se pueden mencionar como ejemplo:

e Las reacciones de polimerizacién suelen llevarse a cabo en emulsiones o suspensiones en
disolventes organicos.

e En la industria alimentaria, muchos productos de uso comercial, en especial los lacteos
tienen la vida de anaquel tan larga gracias a la estabilidad de las emulsiones por medio de

tensoactivos.

La micelizacion es la formacién de agregados de una misma especie quimica dentro de una fase
continua. Estos agregados tienen la capacidad de “atrapar” dentro de si moléculas de hidrocarburo

debido a la afinidad con una parte del tensoactivo.

Las disoluciones de tensoactivos tienen un sinfin de aplicaciones, desde la fabricacién de
detergentes, cosméticos, pinturas, esmaltes hasta aplicaciones en la industria farmacéutica y
extracciéon avanzada de crudo. La cantidad de aplicaciones que tienen hace que el desarrollo de
modelos termodindmicos para la simulacién de tensoactivos sea un gran campo de investigacién en
desarrollo. El primer paso en el desarrollo de un modelo termodindmico que pueda modelar

correctamente un tensoactivo es describir los equilibrios presentes.

Una molécula de tensoactivo tiene la forma caracteristica representada en la Figura 1.2
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Figure 1.2. Representacion de un Anfifilo.

A la molécula individual de tensoactivo se conoce como anfifilo. Los anfifilos estardn presentes en
la interfaz del sistema, libres en la fase acuosa y formando micelas. Esto significa se puede ver el
sistema desde un enfoque de multiples equilibrios quimicos, ya que pueden observarse micelas de

diferentes tamafios. La figura 1.3 presenta un diagrama ilustrando estos equilibrios.

Figure 1.3. Equilibrios simultaneos, anfifilo libre, anfifilo en la superficie y anfifilo en
micelas.

Como se mencioné anteriormente, la adsorcién en la superficie y la micelizacién son equilibrios que
ocurren de forma simultanea. Este hecho repercute en la curva de tension superficial de la solucién

contra la concentracion total de tensoactivo. Es posible, y es uno de los objetivos de este trabajo,
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describir esta curva a partir de modelos termodinamicos, y asi conocer la concentracion del anfifilo

libre en la solucidn, en las micelas de distintos tamafios y en la superficie.

La concentracion del anfifilo tiene una relevancia mayuscula. Esto debido a que todas las soluciones
de tensoactivo tienen un “limite” a los fenémenos descritos. La concentracién a la que ocurre esto
es conocida como la concentracion micelar critica, o cmc. Este valor de concentracién del
tensoactivo ha sido ampliamente discutido a lo largo de la historia. La definicién mas aceptada, por
convencion, es cuando ocurre un cambio considerable, usualmente la apariciéon de un valor maximo

o minimo, en alguna propiedad observable del sistema, en este caso, la tension superficial.

En primera instancia podemos concebir a las micelas como esferas de n-agregados. El nimero de
moléculas que componen las micelas es conocido como grado de micelizacién. Esta primera
concepcidn historica de las micelas puede ser aplicada para los acidos grasos que componen el
jabon. A medida que se han descubierto nuevos compuestos tensoactivos, se ha tenido que cambiar

la concepcidén de las micelas.

Figura 1.4. Micela esférica. Ruckenstein y Nagarajan (1991)

El primer cambio de paradigma en el arreglo de las micelas, lo podemos encontrar en concebir a las
mismas como cilindros con tapas semiesféricas, como se describe en el trabajo de Nagarajan y
Ruckenstein (1991). Este cambio permite ajustar mejor las isotermas de adsorcién calculadas con

modelos a los valores experimentales para otro tipo de tensoactivos. Hay que destacar que esta
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nueva geometria no es la inica que se ha discutido. Otros enfoques proponen que a medida que el
tamano de las micelas aumenta, estas cambian de forma a discos de dos dimensiones. Pero para

efectos del trabajo, solo se contemplan micelas cilindricas.

Figura 1.5. Micela esfero-cilindrica. Ruckenstein y Nagarajan (1991)

Para plantear correctamente el equilibrio entre los fenémenos, se necesita acotar a los sistemas
tensoactivo-solvente a un intervalo de concentraciones. Por esta razon, se tratardn soluciones
diluidas de tensoactivos. Esto es posible por dos razones. La primera, el efecto del tensoactivo se
observa a bajas concentraciones, no es necesario una gran concentracion de este. La segunda razon,
es poder despreciar algunas interacciones presentes en el sistema. Esto simplifica el trabajo

matematico a realizar.

1.2 Descripcion del Problema

Pararelacionar la propiedad medida, la tensién superficial, con las propiedades termodindmicas de
cada tensoactivo, es necesario hacer algunas suposiciones. La primera y mas importantes es que el
sistema agua-tensoactivo esta en equilibrio. Esto significa que la energia de Gibbs del sistema sera
minima, para cuando ambos fendmenos hayan alcanzado el equilibrio. Esto supone que habra un
cambio energético, este sera definido como la energia de micelizacién Agmy sera caracteristico de
cada tensoactivo. Consecuentemente, es valido suponer que este cambio de energia estara
asociado al tamafio de la micela. A lo largo del trabajo desarrollaremos mas la expresion de Agm,
pero para plantear el problema, diremos que cada tensoactivo tendra dos contribuciones a su

energia de micelizacion, la contribucidn de las tapas esféricas y la contribucién del cuerpo cilindrico.

La siguiente suposicion, es que podemos modelar el sistema, con el mismo enfoque que le damos al

equilibrio de fases. Esto supone que podremos usar alguna ecuaciéon de estado para modelar el
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sistema. Y, por ende, la ecuacidn a utilizar tendra parametros Unicos para cada tensoactivo y estos
podran ser ajustables. Esta ultima suposicién compone la parte esencial del trabajo: escoger el
modelo correcto y ajustar sus parametros para que pueda modelar bien ambas regiones de la
solucién. Es decir, que calcule a concentraciones debajo de la cmc valores de tension superficial

semejantes a la realidad.

Este trabajo sigue la metodologia basica de una investigacién tedérica en fisicoquimica. En el
siguiente capitulo se construye un marco tedrico que nos permita trabajar de manera formal los
sistemas a trabajar. Posteriormente se recopilaron datos experimentales y se hacen los calculos
correspondientes con el modelo seleccionado. El cuarto capitulo tendra un analisis critico de los
calculos, los parametros del modelo, su significado fisico y se buscan maneras de proponer métodos
de calculo propio. En la tltima parte, se comparan calculos con los pardmetros propuestos aqui,

parametros de otros trabajos publicados y los datos experimentales.

1.3 Trabajos Relacionados

Varios autores han tomado el mismo de camino de proponer diversas geometrias y “jugar” con las
contribuciones a la energia de micelizacién. Ademas, un sistema que no se discutié en este trabajo,
pero igual es de vital importancia, son las mezclas de tensoactivos. Aqui destacan a parte del trabajo
de Ruckenstein y Nagarajan (1991), también los trabajos de Nikas, Puvvada y Blankschtein (1992)

donde estudian a detalle los sistemas de mezclas ternarias de tensoactivos no-iénicos.

Otro trabajo importante, es la aproximacién mediante termodindamica estadistica de Ben-Shaul y
Gelbart (1994). Este enfoque, nos permite dilucidar de mejor manera las distintas contribuciones
energéticas a la micelizacién, su andlogo con otros fenémenos fisicos y el efecto del tensoactivo con

otras propiedades.
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2. Marco Teorico

En el presente capitulo se exponen los fundamentos teéricos para la resolucién de un sistema
cerrado tensoactivo-agua en equilibrio. En primer lugar, se enuncian y se definen los conceptos de
sistema cerrado y equilibrio termodinamico. Posteriormente se expone un breve resumen de las
ecuaciones de estado, las cuales son empleadas para el calculo de propiedades del sistema. Se repasa
el enfoque de multiples equilibrios, que es al que esta sujeto el sistema. Se menciona el estado de
referencia, liquido hipotético puro a una temperatura arbitraria. Después se hace un breve repaso
sobre la fisicoquimica de interfases, los fendmenos de superficies y su simil a la termodinamica
convencional. Finalmente, se explica el desarrollo que permite juntar ambas teorias y que permitié

el desarrollo del tema del trabajo.

2.1 Equilibrio termodinamico y sistemas cerrados.

Antes de definir el estado de equilibrio hay que acotar que es un sistema. Un sistema en equilibrio
es definido por Medeiros [1] como un conjunto de materia, con paredes definidas, el cual tendra
propiedades macroscépicas para sus fases homogéneas constantes respecto al tiempo y la posicién
en la fase. Esto hace que termodinamicamente los efectos de la gravedad u otros campos que ejerzan
alguna fuerza sean despreciables. Aunque esto no es cierto en la vida real en el sistema a estudiar,
tomar la contribucién de la presion ocasionada por la gravedad no agrega un valor cuantitativo

significativo y si afecta la complejidad de los calculos matematicos.

Las paredes de un sistema, asi como sus propiedades macroscdépicas, tienen que ser definidas para
su correcto estudio. Castellan [2] propone a la temperatura, la presidon, el volumen, entropia y la
cantidad de materia como las propiedades macroscépicas de un sistema con fases continuas u
homogéneas. Por ende, las paredes son aquellos que separan al sistema de sus alrededores y

restringen el intercambio de estas propiedades. La tabla 2.1 enumera los tipos de paredes.
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Tabla 2.1. Tipos de Paredes

Propiedad Intercambiada Pared Restrictiva Pared No-Restrictiva

Calor Adiabatica Diatérmica
Trabajo Rigida Flexible
Materia Impermeable Semipermeable

Asi mismo, un sistema cerrado sera aquél donde no se observa un intercambio material entre el
sistema y sus alrededores, pero si pueda haber intercambio de energia, ya sea en forma de trabajo
o de calor. Normalmente este tipo de sistemas es el mas comun, ya que no existe la pared que aislé
térmicamente por completo un sistema. El sistema por estudiar, agua-tensoactivo es un sistema

cerrado.

El estado de equilibrio termodinamico esta definido como el estado donde la entropia de un sistema
que estd completamente aislado, por ejemplo, un sistema cerrado y alrededores lo suficientemente
grandes para que sus propiedades no cambien, es maxima. Al conjunto mencionado anteriormente

lo denominaremos universo.

Al aplicar la primera ley de la termodinamica, a un sistema cerrado y sus alrededores, observamos

que no hay cambios en la energia interna del universo, es decir:

dUy, =dU +dU,; =0 (2.1)
Aplicando la segunda ley de la termodinamica al universo tenemos:

dSyn, =dS+dS,; =0 (2.2)

Para los procesos quasiestaticos, de acuerdo con M. Medeiros [1], 1a entropia y el trabajo sobre los

alrededores estan dados por:

6Q

dsS,, = ——
Al T (2.3)

AWy, = padV

Donde Ta y pa son la temperatura y presion de los alrededores. Sustituyendo el sistema de ecs. 2.3

en las ecs. 2.1 y 2.2 tenemos:
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dU —8Q +pydV =0 (2.4)
6Q

dS——<>0 (2.5)
Ty

Multiplicando la ec. 2.5 por Ta la cual siempre es positiva y sustituyendo dQ de la ec. 2.4 obtenemos:
dU +pyudV —T4dS <0 (2.6)

Y como la diferencia de propiedades entre dos estados en equilibrio no dependen de la trayectoria
entre ellos, si escogemos la trayectoria quasiestatica podemos usar las propiedades exclusivamente

del sistema y obtener:
dU +pdV —TdS <0 (2.7)

A esta se le conoce como, en el caso de laigualdad, la ecuaciéon fundamental de la termodinamica.
Hay casos concretos en donde se define una propiedad como constante. Esto nos permite modificar
la ecuacién fundamental dependiendo de las necesidades a evaluar. La tabla 2.2 muestra los

criterios de equilibrio, el potencial termodinamico y las condiciones de cada caso.

Tabla 2.2. Potenciales Termodinamicos y Criterios de Equilibrio

Potencial Variables Criterio de Equilibrio Tipo de Proceso
Termodindmico Naturales

Entropia “S” S(U,V,N) S maxima, dS=0, d25<0 Politropico
Energia Interna “U” U(S,V,N) U minima, dux=0, d2U>0 S, V constantes
Entalpia “H” H(S, p, N) H =U + pV minima, dH=0, d2H>0 S, p constantes
Energia de Helmotz A(T,V,N) A =U - TS minima, dA=0, d2A>0 T, V constantes
llA"

Energia de Gibbs “S”  G(T, p, N) G=U-TS + pV minima, dG=0, d2G>0 T,p constantes

Ahora bien, todas las expresiones descritas no contemplan el intercambio material entre las fases
homogéneas del sistema. En este caso, cada fase de este es un sistema abierto, con las interfaces
entre ellas sirviendo de pared semipermeable, diatérmica y flexible. Modificando la ecuacién

fundamental tenemos:
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C
dU = TdS — pdV + Z f4dN, (2.8)

i=1

donde el nuevo término, el potencial quimico, es el cambio en la energia interna de un sistema

debido al cambio de cantidad de una sustancia.

S 2.9)

aNi S,V,Ni;t]'

Otra identidad util del potencial quimico, que es la energia de Gibbs molar de una substancia pura:

C

G = Z AN, (2.10)
i=i
G

Ui =ﬁi=gi (2.11)

La tabla 2.3 tiene las condiciones que se deben cumplir para los distintos tipos de equilibrio

termodinamico.

Tabla 2.3. Condiciones de Equilibrio

Equilibrio Térmico Tv=TL Igualdad de temperaturas
Equilibrio Mecanico pv=pL Igualdad de presiones
Equilibrio Material Wi, v = Wi L Igualdad de potenciales quimicos

Es importante notar que la ecuaciéon fundamental describe una funcién de estado, es decir, una
ecuacion exacta. Esto significa que se cumplen las relaciones de Maxwell. Estas estadn descritas por

la siguiente ecuacién

= (D) ar (%) e (L) a 212

== x+ | == y+ = z :
0x/y , dy Xz 0z/,

92F _ 9°F )13

dxdy 0dyox (213)

Esto es importante porque normalmente se miden cambios en los sistemas. A continuacién, en la

tabla 2.4 se enlista la forma diferencial de la ecuacién fundamental para los distintos potenciales
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termodinamicos. Esta forma permite relacionar los cambios en las diversas propiedades del sistema

y en sus distintas condiciones.

Tabla 2.4. Ecuacion Fundamental en Forma Diferencial

Entalpia ‘ (2.14)
dH = TdS + Vdp + Z N,
i=1
Entropia 1 p c i (2.15)
dS = =dU +ZdV - Z7d1vi
=1
Energia de c (2.16)
dA = —SdT = pdV + ) pdN,
Helmbholtz P L Hact
Energia de Gibbs (2.17)

c
dG = —SdT + Vdp + Z AN,

=1

Por ultimo, al observar la complejidad matematica que daria obtener los diferentes valores de
potencial quimico a distintos estados de la materia, Lewis [1] propuso cambiar este por otra funcién,

la fugacidad. Esta funcién queda definida de la siguiente manera:

fi(T,p, %)

£:(T, po, xo) (2.18)

ﬁi(T’ pr x) = .ai(Tl pO’xO) + RT ln

Al evaluar el equilibrio material, podemos observar que se puede usar el mismo estado de referencia
para la fugacidad de cada componente en sus distintas fases y que la relacion, la igualdad de

fugacidades se debe de seguir cumpliendo.
a2+ RT(Inf* = %) = 0 + RT(In ¥ = f°) (2.19)

El hecho de poder escoger el estado de referencia a nuestra eleccién es muy importante, ya que en
el inciso 2.3 hablaremos del estado de referencia a usar en nuestro trabajo, el liquido hipotético

puro.

2.2 Ecuaciones de Estado y la Ecuacion Virial.
En el inciso anterior se explic6 la base de la termodindamica para definir los equilibrios térmico,

mecanico y material. Ahora es importante explicar las ecuaciones de estado. Una ecuacién de estado
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es una relaciéon de las propiedades fisicad de la materia en funcién de la presién, temperatura y
volumen (Smith, [3]). Esta funcién de p, V'y T permite relacionar las propiedades medibles de la
materia y asi poder hacer calculos de entalpias, entropias y otros potenciales termodindmicos.
Existen muchas ecuaciones de estado, pero la gran mayoria pueden ser divididas entre explicitas en
presion y explicitas en volumen (Medeiros, [1]). Las ecuaciones de estado explicitas en presién son

de la forma:

p =p(T,v,x) (2.20)
Las explicitas en volumen tienen la forma:

v=v(T,p,x) (2.21)
La ecuacioén de estado de referencia por excelencia es la ecuacion del gas ideal:

pv = RT (2.22)

Esta ecuacion, como podemos observar, no se puede deducir de la ecuacién fundamental (ec. 2.8).
Esto es importante resaltarlo. Las ecuaciones de estado, a pesar de relacionar las propiedades de la
materia no son deducibles, al menos para el alcance de este trabajo, de la ecuacién fundamental
(Medeiros, [1]). Mas bien, son deducidas a partir de relaciones empiricas o experimentales en
distintas condiciones. La ec. 2.2, la ecuacion del gas ideal describe bien los volimenes molares de
gases puros o mezclas de gases a densidades bajas. Por lo tanto, el uso de una ecuaciéon de estado

depende de si es valida o no en las condiciones del sistema.

Una de las ecuaciones de estado que nos ejemplifica esto, es la ecuacion de van der Waals. Esta

ecuacion, explicita en presidn, fue propuesta por van der Waals (Castellan, [2]).

RT a
pzv—b_ﬁ (2.23)

Esta modificaciéon a la ecuacién del gas ideal toma en cuenta fuerzas moleculares. Los pardmetros a
y b estan relacionados a las fuerzas de atraccion y repulsion entre las moléculas del fluido. Esta
ecuacion y las ecuaciones cibicas derivadas de la ecuaciéon de van der Waals pueden describir los
equilibrios entre dos fases fluidas de la materia. Por lo tanto, hay ecuaciones que pueden predecir
propiedades de 2 fases y no se restringen a las condiciones necesarias del gas ideal. A esta

peculiaridad, que una misma ecuacién describe dos fases, se le llama principio de continuidad de
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estados (Castellan, [2]). Este principio valida que una ecuacién sea aplicable para la fase vapor,
liquida e incluso que sea aplicable para la interfaz entre dos bultos de fases continuas. La figura 2.1

ejemplifica una curva p-V de una sustancia pura.

\/

Figura 2.1. Diagrama p-V de una sustancia pura. Smith, [3]

Una de las ecuaciones mas socorridas es la ecuaciéon virial. La ecuacién virial expresa la
compresibilidad como el resultado de una serie de potencias infinita, ya sea explicita en presién o
volumen (Milton, [1]). En la zona de vapor, el producto pV puede ser expresado como una funciéon
ya sea de p o V (Smith, [3]). Por lo tanto, el producto pV expresado como una serie de potencias de

la presion queda definido en la ec 2.24. (Smith, [3])
pv =a+ bp + cp? + -+ (2.24)

Si definimos la compresibilidad como (Castellan, [2]):

pv
Z = ﬁ (225)

Tenemos las siguientes dos formas de la ecuacién virial. Una explicita en presion (Medeiros, [1]):
z=1+Bp+Cp?>?+D'p3+ - (2.26)

La otra explicita en volumen:
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D

145,80 2.27
Z= v v 3 (2.27)

Los coeficientes B, C, D... son conocidos como los coeficientes viriales. Estos tienen un significado
fisico definido. Generalmente, se trunca la ecuacién virial porque las contribuciones del cuarto
término en adelante suelen ser despreciables. El segundo término virial toma en cuenta las
interacciones entre pares de moléculas, el tercer término las interacciones entre tres y asi
sucesivamente. Como las interacciones entre 4 o mas moléculas son menos probables, esto explica
porque normalmente se trunca la ecuacidn virial en el 22 0 32 término. Los coeficientes viriales son
especificos para cada especie y son funciones de la temperatura. Una caracteristica de la ecuacion
virial es que es de las pocas ecuaciones de estado que tienen un trasfondo de la termodinamica

estadistica (Smith, [3]).

Enfocandonos en el segundo coeficiente virial, B, es importante resaltar primero la relacién de su
valor en las distintas formas de la ecuacién. Se puede demostrar que el coeficiente en la forma
explicita en presion esta relacionado al de la forma explicita en volumen de la siguiente manera:

B

B'=—
RT

(2.28)

El segundo coeficiente virial, como ya se explico, es la contribucién entre pares de moléculas. Escapa
del alcance de este trabajo poner el contexto de termodindmica estadistica que detalla el segundo
coeficiente virial. Por esta razén, se acepta nada mas que es una funciéon de la temperatura y
dependera también de la naturaleza de la especie quimica del sistema. El valor de este coeficiente
representa la fuerza de atraccion o de repulsiéon que hay entre dos moléculas. A continuacion, se

presentan dos ecuaciones que le dan significado al coeficiente virial (Medeiros, [1]).

B;;(T)~ f [1 — exp <— wﬂ drdQ (2.29)
r,Q

Ejj es la energia intermolecular entre las moléculas i y j. Los vectores r y Q son la distancia y la
orientacion entre las moléculas. Experimentalmente, los coeficientes viriales son determinados a

partir de la relacién

B = lim (Z — 1) (2.30)
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donde la densidad molar p es el reciproco del volumen molar. Si extrapolamos el valor de
compresibilidad obtenido con la ec. 2.30 a presiones bajas, se puede llegar a un valor numérico del

segundo coeficiente. Este argumento se puede observar en la siguiente grafica.

10
6 -
S
g
- 2 —M‘
£ 350K
L&
Py
S
—
N
—
-6
300K
-10 T T
0 0.5 1 1.5

£/ mol.l?

Figura 2.2. Extrapolacion de datos volumétricos del CO a distintas temperaturas. Medeiros,

[1]

Estas isotermas presentan dos singularidades, para sistemas de una sola fase, el valor de B suele

tener valores negativos, lo que indica predomina una atraccién entre las moléculas. A medida que

la temperatura se va elevando, el signo cambia. Esto se ve en la fig 2.3
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Figura 2.3. Segundo coeficiente virial del CO en funcion de la temperatura. Medeiros, [1]

La ecuacidn virial es aplicable solamente a la fase vapor o de bajas densidades, no puede modelar la

fase condensada. Retomando la ecuacién virial en las ecs 2.26 y 2.27 y truncando al segundo término

obtenemos:
RT

v(T,p,x) = > + B(T, x) (2.31)
RT RT B(T,x)

p(T,v,x) = > T (2.32)

A continuacién, en la figura 2.4, se ve como Medeiros [1] ilustra los criterios anteriormente dados

por Prausnitz sobre la validez de la ecuacion virial.

Tabla 2.5. Intervalo de condiciones para el uso de la ecuacion virial. Prausnitz, [4]

Ecuacion Rango Error Rango Error

z=1+B/v pV.<0.18 <1% pV. < 0.35 <5%

z=1+Bp/RT  pV.<0.1 <1% pVe< 0.2 <5%
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Figura 2.4. Compresibilidad del CH30H a 500 K. Linea continua ec. 2.31. Linea punteada ec.
2.32. Rombos: datos experimentales. Medeiros, [1].

La ecuacion virial puede modelar de la misma manera la interfaz gas-liquido. La ecuacién virial en

2D se le conoce también como la ecuacién de Volmer [5]. Esta ecuacién tiene la forma:

nRT
A=——+nb (2.33)
s
donde A es el area de la superficie, n la cantidad de discos en la superficie, 7 la presion superficial y
b el segundo coeficiente virial. En la parte 2.5 se ahondara mas en la fisicoquimica de interfaces y

las ecuaciones que describen estos fenémenos.

2.3 Muiltiples Equilibrios y Solucién Ideal
Como ya se estipul6 en la ecuacion 2.19, la igualdad de fugacidades es la ecuacion que establece el
equilibrio material de una especie quimica en distintas fases. En sistemas donde no existe reaccién

quimica, podemos tomar la siguiente forma de la ecuacién 2.19

fe=f=-=fr (2.34)

Esto significa que las fugacidades de la especie i en cada fase son iguales. A este concepto se le
conoce como equilibrios simultdneos o multiples equilibrios. Este concepto sirve para resolver el
problema general de termodindamica que es encontrar, a través de las ecuaciones de estado y las

relaciones derivadas de la ecuacion fundamental, las condiciones de T, p y la composiciéon de cada
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fase. Una de las relaciones mas usadas en termodinamica para definir el nimero de variables

independientes de un sistema en equilibrio, es la regla de las fases de Gibbs (Castellan, [2]).
F=2+C-P (2.35)

Donde F es el nimero de variables independientes, P el nimero de fases del sistema y C el nimero
de componentes. Aqui podemos observar que un sistema de un solo componente en equilibrio L-V
solo tendra una variable independiente. En sistemas con reaccién quimica, ademas del equilibrio de
fases, se debe considerar la condiciéon de equilibrio quimico (Medeiros, [1]), aqui escrita como

funcién de las actividades:

Ag° .
exp <— %) = 1_[ a’i’l (2.36)

donde:

C
8g° = > (T, po,x0) (237)

i=1
Ag° es el cambio de la energia de Gibbs en la mezcla de reaccidn, calculadas con los potenciales
quimicos del estado de referencia, y v son los coeficientes estequiométricos de cada especie. El

agregar ecuaciones a las condiciones de equilibrio limita las variables independientes que definen

a un sistema en equilibrio; la regla de las fases de Gibbs asume la forma:

F=2+C—-P—ny (2.38)
donde ng es el nimero de reacciones quimicas independientes.

Las fugacidades de las substancias en cada fase pueden ser determinadas de distintas maneras. Por

ejemplo, las fugacidades de una sustancia para la fase vapor que se comporta idealmente es descrito

por

fi=yip (2.39)

En el caso de fases condensadas, existen varias formas de calcular las fugacidades, dependiendo del
estado de referencia seleccionado. En el caso de soluciones ideales, las mas comunes suelen ser la

ley de Raoult

PN

fi = xip} (2.40)



26

y la Ley de Henry

N

Para determinar fugacidades de sistemas no ideales, se define una funcién adicional llamada

actividad (Medeiros, [1]).

S

Esta es la relaciéon entre la fugacidad real y la fugacidad del estado de referencia. Dependiendo del

(2.42)

estado de referencia, la actividad recibe dos nombres distintivos. Si la referencia es el gas ideal,
entonces a la actividad se le conoce como coeficiente de fugacidad, @;. En el caso de usar la solucién
ideal como estado de referencia se le conoce como coeficiente de actividad, yi. Sil a referencia es la
substancia pura, la actividad es el producto y.x.. Al planteamiento de los equilibrios usando uno u
otro estado de referencia, se le conoce como enfoque “gamma”- “fi”. Como en este trabajo

trabajamos fases condensadas, el estado de referencia sera la sustancia pura.

Las mezclas muy diluidas pueden ser consideradas como soluciones ideales. Estas, cumplen con la
regla de Lewis (Castellan, [2]), que estipula que la fugacidad del componente i sera proporcional a

su concentracién molar en la disolucién. Esto esta mostrado en la siguiente ecuacién.

it = xif; (2.43)

Por lo tanto, las fugacidades de los componentes estaran dados por:

N

fi = vixifi (2.44)
Y las actividades por:

a; = Yix; (2.45)

2.3.1 Solucioén Ideal

Ya se hablé que el modelo que siguen las especies en el sistema disolvente-tensoactivo es el de
solucién ideal. Esto significa que las fugacidades respetan la ecuacién 2.43. Sin embargo, esa no es
la Uinica ecuacion que rige las propiedades de la solucién ideal. Tomando la forma de Euler de la

energia de Gibbs de la solucion ideal (Medeiros, [1]):
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Gt = Z N} (2.46)

El superindice + denota la solucién ideal. Tomando la ec. 2.18 y combinando con la ec. 2.11 tenemos

la definicién del potencial quimico en la solucién ideal.
AF = p; + RT Inx; (2.47)

Por lo tanto, la energia de Gibbs de la disolucién es:

C C
G+ =ZNigi +RTZ Ni lnxi (24‘8)
i=1 i=1
De acuerdo con la ecuacién de Gibbs-Duhem (Medeiros, [1]):
0 G* B H* 249
OTRT) =~ RT? (2:49)
p,N
Obtenemos:
C
i=1
De manera similar, usando la siguiente relaciéon primaria (Medeiros, [1]):
oG+
vt = (2.51)
ap
T,N
Obtenemos:
C
V+ = Z Nivi (252)
i=1

Estas caracteristicas, mostradas en las ecs. 2.43, 2.48 2.50 y 2.52 definen las caracteristicas de la
solucién ideal. La solucién ideal presenta varias peculiaridades. La primera es que la soluciéon no
tiene un calor de mezclado. Esto lo podemos interpretar como que la energia que toma romper los
enlaces de cada uno de los compuestos puros es la misma que se necesita para formar enlaces en la
solucién. El volumen de la soluciéon sigue un comportamiento similar. No hay expansién o

compresion al mezclado. El caso especifico del volumen, este comportamiento se conoce como ley
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de Amagat. Es importante limitar las condiciones donde se puede considerar una soluciéon como
solucién ideal. En primer lugar, tenemos mezclas donde los componentes son especies quimicas con
caracteristicas similares, tal es el ejemplo de una mezcla benceno-tolueno. La siguiente restricciéon

son los regimenes de concentracion para el cual es aplicable.

La suposicion de solucion ideal es valida para los casos de soluciones muy concentradas o muy
diluidas. En el primer caso, el estado de referencia son las propiedades del compuesto puro. En el
caso de trabajar una soluciéon muy diluida, se puede tomar como referencia el de la ley de Henry,

que es el liquido hipotético puro, del cual se ahondara mas en la siguiente seccidn.

2.4 Liquido Hipotético Puro

La ley de Henry es una de las expresiones para el calculo de fugacidades y es muy usada en
soluciones diluidas. En el caso de que alguno de los componentes no pueda ser encontrado en su
estado puro, por ejemplo, a temperaturas superiores a la critica de alguno de sus componentes, se
usa el liquido hipotético puro. Este estado de referencia es una aproximacion al valor de
fugacidades que tendria una especie a concentracién molar de 1 (x — 1). Por lo tanto, la fugacidad

en el estado de referencia es:
£ =H;; (2.53)

Esta ecuacion tiene un término que se le conoce como la constante de la ley de Henry. Esta constante
es Unica para cada pareja solvente-soluto y ademds depende de la temperatura del sistema. El uso
de este estado de referencia depende de que la fugacidad respete la hipétesis de la solucién ideal,

es decir que la fugacidad sea directamente proporcional a la concentracion del soluto.

La figura 2.5 muestra como se obtiene el valor la constante de Henry para una pareja de soluto-
solvente a una dada temperatura. Como el régimen de concentraciones para el que es valido el
modelo de solucién ideal es el diluido, podemos suponer que no habra concentraciones 1 molal de

soluto. La figura 2.6 es una representacion de esta aproximacion.



Figura 2.5. Extrapolacion de las fugacidades de un componente puro. Medeiros [1]
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Figura 2.6. Extrapolacion de la fugacidad de disoluciones diluidas. Smith [3]
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Por ultimo, la figura 2.7 muestra la dependencia de la constante de Henry con respecto a la

temperatura para el par COz-Agua.
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Figura 2.7. Dependencia de la constante de Henry con respecto a la temperatura para el
sistema CO2-Agua. (Perry, [6])

2.5 Fisicoquimica de Interfases

Hasta el momento solo se ha detallado la termodindmica de fases continuas, es decir, bultos de
sustancia. Sin embargo, los fen6menos que se estudiaran en el trabajo no ocurren en los bultos de
una fase continua. Al coexistir dos fases distintas se forma un area de transicién conocida como la
interfaz. Los fendmenos que ocurren en esta superficie son analogos a los que ocurren en los bultos

de fases continuas.

La interfaz es la zona que esta entre dos fases distintas. Por lo tanto, lo que la caracteriza es la
superficie que limita al bulto de una fase continua. Imaginemos una pelicula de agua. La superficie
que hay entre el liquido y el aire es la interfaz. Tomemos la energia interna del sistema agua mas

superficie.
U=u"n"+u’n? (2.54)

Donde los superindices v y o hacen referencia a la fase volumétrica y la fase superficial,
respectivamente. En esta ecuacién se considera la energia de las moléculas en el bulto del liquido y
en la superficie. Asumiendo que la energia interna por unidad de area en la superficie es similar a la

energia por unidad de volumen en el bulto (Castellan [2]) la ecuacién 2. 54 se transforma en:
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U=u V(1+nUA) (2.55)

=u’n —— .
nvv

La ecuacién 2.55 da un razonamiento relevante. Los fendmenos de superficie solo son observables

a medida que el volumen del sistema comparable al area.

Regresando a la naturaleza de los fenémenos de superficie, se destaca el siguiente. En la pelicula de
agua, se puede “expandir”la superficie haciendo un esfuerzo mecanico sobre la misma. Sin embargo,
por conocimiento empirico sabemos que hay una fuerza que se opone a este proceso. Esta fuerza
que se opone a la expansion del sistema es la tensién superficial o. Esta definicion implica un
término adicional a la energia de Gibbs del sistema. Sea un sistema que estd compuesto por dos

fases continuas y una interfaz entre ellas. La ecuacién fundamental de dicho sistema esta dada por:
dG = —SdT + Vdp + odA + Z wdn, (2.56)
i=1
Para las fases volumétricas:
dGi = —SIdT + Vidp + Z pdn! (2.57)
i=1
Restando las energias de las fases volumétricas de la total obtenemos:
d(G — G - G?)
=—(—-51—8)dT + (V -V —=V?)dp + adA

£ wd(n =t —n?) (2.58)
i=1

Los superindices indican las fases volumétricas o la interfaz. Esta ecuacion puede reescribirse como:

dG® = —S9dT + V°dp + odA + Z wdn? (2.59)
i=1

Donde el superindice o hace al exceso superficial. El exceso superficial de la energia de Gibbs, dG°

sera cero si la superficie no contribuyera a la energia de Gibbs total. Gibbs en su trabajo sobre

fendbmenos superficiales, asumio6 que el volumen de exceso es nulo, es decir, definié una superficie

hipotética donde el nimero de moles de exceso de uno de los compuestos también es nulo. Esta es

conocida como la superficie de Gibbs. Para un proceso isotérmico, la ec. 2.59 se transforma en:
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dG° = odA + Z uidny (2.60)
i=1
Integrando en una trayectoria de temperatura y excesos superficiales constantes:
G° =dA+ Z un? (2.61)
i=1

Derivando y restando la ec 2.60 obtenemos:

Ado + Z nidu; =0 (2.62)

=1

Esta es la de Gibbs-Duhem superficial. Dividiendo esta ecuacién entre el area obtenemos:
do = —Z [; dy; (2.63)
i=1

Donde, I'i=ni°/A es la concentracion superficial. Esta ecuacién es fundamental para describir el

fenomeno de adsorcion. La adsorcidn es el cambio de la concentracion de un soluto en la interfaz.

Tomando como referencia el potencial quimico de la solucién ideal (ec. 2.47), la ec. 2.63 se

transforma en:
do RT

_ (_> =I,— (2.65)
0Xi/ 1) ek

0 en su forma andloga:

1 do
L= _ﬁ(a lnx-) (2.66)

V' Tpitk

Esta ecuacion es conocido como la isoterma de adsorciéon de Gibbs. La adsorcidon, como ya se
mencion6 en la introduccién, es el fendmeno de acumulaciéon de moléculas en la interfaz. La ec 2.66
muestra el comportamiento que tiene la tension superficial a medida que aumenta la concentracién
de soluto en la interfase. Esta dice que la tension superficial baja a medida que la concentracién

aumenta. Los compuestos que presentan este fen6meno son conocidos como tensoactivos.

Laisoterma de adsorcién de Gibbs solo establece la relaciéon entre composiciéon y tensién superficial.

Hay varias propuestas para modelar la adsorcién como por ejemplo el modelo de Langmuir y
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modelo de la isoterma BET. En este trabajo usaremos una ecuacion de estado superficial para

modelar la adsorcién de un tensoactivo en la superficie.

Las mezclas que estudiar en este trabajo seran mezclas binarias agua-tensoactivo. Para terminar el
capitulo hay que destacar que ambos fenémenos, adsorcién y micelizacién, ocurren en una solucién

de tensoactivo.
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3. Modelo Matematico - Micelizacion y Adsorcion

En el presente capitulo se presenta el desarrollo teérico del modelo que correlaciona las curvas
experimentales de tensién superficial, que contempla multiples equilibrios quimicos de formacién
de micelas de diferentes tamafios y adsorcién. El modelo permitira el calculo de la concentracion de
los anfifilos libres, x4, el tamafio promedio de las micelas y la concentracién micelar critica, cmc.
Posteriormente, usando la ecuacion virial en 2D, se relacionari la concentracién de anfifilos libres
con la tensién superficial. La parte final del capitulo se enfoca al andlisis para el calculo de los

parametros del modelo.

3.1 Equilibrio en la Disoluciéon

Como se menciond en la introduccién, los anfifilos o moléculas individuales de tensoactivo estan
presentes en tres formas distintas dentro de la disolucién. Estas son: el anfifilo libre, el anfifilo en la
micela de tamafio s y el anfifilo adsorbido en la superficie. Tradicionalmente el analisis
termodinamico de los sistemas de tensoactivo se hace a través de la ley de acciéon de masas para la
formaciéon de la micela de un solo tamafio (monodispersa). Sin embargo, experimentalmente se
observa que hay una distribucién de tamafios de las micelas; para predecir este comportamiento se
requiere cambiar de enfoque. Como la concentracién molar de tensoactivo en las disoluciones esta
en el régimen diluido y son disoluciones de un solo tensoactivo, se puede considerar la disolucién
como disolucion ideal. Esta suposicién desprecia las interacciones entre micelas y anfifilos. Los

equilibrios presentes en la disolucién son:

e El equilibrio entre los anfifilos en disolucién y en las micelas de tamaifio s.

e Elequilibrio entre los anfifilos en disolucién y los anfifilos en la superficie.

Las reacciones quimicas de equilibrio entre anfifilos libres y micelas se describen como:
1
S, & ;Ms (3.1

Donde Sy es el anfifilo libre y Ms la micela de tamafio s. La constante de equilibrio que rige este

equilibrio es la siguiente:
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K, = s (3.2)

A partir de esta ecuacidn, se puede relacionar la concentraciéon del anfifilo individual y la
concentracion total de tensoactivo, z. Para el régimen de concentraciones que se estudié, donde la
cantidad de agua es mucho mayor que la de anfifilos, la cantidad total de anfifilos en solucién esta

dada por
Z=x4+ Z SXg = X4 + Z s(Ksx,)® (3.3)
s=2 s=2

Para poder resolver esta ecuacién para x4, es necesario conocer la constante de equilibrio Ks. o la
energia de Gibbs de micelizacion. La estequiometria de la reaccion de equilibrio 3.1, indica que esta

ultima esta dada por

Ags =———9a 34

donde el superindice 0 hace alusién al estado de referencia de la ley de Henry. La constante de
equilibrio entonces sera

A 0
K = exp <—%> (3.5)

Para evaluar g2/s enla ecuacion 3.4, se tomo en cuenta los trabajos de Medeiros, et al[1] y Puvvada,
et al[2] que relaciona esta magnitud con las contribuciones energéticas del anfifilo en diferentes
posiciones en la micela. No es objeto de estudio de este trabajo, describir microscépicamente en

detalle el proceso de micelizacion, pero Puvvada y Blankstein [2], ahondan en el tema.

De acuerdo con Negarajaan y Ruckenstein [3], a medida que la micela crece, usualmente a partir de
micelas con mas de 10 anfifilos, se cambia de una geometria esférica a una esfero-cilindrica. Asf, las
contribuciones energéticas corresponden a las dos partes de la micela, el cuerpo cilindrico y las
tapas semiesféricas. Esto queda expresado en la siguiente ecuacién, donde m es el ndmero de

anfifilos en las tapas semiesféricas de la micela:

0
Is m
5 =YGeyr T ?(gsp - gcyl) (3.6)
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donde los subindices sp y cyl hacen referencia a las contribuciones a la energia de Gibbs de los
anfifilos en las tapas semiesféricas y cuerpo cilindrico, respectivamente. Cuando m=s, la micela es
esférica y cuando s tiende a infinito, la inica contribucién es la cilindrica. Sustituyendo la ec 3.6 en
la ec 3.4 y reagrupando los valores, obtenemos la férmula propuesta por Medeiros, et al [1] para la

energia de Gibbs molar de micelizacion:

gb

m
Agg = (gcly - gg) + ?(gsp gcly) ga t+ (3.7)

La ec 3.7 indica que la energia de micelizaciéon de un tensoactivo puede ser caracterizada por dos
parametros gq y gp.. Estos pardmetros, pueden ser estimados usando termodinamica estadistica
(Nagarajan et. al [3], Gelbart, et al [5]). En primera instancia, usaremos valores reportados
(Medeiros, et al [1]) para validar el modelo. Para simplificar la suma del lado derecho de la ecuacion

3.3, se definen las variables auxiliares Kq, K» y y, que estan dadas por

_ s
Ks = K K, (3.8)
g
K, = exp (— ﬁ)
b (3.9
K, = exp( RT)
y =Kyx, (3.10)

Se puede demostrar que y siempre es menor que 1 [1]. La ec 3.3, el balance de materia, se transforma

en:

Z=l+Kszy5 (3.11)

La suma infinita del lado derecho es convergente y puede determinarse por

o

s Y
Zsy ==y Y (3.12)

s=2

Sustituyendo laec 3.12 enla ec. 3.11.

+ K, [(1 y] (3.13)
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Sea

1
K =—-K, 3.14
r (314)

Entonces, la ec. 3.13 se transforma en una ecuacién cibica con solucién analitica para y.

K, + 22) z

3_3 2( _
y (K+2)y+1+ )y -2 =0 (3.15)

De esta forma se puede calcular la concentracién molar de los anfifilos libres en la disolucién,
conocidos los valores de ga y g», que es el primer paso del modelado. A partir del conocimiento de
x4 serd posible también la determinaciéon de la distribucion de tamafios de las micelas, a partir de la

ec. 3.2, bien como de la cmc. Este dltimo calculo se detallard posteriormente en este trabajo.

Segun la teoria de micelizacién de Nagarajan y Ruckenstein [4], la naturaleza de los tensoactivos es
adsorberse o existir como anfifilos libres hasta una cierta concentracion, la cmc o concentracion
micelar critica. Pasando ese limite, los anfifilos se agruparan en micelas en solucién. Esta es de las
principales razones por las que modelar las disoluciones de tensoactivos es relevante. Como se
puede observar en la figura 3.1, la tensién superficial se mantiene aproximadamente constante a
partir de una concentracién de tensoactivo cercana a 1.45x10% (fraccion mol). Este
comportamiento de una propiedad después de la cmc es el descrito por Nagarajan, et al [4]. Sin
embargo, la prediccion de este fendmeno sélo es posible si se puede relacionar la tensién superficial
con la concentracion de anfifilos libres. Esto lleva a la siguiente parte del trabajo, la determinacién

de la isoterma de adsorcion.
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Figura 3.1. Datos experimentales de tension superficial (o) vs Concentracion de Tensoactivo
(z) para el C8E4.

3.2 Isoterma de Adsorcion

La adsorcidn, el otro fendmeno presente en soluciones de tensoactivos, da como resultado cambios
en las propiedades fisicoquimicas de la solucién, cuando comparadas a las del disolvente puro. Una
de estas propiedades es la tensién superficial. La tensién superficial de la interfaz aire-solvente sera
la propiedad que modelar. Partimos de la relaciéon demostrada en el capitulo 2, la ecuacién

fundamental para los excesos superficiales en condiciones isotérmicas:

dG° = odA + Z uidny (2.60)
i=1

Las energias de Gibbs y de Helmholtz estdn relacionadas, G=F+pV. Como el volumen de exceso

superficial es nulo, entonces
dF° = odA + Z widny (3.16)
i=1

De una relacion de Maxwell inmediata de la ec. 3.16, en una trayectoria con excesos superficiales

constantes, se llega a
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2 L

dau = (22 an=— (2" dA 3.17
Hi= on? N on? (3.17)
T,leii T,njii

donde 7 es la presion superficial definida como la diferencia entre la tensién superficial de la
solucién y del disolvente puro m=o-ov. El comportamiento de las superficies diluidas se puede
describir a través de la aproximacién gaseosa, donde los anfifilos adsorbidos se comportan como
discos en un continuo compuesto por el disolvente. Si el “gas” 2D es ideal, 7A=n°RT. En caso
contrario, se debe establecer una ecuacion de estado superficial, que en este trabajo serd la ecuacién

virial 2D truncada al segundo término

n°RT
A=——+n’b (3.18)

El subindice i se omite, considerando que trabajaremos con mezclas binarias y que el exceso del

disolvente es nulo. Sustituyendo la ec 3.22 en la ec. 3.21:

du = RT[ 4

A—nD)2 nab)z] dA (3.19)

El limite inferior para la integracion sera la superficie a dilucién infinita, notado por el superindice

o, cuando se considera que la superficie se comporta idealmente

du = —RT A Z [(A_AW] dA (3.20)

=
=

De esta manera, integrando obtenemos la siguiente ecuacion.

”_“m—b[ e il ]+1Am_bnm 3.21
RT  lno®—4® bno—4l" " A—bn° (321
Aplicando la ec. 3.21 obtenemos:
p—u” b o T

RT = ﬁ(T[—T[ ) -|-ll’17_"_—c>o (322)

n” es la presion superficial correspondiente a un sistema en dilucién infinita. Tiene un valor
arbitrario y puede ser ajustado dependiendo de las mediciones experimentales. Al menos que se

indique lo contrario, en este trabajo 7= 0.01 mN/m.
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El lado izquierdo de la ec. 3.27 es la diferencia de potenciales entre un anfifilo en solucién y un
anfifilo adsorbido en una monocapa en una superficie ideal. Considerando que la solucién es ideal
en el sentido de la ley de Henry, podemos cambiar el lado izquierdo de la ec. 3.27 a:

% = lnx—fo (3.23)

De este modo, relacionamos la concentracion de anfifilos en la solucién con el fendmeno de

adsorcion con la siguiente ecuacidn.
Ny = = (7 — 7) + In— + In x* 3.24
nxy=pr(m—mn n—o+Inx (3.24)

La ec. 3.29 describe la isoterma de adsorcién, dada la concentracion de anfifilos libres en soluciéon
se puede calcular la presién superficial y, en seguida, la tension superficial. La ec. 3.29 agrega dos
parametros caracteristicos de cada tensoactivo, a saber: la concentracién a disolucion infinita x* y

el segundo coeficiente virial b.

3.3 Calculo de la Concentracién Micelar Critica y de la Distribucion de Tamaiios

Como ya se menciond, a partir de la cmc el comportamiento de algunas propiedades de la solucién
de tensoactivo cambia drasticamente. Entonces, el calculo de esta propiedad es de primordial
importancia. Estrictamente hablando, no hay una definicién termodindmica precisa de la cmc, sino
mas bien se denota como la concentracion en la cual sucede un cambio brusco en algunas de las
propiedades fisicoquimicas de una solucién de tensoactivo (Nagarajan, et al [4]). Graficamente la
podemos estimar como el punto de se presenta un cambio brusco en alguna propiedad observable,
como se ejemplifica en la figura 3.2, una isoterma de adsorcidén tipica de una solucién de C8E4.
Desgraciadamente, depender de una interpretacion grafica dificulta el calculo de propiedades. Por
eso, varios autores sugieren el uso de una definiciéon operacional. Esta especifica que, en la cmg, la
concentracion de anfifilos debe de ser una fraccién arbitraria de la concentracién total de
tensoactivos libres. Gelbert, et al [5] sugiere que x4 esté en un intervalo de entre 0.9z y 0.99z. En

este trabajo serd la cmc correspondera a x4 = 0.9z y se designara por cmcoo.

En cuanto a la distribucién de tamafios micelares, la gran mayoria de tensoactivos siguen procesos
de micelizaciéon complejos donde coexisten micelas de diversos tamafos. La concentracién de las

micelas de tamafio ms puede determinarse a través de
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1 S
xs = (Ksx2)* = [(KaK,'*) 34 (3.25)
El tamafio micelar promedio, entonces, puede ser calculado por
S=w—— (3.26)

y la variancia de la distribucion por

_ Ye2a(s — 5)%xs

Dige2 S Xs

(3.27)

La determinacién de estos valores para los tensoactivos aqui estudiados se presentan en él siguiente

capitulo.
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4. Resultados y Discusiones

En este capitulo presentaremos los calculos de la isoterma de adsorcién con los parametros de
bibliografia. Se hara una discusién de los valores de tension superficial y del error obtenido al
compararlos con datos experimentales. Posteriormente se presentara el desarrollo mediante el cual
se encontraron las correlaciones entre los parametros del modelo y el tamafio de la cola hidrofébica
de cada tensoactivo. Se hara una breve discusion de las graficas de relaciéon, con las cuales se
obtuvieron los parametros calculados en este trabajo. La ultima parte del capitulo presenta los
nuevos calculos de la concentracién de anfifilos libres y de tensiéon superficial, asi como las
isotermas de adsorcion resultantes de los calculos nuevos. Finalmente, se hace una discusién de las

diferencias entre los calculos hechos con parametros propuestos y bibliograficos.

4.1 Validacion del Modelo de Micelizacion

Definimos como validacién la elaboracién de las rutinas de calculo para determinar la curva de
tensidon superficial contra concentracion con los pardmetros publicados en literatura, y la
comparacién de los resultados con los datos experimentales. Las ecuaciones 3.15 y 3.24 permiten
el calculo de la concentracion de anfifilos libres x4 como funciéon de la concentracién total de
tensoactivo y de la presion superficial como funcién de x4, respectivamente. Y como cualquier
modelo termodinamico, el primer paso para generalizar su uso en un sistema seleccionado es
validar sus resultados con datos medidos experimentalmente. Ademas, para validar el modelo se
calcularon de la cmc en su definicién operativa (cmc90) y la isoterma de adsorcién a 298.15 K en
una solucion de tensoactivos en agua desionizada. Para estos primeros calculos, usamos los valores
de los parametros gq, g, X° y b para cada tensoactivo, proveniente de la referencia [1], que se
presentan en la Tabla 4.1. Se hicieron los calculos para las soluciones binarias de agua con los

siguientes tensoactivos.

e (8E4
e C(CI10ES8
e C(CI10E4

e C(CI12ES8
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e C(CI12E6
e C(I14ES8
e C(CI14E6

Los datos experimentales fueron obtenidos de las referencias [1,2,3].

Tabla 4.1. Parametros del modelo termodinamico para la familia de los alcoholes
polietoxilados [1].

ga / KJ.mol1 x” gb / K].mol-1 b / m2.mol-1
C8E4 -21.99 1.07E-09 36.50 2.03E+05
C10E8 -27.08 2.71E-11 63.40 3.55E+05
C10E4 -28.16 8.86E-11 57.21 2.00E+05
C12E8 -32.96 4.38E-12 63.33 3.24E+05
C12E6 -33.50 4.12E-12 56.30 2.81E+05
C14ES8 -39.13 1.62E-12 67.77 2.03E+05
C14E6 -40.40 1.05E-12 54.79 1.79E+05

4.1.1 Calculo de la concentracion de anfifilos libres x4

La ecuacion 3.15, como se menciond en el capitulo anterior, es una ecuacién cubica. Esto hace que
la variable y, definida en la ec. 3.10, sea el resultado de una solucién analitica de la ecuacién. Para la
resoluciéon de la ecuacion se us6 el método de Cardano (Apéndice A). Este método arroja todas las
posibles raices, por lo que cuando existen tres raices reales hay que discriminar la que tiene

significado fisico. Tomando en cuenta la forma de la ec. A.2, los coeficientes para el método son:

B = —(%+2) (4.1)
Kb+22
C=1+—7— (4.2)
D=—2 43
=% (4.3)

Sustituyendo las expresiones de las ecs. 4.1, 4.2 y 4.3 en la ec. A.2, podemos generalizar el calculo
de x4 para cada valor de fracciéon molar de tensoactivo, z. Se usé una hoja de calculo de Excel para
resolver la ec. 3.15 para cada valor de z. Ademas, el calculo debe ser generalizado para el caso de

raiz real Unica o tres raices reales. Asi, hay que usar una funcién légica para diferenciar cada caso.
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Esto se logra a partir del valor del determinante R (ec. A.7). Para obtener el valor de y, se usoé la
funcién légica de Excel para seleccionar la raiz que cumpliera con la definicién de la ec. 3.10. Las

raices de la ecuacidn se calcularon de la siguiente manera:

e Laraiz correspondiente a la region de una raiz real iinica la definimos como RAIZ0. Se calcul6
con la ec. A10. Las raices de la region de tres raices reales son RAIZ1, RAIZZ y RAIZ3
respectivamente. Estas se calcularon las ecs. A.12-A.14.

e y=IF(R>0,RAIZ0, IF (RAIZ1 > 1, IF (RAIZ2 > 1, RAIZ3, RAIZ2), RAIZ1))

La siguiente grafica muestra el comportamiento de la ecuaciéon 3.15 a distintos valores de

concentracion total de tensoactivo.

02 p

0.0 L— ) -

-0.2 ./ /

f(y)
N
N

-0.4
/ /

/ — . '7< cmc90’

-0.6
/ - 'z =cmc90'
08 / — ='z>cmc90'
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.1. Comportamiento de la Ec. 3.15 a distintos valores de y para el C8E4 a 298.15 K.
linea continua, z = 6.39E-05. linea punteada, z = 1.31E-04. Linea discontinua, z = 2.87E-04.
Datos experimentales de [1,2,3].

Esto demuestra que los calculos hechos estan de acuerdo con lo demostrado en [1], que establece
que la ecuaciéon 3.15 tendra siempre una solucién menor a 1. Por lo tanto, la concentracion de
anfifilos libres calculados estd de acuerdo con los supuestos en el modelo. En la figura 4.2, se
presentan las concentraciones de anfifilos libres calculadas para los distintos tensoactivos

modelados. Obsérvese el cambio brusco de pendiente en la cmc.
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Figura 4.2. Concentracion de anfifilos libres calculada contra concentracion total de
tensoactivo para distintos tensoactivos de la familia de los alcoholes polietoxilados en
disolucién acuosa a 298.15 K.

4.1.2 Isoterma de Adsorcion
Una vez calculados las concentraciones de anfifilos libres, proseguiremos con el calculo de la presién
superficial. La ecuacion 3.24 es una ecuacién no lineal en términos de la presion superficial. Ademas,
la presion superficial aparece implicita. Por esta razén, la solucién de la ecuacién es encontrada de
manera numérica. Para esto se usé el método de Newton-Raphson (Apendice A). La funcién que
evaluar es una forma analoga a la ec. 3.24. Esa funcion es la siguiente:

o]

s b; - X
f(n)—lnn—oo+ﬁ(n—n )-an (4.4)

Y la derivada de la funcion:

1 b

f'(m) =—+or (4.5)

Por lo tanto, al resolver la ecuacion 4.5 se obtiene un valor de presion superficial diferente para cada
valor de x4 obtenido con la ec. 3.15. La tension superficial se relaciona con la presién superficial de
a través de la ec. 3.17. Por lo tanto, obtenemos valores de tensién superficial para cada valor de
concentracion molar total de tensoactivo, z. En la Figura 4.3 mostramos las isotermas de adsorcién

para cada tensoactivo, comparadas con los datos experimentales.
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Figura 4.3. Isotermas de adsorcion para soluciones acuosas de alcoholes polietoxilados a
298.15 K. Puntos: datos experimentales [1,2,3]. Linea: Valores calculados.

Como podemos observar, el modelo seleccionado calcula la tensiéon superficial correctamente y
predice con exactitud la cmc. Ambas las Figuras 4.2 y 4.3 muestran el comportamiento esperado en
una solucién de tensoactivos y, graficamente, se puede observar el valor de la cmc calculada con el

modelo.

Un andlisis numérico del error relativo entre el valor de presion superficial calculada y la

experimental confirma esto. Los errores relativos estdn reportados en la Tabla 4.2 y fueron

calculados con

ERROR = 100 Z
" #datos

Texp — Meaic

(4.6)

Texp

Tabla 4.2. Error relativo promedio entre datos experimentales y valores calculados con la ec.
3.24 para la familia de los alcoholes polietoxilados.

Error Relativo Promedio

C8E4 1.8%
C10ES8 0.81%
C10E4 0.40%
C12E8 0.47%
C12E6 0.57%
C14ES8 0.65%

C14Ee6 0.31%
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Como se puede observar, el error relativo promedio en todos los casos es inferior al 2%. Con esto
podemos concluir que el modelo el valido para modelar la tensién superficial en la interfaz aire-

solucién a bajas concentraciones para la familia de alcoholes polietoxilados

4.1.3 Calculo de la cmc90 y dispersion micelar.
Se empled la definicién operacional de la cmc como la fraccién molar total de tensoactivo a la que la

concentracién de anfifilos libres sera el 90% de la concentracién total de tensoactivo.
xA(Cmcgo) = 0.92 (4‘.7)

Para encontrar esta concentracién, se usd la herramienta SOLVER de Excel, restringiendo el
dominio de la variable (z > 0). De esta manera se modificé el valor de z, para que la x4 alcanzara el
valor establecido en la relacién 4.7. Asi, se calcularon los valores de cmc90 para los 7 tensoactivos.

La siguiente grafica muestra el punto (cmc90, p) en la isoterma de adsorcion del C10ES8.

C10E8
38 o 1

33

7 [mN/m]

23

18
1.0E-06 1.0E-05 1.0E-04

Figura 4.4. Isoterma de adsorcion del C10E8 a 298.15K. El valor de presion superficial
correspondiente a la cmc90 esta resaltado y es igual a 1.997 x 105 fracciéon mol.

La Figura 5 muestra que la cmc calculada cumple con la definicién de Nagarajan [5], ya que es la
composicion a la cual ocurre un cambio drastico de la tension superficial de la solucién. Los valores
de cmc90 de los demas tensoactivos analizados estan en la Tabla 4.3. Ademas, se comparan los

valores de estos en la Figura 4.4.
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Tabla 4.3. Valores de cmc90 para los tensoactivos de la familia CiE;j.

Tensoactivo cmc90

C8E4 1.312E-04
C10E8 1.997E-05
C10E4 1.283E-05
C12E8 1.855E-06
C12E6 1.480E-06
C14ES8 1.780E-07
C14E6 8.470E-08
1.0E-03 =
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Figura 4.5. Valores cmc90 en disoluciones acuosas a 298.15 K para la familia de los alcoholes
polietoxilados.

Como podemos observar en la figura 4.5, la cmc90 en las soluciones disminuye a medida que la
cadena hidrofébica aumenta en tamafio. Se observo también que el tamafio de la cabeza hidrofilica
no afecta de manera significativa el valor de la cmc90. También se observa que los valores mas bajos
de la cmc90 entre tensoactivos con la misma porcién hidrofébica corresponden a las moléculas con

la cabeza hidrofilica de menor tamafio.

Otra caracteristica importante de cada tensoactivo es la dispersion micelar. Como la constante

micelizacion depende de la concentracion de anfifilos libres, se calculara la dispersiéon micelar en la
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cmc90, porque después de esta, la concentracién de anfifilos se mantiene constante. Y la dispersiéon
no cambiara después de esta y por lo tanto es independiente a la concentracion total de tensoactivo.
Por lo tanto, la concentracion de micela de tamarfio s, ec. 3.25 se calcula con la concentracién de

anfifilos libres en la cmc.

Y resolviendo las ecs. 3.26 y 3.27 desde el tamafio de micela 2, hasta el 100, se calcularon las
dispersiones de tamafio micelar para los distintos tensoactivos. Los resultados de la ec. 3.26 para
cada tensoactivo estan expuestos en la siguiente tabla. Ademas, se exponen las curvas de dispersiéon

para algunos tensoactivos.

Tabla 4.4. Nimero de agregacion micelar promedio y valores de dispersion de los distintos
tensoactivos en disoluciones acuosas a 298.15 K.

Sw \Y/
C8E4 12 10
C10ES8 66 23
C10E4 62 26
C12ES8 63 25
C12E6 49 33
C14ES8 64 25
C14E6 14 12
5% p
| - C8E4
4% T C14E6
S [
©3% !
=] ! \
S2% Y
A i \

1% ! |

0% - T e oo -

Figura 4.6. Dispersion de tamaiio micelar para distintos tensoactivos en solucion acuosa a
298.15 K.
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La grafica anterior muestra que la buena parte de las micelas son mayores que en el pico, la
distribucién es asimétrica, lo que sugiere que ocurre un crecimiento cilindrico. Por lo tanto, la
contribucién energética mas importante a la energia de micelizacion es el parametro

correspondiente a la parte cilindrica de la micela.

4.2 Analisis Cualitativo de los Parametros

Una vez validado el modelo termodinamico, es importante discutir el significado fisico de los
parametros y relacionarlos con alguna caracteristica inherente de los tensoactivos. Son cuatro los
parametros del modelo, ga, g», b y x*. Los primeros dos son contribuciones energéticas a la
micelizacion. El tercero es el coeficiente virial, que estd asociado a las interacciones entre los
anfifilos en la superficie. Por dltimo, x* es la concentracién de anfifilos a disolucién infinita que
corresponde a un valor arbitrario de presion superficial, y esta relacionado con la energia de

adsorcion a partir de la siguiente relacién:
Apgas = RT Inx;” (4.8)

Se puede considerar la energia de adsorcién como la contraparte a la energia de micelizacion. Esta
energia es més facil de comprender fisicamente que el parametro x*, ya que representa un cambio

energético entre los anfifilos en la solucion y en la superficie.

El segundo coeficiente virial, al igual que cuando aplicado para el modelado de gases, esta
relacionado a las interacciones entre las moléculas de tensoactivo en la superficie. Una primera
interpretacion del signo de b, positivo, es que predomina la repulsion entre las mismas en la interfaz,

consecuencia de la repulsiéon entre las cabezas hidrofilicas.

Uno de los objetivos del trabajo fue encontrar una correlacién entre los pardametros y las
caracteristicas del tensoactivo. Para esta correlacion hay dos enfoques posibles, a saber: (i)
encontrar correlaciones con otras propiedades termodindmicas del tensoactivo; por ejemplo,
podemos partir del enfoque molecular donde se toma en cuenta la energia individual de los anfifilos
(Puvvada [6] o Ruckenstein [7]) o tomar propiedades macroscoépicas como entalpias de
vaporizacién; (ii) encontrar correlaciones con propiedades estructurales del tensoactivo, tal como
el tamafio de los tensoactivos; en este trabajo buscamos correlaciones con el tamafio de la cola
hidrofébica. Esto debido a la naturaleza del proceso de micelizacion; las micelas son agregados con

una superficie polar, similar al agua en interacciones moleculares y un nticleo no polar. La diferencia
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energética entre las colas en el ntcleo de la micela fuera de la misma es la contribucién energética
mas relevante. Para encontrar las correlaciones primero se compararon valores bibliograficos [1]

de los parametros con los tamafios de la seccién hidrofébica.

Para esto planteamos una primera hipoétesis: suponemos que la porcién de la micela que contribuye
en mayor medida a la energia de micelizacion es la parte cilindrica. Y a medida que cadena de
hidrocarburo que compone la cola hidrofébica va creciendo, la diferencia de energia entre el anfifilo
libre y en la micela debe aumentar. Entonces, el valor absoluto de g, debe crecer con el tamafio de

la cola. La figura 4.7 muestra que la tendencia observada en este parametro es la esperada.

43.0 o

25.0

19.0

C8E4
C10E8
C10E4
C12E8
C12E6
C14E8
C14E6

Figura 4.7. Valores g, de los distintos alcoholes de la familia CiE;. Medeiros, et al. [1].

Por otra parte, tomando como referencia los parametros obtenidos por Medeiros [1], se comparan
los valores de las energias de adsorcién y micelizacién, Auads y ga, para encontrar una tendencia
observable de esos dos pardmetros. La figura 4.8 muestra que hay una correlacién clara entre estos
dos parametros. Ambos son cambios energéticos correspondientes al estado de un anfifilo libre a

otro estado, ya sea asociado con la superficie o asociado a otros anfifilos.
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Figura 4.8. -Apuds vs -ga para la familia de alcoholes polietoxilados.
Por lo tanto, resulta facil concluir que existe alguna relacién entre el parametro g, y x”.

ga X RT Inx;® (4.9)

Observemos ahora el otro parametro energético de la micelizacion. El valor de g, esta relacionado
a la diferencia en las energias entre los anfifilos en las partes esféricas de la micela y en el cuerpo.
Antes de aventurarnos a intentar poner esta contribucién como funcién de alguna propiedad,
analicemos si hay alguna relacién con entre los pardmetros g, y g», ya que ambos son contribuciones
energéticas a la micelizacién. Partiendo de la misma hipdtesis que para la contribucién cilindrica,
observemos los valores en relaciéon con el tamano de cola hidrofébica del tensoactivo. Como

podemos ver en la Figura 4.8, no se observa una relacién entre g, y el tamafio de la cola hidrofébica.
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Figura 4.9. Valores de g, de la familia C;E;. Datos de Medeiros [1].

El dltimo pardmetro por analizar es el segundo coeficiente virial. Este tiene un significado fisico facil
de entender y esta relacionado a la cabeza hidrofilica y no de la cola hidrofébica. Eso se confirma al
comparar los valores de este con respecto al tamafio del tensoactivo; no se encontro relacién alguna.

Esto lo podemos observar en la Figura 4.10.
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Figura 4.10. Valores de b para la familia CiEj. Datos de Medeiros [1].

Estas observaciones nos hacen limitar el alcance del trabajo a encontrar una relaciéon la energia de

micelizacion, en especial el parametro g, y el tamafio de la cadena de hidrocarburo de la seccién
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hidrofébica. Y como la adsorcion esta en equilibrio con la micelizacién, buscaremos relacionar Agiaas

con g, y posteriormente determinar x”.

Otra posibilidad explorada en este trabajo es la correlacion de la energia de micelizaciéon total, tal
cual definida en la ec. 3.7, determinada al ndmero de agregacion promedio de la distribucién de
tamafos micelares. La energia de micelizacion es una de las propiedades que mas se ha estudiado
en los trabajos relacionados con el modelado de sistemas agua-tensoactivo. Diversos enfoques ([1],
[6], [7] y [8]) han sido desarrollados para calcular de alguna forma la energia de micelizacién y que
esta pueda ser generalizada para las distintas geometrias en las que los tensoactivos forman

micelas.

Tomando en primera instancia el trabajo de Puvvada et al [6], se estipulé por primera vez que la
energia de micelizacion es analoga a una entalpia de cambio de fase. Esto debido a la naturaleza de
las micelas, en las que existe una interfase de agregados polares que interactian con el agua y un
nucleo micelar compuesto de un hidrocarburo quasi-puro. Esta afirmaciéon toma en cuenta que el
nucleo de la micela tiene propiedades semejantes a las de un alcano liquido en estado puro (Bruhn,
[9]). En su trabajo Puvvada, et al [6] separa las contribuciones que tiene la cola hidrofébica de la
cabeza compuesta por agregados hidrofilicos. La cola hidrofébica, compuesta por una cadena lineal
de CH_’s tiene que pasar de un entorno acuoso a un entorno no polar. Una vez que se introdujo la
cola en el nucleo de micela, la micela ird creciendo en tamafio. Nagarajan, et al [7] propone entonces
lo que se definié en el capitulo anterior, que la micela adopta diferentes geometrias dependiendo
de su tamafio. De este modo, Puvvada, et. al. [6] establecié una relacion entre el tamafio micelar, el
radio de la micela (que es dependiente del tamano de la cola hidrofébica) y la energia de
micelizacién. No es competencia de este trabajo desglosar el desarrollo de termodinamica
estadistica para el modelo propuesto por Puvvada, et. al [6] o Nagarajan, et. al [7] sino simplemente
tomar como base la idea central, que la micelizacién es andloga al cambio de fase del alcano

correspondiente a la cadena hidrofébica.

AgS x AhCambio de fase (4-10)

Analizando el trabajo de Ben-Shaul, et al. [8], se retoma la idea de tomar al nticleo micelar como una

gota de hidrocarburo puro. Debido a que la parte hidrofébica pasa de un entorno donde se
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encuentra muy denso como lo es el nicleo de la micela a otro donde esta muy diluido, el cambio de

fase seleccionado para hacer la comparacién es vaporizacion.

Como la correlacién que buscamos es entre un valor de entalpia de vaporizacién y la energia de
micelizacion y adsorcién. Como se mencioné anteriormente, hay micelas una infinidad de tamafios.
Tomando el nimero de micelizacién promedio presentado en la Tabla 4.4, obtuvimos los valores de
energia de micelizacién presentados en la Tabla 4.5. La Tabla 4.6 muestra los valores de x” y de

Apags calculados con la Ec. 4.8 para los tensoactivos polietoxilados.

Tabla 4.5. Energia de micelizacion para los alcoholes polietoxilados, determinada al tamafio
promedio de la distribuciéon micelar.

Tamaiio ga / KJ.mol-1 Ags / K].mol1
promedio
C8E4 12 -21.99 -18.95
C10E8 66 -27.08 -26.12
C10E4 62 -28.16 -27.24
C12E8 63 -32.96 -31.95
C12E6 49 -33.50 -32.35
C14E8 64 -39.13 -38.07
C14E6 14 -40.40 -36.49

Tabla 4.6. Energia de adsorcion a 298.15 K para la familia de alcoholes polietoxilados.

x* -Apaas / KJ.mol1
C8E4 1.07E-09 -51.20
C10E8 2.71E-11 -60.31
C10E4 8.86E-11 -57.38
C12E8 4.38E-12 -64.83
C12E6 4.12E-12 -64.98
C14ES8 1.62E-12 -67.30
C14E6 1.05E-12 -68.37

Un intento fallido, pero que vale la pena mencionar, fue cambiar el valor arbitrario de n* para

linealizar o suavizar la grafica de la Figura 4.7 que relaciona gq y Auds. Los resultados estan
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reportados en la Tabla 4.7 y en la Figura 4.11. Como se observa, esto no tuvo el efecto deseado. En
la Figura 4.11 podemos ver como sélo se pudo desplazar la grafica, sin linealizar la relacién entre g,

y A,UAds-

Tabla 4.7. Concentracion de anfifilos en la superficie a disolucion infinita y energia de
adsorcion a distintas presiones superficiales de referencia (T = 298.15 K).

n° =0.02 mN.m! n® =0.005 mN.m"!
x” -Apiaas / KJ.mol-1 X~ -Apiaas / KJ.mol-1
C8E4 2.14E-09 -49.48 5.35E-10 -52.92
C10ES8 5.54E-11 -58.54 1.32E-11 -62.10
C10E4 1.74E-10 -55.70 4.35E-11 -59.14
C12ES8 8.53E-12 -63.18 2.13E-12 -66.62
C12E6 8.06E-12 -63.32 2.01E-12 -66.76
C14ES8 3.19E-12 -65.62 7.96E-13 -69.06
C14E6 2.18E-12 -66.56 5.21E-13 -70.11
71.0 o o
o
a
(an] ° o
65.0 oo “
- P
) o
g a
2% 59.0 -0
% o
3 -
¥
530 o
a
r-3
47.0
21 26 31 36 41

-g, [KJ.mol]

Figura 4.11. -Auads contra -g, para la familia de los alcoholes polietoxilados. Circulos n* =
0.005 mN.m%, Cuadrados n” = 0.01 mN.m'1. Rombos ©n” = 0.02 mN.m"1,
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Por lo tanto, las correlaciones con las que se hara el trabajo de correlaciéon son las mostradas en la

figura 4.8 y representadas por las siguientes ecuaciones:
Ga * Ahyg, (4.12)

A.uAds x AhVap (4‘-13)

4.3 Calculo de Nuevos Parametros

Como ya se mencion6 anteriormente, la micelizacién y la adsorciéon son fenémenos similares al
cambio de fase de un hidrocarburo puro. La cola hidrofébica del anfifilo, al momento de adsorberse
en la superficie esta lo suficientemente diluida en el aire como para que el comportamiento y las
propiedades se asemejen a los de un gas. En el caso de micelizacién ocurre lo mismo, en el nucleo la
cola hidrofébica se encuentra en un ambiente donde estad en un estado de liquido quasi-puro y en la
disolucion se encuentra diluido, interaccionando solamente con moléculas de agua. Por lo tanto, se
espera que exista una relacion entre el calor de vaporizaciéon y la energia de adsorcion y

micelizacion. De hecho, se observé estas relaciones, como mostradas en la Figuras 4.12 y 4.13.

410 a .

36.0

-g, [k].mol1]
w
—_
(e

26.0

21.0
40 48 56 64 72

hVap [k].mol1]

Figura 4.12. - g, contra entalpia de vaporizacion para la familia de alcoholes polietoxilados.
Puntos, datos bibliograficos de Medeiros [1], NIST [4].
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Figura 4.13. -Auues contra entalpia de vaporizacion para la familia de alcoholes
polietoxilados. Puntos, datos bibliograficos de Medeiros [1], NIST [4].

Las graficas muestran que la hipo6tesis que existe una relacién se cumple. Por lo tanto, se puede
hacer una regresion lineal de modo que el parametro g, y la energia de adsorcién sean funcién del
calor de vaporizacion del hidrocarburo analogo a la seccién hidrofébica del tensoactivo. Haciendo
la regresion lineal con las funciones LINEST e INTERCEPT de Excel podemos generalizar una

expresion para el calculo de los parametros de la manera siguiente:

—9a = K1Ahy gy + K, (4.14)
~Attaas = KsBhyay + K, (4.15)
Las constantes Kj, Kz, K3 y K4 estan reportadas en la Tabla 4.8.

Tabla 4.8. Constantes de las ecs 4.9 y 4.10.

K1 Kz / k].mol-l K3 K4 / k].mol-l
5.8441E-01 -2.2578E+00 5.2488E-01 3.1385E+01

En el caso de la energia de adsorcidon, usando la ec. 4.8 se obtiene el nuevo valor de x”. Los nuevos
parametros para cada tensoactivo son los siguientes. Aqui es importante notar que los tensoactivos
con el tamafio de su cola hidrofébica del mismo tamafo tienen el mismo valor de gq y x”. El efecto

de esto sera discutido en la siguiente seccion. Se modifico el valor del segundo coeficiente virial para
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que los valores calculados ajustaran mejor con los datos experimentales. Para eso, se minimizo,

usando la herramienta SOLVER, una funcién error. La funcion error definida fue la siguiente.

ERROR2 = Z(nExp — Teae) (4.16)
Finalmente, en la Tabla 4.9 estan los parametros propuestos en este trabajo.

Tabla 4.9. Parametros de las ecs 3.15 y 3.29 obtenidos mediante correlacion con la entalpia
de vaporizacion del hidrocarburo correspondiente a la cola hidrofébica. Entre paréntesis, el
valor de los parametros publicados en [1].

ga / KJ.mol-1 Apaas / KJ.mol-1 x” b / m2.mol-1
C8E4 -21.70(-21.99)  -52.91(-51.20) 5.38E-10(1.07E-09) 255209(202900)
C10E8 -27.72(-27.08)  -58.31(-60.31) 6.08E-11(2.71E-11) 301750(355000)
C10E4 -27.72(-28.16)  -58.31(-57.38) 6.08E-11(8.86E-11) 240120(200100)
C12E8 -33.45(-32.96)  -63.46(-64.83) 7.63E-12(4.38E-12) 259200(324000)
C12E6 -33.45(-33.50)  -63.46(-64.98) 7.63E-12(4.12E-12) 224560(280700)
C14E8 -39.59(-39.13)  -68.97(-67.30) 8.26E-13(1.62E-12) 256284(203400)
C14E6 -39.59(-40.40)  -68.97(-68.37) 8.26E-13(1.05E-12) 214800(179000)

4.4 Recalculo de la Tension Superficial

De la misma manera en la que se validé el modelo termodindmico, es necesario validar los nuevos
parametros, es decir, comparar las predicciones con los datos experimentales. En la figura 4.14 se
presentan los nuevos valores de x4 calculados con los pardmetros g, originados a partir de la

correlacion con la entalpia de vaporizacion.
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Figura 4.14. Concentracion de anfifilos libres contra concentracion total de tensoactivo en
soluciones acuosas a 298.15 K. Los valores calculados con parametros de bibliografia [1]
estan representados por linea continua. Valores calculados con g, correlacionado con la
entalpia de vaporizacion estan indicados por la linea punteada.

Como se puede observar, los valores calculados en la regién donde predominan los anfifilos libres
en la solucidn, antes de la cmc, coinciden al usar ambos conjuntos de parametros. Pero a medida
que nos acercamos al valor de la cmg, el valor obtenido cambia y difiere del valor validado. Con los
nuevos parametros, el modelo pierde el poder de prediccion de las propiedades después de la cmc.
A continuacién en la figura 4.15 vemos las isotermas recalculadas, usando los nuevos valores x4

producto del valor de ga de la correlacion 4.14
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Figura 4.15. Isoterma de adsorcion para soluciones acuosas de alcoholes polietoxilados a

298.15 K. Valores presion superficial calculados con nuevos valores de x4 (ec. 4.14). Puntos:
Datos experimentales [1,2,3]. Linea: Valores calculados.
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Como se puede observar en la Figura 4.15, el modelado de la tensién superficial es preciso antes de
la cmc; el valor de la concentracién de anfifilos libres no varia mucho usando el valor de g obtenido
con la correlacién con la entalpia de vaporizacidn. El error sistematico que ocurre después de la cmc

se debe a que la ecuacién pierde su exactitud en la prediccién de la cmc.

En la figura 4.16 se presentan las nuevas isotermas calculadas con los valores de g, y x” calculados

a partir de las correlaciones con la entalpia de vaporizacion, obtenidos con la ec. 4.13.
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Figura 4.16. Isoterma de adsorcion para soluciones acuosas de alcoholes polietoxilados a
298.15 K. Valores presion superficial calculados con nuevos parametros (ec. 4.14 y 4.15).
Puntos: Datos experimentales [1,2,3]. Linea: Valores calculados.

Estas isotermas tienen varios puntos a destacar. El primero es que el cambio brusco en el
comportamiento de la tensién superficial después de la cmc ocurre aproximadamente en el mismo
valor de concentraciéon que usando parametros bibliograficos. Esto se observa también con las
pocas diferencias que hay entre los valores de x4 obtenidos con los diferentes parametros, de
acuerdo con la figura 4.14. Sin embargo, por la forma de la ec. 3.24 el cambio en el valor de x”, hace
que cambie el valor del término independiente. Esta es la causa del desplazamiento de la isoterma.
Otro factor para considerar es que la nueva parametrizaciéon no toma en consideracion la diferencia
que hay entre dos tensoactivos con la misma seccién hidrofébica pero distintas secciones

hidrofilicas. Esta falta de consideraciéon es mas notoria en los tensoactivos derivados del decano
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(C10E8,C10E4) ya que laisoterma en uno, el CL0E4, estd por encima de los valores reales de tension
superficial y en el otro los valores estan por debajo de los valores reales. Aunque no tan notorio, los

otros dos tensoactivos relacionados muestran desplazamientos distintos.

Como podemos observar graficamente, los resultados obtenidos cambiando tinicamente g, son
superiores a los obtenidos al cambiar los 3 parametros del modelo. Esto debido a que este
parametro tiene una tendencia mas clara a estar relacionado con la entalpia de vaporizacién, como
se puede observar en la figura 4.12. Por lo tanto, al no estar acarreando un error numérico en el
calculo de la energia de adsorcion y por lo tanto en el parametro x”, la exactitud de los célculos

usando s6lo g, obtenido mediante la correlacion 4.14 es mayor.

Vale la pena resaltar que los valores de los segundos coeficientes virales fueron recalculados (ec.
4.16) para el modelado presentado en la figura 4.16, y se presentan en la Tabla 4.10. Por dltimo,
esta tabla también muestra el error relativo promedio en el calculo de presiones superficiales

usando los parametros propuestos.

Tabla 4.10. Segundo coeficiente virial recalculado y error de relativo al cambiar los

parametros gq, Xy b. Segundo coeficiente virial de [1] entre paréntesis.

b / m2.mol-1 Error Relativo
Promedio

C8E4 255209(202900) 2.77%
C10ES8 301750(355000) 4.53%
C10E4 240120(200100) 4.02%
C12E8 259200(324000) 3.67%
C12E6 224560(280700) 4.32%
C14E8 256284(203400) 4.10%
C14E6 214800(179000) 0.31%

Un analisis mas detallado de la relacion de los parametros con la seccion hidrofilica de la molécula

del tensoactivo debe ser objeto de estudio para trabajos posteriores.
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5. Conclusiones y recomendaciones

El modelado de la tension superficial de soluciones de tensoactivos sigue dos pasos fundamentales:

(i) determinacién de una expresion que prediga la concentracién de los anfifilos libres, que definira

cuantas moléculas de tensoactivo van a estar presentes en micelas; (ii) desarrollo de una expresién

que describa el comportamiento en la superficie, que se observara a través de la tension superficial.

Como se pudo observar en las magnitudes de las energias de micelizacién y adsorcién, ambos

fendmenos no solo estan relacionados como son similares.

Con la comparacién entre los valores de la concentracién micelar critica de los tensoactivos

modelados se puede concluir lo siguiente:

La sintesis de tensoactivos no i6nicos como los alcoholes polietoxilados ha creado
tensoactivos que tiene efectos considerables en la tension superficial (p > 30 mN.m1) a
concentraciones increiblemente bajas (cmc90 < 2E-04 en fraccién mol).

De igual modo, este trabajo nos permite concluir que la parte del tensoactivo que mas efecto
tiene en sus cualidades es la longitud de la cadena de CH>’s de la cola hidrofébica, al menos
para los tensoactivos de alcoholes polietoxilados. Este efecto no se vio solamente en el valor
de las cmc’s de cada tensoactivo, sino también en que el valor de la energia de micelizacién

que disminuye a medida que crece la cola hidrofébica.

Relativo a los parametros del modelo, hay tres conclusiones relevantes:

Aunque ya se mencion6 que el tamafio de la cola hidrofébica es la que tiene la principal
contribucién energética, tampoco se puede despreciar la contribucion del agregado polar.
Este, que es lo que conforma la cabeza hidrofilica, también debe ser considerado para la
estimacién de un valor numérico de los parametros. Esto se puede observar en las isotermas
calculadas con los parametros propuestos en este trabajo.

A pesar de observar que hay una relacién clara entre los parametros ga y Apids no se logro, a
partir de las caracteristicas de los diversos tensoactivos, determinar una expresién para

expresar uno como funcién del otro. Los intentos con correlaciones de la longitud de la cola
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hidrofébica no fueron suficientes para la obtencién de una expresiéon. Son necesarios
estudios adicionales, tal vez incorporando las caracteristicas de la porcién hidrofilica.
El modelo predice con mayor exactitud la tension superficial si sélo el parametro gq,

referente a la energia de micelizacidn, es correlacionado con la energia de vaporizacion de la

parte hidrofébica.



Simbologia
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Fraccion de tensoactivo

Presion superficial [mN.m-1]
Temperatura [K]

Energia de Gibbs molar

Numero de micelizacién

Potencial quimico

Entalpia molar

Energia de Helmotz de la superficie

R Constante Universal de los gases

XA Fraccion mol de anfifilos

Xs Fraccion mol de la micela de tamafio s

Y Tension superficial

b Segundo Coeficiente virial

n” Presion superficial de referencia (Dilucién infinita)

X" Concentracién de anfifilos en la superficie a dilucién infinita
Apadgs Energia de adsorcién molar

Ags  Energia de micelizaciéon molar

Abreviaturas

cmc90

Concentracion Micelar Critica
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Apéndice A

Herramientas Matematicas

A.1 Método de Cardano para la resolucion de ecuaciones cabicas.

Una ecuacién cubica o una ecuacion de tercer grado es una ecuaciéon donde existe un término
algebraico elevado al cubo, también llamado termino de tercer grado. Dicho esto, el teorema
general del algebra (Swokowski, pp. 245 [1]) dice que una ecuacién de grado 3 debe tener
tres raices (soluciones que hagan cero a la ecuacién) reales o complejas. La formula general

de la ecuacién de tercer grado es la siguiente.
Ax3+Bx>+Cx+D =0 (A.1)

Donde A, B y C son los coeficientes de los términos algebraicos y D es el termino
independiente. De modo que, si A, B, C, D son ndmeros reales existen dos conjuntos
caracteristicos de soluciones. Uno, donde las tres raices de la ecuacién son nimeros reales.
El otro conjunto de soluciones es donde existe solo una raiz real y un par de raices complejas
conjugadas. Recordemos que, un par de complejos conjugados es aquel donde el termino

imaginario tiene el mismo valor absoluto, pero diferente signo (Swokowski, pp. 90 [1]).

Debido a esto, resulta complejo hacer un desarrollo en el cual se encuentre las tres raices de
forma directa. Asi que, se usa el método Cardano para la solucién de ecuaciones cubicas. Este
método, publicado en el siglo XVI es el mas usado para resolver analiticamente una ecuacion

de grado 3.

Sea f(x) un polinomio de grado 3 de la forma siguiente (Mathworks [2)]. O sea, A=1.
x3+Bx*+Cx+D=0 (4.2)
De este modo, podemos cambiar la variable a la siguiente forma, con el fin de desaparecer el

termino de segundo grado.

y=x—-B (A.3)
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De este modo podemos escribir la ecuacién cubica de la siguiente manera:
x3+px—q=0 (4.4)

Donde los pardmetros p, q y R quedan definidos de la siguiente manera:

3C — B2

p=—"73— (A.5)
_9BC—-27D-2B? e
(D y?

R—(g) +(§) (4.7)

R es la discriminante de la ecuacion. Es decir, si R > 0, la ecuacién solo tiene una raiz real.

Esta es calculada de la siguiente manera (Mathworks [2]).

5=3/—%+\/ﬁ (A.8)
T=3/—%—\/§ (4.9)

B
x=S+T-> (4.10)

Si R <0, entonces la solucién estd dada por el siguiente desarrollo (Mathworks [2]).

27q?
6 = cos |— 17 (A.11)

0\ B
1——2% —gcos(§>—§ (A.12)
lq| p 6+2m\ B
=2y =fes(5) -3 @1
6 +4nm\ B
3=_2M _ECO( - >_§ (A.14)
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A.2 Método de Newton-Raphson para la resolucion de ecuaciones no-lineales.

El mundo de las funciones es infinito y existen muchas funciones donde la variable esta
implicita dentro de la funcién o es muy dificil el trabajo matematico para poder encontrar
una solucién analitica. Debido a esto, un campo dentro de las matematicas, son los métodos
numéricos. Estos son algoritmos de solucién que encuentran un valor de la variable de una
funcién f(x) que soluciones una ecuacion. Es decir, encontrar los ceros de la funcion.

(Mathworks [3])

flx,) =0 (A.15)
Uno de los métodos mas comunes para las ecuaciones no lineales es el método de Newton-
Raphson. Desarrollado por Issac Newton, este método descompone la funcién en su serie de
Taylor.

f" (xo)
2!

fOxn) = fxo) + f'(x0) (x — x0) + (xn — %)% + -+ (A.16)

Tomando solo los términos lineales tenemos

0=~ f(xo) + f'(x0) (xy, — x0) (A.17)

De este modo la ec. A.17 es tangencial a la curva f(x) en el punto (x1, f(x1)), por lo tanto,

estimar la distancia entre nuestro punto inicial y el primer estimado de la raiz.

f(xo)

X1 = Xg — A.18
PTGy (419
Repitiendo este proceso iterativamente obtenemos:
Xn—
f (1) (4.19)

Xp =Xpq1 — 77—
" n f'(xn-1)
De esta forma, el método de Newton-Raphson queda definido de la siguiente manera (Yau,

et. al.[4]):

1. Fije un punto inicial xo. Por lo descrito anteriormente, se recomienda que el punto x0
este cercano a la raiz x.
2. Sustituya Xo en f(x) y f(x) para obtener fo y fo.

3. Sustituya fo y fo en la ec. para obtener Xi.
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4. Sustituya x1 en f(x) y f(x) y sustituya en ec para obtener xa.
5. Si|x, —x;| < ERROR, X2 seralaraiz x
6. En caso contrario repetir hasta que |x, — x,_;| < ERROR, donde x, sera la raiz x.

(Normalmente el valor del error es del orden de 10-6.)

Cabe destacar si la region de la funciéon en donde se encuentra la raiz esta cerca de un punto

critico o cerca de una asintota, el método de Newton-Raphson deja de ser efectivo.

Otro aspecto a destacar es la convergencia. Tomando en cuenta la k-esima iteracion donde

f'(xx) es diferente de cero, obtenemos (Mathworks [3]):

Ek = Xk — Xg—1 (A 20)
’ 1 12 2
fx) = fCae-1) + f1(xe-1)ee + Ef (xk-1)e + - (A.21)
1) = f'Oa—) + f7 (o) + - (A.22)
De esta forma el termino k+1 queda definido asi:
Erv1 = & + (Xpar — Xk) (A.23)
X
f ) (4.24)

f'Oe-1)e + %f”(xk—ﬂfl%

Exs1 = E — A.25
S ST T G )+ G e (4:25)
Y podemos despreciar algunos términos y queda la siguiente expresion:
" (-
~ f ( k 1) 2 (A_ 26)

& ~ ———€&
LT 2 (o) K

Esta ultima expresion demuestra que la convergencia del método de Newton es una

convergencia cuadratica.

A.3 Convergencia de Series.
Como se observo en la ec. A.16 una funcién puede ser representada por una serie infinita.
Una serie infinita es la suma de los elementos de una sucesion infinita. Una sucesiéon queda

definida de la siguiente manera (Spivak, pp. 613 [5]):
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{a ) =a,+a,++a;+a;+ (4.27)

Por lo tanto, una serie infinita queda definida de la siguiente forma:

oo
Sn=an=50+51+"'+5k+5k+1+'“ (A.28)
i=0
Tomando en cuenta que una serie infinita es la suma de términos infinitos, esta no puede
tener un valor fijo a menos que se limite el nimero de términos a tomar en cuenta, como en
el caso de la serie de Taylor o que a medida que vaya avanzando la serie, los términos

respeten el criterio de Cauchy (Spivak, pp. 643 [5]):

lim a,q +-a, =0 (A.29)

n,m—co

Concluyendo, una serie infinita debe de cumplir los siguientes puntos para que converja en

un valor especifico (Spivak, pps. 644-652 [5]).

1. Condicion del Resto:

lima, =0 (A.30)

n—-oo
2. Prueba del Cociente:

Aptq

lim =r<1 (A.31)
n—-oo an

De este modo, podemos analizar una serie infinita de primordial importancia, la serie

geomeétrica.
SR=Zr”=1+r+r2+--- (A.32)
n=0

Esta por lo tanto serd convergente si r < 1 (Spivak, pp. 645 [5]). Y su valor esta dado por la

siguiente expresion:

S, = (A.33)
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A.3.1 Caso Particular. Ecuacion 3.12
Una vez definido el concepto de una serie convergente y considerando el parecido de la ec.
3.12 con la serie geométrica, presentamos el desarrollo que llevo al valor concreto de la serie

usado en la ec. 3.12 (Elaboracién propia).

Sy = Z sy? (A.34)

s=2

Desarrollando los primeros dos términos de la serie.

Sy =2y*+3y* +y° Z(s +2)y° (A.35)

s=2

Agrupando las series en el lado izquierdo.

oo}

Z syS — y? Z(s +2)yS = 2y% + 3y3 (A.36)

S=2 s=2

Agrupando términos semejantes.
1=y ) sys =22 Yy =27 +3y° (4.37)
s=2 s=2

Desarrollando la segunda serie.

Zy5=y2+;v3+y22y5 (A.38)

s=2 s=2

Agrupando las series del lado izquierdo de la ecuacién.
(1- yz)z y =y +y° (4.39)
s=2
Despejando la serie geométrica desde s=2, obtenemos:
it 2 3
y +y
§ = A.40
Z Y 1—y? ( )
S=

Sustituyendo la ec. A.40 en la ec. A.37 obtenemos:
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2 4 3
(1—-y?S, —2y? <)’1 _;2 > = 2y? + 3y3 (A.41)

Despejando Sy y agrupando los términos independientes del lado derecho.

5= (43 2 A.42
YEAy\ T T (A.42)

Desarrollando a la minima expresién, obtenemos la ecuacién 3.12.

o

— S — _y —
Sy—Zsy A=y y (3.12)

s=2
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