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Introduccion

Las matematicas mas interesantes aparecen en la interseccion de areas que tradicional-
mente se trabajan por separado. Allf entre el dlgebra y la topologia se encuentran unos
espacios llamados grupos topolégicos. Estos son grupos equipados con una topologia en
la cual las operaciones algebraicas son continuas. La mezcla entre algebra y topologia
trae consigo relaciones muy interesantes, y el estudio se vuelve atn mas rico si ade-
més incorporamos al anélisis matematico. Como en cualquier otro espacio topologico,
se puede definir una medida sobre los conjuntos de Borel de un grupo topolégico. Asi
como la topologia es compatible con la estructura algebraica, uno quisiera pedir que
medida lo fuera también. Una medida de Haar es aquella invariante bajo las traslaciones
que resultan de aplicar la operaciéon del grupo. Asombrosamente, tan solo pidiendo una
condicién topologica —compacidad local—, el teorema de Haar |5, 6, 14, 36| garantiza la
existencia de dichas medidas.

La unicidad de la medida de Haar en un grupo topolégico localmente compacto también
esta garantizada por el teorema de Haar (salvo por multiplos reales positivos). El hecho
de que a partir de una topologia localmente compacta se pueda construir practicamente
una unica medida invariante sugiere que podria ocurrir lo inverso. Si se posee una
medida invariante, jes posible construirle al grupo una topologia localmente compacta?
La respuesta, con algunos detalles de por medio, es afirmativa, y queda formalizada en
lo que hoy se conoce como el teorema de Haar inverso, enunciado originalmente por

Weil en 1940 [36].

El objetivo de esta tesis es estudiar el vaivén que ocurre entre las topologias localmente
compactas y las medidas invariantes que se pueden definir en un grupo. Para este
proposito, hemos dividido este trabajo en tres capitulos.

El capitulo 1 contiene todas las definiciones y resultados preliminares que requeriremos
para abordar el resto del analisis. Empezamos definiendo el concepto de grupo topo-
logico y explorando algunas de las propiedades méas basicas de estos espacios. Luego
definimos una integral en un espacio topolégico como un funcional positivo de cier-
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tas funciones continuas del espacio a C, para después conectar estos objetos con las
llamadas medidas de Radon [12, 27| a través del teorema de representacion de Riesz-
Markov-Kakutani (RMK) [19, 23, 28|. Cerramos el capitulo introduciendo los conceptos
de conjuntos y medidas de Baire |2, 16] y exploramos la relacién que estas guardan con
las medidas de Radon.

El capitulo 2 esta dedicado al teorema de Haar. Lo enunciamos y demostramos con
cuidado. La demostracion que presentamos fue dada por Bredon [5] y difiere bastante
de las demostraciones que se encuentran en los libros de texto |7, 8, 11, 16, 17|. En esta
primera parte del capitulo trabajamos exclusivamente con integrales como las definimos
en el capitulo 1. En la segunda parte utilizamos el teorema de representacion de RMK
para enunciar los resultados en términos de medidas de Radon.

Finalmente, en el capitulo 3 presentamos el teorema de Haar inverso. Primero definimos
los grupos medibles y exploramos algunas de sus propiedades. En estos grupos es posible
definir una medida invariante. Demostramos que si se tiene una medida invariante,
o-finita y separadora [16] en un grupo medible, entonces existe una topologia para el
grupo que lo convierte en un grupo topolégico densamente encajable en otro localmente
compacto, de tal manera que la medida de Haar de la extension coincide con la medida
invariante en los conjuntos de Baire restringidos al grupo original.
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Nota preliminar

A continuacién, damos un breviario de los conceptos y resultados basicos que utili-
zaremos en este trabajo. Aprovechamos también para establecer las notaciones que
decidimos adoptar.

Cuestiones topoloégicas [10, 24

Espacios topologicos
Un espacio topolégico es un conjunto X equipado con una topologia, una familia
7x de subconjuntos de X tal que X, () € 7x, donde () es el conjunto vacio, y 7x es
cerrada bajo intersecciones finitas y uniones arbitrarias. A los elementos de 7x los
llamamos conjuntos abiertos y a sus complementos conjuntos cerrados.

Un espacio topologico X es discreto si todo A C X es abierto.

Subconjuntos de espacios topolégicos

Un subconjunto A de un espacio topolégico X es un espacio topolédgico con la to-
pologia de subespacio que hereda de X,

Ta={UNA|UE€1x}.

Dado A C X, denotamos por int A al interior de A, el conjunto abierto mas grande
contenido en A; y por clA a la cerradura de A, el conjunto cerrado mas pequeno
que contiene a A. Decimos que A es denso en X si clA = X y que A es G si es la
interseccion numerable de conjuntos abiertos.

Bases, vecindades y bases locales
Una base para la topologia de X es una familia # C 7x tal que para todo U € 7x
yax € Uexiste Be B conx € BCU.Dado xz € X, una vecindad de x es un
conjunto V' C X tal que x € intV. Una base local para z € X es una familia V(z)
de vecindades de x tal que si V' es una vecindad de z, existe V, € V(x) con V, C V.

Un espacio topolégico X es metrizable si en él se puede definir una métrica tal que
para todo € X, las bolas abiertas centradas en x forman una base local para z. Si
X es metrizable, todo cerrado es Gs.



Continuidad

Una funciéon f: X — Y entre dos espacios topolégicos es continua si para todo
U € 1y, se tiene f~1(U) € 7x; es abierta si para todo U € 7y, se tiene f(U) € 7y,
donde f~Y(U) [f(U)] es la imagen inversa [directa] de U bajo f. Si una funcién
es continua, biyectiva y abierta, diremos que es un homeomorfismo.

Propiedades de compacidad

Un subconjunto A de un espacio topolégico X es compacto si para cada cubierta
U C 7x, (A C |JU) existe una subcubierta finita F C U, (A C |JF con F finito).
La imagen de un compacto bajo una funciéon continua es compacta, y todo cerra-
do dentro de un compacto es compacto. Decimos que A es o-compacto si es la
uniéon numerable de conjuntos compactos. Un espacio topologico X es localmente
compacto si para cada z € X existe una base local de vecindades compactas de x.

Axiomas de separacion

Un espacio topolégico X es Ty si dados dos puntos diferentes existe una vecindad
de alguno que no contiene al otro; es de Hausdorff si dados dos puntos diferentes
existen vecindades de cada uno que sean ajenas; y es normal si para cualesquiera
cerrados ajenos existen abiertos ajenos que los contienen. Si X es compacto y de
Hausdorff, entonces es normal.

Topologia producto

Dado un conjunto de indices J, el producto cartesiano [] _, X, de espacios topolo-

acd
gicos X, carga la topologia producto, que es la topologia més pequena donde las

proyecciones son funciones continuas, y cuya base es

(e

aeJ

Uy € 7x,,, Uy # X, solo para un numero finito de o € J}.

El producto de espacios compactos [de Hausdorff| es compacto [de Hausdorff], y
el producto finito de espacios localmente compactos [o-compactos| es localmente
compacto [o-compacto|. Un espacio topologico X es de Hausdorff si y solamente si
la diagonal Dx = {(z,z) |z € X} es cerrada en X x X.

Cuestiones de medida [4, 7, 31|

Conjuntos y funciones medibles
Dado un conjunto X, una o-algebra es una familia A de subconjuntos de X tal
que ) € Ay A es cerrada bajo complementacion (X \ A € A para cada A € A) y
uniones numerables (|J, oy An € A si {A, |n € N} C A). A los elementos de A los
llamamos conjuntos medibles.
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Si F es una familia de subconjuntos de X, denotamos por o(F) a la o-algebra
generada por F, que es la o-4lgebra més pequena que contiene a F.

Una funcion entre conjuntos f: X — Y con o-algebras Ay para X y Ay para Y es
medible si dado A € Ay, se tiene f~1(A) € Ax.

Conjuntos de Borel

Si X es un espacio topolégico, los conjuntos de Borel de X forman la o-algebra
generada por la topologia de X, B(X) = o(7x). Los conjuntos de Borel también son
generados por los cerrados de X, y los conjuntos de Borel de R (R U {—o00,00}) son
generados por los intervalos de la forma [a, 00) ([a, o0]) para a € R (RU{—00,0}).

Cuando hablemos de funciones medibles f: X — R (f: X — R U {—00,0}), es-
pecificaremos cudl es la o-algebra para el dominio pero no para el contradominio,
dado que siempre tomaremos a B(R) (B(R U {—o0,o0})) como la o-algebra para R
(RU{—00,00}). Con esta convencion, toda funcién continua f: X — R es medible
respecto a B(X).

Medidas e integrales de Lebesgue

Una medida es una funcion p: Ax — [0,00] tal que () = 0 y para toda familia
numerable de conjuntos ajenos {4, |n € N} C Ay,

p(UJAn) = S (A,

neN

Si g: X — [0, 00] es medible, la integral de Lebesgue de g esta definida como

[ o) duto = sup{kf;akwk)

donde xg: X — {0,1} es la funcién caracteristica de £ € Ay, que siempre es
una funcion medible.

CLkGR, EkGAX, nGNv }
Vo e X: Y0 arxg,(v) < g(x) |7

Si f: X - Y es medible y u: Ay — [0,00] es una medida, entonces la funcion
po f~t: Ay — [0, 00] dada por

(o f(A) = u(f'(4))

es una medida llamada la medida imagen de u bajo f. Més atn, para cada funcién
medible g: Y — [0, o0], la funcién g o f: X — [0, 0] es medible y

/ (g0 f)(x) dul) = / g(y) (o £ ().



Propiedades de finitud

Una medida en X es semifinita si todo conjunto de medida infinita tiene un sub-
conjunto de medida finita y positiva, y es o-finita si X es la unién numerable de
conjuntos medibles y de medida finita. Si una medida es o-finita, entonces es semi-
finita.

Producto de dos o-algebras

Si X y Y son conjuntos cualesquiera y £ C X x Y, las secciones de E son
E,={yeY|(z,y) € E} y EY ={xe X|(z,y) € E}.
La o-algebra producto de dos o-algebras Ax (sobre X) y Ay (sobre Y) es
Ax @ Ay =c({Ax B|Ae€ Ax,B € Ay}).
Si F e Ax ® Ay, entonces E, € Ay y EY € Ax para cualesquiecra x € X yy €Y.

Medidas producto
Dadas dos medidas o-finitas px: Ax — [0,00] y py : Ay — [0, 0], existe una tunica
medida px X py: Ax @ Ay — [0, 00|, llamada la medida producto de px y py,
tal que (ux X py)(A X B) = ux(A)uy (B) para cualesquiera A € Ay y B € Ay.

Bajo los supuestos anteriores, si f: X xY — [0, 00| es medible (respecto a Ax ®Ay),
el teorema de Fubini establece que x — f(z,y) y y — f(x,y) son medibles para
todoxr € X yy €Y y ademés

/f(w y) d(px < py ) (z,y) /fxydux ) dpy (y /fxyduy )dpx ().

Cuestiones algebraicas [29]

Grupos

Un grupo es un conjunto G' equipado con una operacion binaria asociativa (x,y) —
xy tal que existe un elemento neutro e € G (Vxr € G: ex = re = x), y para cada
r € G existe un inverso ! € G tal que zz~! = 27z = e. Un grupo es abeliano si
xy = yx para cualesquiera x,y € GG. Un subconjunto de un grupo es un subgrupo si
es en si mismo un grupo. El producto cartesiano de una familia arbitraria de grupos
forma un grupo llamado el producto directo, tomando la operaciéon componente a

componente.

Homomorfismos entre grupos

Una funcién entre grupos f: G — H es un homomorfismo si para cualesquiera
z,y € G, f(xy) = f(x)f(y). Un homomorfismo biyectivo es un isomorfismo.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo sentaremos las bases necesarias para estudiar el teorema de
Haar y su inverso. Estos resultados tocan diferentes areas de la matematica: teoria de
la medida, topologia y teoria de grupos. Por ello, es necesario introducir varios conceptos
de estas distintas ramas.

En la secciéon 1.1 definimos el concepto de grupo topoldgico y presentamos algunas pro-
piedades importantes de estos objetos. En la seccién 1.2 estudiaremos los funcionales
positivos que tienen como dominio el espacio de funciones continuas y de soporte com-
pacto de un espacio topolégico. Llamaremos integrales a estos objetos. La seccion 1.3
estd dedicada a las medidas de Radon definidas sobre los conjuntos de Borel de un
espacio topologico y al teorema de representacion de Riesz-Markov-Kakutani, que co-
necta estas medidas con las integrales de la seccion 1.2. Finalmente, en la seccion 1.4,
presentamos a los conjuntos de Baire. Sobre ellos definiremos a las medidas de Baire, y
veremos como estas se relacionan con las medidas de Radon.
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1.1. Grupos topologicos

Lo presentado en esta seccion fue tomado de las referencias [8, 12, 17, 18]. Imaginemos
que tenemos un grupo equipado con una topologia. Si queremos que la estructura topo-
logica sea compatible con la estructura algebraica, debemos pedir que las operaciones
de grupo la preserven. Es decir, las operaciones de grupo deben ser continuas.

Definicién 1.1.1 (grupo topolégico). Sea G un grupo equipado con alguna topologia.
Decimos que G es un grupo topolégico si satisface:

(1) Las funciones z — 7! y (z,y) — zy son continuas en Gy G x G, respectiva-
mente, donde G x (G tiene la topologia producto usual.

(11) G es un espacio Tj.

La propiedad (I1) nos asegura el minimo grado de separacion, y de hecho implica un
grado separacion mayor.

Proposiciéon 1.1.2. Todo grupo topoldgico G es de Hausdorff.()

Demostracion. Primero veamos que {e} es cerrado. Sea x # e. Como G es T, existe
una vecindad abierta V' de e tal que x € V' o una vecindad abierta V' de x tal que
e ¢ V. El segundo caso implica directamente que = ¢ cl{e}. Si ocurre lo primero,
lz. Esta es continua porque

Lo, Asi, es facil

consideremos la funcién f: G — G dada por f(y) =y~
es la composicion de funciones continuas y — y~! — (y~ 1 x) — y~
ver que W = f~1(V) es una vecindad abierta de z tal que e ¢ W, pues f(e) =z y
f(z) = e. En cualquier caso, x ¢ cl{e}, y por lo tanto cl{e} C {e}.

Para demostrar que G es de Hausdorff, basta que verifiquemos que la diagonal Dg =
{(z,z) | v € G} es cerrada en G x G. Si consideramos la funcién g: G x G - G
dada por g(z,y) = zy~!, entonces g es continua pues es la composiciéon de funciones
continuas (z,y) +— (z,y~ ') — xy~!. Como Dg = g '({e}) con {e} cerrado, D¢ es
cerrada. O

Ejemplos 1.1.3 (Grupos topolégicos).

(1) Los nameros reales positivos G = (0, 00) con el producto y la topologia heredada
de R es un grupo topologico.

(11) Cualquier grupo se puede convertir en un grupo topologico, equipandolo con la
topologia discreta.

(Mas atin, G no es solo de Hausdorff (73), sino que ademés es completamente regular (7 1) La

demostracion se puede encontrar en la referencia [18, teo. 5, p. 49]. Nosotros no utilizaremos este
resultado.
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(111)

(1v)

El grupo circular 7' = {z € C| |z| = 1} con el producto usual y la topologia
heredada de C es un grupo topolégico que, de hecho, es compacto, pues es
cerrado y acotado en C.

Si F € {R,C}, entonces denotamos por M,,(FF) al espacio vectorial de matri-
ces de n x n con entradas en F. A través de la biyecciéon que a cada matriz
(ai;) € M, (F) le asocia el vector (by, ..., b,) € F"* con entradas by (j_1)n = aij,
podemos equipar a M,,(IF) con la topologia euclideana de ™. De esta manera,
el espacio M,,(F) es homeomorfo a ]F”Q, y por lo tanto no es compacto, pero si
localmente compacto y o-compacto. Més atn, es facil verificar que las operacio-
nes ((a;;), (bij)) = (a;; + bi;) y (aij) — (—a;;) son continuas con esta topologia
To, por lo que M,,(IF) es un grupo topoldgico abeliano con la suma de matrices.

Con el producto de matrices, sin embargo, M,,(F) no es ni siquiera un grupo,
pues no todas las matrices tienen inverso multiplicativo. Sin embargo, el con-
junto GL(n,F) = {M € M, (F) | M es invertible} si es un grupo topologico
llamado el grupo general lineal. Este es la preimagen del abierto F \ {0}
bajo la funciéon continua det: M, (F) — F, y por lo tanto es abierto. Como
la compacidad local se hereda a abiertos en espacios de Hausdorff |9, p. 239],
GL(n,F) es un grupo topolégico localmente compacto.

En lo que resta de esta seccion veremos tres tipos de resultados. Primero veremos un par
de proposiciones que muestran que en los grupos topologicos las propiedades topologicas
se armonizan de manera natural con las propiedades algebraicas. Después presentaremos

algunos teoremas de caracter mas técnico relacionados con las bases locales de un grupo

topologico. Finalmente, veremos que en estos espacios es posible hablar de continuidad
uniforme y de conjuntos totalmente acotados, sin tener que recurrir a una métrica.

Recordamos la siguiente notacién que nos permite hablar de operaciones sobre subcon-

juntos de un grupo.

Definicién 1.1.4 (operaciones entre subconjuntos de un grupo).

Sea G un grupo y A, B C G. Escribimos

AB={ablac A,be B} y A'={a']acA}.

n veces n veces
A\

™~

—_——
Para todo n € N, denotamos por A" = AA---Ay A™ = A7'A ... A7 a las
potencias de A. También escribiremos aA y Aa en vez de {a} Ay A{a}. Finalmente,

decimos que A es simétrico si A~! = A.

Estas operaciones siempre tienen jerarquia sobre las operaciones de conjuntos. Es
decir, aANB = (aA)N B, A\ BC = A\ (BC), AUB™'= AU (B™!), etc.
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El siguiente es un resultado puramente algebraico, pero lo utilizaremos tanto que vale
la pena enunciarlo y demostrarlo.

Proposicion 1.1.5. Sean G un grupo, A,B C G yx € G. Entonces tANB # 0 siy
solamente si v € BA™!.

Demostracion. Tenemos b € AN B si y solamente si b € B y existe a € A tal que
b= za € B, que es equivalente a que z = ba~' € BA™!. O

En un grupo topolégico, las operaciones sobre subconjuntos respetan sus propiedades
topologicas.

Proposicion 1.1.6. Sea G un grupo topoldgico. Entonces:
(1) St U C G es abierto y A C G no vacio, AU, UA y U~" son abiertos.
(11) Si F C G es cerrado, aF, Fa y F~' son cerrados para cualquier a € G.
(1) St ACG yac€QG,
int(aA) = a(intA),  int(Aa) = (intA)a, int(A™1) = (intA) ™!,
cl(aA) = a(clA), cl(Aa) = (clA)a y (A7) = (clA)h
(1v) Si K,L C G son compactos, KL y K~ son compactos.

Demostracion. Para cada a € G, definamos las funciones i,,42,7*: G — G por
io(7) = ma, 4i(xr) = ax e i*(z) = z7'. Dado que G es un grupo topolégico, estas
son continuas, y como (i,)"" = i1, (41)7! = 4i e (%)}
mos.

= ¢*, son homeomorfis-

(1) Para cada a € A, es facil ver que aU = (,-14) ' (U), Ua = (i) " (U) y
U= = (i*)71(U). Dado que U es abierto, aU, Ua y U~! son abiertos. Asf
AU = JyeqaU y UA = J,c4 Ua son abiertos.

(11) Este inciso se sigue de aF = (4-11)"Y(F), Fa = (iq—)"Y(F) y F~' = (i*)7(F)
para cada a € A.

(11i1) Todas las igualdades son una consecuencia de que las funciones i,, ,i e i* son
homeomorfismos. Por ejemplo, int(aA) = int(,i(A)) = 4i(intA) = a(int A).

(1v) K~' es compacto pues es la imagen de K bajo i*. KL es compacto pues es la
imagen del compacto K x L bajo la funcién continua (z,y) — zy. O]

Proposicion 1.1.7. Sea G un grupo topologico y H C G un subgrupo. Entonces H es
un grupo topoldgico con la topologia de subespacio.
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Demostracion. Las restricciones de las funciones x — z7' y (z,y) — xy de H en H
y H x H, respectivamente, heredan la continuidad. Si G es T}, entonces H es T, con
la topologia de subespacio. O

Ejemplo 1.1.8 (subgrupos del grupo general lineal).
El grupo general lineal GL(F,n) de matrices invertibles de n X n con entradas en el
campo F € {R,C} que presentamos en el ejemplo 1.1.3 (1) tiene subgrupos muy
importantes. En este trabajo no los estudiaremos directamente, pues mantendremos
un enfoque mas abstracto, pero son utilizados en tantas areas de las mateméticas y
la fisica, que no podiamos dejarlos fuera:

o El grupo ortogonal es O(n) = {M € GL(n,R) | M~' = MT}.

o El grupo unitario es U(n) = {M € GL(n,C) | M—* = M1}, donde Mt = M"
es la transpuesta conjugada de M.

o El grupo especial lineal es SL(n,F) = {M € GL(n,F) |det M = 1}.
o El grupo especial ortogonal es SO(n) = SL(n,R) N O(n).
o El grupo especial unitario es SU(n) = SL(n,C) N U(n).

Como la transposicion, la conjugacion y el determinante son todas operaciones conti-
nuas, todos estos subgrupos de GL(n, F) son cerrados y, en consecuencia, localmente
compactos. Mas atn, se puede verificar que los grupos O(n), U(n), SU(n) y U(n)
son compactos |8, p. 51].

Definicién 1.1.9 (isomorfismo topologico). Sean Gy G’ grupos topoldgicos, decimos
que f: G — G’ es un isomorfismo topoldgico si f es un isomorfismo de grupos
que ademés es un homeomorfismo de espacios topoldgicos. En caso de que exista tal
funcion f diremos que G y G’ son isomorfos topoloégicamente.

Los siguientes resultados garantizan la existencia de ciertas vecindades de e que nos
seran de extrema utilidad.

Proposicién 1.1.10. Sea G un grupo topologico, W C G una vecindad de e y n € N.
Entonces existe una vecindad U C G de e abierta y simétrica (i.e. U™ = U) tal que
urcCcw.

Demostracion. Como f: G™ — G dada por f(zq,xs,...,2,) = X129+ T, €S con-
tinua, f~}(WW) C G™ es una vecindad de (e,e,...,e) € G™. Por lo tanto existen
Vi, Va, ..., V, C G vecindades abiertas de e tales que Vi x Vo x -+ x V,, C f=YWV).
Tomemos V =V, NV, N---NV, vecindad abierta de e. De inmediato
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Sea U = V N V™! Por la proposiciéon 1.1.6, inciso (1), V™! es una vecindad abierta
de e, y entonces U también. Ahora, si x € U, entonces x = v; = v, ' con vy, vy € W.
Luegoz™! = vi' = vy € VINV = U, por lo que U es simétricay U" C V* C W. O

Proposicion 1.1.11. Sea G un grupo topologico localmente compacto, U C G abierto
y K C U compacto. Entonces existe una vecindad compacta N de e tal que KN C U
y NK CU.

Demostracion. Para cada v € K, 27U es una vecindad de e. Por la proposi-
cion 1.1.10 existe una vecindad abierta V, de e con V2 C 27'U. Como K C |, 2V
y K es compacto, existe F' C K finito tal que K C (J,cpaVs. Sea V =, cp Va
vecindad de e. Entonces

Kvc|Jawvel|JavZcu
el z€F

Analogamente, existe una vecindad V' de e tal que KV’ C U. Como G es localmente
compacto, existe una vecindad compacta N C V NV’ de e. De inmediato KN C U
y NK CU. O]

Recordemos el siguiente resultado basico de topologia. Sean X un conjunto y para
cada z € X, V(x) una familia no vacia de subconjuntos de X tal que: (a) para todo
VeV(x), z € V; (b) dados U,V € V(z), existe W € V(z) con W C V NU,; (c) para
cada y € U € V(x) existe V € V(y) con V C U. Entonces existe una tnica topologia
para X donde V(x) es una base local de vecindades abiertas para 2. Es posible adaptar
este resultado para el caso de grupos topologicos de la siguiente manera.

Proposicion 1.1.12. Sea G un grupo y consideremos una familia no vacia V de sub-
conjuntos de G tal que:

(a) Para todoV €V, ecV.

Dados U,V € V, existe W €V tal que W CV NU.
Para cada U €V yx € U, existe V€V conxV CU.
Para cada U €V existe V €V tal que VV 1 C U.
Dados U €V yx € G, existe V€V tal que V C aUx L.
f) Six e G\ {e} existe VeV, tal quex ¢ V.

Entonces la familia

V(z) ={2V |V eV}

@) C.f. (10, 1.2.3, p. 21]
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es una base local de vecindades abiertas para cada v € G en una unica topologia con
la cual G es un grupo topologico.

Demostracion. Los incisos (a), (b) y (c) garantizan que existe una tnica topologia
para G en la cual V(z) es una base local de vecindades abiertas para = € G. Veamos
que, con esta topologia, GG es un grupo topoldgico.

Para ver que x — 2~ ! es continua, basta que veamos que si U C G es abierto, U~!
es abierto. Sea z € U~!. Entonces z7' € U. Por ser V(z~!) base local para z7!,
existe V € V tal que x7! € 7'V C U. Por la propiedad (e), existe V' € V con

xV'z~! C V. Luego, por la propiedad (d), existe W € ¥V con WW 1 C V. Asi,
€W CaWW t=a(WW HtCaV' =@ 2V )yt C@?Vv)tcu,
y entonces U1 es abierto.

Para ver que (z,y) — zy es continua, sea U C G abierto. Debemos ver que P =
{(z,y)|zy € U} es abierto en G x G. Sea (x,y) € P. Basta encontrar dos vecindades
A,B C G de z y y, respectivamente, con (z,y) € A x B C P. Es decir, tales que
AB C U. Como zy € U, existe V € V con xy € zyV C U. Por la propiedad (d),
existe V] € V con V;J’V;J’_l C V. Volviendo a aplicar la misma propiedad, obtenemos
Vy, € V con I/'y‘/zfl C V,. En particular, se tiene V;f C V. Ahora, por la propiedad
(e), existe V; € V con y~'V,y C V. De alli, tenemos que y~'V,yV, C V> C V. Es
decir, si tomamos A = zV, y B = yV), se tiene AB = zV,yV, CzyV C U.

Finalmente, la propiedad (f) implica que G es Tp. ]

Es un hecho bésico del analisis que toda funciéon continua sobre un conjunto compacto
es uniformemente continua. En los grupos topologicos, también podemos hablar de
continuidad uniforme, y lo mismo es cierto.

Proposicion 1.1.13. Sea G un grupo topolégico y f € Co(G). Entonces f es uni-
formemente continua por la izquierda (derecha). Es decir, para todo € eziste una
vecindad abierta V de e tal que para cada x,y € G, si x € yV (Vy), entonces

|f(x) = fly)] <e

Demostracion. Hacemos el caso izquierdo, el otro es anédlogo. Sea ¢ > 0. Como f
es continua, para cada a € suppf, existe una vecindad abierta U, de a tal que si
y € Uy, |f(a) — f(y)] < €/2. Entonces V, = a~'U, es una vecindad de e. Por la
proposicién 1.1.10, existe W, una vecindad abierta y simétrica de e tal que W2 C V.
Ahora, la familia {aW, | @ € suppf} es una cubierta abierta del conjunto compacto
suppf. Por lo tanto, existe /' C G finito tal que suppf C (J,cp aW,. El conjunto
W = (N,er Wa es vecindad abierta de e y, por la proposicion 1.1.10, existe una
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vecindad abierta y simétrica V' de e tal que V C W.

Demostremos que V es la vecindad buscada. Sean z,y € G con x € yV y separemos
en casos.

Siz,y € G\ suppf, entonces f(z) = f(y) = 0 y trivialmente |f(x) — f(y)| < .

Siy € suppf C FV, entonces para algin a € F, y € aV C aW, C dV, = U,.
Ademas x € yV C aW,V C aW? C aV, = U,. Por lo tanto
|f(@) = fWl < 1f(a) = f(@)|+[f(a) = f(y)] <

+ - =€

DO ™

Finalmente, si € suppf, tenemos xy~! € V. Como V es simétrica, yz=! € V.
Luego y € V' y podemos aplicar el caso anterior. O]

Asi como hemos podido hablar de continuidad uniforme en un grupo topolégico sin
recurrir a una métrica, es posible definir la nocién de conjunto totalmente acotado.

Definicién 1.1.14 (conjunto totalmente acotado y grupo localmente acotado).
Sea GG un grupo topologico y A C G. Decimos que A es totalmente acotado si
para cualquier vecindad U de e existe F' C G finito tal que A C FU.

Decimos que G es localmente acotado [1] si cada punto de G tiene una vecin-
dad totalmente acotada, o, equivalentemente, si existe una vecindad de e que sea
totalmente acotada.

No es dificil verificar que, en el caso en el que el grupo es metrizable, esta definicion
coincide con la definicion usual de conjunto totalmente acotado en espacios métricos.
Los grupos localmente acotados tienen una propiedad extremadamente ttil: tienen una
completacion localmente compacta.

Teorema 1.1.15. Sea G un grupo topoldgico localmente acotado. Entonces existe un
inico™ grupo topolégico G O G localmente compacto del cual G es un subgrupo
denso.

Este resultado fue originalmente demostrado por Weil [35] utilizando la teoria de estruc-
turas uniformes. La demostracion es extensa y queda fuera del alcance de este trabajo,
pero es posible consultarla directamente en la referencia [35, cap. 3|, o un tratamiento
méas moderno se encuentra en la referencia [1, p. 398|. Utilizaremos el teorema 1.1.15
al final del capitulo 3, para demostrar el teorema 3.3.20.

(3)Un subconjunto A de un espacio métrico es totalmente acotado si para cualquier € > 0 existe una
familia finita de bolas abiertas de radio € que cubre a A.
(9)Unico salvo isomorfismo topologico.



13

1.2. Integrales en espacios topologicos

Resulta conveniente, al querer integrar las funciones continuas de un espacio topolo-
b

gico en C, enfocarse en aquellas que son diferentes de cero solo dentro un conjunto

compacto.

Definicién 1.2.1 (soporte y familias de funciones continuas). Sea X un espacio topo-
logico. Dada f: X — C, definimos el soporte de f como

suppf = cl(X \ f71({0})) = cl{z € X | f(z) # 0}.

Denotamos por C(X) al conjunto de funcionas continuas de X en C y Co(X) al
conjunto de funciones en C(X) cuyo soporte es compacto.

Finalmente, escribimos Ci (X ) y Cg (X) para denotar a los conjuntos de funciones en
Co(X) que toman valores reales y que toman valores reales no negativos, respectiva-
mente.

Es facil verificar que se satisfacen las contenciones Cg (X) C CF(X) C Co(X) C C(X).
Si X es compacto, se tiene ademas que C(X) = Co(X).

Proposicion 1.2.2. Dado un espacio topoldgico X, los conjuntos C(X) y Co(X) for-
man espacios vectoriales complejos con la suma y producto escalar usuales, Ci(X)
es un espacio vectorial real y Cf (X) es cerrado bajo la suma y multiplicacion por
escalares no negativos.

Demostracion. Sabemos que la suma y producto por escalar de funciones conti-
nuas resulta en una funciéon continua. Ademaés, si tomamos f,g € Co(X), entonces
supp(f + g) C suppf Usuppg, y, por lo tanto, (f + g) € Co(X). Similarmente, para
todo ¢ € C, supp(cf) C suppf, por lo que cf € Co(X). Las demés aseveraciones son
evidentes. O]

Definicion 1.2.3 (integral en un espacio topologico). Sea X un espacio topologico.
Decimos que una funcion I: Co(X) = C, I: CHX) =R o I:Cf(X) —[0,00) es
una integral si satisface las siguientes condiciones:

(1) I(f+g) =I1(f) + 1(g). (Aditividad)
(11) I(cf) = cI(f) para todo c en el contradominio de I. (Homogeneidad)
(111) I(f) € [0,00) para toda f € Cj (X). (Positividad)

Denotamos por Z(X) al conjunto de integrales de la forma I: Co(X) — C, Zg(X) al
conjunto de integrales de la forma I: C5(X) — R e Z, (X) al conjunto de integrales
de la forma I: Cf (X) — [0, 00).
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A continuacién, veremos que las integrales que hemos definido se pueden restringir y
extender entre los conjuntos Z(X), Zr(X) e Z;(X) de manera tnica.

Proposicion 1.2.4. Sea X un espacio topoldgico. Si I,1I' € Z(X) o I,I' € Tr(X)
coinciden para funciones en Cq (X), entonces son iguales.

Demostracion. Solo realizamos el caso en el que I, I’ € Z(X). El otro caso es similar.

Cada funcion f € Cy(I) se puede escribir como f = fp — fr +i(f;7 — f;) con
I frs i fr € Cf(X) dadas por

f#+ = méx{Re(f),0}, fr = —min{Re(f),0},
fi = méx{Im(f), 0} y fr = —min{Im(f), 0}.
De inmediato
I'(f)=1(fg = fa +ilff =) =T(fg) = I'(fr) +ill'(f7) = I'(f;))
=I(fg) = I(fg) +ilI(f) = I(f7))
=I(fg — fr +i(ff = 1)) =1(f). o

Proposicion 1.2.5. Sea X un espacio topologico.
(1) Toda I € T,.(X) se extiende de manera unica a una integral I € Tr(X).
(11) Toda I € Ig(X) se extiende de manera unica a una integral I € T(X).

Demostracion. Para extender de Cg (X) a Ci(X), usamos que cada f € Co(X) se
puede escribir como f = f* — f~ con f*, f~ € Cj (X) dadas por

t =méx{f,0} y f~ = —min{f,0}.

Entonces definimos I(f) = I(f) — I(f~). Es facil ver que I: C5(X) — R es una
integral.

Para extender de Cx(X) a Co(X), definimos I(f) = I(Re(f)) + iI(Im(f)) para ca-
da f € Co(X). Igualmente es facil ver que I: Cy(X) — C es una integral. Por la
proposicion 1.2.4, estas extensiones son tinicas. ]

Proposicion 1.2.6. Sea X un espacio topoldgico.

(1) La restriccion de una integral I € I(X) al conjunto CX(X) es una integral
[|cgl$(X) € Ir(X).

(11) La restriccion de una integral I € Ir(X) al conjunto C§ (X) es una integral
et (x) € Z+(X).
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Demostracion. De la positividad de la integral, si f € Ci(X), entonces I(f) € [0, 00)
para cualquier I € Zg(X), lo que demuestra el inciso (11). Para verificar el inciso (1),
tomemos I € Z(X) y f € C&(X) y veamos que I(f) € R. Como en la demostracion
anterior, escribimos f = fT — f~ con f*, f~ € Cf(X). Por la aditividad y homo-
geneidad, I(f) = I(f*) — I(f™), vy, por la positividad, I(f*),I(f~) € [0,00). En
consecuencia, se tiene I(f) € R. O

Corolario 1.2.7. Sea X un espacio topoldgico. Existen biyecciones
I(X) % Ta(X) & T, (X)

tales que o(1)(f) = I(f) para cada I € I(X), f € C5(X) y o'(I)(f) = I(f) para
cada I € Ip(X), f € CaL(X),(n’))

De ahora en adelante, omitiremos estas biyecciones en la notacién, y hablaremos in-
distintamente de las integrales en Z(X), Zg(X) y Z,(X), entendiendo que se pueden
extender y restringir naturalmente unas en las otras.

Proposicion 1.2.8. Sea X un espacio topolégico e I una integral en X.
(1) Si f,g € C§(X) satisfacen f(x) > g(x) para todo v € X, entonces I(f) > I(g).
(1) Si f € Co(X), entonces |I(f)| < I(]f])
Demostracion.
(1) Sea h = f — g € Cj (X). Entonces por la positividad y aditividad de la integral,
I(f) = 1(g +h) = I(g) + I(h) = 1(g).
(1) Si f € CF(X), dado que para todo = € X, —|f(z)| < f(z) < |f(«)[, del inciso
anterior se tiene |I(f)| < I(|f]).
Ahora, si I(f) es real, entonces tenemos
1(f) = I(Re(f)) + il (Tm(f)) = I(Re(f))
y por el caso antesior |1(f)| = |I(Re(f))| < I([Re(£)]) < I(I/]).

Finalmente, en general, existe ¢ € C con I(e?f) = €I(f) € R. Por el caso
anterior,

(A =1e"I(H = 1" /)l < I(Ie” fI) = I( f])- a

®)Los conjuntos Z(X), Zg(X) e Z,(X) son monoides conmutativos con la suma de funciones usual,
y al equiparlos con la multiplicacién por escalares no negativos, adquieren estructura de semimodulos.
Es sencillo verificar que, de hecho, las biyecciones o y ¢’ son isomorfismos de semimo6dulos.
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1.3. El teorema de representacion de Riesz-Markov-
Kakutani

En la seccion anterior hemos llamado integral a cualquier funcional positivo de Cy(X)
en C o R, pero no hemos hablado de integrales en el sentido usual de Lebesgue. Ni
siquiera hemos escrito el simbolo [. Esta breve seccion esta dedicada mostrar que en
un espacio topoldgico X que sea localmente compacto y de Hausdorff, cada funcional
positivo de Z(X), que a priori llamamos integral, en efecto es la integral de Lebesgue
inducida por cierta medida en B(X), los conjuntos de Borel de X. Este resultado se
conoce como el teorema de representacion de Riesz-Markov-Kakutani [19, 23, 28].

La construccion de la medida inducida por una integral es ilustrativa, por lo que la
incluimos a continuacién, pero omitiremos algunas demostraciones de caracter mas
técnico. Este tratamiento fue tomado de las referencias [12, 31]. Las demostraciones
completas se pueden consultar alli.

Definicion 1.3.1 (medida de Radon). Sea X un espacio topologico de Hausdorff. Una
medida p: B(X) — [0, 00] es una medida de Radon [12, 27| si satisface:

(1) Para x € X existe U € B(X) vecindad de x tal que u(U) < oo. (Finitud local)
(11) Para todo E € B(X) abierto o con u(E) < 00,
n(E) = sup{ u(K) ’ K C E compacto}.  (Regularidad interior)

(111) Para todo E € B(X),
u(E) =if{u(U) | ECU C X,U abierto}.  (Regularidad exterior)

La finitud local implica que para cada K C X compacto, u(K) < oo, y si X es
localmente compacto, ambas propiedades son equivalentes.

Ejemplo 1.3.2 (la medida de Dirac). Sea X un espacio topologico de Hausdorff y lo-
calmente compacto, y z € X fijo. La medida de Dirac d,: B(X) — {0, 1} esta dada
por

0 six¢dFE,

0,(F) =
() 1 sizeFE.

(6) Puede parecer extrafio que no pidamos que la regularidad interior se satisfaga para todo E € B(X).
Resulta que el teorema 1.3.4 deja de ser cierto si pedimos esta regularidad més fuerte. El ejemplo que
lo evidencia se puede encontrar en la referencia [31, cap. 2 ej. 17, p. 59]. Cabe mencionar que si al
teorema 1.3.4 se le anade la hipotesis de que X sea o-compacto, entonces la medida si satisface la
regularidad interior para todo E € B(X) (c.f. [31, teo. 2.17, p. 48]).
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Veamos que ¢, es una medida de Radon; la finitud local se tiene porque 6,(F) < 1
para cualquier £ € B(X).

Verifiquemos la regularidad interior. Si z € E € B(X), entonces Ky = {2} C F es
compacto y 1 = §,(Ky), por lo que sup{éx(K) | KCFE compacto} =1=9,.(F). Si,
por otro lado, x ¢ E, entonces para cualquier compacto K C E, © ¢ K y por lo
tanto 0 = 0,(K). Asi, en este caso sup{d,(K) | K C E compacto} =0 = §,(E).

Finalmente, para la regularidad exterior, si x € E € B(X), y U 2 E es abierto,
entonces € U, asi que 0,(F) =1 = inf{éx(U) ‘ ECUCX,U abierto}. Si, por
otro lado, z € E, como X es de Hausdorff, el conjunto Uy = X \ {x} D FE es abierto
y 0= 6,(Uy), por lo que inf{4,(U) | EC U C X,U abierto} =0 = §,(E).

Ejemplo 1.3.3 (la medida de conteo en R no es de Radon).
Sobre R, con la topologia euclideana, definamos la medida de conteo v: B(R) —
[0,00] dada por v(F) = n si E tiene n elementos, y v¥(E) = oo si E es infinito.
Entonces v no es localmente finita, pues K = [0, 1] es compacto pero v(K) = oo.
Es facil verificar que v si satisface la regularidad interior, pero no la regularidad
exterior, pues v({0}) = 1 pero para cualquier abierto U C R con 0 € U, el conjunto
U es infinito.

Las medidas de Radon se relacionan directamente con las integrales que definimos en
la seccion anterior.

Teorema 1.3.4 (de representaciéon de Riesz-Markov-Kakutani (RMK)).
Sea X un espacio de Hausdorff y localmente compacto. Para cada integral I € T(X)
existe una unica medida de Radon p: B(X) — [0,00] tal que para toda funcion

feci(X),
1(f) = / f(2) dp(z).

Por ejemplo, la medida 6, del ejemplo 1.3.2 es la medida asociada a la integral I, € Z(X)
dada por I.(f) = f(x).

Procedemos a demostrar el teorema de representacion de RMK siguiendo el camino de la
referencia [31]. Para construir la medida buscada, lo natural seria definir u(A) = I(xa),
donde y 4 es la funcion caracteristica de A € B(X), pero esto conlleva un problema
evidente, dado que dificilmente ocurre y4 € Co(X), salvo, claro, que A = (). Por lo
tanto, no hay forma de evaluar directamente y 4 en I. Sin embargo, esta no es una mala
idea. Lo que haremos es aproximar la funcién caracteristica de A a través de funciones
en Cf (X). Esto nos permitird definir la integral de x4 y con ello la medida buscada.
Para este proposito, introduciremos la siguiente notacion.
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Definicion 1.3.5. Sea X un espacio topologico, K C X compacto, U C X abierto y
f € Cq(X). Escribimos
f=<uU

para decir que suppf C Uy f(x) < 1 para todo z € X (y entonces 0 < f(x) < xy(x)
para todo x € X). Y escribiremos
K<f

para decir que xx(z) < f(x) <1 para todo x € X (y entonces f(z) = 1 para todo
r € K).

El siguiente es un resultado béasico del estudio de espacios de Hausdorff y localmente
compactos que utilizaremos repetidamente a lo largo de esta tesis.

Teorema 1.3.6 (version débil del lema de Urysohn). Sean X un espacio topold-
gico de Hausdorff y localmente compacto, U C X wun abierto no vacio y K C U
compacto. Entonces existe [ € Ci (X) tal que

K< f=<U.

Demostracion. Para cada z € U existe N, C U una vecindad compacta de x. En-
tonces K C |J,j intN,. Por compacidad, existe F* C K finito con

KCV=|JintN,.

zeF

Ademés clV C UxeF N, por lo que clV es compactoy K C V C clV C U. Como
clV es compacto y Hausdorff, es normal. Entonces, por el lema de Urysohn,(”) existe
f:clV —[0,1] continua y tal que f(K) C {1}y f(clV \ V) C {0}. Si extendemos a
f: X — [0,1] definiendo f(z) = 0 para todo x € X \ clV, es facil verificar que f es
continua. Ademas, tenemos suppf C clV C U y xg(x) < f(z) < xv(x) para todo
r e X. [

La unicidad de la representacion de RMK se sigue facilmente del teorema anterior.

Corolario 1.3.7 (unicidad de la representacion de RMK). Sea X un espacio de
Hausdorff y localmente compacto, I € Z(X) una integral y p,p': B(X) — [0, 00]
medidas de Radon tales que para toda funcion f € Cf (X),

/ f(2) d(z) = I(f) = / F() dyd ().

Entonces = p'.

(MC.f. (10, 1.5.11, p. 41]
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Demostracion. Por la regularidad exterior, basta probar que p y ¢/ coinciden en los
abiertos de X. Sean U C X abierto y € > 0. Por la regularidad interior, existe K C U
compacto tal que pu(K) +e > u(U).

Por la version débil del lema de Urysohn (teorema 1.3.6), existe f € Cq(X) con
K < f <U. Luego

u(U) — ¢ < p8) = [ ale) dute) < [ @) dute) = 10) = [ 7o) )
< [ ) - w),

Como ¢ > 0 fue arbitrario, u(U) < p/(U). Intercambiando p y 1 en el razonamiento
anterior, se obtiene que ' (U) < u(U), por lo que pu = 1. m

Fijemos X un espacio de Hausdorff y localmente compacto, y una integral I € Z(X).
Procedemos a construir la medida del teorema de representacion de RMK (teore-
ma 1.3.4).

Definimos, para cada abierto U C X,

uw(U) =sup{I(f)| f=<U}, (%)

y en general, para cualquier F € B(X),
p(E) = inf{u(U) ‘ E CUC X,U abierto}. (% %)

En el caso de que E sea abierto, el infimo en (% %) es un minimo, por lo que las definicio-
nes (%) y (%) son consistentes. Construida de esta manera, la funcién p inmediatamente
satisface la regularidad exterior.

Proposicion 1.3.8. La funcion p: B(X) — [0, 00] definida en (x) y (x*) satisface:
(1) p es una medida de Radon.
(11) Para cada U C X abierto, u(U) = sup{I(f) | f < U}.
(111) Para cada K C X compacto, u(K) = inf{[(f) | K < f}.
(1v) Para cada f € Co(X = [ f(x)

La propiedad (11) se tiene directamente de la definicion. La demostracion del resto de
estas propiedades no resulta particularmente ilustrativa para el enfoque de este trabajo,
pero el lector que esté interesado en ello puede consultar una demostracion detallada en
la referencia [31, pp. 42-47|. Las propiedades (I) y (IV) son justamente las enunciadas
en el teorema de representacion de RMK (teorema 1.3.4).
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1.4. La o-algebra de Baire

Para ciertos tratamientos, como el que presentaremos en el capitulo 3, la o-dlgebra de
Borel resulta demasiado grande. La idea de esta seccién es explorar hasta qué grado es
posible reducir el nimero de subconjuntos medibles de un espacio localmente compacto
y de Hausdorff X, sin sacrificar la mensurabilidad de las funciones en Cq (X).

Dividimos esta secciéon en dos. En el apartado 1.4.A, definiremos el concepto de con-
junto de Baire, y veremos algunas propiedades importantes de estos objetos. En el
apartado 1.4.B, veremos como las medidas de Baire, que se definen sobre la o-algebra
de conjuntos de Baire, se conectan con las medidas de Radon que estudiamos en la
seccion anterior. El tratamiento que presentaremos en ambos apartados esta basado en
las referencias 16, 30].

1.4.A. Conjuntos de Baire

Definiciéon 1.4.1 (o-algebra de Baire). Sea X un espacio topolégico. La o-algebra
de Baire, Ba(X), es la o-4lgebra més pequetia para X en la cual cada f € Cg (X)
es medible. Es decir, Ba(X) es la o-algebra generada por

{f ! (la,00)) [a >0, f € CF (X))}
A los elementos de Ba(X) los llamamos los conjuntos de Baire de X.(®

Dado que las funciones en Cy (X) son medibles respecto a B(X), todo conjunto de
Baire es un conjunto de Borel. Es decir, Ba(X) C B(X). A continuacion, daremos
una caracterizacion de la o-dlgebra de Baire en espacios topologicos de Hausdorff y
localmente compactos.

Definicion 1.4.2. Sea X un espacio topoldgico. Denotemos por GY(X) a la familia de
subconjuntos compactos y Gs de X.

Lema 1.4.3. Sea X un espacio topologico localmente compacto y de Hausdorff.
(1) Para toda f € Ci(X) y F C (0,00) cerrado, f~(F) € GI(X).

(1) Si C € GY(X), emisten f, € Cq(X), n € N, tales que C' = (), on ' ([1,00)) y
fa—=rxc (puntualmente).

(®)Un ntmero considerable de conceptos en topologia y analisis llevan el apellido de René-Louis Baire.
Los conjuntos de Baire que hemos definido aqui no deben confundirse con los conjuntos que satisfacen
la llamada propiedad de Baire que, por una desafortunada coincidencia, también forman una o-algebra.
Nosotros no trabajaremos con la propiedad de Baire (ni con espacios de Baire, funciones de Baire o
el teorema de categoria de Baire).



1.4. La o-algebra de Baire 21

Demostracion.

(1) Sea K = f~'(F) con f € Cj (X). Dado que F es cerrado en el espacio métrico
R, debe ser Gs. Por continuidad, f~1(F) es Gs y cerrado en X. Como 0 & F,
tenemos que f~'(F) esta contenido en el compacto suppf y entonces f~!(F)
es compacto.

(11) Sea C' € G9(X). Por ser G, tenemos que C' = ), oy Vi donde V,, € X es abierto
para cada n € N. Sea U, = (), V;, de manera que U,41 C U, y C = (,c Un-
Por la version débil del lema de Urysohn (teorema 1.3.6), para cada n € N existe
fn € CH(X) con f,(C) C {1}, fu(z) <1 para todo z € X y suppf, C U,. De
inmediato concluimos que C' C (), oy fo ' ({1}). Inversamente, si f,(z) = 1 para
todo n € N, entonces

z e (suppfn C [\ Un=C.
neN neN
Con ello C' = N,en fo "({1}) = Nyen fa '([1,00)). Evidentemente f,——xc
(puntualmente). O

Proposicion 1.4.4. Sea X un espacio topoldgico localmente compacto y de Hausdorff.
Entonces Ba(X) es la o-dlgebra generada por GI(X).

Demostracion. Denotemos por o(GY(X)) a la o-algebra generada por G9(X).

Sea C' € GY(X). Por el lema 1.4.3 (11), existen f, € Cq(X) (n € N) tales que
C' =Nyen [ ([1,00)) € Ba(X). Esto muestra que o(G9(X)) C Ba(X).

Para la otra contencion, sea f € Cj (X). Por el lema 1.4.3 (1), para cada a > 0,
[ Y(a,)) € GYX). Ademas, si a = 0, entonces f~!([a,0)) = X. En cualquier
caso se cumple que f~!([a,0)) € o(GY(X)) y por lo tanto Ba(X) C ¢(GY(X)). O

Ejemplo 1.4.5 (los nimeros reales). Resulta que Ba(R) = B(R). En efecto, por la
proposicién 1.4.4,
Ba(R) = o(G3(R)),

pero, como R es metrizable, todos sus subconjuntos cerrados son (G, y entonces
GY(R) es solo el conjunto de compactos de R. Como B(R) es la o-algebra generada
por los cerrados de R, para ver que B(R) C Ba(R), basta que veamos que todo
cerrado F' C R es o-compacto (unién numerable de compactos). Pero esto es cierto,
pues

F = UFﬂ [—m, m],

meN

donde cada F'N [—m,m] es cerrado y acotado.
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Si bien en R los conjuntos de Baire y de Borel coinciden, esto no ocurre siempre. Hay
espacios topologicos donde son muy diferentes.

Ejemplo 1.4.6 (espacios discretos). Sea X un espacio topologico discreto. Entonces
B(X) contiene a todos los subconjuntos de X, puesto que todos son abiertos. Por
otro lado, como todos los compactos de X son finitos, GY(X) = {F C X|F es finito},
y entonces de la proposicion 1.4.4 deducimos que

Ba(X) = o(GY(X)) = {N C X | N es numerable o X \ N es numerable}.

Por lo tanto, si X es discreto, B(X) = Ba(X) ocurre si y solamente si X es nume-
rable.

Los conjuntos de Baire guardan relaciones especiales con las bases y los homeomorfismos
de los espacios topologicos localmente compactos y de Hausdorff. Ademas, a diferencia
de la o-algebra de Borel, la o-algebra de Baire se comporta bien con los productos
topologicos. En lo que resta de este apartado, precisaremos y demostraremos estas
relaciones. Para poder hacer esto, debemos primero estudiar algunas propiedades de los
conjuntos en GY(X).

Proposicion 1.4.7. Sea X un espacio topologico localmente compacto y de Hausdorff.
Sea U un abierto y C C U compacto. Entonces existen K € GY(X) y V abierto
o-compacto tales que

CCVCKCU.

Demostracion. Por la version débil del lema de Urysohn (teorema 1.3.6), existe una
funcion f € Cf (X) con suppf C U, f(C) C {1} y f(x) <1 para todo x € X. Sean

V=f/22)=r q 11,2—%})

neN

vy K = f7%([1/2,2]), que por el lema 1.4.3 (1) son o-compactos y compacto Gs,
respectivamente. De inmediato se satisfacen las contenciones del enunciado. O]

Proposicion 1.4.8. Sea X un espacio topologico localmente compacto y de Hausdorff.

(1) Si K € GY(X), entonces existe una familia numerable {V,, | n € N} de abiertos

o-compactos tal que K = (), . Vn. Mds ain, cada V, estd contenido en un

neN
conjunto compacto y Gs.

(11) St V. C X es abierto y o-compacto, entonces existe una familia numerable
{K,|neN} CGYX) tal que V =,y Kn. Mds aiin, cada K,, contiene un
conjunto abierto y o-compacto.
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Demostracion.

(1) Como K es G, entonces K = [, oy
posicién 1.4.7, para cada n € N existen K,, € G(X) y V,, abierto o-compacto

U, para algunos abiertos U,. Por la pro-

con
K CV,C K, CU,.

Luego K =)

neN

(11) Como V' es o-compacto, entonces V' = |J, oy Cn para algunos compactos Cy,.
Por la proposicién 1.4.7, para cada n € N existen K,, € GY(X) y V,, abierto
o-compacto con

C,CV,CK,CV.
Luego V = ) O

nEN

Corolario 1.4.9. Sea X un espacio topoldgico localmente compacto y de Hausdorff.
Entonces st V. C X es abierto y o-compacto, V € Ba(X).

Demostracion. Es una consecuencia directa del inciso (11) de la proposicion 1.4.8. [

Con los resultados anteriores, podemos mostrar las relaciones que guardan los conjuntos
de Baire con las topologias localmente compactas y de Hausdorff. Primero veamos que
la o-algebra de Baire siempre esta contenida en cualquier o-algebra generada por una
base para la topologia.

Proposicion 1.4.10. Sea X un espacio topoldgico localmente compacto y de Hausdorff.
Si B es una base para X, entonces Ba(X) C o(A).

Demostracion. Sea K € GY(X). Digamos que K = MNnen Un para algunos abiertos
U, C X Como 2 es una base, para cada r € K C U existe B( € 2 tal que

x € Bl C U,. Dado que K es compacto y K C User B (") existe un subconjunto
finito F,, C K tal que K C {J,., B™ C U, para cada n E N Luego
K = m U B € ().
neN zeF,
Por la proposicion 1.4.4, Ba(X) C o(4). O

Otra propiedad importante es que las o-dlgebras de Baire se preservan bajo homeomor-
fismos entre espacios topologicos localmente compactos y de Hausdorff.

() Hay una interesante simetria entre los incisos (1) y (11). Los enunciados y sus demostraciones son
casi idénticos, solo intercambiando la palabra abierto con la palabra compacto y el simbolo [ con
el simbolo |J. En espacios localmente compactos y de Hausdorff, hay una evidente dualidad entre la
propiedad “abierto y o-compacto” y la propiedad “compacto y Gs”.
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Proposicion 1.4.11. Sean X y Y espacios topoldgicos localmente compactos y de
Hausdorff. Si f: X — Y es un homeomorfismo, entonces f(A) € Ba(Y) si y sola-
mente si A € Ba(X).

Demostracion. Definamos f(Ba(X)) = {f(A) | A € Ba(X)}. Es facil verificar que
f(Ba(X)) es una o-dlgebra. Ahora, si K € G}(Y), entonces por ser f homeo-
morfismo, f~H(K) € GYX) C Ba(X). De inmediato K € f(Ba(X)) y enton-
ces f(Ba(X)) C Ba(Y). Aplicando el mismo argumento para f~!, se verifica que
Y Ba(Y)) C Ba(X), y entonces Ba(Y) = f(Ba(X)). O

Finalmente, veamos que la o-algebra de Baire se comporta bien con los productos to-
poldgicos. Si dos espacios X y Y no tienen bases numerables, entonces puede haber
conjuntos en B(X x Y) que no estén en B(X) ® B(Y), incluso en espacios compac-
tos.

Ejemplo 1.4.12 (no necesariamente B(X x X) = B(X) ® B(X)).
Sea X un espacio compacto y de Hausdorff con cardinalidad mayor que la del conjun-
to de nimeros reales (por ejemplo, X =T* =] T conT ={z € C||z| =1} CC
compacto). Consideremos la diagonal

Dx ={(z,z) |z e X} C X x X.

Como X es de Hausdorff, Dx es cerrada y entonces Dx € B(X x X). Veamos que Dx
no es un elemento de B(X)® B(X). Si lo fuera, deberfa existir una familia numerable
de rectangulos R,, = A, x B, € B(X)®B(X) con Dx € o(Z%), la o-algebra generada
por Z = {R, | n € N}.(9 Si definimos la familia

£ ={A,|neNYU{B, |necN},

tenemos que Dy € o(%) ® 0(%), y entonces cada seccion de Dy esta en o(Z).
Pero o(%) tiene a lo mas cardinalidad |-ZN| < |NV| < |R|,*") y la cardinalidad del
conjunto de secciones de Dy es | X| > |R|, una contradiccion.

En espacios localmente compactos, o-compactos y de Hausdorff, este obstéculo desapa-
rece si en vez trabajamos con la o-algebra de Baire.

Teorema 1.4.13. Sean X y Y espacios topologicos localmente compactos, o-compactos
y de Hausdorff. Entonces Ba(X)® Ba(Y) = Ba(X xY)

Demostracion. Por la proposicion 1.4.4, o(GY(X)) = Ba(X) y o(G3(Y)) = Ba(Y).

(10)Gi E es elemento de la o-algebra generada por F, entonces existe N' C F numerable y tal que
E € o(N). Esto dado que la union de todas las o-algebras generadas por subconjuntos numerables de
F es una o-algebra contenida en o(F) que contiene a F.

(£ [16, sec. 5 ej. 9c, p. 26]
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Entonces se tiene que Ba(X) ® Ba(Y) = o(#) donde
R={AxB|AcGUX)U{X},BeGYY)U{Y}}.

Sean A € GY(X) y B € GY(Y). De inmediato A x B € GY(X x Y). Ademés, como
Y es o-compacto, por la proposicion 1.4.8 (11), Y = (J,cy Kn con K, € G3(Y).
Entonces
AxY =|JAx K, € Ba(X xY).
neN
Similarmente se verifica que X x B, X xY € Ba(X xY), y por lo tanto tenemos
Z C Ba(X xY)y entonces Ba(X)® Ba(Y) C Ba(X xY).

Inversamente, si U C X X Y es abierto y (z,y) € U, existe un rectangulo Ux x Uy C
U con x € Ux yy € Uy abiertos no vacios de X y Y, respectivamente. Por la
proposicion 1.4.7, existen Vx C Ux y Vy C Uy abiertos o-compactos tales que
x € Vx yye€ Vy, yentonces (z,y) € Vx x Vi C U. Esto muestra que el conjunto

B ={Vx x Vy | Vx C X,Vy CY son abiertos y o-compactos}

es una base para X x Y. Por la proposicion 1.4.10, Ba(X x Y) C o(%4). Ademas,
si Vx x Vy € A, el corolario 1.4.9 garantiza que Vx € Ba(X)y Vy € Ba(Y), y
entonces o(#A) C Ba(X)® Ba(Y). Por lo tanto, Ba(X xY) C Ba(X)®Ba(Y). O

1.4.B. Medidas de Baire

Asi como hicimos con las medidas de Radon definidas sobre la o-algebra de Borel, resulta
interesante estudiar medidas localmente finitas (finitas en compactos) definidas sobre
la o-algebra de Baire. En esta secciéon veremos que estas medidas tienen propiedades
muy utiles, y ademas guardan una relacion estrecha con las medidas de Radon.

Definiciéon 1.4.14 (medida de Baire). Sea X un espacio topoldgico localmente com-
pacto y de Hausdorff. Una medida p: Ba(X) — [0, o0] es una medida de Baire si
para todo compacto C' € Ba(X) se cumple que p(C) < oo.

Proposicion 1.4.15. Sean X y Y espacios topologicos o-compactos, localmente com-
pactos y de Hausdorff y px: Ba(X) — [0,00], uy: Ba(Y) — [0,00] medidas de
Baire. Entonces la medida producto px X py: Ba(X xY) — [0,00] es una medida
de Bajire.

Demostracion. Primero notemos que px X py: Ba(X xY) — [0,00] esta bien de-
finida. Para que exista la medida producto, ux y gy deben ser o-finitas. Dado que
los espacios X y Y son o-compactos, por la proposicion 1.4.8 (1) existen cubiertas
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numerables X = {J, .y EKn y Y = U,y Ln con K,, € GY(X) y L, € GY(Y) para
cada n € N. Como pux y py son medidas de Baire, tenemos que px(K,) < ooy
py (L) < ooy por lo tanto px y py son o-finitas. Ademas, la medida producto esta
naturalmente definida sobre Ba(X) ® Ba(Y'), el cual es igual a Ba(X x Y) por el
teorema 1.4.13.

Ahora si, demostremos que pux X py: Ba(X xY) — [0,00] es una medida de Baire.
Si C' € Ba(X xY) es compacto, entonces C' C Cx x Cy, donde Cx = 1x(C) y Cy =
7y (C') son compactos dado que las proyecciones mx: X xY - X ymy: X xY =Y
son continuas. Por la proposicion 1.4.7 existen Ky € GY(X) y Ky € G(Y) tales que
Cx CKxyCy CKy. Luego C' C Kx x Ky y por lo tanto

(1x X py)(C) < (px X py)(Kx x Ky) = px (Kx)py (Ky) < oo. O

La proposicion 1.4.15 muestra una de las ventajas de trabajar con medidas de Baire.
Al construir la medida producto en espacios localmente compactos, o-compactos y
de Hausdorff, esta naturalmente vuelve a ser una medida de Baire. Esto no sucede
necesariamente con las medidas de Radon, ya que estan definidas sobre la o-algebra
de Borel, que no se comporta bien con los productos topoléogicos (ver ejemplo 1.4.12).
Otra ventaja que tienen estas medidas es que, si bien tuvimos que pedir la regularidad
en la definiciéon de medida de Radon, en el caso de las medidas de Baire, la regularidad
viene incluida.

Teorema 1.4.16. Sean X un espacio topologico localmente compacto, o-compacto y de
Hausdorff y u: Ba(X) — [0, 0] una medida de Baire. Entonces p es requla, es decir,
para cada E € Ba(X) se satisfacen las siguientes dos condiciones.

(1) u(E) =sup{u(K)| K € GYX), K C E}. (Regularidad interior) (!?

(11) Para todo € > 0 existe U O E abierto y o-compacto con p(U \ E) < e.
(Regularidad exterior)

Demostracion. Demostremos primero la siguiente afirmacion.

Afirmacion 1. Si para cada n € N, E, € Ba(X) con p(E,) < oo satisface las

reqularidades interior y exterior, entonces E = _n En también las satisface.

neN

(12)Pyede parecer restrictivo que solo tomemos el supremo sobre K € GY(X) y no sobre todos los
compactos de Ba(X). Sin embargo, esta restriccion es solo aparente; si X es localmente compacto y de
Hausdorff, y K € Ba(X) es compacto, entonces K € G}(X). La demostracion se realiza escribiendo a
K como la preimagen continua de un compacto en un espacio métrico. La construcciéon de tal espacio
métrico no es trivial. Los detalles se pueden encontrar en la referencia [16, sec. 51, teo. D]. Nosotros
no utilizaremos este resultado.
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En efecto, sea € > 0. Por la regularidad de E,, existe K,, € GY(X) y U, abierto
o-compacto con

P + g > By U\ Ey) <

y K, C E, CU, para cada n € N.

g
2n

Entonces U = | __n U, es abierto, o-compacto y AN K C U. Ademés

WU\ E) = (UU\E)<M<UU\E)§iu(Un\E <i2£":

Con esto, E satisface la regularidad exterior.

Para verificar la regularidad interior, definamos My = ngl K, € GY(X). Tene-
mos My C E para cada N € N. Entonces

<UE><;LMN +Z —;L(Kn))<u(MN)_|_22n5+l.

n=1

Si p(E) = oo, tomando el limite cuando N — oo obtenemos

N

Jim (M) + % > lim u( U En) = w(E) = oo,

n=1

y entonces limy_,o (My) = 00, dandonos la regularidad interior.

Si p(E) < o0, sea M = |Jyey My € E de medida finita. Entonces pu(M) =
limpy 00 (Mpy) y para alguna Ny suficientemente grande, u(Mn,) +¢/2 > u(M).

Luego
c N
H(E) — (M) < p(E) + 5 - (M) = = + Jim (u( ) - u(MN>)
E > £
= 92 + Z on+l
n=1

En ambos casos, F satisface la regularidad interior, lo cual prueba la afirmacion.

Sea R la familia de conjuntos A € Ba(X) tales que para todo K € GY(X), E = ANK
cumple las dos condiciones de regularidad. Demostraremos que R = Ba(X). Por
la proposicion 1.4.4, basta que verifiquemos que R es una o-algebra que contiene a
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GY(X). Sean A, K € GY(X). Entonces E = ANK € GY(X), por lo que E satisface la
regularidad interior. Verifiquemos la regularidad exterior. Por la proposicion 1.4.8 (1),
neny Un- Mas atin, cada U, esté
contenido en un conjunto compacto y Gs, y por lo tanto (U, ) < co. Sin pérdida de

existen abiertos o-compactos U, tales que E = ()

generalidad, podemos suponer que para todo n € N se tiene U, ; C U,. Entonces

W(E) = lim u(U,)

n—oo

y obtenemos la regularidad exterior, por lo que efectivamente A € R y entonces
GYX)CR.

Veamos que R es una o-algebra. Si A,, € R paran € N, entonces, por la afirmacion 1,
ANK =, ey An N K satisface las regularidades para cada K € GJ(X). Inmediata-
mente deducimos que A € R. Ahora sea A € R y verifiquemos que X \ A € R. Sea
K € GY(X). Debemos ver que K \ A satisface las regularidades. Tomemos ¢ > 0.

Como A N K satisface la regularidad exterior, existe U abierto y o-compacto con
ANKCUyuU)—e<u(ANK).Sea M = K\U C K\ A. Como M es cerrado
en el compacto K, es compacto. Y como U es o-compacto, es facil ver que M es un
Gs. Ademas

p(M)+e>p(K\U) +p(U) = (AN K) > p(K) — p(ANK) = p(K \ A).
Entonces K \ A cumple la regularidad interior.

Por otro lado, como A N K satisface la regularidad interior, existe M € G3(X) con
MCANKy uM)+¢e/2> pu(ANK). Ademés, por la regularidad exterior de K,
existe un abierto o-compacto V con K C V y u(V\ K) < ¢/2. Sea U =V \ M
abierto. Utilizando que U C V' y M es Gj, es facil ver que U es og-compacto. Luego,
tenemos K\ AC Uy

p(U)—e < p(VAM) +p(M) = p(ANK) = p(V\ K) < p(K) = p(ANK) = p(K\ A).
Y por lo tanto K \ A cumple la regularidad exterior.

Con lo anterior hemos demostrado que R es una o-algebra que contiene a G(X) y
entonces Ba(X) = R. Ahora, usaremos que X es og-compacto para demostrar que
cada E € Ba(X) cumple las regularidades. Por la proposicion 1.4.8 (11), sabemos que
X =U,en Xn con X,, € GY(X). Asi, E =,y En con E, = EN X, que satisface
las regularidades. Por la afirmacion 1, E satisface las regularidades. O

Parece que trabajar con medidas de Baire tiene miltiples ventajas sobre las medidas
de Radon. Pero no nos serviria de nada si es que perdemos la diversidad de posibles
medidas de Radon en B(X) al restringirnos solo a las medidas de Baire en Ba(X).
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Afortunadamente, en espacios localmente compactos, o-compactos y de Hausdorff, la
familia de medidas de Radon es justamente la familia de medidas de Baire, en el si-
guiente sentido.

Teorema 1.4.17. Sea X un espacio topoldgico localmente compacto, o-compacto y de
Hausdorff. Toda medida de Radon en B(X) es una medida de Baire al restringirse
a Ba(X). Inversamente, toda medida de Baire en Ba(X) se extiende a una unica

medida de Radon en todo B(X).
Demostracion. La primera parte es evidente.

Para demostrar la segunda parte, sea pu: Ba(X) — [0,00] una medida de Baire.
Definimos I(f) = [ f(x) du(z) para cada f € Cg (X). Evidentemente I es una inte-
gral, y por el teorema de representacion de RMK (teorema 1.3.4), existe una medida
tnica medida de Radon 7i: B(X) — [0,00] tal que I(f) = [ f(z)df(z) para cada
f € Co(X). Veamos que fi(E) = pu(E) para todo E € Ba(X). Por la regularidad
interior de p (teorema 1.4.16), basta demostrarlo solo para E € G(X). Por el le-
ma 1.4.3 (11), existe una sucesion f,, € Cy (X) con E = (), oy f ' ([1,00)) ¥ fa——"x&
(puntualmente). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que f,1(z) < fu(x)
para todo x € X y n € N. Si no, basta redefinir, f| = min{fi,..., fn_1}. Por el
teorema de convergencia mondtona para sucesiones decrecientes, '3

u(B) =l [ fu(0)dn(e) = lim 1(5) = i [ £, (o) dle) = a(E).

n—00

Finalmente, para verificar la unicidad, supongamos que 7': B(X) — [0, 00] es otra
medida de Radon que también coincide con p en Ba(X). Para cada f € Cf (X), las
integrales [ f(z)dpu(z)y [ f(x)di'(x) solo dependen de los valores de las medidas en
Ba(X) y, por lo tanto, son iguales.') Por la unicidad del teorema de representacion
de RMK (teorema 1.3.4), m = 1. O

Definicion 1.4.18 (contraccion de Baire). Sean X un espacio localmente compacto,
o-compacto y de Hausdorff y 7i: B(X) — [0, o] una medida de Radon. Llamamos a
1 = Ji|Ba(x) la contraccién de Baire de fi.

Observacion 1.4.19. Sea X un espacio topologico localmente compacto, o-compacto
y de Hausdorff. Una medida de Radon 1z en X es o-finita si y solamente si su
contracciéon de Baire p lo es.

(13)C.f. [31, teo. 1.26 (p. 21) v €j. 1.7 (p. 32)]

(19)Una manera sencilla de verificar este hecho es notar que las medidas imagen de 7 y & bajo la
funcion identidad i: (X, B(X)) — (X, Ba(X)) son iguales. Es decir, ioi =t = i’ 0i~t: Ba(X) — [0, 00].
Ast, [ f(z)dii(z) = [(foi)(z)d(z) = [ f(z)d(moi™t)(z) = [ f(z)d(@ oi™)(z) = [ f(z) T (2).
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Demostracion. Si p es o-finita evidentemente 7z también. Inversamente, suponga-
mos que X = |J,cny En con E, € B(X) y f(E,) < oo. Por la regularidad inte-
rior de @ (teorema 1.4.16), para cada n € N, existe un compacto C, C F, con
1u(E, \ C,) < 1/2". Por la proposicién 1.4.7, existe K,, € G$(X) con C,, C K,,. Sea
Ko =X\ U,en Kn € Ba(X). Entonces

_ _ 1
uE) <p(x\ye) sa(Umne) <3 g =t
neN neN n=1
Por lo tanto, X = Ko U,y Kn con K,, € Ba(X) y u(K,) < oo para todo n €
NuU{0}. O

Cerramos esta secciéon con una nota de caracter historico. El nombre de conjuntos de
Buaire viene heredado del anélisis funcional, donde se estudia el concepto de funcidn de
Baire |2]. Estas funciones forman la familia mas pequena que contiene a las funciones
continuas y es cerrada bajo convergencia puntual. Es sencillo verificar —utilizando la
proposicion 1.4.4 y el inciso (11) del lema 1.4.3— que si un conjunto es de Baire en un
espacio topologico localmente compacto y de Hausdorff, su funcién caracteristica es una
funcién de Baire. Inversamente, si el espacio es ademas o-compacto, los conjuntos de
Baire son los tinicos conjuntos de Borel cuya funcién caracteristica es de Baire, aunque
la demostracion de este segundo hecho resulta mas complicada (c.f. [16, sec. 52 €j. 6, p.
223]). Si bien no hablaremos méas de funciones de Baire en este trabajo, los conjuntos
y medidas de Baire nos resultardn bastante ttiles en el capitulo 3.



Capitulo 2

El teorema de Haar

En un grupo topolégico GG, asi como en cualquier espacio topolégico, es posible definir
integrales de funciones en Cy(G). Consideremos, por ejemplo, el grupo de los nameros
reales G = R con la suma. Tenemos la integral usual dada por I(f) = [*°_ f(z)dz para
cada f € Co(R). Esta integral es invariante bajo traslaciones. Es decir, para cada r € R,
la funcion . f € Cy(R) dada por . f(z) = f(r + x) satisface que

/fr—l—:z:da:—/ f@)de = I(f).

Ahora, si pensamos en el grupo G = (0,00) con el producto y no la suma, la misma
integral I(f fo x)dz no es invariante respecto a esta operacion. Es decir, si
tomamos > 0, la func1on +f = f(rz) satisface ,. f € Co(G), pero usando el teorema de
cambio de variable con u = rz, se obtiene

n=[ tenae= [ iwau= 1),

Sin embargo, podemos definir otra integral, un poco menos usual, H(f) = fooo %

de tal manera que

HeH = [ fode= [ L= ).

Es natural preguntarse si se puede hacer esto siempre. ;Qué condiciones hay que pedirle
al grupo para poder encontrar una integral invariante? El teorema de Haar establece que
lo tinico necesario es compacidad local. Y mas atin, en este caso la integral invariante
es Unica salvo por multiplos reales positivos.

Este capitulo contiene dos secciones. En la seccién 2.1 enunciaremos y demostraremos
el teorema de Haar siguiendo un camino diferente al que se encuentra en la mayoria
de los libros de texto. La seccion 2.2 estd dedicada a reescribir todos los resultados
obtenidos en la seccién 2.1 para hablar de medidas de Radon en vez de integrales. Esto
es posible gracias al teorema de representacion de Riesz-Markov-Kakutani.

31
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2.1. La integral de Haar

Primero generalicemos las notaciones que introducimos en la discusiéon anterior.

Definiciéon 2.1.1 (traslacion de una funcion). Sea G un grupo, A un conjunto arbi-
trarioy f: G — A. Dado x € G, denotamos a la traslaciéon izquierda de f por
x como ,f: G — A dada por .f(y) = f(xy) para cada y € G. Anélogamente, la
traslacion derecha es f,: G — A dada por f,(y) = f(yx) para cada y € G.

Ejemplo 2.1.2. En el grupo de los niimeros reales con la suma, consideremos la funciéon

sen: R — R. Entonces para cada y € R,

=/25en(y) = sen(m/2 + y) = cos(y).

Por lo que r/zsen = cos.
Del inciso (111) de la proposicion 1.1.6 se sigue que, en el caso en el que G es un grupo
topologicoy f: G — C,

supp(,.f) = = '(suppf) vy supp(fz) = (suppf)a~!

para todo z € G. Por lo que si f es un elemento de Co(G), Cy (G) o CX(G), entonces , f

v fr vuelven a ser un elemento de la misma familia de funciones.

Definicién 2.1.3 (integral de Haar). Sea G un grupo topolégico. Una integral iz-
quierda (derecha) de Haar en G es una integral H en Z(G), Zr (G) 0 Z, (G) que es
no nula e invariante bajo traslaciones izquierdas (derechas). Es decir, H(,.f) = H(f)

(H(f.,) = H(f)) para toda f en el dominio de H y = € G.

Las biyecciones entre las familias Z(G), Zg (G) e Z(G) dadas por el corolario 1.2.7 en-
vian integrales de Haar en integrales de Haar, por lo que podemos hablar de una integral
de Haar en G sin especificar a cual de estas familias de integrales pertenece.

Ejemplo 2.1.4. Consideremos un grupo cualquiera G con la topologia discreta. Si
f € Co(G), entonces Sy = suppf es finito dado que es compacto y discreto. La

H(f)=>_f(y)

yESf

integral

es una integral de Haar izquierda y derecha. En efecto, para x € G,
H(f) =) flay) =) flaaly) =) fly)=H(/)
yEI_ISf yESY yeSy

y similarmente H(f,) = H(f).
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Ejemplo 2.1.5. Consideremos el grupo circular T = {z eC } |z| = 1}. La integral
dada por

H(f) = /O " () do,

para cada f € Cj(T), es una integral de Haar izquierda y derecha. En efecto, sea
feCf(T)y z€T. Entonces z = €' para algiin a € [0,27) v, por lo tanto,

2 2 2n+a
) = [ et = [Creeyan = [y as = .

donde la tltima igualdad se sigue de que g +— f(ew ) es periddica con periodo 2.
Como T es abeliano, . f = f., por lo que H(f.) = H(f) también se satisface.

Estamos listos para enunciar el teorema de Haar. Lo trabajaremos en el caso de inte-
grales izquierdas. Estudiaremos el caso de integrales derechas en la secciéon 2.1.B.

Teorema 2.1.6 (de Haar para integrales izquierdas). Sea G un grupo topoldgico
localmente compacto. Entonces existe una integral de Haar izquierda H en G que es
unica salvo por maltiplos reales positivos. Es decir, si H' es otra integral de Haar
izquierda en G, existe ¢ > 0 tal que H' = cH.

La primera demostracion de la existencia de la integral de Haar, en el caso de grupos
localmente compactos y segundo numerables, fue dada originalmente por Haar en 1933
[14]. En 1940, Weil |36] demostro el teorema de Haar como lo hemos enunciado arriba.
La demostracion de Weil utiliza el axioma de eleccion.() Sin embargo, el teorema de
Haar no requiere del axioma de eleccion. La demostracion que lo evidencia fue dada por
Cartan en 1940 [6]. Nosotros seguiremos un camino similar al de Cartan, que tampoco
requiere del axioma de eleccion, dado por Bredon en 1963 [5].

El resto de esta seccion estéd dedicada a demostrar el teorema de Haar. Fijemos un
grupo topologico localmente compacto G. Nos enfocaremos en las funciones de Cj (G),
dado que estas determinan completamente los valores de cualquier integral (corola-
rio 1.2.7).

Definicion 2.1.7. Sean f, g € Cg (G). Escribiremos f ~ ¢ si existen funciones fi,. .., f, €
Cy(G) y puntos zy,...,2, € Gtalesque f =" fiyg=> o fi?

(DWeil utiliza el teorema de Tychonoff para garantizar que el producto ] fect (@) Iy de ciertos in-
tervalos cerrados Iy C R es compacto. Después encuentra la integral de Haar como un punto en ese
producto gigantesco. Esta demostracion se puede consultar en [8, 7.2, p. 190].

(2)Un buen nombre para esta relacion es congruencia a trozos. Este concepto se suele definir para
conjuntos, en vez de funciones. Dos conjuntos A, B C G son congruentes a trozos si existe una particion
finita {A1, Ag,...,An} de Ay z1,29,...,2, € G tales que {x141,...,2,A4,} es particion de B. La
paradoja de Banach-Tarski establece que la esfera unitaria es congruente a trozos con dos copias de si
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Observacion 2.1.8. Supongamos que existe una integral de Haar izquierda H en G.
Sif~uy,

H(g) - H(Zf) _ if;mxifi) - Zf;mm - H(Zf) - H(F)

La relacién ~ tiene una extensa lista de propiedades que nos seran de utilidad.

Proposicion 2.1.9. Sean f,g € Cj (G). Entonces:

(1) Para todo x € G, f ~ ,f.

(1) Si f ~ f', entonces f ~ . f' para todo x € G.

(1) f~g siysolosign f.

(V) Si f~ 'y g~ g, entonces (f+g) ~ (f + ).

St f~guys>0, entonces sf ~ sg.

)
)
)
(tv) Si f esnula y f ~ g, entonces g es nula.
)
(V1)
)

(vir) Sig=>.1 g donde g; € C{(GQ), entonces f ~ g siy solo si f =31, fi con

fi ~ gi para cada i € {1,...,n}.
(vitr) Si U C G es un abierto no vacio, existe f' ~ f con suppf' C U.
Demostracion.
(1) Se infiere directamente de la definicion, tomando f; = f y x1 = .
() Sif =30 fiy f'= 300 o fi se tiene que . f' = 371 oo, fi-

() Sif=>",fivg=>r,ufi entonces haciendo g; = ., f; y y; = x; ' tenemos
9= 9V [ =20 i

(tv) Si f=>2",fi € Ci(G) es nula, cada f; € Cf(G) debe ser nula, y entonces
g(x) =>", fi(z;x) = 0 para todo z € G.

(V) Si f = Z:L:}szv f/ = 72”:?:1 mzfz Yy g = quﬁzlngjﬂ g/ = E;;%l v 95> las igualdades
fHg=> it Zj:l Gy I +9 =2iaafit Zj:l y; 95 nos dicen que
(f+9)~(f"+9)

(V) Sif =300 fi, 9 = 2iiiafi, entonces sf =350 sfiy sg =31 0(sfi) ¥

por lo tanto sf ~ sg.

misma (respecto al grupo de rotaciones de R3).
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(vin)

(vin)

Si f ~ g, existen g;,...,9;, € Cy (G) y 21,..., 2y € G tales que g = 37, g
vy f= Z;n:l 2,95 Como 9i(x)gj(x) < g*(z) para todo z € G, las funciones
gij: G — [0,00), dadas por

gi(x)gi(x)/g(x) sig(x) >0,

gm( ) 0 en otro caso,

son continuas. Ademas, suppg; ; C suppyg, por lo que g; ; € Ci (G). Si hacemos
fi=2 012,915 ~ 2251 Gij = i, obtenemos que

m m n

f = Zm]g; = Zszgi,j - Zfz

j=1 i=1

La implicacion inversa es una consecuencia directa del inciso (V).

Como G es localmente compacto, existen abiertos V' y W de cerradura compacta
tales que
W CclW CV CeclV CU.

Dado que {zW | x € G} es una cubierta abierta del compacto suppf, existe

F C @ finito con
suppf C | J aW.

zeF

Ahora, como G es de Hausdorff y localmente compacto, por la version débil
del lema de Urysohn (teorema 1.3.6), para cada z € F existe una funcion

r®) € Cf (G) tal que h® (zclW) C {1} y h@(G\ 2V) C {0}. Asi,
supp(h\®) C zclV C 2U.

Definamos h = > _p
Entonces la funcion

h(®). Evidentemente h(y) > 1 para cada y € suppf.

F@)h@(y)/h(y) siy e suppf,
0 en otro caso,

) =

estd en Cj (GQ), Y ower f@® = fy supp(f@) C supp(h®) C zU.
Haciendo f' =3} f® ~ f. tenemos

suppf’ € | supp(of) = | J 2 tsupp(f) € | J22U =U. O

zeF zeF zeF
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Corolario 2.1.10. La relacion ~ es de equivalencia.

Demostracion. Del inciso (1), tomando x = e, obtenemos la reflexividad, y del inciso
(111) obtenemos la simetria. Resta verificar la transitividad. Si f ~ g, se tiene f =
Srfiyvg = >0 ufi. Ahora, si g ~ h, por el inciso (viI), h = Y. h; con
hi ~ ., fi. Luego, por el inciso (1), h; ~ f; y, usando nuevamente el inciso (VII),
concluimos que f ~ h. O

Las integrales de Haar cumplen una positividad mucho mas fuerte que la que pedimos
en la definicion.

Proposicion 2.1.11. Si H es una integral de Haar izquierda y f € Cj (G) es no nula,
entonces H(f) > 0.

Demostracion. Como f es no nula, f(z) > 0 para algin z € G. Por la continuidad
de f existe una vecindad abierta U C G de x y ¢ > 0 con f(u) > ¢ para todo u € U.

Como H es una integral de Haar, en particular es no nula. Es decir, existe g € Cy (G)
tal que H(g) > 0. Por la proposicion 2.1.9 (VIII), existe ¢’ ~ g con suppg’ C U. Sea
¢ =méx ¢’ (G) > 0. Luego e¢'(z) < ¢f(z) para todo € G. Por lo tanto

0< ZH(g) = “H() < H(f). =

Definicion 2.1.12. Sean f,g € Cq (G). Escribiremos f > g si existen f' ~ fy ¢ ~g
tales que f’(x) > ¢/(x) para todo x € G. Escribiremos f < gsig 2 f.

Observacion 2.1.13. Si f 2 gy H es una integral de Haar izquierda, entonces H(f) >
H(g).

Demostracion. Se sigue directamente de la observacion 2.1.8 y del inciso (1) de la
proposicion 1.2.8. O

Proposicion 2.1.14. Sean f,g € Cq (G). Entonces:

(1) f = g si y solamente si exviste h € Cf (G) tal que f = g + h con g ~ g (o
f'=g+hconf ~f)

(11) f 2 g si y solamente si existe g’ ~ g tal que f(x) > ¢'(x) (o f' ~ f tal que
f'(x) > g(z)) para todo x € G.

(ir) Si f es nula y f 2 g, entonces g es nula.

(1v) Para todo s > 1, se tiene sf 2 f.

(V) SifZf yg2 g, entonces (f+g) 2 (f'+ ).
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(Vi) Si fZ g ys>0, entonces sf 2 sg.

(vit) Si f 2 g y g 2 h, entonces f 2 h.

(viir) Si g es no nula, existe algin s > 0 tal que sg = f.
Demostracion.

(1) El regreso es evidente. Si f' ~ f y ¢” ~ g satisfacen que f'(x) > ¢"(x) para
todo x € G, entonces ' = ¢” + I/ con I/ € Cf (@). Por la propiedad (viI) de
la proposicion 2.1.9, f ~ ¢+ h con ¢ ~ ¢" ~ gy h ~ h'. La otra version es
anéloga.

(11) Se obtiene directamente de la propiedad (I).

(111) Por el inciso (11), se tiene 0 = f(z) = ¢'(z) + h(x) para ¢ ~ g, h € CJ (GQ)
y © € G. Entonces ¢’ es nula y por el inciso (1v) de la proposicion 2.1.9, ¢
también.

(1v) Si s > 1, entonces sf(z) > f(x) para todo x € G, y por lo tanto sf 2 f.
(V) Se sigue inmediatamente de la propiedad (V) de la proposicion 2.1.9.
(vi) Basta aplicar la propiedad (V1) de la proposicion 2.1.9.

(vir) Usando la propiedad (11), tenemos que f'(x) > g(z) > W(x) para f' ~ fy
h' ~ h, que nos dice directamente que f 2 h.

(viil) Sea U = {z € G | g(x) > 0} abierto no vacio. Usando la propiedad (viI) de la
proposiciéon 2.1.9, obtenemos f' ~ f con suppf’ C U. Sean

m =min{g(z) |x €suppf'} >0 y M =max{f'(z)|x € suppf'} > 0.
Haciendo s = M /m, obtenemos que
sg(x) = g(x)f'(z)/m = f'(z)
para todo z € G. |
Por el inciso (V111) de la proposicién anterior, si f, g € Cj (G) con g no nula, existen
sup{s > 0[sg < f} e nf{s > 0]|sg 2 f}.

Pero ocurre mas. Estos dos nimeros son siempre iguales, y justamente son la integral
de Haar que buscamos.
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Teorema 2.1.15. Sean f,g € Cf (G) con g no nula. Entonces

sup{s > 0]sg < f} =inf{s >0]|sg 2 f}.

La demostracion de este teorema requiere una serie de pasos a los cuales dedicamos la
seccion 2.1.A. Veamos primero como este resultado nos permite demostrar directamente
el teorema de Haar.

Demostracion del teorema de Haar para integrales izquierdas (2.1.6).
Eristencia. Fijemos una g € Cj (G) no nula. Como anticipamos, definamos
H(f) =sup{s > 0|sg < [}

para cada f € Cy (G). Afirmamos que H es una integral de Haar izquierda en G.
Debemos ver que H es una funcién positiva, homogénea, invariante izquierda y
no nula. La positividad es evidente.

Para verificar la homogeneidad, sea ¢ > 0. Entonces, usando la propiedad (vI) de
la proposiciéon 2.1.14,

cH(f) = sup{cs | $s>0,s9 S f} =sup{s' >0 ‘ %gg f} (s' = cs)
:sup{s'Z()’s’ngcf}:H(cf).

Para demostrar la invarianza, sea x € G. Por la propiedad (1) de la proposi-
cion 2.1.9,

H(.f) =sup{s > 0[sg Sof} =sup{s > 0]sg S f} = H(/).

La aditividad es lo tinico para lo cual necesitamos el teorema 2.1.15. De la pro-
piedad (V) de la proposicion 2.1.14 se sigue que si tg < fy t'g < h, entonces
(t+t)g < f+ hyporlo tanto

H(f+h)=sup{s>0|sg S f+h}>t+t.
Luego

H(f+h)>sup{t+t|t'g < f.tg S h}
=sup{t > 0/tg < f}+sup{t' > 0|t'g Sh} =H(f)+ H(h).
Por el teorema 2.1.15, H(f) = inf{s > 0| sg 2 f}, de donde se obtiene analoga-

mente

H(f+h) <H(f)+ H(h).
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Ast H(f +h)=H(f)+ H(h)

Finalmente, el hecho de que H es no nula se sigue de que 1-g = g < g, y entonces
H(g) =sup{s >0|sg < g} >10

Unicidad. Sea H' otra integral de Haar izquierda en G. Sea ¢ = H'(g). Por la proposi-
cion 2.1.11, ¢ > 0. Veamos que H' = cH. Por la observacion 2.1.13, tenemos que
{s>0]sg S [} S {s>0|H'(sg) < H'(f)} y entonces

H(f)=sup{s >0]sg S f} <sup{s > 0| H'(sg) < H'(f)}
=sup{s > 0|sc< H'(f)} =sup{s'/c|0< s < H(f)} (s =sc)
=sup{s' |0 < < H'(f)}/c=H'(f)/c.

Anéalogamente, utilizando el teorema 2.1.15,

H(f)=mf{s>0]|sg = f}>inf{s>0]|sc>H(f)}
_ (s je| ' > H(f)} = t{s' | ' > H(P)}e= H(f)fe. O

2.1.A. Demostracion de Bredon del teorema 2.1.15

Continuamos con un grupo topolégico G localmente compacto. Introduciremos algunas
notaciones que nos serén de utilidad. Consideremos U C G de interior no vacioy K C G
de cerradura compacta. Entonces

KCdKCG=|]zintl.
zelG
Como clK es compacto y cada xintU es abierto, existe F' C G finito tal que
KCdK C | JzintU C | aU.

zeF zeF

Por lo tanto, el conjunto {|F|| F € G,K C |J,cp2U} C N tiene un minimo.

Definiciéon 2.1.16. Sea U C G con interior no vacio y K C G con cerradura compacta.
Denotamos al indice de cubierta de K respecto a U por

[U:K]zmin{\F!’FgG,Kg UxU} €N,
zeF

que indica el tamano de una cubierta de tamano minimo para K formada por tras-

(3)Usando el teorema 2.1.15 se puede ver que, de hecho, H(g) = 1.
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laciones izquierdas de U. La familia

mincov(U,K):{FgG‘|F|:[U:K],K§ UxU}%@

zeF

contiene todos los conjuntos F' C G tales que {zU | x € F'} forma una cubierta de
tamano minimo para K.

Proposicion 2.1.17. Sean U C G con interior no vacio, K C G con cerradura com-
pacta y QQ C G con ambas propiedades.

(1) Si FF C G finito satisface que K C |J,.p2U, entonces |F| > [U : K].
() [Q:Q] =1
(m) [U:QJQ: K] = [U: K].
(1v) Para todoa € G, [U :aK]=[U: K| =[aU : K].
(V) Para todo a € G,
F € mincov(U, K) <= aF € mincov(U,aK) <= Fa ' € mincov(aU, K).

Demostracion. Sea

cov(U, K) = {F cG ’ Kcl|J mU}.

el
Entonces mincov(U, K) C cov(U,K) y [U : K] = ml'n{|F| ‘ F € cov(U, K)}
(1) Directamente se tiene F' € cov(U, K) y entonces, por la minimalidad,
|F| > [U : KJ.
(11) De la definicion, [@Q : Q] > 1. Sustituyendo F' = {e} en el inciso anterior,

@:Q] <1
(111) Sean F' € mincov(U, Q) y E € mincov(Q, K). Entonces

KclJcUs(Uw)c U =u

el zel yeF zeEF

por lo que EF € cov(U, K). Por el inciso (1),
U:QlQ: K] =|E||F| > |EF|>[U: K].

(1v) y (V). Sea F' € mincov(U, K). Entonces aK C alJ,.p2U = U,c.r 2U, por
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lo que aF € cov(U,aK) y [U: K] = |F| = |aF| < [U : aK]. De regreso, sea
E € mincov(U,aK) y E = a 'FE, de tal manera que aFE € mincov(U, aK).
Entonces K C o' U,cop2U = U,ep U, y por lo tanto E € cov(U,K) y
U :aK]=|aE| = |E| < mincov(U, K).

Con esto, tenemos que [U : K| = [U : aK], dandonos la primera igualdad del
inciso (1v). Inmediatamente, esto implica que aF € mincov(U,aK) vy E €
mincov(U, K), demostrando la primera equivalencia del inciso (V). Las otras
partes de los incisos (V) y (1V) se verifican anélogamente. O

Requerimos de un resultado clésico de la combinatoria: el teorema de Hall [15].

Teorema 2.1.18 (de Hall). Sean A y B conjuntos con A finito. Para cada a € A,
sea B, € B cualquiera. Los siguientes enunciados son equivalentes.

(1) Eziste una funcion inyectiva o: A — B tal que para todo a € A, o(a) € B,.
(11) Para todo C' C A se satisface la condicion de Hall:

U

acC

> |C].

La demostracion del teorema de Hall puede consultarse en el apéndice.

Lema 2.1.19. Sean N, K C G compactos, U C N wuna vecindad simétrica de e y
F € mincov(U, KN). Si para cada z € G definimos

F(z)={rx € F|zx € K},
existe una funcion inyectiva o: F(z) — F tal que o(x) € zaU? para todo x € F(z).

Demostracion. Usemos el teorema de Hall (teorema 2.1.18). Definamos, para cada
a€ F(z),
B, ={z € F|zUNzaU # 0}.

Sea C' C F\(z). Veamos que se satisface la condicion de Hall, |D| > |C|, donde
D = U,cc Ba- Para ello, veamos primero que | J,. 2aU € U, 2U. En efecto, sean
a€Cyyé€zalU. Como a € F(z), tenemos za € K y entonces

y€ KUCKN C | JaU.
zeF
Por lo tanto, y € xU para algin x € F. Dado que y € xU N zaU, deducimos que
x € B, € D. Asi, tenemos | J,. zaU C U, cp 2U.

Multiplicando por la izquierda por z—!, obtenemos que Usec U € U,cp 2 laU, v
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entonces

ENClJavc|)z"aU u |JaU=J{zU|ze""DU(F\C)}.

a€F xeD aceF\C

Luego, por la proposicion 2.1.17 (1), se tiene que
[F|=[U:KN]<|:7'DU(F\O)| < [D|+]|F|—|C|.

Es decir |C| < |D|, como queriamos. Por el teorema de Hall (teorema 2.1.18), existe
una funcion inyectiva o: F'(z) — F tal que para todo =z € F(z), o(z) € B,. Es
decir, o(x)U N 22U # 0 y entonces se deduce que o(z) € z2UU™! = 22U? de la
proposicion 1.1.5. O

Usaremos el lema anterior para encontrar un conjunto finito de puntos F' C G de tal
forma que obtengamos una suma casi invariante, ) . f(z2x) = > _p f(z) para cada
funcion f € C¢ (G). Con estas sumas casi invariantes aproximaremos la integral de Haar
izquierda. En las demostraciones clasicas de Weil [36] y Cartan [6] se construyen objetos
que son directamente invariantes pero casi aditivos.(® En el caso de la demostracion
de Bredon [5] que presentamos aqui, la aditividad ya la tenemos directamente, pero
debemos aproximar la invarianza.

Proposicion 2.1.20. Sean C' C G compacto, C C Cq (G) un conjunto finito de fun-
ciones no nulas y € > 0. Entonces existe F' C G finito tal que para todo z € C y

fec,
-1l <e.
zeFf

|zxeF f(z2)

Demostracion. Para cada f € C, definamos Ky = suppf U (C~'suppf). Llamemos
ar = sup{f(x) | = € G},

vf:{xea‘f(x)_%} y Wf:{xeG’f(x)z%}.

Como V; C suppf, clV; es compacto. Por la proposicién 1.1.11, existe Ny C G una
vecindad compacta de e tal que cl(Vy) Ny C intW;. En particular V; Ny C W;. Sean
K = Ufec Ky compactoy N = ﬂfec Ny vecindad compacta de e. Definamos 65 > 0
tal que 0y < ape/(3[Vy : KNJ).

@Se define (f : g) = mf{d>1" i |V € G: f(z) < 3.0 cig(hiz), c1,...,¢0 >0, g1,...,9n € G}
para cualesquiera funciones f,g € Cg (G). Los objetos invariantes pero casi aditivos son los cocientes
(f:9)/(h:g), donde h esta fija y se aproxima la integral de f haciendo que el soporte de g sea muy
pequeno (c.f. [8, pp. 191-195]).
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Sea § = min{éf } fe C}. Por la proposicion 1.1.13, para cada f € C existe una

vecindad abierta U} C G de e tal que si x € yUy, ‘f — fly )| < ¢. Por la propo-
sicion 1.1.10, existe U C G una vecindad simétrica de e tal que U? C Nfec Us NN.
Entonces, SleyU2 |f(z) — f(y)| <0 para toda f € C.

Consideremos

F € mincov(U, KN)

cualquiera. Veamos que se satisface la propiedad deseada. Sean z € C'y f € C.
Tomemos F(z) C F como en el lema 2.1.19 y o: F(z) — F tal que o(z) € zzU?
para todo = € F(z).

Como suppf C Ky C K, si f(zx) # 0 para x € F, entonces zx € K y por lo tanto
x € F(2). En este caso, o(x) € zzU? y por lo tanto |f(o(z)) — f(zx)| < §. Entonces

S fza) < 25+f 2) <Y 0+ flx) =) fla)+|F]

zeF z€F(z z€F zeF
<> f )+ 0¢[U : KNJ.
zeF

Tomando E = {z € F ’ U NVy # 0}, como
V; Csuppf C Ky C K C KN C | aU,
el

se tiene que

vy c |,

2€E
y entonces por la proposicion 2.1.17 (1), |E| > [U : V}]. Pero si x € E,
reV;U ' =V;UCV;U> CV;N CV;N; CW;
y por la definicion de Wy, f(x) > as/3. Asi,
S f@) =Y fl) = LB = LU V)
zcF 2€E

Utilizando la proposicion 2.1.17 (111),

Y wer f(27) 1< d¢|U : KN] < 30¢[Vy: KN] .

> wer f() ~ (ag/3)U V] — ay

Por otro lado, notemos que suppf C zK 'suppf C 2K; C zK. Por la proposi-
cion 2.1.17, (1v) y (v), zF € mincov(U,zKN) y [U : zKN] = [U : KN]. Calcando
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el argumento con I = 2F, K' = zK y 2/ = 27! obtenemos que

ZszF f(Z_liL‘)
ZzEzF f(ili')

—1<e

0, lo que es lo mismo,

Z:{;EF f(ZCL’) — 1= erzF f(l‘) -1 > €

ZmGF f(f,E) ZmEzF f(zilx) e+1
La proposicion anterior tiene un equivalente derecho, que resulta de cambiar zx por xz.
La demostracion es la misma, cambiando el orden de todos los productos.

> —¢. L]

Corolario 2.1.21. Si f,g € Cj(G) son tales que f ~ g, entonces para todo € > 0
existe un conjunto finito F' C G tal que

> ver 9(T)
ZzeF f(z)

Demostracion. Consideremos fi, ..., fn € Cq (G) y puntos 1, ...,z, € G tales que
f=>0ivyg=>r,sfi. Sea e > 0y apliquemos la proposicion 2.1.20 a
C=A{zy,...,2,} yC={f1,..., fu}. Obtenemos un conjunto F' C G finito con

Zwepfz :L“ZL‘)
xEFfZ )

—1| <e.

—1| <e

para cada i € {1,...,n}. Asi,

erFf X > i1 2ver fi(@) 7
pues si a;, b; > 0 son tales que |ai/bi — 1‘ < ¢ para cada i € {1,...,n}, entonces
[ EIOSIES STEIES o
i=1 i=1 i=1
y por lo tanto |7, a;/ >0 b — 1] <e. O

Corolario 2.1.22. Sean f € C{(G), e > 0 y V C G una vecindad de e. Entonces
eziste una vecindad simétrica U CV de e tal que para cualquier g € Ci (G) no nula
y con suppg C U, existe un conjunto finito FF C G y numeros c¢(x) > 0 (z € F) tales
que supp(Y_,cp ¢(2)(29)) € supp(f)U? y, para todo z € G,

]f(z) 3 ()l

zeF

<e.
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Demostracion. Sea a = sup{f(z)|z € G} y & >0 tal que €'a+¢'(¢'+1) < . Por la
proposicion 1.1.13, existe una vecindad W de e tal que si z € yW, |f(z)— f(y)| < €.
Como G es localmente compacto podemos suponer sin pérdida de generalidad que
W es compacta.

Por la proposicion 1.1.10 existe una vecindad simétrica U de e tal que U? C (WNV).
Sea C' = supp(f)W compacto y g € Cy (@) no nula y con suppg C U. Por la
proposicion 2.1.20 (en su version derecha), existe un conjunto finito £’ C G tal que
para todo z € C'

erF/ g(rz)

‘__1

<é.

2 e 9(2)

Entonces
Y f(E)lwe)
> ver 9(T)

para todo z € C. Si x € F’ es tal que g(zz) # 0, se tiene 2 € suppg C U2 C W y
luego z € 7 'W. Asi, |f(z™') — f(2)| < € y por lo tanto

‘ng,g(a:zm@ Suer 9@ @) Saenlf@) = f(2)lg(2)

<éf(z)<¢ca

o

N > ver 9(T)

ZmeF' g9(z) Z:peF/ g9(z)
< +1).

Si definimos ¢(z) = f(x_l)/zyepr 9(y),

‘f(Z) = efa)gla)

TEF!

<éa+e(E+1)<e

r - Saep ola2) S
"f” > 9(@)

para todo z € C.

Ahora notemos que si xy € F’ satisface que supp(,,g) N supp(f) = 0, entonces
g(xoz) = 0 para todo z € supp(f). En este caso,

‘f(z) =Y ea)g(e2)

ze€F\{zo}

<é€

< ‘f(Z) =3 e@gle2)

TEF!

para todo z € C. Por lo tanto, si definimos

F = {x € F'|supp(.g) Nsupp(f) # 0}

se tiene
<€

‘f(Z) =Y elw)glaz)

zeF
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para todo z € C.

Resta probar que supp(}, . c(z)(2g)) € supp(f)U? y con esto tendremos la de-
sigualdad anterior para todo z € G, pues para z € supp(f)U? C C el lado izquierdo
sera cero.

En efecto, si x € F'y z € supp(,g9) C 2~ 'suppg C 271U, entonces z = x~'u para
algin u € U. Asi,

supp(,g) = ¥ 'suppg = zu ‘suppg C zu U € 2U U = zU”.

Como tenemos supp(,g) Nsupp(f) # 0, se satisface zU? Nsupp(f) # 0 y entonces,
por la proposicién 1.1.5, z € supp(f)U?. Con ello

supp< ZC(iv)(xg)) C | supp(xg) € supp(f)U”. O

zeF zeF

Lema 2.1.23. Sean f,g € Cf (GQ) tales que para cualquier v € G, f(z) > g(x) y con
f # g. Entonces existe una funcion f' ~ f tal que f'(y) > g(y) para todo y € suppg.

Demostracion. Seah = f—g € Cj (G) no nula. Entonces existe un abierto U C supph
tal que para todo x € U, h(z) > 0. Tomemos F' € mincov(U,suppg). Si definimos
b =73 cpo1h/|F|, evidentemente h ~ h'. Y si definimos f' = A’ + g, por la pro-
posicion 2.1.9 (V), se satisface f ~ f'. Ademas, si y € suppg C J,p U, entonces
y = Tou para algin xg € 'y u € U C supph. Luego

1 1 1
(y)=—Y h(z y) > —h(z;'y) = —h(u) > 0.
Asi, f'(y) = g(y) + I'(y) > g(y) para todo y € suppg. O

Lema 2.1.24. Sean f,g € C{ (G) con f no nula.
(1) Si s> 0 satisface que f 2 sf, entonces s < 1.
(11) Para todo € > 0 existe t > 0 tal que g Stf S (1+¢€)g.
Demostracion.

(1) Si tenemos f = sf, entonces existe f' € Cq (G) tal que f ~ f'y f'(z) > sf(x)
para todo z € (. Por el corolario 2.1.21, para cada ¢ > 0 existe F' C G finito

con
—1| <e¢,
aceFf Z

‘ZIEF-]N‘T
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y entonces

2aer I'(2) _ Dper sf(2)

1+e> > = 3.

erF flz) — erF f(z)

(11) Sea € > 0. Por el lema 2.1.23, tomando ¢’ > 0 tal que (1 +¢')®> = 1 + ¢, existen
funciones h ~ (1+¢')f y k ~ (14+¢€')h con h(y) > (1+¢') f para todo y € supp f
v k(y) > (1 + ¢')h(y) para todo y € supph. Asi, k ~ (1 +&)2f = (1+¢)f.

Notemos que supph C int(suppk). En efecto, si x € supph, tenemos k(x) > 0.
Por continuidad, existe una vecindad abierta W de z tal que k(w) > 0 para
todo w € W. Entonces W C suppk. Luego = € int(suppk). Un argumento de
cubierta, utilizando la compacidad local de G, muestra que existe un compacto
C' C int(suppk) tal que supph C intC. Y por las proposiciones 1.1.10 y 1.1.11
existe V, vecindad de e, tal que supp(h)V? C C.

Tomemos
0<d< min{inf{h(y) — f(y) ‘ y € suppf},l’nf{k(y) — h(y) ‘ y € supph}}.

Por el corolario 2.1.22 existe una vecindad simétrica U C V de e tal que para
toda ¢’ € Cy (G) con suppg’ C U, existe un conjunto F' C Gy ntimeros ¢(x) > 0
para cada x € F' tales que

sup (3 ce)os) S supp(MUT € Cy [bly) = 3 il ()| <5

para todo y € G. Por la propiedad (viiI) de la proposicion 2.1.9, existe ¢’ ~ ¢
tal que suppg’ C U. Inmediatamente obtenemos que, para cada y € G,

Fy) <h(y) =6 <D clw)g (xy) < hly) + 0 < k(y),

zeF

y entonces haciendo t = ) . c(z), tenemos que tg ~ > . c(x)(2g'). Dado
que k~ (1+¢e)f, se tiene f Stg < (1+¢e)f. O

El lema anterior implica directamente el teorema 2.1.15.

Demostracion del teorema 2.1.15. Sea f,g € C4 (G) con g no nula.
Veamos primero que
sup{s > 0|sg S f} <inf{s > 0]sg 2 f}.

Si f es nula lo anterior es evidente, pues el conjunto de la izquierda es {0}. En caso
contrario, sean s,t > 0 tales que sg < f y tg = f. Entonces se tiene t > 0 y, ademés,
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por la transitividad demostrada en la proposicion 2.1.14 (viI), sg < tg. Luego, por
la misma proposicion, inciso (VI), g 2 3g. Aplicando el lema 2.1.24 (1), se deduce
que s < t, dandonos la desigualdad deseada.

Ahora veamos que

sup{s > 0|sg S f} >inf{s >0]sg 2 f}.

Sea € > 0. Por el lema 2.1.24 (11) existe t > 0 tal que f Stgy =

g < f (usando

(1+¢)
de nuevo la proposicion 2.1.14 (vi)). Con ello, inf{s >0|sg 2> f} <ty (lj-e) <
sup{s > 0| sg < f}. Entonces
(1+¢e)sup{s > 0]sg < f} = Mf{s > 0]sg 2 f}
para todo € > 0. L

Esto completa la demostracion del teorema de Haar para integrales izquierdas. A con-
tinuacion, presentamos una breve discusion sobre el caso de integrales derechas y ana-
lizamos cuéndo coinciden.

2.1.B. Integrales de Haar derechas y bi-invariantes

Es posible repetir toda la construccion anterior para integrales de Haar derechas, in-
virtiendo el orden de todos los productos. Sin embargo, esto no es necesario. Podemos
construir una integral de Haar derecha a partir de una integral de Haar izquierda, y
viceversa.

Definiciéon 2.1.25. Para cada f € Cy(G), denotamos por f* a la funciéon dada por
f*(z) = f(z™Y), y para cada I € Z(G) denotamos por I* a la integral dada por

I*(f) = 1(f7).
Si tenemos una integral de Haar izquierda L, dado que
(f)'(y) = Fly2)™) = fla™'y ™) = o (1)),
tenemos
L*(fz) = L(a-1(f7)) = L(f*) = L*(f),
es decir, L* es una integral de Haar derecha.

Por otro lado, si tenemos una integral de Haar derecha R, andlogamente se verifica que
R* es una integral de Haar izquierda.

Con estos dos argumentos, hemos demostrado el siguiente corolario del teorema de
Haar.
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Corolario 2.1.26 (teorema de Haar para integrales derechas). Sea G un grupo
topoldgico localmente compacto. Entonces existe una integral de Haar derecha R en
G que es unica salvo por maltiplos reales positivos. Es decir, st R es otra integral de
Haar derecha en G, existe ¢ > 0 tal que R’ = cR.

En grupos abelianos, las integrales izquierdas y derechas de Haar evidentemente coin-
ciden. Son multiplos reales positivos unas de otras. Pero esto no ocurre siempre.

Ejemplo 2.1.27 (las integrales de Haar izquierda y derecha no siempre coinciden).
Consideremos el grupo
G:{(x,y)€R2|x>O}

con el producto
(z,y)(a,b) = (za, zb+y)

y la topologia heredada de R?. No es dificil ver que en efecto G es un grupo topolégico
con (z,y)~! = (1/z,—y/z) y e = (1,0).
Para (a,b) € G fijo, consideramos las transformaciones de G en G dadas por
T(xz,y) = (z,y)(a,b) = (xa,zb + y),
S(z,y) = (a,b)(z,y) = (az,ay +b).

Derivando, obtenemos det(7”) = det (¢9) = a y det(S’) = det (32) = a?. Por lo
tanto, si consideramos las integrales

/ / flz,y)dedy y R(f / / f(z,y) dz dy,

aplicando el cambio de variable (u,v) = S(x,y) = (az,ay + b), tenemos que

L@t f) :/_Z /Oooé az,ay + b) drdy = / / |det S/ (S(z,y)) dzdy
:/_Z/Om%f(u,v)dudv = L(f)

y similarmente R(f(,5)) = R(f). Es decir, R y L son las integrales de Haar derecha e
izquierda de G, respectivamente. Veamos que no ocurre R = cL para ninguna ¢ > 0.
Dada ¢ > 0, buscamos f € Cq (G) tal que R(f) # cL(f). Definamos

22(x—c)2c—2)(y—1)(2—y) siz€lc,2]yyell,2],

en otro caso.

flz,y) =

Es facil ver que f: G — [0,00) es continua y suppf = [c,2¢] x [1,2] es compacto.
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Ademés,
2c C3
L(f):/ (x—c)2c—x dx/ (y — 1)( )dy:%

R(f)—/QCx(x—c 2c — x) dx/ - 1)(2—-y)dy = ;—1,
por lo que cL(f) = c¢*/36 # ¢*/24 = R(f).

Definicién 2.1.28 (integral bi-invariante). Sea G un grupo topolégico. Decimos que
H es una integral bi-invariante si es una integral de Haar izquierda y derecha.

Si G es localmente compacto y tiene una integral bi-invariante, entonces, por unicidad,
toda integral de Haar es bi-invariante. Es decir, en este caso, el conjunto de integrales
de Haar izquierdas es el mismo que el de integrales de Haar derechas. Esto ocurre, por
ejemplo, si el grupo es abeliano. Resulta que sucede lo mismo en un grupo compacto.
Dedicamos lo que resta de esta secciéon a demostrar este hecho.

Definicién 2.1.29 (traslacion de una integral). Sea G un grupo topolégico localmente
compacto. Para cada integral I y x € GG, denotamos I y I, a las integrales dadas
por .1 =1(,f)y I, = I(f.). Con esta notacion, I es una integral de Haar izquierda
(derecha) si y solamente si .1 = I (I, = I) para todo = € G.

Si G es localmente compacto y L es una integral de Haar izquierda, para x € G fijo,
la integral L, vuelve a ser una integral de Haar izquierda. Por el teorema de Haar,
existe A(xz) > 0 tal que L = A(z)L,. Mas atun, A(x) no depende de la eleccion de L. Si
tomamos cualquier otra integral de Haar izquierda L' = cL, se sigue satisfaciendo que
L'=A(z)L/,.

Definiciéon 2.1.30 (mo6dulo de Haar). Sea G un grupo topologico localmente compac-
to. A la funcion A: G — (0,00) tal que L = A(x)L,, para toda integral de Haar
izquierda L y x € G, se le conoce como el médulo de Haar. En el caso en el que
A(z) = 1 para todo = € G, decimos que G es unimodular. [17]

Ejemplo 2.1.31 (todo grupo discreto es unimodular).
Sea G un grupo discreto. Para cada z € G, x{3 € Cq (G). Sea L una integral de
Haar izquierda y k = L(xy) > 0. Por invarianza, L(x{z}) = L(,-1(X{e})) = k para
todo = € G. Luego

k= Lx(ey) = Al2)La(x(ey) = A@) L((X(ey),) = A(@) L{x 1)) = A(2)k.
Por lo tanto, A(z) = 1 para todo = € G.
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Proposicion 2.1.32. Sea G un grupo localmente compacto. Los siguientes enunciados
son equivalentes.

(1) G es unimodular.
(11) Las integrales de Haar en G son bi-invariantes.

(111) Las integrales de Haar en G son invariantes bajo inversiones. Es decir, para
toda integral de Haar H en G (izquierda o derecha), H* = H (ver 2.1.25).

Demostracion.

(1) =(11) Sea L integral de Haar izquierda. Si G es unimodular, entonces para todo
x € G se tiene L = L,, por lo que L es una integral de Haar derecha y entonces
es bi-invariante.

(11) = (111) Sea H una integral bi-invariante. En partcular, H es una integral de Haar
izquierda. Pero H* también es una integral de Haar izquierda. Por unicidad,
existe ¢ > 0 tal que H = cH*. Sea f € C;(G) no nula, y definamos g =
[+ f* €Cq(G). Evidentemente g = g*. Por lo tanto,

H(g) =cH"(9) =cH(g") = cH(g).
Inmediatamente deducimos que c =1y H = H*.

(111) = (1) Sea x € G. Veamos que A(z) = 1. Si L es una integral de Haar izquierda
que es invariante bajo inversiones,

L= L = A)(Lo)" = Alx) (41 (L)) = Ale) (,1L) = Ax)L.
por lo que A(z) = 1. O

Proposicion 2.1.33. Consideremos G un grupo topoldgico localmente compacto. El
modulo de Haar A: G — (0,00) es un homomorfismo continuo.

Demostracion. Sean x,y € G. Tomemos L integral de Haar izquierday f € C¢ (G) no
nula. Tenemos, en particular, A(y) = L(f)/L(f,) y A(x) = L(g)/L(g.) con g = f,.
Pero f., = (fy), = 9. y entonces

L L) L),
A = 75 T Tl L(f,) ~ S@AW):

Resta verificar la continuidad. Primero veamos que A es continua en e. Sea ¢ > 0.
Dado que A(e) = 1, buscamos una vecindad U de e tal que |[A(z) — 1| <esiz € U.
Como G es localmente compacto, existe una vecindad compacta K de e. Por la version
débil del lema de Urysohn (teorema 1.3.6) existe h € Cj (G) con h(supp(f)K) C {1}.
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Evidentemente supp(f)K C supph. Ahora, por la proposicion 1.1.13, existe una
vecindad abierta V' de e tal que si x € yV, entonces |f(x) — f(y)| < eL(f)/(2L(h)).

Sea U = V7! N K. Veamos que es la vecindad deseada. Sea z € U y z € G.
Si z & supp(f)K, entonces f(z) = 0y f(zz™') = 0, pues zx~! & supp(f). Y si
z € supp(f)K, entonces h(z) = 1 y ademés, dado que z € V™!, tenemos zz~! € 2V,
por lo que |f(z) — f(zz™h)| < eL(f)/(2L(Rh)). En ambos casos,

h(z)L(f)
2L(h)
Aplicando L,

|L(fo1) = L) = [L(for = )| < L far = fI) < eL(f)/2 < eL(f).
Por lo que

—1l<e

|A($)—1|=’ ! —1‘:’M

Alzt) L(f)

Finalmente, para ver que A es continua en un punto y € G cualquiera, usamos el
caso anterior. Dado ¢ > 0, existe U vecindad de e tal que [A(z) — 1| < e/A(y) si
x € U. Asi, yU es una vecindad de y tal que para todo z = yx € yU,

|A(z) = Ay)| = A)|Az) — 1] <. O

Teorema 2.1.34. Sea G un grupo compacto. Entonces G es unimodular.

Demostracion. Tenemos, por continuidad, que A(G) es un compacto de (0,00). En
particular, A(G) es acotado. Sea x € G arbitrario. Veamos que A(z) = 1. Como A
es un homomorfismo, A(z") = A(z)" para cualquier entero n. Es decir,

{A(z)" |neZ} C AG).
Pero {A(z)" ! n € Z} es acotado si y solamente si A(z) = 1. O

Corolario 2.1.35. Sea G un grupo compacto. Entonces las integrales de Haar en G
son bi-invariantes (y entonces invariantes bajo inversiones).

Si G es un grupo compacto, Co(G) = C(G), por lo que tenemos integrales bi-invariantes
definidas sobre todo C(G). Méas ain, es natural pedir que la integral de la funcién
1: G — {1} sea 1. Es decir, consideremos la tnica integral bi-invariante H tal que
H(1) = 1. Esta se puede obtener a partir de otra integral bi-invariante H' por H =
H'/H'(1). En grupos compactos, a la integral H se le llama la integral de Haar
normalizada de G.
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2.2. Medidas de Haar

Las definiciones de invarianza que hemos dado sobre integrales en grupos topologicos
se pueden reescribir en términos de medidas.

Definicién 2.2.1 (medida de Haar). Sea G un grupo topologico y u: B(G) — [0, o]
una medida. Decimos que p es una medida de Haar izquierda (derecha) si p es
una medida de Radon no nula e invariante izquierda (derecha). Es decir, para todo
AeB(G)yzed, pzA) =p(A) (u(Ax) = pu(A)). Decimos que p es una medida
de Haar bi-invariante si es a la vez una medida de Haar derecha e izquierda.

A través del teorema de representacion de RMK (teorema 1.3.4), tenemos la siguiente
equivalencia.

Proposicion 2.2.2. Sean G un grupo topolo’gico ] E Z(G) y pu: B(G) — [0,00] la
unica medida de Radon tal que I(f) = [ f(x ) para toda f € Cy (G). Entonces
i es una medida de Haar izquierda (derecha) st y solamente st I es una integral de
Haar izquierda (derecha).

Demostracion. Primero notemos que p es no nula si y solamente si I es no nula.
Esto dado que la representacion de RMK es tnica, y la medida nula se corresponde
con la integral nula.

Verifiquemos que [ es invariante izquierda si y solamente si y es invariante izquierda.
El caso derecho es anédlogo. Supongamos que [ es invariante izquierda en G. La
regularidad exterior de la medida nos dice que para todo E € B(G),

u(E) = inf{u(U) | ECU C G,U abierto}.

Por lo tanto, basta demostrar que u es invariante izquierda sobre los abiertos de G.
Sea U C (G abierto y x € GG. Por la proposiciéon 1.3.8,

pU) =sup{I(f) | f<U} vy p=zU)=sap{I(f)]f=aU}.

Dado € > 0 existe f € Cf (G) con f < U tal que I(f)+e > u(U) > I(f). Recordemos

que f < U significa que suppf C U y f(y) < 1 para todo y € G. Entonces, tenemos

que supp(,-1f) = z(suppf) C zU, por lo que ,-1f < zU. Con ello
W) e > T f)+e = I(f) +& > u(U),

y por lo tanto u(zU) > p(U). Aplicando el mismo argumento a U’ = z2U y 2/ = z71,

obtenemos que p(U) > p(xU), por lo que pu(zU) = u(U).

Inversamente, supongamos que /i es invariante izquierda. Sea f € Cf (G) y 2 € G y
veamos que [(f) = I(,f). Si definimos la funcién ,i: G — G por ,i(y) = zy para
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cada y € G, entonces ,f = f o ,i. Ademés, como p es invariante izquierda,

(1o (0))E) = u((:0) " (B)) = u(z"'E) = u(E)

para todo E € B(G), es decir, pro (,i)™' = pu y por lo tanto

160 = (o 0= [ £ e () w) = [ 1) duty) = 1. ©

Corolario 2.2.3 (teorema de Haar para medidas). Sea G un grupo topoldgico lo-
calmente compacto. Existe una medida de Haar izquierda (derecha) p: B(G) — [0, 0]
que es unica salvo por multiplos reales positivos. Es decir, si tenemos otra medida de
Haar izquierda (derecha) p': B(G) — [0, 00], existe ¢ > 0 tal que p’ = cp.

Demostracion. Se sigue del teorema de Haar para integrales (teorema 2.1.6 y coro-
lario 2.1.26) y la proposicion anterior. O

Corolario 2.2.4. Sea G un grupo localmente compacto y u: B(G) — [0, 00] una medida
de Haar izquierda (derecha). Entonces si U C G es abierto y no vacio, u(U) > 0.

Demostmcidn Hacemos solo el caso izquierdo, el otro es analogo. Sea H(f) =
[ fz ) la integral de Haar asociada a p. Por la version débil del lema de
Urysohn (teorema 1.3.6) y la compacidad local, existe f € Cg(G) no nula con
f(z) < xu(z) para todo « € G. Asi, por la proposicion 2.1.11, u(U) > H(f) > 0. O

Corolario 2.2.5. Sea G un grupo unimodular (por ejemplo G compacto o abeliano).
Entonces G tiene medidas de Haar bi-invariantes. Si G es compacto, existe una unica
medida de Haar bi-invariante p tal que u(G) = 1, es decir, una probabilidad.

Demostracion. Si G es unimodular, las integrales de Haar son bi-invariantes, por lo
que las medidas de Haar que las inducen son bi-invariantes. Més atn, si G es com-
pacto y H es la integral bi-invariante normalizada de GG, entonces la correspondiente
medida pu satisface u(G) = H(1) =1 con 1 € Cg (G) dada por 1(z) = 1. O

Cerramos este capitulo con un teorema que limita lo pequenos que pueden ser los grupos
compactos infinitos y cuya prueba es muy sencilla usando la medida de Haar.

Teorema 2.2.6. No existen grupos topologicos infinitos, compactos y numerables.

Demostracion. Supongamos que G es un grupo infinito, compacto y numerable. Sea
k = p({e}) > 0, donde p es la probabilidad de Haar bi-invariante en G. Para todo
r € G, u({z}) = plx{e}) = pu({e}) = k. Como G es infinito pero numerable,
obtenemos una contradiccion:

sik=0

0 )
VIS N

zeqd zeqG S



Capitulo 3

El teorema de Haar inverso

La medida de Haar surge a partir de las propiedades topolégicas de un grupo G. Co-
nociendo la topologia 7 de G, primero generamos una o-algebra A = B(G) a partir
de 7. Luego, si 7 es localmente compacta, podemos construir una medida de Haar
p: A — [0, 00| para el grupo. Este capitulo esta dedicado a explorar el proceso inverso.
Es decir, si para empezar tenemos un grupo (sin topologia) con alguna o-algebra A y
una medida invariante p: A — [0, 00|, jexisten condiciones sobre A y p que nos permi-
tan construir una topologia 7 para G, de tal manera que este sea un grupo topoldgico
localmente compacto y que la medida de Haar coincida con p?

Dividimos este capitulo en tres secciones. La secciéon 3.1 contiene una breve discusion
sobre la o-finitud de las medidas de Haar. En la seccién 3.2 introduciremos el concepto
de grupo medible. En estos espacios es posible definir medidas invariantes sin necesidad
de una topologia. En la seccion 3.3 demostramos el teorema de Haar inverso de Weil,
que afirma que a todo grupo medible con cierta medida invariante se le puede construir
una topologia que lo convierte en un grupo topolégico. La topologia que construimos,
llamada topologia de Weil, no es localmente compacta, pero si localmente acotada. Por
lo que, en la topologia de Weil inducida por una medida invariante, es posible completar
densamente al grupo en uno localmente compacto, y, mas atn, la integral de Haar de la
extension resulta coincidir con la integral dada por la medida invariante original.

95
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3.1. Medidas de Haar o-finitas

Dado que tendremos que lidiar con medidas producto mas adelante, resulta conveniente
limitar nuestra discusion al caso en que la medida de Haar es o-finita. Veremos que hay
una la relacion entre la o-finitud de la medida de Haar y la propiedad de o-compacidad
en un grupo topolégico localmente compacto. ()

Proposicion 3.1.1. Sean G un grupo topoldgico localmente compacto y B = B(G) o
B = Ba(G). Supongamos que existe una medida p: B — [0,00] que satisface las
siguientes condiciones:

(a) Si C € B es compacto, u(C) < oo.
(b) Si U € B es abierto y no vacio, u(U) > 0.

(c) Si F C B es una familia de conjuntos disjuntos de medida positiva y finita,
entonces F es numerable. (Condicion de la cadena numerable)

Entonces G es o-compacto.

Demostracion. Como G es localmente compacto, por la proposicion 1.4.7, existe
una vecindad G y compacta C' de e. Por las proposiciones 1.1.10 y 1.4.7 podemos
construir una vecindad abierta y o-compacta U de e tal que UU™! C C. Si B = B(G),
evidentemente U € By C € B. En caso de que B = Ba(G), el corolario 1.4.9 y la
proposicion 1.4.4 garantizan que lo mismo sucede, respectivamente.

Por el lema de Zorn, existe A C G un conjunto maximal tal que {zU | x € A} es
una familia de conjuntos disjuntos. Veamos que AC' = G. Sea v € GG. Si © € A,
inmediatamente se obtiene que x € AC. Por otro lado, si x ¢ A, por la maximalidad
de A, existe a € A con U NalU # (. Por la proposicion 1.1.5, x € aUU ! C aC C
AC. Con ello AC = G.

Para ver que G es o-compacto, basta demostrar que A es numerable. Haciendo
F ={zU | x € A} y usando la contencion U C xC, tenemos que p(zU) < p(xC)
para todo U € F. Como y + zy es un homeomorfismo, xU € B es un abierto
no vacio y xC € B es compacto. Por las propiedades (a) y (b), 0 < p(z2U) < oo.
Entonces, por la propiedad (c), F es numerable. Por lo tanto A es numerable. ]

(1Si bien es mucho mas general que el enfoque que damos en esta seccion, cabe mencionar el trata-
miento de la referencia [34, 8, pp. 69-72], donde se estudia bajo qué condiciones las medidas de Radon
son necesariamente o-finitas. Aunque utilizando una forma maés fuerte de la definicion 1.3.1 —donde
se pide regularidad interior para todos los conjuntos de Borel-, alli se muestra que el enunciado toda
medida de Radon es o-finita es independiente de los axiomas de ZFC, y su veracidad se sigue de un
axioma de caracter combinatorio relacionado con el teorema de categoria de Baire.
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El inciso (¢) de la proposicion 3.1.1 es una forma débil de la o-finitud [13, 215B, p.
44]. Lo escribimos de esta manera porque este resultado nos sera de utilidad en la
demostracion del teorema de Haar inverso del final del capitulo.

Proposicion 3.1.2. Sea X un conjunto, B una o-dlgebra de subconjuntos de X, y
p: B — [0, 00| una medida. Si p es o-finita, entonces p satisface la propiedad (c) de
la proposicion 3.1.1.

Demostracion. Sea F C B una familia de conjuntos disjuntos de medida positiva y
finita. Como p es o-finita, X = J, oy X»n donde X,, € By u(X,) < oo para cada
n € N.

Dado € > 0 y n € N, afirmamos que el conjunto D(e,n) = {F € F|u(X,NF) > e}
es finito. Si no fuese asi, existiria algin € C D(e,n) finito de tamano |E] > u(X,)/s,
y luego

W Xn) > M(Xn N Ug) = ZM(Xn NE) > [Ele > p(Xn),

FcE
lo cual es absurdo.

Por lo tanto, D = {F € F |3dn € N: u(X,, N F) > 0} = U,.eny Upen P(1/m, n) es
numerable. Demostraremos que F C D. Si F' € F,

0<p(F)=p(|JX.NF) <) u(X,NF)

neN

y entonces existe n € N tal que u(X, N F) > 0. O

Las dos proposiciones anteriores nos permiten caracterizar a los grupos topologicos
localmente compactos que tienen una medida de Haar o-finita.

Corolario 3.1.3. Sea G un grupo topoldgico localmente compacto. Entonces una me-
dida de Haar en G es o-finita si y solamente si G es o-compacto.

Demostracion. Si G es o-compacto, como la medida de Haar u: B(G) — [0, o0]
es finita en compactos, entonces i es o-finita. Inversamente, supongamos que i es
o-finita. Veamos que cumple las condiciones de la proposiciéon 3.1.1. Por el corola-
rio 2.2.4, 1 es positiva en abiertos no vacios, por definicion es finita en compactos y
por la proposicion 3.1.2 se satisface la propiedad (c). O]

Los grupos localmente compactos y o-compactos tienen medidas de Haar o-finitas, y
son los tnicos con esta propiedad. Vale la pena ponerles un nombre més corto.

() Inversamente, si una medida es semifinita y satisface la propiedad (¢) de la proposicion 3.1.1,
entonces es o-finita (ver [13, 215B, p. 44]). Nosotros no usaremos este resultado.
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Definicién 3.1.4 (o-compacidad local). Sea X un espacio topolégico. Decimos que X
es o-localmente compacto si es, a la vez, localmente compacto y o-compacto.

Ejemplos 3.1.5. Cualquier grupo topologico compacto, como el grupo circular T' (ver
ejemplos 1.1.3 (111)), y en general cualquier grupo que herede la topologia de R™
o C" (como todos los grupos de matrices que enlistamos en 1.1.8) es o-localmente
compacto.

Enfocarse solo en grupos o-localmente compactos puede parecer restrictivo, pero en
realidad, no es asi. Para explicar por qué, veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.1.6 (un grupo localmente compacto que no es o-compacto).
Sea D un grupo discreto y no numerable (por ejemplo, D = R con la topologia
discreta). Consideremos el producto G = D x R, donde R tiene la topologia usual.

Entonces G es localmente compacto, pues es el producto de grupos localmente com-
pactos, pero no es o-compacto. En efecto, si C' C G es compacto, entonces la pro-
yeccion F' = mp(C') C D es compacta y discreta, y por lo tanto finita. No existe una
cubierta numerable de la forma {E x R | E C D finito} para G, pues su existencia
implicarfa que D es numerable, y como C' C F' X R, deducimos que no hay cubiertas
numerables para G formadas por conjuntos compactos.

Sin embargo, notemos que el subgrupo G = {ep} x R C G es cerrado, abierto y si
es o-compacto, pues es isomorfo topoldgicamente a R.

Resulta que en cualquier grupo localmente compacto se puede encontrar un subgrupo
o-localmente compacto como el del ejemplo anterior, y ademés la medida de Haar
de todo el grupo se puede reconstruir sencillamente desde la medida de Haar de este
subgrupo, sumando sobre sus clases laterales (ver también [12, p. 48]).

Teorema 3.1.7. Sea G un grupo localmente compacto. Fxiste un subgrupo G C G
abierto, cerrado, o-localmente compacto y tal que la medida de Haar ji: B(é) —
[0, 00] se puede obtener a partir de la medida de Haar p: B(G) — [0, 00|, trasladdn-
dola a las clases laterales xG':

/é i = Y /G f(zy) du(y),

2GeS(f)
donde S(f) = {2G |z € G, Jo f(zy) duly) # 0} es finito para cada f € CH(@).

Demostracion. Sea C C G una vecindad compacta de e y V' C (' una vecindad
abierta y simétrica de e (proposicion 1.1.10). Definamos

G=Jvm

neN
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Es facil verificar que GG es un subgrupo. Evidentemente G es abierto y como G \G =
Used\g *G es abierto, también tenemos que G es cerrado. Como G es localmente

compacto, G también lo es. Finalmente, G es o-compacto pues G = |J, _y K, con

neN
K,, = C™ N G compactos.

Demostremos la aseveracion sobre la medida de Haar. Antes que nada, veamos que

> /frvydu

zGeS(f)

la expresion

tiene sentido. Especificamente, debemos verificar tres cosas: (1) para toda f € Cj (G)
y ¢ € G la funcion (,.f)|¢ es medible respecto a B(G); (11) el valor de la integral
[ f(zy) du(y) no depende del representante x, sino solo de quién es el conjunto zG;
(111) el conjunto S(f) es finito y en consecuencia la suma } ;cq(p [ f(zy)du(y) en
efecto se puede realizar.

(1) Sif € CH(G)yx € G, entonces (. f)|q es continua en G, y ademas supp(, f)|¢ =
supp(,f) NG es compacto pues G es cerrado y supp(,.f) compacto. Por lo tanto
(=f)|le € Cf (G) es medible respecto a B(G)

(11) Supongamos que G = 2'G, y veamos que [ f(zy)du(y) = [ f(z'y) du(y). En
efecto, como x7 12’ € G, usando la invarianza izquierda de [ se tiene que

/fl‘ydu /f w(z™'a'y)) dply /fl’yd/t

(111) Primero notemos que si G Nsupp f = (), entonces .. f(y) = f(xy) = 0 para todo
y € G, pues si y € G, entonces zy € =G y por lo tanto xy & suppf. Esto nos
dice que si G Nsuppf = 0, entonces [, f(zy) du(y) = 0, es decir, 2G & S(f).
Si definimos

= {mG‘xEé,xGﬂsuppf%@},
hemos demostrado que S(f) C C(f).

Ahora, el conjunto {zG | 2 € G} es una cubierta de abiertos disjuntos para
el compacto supp f, por lo que existe solo una cantidad finita de conjuntos =G
tales que G Nsupp f # (). Entonces C'(f) es finito, y por lo tanto S(f) también.

Para condensar la notacion, a continuacion escribiremos [, fdp = [ f(zy) du(y).
Para verificar la féormula del enunciado, utilicemos la unicidad de la integral de Haar.
Basta que demostremos que la funcion H(f) =} ¢ S(f) [ +f dp es una integral de
Haar izquierda en G.
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El hecho de que H es positiva y homogénea es sencillo de verificar. Veamos que es
aditiva. Sean f,g € C; (G) Dado que . f, g > 0 para todo x € G se tiene

xG € S(f+g) = [ofdu+ [o9du#0
= [ofdu#0 o0 [,gdu+#0 <= aG € S(f)US(g),

y entonces

H(f+g) = Y [olf+o)dp = > [ofdu+ [ogdu.

zGeS(f+9) zGeS(f)US(g)

Como [,fdu=0si2G&S(f)y [+9du=0sizG & S(g),

H(f+g) = > [Jofdn + > fegdp + D [ofdu+ [ogdp

zGES(\S(9) zGES(9\S(f) zGES(f)NS(9)
> fofdu + Y [fogdp = H(f)+ H(g).
zGeS(f) rGES(g)

Ahora veamos que H es una integral de Haar, es decir, H(.f) = H(f) para todo
2 € Gy feCli(G). Tenemos

2G € S(.f) <= [fley)duly) #0 <= [f(zay)duly) #0 <= 22G € S(f),

y con ello

=[Sy duly) = [flzry)dply) = > [fley)du=H(f). O

a:GGS( 7 z2GES(f) zGES(f)

El teorema anterior muestra que la informacién sobre la medida de Haar de un gru-
po topologico localmente compacto esta totalmente contenida en un subgrupo que es
o-localmente compacto. En consecuencia, restringirnos al estudio de medidas de Haar
en estos grupos no supone una pérdida de generalidad. Antes de seguir con la siguien-
te seccidn, veamos como se aplica este teorema a la medida de Haar del grupo que
presentamos en el ejemplo 3.1.6.

Ejemplo 3.1.8. Tomando G = D x R como en el ejemplo 3.1.6, es sencillo ver que, si
se sigue la construccion de la demostracion del teorema 3.1.7, G = {ep} x R. Por lo
tanto, la medida de Haar i: B(D x R) — [0, 00| se obtiene a través de la medida de
Haar p: B(G) — [0,00] de R = G con la formula

Z/fxydu() 3 /fdydy,

DXR 2GeS(f {d}xReS(f) Y~

donde S(f) = {{d} x R|d € D, [*_f(d,y)dy # 0} es finito y f € CJ (D x R).



61

3.2. Grupos medibles

En un grupo topolégico, las operaciones de grupo son continuas, es decir, preservan la
topologia. Si queremos trabajar con medidas en grupos sin topologia, lo minimo que
necesitamos es que las operaciones del grupo preserven la mensurabilidad.

Definiciéon 3.2.1 (grupo medible). Sea G un grupo y A una o-élgebra de subconjuntos
de G. Decimos que (G,A) es un grupo medible® si las funciones z + 27!y

(x,y) — xy son medibles (de A a Ay de A® A a A, respectivamente).

Ejemplo 3.2.2. Consideremos el grupo de niimeros reales R con la suma y la o-algebra
de Borel A = B(R). Como R es un grupo topolégico, la funciéon z — —z es continua,
y por lo tanto medible respecto a A = B(R). Por lo mismo, la funciéon (z,y) — x+y
es medible de B(R xR) a B(R). Como B(R xR) = B(R) ® B(R) (ver el ejemplo 1.4.5
y el teorema 1.4.13), se tiene que (z,y) — = + y es medible de A® A a A.

Nuestra intencion es entender como es que las propiedades topologicas de los grupos
o-localmente compactos se reflejan en su estructura de grupo medible. Pero aqui aparece
nuestro primer obstaculo. Si bien acabamos de ver que (R, B(R)) si es un grupo medible,
existen otros grupos topologicos o-localmente compactos que no son medibles con los
conjuntos de Borel.

Ejemplo 3.2.3 ((G, B(G)) no necesariamente es un grupo medible).
Consideremos un grupo compacto GG con cardinalidad mayor que la del conjunto de
nimeros reales (por ejemplo, el producto directo G = T* = [[, .z T con T = {z € C|
|z| =1} C C). Si (G, B(G)) fuera medible, entonces la funcion f: G x G — G dada
por f(x,y) = x~'y seria medible, pues es la composicién de funciones medibles. Es
decir, para todo A € B(G), f~1(A) € B(G) ® B(G). Como {e} € B(G), tenemos que

Dg ={(z,7) |z € G} = f'({e}) € B(G) @ B(G).

Pero sabemos que D¢ ¢ B(G) ® B(G) (ver ejemplo 1.4.12), por lo que f no puede
ser medible.

El problema no esté en nuestra definicion de grupo medible, sino en el hecho de que, en
cierto sentido, puede haber demasiados conjuntos en B(G). Si somos muy ambiciosos
con la cantidad de conjuntos que llamamos medibles, rompemos la mensurabilidad del
grupo.® Aqui es donde los conjuntos de Baire que presentamos en la seccion 1.4 vendran

() Esta definicion es la que aparece en la referencia [20]. En la referencia [16] se le llaman grupos
medibles a objetos con mas estructura que esta. A saber, se le llama grupo medible a un grupo medible
en nuestro sentido equipado con una medida invariante izquierda y o-finita.

(UE] mismo fenémeno sucede en espacios topologicos, donde podemos perder la continuidad de una
funcién si incrementamos la cantidad de conjuntos abiertos en su contradominio.
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a nuestro rescate. Si G es un grupo topoldgico o-localmente compacto, (G, Ba(G)) si es
un grupo medible.®) Para demostrarlo, requerimos de la siguiente equivalencia.

Proposicion 3.2.4. Sea G un grupo y consideremos A una o-dlgebra de subconjuntos
de G. Los siguientes enunciados son equivalentes.

(1) (G,A) es un grupo medible.
(11) Las transformaciones T, T~' : G x G — G x G dadas por

T(z,y) = (y=,y) y TN zy) =y 'ey)
son medibles respecto a A ® A. (Condicién (M) de Weil®))
(111) Las transformaciones S,S™!': G x G — G x G dadas por

S(x,y) = (v, 2y) y  STHay) = (va7'y)
son medibles respecto a A® A. (Condicién de Halmos(?)

(1v) La transformacion Q : G x G — G x G dada por Q(z,y) = (zy,y~') es medible
respecto a A ® A.

Demostracion.

(1) =(11) Si dos funciones f: A — By g: A — C son medibles, entonces el producto
cartesiano (f, g): A — B x C es medible (respecto a la o-algebra producto). Las
funciones 7'y T~! son composiciones y productos cartesianos de las funciones
(,y) = zy, z = 7' v — 2, (v,y) =z y (x,9) — y, que son todas medibles
si (G, A) es un grupo medible.

(11) = (111) Definamos R(z,y) = (y,x). Si A x B € A® A, entonces R(A x B) =
BxAe A® A, por lo que R es medible. Notemos que

R T R
Si(xy) = (y,2) = (vy,2) = (2, zy)
-1
§71 (2,y) = (v 2) > (27 y ) ¥ (a,7y).
Por lo tanto, si Ty T—! son medibles, entonces S y S~! también lo son.

(111) = (1v) Igual que el inciso anterior, ahora utilizando que

1

Q: (x,y) S (x,29) & (2y, 2) £ (2y, (2y)'2) = (zy,y™).

(G)E] argumento que dimos en el ejemplo 3.2.3 no funciona para Ba(G) pues si G es compacto y con
cardinalidad mayor que la del conjunto de nimeros reales, {e} & Ba(G).

®)C.f. [36, p. 141].

(MC.£. 16, p. 257].




3.2. Grupos medibles 63

(1v) =(1) Si @ es medible, componiendo con la proyeccion (x,y) — = se obtiene que
(x,y) — zy es medible. Similarmente, a través de la composicion

x— (e, x) r% (w,x_l) =

obtenemos que z — ! es medible. O

Corolario 3.2.5. Si G es un grupo topoldgico o-localmente compacto, (G,Ba(G)) es
un grupo medible.

Demostracion. Como G x G es o-localmente compacto y S(z,y) = (z,zy) es un
homeomorfismo, por la proposicién 1.4.11, las transformaciones S y S~! son medibles
respecto a Ba(G x G). Ademas, por el teorema 1.4.13, Ba(G x G) = Ba(G) @ Ba(G).
Es decir, las transformaciones S y S~! son medibles respecto a la o-algebra producto

Ba(G) ® Ba(G). O

En un grupo topolégico, si un conjunto A es abierto, entonces A~1, aA y Aa son abiertos
para todo elemento a en el grupo. Sucede lo mismo en los grupos medibles, cambiando
abierto por medible.

Teorema 3.2.6. Sea (G, A) un grupo medible y A € A. Entonces A™' aA, Aa € A
para todo a € G.

Demostracion. Para cada a € G, definamos las funciones i,,42,7*: G — G por
io(z) = za, 4i(x) = ax e i*(x) = z7'. Como A = (i*)71(A4), Aa = (i,-1) ' (A)
y aA = (,-1i)7'(A), basta demostrar que estas funciones son medibles. Dado que
(G, A) es un grupo medible, i* es medible. Ademaés, las funciones = +— (a,x) y
x +— (x,a) son medibles, por lo que ,i: z +— (a,z) — az e i,: ¢ — (z,a) — xa
también son medibles. ®) O

Gracias al teorema 3.2.6, los grupos medibles proveen un espacio ideal para trabajar
con medidas invariantes.

Definicion 3.2.7 (medida invariante). Sea (G, .A) un grupo medible. Decimos que una
medida p: A — [0,00] es invariante izquierda (derecha) si pu(zA) = p(A)
(u(Az) = u(A)) paratodo A€ Ay z € G.

Si G es un grupo o-localmente compacto, llamaremos a la contracciéon de Baire de una
medida de Haar izquierda (derecha) una medida de Haar-Baire izquierda (dere-
cha).

(®)Notemos que esta demostracion es exactamente la misma que la del inciso (1) de la proposicion 1.1.6,
solo cambiando las palabras abierto y continua por la palabra medible.
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Proposicion 3.2.8. Consideremos G un grupo topologico o-localmente compacto y
p: Ba(G) — [0,00] una medida de Haar-Baire izquierda (derecha). Entonces u es
una medida invariante izquiera (derecha) y o-finita en el grupo medible (G, Ba(Q)).

Demostracion. La invarianza es evidente. La o-finitud es una consecuencia de la
proposiciéon 3.1.1 y la observacion 1.4.19. O]

A partir de ahora, trabajaremos solo con invarianza izquierda. Como es de esperarse,
todos los resultados son igualmente validos para el caso derecho, invirtiendo todos los
productos apropiadamente.

Recordemos la notacion E, = {y € Y |(z,y) € E} y EY = {z € X |(x,y) € E} para las
secciones de un conjunto £ C G x G. Las transformaciones T, S y Q que definimos en
la proposicion 3.2.4 serdn nuestra herramienta principal para demostrar propiedades de
medidas invariantes en grupos medibles. Primero veamos que las secciones de la imagen
de un rectangulo bajo estas transformaciones se pueden expresar en términos de las
operaciones del grupo.

Proposicion 3.2.9. Si G es un grupo y T,5,Q: G x G — G x G estdn dadas por
T(z,y) = (yz,y),  Sla,y) = (v,2y) vy Qry) = (ay,y7),

entonces, para cualesquiera A, B C G, yx,y € G las secciones de T(Ax B), S(Ax B)
y Q(A x B) son

A siy € B,
T(A x B), =2A™' N B, T(Ax By =77 Y
0 en otro caso,
B sixeA,
S(AxB), =47 "° S(Ax B)Y = ANyB™Y,
0 en otro caso,
Ayt siye B!
Q(Ax B), =2 AN B! y QAx By =Y Y ’
0 en otro caso.
Demostracion. Por medio de las transformaciones inversas T '(z,y) = (y~'z,y),

Sz, y) = (z,27y) y Q Nz,y) = (zy,y™") = Q(z,y) podemos calcular:
T(AxB),={ycG|(z,y) eT(AxB)}={ye G |T (z,y) € Ax B}
={yeG|(y o,y e AxBy={ye G|y 'veAyec B}
={yeG|lyczA,ye B} =xA"'NB.

O)C.1£. [7, p. 144] o [31, p. 161]
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T(AxB)Y={reGly'reAyeB}={zecG|zecyAyc B}
=yA si y € B y () en otro caso.
SAxB),={yeG|SHr,y) e Ax B}y ={ye€G|(x,27'y) € Ax B}
={yeG|lrcAr'ye By={ye G|z ecAycaB}
=zB si x € A y () en otro caso.
SAxBY={reGlze Az 'lyeBl={reG|lrcAxecyB'}
= AnyB™.
QAXB),={yeG|Q (z,y) e Ax B} ={y € G| (ay,y ') € Ax B}
={yeGlaycAy'eBy={ycG|lyca A ye B!}

=z 'ANnB L
QAxBY={ze€G|laycAy'teBl={zeG|zecAy ' yeB'}
= Ay ' si y € B! y () en otro caso. O

Recordemos que si una medida pu: A — [0, 00| es o-finita, es posible definir una tunica
medida producto pux u: A®A — [0, 00| tal que para cualesquiera A, B € A, se satisface

(1 x ) (A x B) = p(A)p(B).10

Proposicion 3.2.10. Sean (G,.A) un grupo medible y pu: A — [0,00] una medida
mvariante izquierda y o-finita. Las transformaciones

T(z,y) = (yx,y), S(z,y) = (z,xy), Q(z,y) = (zy,x7"),
T x,y) = (v 'z,y), SN xy)=(z,27y) vy Rlz,y) = (y, )

preservan la medida producto p? = x pu: A® A — [0,00], es decir,
/AQOT:;L2OS:M2OQ:,LL20T_1:;LzOS_l:,u2OR:/L2.

Demostracion. Sea A x B € A® A. Utilizando la proposicién 3.2.9 y el teorema de
Fubini obtenemos

(12 0 S)(A x B) = j2(S(A x B)) = / u(S(A x B),) du(x) = / va(@)u(eB) d(x)

= /XA(SC)M(B) dp(z) = (/ xa(w) du(w)) u(B) = p(A)u(B).

Por la unicidad de la medida producto, u? o S = u®. Es decir, S preserva la medida
producto y por lo tanto S~! lo hace también. Similarmente, como

(14® 0 R)(A x B) = pi*(R(A x B)) = p*(B x A) = p(B)u(A) = n(A)p(B),

A0 C.f. [7, teo. 5.1.4]
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deducimos que R preserva la medida producto junto con Sy S~ y por lo tanto
Q=S"1oRoS,T=RoSoRyT'=RoS!oRlohacen también. O

Teorema 3.2.11 (del promedio). Sean (G, A) un grupo medible y pu: A — [0, 0]
una medida invariante izquierda y o-finita. Para cualesquiera A, B € A, la funcion
x— p(x P AN B) es medible y

[ e AN B) duta) = p(a)( .00

Demostracion. Consideremos la transformacion Q(z,y) = (zy,y!) y definamos la
funcion f: G — [0, 0] por

f(2) = QA x BY),) = / Xouxs-1(z,y) du(y).

Claramente f es medible, y por la proposicion 3.2.9, f(z) = u(z='A N B). Por el
teorema de Fubini,

[ e anB)dute) = [ [ auwes o e0) dut) duta)
= (ux W@ x BY)

Pero, como @) preserva la medida producto p x pu (proposicion 3.2.10), tenemos que
(1> QA X BY)) = (u x p)(A x B™') = u(A)u(B~). O

Corolario 3.2.12. Sean (G, A) un grupo medible y u: A — [0, 00] una medida inva-
riante izquierda y o-finita. Si A € A satisface un(A) > 0, entonces p(A=') > 0 y
p(Aa) > 0 para todo a € G.

Demostracion. Por el teorema del promedio (teorema 3.2.11),
/,u(x_lA NA Y du(z) = p(A)? > 0.

Por lo tanto, B =z AN A™! satisface u(B) > 0 para algin = € G. Esto inmedia-
tamente implica que u(A™') > 0.

Aplicando el mismo argumento para a !B con u(a 'B) = u(B) > 0, existe y € G
tal que C' = y~'a™'B N (a~'B)~! satisface u(C) > 0. Dado que C' C B~ 'a C Aa,
concluimos que p(Aa) > 0. O

(1D Esta, formula es valida incluso cuando p(A) = 0o o u(B~1) = oo, tomando la convenciéon de que
0-00=00-0=0.



67

3.3. La topologia de Weil

Consideremos un grupo medible (G,.A) y una medida invariante izquierda y o-finita
p: A —[0,00]. El objetivo de esta secciéon es construir una topologia localmente aco-
tada para (G, de manera que A contenga a los conjuntos de Baire de la completacion
localmente compacta para G (c.f. teorema 1.1.15) y la medida de Haar-Baire de esta
coincida con u sobre GG. Para ello, deberemos imponerle a p una propiedad de separa-
cion1?).

A esta topologia se le conoce como la topologia de Weil inducida por u y el teorema
que garantiza su existencia se conoce como el teorema de Haar inverso. La construccion
que presentamos fue dada originalmente por Weil en el apéndice I de su clasico de
1940 [36] y maés tarde refinada por Halmos en el capitulo XII de su libro de 1950 [16].
Halmos utiliza o-anillos en vez de g-algebras en todo su libro. Aqui hemos adaptado
este tratamiento para utilizar o-algebras, como es més usual actualmente en teoria de
la medida. El camino que seguimos sigue siendo en esencia el de Halmos.

Definiciéon 3.3.1. Dada una o-algebra de conjuntos 4 y una medida p: A — [0, 0o,
definimos los conjuntos A,~o = {A € A|pu(A) > 0}, Ajcoo = {A € A| u(A) < oo}
y A0<u<oo = Au>0 N Au<oo~

Recordemos una medida es semifinita si todo conjunto de medida infinita tiene un
subconjunto de medida finita y positiva.

Proposicion 3.3.2. Sea A una o-dlgebra de subconjuntos de X y u: A — [0, 00| una
medida.

(1) Sip es no nula, entonces A,~o # 0.
(11) Si p es semifinita, entonces A, <o # 0.
(111) Si p es no nula y semifinita, entonces Ao oo 7 0.
Demostracion.
(I) Si p es no nula, existe A € A tal que pu(A) # 0 y entonces A € A,~0.

(I1) Si p es semifinita, entonces o bien X € A, o, 0 existe A C X con A €
A0<u<oo g Au<oo'

(111) Si e es no nula existe A € A,,~. Si it es semifinita y no ocurre que A € Aj<jcoo,
entonces existe B C A con B € Ay <o ]

(12)Ver la definicion 3.3.7.
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Lema 3.3.3. Sean A una o-dlgebra de subconjuntos de X y p: A — [0,00] una
medida. Para A,B € A <, definimos d,(A,B) = u(A A B), donde AN B =
(A\ B)U (B \ A) es la diferencia simétrica de conjuntos. Entonces la funcion
dy: Apcoo X Aycoo = [0,00) es una seudométrica, es decir, se satisfacen las siguien-
tes condiciones.

(1) d,(A, A) = 0.

(11) d,(A,B) =d,(B,A).

d
(1) d,(A,C) < du(A, B) + du(B, O).
Si adicionalmente (X, A) es un grupo medible y la medida p es invariante izquierda,
entonces se tiene d, (A, B) = d,(vA,xB) para todo x € X .

Demostracion. Las primeras dos propiedades son evidentes. La tercera se sigue de
que
ANCC(AAB)U(BAC)

y la subaditividad de la medida. Finalmente, si la medida es invariante izquierda, se
tiene

d, (A, zB) = p(rA A xB) = p(z(AA B)) = w(AA B) =d,(A, B). O

A la funcion d,(A, B) = (A A B) se le conoce como la seudométrica de Frechet-
Nikodym [4, p. 53|. Se puede convertir en una métrica de la manera usual, haciendo
el cociente con la clase de equivalencia A ~ B < u(A A B) = 0, aunque nosotros no
utilizaremos este hecho. La seudométrica de Frechet-Nikodym nos permitira construir
una topologia a partir de una medida invariante, con la que demostraremos el teorema
de Haar inverso que ya hemos anunciado.

Definiciéon 3.3.4. Sean (G, .A) un grupo medible y p: A — [0, 00] una medida. Para
cada A € A, y € G escribimos

lllll; = du(zA, A)/2.
Si v es invariante izquierda, es facil notar que |[|z]| = p(zA\ A) = p(A) — p(ANzA)
para todo A € 4,cc vy € G.

Lema 3.3.5. Sean (G,.A) un grupo medible y u: A — [0,00] una medida invariante
izquierda. Para cada A € Apcpcoo Y cualquier par de puntos x,y € G se satisfacen
las siguientes condiciones:

(D) [l = o.
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(1) [zl = ll==" ;. (Simetria)
(1) lzy|| < H]mHlZ‘ + H|yH|;‘ (Desigualdad del triangulo)
Demostracion.

(1) Tenemos ||le][;} = d,.(A, A)/2 = 0.

(11) Utilizando la invarianza y la simetria de la seudométrica de Frechet-Nikodym

obtenemos
e = @A A) _ du@T e A, a7 A)_ d(A,eTA) (e A A)
I 5 5 5 5
= [ll= 12

(111) Con la desigualdad del triangulo para la seudométrica de Frechet-Nikodym
podemos calcular

d,(zyA,A)  d(yA,xrA) _ d,(yA,A)  d(z71AA)
oyl = vdA)_ dlyd )  BludA) | il
= ==l + Nyl = Wl + iyl s
A las funciones reales |||-||| de un grupo que cumplen las propiedades (1), (11) y (111) del

lema 3.3.5 se les conoce como seudonormas de grupo(*® [26]. Hemos construido una
familia de seudonormas {|[|-[||}] A € Ap<u<oo} Para G. Se le pone el prefijo seudo porque,
usualmente, si se define una norma||-|| en un grupo, se pide, ademas de las propiedades
del lema 3.3.5, que ||z|| = 0 ocurra solo para = = e. En el caso de las seudonormas que
hemos definido aqui, pueden existir elementos = # e tales que [[|z[||} = 0 para todo
A€ .Ao<u<oo.

Ejemplo 3.3.6. Consideremos un grupo topoloégico o-localmente compacto G (por
ejemplo, G = R). Es sencillo verificar que el producto directo G* = G x G con la
o-algebra

A={BxG|B e Ba(G)}

es un grupo medible. Sea ug: Ba(G) — [0,00| la medida de Haar-Baire de G y
definamos la medida p: A — [0, 00| por u(B X G) = ug(B). Entonces i es invariante
izquierda, pues

p((z,9)(B x G)) = p(xB x yG) = p(xB x G) = pg(xB) = pe(B) = p(B x G)

para cualquier par (z,y) € G2

(13)La referencia [1, sec. 3.3] contiene un tratamiento extenso sobre seudonormas de grupo, aunque se
refiere a ellas como prenormas de grupo.
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Para cada z € G, incluso si z # eq, y B X G € Apc<co, S€ tiene

e, )7 = (B x G) = u((Bx G)N(eaB x 2G)) = (B x G) = u(B x G) = 0.

Sin embargo, es posible imponer una condicién sobre p para que por lo menos exista
algin A € Ajcycoo tal que [||z[H > 0 si z # e.

Definiciéon 3.3.7 (medida separadora). Sea p: A — [0, 00] una medida en un grupo
medible (G,.A). Decimos que p es separadora si para cada z € G\ {e}, existe
A€ Apcpcco con p(A) > p(ANzA).

Proposicion 3.3.8. Sean (G, A) un grupo medible y u: A — [0,00] una medida in-
variante izquierda y separadora. Si |||l = 0 para todo A € Apcpcos, entonces
T =e.

Demostracion. Six # e, existe A € Aycycss con |[z]l) = p(A) —p(ANzA) > 0. O

La medida que construimos en el ejemplo 3.3.6 no es separadora. Sin embargo, las
medidas de Haar-Baire en grupos topolégicos o-localmente compactos siempre lo son.
Esto esta relacionado con el hecho de que los grupos topolégicos siempre son de Haus-

dorff.

Proposicion 3.3.9. Consideremos un grupo topoldgico G o-localmente compacto y una
medida de Haar-Baire izquierda o derecha p: Ba(G) — [0,00]. Entonces i es una
medida separadora en el grupo medible (G, Ba(G)).

Demostracion. Como G es de Hausdorff, para cada € G\ {e}, existen vecindades
V., V. € G de x y e, respectivamente, con V, NV, = (. Por la proposiciéon 1.4.7
podemos suponer que V, y V. son compactas y Gs. Asf, A =V, Nz 'V, € Ba(G)
es una vecindad compacta de e. Como g es una medida de Baire, p(A) < oo, y
por el corolario 2.2.4, u(A) > 0. Mas atn, ANxzA C V.NV, =0 y por lo tanto
w(A) >0=p(zANA). O

La familia de seudonormas [[-[[|# induce, de la manera usual, una familia de bolas(®)
centradas en e.

Definicion 3.3.10. Sea (G, .A) un grupo medible y p: A — [0, 00] una medida. Para
A€ Apcpcoo ¥y € >0 con e < p1(A), escribimos

Bue, A)={z € G llall <} v Wy={Bu(e. 4)| A€ Arcpcns: 0 < & < u(A)}.

Las bolas B, (e, A) € W, seran vecindades para e en la topologia que buscamos.

(D En realidad seudobolas, dado que tenemos seudonormas y no normas.
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Proposicion 3.3.11. Sean (G,.A) un grupo medible y u: A — [0, 00] una medida in-
variante izquierda y o-finita. Si A, B € Ajcoo Yy 0 < e < u(A) + pu(B), entonces

{reG|d,(zA,B) <e} € A

Demostracion. Sea f(x) = u(xANB). Esta funcion es medible pues es la composicion
de funciones medibles z + x~! + u(zAN B); la primera porque (G,.A) es un grupo
medible y la segunda por el teorema del promedio (teorema 3.2.11). Entonces

{zeG|dzA B) <e} ={zeG|ulA)+uB) - 2u(zANB) <c}

~ {2 eC[ (@) > L (A +u(B) —c)} e A D

La proposicion 3.3.11 implica que si p es invariante izquierda y o-finita, W, C A, pues
para todo A € Ajcpcoo ¥ 0 < € < p(A) se tiene B,(e, A) = {z € G | d,(zA, A) < €'},
donde ¢’ = 2¢ < p(A) + p(A). A continuacion, veremos que ademas W, C A,,~o.

Lema 3.3.12. Sean (G, A) un grupo medible y p: A — [0, 00] una medida invariante
izquierda y o-finita. Si B, (e, A) € W, entonces:

(1) Bu(e,A) C AA™L.
(11) Dado F € A,~0, eziste E € Aycpcoo tal que EC F y EE~' C B,(¢, A).
Al inciso (11) se le conoce como el lema de fragmentacién de Weil |3, 16].
Demostracion.
(1) De la definicion, tenemos que € < p(A), y de la proposicion 1.1.5 se sigue que
Bu(e,A) ={z € G| u(A) —pzAnA)<ec} C{r e G|zANA#£()} = AA™".
(11) Supongamos primero que p(F 1) < oo. Sea T'(z,y) = (yz,y) la funcién medible
definida en la proposicion 3.2.4 (11). Como g es invariante izquierda y o-finita,
la proposicion 3.2.10 garantiza que T preserva la medida producto p? = p x p.

Asi, TAxF Y e A® Acon > (T(Ax F1)) = p(A)u(F~') < 0o. Seann € N
yA; xB e Ao Aconie {l,...,n} tales que M = |J_, A; x B; satisface?)

PE(M AT(Ax F7Y)) = 2(M\T(Ax FY)YUT(A x F~)\ M) < gu(F*I).

Por la proposicion 3.2.9, xraxr-1)(2,y) = X@axr-1m(2) = xa(y™ z)xr-1(y)

(15)1a existencia de esta familia de rectangulos estd garantizada porque la medida producto es la
medida exterior generada por el teorema de extension de Carathéodory a partir de la premedida
(A x B) = u(A)u(B) definida sobre el semianillo de rectangulos {A x B | A, B € A}. |16, 21|
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para cualesquiera x,y € G, y es sencillo verificar que, entonces,
Xar ar(axr- (2, y) = |xar(z,y) — xaly ™ z)xr-1 (y).

Aplicando el teorema de Fubini obtenemos que

/uc(F’l)E > //\XM(x,y) — xaly @) xp-1 (y)| dp(z) dply)

/XFl /\xMxy) Xaly'o)| dp(z) duly /f ) dply

donde f: G — [0,00) esta dada por

F(9) = xe1(y) / (2, y) — xaly'2)] du(a)

Sea
C={yeG|fly)>e} CF,

cuya medida es

€)= [ xet)anto) < £ [ 1 auty) < 5.

y por lo tanto, u(F~1\ C) > u(F~')/2 > 0. Ademas, para cualquier y € G,

Fy) = xp-1(y) plyA & MY) = xp-1(y) du(yA, M?)
con MY =|JA;, donde I(y) ={i € {1,...,n}|y € B;}.

i€l(y)
Entonces,
FI\C={yeF ' |flyy<e}={yeF'|d, (yAZELIJyI?)m}
c |J{weF"|du(vA, UA)<5}

IC{1,...,n}

Como € < p(A) < p(A) + u(U,e; Ai), la proposicion 3.3.11 garantiza que los
conjuntos {y € G | d (yA Uics Ai) <€} (I C{1,...,n}) son todos elementos
de A, y dado que u(F~!\ C) > 0, al menos uno de ellos intersecta a F'~1\ C

en un conjunto de medida positiva. Sea Iy C {1,...,n} tal que
={yeG|d,(yAUA) <e}nF\C
i€lp

tenga medida positiva.
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Afirmamos que E es el conjunto buscado. Es decir, EE~' C B, (¢, A). Sean
x,y € E. Entonces

A = S, (A A) <

eyl = 5

(dM (2 AU A) +du(y AU Ai)> <e

i€lp i€lp

DO | —

es decir, zy~' € B, (e, A).

En el caso en el que u(F~1') = oo, como u es o-finita, entonces es semifinita,
y por lo tanto existe un conjunto Fy C F' tal que FO_1 € Ap<p<co al cual le
podemos aplicar el argumento anterior. O

Teorema 3.3.13. Sean (G, .A) un grupo medible, p: A — [0, 00| una medida invariante
izquierda y o-finita, y B,(e,A) € W,. Entonces B,(c,A) € A,~o. Mds ain, si
(A1) < oo, entonces B,(e, A) € Apcpcoo-

Demostracion. Por el lema 3.3.12 (11), existe E € Aycycoo con EE™1 C B, (g, A).
Luego para cualquier x € E, Ex~' C B, (¢, A) y entonces, por el corolario 3.2.12,

1(Byu(e, A)) > p(Ex™) > 0.
Ahora, si ademés u(A™') < oo, dado que
By(e, A) = {r € G | pla™ AN A) > u(4) — e},

del teorema del promedio (teorema 3.2.11) se sigue que

1(B(e, A)) :/XBH(E,A)('I) du(z) < /%

y entonces By, (g, A) € Ay<p<oo- ]

dp(z) =

Corolario 3.3.14. Sean (G, A) un grupo medible, p: A — [0,00] una medida inva-
riante izquierda, o-finita y no nula. Entonces W, N Ao<pcco # 0.

Demostracion. Como p es o-finita, es semifinita, y entonces del inciso (111) de la
proposicion 3.3.2 deducimos que existe A € Ag<, <o Si ocurre que u(A™1) < oo, en-
tonces por el teorema 3.3.13 se tiene B, (¢, A) € Aj<,<oo Para cualquier € € (0, u(A)).
Por otro lado, si u(A™!) = oo, la semifinitud de p garantiza la existencia de A’ C A~1
tal que A" € Apcpcoo. Como A1 C A, tenemos pu(A™') < u(A) < oo y entonces
B, (e, A") € Ao <o para cualquier € € (0, u(A)). O

Estamos listos para demostrar que si p es una medida no nula, o-finita, invariante
izquierda y separadora en un grupo medible, la familia W, forma una base local de
vecindades abiertas para e en alguna topologia para el grupo. Evidentemente, estas
medidas son especiales, por lo que llevan un nombre.
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Definicion 3.3.15 (medida de Weil). Sea (G, .A) un grupo medible. Decimos que una
medida pu: A — [0,00] es una medida de Weil si es no nula, o-finita, invariante
izquierda y separadora.

Las proposiciones 3.2.8 y 3.3.9 garantizan que si G tiene una topologia o-localmente
compacta y p: Ba(G) — [0,00] es una medida de Haar-Baire izquierda, entonces p
es una medida de Weil en el grupo medible (G,Ba(G)). Lo que veremos es que, en
realidad, todas las medidas de Weil son medidas de Haar-Baire izquierdas en cierta
topologia.

Teorema 3.3.16. Sea (G, A) un grupo medible y u: A — [0, 00] una medida de Weil.
La familia W, (x) = {sW | W € W, } es una base local de vecindades abiertas para
cada x € G en una unica topologia con la cual G es un grupo topoldgico.

Demostracion. Notemos que W, # ) por el corolario 3.3.14. Verifiquemos las pro-
piedades (a) - (f) de la proposicion 1.1.12.

(a) Se tiene e € B, (e, A) para todo B, (e, A) € W,, pues
lllll; = p(A) = u(Aned) =0 <e.
(b) Sean B,(e,A), B, (¢, A") € W,. Por el lema 3.3.12 (11), existen E, E' € A0
con ECA E'CA FEFE'CB,(,A),y FE~ C B, A).

Por el corolario 3.2.12, E'~" € A,~¢. Luego u(E'~")u(FE) > 0. Por el teorema
del promedio (teorema 3.2.11), z'F'" "' N E~! € A,~o para algin =z € G. Sea
F=FzNE= ("B 'NE")"" € A, Como y es semifinita, existe B C F
tal que B € Ap<y<co- Si0 € (0, p(B)), por el lema 3.3.12 (1),
B,(6,B)C BB 'CFF'=FF'nFz Y Fz )Y 'CEE'NnEE
C B,(s,A)N B, (e, A").

(c) Sean By(e,A) € W, y « € By(e, A). Tomemos § = ¢ — [||z[| € (0, u(A)). Si
y € B,(0,A), del lema 3.3.5 (I1I) se tiene
eyl < M=l + Myl < Nl +6 =,
y entonces zy € B, (e, A). Por lo tanto, 2B,,(6, A) C B,(c, A).

(d) Tomemos B, (e, A) € W,. Se tiene B,(¢/2, A)B,(¢/2,A)~" C B, (e, A), pues si
x € B,(g/2,A)B,(¢/2,A)~!, entonces x = ab™! para ciertos a,b € B,(/2, A).
Por el lema 3.3.5 (111),

(il < Mallly + ol < e/2+e/2=¢,
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y por lo tanto z € B, (e, A).

(e) Sean x € G y B,(e,A) € W,. Por el lema 3.3.12 (11), existe £ € Ay <oo
con E C Ay EE™! C B,(e,A). Por el inciso (1) del mismo lema, tomando
0 € (0, u(zE)),

B,(8,2E) C (zE)(zE) ' =2EE '™ CaB,(e, A)z".

(f) Sea x € G'\ {e}. Por la proposicion 3.3.8, existe A € Aypcycoo con [||z]]l2} > 0.
Definamos € = [||z]]|;} € (0, u(A)). Entonces se tiene que x & B, (¢, A). Notemos

que este es el inico inciso para el cual utilizamos que la medida es separadora.
O

Definiciéon 3.3.17 (topologia de Weil). Sea (G, .A) un grupo medible y p: A — [0, o0]
una medida de Weil. A la topologia 7, con base local de vecindades abiertas W, (x)
la llamamos la topologia de Weil inducida por p. [16]

Observacion 3.3.18. Por el lema 3.3.12, la familia {tFE™' | E € Apcu<oo} €8 una
base local para z € GG en la topologia de Weil inducida por pu.

Teorema 3.3.19. Sea (G, A) un grupo medible y pu: A — [0, 00] una medida de Weil.
Entonces (G, 7,) es localmente acotado.

Demostracion. Por el corolario 3.3.14, existe W € W, tal que (W) < oo. Como
hicimos en el inciso (d) de la demostracion del teorema 3.3.16, podemos encontrar
encontrar V€ W, con VV~1 C W. Demostraremos que V es totalmente acotado.
Por contradicciéon, supongamos que existe una vecindad U de e tal que para todo
F C @ finito, V € FU. Recursivamente definamos

Ty =e y Tp1 € V\ {21, ... 2, }U
para cada n € N.

Por el lema 3.3.12 (11), existe £ € Apcpycoo con E C VL y EE' C U. Sin > m,
rn € v,,U D x,, EE~!, y por la proposicién 1.1.5, 2,E N z,,E = (). Es decir, los
conjuntos x, F y x,, F son ajenos si n # m. Ademas

2, ECx, VI CVVICW
para todo n € N. Luego,

pW) = p(JanB) =3 plaaB) = 3 ul(B) = oc,

neN

lo cual contradice que pu(W) < oc. O
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Teorema 3.3.20 (de Haar inverso de Weil).
Sea (G, A) un grupo medible y u: A — [0, 00] una medida de Weil. Eziste un grupo
topoldgico o-localmente compacto G tal que:

(1) (G, 7,) es un subgrupo denso de G.

Si A € Ba(@), entonces A = ANG € Ay fi: Ba(G) — [0,00] dada por
ZZ(A) 1(A) es una medida de Haar-Baire izquierda en G.

(111) Para toda f € C(G), fla es medible en A y

/f ) dpa(z /f ) di(z

Demostracion. Por los teoremas 3.3.19 y 1.1.15, existe un grupo topologico local-
mente compacto G que satisface el inciso (I).

Notemos que el enunciado (I11) es una consecuencia directa del (11). En efecto, la
primera parte del inciso (11) nos dice que la funcién inclusion i: (G, A) = (G, Ba(G))
es medible, pues i~'(A) = AN G € A para cada A € Ba(G). Como f € CJ(@) es
medible en Ba(G), entonces f|g = foi es medible en A. La segunda parte del inciso
(11) define i = poi~t, de lo cual se sigue que

/G f(2) dpu() = /G (f 0 )(x) du(z) = /G F2)d(oi)(x) = /G f(2) d(z)

para toda f € CF(G).

Resta verificar el inciso (1) y el hecho de que G es o-compacto. Lo haremos con las
siguientes tres afirmaciones.

Afirmacion 1. Si A € Ba(G), entonces ANG € A.

En efecto, definamos
S={ACG|ANG e A}.

Es facil ver que S es una o-algebra. Para verificar que Ba(@) C S, por la propo-
sicion 1.4.10, basta ver que S contiene una base para la topologia de G.

Sea 7 € G Ty U C G una vecindad de e. Buscamos un abierto A € S tal que
TeA C 2U. Por la proposmlon 1.1.10, existe una vecindad simétrica VC Gdee
tal que V2 C U.Como V = VNG es una 7,-vecindad de e, existe W € W - Au>0
(teorema 3.3.13) con W C V. Dado que W € 7y, existe un abierto W cV con
W=wna y por la densidad de G en G existe 7 € ZW 1N G. Sea A = 2.
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EntoncesAzgﬂG:xWEA, pues We Ay x e G. Por lo tanto A € S. Mas
aimmz €W =Ay

—~ e R /\

A=W CaW W czV? c2l. u

Definamos 7i: Ba(G) — [0, 00] por fi(A) = u(AN G) para todo A € Ba(G), como
en el inciso (11). Es facil ver que fi es una medida.

Afirmacién 2. G es o-compacto y ji es una medida de Baire en G.

En efecto, verifiquemos que j1 satisface las propiedades (a), (b) y (c¢) de la propo-
sicion 3.1.1.

(a) Si U € Ba(G) es abierto y no vacio, entonces, como G es denso, U N G es
abierto y no vacio en G. Por lo tanto, existen W € W, y « € G tales que
xW CUNG. Luego

-~

A0) = WU NG) > p(@W) = p(W) > 0.

(b) Sea C' € Ba(G) compacto. Por el corolario 3.3.14, existe W € W, tal que
p(W) < oo.SeaU C G una vecmdad abierta y simétrica de e tal que U2 Cw.
Como G es subespa(no de G existe U - G una vecindad abierta de e la cual
satisface U = U N G. Por compacidad, existen Ti,...,T, € G tales que
C c U, ’x\zl/j . Ademaés, como G es denso, existe z; € G N ’x\zl/j para cada
ie{1,...,n}. Es decir, &; € ;U y por lo tanto

GnN /.fz(/j Q GnN Ii[/jilﬁ = LEiUilU Q xZW
Luego GNC C Ui, z;W y entonces
AC) =GN C) <> p(aiW) = np(W) < oo.
i=1

Con este inciso, hemos probado que 7i: Ba(G) — [0, 0] es una medida de
Baire.

(c) Sea FC Ba(@) una familia de conjuntos disjuntos de medida i positiva y
finita. Entonces

F={ANG|AeF}CA

es una familia de conjuntos disjuntos de medida p positiva y finita. Por la
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proposiciéon 3.1.2, como u es o-finita, F es numerable, y por lo tanto F tam-
bién. |

Afirmacion 3. La medida |1 es invariante izquierda. Es decir, para cualesquiera

7€ Gy AcBa(G), se tiene i(TA) = [i(A).

En efecto, por la regularidad interior de 1 (teorema 1.4.16), basta que lo verifi-
quemos para A compacto y G5 Sea € > 0 cualquiera. Entonces, por la regularldad
exterior de fi, existe U D ZA abierto y o-compacto tal que_ (U ) — (TA) <

Por la proposicion 1.1.11, existe una vecindad compacta C C G de e tal que
Oz A C U. Como C7 es vecindad de 7 y GG es denso, existe x € G N C7. Entonces
tACCTACU y por lo tanto,

i(A) = p(ANG) = w(zANG) < wUNG) =f(l) < i(ZA) +e.
Como e fue arbitrario, se tiene 7i(A) < 7i(ZA). Repitiendo el argumento con
=11y A =7A, se obtiene que fi(A) > fi(TA), dandonos la igualdad. |

Por el teorema 1.4.17 y la afirmacion 2, i1 se extiende a una tnica medida de Radon
en B(@) Por la unicidad del teorema de Haar para medidas (corolario 2.2.3), la
afirmacion 3, y el hecho de que ji es no nula (pues i es no nula), esta medida debe
ser una medida de Haar izquierda en G. Esto muestra que 1 es una medida de
Haar-Baire izquierda. O

Con el teorema anterior, podemos construir estructuras topolégicas a partir de estruc-
turas de medida. Es natural preguntarse: si en un inicio la medida de Weil es la inducida
por una medida de Haar, jla topologia de Weil coincide con la topologia original? Es de-
cir, si iniciamos con una medida de Haar en un grupo o-localmente compacto, hacemos
la contracciéon de Baire, y nos fijamos en la topologia de Weil inducida, jrecupera-
mos la topologia original? La respuesta es afirmativa. Para demostrarlo, requerimos del
teorema de Steinhaus-Weil [32, 36].

Teorema 3.3.21 (de Steinhaus-Weil). Sea G un grupo topolégico localmente com-
pacto y p: B(G) — [0,00] una medida de Haar izquierda. Si A € B(G) satisface
0 < u(A) < oo, entonces e € int(AA™Y)

Demostracion (Stromberg [33]). Por la regularidad de p, existe un compacto C' €
B(X) y un abierto U € B(X) con C C A C Uy uU) < u(C)+ey uC) >0,
con € = p(C'). Por la proposicion 1.1.11, existe una vecindad compacta N de e con
NC C U. Veamos que N C CC~!. Sea x € N. Entonces

+CUC CNCUC CU,
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y por lo tanto
p(U) = w(zC) + p(C) — p(zCNC) > e+ p(C) — p(zCNC) > p(U) — p(zC N O).

Luego pu(zC N C) > 0y entonces xC N C # B. Por la proposicion 1.1.5, x € CC~1.
Asi, tenemos e € int N C int(CC™1) C int(AA™1). O

Teorema 3.3.22. Sea (G,T) un grupo o-localmente compacto y p: Ba(G) — [0, 0]
una medida de Haar-Baire izquierda. Entonces T = 7,,.

Demostracion. Por simplicidad, escribamos A = Ba(G).

Veamos que 7 C 7,. Por la observacion 3.3.18, basta verificar que toda 7-vecindad
de e contiene un conjunto de la forma AA™" con A € Ay <. Sea V una 7-vecindad
de e. Por la proposiciéon 1.1.10, existe U C G una 7-vecindad simétrica de e tal que
U? C V. Como G es localmente compacto respecto a 7, por la proposicion 1.4.7,
existe una 7-vecindad A C U de e que es compacta y G5 respecto a 7. Como p es
medida de Baire, ;i(A) > 0, y el por corolario 2.2.4, i(A) < oo. Es decir, A € Apcpcoo
satisface AA~' C U2 C V.

Ahora veamos que 7, C 7. Por la observacion 3.3.18, basta verificar que para todo
conjunto A € Apcu<oo, €l conjunto AA™' es una 7-vecindad de e. Pero esto es
justamente lo que establece el teorema de Steinhaus-Weil (teorema 3.3.21) al aplicarlo
a la topologia 7. O

Si G es un grupo o-localmente compacto, su topologia se puede codificar completamente
en la medida de Haar-Baire. Conociendo solamente los conjuntos de Baire y su medida
de Haar, podemos reconstruir la topologia completa a través de la topologia de Weil.
Si inicialmente nuestro grupo solo es localmente compacto, a través del teorema 3.1.7,
podemos conseguir un subgrupo o-localmente compacto que esencialmente carga toda
la estructura topologica y aplicarle el argumento anterior. De cierta manera, en grupos
localmente compactos, la topologia no es més que una estructura de medida.

Referencias adicionales

En su articulo de 1946, Oxtoby [25] presenta algunas propiedades peculiares que pueden
tener algunas medidas invariantes en grupos que no son localmente compactos. Tam-
bién analiza las razones por las que estas medidas no satisfacen el teorema inverso de
Haar.

Existe una condicion dada por Mackey en 1957 [22] para que la topologia de Weil
sea directamente localmente compacta. Una o-algebra A de subconjuntos de X es
numerablemente separable si existe una familia numerable {A,, |n € N} C A tal que
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para cualesquiera x,y € X diferentes, existe n € Ncon x € A, yy € A,. Se dice
que A es analitica si es numerablemente separable y es la imagen de la o-algebra de
Borel B(M) de un espacio separable y completamente metrizable M bajo una funcion
medible f: M — X, es decir, tal que f~1(A) € B(M)si A € Ay f(A) € A si
A € B(M). Mackey demostro que, si anadimos la suposicion de que el dominio de la
medida de Weil sea una o-algebra analitica A, la topologia de Weil es la tinica topologia
localmente compacta cuya o-algebra de Borel coincide con A (c.f. [22, teo. 7.1]).

En la referencia [3| del 2018, se estudian generalizaciones de la topologia de Weil y la
conexion que tienen con ciertas propiedades de tipo Steinhaus-Weil (ver teorema 3.3.21)
en diferentes grupos topologicos.
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Demostracion del teorema de Hall

Tomamos la siguiente demostracion de la referencia [8, teo. 5.18, p. 137].

Demostracion del teorema de Hall (2.1.18).

(1)=(11) Sea 0: A — B una funcién inyectiva tal que para todo a € A, o(a) € B,
y tomemos C' C A arbitrario. Entonces tenemos que o(C) C (J, e Ba y por la
inyectividad |C| = |o(C)| < |U,ec Bal-

(11) =(1) Procedemos por inducciéon sobre el nimero de elementos en A. Si A = {a}
satisface la condicion de Hall, tomando C' = A, se obtiene a € B,. Asi, 0: a — a
es el deseado.

Ahora, supongamos que el teorema de Hall es valido para A de tamano menor
que n € N, y pensemos que |A| =ny B, (a € A) satisfacen la condicién de Hall.

Afirmacion 1. Si C,C" C A satisfacen |C| = |Uyec Ba| ¥ 1€ = |Upecr Ba

entonces
U 5|
aeCuUC’

)

|cuc| =

En efecto, por la condicion de Hall el lado izquierdo es menor o igual que el
derecho. Y por otro lado, usando de nuevo la condicién de Hall para C' N C’,

U Ba S U Ba + U Ba - U Ba
acCUC’ acC acC’ acCNC’
<|C|+|C'|—|CnC|=|Cuc’. |

Fijemos algtin o € A y definamos A=A \ {a}.

81



82

Apéndice

Caso 1: Existe algun 8 € B, tal que los conjuntos
Ea:Ba\{ﬁ} (aeg)

satisfacen la condicién de Hall. Por la hipotesis de induccién, existe o: A— B
inyectiva tal que para todo a € A, o(a) € B,. En este caso, podemos definir
o(a) =y 0|z =0 y terminamos.

Caso 2: Para todo 8 € B,, los conjuntos §a~: B, \ {38} no satisfacen la condi-

cién de Hall. Es decir, siempre existe Cg C A tal que |Uaecﬁ B,| < |Cs|. Luego,

|Uaecﬁ Ba+1< |Cs]. Pero sabemos, por hipotesis, que |Uaecﬂ B,| > |Cs|. En-
tonces
Csl < | | Ba| < | U BaU{B} < | | Ba| +1<1(Cs
aeCB GEC[g GGCB
y por lo tanto,
Csl = | | Bal.

aEC,(—;e

Sea C' = Usen, Cs € A. Por la afirmacién 1, tenemos que

|éy:'UBa.

aeC

Ademas B, C UaeQ B,, pues si existiera 3 € Bg\ U.ea Ba, entonces tendriamos
que los conjuntos B, = B, \ {6} = B, (a € A) satisfacen la condicion de Hall

con (3, lo cual estamos suponiendo no sucede.

Sea C'= C' U {a}. Entonces

|C|:|5|+1:’UBQ +1= +17

aeC

+1:‘UBauBa

aeC

U z.

aeC

lo cual contradice la condiciéon de Hall. Por lo tanto, este caso nunca sucede. [
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