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Introduccion

En el dltimo siglo ha habido un cambio de paradigma en las matematicas usadas para describir la
fisica tedrica. Antes, las matematicas utilizadas eran principalmente herramientas del analisis ma-
tematico que nos permitian hacer cédlculos en coordenadas locales. Después de esta transicion, la
geometria tomo6 un papel central, lo que permitié formular las teorias fisicas de una forma libre de
coordenadas. Por ejemplo, en la mecanica cléasica, debido al principio de relatividad Galileana, tene-
mos que la posicién y velocidad de un cierto objeto sélo estan definidos de forma relativa después de
escoger un marco inercial (sistema de coordenadas). Por lo tanto, podemos pensar que la velocidad y
la posicién de un cierto objeto no son algo intrinseco a este, sino algo que surge al escoger un sistema
de coordenadas locales y realizar una medicién. Lo mismo es cierto para el electromagnetismo de
Maxwell. En éste se tiene que sélo se puede definir de forma relativa al campo eléctrico y magnético,
ya que al cambiar de sistema de coordenadas, lo que era un campo eléctrico se puede ver cémo un

campo magnético y viceversa.

Sélo fue hasta la teoria de la relatividad general de Einstein que apareci el lenguaje de variedades
y de la geometria en la fisica. Al usar este lenguaje geométrico se eliminé la ambigiiedad que existia
en la definicion de los objetos, ya que todos los objetos usados en esta teoria se construyen a par-

tir del espacio tiempo M, de tal manera que no dependen de la eleccién de un sistema de coordenadas.

En este trabajo intentaremos describir las bases geométricas requeridas para formular la idea de
una teoria de Yang Mills. Estas han tenido un papel fundamental en la fisica ya que son la base
matematica del modelo estandar de la fisica de particulas. También han tenido fuertes aplicaciones
mateméticas y, por ejemplo, fueron usadas por Simon Donaldson para demostrar que R* admite una
cantidad infinita de estructuras diferenciales. Este teorema le hizo ganador de una medalla Fields
en 1986.

De fundamental importancia para poder describir a estas teorias son las ideas de grupo de Lie, haz
y conexion. Al estudio de las conexiones en un haz principal se le suele llamar teoria gauge y el
estudio matematico de esto se le atribuye a Cartan y al francés Charles Ehresmann. Es interesante
mencionar que en 1954 Yang y Mills publicaron un famoso articulo de fisica de particulas en el cual
utilizaban implicitamente estas ideas matematicas sin tener una formulacién precisa de estas. Esto
se debe a que en esa época existia poca comunicacién entre la comunidad fisica y matematica y

fue hasta tiempo después que los fisicos se dieron cuenta que llevaban anos estudiando lo que los



matematicos ya habian descubierto tiempo atras.

En los primeros 3 capitulos de este trabajo estudiaremos las matematicas requeridas para poder
definir de forma rigurosa lo que es una teoria de Yang Mills. En el tltimo capitulo describiremos

muy brevemente algunas aplicaciones fisicas y matematicas de estas.

Aunque nos hubiese gustado lograr describir como el modelo estdndar de la fisica de particulas se
puede formular en este lenguaje, esto no nos fue posible por cuestiones de tiempo y por la lon-
gitud que hubiese adquirido este trabajo. Sin embargo, no quisimos presentarlo sin describir una
aplicacién fisica interesante de las teorias de Yang Mills. El ejemplo principal que damos en el
dltimo capitulo es el de la electrodindamica cudntica y aunque este ejemplo no ilustra el poder total

de las teorias de Yang Mills en la fisica, esperamos que al menos dé una muestra significativa de esto.

Desde el punto de vista matematico el principal objetivo de este trabajo es desarrollar la teoria
de haces y conexiones en estos. Por otro lado también intentamos describir como la teoria de re-
presentaciones del grupo de Lorentz nos puede ayudar a construir ciertos objetos de interés fisico

(espinores) que usaremos para ejemplificar a las teorias de Yang-Mills.



Notas y convenciones

En este trabajo supondremos que el lector estd familiarizado con ciertas ideas de la fisica tedrica y
que tiene conocimientos béasicos de geometria diferencial. Ademads usaremos durante todo este tra-

bajo la notacién de Einstein para facilitar el manejo de expresiones con indices.

Por una funcién suave nos referiremos a una funcién C*°. Algo que es importante mencionar es que
en ciertas demostraciones dentro de este trabajo no hemos puesto principal interés en demostrar las
cuestiones relacionadas con la suavidad a todo detalle. No es porque hayamos considerado que estos
detalles no son importantes si no porque el describir estos con toda precisién nos hubiera desviado
bastante del principal interés de este trabajo el cual es describir las cuestiones geométricas de las

teorias de Yang Mills.

En el capitulo uno definimos un espinor en términos de una cierta representacién del grupo de Lo-
rentz SO(1,3). Esto no es la forma mas general de definirlo y debido a esto nos hubiera gustado
poder definir més generalmente lo que es un espinor. Sin embargo, esto nos hubiera llevado hacia

las algebras de Clifford lo cual ameritaria un trabajo extenso por si mismo.



Capitulo 1

Grupos y Algebras de Lie

En este capitulo daremos una introduccién general a los grupos y algebras de Lie. El objetivo es
introducir el lenguaje que utilizaremos cuando estudiemos conexiones y teorias de Yang- Mills. Un
grupo de Lie de particular importancia para nosotros sera el grupo de Lorentz SL(2,C) y es por
esto que dedicaremos una gran parte de este capitulo al estudio de este grupo y sus representaciones.
Como veremos, el grupo de Lorentz actia naturalmente sobre cuatrivectores en el espacio tiempo
pero también actia sobre objetos de interés fisico llamados espinores, esto nos permitird poder de-

finir un espinor de Dirac, lo cual sera de fundamental importancia para nosotros.

Un grupo de Lie consta de un grupo G con una estructura diferenciable en la cual las siguientes

operaciones son suaves

m:GxG—=G
(91,92) = 9192
inv:G— G

grgt

La suavidad de estas operaciones es respecto a la estructura diferenciable de G y la estructura dife-

renciable de G x G dada por el producto de cartas y funciones de transicion del atlas de G.

Definamos
Ly:G—=G
T g
y
Ry:G—=G
T g

a las cuales llamaremos traslaciones izquierdas y derechas respectivamente.
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Ly y Ry son invertibles y sus inversas estdn dadas por (Ly)™' = L,-1 y (Rg)™* = Ry

Debido a la suavidad de las operaciones de G y al hecho de que L, y R, son invertibles podemos
concluir que para cada g € G tanto L, como R, son difeomorfismos de G y por lo tanto tenemos

una familia de difeomorfismos indexada por los elementos de G.

Ejemplos:

1. Sea V un espacio vectorial sobre los reales. V tiene una estructura diferenciable candnica y es

un grupo aditivo. Se puede demostrar ficilmente que m e inv son suaves.

2. Sea M,(R) el conjunto de todas las matrices de n x n con entradas en los reales. M, (R) es
canénicamente isomorfo como espacio vectorial a R™. Se puede demostrar ficilmente que m

e inv son funciones suaves. Donde m(A, B) = A+ B e inv(A) = —A.

3. Sea
GL(n,R) :={A € M,(R)|detA # 0}

GL(n,R) es un grupo bajo las operaciones m(A, B) = AB (multiplicacién de matrices),
inv(A) = A1 = ad
B  detA
Consideremos la funcién
f:Mn(R) =R
A detA

Esta funcién es continua y R\ es abierto en R por lo que f~![R\0] = GL(n,R) es abierto
en M, (R) = R™ |y por lo tanto GL(n,R) es una sub-variedad diferenciable de M, (R) = R™’,
Si se considera la estructura diferenciable de GL(n,R) como la de sub-variedad diferenciable
de M, (R) se tiene que m e inv son suaves ya que son funciones polinomiales y por lo tanto

GL(n,R) es un grupo de Lie.

4. Anélogamente tenemos el grupo de Lie
GL(n,C) :={A € M,(C)|detA # 0}
llamado el grupo general lineal complejo.

El siguiente teorema no lo demostraremos y su demostracién se puede encontrar en (16)

Teorema 1.1 (Del subgrupo cerrado). Si G es un grupo de Lie y H es un subgrupo cerrado de G,
entonces H es un grupo de Lie (donde la topologia de H es la de subespacio) y H es una subvariedad

encajada de G.
Una clase importante de grupos de Lie son los grupos lineales.
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Definicién 1.1. Un grupo lineal es un subgrupo cerrado de GL(n,R)
Observacién 1.1. Se puede definir andlogamente los grupos lineales complejos.

A partir del teorema del subgrupo cerrado se generan facilmente los siguientes grupos lineales:
» El grupo ortogonal O(n,R) = {A € GL(n,R)|AA! = I}
» El grupo especial lineal SL(n,R) = {A € GL(n,R)|detA =1}
= El grupo especial ortogonal SO(n) = SL(n,R) N O(n)
» El grupo unitario U(n) = {A € GL(n,C)|AA* = I}
» El grupo especial unitario SU(n) = U(n) N SL(n,C)

Observacién 1.2. Una matriz de n x n tiene n? grados de libertad. Los vectores columna de una
matriz en O(n,R) son de norma uno y ortogonales entre si. La condicién de ser de norma uno nos
proporciona n restricciones. La condicién de que el segundo vector columna sea ortogonal al primero
nos da una restriccién maés, mientras que la condicién de que el tercero sea ortogonal al segundo
y al primero nos da 2 restricciones. Procediendo recursivamente podemos concluir que la condicién
de que los vectores columna sean ortogonales entre si nos da w restricciones y por lo tanto
Q—w—n = % Dicho

. De forma completamente andloga se deduce que

el nimero de grados de libertad de una matriz en O(n,R) es n

de otra forma la dimensién de O(n,R) es @

dim(U(n)) = n?.

1.1. Algebras de Lie

Definicién 1.2. Un &lgebra de Lie (real) L es un espacio vectorial sobre R que cuenta con una
operacion binaria
[,]:LxL—L
llamada corchete de Lie, que cumple:
1. [+, -] es bilineal
2. [z,y] = —y, z] (antisimetria)
3. [z, [y, 2]] = [z, 9], 2] + [y, [z, 2]] (identidad de Jacobi)

Ejemplos:
1. Cualquier espacio vectorial V' con el corchete de Lie
[,]:VxV =V
(Ul, ’UQ) — 0

(normalmente llamada el dlgebra de Lie trivial)

2. Cualquier algebra asociativa A con el corchete de Lie

[, ]:AxA— A
(a,b) — ab —ba
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3. Los campos vectoriales suaves como una variedad M con el corchete de Lie dado por el con-
mutador de campos vectoriales.

4. SiV es un algebra de Lie y U C V es un subespacio vectorial decimos que U es una subélgebra
de Lie si [u;,u;] € U para toda u;,u; € U. Cualquier subdlgebra de Lie es también un élgebra
de Lie.

Sea g un dlgebra de Lie de dimensién finita y consideramos una base {T;};c; de esta. Para todo
i,j € I tenemos que [T;,Tj] € g y por lo tanto [T}, T;] es una combinacién lineal de los elementos de
esta base, es decir

(T3, T3] = 5T

A los elementos de la forma fikj les llamaremos las contantes de estructura de g en la base dada
por {T;}icr. Es facil ver que si g y b son algebras de Lié de la misma dimensién y con las mismas
constantes de estructura entonces estas 2 algebras son isomorfas. La definicién de isomorfismo entre

algebras de Lie se puede encontrar en la pagina 20.

1.1.1. El algebra de Lie de un grupo de Lie

Todos los campos vectoriales suaves de una variedad M son un dlgebra de Lie (bajo el conmutador
de campos vectoriales) usualmente nombrada x(M). Debido a la naturalidad del corchete de Lie se
deduce de inmediato que si tenemos un conjunto D de difeomorfismos de M, los campos vectoriales
suaves invariantes bajo estos difeomorfismos forman una subdlgebra de Lie de x(M). Tomando
M = G y D como el conjunto de traslaciones izquierdas obtenemos el dlgebra de Lie Lie(G) de
todos los campos invariantes bajo traslaciones izquierdas. A estos campos los llamaremos campos
invariantes por la izquierda.

Si X € Lie(G) la invarianza de X bajo traslaciones izquierdas la podemos expresar de la siguiente

manera

(Lg)«(Xn) = Xgn VgeG

Si X € Lie(G) entonces Xy = (Lg)«(Xc) es decir, un campo invariante por la izquierda queda

totalmente determinado por su valor en el neutro del grupo por lo que la funcién lineal
Lie(G) —» T.G
X — X,

es inyectiva, mds aun esta funcién es biyectiva ya que si A € T.G podemos definir un campo

invariante por la izquierda L# como
A
Ly = (Lg)«(4)

este campo es invariante por la izquierda por construcciéon. Ahora veremos que este campo es suave.

Si feC™®(G)y 7y:[—€ ¢ — G es una curva suave tal que v (0) = A entonces tenemos que

(L) = (L))o (AN = A(f 0 L) =7 (0)( 0 Ly) = (o Ly o1)ecg

7



Si definimos h : [—€, €] x G — R como

h(t,g) := foLgor(t) = flg(r(t)))

tenemos que (LA(f)), = %(O,g) y por lo tanto (L“(f)), es una funcién suave de g. Como esto es
cierto para cualquier f € C>(G) podemos concluir que L“ es un campo suave. En resumen tenemos

el siguiente resultado.

Teorema 1.2. La funcién lineal
Lie(G) = T.G

X — X,

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Podemos usar el corchete de Lie de campos vectoriales para definir un corchete de Lie en T.G de la
siguiente manera:
[,]:T.G xT.G = T.G
(A,B) — [L*, L5,

Esto le da a T.G una estructura de dlgebra de Lie canénicamente isomorfa a Lie(G).

Teorema 1.3. Si G es un grupo lineal,entonces para toda A, B € Lie(G) se tiene que:
[A,B]= AB — BA

Demostracién. Debido a que GL(n,R) es un subconjunto abierto de M, (R) que contiene a I,
tenemos que T;(GL(n,R)) = T;(M,(R)) = M,(R) = R*. En M,(R) = T;(GL(n,R)) tenemos
coordenadas globales dadas por :cz = A; Usando la definicién del pushforward es facil ver que para
todage G (XA(xé))g = (XA)I(mé o Ly). Por otro lado (2} o Ly)(h) = ' (gh) = g,ihé’? = g}cxf(h) y
como esto es cierto para toda h € G se sigue que a:; oLy = gzx;‘

Ahora, (XA)I(xg-) = %’tzo (z5(I +tA)) = Al

En consecuencia de las observaciones anteriores tenemos que (X4), (zhoLg) = (XA)(gja%) = gj. Ak =

i, (9) Ak
Con base en lo anterior se calcula el corchete de Lie de la siguiente manera:

[4, B],; = [X*, XP]1(a5)
XAXB( ) XBXA(Q',‘i»))

X( zy,) = XP(Afa}))

= (

= (

(B Akkaz)
= (6B ’“Al 61A’“Bk)
= (BFA, — A%B))
= (AB — BA);;

8



por lo que [4, B] = AB — BA. [ |

Ejemplo 1.1. Consideremos el grupo O(n,R) y una trayectoria A(t) en este, tal que A(0) = e.
Debido a que V¢ tenemos que A(t)A(t)T = I podemos concluir que

ZADABT = A

dt OALT +ARA )T =0

A(0) = I y por lo tanto para ¢t = 0 esta ecuacién toma la forma
A0+ A0 =0

En consecuencia de esto podemos concluir que el dlgebra de Lie de O(n,R) es un subconjunto de
las matrices antisimétricas de n x n. Es facil ver que las matrices antisimétricas de n X n forman un

espacio vectorial de dimensién "(anl) = dim(O(n,R)) y por lo tanto tenemos que
Lie(O(n,R)) = {A € M(n,R): A+ AT =0}

Observacién 1.3. Usando que A(0) = e y que det es una funcién continua podemos concluir que
Vt, A(t) € SO(n,R). Por lo tanto Lie(SO(n,R)) = Lie(O(n,R)).

De particular importancia para nosotros serd SO(3,R). Una base usual del &lgebra de Lie de este

estd dada por

0 -1 0 0 0 -1 0 0 O
Ji=|1 0 0 Jo=10 0 J3=10 0 -1
0 1 0 01 0

Donde J; es la derivada en ¢t = 0 de una rotacién por tf alrededor del eje z;. Por tltimo notemos

que estas matrices satisfacen la siguiente relacién de conmutacién.
_ k
[Ji, Jj] = €5k

Ejemplo 1.2. Consideremos el grupo U(n) de forma completamente andloga al ejemplo anterior
podemos concluir que
Lie(U(n)) = {A € M(n,C) : A+ AT =0}

1.2. Morfismos de grupos y algebras de Lie

Definicién 1.3. Los grupos de Lie cuentan con una doble estructura, por un lado son variedades
suaves y por otro lado son grupos. Resulta natural definir un isomorfismo de grupos de Lie como

una funcién ¢ de un grupo de Lie G a un grupo de Lie H que cumple:

1. ¢ es homomorfismo de grupos

2. ¢ es suave.

Si g y $ son dlgebras de Lie, una funcién 7 : g — $ es un homomorfismo de dlgebras de Lie si:

9



1. 7 es lineal.
2. 7lz,y] = [r(2), 7(y)] YVz,y € 9.

Teorema 1.4. Si ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos de Lie, entonces ¢, : T.G — T H es

un homomorfismo de dlgebras de Lie.

Demostracion. Debido a que ¢ es un homomorfismo de grupos, tenemos que para toda gg’ € G

d(99") = d(9)6(g’) y por lo tanto ¢ o Ly = Ly(g) © ¢.
Si A € T,G entonces

6:(Ly) = ¢+ Ly, (A) = (0 Lg)uA = (Ly(g) © ). A
= (Lg(g))++(A) = L
y por lo tanto
$.[A, Al = . [LA, LY. = [0 L, 6 LY |40
= [p. LA, 6. LY,

ya que ¢ es un homomorfismo
= [Lf*A’Lf*A,] = [QS*Avd)*AI]

Definicién 1.4. Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo de G. Decimos que H es un subgrupo de

Lie si:
1. H es un grupo de Lie.

2. La inclusién 7 : H — G es una inmersion.

Como un corolario inmediato del teorema anterior tenemos que si H es un subgrupo de Lie de G

entonces Lie(H) es una subdlgebra de Lie de Lie(G).

Teorema 1.5. Si G es un grupo de Lie y by es una subdlgebra de Lie de Lie(G), entonces existe un

subgrupo H C G cuya dlgebra de es .

Demostracién. Consideremos a la distribucién ® C T'G dada por D¢ := (Ly)«(h),Vg € G y a los
campos invariantes por la izquierda Xj --- X, que generan a ®. Debido a que h es una subdlgebra
de Lie de Lie(G), tenemos que

(X, Xl e®

Por lo que si aplicamos el teorema de Frobenius, podemos construir a la hoja H maximal de la

foliacion que pasa por la identidad del grupo. La cual es una subvariedad inmersa y conexa de G.

Para demostrar que H es un subgrupo de G, consideremos a hi,he € H. Debido a la definiciéon
de ®, h1 H también es una hoja de la foliacién y hihe € hy H. Sin embargo, el hecho de que hie = hy
implica que hq, vive tanto en H como en hyH y debido a la maximalidad de H podemos concluir
que H = h1H. Por lo tanto, hihs € H es decir H es cerrado bajo productos.

La demostracién de que H es cerrado bajo inversos es completamente andloga.
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1.3. La funcién exponencial

Definicién 1.5. Sea X un campo vectorial suave en una variedad M. Una curva suave 7 : (a,b) — M
es una curva integral de X por un punto z al tiempo to si v(to) = = y ¥'(t) = X, para todo
t € (a,b).

Definicién 1.6. Una curva integral v es maximal si cualquier curva integral que pase por un punto
de la imagen de v es la restricciéon de v a un subintervalo. Un campo vectorial es completo si cualquier

curva integral maximal estd definida para todo t € (—o0, 00).

Lema 1.1. Si X es un campo vectorial invariante por la izquierda en un grupo de Lie G y vy(a,b) — G

es una curva integral entonces 4(t) := gy(t) es una curva integral para toda t € (a,b) y g € G.

Demostracién.
d d
ZA(() = —
g1 = 2. (97(1)
L 1,60
at "
d
_ (= (t
(L)s (3 (2)
= (Lg)«Xy0)
= Xgy(1) (va que X es invariante por la izquierda)
= X50
por lo que W(t) es una curva integral. |

Lema 1.2. Sea X un campo invariante por la izquierda en un grupo de Lie G y yx la curva integral

maximal tal que vx(0) = e entonces vx(s)yx(t) = yx(s +t) para toda s,t € R.

Demostracién. Consideremos la curva: t — vx(s)yx(t) y la curva: t — yx(s+1t). Estas dos curvas
son curvas integrales de X (con la misma condicién inicial). El teorema de existencia y unicidad nos

garantiza que estas dos curvas coinciden. |

Teorema 1.6. Todo campo vectorial invariante por la izquierda es completo.

Demostracion. Sea X un campo vectorial invariante por la izquierda. Supongamos que vyx sélo
estd definida en un intervalo (a, b) finito. Debido a esto se tiene que vx(s)yx (t) pensada como una
funcién de t estd definida en (a,b), pero vx (s + t) estd definida en (@ — s,b — s). Si tomamos a s
positivo, este contradice la minimalidad de a y tomando a s negativo contradice la maximalidad de
b. Por lo tanto (a,b) = (—00,0). [ |

Observacién 1.4. La propiedad yx (s +t) = yx(s)vx(t) implica que la funcién yx : R — G es un

homomorfismo de grupos de Lie.
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Definicién 1.7. A la tnica curva integral 'yLA : R — G del campo vectorial invariante con la

izquierda LA con condicién inicial v&” (0) = e la escribiremos como AL (t) := exp(tA).
Definicién 1.8. La funcién exponencial exp : T.G — G estd definida por A — exp(tA)|¢=1-

Definicién 1.9. Un subgrupo uniparamétrico de un grupo de Lie G es un homomorfismo suave del

grupo aditivo de los reales a G.

Teorema 1.7. Si v : R — G es un subgrupo uniparamétrico de G y A = 7*(%)|0. Entonces
7(t) = exp(tA).

Demostracién. v : R — G es un subgrupo uniparamétrico de G. Debido a esto y(0) = e y

YLs(t)) = A(s +1) = Y(s)y(t) = Lyoy¥(t) por lo que vu()s = 7« © (Ls)ulg)lo = (L)) ©
(V) (Lo = (Lys))A = Lf}(s). Por lo tanto la curva ¢t — () es una curva integral de L con

condicién inicial 4(0) = e. Debido a la unicidad de estas curvas podemos concluir que y(t) = exp(tA).
]

Teorema 1.8. (Propiedades de la funcion exponencial)

1. exp(s+t)A = exp(sA) exp(tA)

2. exp, : To(Lie(G)) — T.G es la funcidn identidad (usando el isomorfismo candnico que existe
entre ToLie(G) y T.G).

3. 8i F:G— H es un homomorfismo de grupos de Lie entonces: F o expg = expy oF

4. Eziste una vecindad V de e, € T.G tal que exp |y — exp(V) es un difeomorfismo

Demostracion.

1. Se sigue del Lema 1.2

2. Si A es un elemento arbitrario de Lie(G) y v(t) := tA entonces 7' (0) = A y exp,(4) =
exp,(7'(0)) = (v o exp)’o = (exp(tA)|o = A

3. Las curva
Y1 - R—H

t — F(expa(tA))

es un subgrupo uniparamétrico de G (ya que es la composiciéon de 2 homomorfismos de grupos
de Lie). Si se define
Y2 i R—H

t— expy(FLA))

~2 también es un subgrupo uniparamétrico de G. Por lo que si demostramos que ~v5(0) = ~4(0)

podemos concluir que vy, = ;.
71(0) = F(exp(tA))'lo = Fi(A) = 75(0)

4. Esto se demuestra de inmediato a partir del inciso (2) y del teorema de la funcién inversa.

Corolario 1.1. Si H es un subgrupo de Lie de G entonces expy = (expea)|m-
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Demostracion. Sii: H — G es la inclusién candnica, por el inciso 3 del teorema anterior se tiene

que el siguiente diagrama es conmutativo

Ty —= T,G

xpr | |ewwe

H—' @

y por lo tanto expy (tA) = expg(tA). [ ]

Corolario 1.2. Si H es un subgrupo de Lie de G entonces Lie(H) = {A € Lie(G) : expg(tA) €
H VteR}

Demostracién. Si A € Lie(H) entonces expg(tA) = expr(tA) € H.Por el contrario, si Vt € R
exp(tA) € H entonces es facil ver que A = Lexp(tA)|;—o € Lie(H). [ |

Ejemplo 1.3. Si A€ T.G = M,(R) y
v(t) = exp(tA)
entonces
Y (t) = (L))« (0)
= L7/ (0)
=(t)7'(0)
=7()A

. tA)" . S . L
La funcién et := I, + Dy ( n,) satisface esta ecuacién diferencial. Y por lo tanto, si aplicamos el

teorema de existencia y unicidad de EDO, obtenemos que expgy,(, r)(4) = et
Observacion 1.5. Esto mismo es cierto para todos los grupos lineales debido al corolario 1.1.

Como un ejemplo de esto calcularemos el dlgebra de Lie de SL(n,R). Pero antes necesitamos el

siguiente Lema.
Lema 1.3. La exponencial de una matriz satisface la identidad: det(e?) = e!"(4)

Debido al corolario anterior, se tiene que Lie(SL(n,R)) = {A € Lie(GL(n,R)) : e* € SL(n,R)}.
Si e4 € SL(n,R) entonces e/"(4) = 1 y por lo tanto tr(A) = 0. Si tr(A) = 0 entonces det(e?) =
e!"(4) =1y por lo tanto e € SL(n,R).

En resumen tenemos en siguiente teorema
Teorema 1.9. El dlgebra de Lie de SL(n,R) estd dada por {A € M, (R)|¢tr(A) = 0}.

Ejemplo 1.4. Debido al lema anterior podemos concluir que el dlgebra de Lie de SU(2) es preci-

samente el subconjunto de las A € Lie(SU(2)) tal que exp(A) € SU(2). Usando que los elementos
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de SU(2) tienen determinante uno podemos concluir que la traza de A es cero. En consecuencia de
esto y del hecho que Lie(U(2)) = {4 € M(2,C) : A+ AT = 0} tenemos que

Lie(SU(2)) = {A € M(2,C) : A+ AT =0, tra(A) = 0}

Una base usual de Lie(SU(2)) estd dada por

1 0 0 1 0 1
J3 == J2 = Jl =
0 —i -1 0 v 0

Es facil ver que se satisface la siguientes relaciéon de conmutacion
k

Estas son precisamente las relaciones de conmutacién de Lie(SO(3)) y por lo tanto Lie(SU(2)) y
Lie(SO(3)) tienen las mismas constantes de estructura. A partir de esto se demuestra inmediata-

mente que

Teorema 1.10.
Lie(SU(2)) = Lie(SO(3))

Observacion 1.6. En textos de fisica se suele interpretar a los elementos de T.G como generadores

infinitesimales de los elementos de G. Por ejemplo si G = SO(3) y

cos(t) —sen(t)) 0 0 -1 0
le@ sen(t)  cos(t) 0 =1
0 0 1 0

entonces para 6 lo suficientemente pequeno podemos expresar a la rotacién por 6 alrededor del eje
z como R} = exp(6J1) y por lo tanto decimos que J; es el generador infinitesimal de las rotaciones

alrededor del eje de las z.

1.4. Representaciones de algebras y grupos de Lie

Hasta ahora hemos considerado un grupo de Lie como un ente abstracto definido por su estructura
de grupo y de variedad suave. En la fisica y en la geometria usualmente estamos interesados en la
forma en la que este grupo actia sobre ciertos espacios. Por ejemplo, el grupo de Lie SO(3,R) se
puede definir de forma abstracta como el conjunto de matrices de 3 x 3 con entradas reales que
satisfacen AA! = I. Sin embargo para fines geométricos resulta més natural pensar a los elementos
de SO(3) como rotaciones de R?. En la fisica un grupo de especial interés es el grupo SO(1,3)"
el cual definiremos més adelante y veremos como este actia naturalmente en R* como el conjunto
de transformaciones de Lorentz. En ciertas ocasiones un grupo se define inicialmente mediante su
accién en un cierto espacio, por ejemplo es usual pensar al grupo GL(n,R) como el grupo de

ransformaciones lin inverti n marem representacién inici
transformaciones lineales invertibles de R", en este caso llamaremos a la representacid cial la
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representacién definitoria, aunque es importante recordar que al olvidarnos de la representacion

original y abstrayendo las propiedades de grupo, este podria actuar en otros espacios distintos.

Definicién 1.10. Una representacién de un grupo de Lie G en un espacio vectorial V' es un homo-

morfismo p de grupos de Lie p: G — GL(V).
Observacién 1.7. Representamos a g € G con la funcién lineal p(g) : V — V.

Ejemplo 1.5. La representacién adjunta Ad : G — GL(Lie(G)) estd definida por
(Ad(9))(v) = (Cy)«(v) Vv € Lie(G)
Teorema 1.11. Si G es un grupo lineal entonces
(Ad(9))(v) :=gvg™! Vv € Lie(G)

Demostracion. (Ad(g)(v)) = %(gewp(tv)g‘l)h:o = %(g([ +tv+0(t)?)g ) |i=0 = gvg? [ ]
Una clase importante de representaciones son las representaciones irreducibles

Definicién 1.11. Decimos que una representacion p : G — GL(V') es irreducible si no existe un
subespacio no trivial W C V tal que p restringida a W sea una representacion. Esto es equivalente

a que no exista un subespacio W C V con la propiedad de que Vg € G (p(g))(W) = W.

Observaciéon 1.8. Las representaciones irreducibles son de fundamental importancia ya que es
facil demostrar que cualquier representacién en dimensién finita es suma directa de representaciones
irreducibles. Si p1, p2 son representaciones de G en V7, V5 respectivamente, definimos la suma directa
de estas

pPL1Bp:G—Vid Vs

(p1 © p2(9))(V1, Va) := (p1(9)) (V1) @ (p2(9))(V2)

Definiciéon 1.12. Una representaciéon de un algebra de Lie g en un espacio vectorial V es un

homomorfismo de dlgebras de Lie p: g — Lie(GL(V))

Observacién 1.9. Debido al teorema 1.4 tenemos que si p : G — GL(V) es una representacién

de grupos de Lie, entonces p, : Lie(G) — Lie(GL(V)) es una representacién de élgebras de Lie.

Observacion 1.10. La definicién de representacién irreducible para algebras de Lie es totalmente

analoga a la definicién para grupos de Lie.

Ejemplo 1.6. La representacion adjunta de Lie esta definida por

ad : Lie(G) — Lie(GL(Lie(G)))
X = (Ady)e(X)

Teorema 1.12. Si G es un grupo lineal entonces ad(X)Y = [X,Y]
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Demostracién. Sea X,Y € T.(G) y () una curva en G tal que v (0) = X. Debido a la definicién

de ad tenemos que

ad(X)Y = S Ad )Y ez = LY emo = 7 OV 1(0) ™ +1(O)Y (or(t) o)

Para un grupo lineal es facil ver que

YO == O ()

En consecuencia de esto tenemos que

’

(0)y(0)") = XY-YX

ad(X)Y =~ (0)Y5(0) ™ +7(0)Y ( i () le=o) =7 (0)Y7(0) " 4+4(0)Y (—7(0) 5

%V
|

La naturalidad de exp nos da los siguientes 2 diagramas conmutativos

Lie(G) —*4 Lie(GL(Lie(Q)))

expl lexp

G —21 5 GL(Lie(@))
Esto se ve reflejado en el siguiente resultado

Teorema 1.13.

1. VX € T.G gexp(X)g~! = exp(Ad(g9)X)
2. Ad(exp(tX) = exp(t ad(X)).

1.4.1. Levantamiento de representaciones

Una pregunta que puede resultar natural es si es posible generar una representacién de un grupo de
Lie G a partir de una representacién p : Lie(G) :— Lie(GL(V')). En primera instancia podriamos
intentar definir p: G — GL(V) como

plexp(At) := exp(p(At))

Sin embargo esto no es posible ya que exp no es necesariamente suprayectiva, mas aun inclusive en
casos donde exp : Lie(G) — G sea suprayectiva podrian existir elementos distintos Ay, A, tales que

exp(Ay1) = exp(Az) y por lo tanto esta supuesta representacion podria ser multivaluada si p(A4;) es
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distinto a p(As). El siguiente teorema nos dice cuando en efecto podemos levantar una representacién

de Lie(G) a una representaciéon de G. La demostracién se puede encontrar en el apéndice C.

Teorema 1.14. Sea G un grupo de Lie simplemente conezo. Si p : Lie(G) — Lie(GL(V)) es una

representacion entonces p es de la forma

(p(X)(V) = eap(tX))(V)i=o

donde p: G — GL(V) es una representacion de G. En particular si tomamos una vecindad pequena

1

U. C G en la cual exp™ : U — T.G estd definida y escribimos a g € U, como g := exp(At)

entonces
p(g) = exp(p(At))

1.5. Representaciones de Lie(SU(2)) ® C

En esta seccién describiremos un proceso que nos permite construir distintas representaciones de
Lie(SU(2)) ® C. Supongamos que tenemos una representacién irreducible p : Lie(SU(2)) ® C —
GL(n,C) para alguna n € N y consideremos la base {J;} de Lie(SU(2)) que describimos en el
ejemplo 1.4.

Definamos J, J_ € Lie(SU(2)) ® C como:

1 )
J+ = E(JQ — ZJ,')

1 .
J_ = %(_JQ — ZJ1)

Computando directamente podemos ver que estos elementos satisfacen la siguiente relacién
[J3, J1] = £iJy

[Ty, J ] =iJs

Supongamos que v es un eigenvector de p(J3) con eigenvalor A y notemos que

p(J3Jx)(v) = p((Je s + [J3, J1])) (v)
=p(JxJs +iJ1))(v) = (AL i)p(Jxv)

Debido a esto podemos concluir que (p(J1))(v) es de nuevo un eingenvalor de p(J3) con eigenvalor
At

Observacién 1.11. A J. se le suelen llamar operador de ascenso y descenso, respectivamente.

Debido a que p es una representacién en dimension finita podemos concluir que existe un eigenvector
Umaz con la propiedad de que p(J;)(Vmaz) = 0. Escribamos al eigenvalor A asociado a v,4, cOmo
A :=4j. Si se analiza detalladamente como actia p(J_) en v;,q, se puede demostrar que (ver pagina

80 de (12))

P(JE)(”max) = Qi —kVj—k
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donde

a5k = % 2 — (k= 1)k

y Vj—k es un eingenvector unitario de p(J3) con eigenvalor i(j — k). Debido a esto tenemos que
después de 25 pasos habremos llegado a un eigenvector v,,;, con la propiedad de que p(J_-)vmin = 0.
Consideremos al conjunto {vmin, Umin+1smaz—1,Vmaz} ¥ N0otemos que podemos expresar a Ji, Ja
como combinacién lineal de J; y J_. Por lo tanto tenemos que el espacio vectorial generado por los
elementos de este conjunto es un subespacio invariante de C" bajo la representacion p , usando que
p es una representacion irreducible podemos concluir que este subespacio es todo C" y por lo tanto
tenemos que {Umin, Umin+1ymaz—1 s Umaz ; forma una base de C™. Esto implica que para cualquier
representacion irreducible p : Lie(SU(2)) ® C — GL(n, C) tenemos que los eigenvectores de p(J3)
forman una base de C" y los eigenvalores asociados a estos estan dados por —ij, —ij +4,--- ,1j —
i,1j. No es dificil convencerse de que esto ultimo sélo es posible si j es un entero positivo o un
nimero racional de la forma £, p € N. A continuacién describiremos algunas representaciones de
Lie(SU(2)) ® C.

1.5.1. La representacién de Lie(SU(2)) ® C en dimensién 1

El valor mas chico que puede tomar j es 0 y en este caso nuestra representacion p actia en un espacio
vectorial V' de dimensién 2541 = 1. En este caso la representacién es trivial ya que las tinicas matrices

de 1 x 1 que satisfacen la relacién de conmutacién de Lie(SU(2)) ® C son idénticamente 0.

1.5.2. La representacién de Lie(SU(2)) ® C en dimensién 2

El siguiente valor mas chico que puede tomar j es l En este caso V tiene dimensiéon 2 y los

eigenvalores de p(.J3) son Por lo tanto si tomamos la base de V' dada por los eigenvectores

Z
~2:73
v_i,v; de p(J3) podemos representar a p(J3) como

Donde oy, es la k-ésima matriz de Pauli. Usando los operadores de ascenso y descenso podemos
escribir a Ji, Jo como
Jl (J +J+)

(J+—J )

Esto implica que

(p(J1))(vs ) + (p(J4)(v1)) =

l
2

Donde para deducir esta igualdad usamos que p(J4)v = 0. De forma similar podemos ver que

(p(J1))(v_s

%) =1v i Debido a esto tenemos que la matriz asociada a la transformacién lineal p(J1)
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en la base {v;,v_;} estd dada por

1(0 =2 1.

De forma completamente andloga obtenemos que

1/0 —2 1.
p(Ja) = 3 (z —O) = 520’2

1.5.3. La representacién de Lie(SU(2)) ® C en dimensién 3

Siguiendo exactamente el mismo procedimiento que en la seccién anterior podemos concluir que

. 010 . 0 —i 0 . 1 0
,o(Jl):E 1 0 1 p(Jz)ZE i 0 —i p(J3)=E 0 -1 0
010 0 0

1.6. El grupo de Lorentz O(1,3)

Definamos el grupo de Lorentz O(1,3) como el conjunto de todas las transformaciones lineales de

R* que actiian como isometrias bajo la pseudo-métrica 7 definida por
nN=—-dtdt+dr@dr+dyRdy+dzR@dz

Observacién 1.12. A R? equipado con esta pseudo-métrica se le suele llamar el espacio de Min-

kowski.
La condicién de que una trasformacion A actie por isometrias estd dada por
iy’ = (2 A )nep (A x")
Debido a que esto es cierto para cualquier ¥ podemos concluir que
AZnep A, = T

O en forma matricial

A'nA =1

Observacion 1.13. Usando el teorema del subgrupo cerrado y la ecuacion anterior es facil ver que
SO(1,3) es un grupo de Lie.

Si tomamos el determinante de los 2 lados de la igualdad anterior y usamos que det(AB) =
det(A) det(B) obtenemos
det(A) det(n) det(A) = det(n)
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Esto implica que (det(A))? =1y por lo tanto tenemos que
det(A) = £1

Por otro lado, notemos que

AgnapAg = Too = -1

y que debido a esto podemos concluir que

Aj =% [14) (A))?

Esto nos permite dividir al grupo de Lorentz en 4 componentes dependiendo del signo de esta

ecuacion y del determinante de A.

Observacién 1.14. La condicién de que det(A) sea positivo nos dice que A preserva la orientacién
espacial mientras que la condicién de que AY > 0 nos dice que A preserva la direccién del tiempo, es
decir el signo del componente temporal de cualquier vector z € R*. En primera instancia, la condicién
de que AJ > 0 no parece ser una condicién suficiente para que una transformacién de Lorentz preserve
la direccién en el tiempo ya que el componente temporal de un cuatrivector z = Az estd dado por
29 = A9z + A%z + AY22 + A2 y por lo tanto parece ser que el hecho de que A sea positivo
no garantiza que A preserve el signo de el componente temporal de x. En el siguiente resultado
demostraremos que en efecto esta condicién es suficiente, antes de poder enunciar este teorema

requerimos las siguientes definiciones.

Definicién 1.13. Definamos el cono de luz C C R* como el conjunto de vectores z € R?* tales que
n(z,z) = 0. Al conjunto de vectores z en C que satisfacen 7(z,e1) > 0 lo escribiremos como C™
y le llamaremos el cono de luz al futuro. Andlogamente al conjunto de vectores x € C tales que

n(z,e1) < 0 lo escribiremos como C~ y le llamaremos el cono de luz al pasado.
Observacién 1.15. El cono de luz tiene dos componentes conexos y estos estdn dados por CT y
Cc.

Definicién 1.14. Decimos que x € R* es un vector tipo tiempo si n(z, z) < 0, si n(z, ) < 0 decimos
) ) )

que x es un vector tipo espacio, si 7(z,x) = 0 decimos que = es un vector nulo. Si z° > 0 decimos

que x es un vector con orientacién al futuro, si z° < 0 decimos que x es un vector con orientacién

al pasado.

Lema 1.4. Toda transformacién de Lorentz A mapea a un vector temporal z a otro vector temporal

A(x).

Demostracion. Esto se sigue de inmediato de que toda transformacion de Lorentz preserva a la

norma de Minkowski. |

Teorema 1.15. Una transformacion de Lorentz A preserva la direccion en el tiempo si y sélo si
AJ > 0.
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Demostracién. Supongamos que AJ > 0 y escribamos a A como

a b

c R

A:

donde a = AJ es un nimero real, b y ¢ son vectores columnas reales de longitud tres y R es una
matriz real de 3 x 3. Consideremos un elemento = € R* temporal y orientado al futuro y escribamos a
este como 2 = (t, z3) donde ¢ es un nimero real x3 es un vector real de longitud tres. Si definimos '
como z = Az = (t', xlg) entonces para demostrar que A preserva la direccion del tiempo debemos
demostrar que t = at + (b,z3) > 0 donde {,) es el producto interno canénico en R?. Para demostrar
esto notemos que debido a que x es un vector temporal orientado al futuro tenemos que |z3| < ¢, por
otro lado notemos que (b, b) = a? — 1. Usando estos dos hechos obtenemos la siguiente desigualdad

b w3 b T3 a? —

—2- ) S H () <

1
+1<2
a a t

Usando esta desigualdad se deduce inmediatamente que t =at+ (b,x3) > 0 y por lo tanto usando
esto y el lema anterior podemos concluir que si x es un vector temporal orientado al futuro entonces
2 = Az también lo serd. De forma completamente andloga se demuestra que A preserva la direccién
del tiempo en todos los casos sin importar si x es temporal, espacial, nulo, orientado al futuro o
orientado al pasado. Por el contrario supongamos que A preserva la direccién del tiempo y conside-
remos un elemento v € R* de la forma = = (1, 23) donde z3 € R? es un vector unitario y ortogonal
a b. Notemos que esto junto con el hecho de que toda transformacién de Lorentz mapea el cono de
luz en sf mismo nos permite concluir que 2’ := A(z) € C* y por lo tanto t = A + (z,b) = AJ > 0.

|

Definicién 1.15. Al conjunto de todas las transformaciones de Lorentz que preservan la direccién en
el tiempo lo escribiremos como O(1,3)". Al conjunto de transformaciones de Lorentz que preservan
tanto la direccién en el tiempo como la orientacién espacial lo escribiremos como SO(1,3)". Usando
esta caracterizacién de SO(1,3)" y O(1,3)" es facil ver que tanto SO(1,3)" como O(1,3)" son
subgrupos de SO(1, 3).

Teorema 1.16. O(1,3) es un grupo de Lie disconexo.

Demostracién. Como vimos anteriormente si A es una transformacioén de Lorentz entonces det(A) =

+1. Usando que det es una funcién continua se sigue lo que buscdbamos demostrar. |
Teorema 1.17. SO(1,3)" es un subgrupo de Lie de SO(1,3).

Demostracién. Consideremos la funcién f : SO(1,3) — Za®Zs definida por f(A) := (sgn(Af), det(A)),
VA € SO(1,3). Usando que el signo de AJ nos dice si A preserva la direccién del tiempo y el hecho de
que det es multiplicativo podemos ver que f es un homomorfismo de grupos. Si pensamos a Zy & Zo
como un grupo de Lie de dimensién cero, entonces f es una funcién suave y por lo tanto un homo-
morfismo de grupos de Lie. El kernel de un homomorfismo de grupos de Lie f : G — H siempre
es un subgrupo cerrado de Gy por lo tanto un subgrupo de Lie. En este caso ker(f) = SO(1,3)T y

por lo tanto tenemos lo que buscabamos. |
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Teorema 1.18. SO(1,3)" es un grupo de Lie conexo. Mds aun SO(1,3)" es el componente conexo
de la identidad de SO(1,3).

Demostracién. Consideremos un elemento A en el componente conexo de la identidad de SO(1, 3)
y notemos que claramente A preserva tanto la direccién del tiempo como la orientacién espacial y
por lo tanto A € SO(1,3)". Debido a esto, para demostrar que SO(1,3)" es el componente conexo

de la identidad sélo tenemos que demostrar que SO(1,3)T es conexo. Definamos H C R* como:

H:={zcR:n(x,z) =120 > 1}

1 22, 23) define un difeomorfismo de H a R3. Considere-

Notemos que la funcién (¢, 2!, 22, 23) — (x
mos un elemento v € H y completemos a este elemento a una base ortonormal {v, vy, ve,v3} de R
Notemos que v° > 1 ya que v € H. Consideremos una matriz A de 4 x 4 dada por A := (v, vy, v2, v3)
y notemos que A define una transformacién de Lorentz que preserva la direccién del tiempo ya
que v° > 1. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que det(A) = 1 ya que siempre pode-
mos remplazar a vs por —vs si det(A) = —1 y por lo tanto podemos suponer que A preserva la
orientacién espacial. Si eg = (1,0,0,0), entonces claramente A(ey) = v y por lo tanto la accién
e : SO(1,3)" x H — H definida por A @ h := Ah es transitiva. El estabilizador de eq € H es
SO(3,R) y debido a esto usando el teorema 2.2 podemos concluir que SO(1,3)" es un SO(3,R)
haz principal sobre H. Usando que H es difeomorfo a R? el cual es un espacio simplemente conexo
podemos concluir que este haz es trivial (ver apéndice D), es decir SO(1,3)" = SO(3,R) x R®. En

consecuencia de que tanto R? como SO(3,R) son conexos se sigue lo que buscdbamos demostrar.

Si definimos el operador de paridad A, y el operador de inversién en el tiempo A; como

1 0 0 0
0 —1 0
A, =
b 0 -1 0
0 0 -1
1.0 0 0
0 1 00
AtI:
0 01 0
0 0 0 1

entonces no es dificil ver que podemos escribir a O(1, 3) como
0(1,3) = SO(1,3)T UA,SO(1,3)T UASO(1,3)T U A,A:SO(1,3)"

donde cada elemento de esta unién es un componente conexo de SO(1, 3).

22



1.6.1. SL(2,C) es una doble cubierta de SO(1,3)"

Consideremos un elemento X = (¢, z,y, z) € R* y representemos a este mediante la matriz simétrica

t+2 x—1
X: y :t00+x01+y02+203
r+iy t—=z

donde o; es la i-ésima matriz de Pauli y og es la identidad.

Observacién 1.16. En esta representacién matricial tenemos que det(X) = t2 — 22 — y? — 22 =

—1X2.
Teorema 1.19. SL(2,C) es una doble cubierta de SO(1,3)". Es decir, SO(1,3)" = SL(2,C) /{I,—1I}.

Demostracién. Sea A € SL(2,C) y consideremos la accién de A en X definida por
X = AXA

Esta accién preserva el determinante ya que claramente det(X) = det(AX A") y por lo tanto es una
isometria del espacio de Minkowski. Debido a esto podemos definir una funcién f : SL(2,C) —
SO™(1,3) y el diferencial de esta funcién en la identidad aplicado a un elemento S en Lie(SL(2,C)

nos regresa la transformacion lineal f,(S) del espacio de Minkowski definida por

X - %(etSX(etS)T)tzo =SX 4+ X7
El ultimo elemento de esta igualdad es 2 veces la parte simétrica de SX y por lo tanto podemos
concluir que S € Lie(SL(2,C)) es un elemento del kernel de f, si y sélo si para todo X en el espacio
de Minkowski tenemos que SX es una matriz anti-hermitiana. De este ser el caso tomando X como
la identidad podriamos concluir que S es un matriz anti-hermitiana y por lo tanto un elemento
de Lie(SU(2)), sin embargo como veremos en el siguiente resultado f, restringido a Lie(SU(2)) es
inyectivo y por lo tanto S no puede ser un elemento de ker(f«). Esto implica que f, es inyectiva
y debido a que tanto Lie(SL(2,C) como Lie(SO(1,3)) tienen dimensién 6 podemos concluir que
f+ es un isomorfismo. En consecuencia de lo anterior y del hecho de que f es un homomorfismo de
grupos tenemos que f es un difeomorfismo local y que f(SL(2,C)) := U es subgrupo abierto de
SO(1,3)" de la misma dimensién. Esto implica que SO(1,3)" es la unién disjunta de copias de U
indexadas por las clases laterales del grupo cociente SO(1,3)"/U. Debido a que SO(1,3)" es conexo
obtenemos que f es suprayectiva. Por tiltimo notemos que ker(f) = {I, —I} y por lo tanto SO(1,3)"
>~ SL(2,C)/{I,—TI}. |

Observacién 1.17. En el resultado anterior sélo concluimos que existe un isomorfismo de grupos
entre SO(1,3)" y SL(2,C)/{I,—I}. Sin embargo como veremos mas adelante el cociente de un
grupo de Lie G por un subgrupo H es un haz principal suave 7 : G — G/H cuyas fibras se
encuentran modeladas por H. Més aun f : SL(2,C) — SO(1,3)" desciende a una isomorfismo de
grupos suave f : SL(2,C)/{—1I,I} — SO(1,3)" debido al lema ?? y por lo tanto podemos pensar
que SL(2,C) es un haz principal sobre SO(1,3)" = SL(2,C)/{I,~I} cuyas fibras se encuentran

modeladas por {—1I,I} = Z,. Los haces principales conexos cuyas fibras se modelan por grupos
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discretos son llamados espacios cubrientes y es por esto que decimos que SL(2,C) es una doble
cubierta de SO(1,3)".

Ahora demostremos el lema que quedd pendiente en la demostracién del teorema anterior.

Lema 1.5. Sea f : SU(2) — SO(1,3)" la restriccién a SU(2) de f : SL(2,C) — SO(1,3)".
fe 1 Lie(SU(2)) — Lie(SO(1,3)") es una funcién inyectiva.

Demostracién. Sea S € Lie(SU(2)) y notemos que al igual que en el teorema 1.19 £, (S) esta dado

por la transformacion

X = SX+XST=8X-XS=[5,X]

Donde para deducir la penultima igualdad usamos que S es una matriz anti-hermitiana ya que es
un elemento de Lie(SU(2)). Escribamos a S como S = iS70; donde o es la j-ésima matriz de Pauli
y supongamos que S es distinto de 0. Debido a que S # 0 podemos concluir que existe j € {1, 2, 3}
tal que S7 # 0, si tomamos a X = o, donde k # j entonces es facil ver que [S, X] # 0 y por lo tanto
S no es un elemento del kernel de f,. Esto implica que ker(f,) = {0} y esto es lo que buscdbamos

demostrar. ]

Como un corolario importante de la demostracion del teorema anterior tenemos
Corolario 1.3. f, : Lie(SL(2,C)) — Lie(SO(1,3)") es un isomorfismo de dlgebras de Lie.

Debido al corolario anterior, en la siguiente seccién nos enfocaremos en estudiar las representaciones
irreducibles de Lie(SL(2,C)) con la intencién de posteriormente describir distintas representaciones
del grupo de ”Lorentz” SL(2,C).

1.6.2. Representaciones de Lie(SL(2,C))

El dlgebra de Lie de SO(1,3)" tiene dimensién 6 y la eleccién mds comiin de una base de esta esta

dada por
0 0 0 0 0 00 00 0 O
0 0 0 0 0 0 1 00 -1 0
J = Jo = J3z = (1.1)
0 0 -1 0 0 00 0 1 0
001 0 0 -1 0 0 0 0 0
01 00 00 10 00 01
10 0 0 00 0O 0 00O
K, = Ky = K5 =
0 00O 10 0 0 00 0 O
0 0 0O 00 0 O 10 00

Observacion 1.18. J; es el generador infinitesimal de las rotaciones alrededor de x; mientras que
K; es el generador infinitesimal de los boosts en la direccién de x;. Para ejemplificar esto notemos

que K es el vector tangente en la identidad de la curva de boosts (en la direccién de x) dada por
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cosh(t) senh(t) 0 0
senh(t) cosh(t) 0 0
(1) =
0 0 1 0
0 0 0 1

Computando por fuerza bruta podemos ver que los generadores de Lie(SO(1,3)) satisfacen las
siguientes relaciones de conmutacion
[Jis Jj] = el i

[Ji,Kj] = Ei-Cij
[Ki7Kj] = —EZJ]C

Observacién 1.19. Debido a las relaciones anteriores podemos ver que los generadores infinite-
simales de los boosts no generan una subdlgebra de Lie de Lie(SO(1,3)) dado que el subespacio

vectorial generado por {K;} no es cerrado bajo conmutacién.

Definamos una nueva base de Lie(SO(1,3)) dada por los operadores N := 1(J; £ K;) y notemos

que se satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion
+ aH — koAt
[Ni ij | = Giij

[N Ny T = €Ny (1.2)
+ -1 =
[Ni 7Nj ] =0

En consecuencia de esto tenemos que el espacio vectorial generado por {N;"} := Lie(SO(1,3))" es
una subalgebra de Lie de Lie(SO(1, 3)) isomorfa a Lie(SU(2)) ® C ya que estas 2 dlgebras satisfacen
las mismas relaciones de conmutaciéon . De la misma manera podemos concluir que esto mismo es
cierto para el espacio vectorial generado por {N; } := Lie(SO(1,3))”. Més aun Lie(SO(1,3)) =
Lie(SO(1,3))" @ Lie(SO(1,3))” ya que claramente Lie(SO(1,3))T N Lie(SO(1,3))” = {0}. En

resumen tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.20. Lie(SO(1,3)) = Lie(SO(1,3))T@Lie(SO(1,3))” = (Lie(SU(2))®C)&(Lie(SU(2))®
C).

Observacién 1.20. Este resultado es de fundamental importancia ya que nos permite construir

representaciones de Lie(SO(1,3)) a partir de representaciones de Lie(SU(2)).

Debido al teorema 1.14 tenemos que si conocemos representaciones irreducibles de Lie(SO(1, 3)) po-
demos construir representaciones irreducibles de la cubierta universal de SO(1,3)T y esta estd dada
por SL(2,C) ya que SL(2,C) es un espacio cubriente de SO(1,3)T simplemente conexo . A estas
representaciones les llamaremos representaciones del grupo de Lorentz aunque estrictamente serdn
representaciones de su doble cubierta. Algunas de estas representaciones descenderan a representa-
ciones de SO(1,3)" mientras que otras no lo haran y resultardn importantes para poder describir
c¢émo se transforman bajo transformaciones de Lorentz cierto tipo de particulas (campos). Como

vimos anteriormente las representaciones de Lie(SU(2)) se pueden clasificar mediante un escalar j
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que puede ser un entero o un racional de la forma £. En consecuencia de esto podemos construir
representaciones de Lie(SL(2,C)) a partir de una pareja de escalares (j1,j2) donde de nuevo j, jo

son enteros o racionales de la forma g.

1.6.3. La representacién (0,0)

En este caso las 2 copias de Lie(SU(2)) actiian en un espacio vectorial de dimensién 1 y por lo
tanto los generadores de Lie(SL(2,C)) se representan mediante matrices de 1 x 1. Es facil ver que

las nicas matrices de 1 x 1 que satisfacen las relaciones 1.2 estan dadas por la matriz 0
Nt =N =0

. + .
Tomando la exponencial de estos generadores obtenemos que e¥i = 1 y en consecuencia de esto
tenemos que la representacién (0,0) actia en objetos que no cambian bajo transformaciones de

Lorentz. Debido a esto a esta representacién se le suele llamar la representacion escalar.

1.6.4. La representacién (3,0)

En esta representacién usaremos la representacion en dimensién 2 para la primera copia de Lie(SU(2))®
C y la representacién en dimensién 1 para la segunda copia. Es decir NZ* =1i%, N; = 0. Usando la
definicién de IV, obtenemos que J; = K, y en consecuencia de esto tenemos que
L1 ) 1, . . .0
Ni = *(Jz + ’LKl) = *(ZK,’ + ’LKz) = ZKZ' =1—
2 2 2
.04

g; _ 0
KZ—E Jl—Z2

Aplicando la funcién exponencial a estos generadores obtenemos que en esta representaciéon una

rotacién por un angulo 6; alrededor del eje z; estd dada por

mientras que un boost por un angulo ¢ en la direccién x; se expresa como

T4

By = e?Ki = 9%

Esto implica que en esta representaciéon podemos expresar cualquier transformacién de Lorentz

cercana a la identidad de la siguiente manera

xp — 02 T03)y )
Donde 05 := 1% +0:% + 035 vy 65 := 15 + 025 + ¢35
Por ejemplo una rotacién por 6, alrededor del eje = estd dada por

1

)
2(59101)2‘*‘"'

- i g1 )
0, 2691321—1-5910'1—1-
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Usando la definicién de o1 y el hecho de que 07 = 1 obtenemos que

L (1 oy i fo 1\ 16,10 _ (cos(3) isen(§)
R9_<0 1>+20 (1 0>_2(2) (0 1>+“'_<isen(23) cos(i))

Andlogamente podemos encontrar la forma explicita de las otras rotaciones y de los boosts en esta
representacién. Por tltimo notemos que esta representacién actia sobre elementos de C2 y que la
representacién de una rotacién por 27 no corresponde a la transformacién identidad mientras que
una rotacién por 47 si. Usando la idea de definir a los objetos mediante la forma en la que se
transforman llamaremos a los objetos que se transforman mediante esta representacién espinores de

quiralidad izquierda y al espacio de todos estos lo escribiremos como C2.

1.6.5. La representacién (0, 3)

Esta representacion se construye de forma totalmente andloga sélo que en este caso utilizamos la
representacién en dimensién 1 para la primera copia de Lie(SU(2)) ® C y la representacién en
dimensién 2 para la segunda copia. Es decir N;* = 0, N;7 = }io;. Usando la definicién de N;"
obtenemos que N;r = %(Jl +iK;) = 0 y esto implica que J; = —iK;; usando la definicién de N;
podemos ver que N, = %(Jz —iK;) = %(—iKi —iK;) = —iK; = %icri. En consecuencia de esto
%iai. Debido a esto podemos ver que en esta representacién una rotacién
(boost) por 8(¢) alrededor (en la direccién) de z; estd dada por

tenemos que J; = —iK; =

R(i, =i = ¢i9% Bé, =i = 792

Esto implica que en esta representacién podemos expresar cualquier transformacién de Lorentz

cercana a la identidad de la siguiente manera
Xr e %%)yp

Donde 05 i= 0% +0:% +05 v 65 =% +H% + 5%

Comparando a esta representacién con la representacion (%, 0) podemos ver que las rotaciones coin-
ciden mientras que los boosts difieren por un signo en el exponente. A los objetos que se transforman
bajo esta representacién los llamaremos espinores de quiralidad derecha y al espacio de todos estos

lo escribiremos como C%.

1.6.6. La representacién (%, %)

Esta representacién esta dada por el producto tensorial de la representacion (%, 0) con la represen-
hp 1 . 2 2 ;

tacién (0, 5). Consideremos un elemento xr ® xg en C; ® C%, y escribamos a este como v¥Pe, ®eg

o usando notacién de fndices simplemente como v*?. Bajo esta representacién v®? se transforma de

la siguiente manera
,Uaﬁ s (e(iG%7¢%))g(e(i6%+¢%))gvaﬁ
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Para transformaciones de Lorentz infinitesimales esto lo podemos expresar como
5 N o N T\5 ap
v (I+29§—¢§)g(1+20§+¢§)5v°‘

i nimos v” := v, v = v, v° = V7, v° = v** entonces realizando un calculo dir m
Si definimos v° 1t 12 92 21 3 22 entonces realizando un célculo directo podemos

ver que bajo una transformaciéon de Lorentz infinitesimal
00 = ot 00" b0 + 6,07
't =0 40,0 —ig,v*? +ig vt
v? =02 4 i v + bl — ig,v1?
0 = 02— ip0?t + igbyvu T 6t

En notaciéon matricial esto se expresa como

o vy o 0 10, 10 10, Vo
0 v

vl vl |w N 0, 0 id,  —igy v

Vo vl Vg 0, —id, 0 om Vg

V3 v V3 0, igy —igy 0 V3

Esta es precisamente la forma en la que actiia una transformacién de Lorentz infinitesimal (ver
observacién 1.21) sobre cuatrivectores en el espacio de Minkowski y por lo tanto podemos concluir que
la representacién (%, %) no es més que la representacién definitoria de SO(1,3)" o més precisamente

de su cubierta universal SL(2,C).

Observacién 1.21. Si A € Lie(SO(1, 3)) entonces podemos interpretar a A como la transformacién
de Lorentz infinitesimal definida por X +— (I +€A)X donde € es un infinitesimal. Si € es de la forma
€= % para n arbitrariamente grande, entonces podemos concluir que A es el generador infinitesimal

de la transformacién de Lorentz definida por lim,, oo (1 + 2)" = 4.

Observacién 1.22. Debido a que podemos pensar a los cuatrivectores del espacio de Minkowski
como el producto tensorial de espinores de quiralidad izquierda con espinores de quiralidad derecha
es usual decir que un espinor es la raiz cuadrada de un cuatrivector. Esto tltimo le da a los espinores
el papel fundamental dentro del dlgebra tensorial en el espacio de Minkowski ya que a partir de ellos

es que podemos construir al resto de los objetos de interés para esta area.

1.6.7. La representacién (3,0) @ (0, 3)

Esta representacién estd dada por la suma directa de la representacién (%, 0) con la representaciéon
XL

XR

wow o (0 X
B 0 e@s+e3) | \ yp
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A los objetos que se transforman bajo esta representacion los llamaremos espinores de Dirac (en la

representacién de Weyl).

Observacion 1.23. Existen otras representaciones de un espinor de Dirac que corresponden a dis-
tintas descomposiciones de C2 & C% como la suma directa de 2 sub-espacios complejos de dimensién

2. Sin embargo nosotros no las requeriremos y por lo tanto la representacion de Weyl serd suficiente.

1.6.8. Una representacion de Lie(SL(2,C)) en dimensién infinita

Hasta ahora hemos considerado representaciones de Lie(SL(2,C)) en dimensién finita. Estas repre-
sentaciones actian en objetos de una, dos o cuatro entradas. Como describiremos mas adelante a
estos objetos los podemos interpretar como campos o como funciones de onda y por lo tanto son
objetos de la forma ®(z) = (®;(x)) donde = es un elemento del espacio tiempo. Los elementos
del espacio tiempo también se transforman bajo transformaciones de Lorentz y esto lo debemos de

considerar cuando transformamos a ®. Consideremos una transformacién de la forma
O (z) — P(x') := P(Ax)

donde A es una transformacién de Lorentz infinitesimal, es decir A = I+€A donde A € Lie(SL(2, C)).

Expandiendo a ®(Az) en primer orden obtenemos
B(z') = B(x + eAx) = ®(z) + €, P(x)da” = ®(x) + €0,P(x)ALa”

Esto implica que
O(Az) = (I +€Alx70,)P(x)

y por lo tanto podemos concluir que A2x70, es el generador infinitesimal de la transformacion
O (z) — P(2)

Utilizando la base de Lie(SL(2,C)) que escribimos en la ecuacién 1.1, obtenemos que los generadores

infinitesimales de Lie(SL(2,C)) en esta representacién estdan dados por
Jp = =20y +y0, Jy=—x0,+20, J,=—y0,+x0,

Ky =20, +t0, Ky=y0 +10y K.=20,+10,

Por tdltimo notemos que la acciéon de una transformacién de Lorentz en & debe de incluir tanto la
transformacién de las coordenadas como la transformacion de los componentes de ® y por lo tanto
es de la forma

O(x) — MP(Ax)

donde M es una representacién en dimensién finita de la transformacién de Lorentz que estamos

considerando.
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1.7. Grupos de Lie compactos como subgrupos de algiin gru-

po unitario

En cualquier grupo de Lie G compacto podemos considerar a la forma de volumen w := o' A---Ag™
donde n es la dimensién de Gy {0} es la base de T*M asociada a la base {e;} de TM de campos
vectoriales invariantes por la izquierda. Claramente la forma de volumen w es invariante por la
izquierda, es decir Ly (w) = w para toda g € G. Supongamos que w no es invariante por la derecha

y notemos que esto implica que existe g € G tal que :

W((Rg-1)se1, -+, (Rg-1)sep) =c#1

Observacion 1.24. No es dificil convencerse que en el caso en que ¢ < 1 podemos remplazar a g

por g~ y obtener un nuevo ¢ > 1. Por lo tanto supondremos que ¢ > 1.

Debido a que w es invariante por la izquierda tenemos que :

W((Rg-1)xer, -5 (Rg-1)xn) = W((Lg)«((Rg-1)s€1)), -+ 5 (Lg)+((Rg-1)x(en))) = w(Ad(g)er, (9)en) = ¢ > 1

Esto implica que el marco (Adge1,q ey) tiene volumen ¢ > 1. Iterando este proceso podemos concluir
que el volumen del marco (Adgneq,qn €,) estd dado por ¢™. Debido a esto y al hecho de que ¢ > 1
podemos definir una funcién no acotada f : G — R como f(g) := w(Ad(g)e1, (g)en) Vg € G. Esta
funcién es continua y por lo tanto hemos construido una funcién continua cuyo dominio es compacto
vy que no estd acotada. Esta contradiccion se sigue de que supusimos que w no era invariante por
la derecha y por lo tanto podemos concluir que para cualquier grupo de Lie compacto la forma de
volumen w es tanto invariante por la derecha como por la izquierda. A estas formas les llamaremos

formas bi-invariantes y en resumen tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.21. En todo grupo de Lie compacto la forma de volumen w = o' A---Ac™ es una forma

bi-invariante.

Teorema 1.22. Si G es un grupo de Lie compacto entonces para cualquier funcion continua f :

G — R y para todo g € G tenemos que

/G F(h)wn = /G Flgh)on = /G F(hg)wn

Demostraciéon. Consideremos a fG f(hg)wp. Debido a que w es invariante por la derecha tenemos
que wp = Rjwpg. Definamos F(h) := f(hg) y notemos que claramente F'(h) = (f o Ry)(h) =
(R; f)(h). Por lo tanto

[ rapn = [ Fo= [ i = [ Rytre) = [ o= | #en

La demostracién de que fG flgh)wp, = fG f(h)wp, es completamente andloga. |

Supongamos que tenemos un grupo lineal compacto de matrices de n X n y notemos que a los

elementos de este grupo los podemos pensar como transformaciones lineales de C™. Si definimos
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un producto interno hermitiano (,) en C™ entonces es facil ver que no necesariamente estas trans-
formaciones lineales preservan este producto interno, dicho de otra forma, no necesariamente estas
transformaciones actiian como transformaciones unitarias. Definamos un nuevo producto interno en
C™ como
(X,Y):= / (hX,hY )wp, vX,Y e C"
G

Usando el teorema anterior obtenemos que Vg € G tenemos que
(9X,9Y) = / (hgX, hgY )wy, = / (hg X, hgY )wgn = (X,Y)
G G

y por lo tanto podemos concluir que con este nuevo producto interno en C” los elementos del grupo
lineal del cual partimos actiian como transformaciones unitarias de C". Si escogemos una base de C™
ortogonal con respecto a la métrica inducida por nuestro nuevo producto interno entonces podemos
ver que las matrices que representan a estas transformaciones lineales en esta base estan dadas por
matrices unitarias, y es en este sentido en el que podemos pensar a cualquier grupo lineal compacto

como un subgrupo de algin grupo unitario.

1.7.1. Un producto interno en Lie(U(N) invariante bajo la representacién

adjunta
Definamos un producto interno (,) en Lie(U(N)) como
(X,Y) =trXTY = (XN)i(Y)) = - XY/ = —~tr XY

donde para pasar de la segunda a la tercera igualdad usamos que los elementos de Lie(U(N)) estén

dados por matrices anti-hermitianas.

Observacién 1.25. Si pensamos a una matriz de n x n como un vector de n? entradas , es decir
como un elemento de C™ entonces podemos ver que (X,Y) =" | Z;:Z(XT);(Y;J) es la restriccién
del producto interno hermitiano estdndar de C** a Lie(U(N)).

Notemos que este producto interno es invariante bajo la representacién adjunta de U (V) en Lie(U(N))

va que Vg € G tenemos que
(9Xg~ L gVg ™) = —trgXYg~ ! = —trXY = (X,Y)

donde para deducir la segunda igualdad usamos que la traza es invariante bajo conjugacién. Esto
implica que si X,Y,Z € Lie(U(N)) entonces

<€tXY€7tI,€tXZ€7tI> — <}/’ Z>
Derivando y tomando ¢ = 0 obtenemos que VX,Y, Z € Lie(U(N)).

(X,Y],2) + (Y,[X,Z]) =0
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Por dltimo notemos que debido a esto tenemos que ad(X) : Lie(U(N)) — Lie(U(N)) es un

operador anti-hermitiano.

1.8. La forma de Maurer Cartan

Definicién 1.16. Sea G un grupo de Lie y definamos la uno-forma de Maurer — Cartan 0 :
TG — Lie(G) como la uno-forma con valores en Lie(G) que asocia a cada v € T3G el tinico

elemento A € T.G tal que (gexp(tA)) (0) = v.

Observacién 1.26. Es facil demostrar que Yv € T,G existe un tnico A € T.G tal que v =

(gexp(tA)) (0) y por lo tanto la definicién anterior tiene sentido.

En el caso en el que G sea un grupo lineal tenemos que § = g~ 'dg donde la funcién g : G — G es
la identidad. Para poder ver esto notemos que dg(v) = (gexp(tA)) (0) = (g(I +tA+o(t)?) (0) = gA
y por lo tanto g~ 'dg(v) = A = (v). Como esto es cierto para toda v € T;G podemos concluir lo

que buscabamos.
Teorema 1.23. Si G es un grupo lineal entonces (Rg)*(0) = g~10g

Demostracién. Sea h € Gy v € T),G. Escribamos a v como v = (he?)' (0), A € Lie(G) y notemos
que (Rg).(v) = (he*g) (0) = hAg = hgg~'Ag. Usando esto y la definicién de pullback obtenemos

que

((Rg)*(8))(v)n = (0((Rg:)(v))ng = 0((hg)g ™  Ag)ng = ((hgexp(tg—Ag)) (0)) = g~ Ag
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Capitulo 2

Haces Principales

En este capitulo daremos una muy breve introduccién a la teoria de haces principales y haces aso-
ciados a estos. En particular veremos como si partimos de un haz vectorial E entonces podemos
reconstruir a este haz como un haz asociado al haz de marcos P (). La utilidad principal que
tendrad la construccién de una haz asociado es que si conocemos los representantes locales de un
objeto geométrico y la forma en la que se transforman estos representantes al hacer un cambio de
coordenadas entonces podemos definir un haz vectorial en el cual nuestro objeto geométrico se ve
como una seccion de este haz. Esta idea sera de fundamental importancia ya que nos permitira inter-
pretar a un campo de espinores de Dirac como una secciéon de un cierto haz vectorial definido sobre
el espacio tiempo M y posteriormente poder formular la ecuaciéon de Dirac en un espacio tiempo

curvo M.

Definicién 2.1. Si M es una variedad suave y G es un grupo de Lie, un haz principal G sobre M
consta de lo siguiente:

1. Una variedad suave P

2. Una accion derecha suave e : G x P — P

3. Una funcién suprayectiva m : P — M tal que m(peg) = m(p) Vp € Py Vg € G (A 7 le

llamaremos la funcién proyeccién)

4. Para cualquier m € M una vecindad abierta U; alrededor de m y su difeomorfismo

;7 Y(U;) == Ply, > U; x G
p — (m(p), hi(p)))

tal que ®(p e g) = (7(p), h(p)g)

Observacion 2.1. De la propiedad 4 se sigue que siempre podemos identificar a cualquier fibra con

el grupo G.

Definicién 2.2. Sea p : G — H un homomorfismo de grupos de Lie, f : M — N una funcién suave
ysean @ : G X M — M, e: Hx N — N acciones suaves. Decimos que f es p equivariante si el

siguiente diagrama conmuta:
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Gx M-I Hx N

Si G = H y p es la funcién identidad, decimos que f es equivariante.

Definicién 2.3. Sean P y P’ G haces principales sobre M, decimos que P y P’ son isomorfos si

. . . . ’
existe un difeomorfismo equivariante ¥ : P — P .

Lema 2.1. Sean P;, P, G-haces principales sobre M. Si f : P, — P es un homomorfismo inyectivo

de haces principales entonces f es un isomorfismo.

Demostracion. Debido a que f es un homomorfismo inyectivo lo inico que debemos demostrar es
que f es una funcién suprayectiva. Sea y € 7~ !(z) C P, y consideremos cualquier elemento z € P;
tal que f(z) viva en la fibra de y. Debido a que G actia transitivamente en la fibras de P, podemos
concluir que existe g € G tal que f(z) e g = y, esto implica que f(z ® g) = y y por lo tanto f es

suprayectiva. |

Ejemplo 2.1. Si7: P — M es un G haz principal y N C M es una subvariedad de M, P|y esun G
haz principal sobre N. La funcién proyeccién (la accién de G en P|y) es simplemente la restriccién

de 7 a P|y (La restriccién de @ : G x P — P a P|y)

Ejemplo 2.2. Debido al inciso 4 de la definicién del G haz principal se sigue que para todo m € M

existe una vecindad abierta U alrededor de m tal que P|y es isomorfo a U x G.

SimeU;NnU;ypen (m) tenemos que ®;(p) = (m, hi(p)) y ®;(p) = (m,h;(p)) y por lo tanto
existe g;;(p) € G tal que h;(p) = gjihi(p). Es decir g;i(p) = h;(p)hi(p)~".
Ahora veremos que g;;(p) es constante en cualquier fibra:

gjilpeg) =hj(peg)hi(peg)™

Debido a lo anterior g;;(p) = §;:(m(p)) donde g;; : U; N U; — G. A estas funciones las llamaremos
funciones de transicién del haz. Debido a su definicién, las funciones de transicién del haz, satisfacen

la siguiente condiciéon usualmente llamada condicién del cociclo:
9ri95i(m) = gri(m) VYm e U;NU; NU

Si tenemos una cubierta abierta {U; };cr y un conjunto de funciones de transicién {g;; : U;NU; = G}
que satisfacen la condicién del cociclo, podemos construir un G haz principal de la siguiente manera:

Definimos:

Pi=| |Uix @)/ ~
I
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donde (m,g) ~ (m/,¢’) siy sélosim=m"y ¢ = gji(m)g ¥Ym € U; NU;. La funcién proyeccién
es la inducida por la proyeccién de U; X G en el primer factor, mientras que la accién de G en P
es la inducida por la multiplicacién derecha. Que la funcién proyeccion esté bien definida indepen-
dientemente de la clase de equivalencia escogida, se sigue inmediatamente de su definicién. Que la
accion de GG esté bien definida se sigue de que la multiplicacién izquierda conmuta con la derecha
(Debido a la asociatividad de la multiplicacién en G). El isomorfismo que necesitamos para satisfacer

la propiedad 4 de la definicién estd dado por

(DZP‘UlﬁUZXG

[m, g] — (m, g)

donde [m, g] es la clase de equivalencia en la cual vive (m, g). Por el contrario, si partimos de un haz
principal w : P — M debido al inciso 5 de la definicién de haz principal existe una cubierta abierta lo-

calmente finita {U;}; de M con la propiedad de que hay un isomorfismo de haces @y, : Ply, — U xG.

Consideremos dos elementos U;, U; € M tales que U; NU; # 0 y escribamos a ®; o le(m, g) como
(m, gji(m)g) donde gj; : U; N U; — G. El conjunto {g;;}1 satisface la condicién del cociclo por
lo que podemos construir un G haz principal Py; a partir de la cubierta abierta M y del conjun-
to {g;i}. Este haz es isomorfo a P y el isomorfismo estd dado por la funcién que lleva a p € P a

la clase de equivalencia de @y, . Donde U; es cualquier elemento de la cubierta M que contiene a m(p).

A continuacién describiremos algunos ejemplos. En el siguiente veremos cémo construir un haz
principal a partir de cualquier haz vectorial. Mas adelante, veremos cémo podemos revertir este
proceso y generar al haz vectorial a partir de este haz principal. Esto nos serd importante cuando

estudiemos conexiones.

Ejemplo 2.3. (Haz de marcos) Consideremos un haz vectorial 7 : E — M cuyas fibra tienen

dimensién n y definamos Pgr(g) (Este resultard ser un GL(n,R) haz principal) como el conjunto

de los marcos (e;,---,e,) € @F que forman una base de la fibra en la que viven. La funcién
proyeccion 7w : Pgrgy — M gl evaluarse en un cierto marco nos regresa al punto de M sobre
el cual estd "anclado” este. Si p = (e1,---,e,) € Parp) v 9 € GL(n,R) definamos p e g :=
(%) Lex, (g5)ter, -, (gF)~tex). El isomorfismo que requerimos para satisfacer la propiedad 3 de

la definicién de haz principal se construye de la siguiente maneras:

Consideremos el isomorfismo de haces @y, : E|y, — U; x R™. Este isomorfismo identifica a F con
n

U; ® (®R™) y por lo tanto si consideramos la siguiente funcién
n

: GL(n,R) — ®R"

Podemos identificar localmente a Pgr gy con U; x GL(n,R).
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Sim: E — M cuenta con una métrica podemos considerar a Pp(g), que es por definicién la
subvariedad de ®F cuyos elementos son las n-adas (eq,- - ,e,) que forman una base ortonormal de
la fibra sobre la gual viven. Debido a que F cuenta con una métrica podemos construir trivializaciones
locales isométricas

(I>U1- : EUi —U; x R"

y por lo tanto, si pensamos a O(n) como el subconjunto de @ R™ cuyos elementos son n-adas de
n

vectores que forman una base ortonormal de R entonces , podemos identificar a Po(g)|u, con Us x

O(n). Si E es orientable podemos construir un SO(n) haz principal cuyos elementos son simplemente,

los marcos que forman una base ortonormal orientada de la fibra en la cual viven.

Ejemplo 2.4. (Fibracién de Hopf) Pensemos a S% como {(z1, 22) € C%:  |21]? + 22| = 1}. Como
veremos a continuacién S3 es un U(1) haz principal sobre 52
Paso 1: Definamos

Q:S3><U(1)—>53

((21,22),€") = (216", z0€™)

Claramente e satisface los axiomas de accién y estd bien definida, ya que |z;e'?|? 012 =
A1 + [Pl = a1 +
Paso 2:

Definamos 7 : S2 — CP! 22 S2 como la restriccién a S3 de la funcién

+ |z0€

[ ]:C?*—=CP!

(21, 22) = [21, 22]

y notemos que claramente esta satisface el inciso 3 de definicién de haz principal.
Para demostrar el inciso 4 necesitaremos un teorema (técnicamente lo que necesitamos es el proce-
dimiento que usaremos en su demostracién.) Este implica que, a diferencia de los haces vectoriales,

en los haces principales las secciones son ”raras”.
Teorema 2.1. Un haz principal m : P — M es trivial si y solo si existe una seccion s : M — P

Demostracién. =
Supongamos que P es trivial y consideremos el isomorfismo de haces v : M x G — P. Definamos a
s: M — P como s(m) := v(m,e). Usando el siguiente diagrama (el cual es conmutativo debido a la
definicién de haz principal) podemos concluir que s es una seccién.
1%
P+—Mx(@G
ﬂ-‘
1
M

36



Supongamos que tenemos una seccién s : M — P, esto implica que podemos escribir a cualquier

p € P como s(w(p)) g, donde g, € G.

Definamos
xX:P—MxG

p — (ﬂ(p), gp)

y notemos que Jpeg = §Jpg y por lo tanto x : (pe g) = (w(p e g),dp9) = (7(p),§p) - g donde - es la
accién canénica derecha de G en M x G. Esto demuestra que y es un morfismo de haces principales

y debido a que la accién - es libre, usando el lema 2.1 podemos concluir que x es un isomorfismo.

|
Regresando a la fibracién de Hopf, consideremos las siguientes dos funciones:
182 — {0} =C— 53 s2: 5% —{0}=C— S*
1 1 1
22 [2,1] = (5, 1) 2221 5 s1(0) = ———=(2,1)
V1|22 z 14|12 #
s1 es una seccién ya que [(\/1+ [2]2)z,1/1 +|z[?] = [2,1] y de forma anéloga se puede ver que so

también lo es. Notando que tanto 7= 1[S? — {co}] como 771[S? — {0}] son subconjuntos abiertos de
S3 (y por lo tanto subvariedades suaves), usando la misma idea que en la demostracién anterior,

podemos construir funciones:

X1 w7 [S? = {o0}] = (8% = {oo}) x U(1)
Xz 1182 = {0}] = (S = {0}) x U(1)

y por lo tanto hemos demostrado que se satisface el inciso 4.

Teorema 2.2. Si G es un grupo de Lie y H un subgrupo cerrado, entonces G/H tiene estructura
de variedad suave de dimension dim(G) — dim(H). Mds ain, G es un H haz principal sobre G/H.

La funcion proyeccion estd dada por
m:G—G/H

g —g]
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gH

Aunque no demostraremos este teorema, esbozaremos brevemente una cierta parte de la idea. Sea

V una subvariedad de G que:

1. Pasa por la identidad de G
2. Es transversal a H

3. Es de dimensién complementaria a H

La idea central se da si V' es lo suficientemente ”pequena”. Entonces cualquier clase lateral ”evita” a
V o la intersecta en un tnico elemento. (Ver dibujo). Para poder demostrar lo anterior es importante
que H sea cerrado. Si una cierta clase lateral intersecta a V', entonces dicha clase es de la forma
gH para alguna g € V y por lo tanto los puntos de G/H "cerca” de eH estdn en correspondencia
uno a uno con los puntos de V. A partir de esto se puede demostrar que localmente G/H es una

subvariedad de dimensién dim(G) — dim(H).

2.1. Pullback de haces principales

Si f: M — N es una funcién suave, G es un grupo de Lie y w# : P — N es un G haz principal,
entonces podemos definir un G haz principal sobre M (llamado el pullback de P bajo f) de la
siguiente manera: Definamos f*P como el subconjunto de M x P cuyos elementos son parejas

(m,p), tales que f(m) = m(p). Para poder ver que f*P es en efecto un haz principal definamos
6. [*PxG— f*P
((m,p),g) = (m,peg)

donde e es la accién de G en p. La suavidad de e se sigue de la suavidad de e.
La funcién proyeccién 7 : f*P — M estd definida como #(m,p) :=m Vp € P,m € M. Esta funcién

es claramente suprayectiva y para toda p € f*P w(peg) = w(p) y por lo tanto se satisface el inciso
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3 de la definicion de haz principal.
Para el inciso 4 consideremos una vecindad abierta V alrededor de f(z) € N asociada a una trivia-
lizacién local

by : Plg >V xG

y definamos a ¥y : P|ly — G como 7o o ® donde 74 es la proyeccién de U x G en G. Definamos U
como f~1(V) y consideremos la funcién
Oy : (f*P)ly - UxG
(m, p) = (m, ¥y (p))
que Py sea equivariante se sigue de su definicién. Por lo tanto, f*P satisface el inciso 4 y es un

G haz principal. Anteriormente, vimos cémo dado un haz vectorial podemos construir su haz de

marcos el cual resulta ser un haz principal.

En la siguiente seccién veremos cémo a partir de un G haz principal y una accién izquierda de G en

un espacio vectorial, podemos construir un haz vectorial.

2.2. Haces asociados

Definicién 2.4. Si 7 : P — M es un G haz principal, F' una variedad suave y @ : G X F' — F es

una accion izquierda suave, definimos
PF =P x F/ ~a
donde (p, f) ~¢ (', f') < g € G tal que

p=pey
flf=gtef

Dicho de otra forma, los elementos de Pr son las clases de equivalencia [p, f] asociadas a la relacién

de equivalencia ~¢.
Teorema 2.3. Pr es un haz fibrado sobre M.

Demostracién. Definamos # : Pp — M como #([p, f]) := m(p) y notemos que este mapeo estd
bien definido. Si m € M entonces podemos tomar una vecindad U, alrededor de z en la cual podemos
identificar a 7=1(U,,) con U, x G. Bajo esta identificacién la accién de G en 7=1(U,) x F estd dada
por

(z,g,f) = (x,gh,h "' e f) Vh e G

Esto nos permite identificar a v := [x,g,f] € Pr con [x,997',g e f] = [z,e,g ® f], usando esto
definamos ¥y : 7Y (Uy) X F/ ~ G — Uy x F como Wy (v) := (x,ge f). La estructura de variedad
diferencial en Pr se obtiene al requerir que para toda o Wy : 71 (Uy) X F/ ~ G — U, x F sea un

difeomorfismo. Si Ug es otra vecindad que contiene a x y en la cual P se trivializa entonces en esta
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vecindad podemos representar a v como v = [x, go 9, f] donde gos es el mapeo de transicién de P
entre 71 (Uy) y = H(Upg) . Esto implica que Wy, (v) = (z, (gap) ® g ® f) ¥ en consecuencia tenemos
que
&gUmeN
o

donde (m, f) € Uy x F~ (m', f) € Us x Fsiysolosim =my f = gas(m) e f. En la mayoria
de los ejemplos que usaremos F' serd un espacio vectorial, en este caso Pr serd un haz vectorial
(siempre y cuando los mapeos de transicién g,p actien en F' como transformaciones lineales), cuyas
funciones de transicién estan dadas por g.ge, esto se deduce de inmediato a partir de la formula

anterior, la definiciéon de cociclos de un haz vectorial y la definicién de ~. |

Observacion 2.2. La idea de la definicién de un haz asociado es que para determinar a un cierto
elemento e de un haz vectorial E requerimos especificar un marco p sobre este y el vector coordenado
f en este marco. La relaciéon de equivalencia que usamos para definir un haz asociado nos dice cémo

cambia la eleccién del vector coordenado f al cambiar la eleccién de marco p.

Observacién 2.3. Si F' es un espacio vectorial, una representacién p : G — G L(F') se puede pensar
como una accién izquierda e : G x FF — F y por lo tanto en ciertas ocasiones cuando queramos
definir un haz asociado Py definiremos a este como el conjunto de clases de equivalencia de la forma
[p, f] donde [p, f] ~c [p, f'] si y s6lo existe g € G tal que p’ = pegy f = p(g~")f. Cuando usemos
esta notacién escribiremos a Pr como P x, F'. Usando esta notacién podemos expresar las funciones

de transicién de P x, G como p(gag) donde {gap} es el conjunto de funciones de transicién de P.

Observacion 2.4. En los ejemplos que usaremos la acciéon derecha de G en P estard dada por una
accién izquierda de G~ en P. Es decirsip € Py g € G entonces peg = g 'épdonde 8 : Gx P — P

es una accion izquierda. En este caso podemos definir a Pr como
Pp:=Px F/ ~¢g

donde (p, f) ~¢ (p/, f') < Fg € G tal que
p'=peg=g lep
['=gef

La demostracién de que en efecto Pr es un haz fibrado es completamente analoga a la demostracion

anterior.

Ejemplo 2.5. Sea 7 : F' — M un haz vectorial. Consideremos el haz de marcos Pgp(g) y recordemos

que la accién derecha de GL(d, R) sobre Py (g estd dada por

o PGL(E) X GL(d,R) — PGL(E)

(p9) — ((91) " er, (95)Vew -~ (gm) "er)
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Definamos F como R¢ y la accién izquierda e que requerimos como

o: ['x GL(d,R) — PGL(E)

(f.9) = g; 1’

Una vez dicho la anterior podemos considerar el haz Pr que se obtiene a partir de dicha informacion.

A este haz lo llamaremos Ep(g) y el siguiente teorema nos dice que es isomorfo a E.

Teorema 2.4. La funcion de haces vectoriales

v EP(E) — F
e, f] = fPea
estd bien definida y es un isomorfismo.

Demostracion. Esto se obtiene de inmediato notando que esta funcién estd bien definida, usando

el teorema 2.3 y comparando los mapeos de transiciéon de estos 2 haces. |

Ejemplo 2.6. (Productos tensoriales del haz tangente) Sea M una variedad suave de dimensién
n, E su haz tangente y F = (R%,--- RY) x (R}, (RY)*). Definimos la accién izquierda:

p veces q veces

oF x GL(d,R) — F como

i1,y L pla,edp i ip —1\J1 —1yJ
(ge f)jl,...jz = fil,.-j:gii e '9;:(9 )jl (g )_]Z
El haz vectorial que se obtiene a partir de esta representacién es isomorfo a TM ® --- @ TM ®
(S ——

p veces
T"M®---®T*"M vy el isomorfismo estd dado por

q veces

v:Poroy X F/~vg = TM@--- @TM QT M@ ---@T"M

p veces q veces

[(61,~"en),(f1,~-~fp,f1,~~fq)] _)f{@i®f562...®f£€i®ﬁléi®ﬁgé®...®ﬂgéi

donde {é'} es la base dual de {e;}. La demostracién de que en efecto esto es un isomorfismo es
parecida a la demostraciéon anterior.
Los dos ejemplos anteriores ilustran que para estudiar a un cierto haz vectorial E, o a productos

tensoriales de este, s6lo necesitamos estudiar al haz de marcos Pgr(g)-

Ejemplo 2.7. (Ad(P))
Sea m: P — M un G haz principal, definamos el haz Ad(P) como

Ad(P) := P %, Lie(G)

donde p es la representacién adjunta de G en Lie(G). Si {gag} es el conjunto de funciones de
transicién de P asociadas a la cubierta abierta {U,} entonces {U,} es una cubierta abierta trivia-

lizadora de Ad(P) y el conjunto de funciones de transicién asociadas a esta cubierta estd dado por
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{p(gas)} ¥ por lo tanto
Ad(P) = | |(Us x F)/ ~
o
donde (m, f) €Uy x F~(m/,f'YeUgx Fsiysflosim=m'y f' = (gaﬁ(m))fgo_tﬁl(m). Un caso
de particular importancia para nosotros serd el caso en el que nuestro G haz principal 7 : P — M
es el haz de marcos de un haz vectorial = : E — M. En este caso las secciones de la haz Ad(P) se
pueden interpretar como secciones del haz vectorial End(FE). Esto dltimo se sigue del hecho de que
estos haces son isomorfos ya que tienen una cubierta abierta trivializadora en comun (inducida por
una cubierta trivializadora de E) y las mismas funciones de transicién. En coordenadas locales el
isomorfismo que existe entre End(E) y Ad(P) consiste en asociar a una matriz la transformacién
lineal candnica que ésta induce. La forma en la que se transforman una seccién de Ad(P) bajo un
cambio de coordenadas es precisamente la forma en la que se transforma la matriz asociada a una

transformacién lineal bajo este cambio de coordenadas.

Ejemplo 2.8. (Ad(P)) Sea m: P — M un G haz principal, definamos el haz Ad(P) como
Ad(P) := P x 49 G
donde Ad : G x G — G es la accién izquierda definida por
Ad(g, h) := (Cy)(h) = ghg™" Vg,h € G

Si U, es una vecindad en la cual P se trivializa entonces en esta vecindad podemos representar a cual-
quier seccién de Ad(P) como una funcién f, : Uy — G. Si Ug es otra vecindad en la que P se trivia-
liza tal que U, NUgz # () entonces para toda m € U, NUg se tiene que fg(m) = gas(m)fa (m)g;g(m).
Como veremos mas adelante esta es precisamente la forma en la que se transforman las transforma-

ciones gauge y por lo tanto una transformacion gauge de P en P no es méas que una seccién del haz

Ad(P).
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Capitulo 3

Conexiones

En este capitulo definiremos una conexiéon como una cierta estructura adicional que se le da a un
haz principal 7 : P — M. Esta nos permitird definir la idea de transporte paralelo en P (el cual
nos dice como identificar fibras cercanas) y en cualquier haz asociado a P. Si este haz asociado
resulta ser un haz vectorial entonces la idea de transporte paralelo nos ayudara a definir la derivada
covariante de una seccién de E. Nuestro objetivo principal es introducir el material necesario para
poder formular la ecuacion de Dirac en un espacio tiempo curvo M, para hacer esto tendremos que

poder derivar covariantemente a un campo de espinores de Dirac.

Observaciéon 3.1. En la geometria Riemanniana no se suele distinguir mucho entre las ideas de co-
nexion, transporte paralelo y derivada covariante. Sin embargo hay que recordar que en la definicién

que nosotros usaremos tenemos una jerarquia descendente de generalidad entre estos conceptos.

3.1. Conexiones en haces principales

Definicién 3.1. Sea 7 : P — M un G haz principal y p € P. Definamos el sub-espacio vertical en
p VpP como V,P := ker(m,)p.

Definicién 3.2. Sea A € Lie(G)). Definamos el campo vectorial X# € C°°(P,TP) como X} :=
(p o exp(tA))'(0).

ot A
Lema 3.1. Para todo p € P, se tiene que X' € V,,P.

Demostracién. Consideremos la curva v : [0, 1] — P definida por y(t) = peexp(tA). Claramente,
7'(0) = X}, ahora, 7 (y(t)) = 7 (7(0)), ya que esta curva vive en una fibra y por lo tanto (XI;A) =0
y esto implica que X;f cV,P. |

Teorema 3.1. La funcion

ip: TG — V,PCT,P
A — Xﬁ

es un isomorfismo de espacios vectoriales.
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Demostracion. Esta funcién es lineal ya que es el diferencial de B), en la identidad del grupo, donde
B,(g) := pg. Para ver que es inyectiva consideremos A € Ker(i,), por lo tanto la curva p e exp(tA)
es constante por lo que A = 0. Es decir, i, es inyectiva. Ahora, dim(P) = dim(M) + dim(G) como

variedades diferenciales y
dim(Ker(mp)s) + dim(Im(mp).) = dim(T,P)

debido a el teorema de la dimensidn, es decir, dim(V,P)+dim(M) = dim(T,P) pues 7 es sumersién

y asi se tiene que
dim(G) = dim(T.G) = dim(V,,P)
y por lo tanto i, es un isomorfismo. [ |

La idea de una conexion es elegir como conectar los puntos de fibras cercanas, esto nos ayudard para

poder definir la idea de transporte paralelo y finalmente la idea de derivada covariante.

Definicién 3.3. Una conexién en un haz principal es una asignacién para toda p € P de un

subespacio H,P de T, P que satisface que

1. H,P®V,P =T,P
2. (Rg)*(HpP) = Hpeg

Observacién 3.2. Una conexién en un haz principal P nos permite separar a cualquier campo

vectorial X € C*°(M,TP) de la siguiente manera.
X, = hor(X,) +ver(X,) € H,P & V,P

Lo siguiente que veremos es cémo la eleccién del espacio horizontal H,P se encuentra conveniente-

mente codificada en la 1-forma
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wp:T,P — T.G
X, — wp(Xp):= i;l(ver(Xp))

Lema 3.2. H,P = Ker(w,).
Demostracién. Sea X, € Ker(w,), entonces wy(X,) = 0, es decir, i, ' (ver(X,)) = 0, pero i, es

un isomorfismo entre T,G y V, P y por lo tanto z'];l es un isomorfismo, asi ver(X,) = 0, es decir,
Xp € H,P. Por otro lado, si X, € H,P, entonces ver(X,) =0 por lo que X,, € Ker(wp). u

Teorema 3.2. La 1-forma w satisface las siguientes propiedades
1. w(X};“) =A
2. (Rg)w), (Xp) = (Adg—1). (wp(Xp))

Demostracién.

Lowp(X7) =iy (ver X)) =iy {(X7) = A, yaque X' € V,P. B
2. Claramente, estas dos funciones son lineales y se anulan en cualquier vector horizontal, ya

que la distribucién horizontal H es equivariante. Por lo tanto, basta probar la igualdad para

elementos de T'P de la forma X4,

((Rg)*w)(Xp)

w((Rg)«X;")

w((p - exp(At) - )'(0))
((pgg™" - exp(At) - 9)'(0))
(

(

I
S

w(pg(exp((Ady-1).A))(0)

X\ A0 — (Ady). A

|
&

Ahora veremos céomo si partimos de una uno forma w que satisface las condiciones del teorema

anterior entonces podemos generar una conexién en P.

Lema 3.3. Si definimos H), := Ker(w,) donde w es una uno-forma que satisface las condiciones del

teorema anterior entonces

(RQ)*Hp = Hpeg

Demostracién. Consideremos X € H, y notemos que

w((Rg):X) = (Rg)'w(X) = Ady'w(X)

y por lo tanto (Rg).X € Ker(Hpeg). Debido a que (Rg). es lineal e invertible, cualquier elemento
de Hpey es de la forma (Rg).X donde X € H,, y esto termina la demostracién. |

Lema 3.4. Ker(w,) @ V,P=T,P VpeP
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Demostracién. Empecemos por recordar que para toda p € P ker(w,) = H, y que dim(V,P) =
dim(G) = dim(Lie(G)) = dim(im(w,)). Usando el teorema de la dimensién obtenemos que dim(ker(wy))+
dim(im(wp)) = dim(H,) + dim(V,P) = dim(T,P) = dim(P). Utilizando esto tltimo y el hecho de
que H, NV,P = () podemos concluir que H, & V,,P = T,P. ]

Los dos lemas anteriores tienen como consecuencia el siguiente resultado.

Teorema 3.3. Sea P un G haz principal. Una conexion en P estd dada por una uno-forma w con

valores en Lie(G) que satisface las condiciones del teorema 3.2.

Ejemplo 3.1. Supongamos que P es un G haz principal de la forma P = U x G donde G es un

grupo lineal y consideremos la uno forma de Maurer-Cartan

w=g tdg

Usando la definiciéon de la uno-forma de Maurer-Cartan y el teorema anterior es que claro que w

define una conexién en P.

3.2. Formas horizontales y formas basicas

Definicién 3.4. Sea 7 : P — M un G haz principal y V un espacio vectorial. Decimos que una
k-forma o € C*>°(P, ANT*P @ V') es horizontal, si para cualesquiera campos vectoriales X; - -+ , X,
en P tenemos que:

a(Xqy, -+, Xk) = alhor(Xy), -, hor(Xk))

En el caso en el que V' admita una representacion p : G — GL(V') podemos definir una forma bésica

CcOomao:

Definicién 3.5. Si a € C®°(P,A*T*P ® V) es una forma horizontal, decimos que « es bésica si
Vg € G:
(Rg)*a=p(g~ ") oa

Definicién 3.6. Al conjunto de k-formas bésicas en P con valores en V' lo escribiremos como
CE(PAFT*PRYV).

Como veremos a continuacién, existe una biyeccién entre formas bésicas en P con valores en V' y
formas en M con valores en el haz asociado P x, V.
Supongamos que 6 es un elemento de CF (P, A*T*P®V) y que U = {U, }acr es una cubierta abierta
en la cual P se trivializa. Definamos 0, := (s,)*(6). Para cualquier Uz € U tal que U, NUg # 0
tenemos que Vm € U, NUg y V Xy,--- , X}, € T, M.

0p(X1,- - Xi) = 0((sp)«(X1, -, Xi))

= 0((gpa)+((s0)(X1, -+, Xi)))

= p((98a)"1)0((sa) (X1, -, X1))
p((95a) ™ )0a( X1, -+, Xi)
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Por lo tanto, {04 }aer se transforma de la forma requerida para poder definir una k-forma con valores
en Px,V.

Por el contrario, supongamos que tenemos un elemento 6 de C°°(M,A\*T*M @ (P x, V)) y re-
presentemos a § mediante un conjunto de 1-formas 6, € C®(Uy, A¥T*U, ® V). En 7= 1(U,), es-
cribamos a la trivializacién local ¢, : (Uy) — Uy X G como ¢u(p) = (7(p), ga(p)) y definamos
0o € O (Y (UL), N*T* (= (U,)) ® V) como:

donde X, := ((X1)p, (X2)p, -+, (Xk)p). Claramente 0, es horizontal por construccién. Para ver que

0., es basica notemos que:
1. Vge G m=moRg porlotanto 7. ((Rg)«Xp) = (70 Rg).Xp=mX,
2. 95 9) = (9a(p)-9) " =9 "9 (0)

Esto implica que ((Rg)*6a)(X,) = 6a((Rg)+(X,)) = p(92" (0°0))0a(mX,p) = p(97" 92" (p))ba(meX,) =
p(g7 (95 ()01 X,) = p(g71)8a(X,) y por lo tanto, b, es basica. Si Ug € U tal que UyNUg # 0

entonces:

Debido a esto tenemos que el conjunto de los 6, se 'pega’ consistentemente y define una k-forma
bésica # en P. Basicamente por construccion, estos dos procesos son inversos el uno del otro, es decir
¢ = 6. Para demostrar esto sélo es necesario notar que en U, x G X}, y Ry (p)«T«(X,) difieren por

un vector vertical y por lo tanto se tiene que

0(Xp) = 0(Ry, () (Xp)) = pl95" (1)0a (1 X)) = 0(X,)

En resumen, tenemos el siguiente teorema (este serd de gran utilidad).

Teorema 3.4. Existe una correspondencia uno a uno entre CF(P,AFT*P V) y

C®(M,AFT*M ® (P x,V))

Debido a lo anterior, podemos concluir que existe una correspondencia uno a uno entre:
1. C*®(Pgr(p), \*T* Par(p) ® Lie(GL(RT™®))) vy C& (M, \*T*M ® End(E))
2. C®°(Po(p), \*T* Po(py ® Lie(O(dim(E))) vy CZ(M,A*T*M @ Endo(E))

Donde en (2) estamos suponiendo que E tiene una métrica riemanniana y estamos escribiendo a los
endomorfismos de E que preservan la métrica como Endo(E). Como un corolario de la demostracién

del teorema anterior tenemos lo siguiente
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Corolario 3.1. Sif € CF (P,A*T*P®V) y {Us} es una cubierta abierta en la cual P se trivializa

entonces en U, x G
0(X,) = p(95 " (p))ba (T X,)

donde 0, = s%(0).

3.3. El espacio de conexiones

Si tenemos dos conexiones w,w’ en un G haz principal 7 : P — M, la resta de éstas es una forma
horizontal. Si p : G — Lie(G) es la representacién adjunta, es facil ver (usando la definicién de
conexién del teorema 3.2) que w — w’ es una forma bésica. Esto implica que si fijamos una conexién
w entonces cualquier otra conexién w’ se puede representar mediante w—w’ € CF (P, T*P® Lie(G)).
Por el contrario, si § € CF (P, T*P ® Lie(G)) entonces claramente w + 6 satisface las condiciones

requeridas para definir una conexién en P. En resumen tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.5. El espacio de conexiones de un G haz principal m : P — M es un espacio afin
modelado por CX (P, T*P @ Lie(G)) = C*(M,T*M @ Ad(P)).

3.4. Representantes locales de la conexién

Consideremos un G haz principal 7 : P — M una conexiéon w en P y una cubierta abierta de M,
U = {Uy}aer en la cual P se trivializa. Escribamos a estas trivializaciones como @, : 7= 1(U,) —
U, x G y consideremos la conexién en U, x G dada por (®.1)*(w). Como vimos en el ejemplo 3.1
la forma de Maurer Cartan g~ 'dg define una conexién en el haz trivial U, x G y, por lo tanto, la
resta de g~ dg y (®,1)*(w) es una 1-forma horizontal en U, x G con valores en Lie(G). Analizando
la demostracién del teorema 3.4 podemos concluir que existe una 1-forma A, : TU, — Lie(G) tal
que:
(@) (W) —g7'dg = g~ Aug

es decir:
(@21 (W) —g7'dg)(X,V) = g Aa(X)g

para toda (X,V) € T, M x T,G.
Utilizando de nuevo el teorema 3.4, notemos que A, = §%((®;1)*(w) — g~'dg). Donde 3, es la
seccién canodnica asociada a la trivializacién de U, x G en U,. En este caso §, es la seccién cero, y
debido a que g~'dg es idénticamente 0, cuando se restringe a TU,, podemos concluir que:

Aq =857 1) 'w= (271" s

aW

*
[e3%

donde en la tltima igualdad s, representa a la seccién canénica de 7~ (U,) asociada a la trivializa-
cién @ : 771 (U,) — Uy X G.

Teorema 3.6. Si Ug € U tal que U, NUpg # 0 entonces:

Ao = 9apApYas — d9apdys
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Demostraciéon. Sea m € U,NUg un elemento que vive en la fibra de p y consideremos un elemento
ven T,P tal que (P, )+(v) es de la forma (X, 0) € T,,,(U, NUg) X T.G. Con el objetivo de simplificar
la notacién, pensemos que (m,e) y (X, 0) son los representantes de p y de v respectivamente, en las

coordenadas dadas por U,. Consideremos una curva

Yo 0 [0,1] = (UaNUg) X G
t = (q(t),e)
Tal que ¢(0) = X y pensemos a esta curva, como el representante en U, X G de una curva 7 en
71 (U, NUg). En Ug x G, la curva vy se representa como:
v8 :10,1] = (U, NUg) x G
t = (q(t), gpal(t))

Y por lo tanto, las ’etiquetas’ de v € (TU, x TG) estéan dadas por (X, gIBQ(O)) = (X,dgga(X)) €
(TnUg x Ty, (m)G)- Por lo tanto:

Aa(X) = (@71 w(X,0) = (95" w(X, dgsa(X)) = w(v)

(03
Esto implica que:

Aa(X) = g5, (M) Ap(X)gpa(m) + g54dgpa(X)
= 90(P)g5" () As(X)g5(P)ga " (P) + 95adgpa(X)
= 9ap(m)Ag(X)g,5(m) + gas(m)dg,;(X)
Por ultimo vemos que:
d(gg™") =0=dgg™" +gdg™"
y por lo tanto
Aa(X) = gap(m)As(X) g5 (m) — dgap(X)g 5 (m)

Por el contrario, si tenemos un conjunto de uno formas (A, )aer : Us — Lie(G) que se transforma

de la forma dada por el teorema anterior y definimos w, : TU, X TG — Lie(G) como :
Wa(X, V) =g A (X)g + (971 dg)(V)  Y(X,V) € T,U, x T,G

Entonces, las 1-formas, w, se pegan consistentemente y definen una uno forma w en P. Para
demostrar esto empecemos por considerar una curva v,(t) = (ga(t),ha(t)) en U,y x G tal que
(X,V) = (q,(0),h,(0)). Si pensamos a v, como el representante en U, x G de una curva 5 en
71U, N Ug) entonces en U x G esta curva se representa como v5(t) = (q(t), gsa(t)ha(t)). Esto

implica que en Ug x G podemos representar a 'y/ (0) con las etiquetas:

75(0) = (X, gpa (M)V + dgas(X)ha(0)) = (X, gga(m)V + dgas(X)g) € TrnUs x Ty, , 4G
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Debido a esto, hay que demostrar que wq (X, V) = wg(X, gsa(m)V + dgos(X)g).

wo (X, V) =g " Au(X)g + (g7 dg) (V)
= 97 (gap(m)Ap(X)g 5 (m )+95adgﬁa(X)g+
= (98a9)~ 1A/3(X )(9809) + 97 (95adgsa(X))g + (g7 dg)(V)
= (9809) " A(X)(98a9) + 97 (95ad950(X))g + (97" dg)(gap(m)V)
(X) )

(g~ 'dg)(V)

)
(9809) " Ap(X)(98a9) + (971 dg) (980 (m)V + dgas(X)g)
wg (X, gpa(m)V + dgas(X)g)

Es fécil ver que la uno forma w satisface las condiciones del teorema 3.2 y por lo tanto define una

conexién en P. En resumen tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.7. Sea P un G haz principal. Una conexion en P estd dada por un conjunto de uno
formas A, que se transforman de la forma dada por el teorema 3.6. A las formas A, las llamaremos

representantes locales de la conexion.

Ejemplo 3.2. Consideremos una variedad suave M y el haz de marcos Pgr () asociado a esta.
Sea (U, {z" = (p; : U = R);—1.... .dim(M }) un sistema de coordenadas locales de M. Esto induce una
trivializacién local del haz de marcos Pgr,(ar), la seccién (local) candnica asociada a esta trivializacién

esta dada por:
0 0

La uno-forma A toma valores en Lie(GL(dim(M),R)) y por lo tanto podemos definir

. , 9
ALy = (A = A,
Supongamos que tenemos un segundo sistema de coordenadas locales (U’,{z"* = (¢} : U —

R)i—1,... .dim(m }) tal que U NU" # () entonces para toda 2 € U N U’ tenemos que
A =g ' Ag+ygdg

En este caso g es el jacobiano del cambio de coordenadas s y por lo tanto

al,/ll

Guv = I = Er

Esto implica que

A = (5" w) (O
(JPAT + JdI Y (0,

)
)
(J7YAD) () + JdT (o))
)
)

(JTTAD((J AT AT D) + J O, (T
= (J, (I AT) + Jop' (T

insertando los indices correspondientes obtenemos

wE Ox'® 9z dzr Oz 9P
me QaX Qa'm 9x'd TP Qx® Qa'MOx!d
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Esta es precisamente la forma en la que se transforman los simbolos de Christoffel para una conexién

afin en el haz tangente. Esta relacién serd més clara mas adelante.

Una de las ventajas de pensar a una conexién mediante sus representantes locales A, es que la
distribucién horizontal H,, toma la siguiente forma en U, x G:

(q)(:l)*Hwkm,g) = {X7 _9_1(9_1Aa(X)9)|X € TmUa}
Esto se demuestra de inmediato, al notar que todo punto de este conjunto estd en el kernel de
(®1)*(w) y que (P51)Hyl(m,g) €s un subespacio vectorial de T,,U, % TyG de la misma dimensién

[0

que M.

3.5. Levantamientos horizontales y transporte paralelo

Definicién 3.7. Una curva v : [0,1] — P es horizontal con respecto a una cierta conexién w si
vVt € [O, 1] ’y/(t) S H’y(t)-

Definicién 3.8. Siw: P — M es un G haz principal y ¢(t) es una curva en M, decimos que (t)
es un levantamiento de ¢(t) si para toda t wo~(t) = ¢(t). Si, ademds, y(t) es horizontal decimos que

~(t) es un levantamiento horizontal.

Supongamos que ¢ : [0,1] = U, C M es una curva suave en M y que s, : U — P es la seccién local

canénica asociada a una trivializacién local @' : U, x G — P. Definamos ~(t) como

~[0,1] = P
t — s(q(t))
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y consideremos la siguiente pregunta ;Cémo podemos modificar a «y(t) de tal forma que ésta se
vuelva horizontal? Algo que podemos hacer es tratar de ver en cudnto difiere v de un hipotético
levantamiento horizontal 4(t) tal que 4(0) = p. Es decir, encontrar una curva g : [0,1] — G tal que

A(t) = v(t) - g(t). Para poder encontrar g(t) usemos que

w(3(t)) =0

Si utilizamos ®,, para escribir esta ecuacién en coordenadas locales, obtenemos

(231) W)g(r),90) (¢ (1), 9 (1)) = 0

Como vimos anteriormente (¢(), g(t)) es horizontal, si y sélo si es de la forma:

(2, —g(t)(9(t) " Aa(@)g(t)

y por lo tanto (g(t), g(t)) es horizontal si y sélo si:

g(t) = —g(t)(g(t) ™" Aa(d(t))g(t) (3.1)

Extendiendo a ¢(t) a un campo vectorial definido en todo U, y utilizando el teorema fundamental
de campos vectoriales, podemos concluir que existe una tunica solucién a esta ecuacién diferencial.

En resumen, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.8. Si7: P — M es un G haz principal equipado con una conexion y q : [0,1] = M es
una curva suave tal que q(0) = m, entonces para cualquier p € P|,, existe un unico levantamiento

horizontal q : [0,1] — P con la propiedad de que ¢(0) = p.

Debido al teorema anterior tenemos que al variar dentro de la fibra, la condicién inicial p € Py,
obtenemos un mapeo
7: Pl — P\q(t)
p—A(t)

A este mapeo le llamaremos transporte paralelo a lo largo de la curva ¢ : [0,1] = M

Teorema 3.9. Para cualquier curva, q : [0,1] — M transportar paralelamente a lo largo de ésta

conmuta con la accion de G en P

Demostracién. Si 4 : [0,1] — P es el levantamiento horizontal de ¢ : [0,1] — P tal que 4(0) = p,
entonces 4 - g es el levantamiento de ¢ con la propiedad de que (¥ - ¢)(0) = p - g(0), (Rg) o ¥ es
horizontal ya que (¥ - g)'(t) = (Rg)«(%'(t)) v debido a que Rg preserva los subespacios horizontales
podemos concluir que (Rg).(5'(t)) € Hs).q- Por lo tanto, (Rg) o4 es el levantamiento horizontal de
g con condicién inicial 4(0) - g = p- g. Esto implica que 7 - g = (Rg) o7; y esto es lo que buscdbamos

demostrar. |

Debido a que G actia libre y transitivamente en todas las fibras, tenemos el siguiente corolario:
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Corolario 3.2. Sit es lo suficientemente pequenio, entonces
Tt Pl — Plg

es un funcion invertible. A esta funcion le llamaremos transporte paralelo.

Observacién 3.3. Los 2 resultados anteriores ejemplifican porque requerimos que (Rg).Hy, = Hp.g.
Ya que como veremos més adelante, que 7; sea invertible serd fundamental para poder definir la idea

de derivada covariante en haces vectoriales.

3.5.1. Levantamiento horizontal en haces asociados

La idea de levantamiento horizontal en un haz principal induce naturalmente una idea de levanta-
miento horizontal en cualquier haz asociado a este. Consideremos un G haz principal 7 : G — M y
un haz vectorial @ : E — M de la forma P x, V donde p: G — GL(V) es una representaciéon de G
en V.

Consideremos una curva ¢ : [0,1] — U, C M donde U, es una vecindad abierta en la cual el Py

por lo tanto E, se trivializan. Sea [p,v], cualquier elemento en m~!(¢(0)) y definamos

;)’E:[Ovﬂg)E

t— [¥,v],

Donde 4 : [0,1] — 7= *(U,) C P es el levantamiento horizontal de ¢ con condicién inicial 4(0) = p.

Definicién 3.9. A 45 : [0,1] — 75" (Uy) le llamaremos el levantamiento horizontal de ¢ en E con
condicién inicial 4g(0) = [p, v],.

Observacién 3.4. Recordemos la interpretaciéon de un elemento de un haz asociado como ’una
pareja de una base y unas coordenadas’. Luego, notemos que la definicién de levantamiento hori-
zontal en un haz asociado nos dice que un 'movimiento’ en éste es horizontal, si la base se 'mueve’

horizontalmente y las coordenadas permanecen fijas.

Al igual que en el caso de haces principales, podemos definir transporte paralelo a lo largo de una

curva ¢ : [0,1] = U, C M de la siguiente manera

T ﬂEl(q(O)) — W}El(q(t))
[p,v], = AE(t)

Observacién 3.5. Claramente, transportar paralelamente (tanto en haces principales como en
asociados) depende de la eleccién de ¢ : [0,1] — M. Sin embargo, es facil convencerse de que no

depende de la parametrizacién de dicha curva.

3.6. Derivada covariante en haces vectoriales inducida por

una conexion en su haz de marcos
Ahora estamos listos para poder derivar secciones de un haz vectorial a lo largo de una curva.
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Definicién 3.10. Si E es un haz vectorial de la forma £ = P x,V donde P, es un G haz principal,
o:U C M — 75" (U) una seccién local de E y ¢ : [0,1] — U una curva suave con condicién inicial

q(0) = xp. Definamos la derivada covariante o a lo largo de ¢ en el tiempo ¢t = 0 como

Vyo o=t TAD 000 o

Para poder calcular V0 supongamos que P y E se trivializan en U e introduzcamos coordenadas

locales
Pp 7 N (U)=UxV
[p,vl, = (7E(p), h([p,v],))

Sea 4(t) = q(t)- g(t) el levantamiento horizontal de ¢ en P con condicién inicial 4(0) = sy (¢(0)) =: p
donde sy es la seccién candnica asociada a la trivializacion de P en U. Notemos que si [p,v], €

71 (z0) entonces el levantamiento horizontal 45 con condicién inicial (0) = [p,v], estd dado por
Fe(t) = [su(a(t) - 9(t), v, = [su(a(t)), plg~" (1)) ()],
Por lo tanto, en las coordenadas locales dadas por ®p, la curva 4 : [0,1] — 7~ 1(U) toma la forma

Boip:[0,1] 5> UxV
t— (q(t), plg™ " ())v)

donde g : [0,1] — G satisface la ecuacién diferencial dada por la ecuacién 3.1. Debido a esto,

transportar paralelamente en estas coordenadas esté dado por:

= 7 (q(1))
(q(0),v) = (q(t), p(g~" ())v)

donde 7 es la proyeccién candnica de U x V a U. Por lo tanto, si oy (t) := h(o(t)) entonces

®p(r 'o(q(t) - ‘I)E(U(Q(O))))

1{im (
t—0 t
_ 11 (@(0), p(g(t))ou (a(t) — (4(0), p(9(0))ow (4(0)))
t—0 t
_ 1 (0 PLg())au(a(t) — pg(0))ou (a(t)))
t—0 t
d

Ignorando al 0 que aparece en la primera entrada obtenemos que en estas coordenadas locales
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podemos escribir a V,0 como

d

Vqo = a(ﬂ(g(t))UU(Q(t) li=o

= [ g0 l=oo0 a(t)) + plo (1)) ou(a(t))=o

= (- (o o0)owa(®) + plg(1) Lov(a(t)]i=o

= [0,00(q(0)) + (P« A)pou (a(t)]— -

Para deducir la ultima igualdad usamos la ecuacién diferencial 3.1. En resumen tenemos lo siguiente

Teorema 3.10. dok
q
Vyo = [0,0u(q(0)) + (P*A)MUU(Q(t))]W t=0
Observacién 3.6. Claramente, si ¢1, gy son dos curvas tales que ¢1(0) = g2(0) y ¢,(0) = g5(0).
Entonces (Vq,0) = (V4,0).

Definicién 3.11. Sea X,,, € T,, M y 0 : U — E una seccién de F. Definamos la derivada covariante
de o en la direccién de X,,, como

Vx, 0:=V40
donde q es cualquier curva tal que ¢(0) =m y 4ql,—g = X,,,.

Definicién 3.12. Sea X un campo vectorial en M y definamos la derivada covariante a lo largo de

X como el operador
Vx :C®(M,E) —» C®(M,E)

oc—Vxo

Donde
(Vxo)(m):=Vx, o

Teorema 3.11. La derivada covariante satisface las siguientes propiedades

1. Vx(o14+02) =Vxo1+ Vxoo

2. (Vxyy)o=Vxo+Vyo

3. Vx(fo)=fVxo+X(f)o (Regla de Leibnitz)
L (Vx)o = [Vxo Ve (M)

Demostracion.

1. Se deduce inmediatamente a partir de la férmula 3.10, de la linealidad de A, y de la linealidad
de 9,

2. Se deduce inmediatamente de la férmula 3.10

3. Se deduce de la definicién de Vx utilizando practicamente la misma demostraciéon que en el

caso de funciones f: R — R

4. Se deduce de la férmula 3.10 y del hecho de que para toda m en M tenemos que (Vyx)o(m) =

(Vf(x))om = Vq4o. Donde q es cualquier curva suave tal que q(0) =m y %|t=0 = f(m)Xn,
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A partir de la férmula 3.10 se sigue inmediatamente que
Vo, ou = (3MUU) + (P*AM)UU

Donde en esta tltima ecuacion estamos utilizando notacién de indices, es decir A, := A(9,,). Debido

a lo anterior podemos concluir que si X, := anaﬂ € T,,U entonces
Vx, ouv = Xﬁlv,auUU = X;fl(é)#aU + (p*A#)O'U

Sim: E — M es un haz vectorial, entonces E' = Pgr,(g) X,V donde p : GL(V) — V es la representa-
cién definitoria de GL(V') (es decir g € GL(V') actia sobre un elemento v € V' al multiplicar a g con
el vector de coordenadas de v). Si o : U — F es una seccién local suave definida en una vecindad
abierta U C M y {s; : U — E} es la base de secciones canénicas asociada a esta trivializacion,
escribamos a ¢ como o's;. Por lo tanto, oy = J@ei, donde {e;} es la base canénica de V. Usando lo
anterior podemos concluir que Vm € U y VX, € T,,,U tenemos que

Vx, ol = Xﬁb(ﬁuab + Azjaé)

m U

< Vx, 0y = Xﬁl(aua}j + AZjU{J)ei
Debido a la definicién de s;, podemos concluir que

Vx o, = Xﬁl(auaiU + Azjagj)si

m

Observacion 3.7. A partir de lo anterior podemos ver que

p— e l .
Vusj = Va,s; = A;si
y por lo tanto, podemos ver que A mide cudnto cambia la base al movernos en una cierta direccién,
debido a esto, podemos interpretar el término extra de la derivada covariante como un término que

nos dice cuanto cambian las coordenadas de una seccion debido al cambio de la base.

Ejemplo 3.3. Consideremos al haz E®9 := (EQE®, - ,QF) @ (E*QE*®,--- ,@E*). Este haz
—_—— —_——
p veces q veces

es de la forma E®? = Pgp ) x, (VxVx, - x V) x (V*xV*x,--+ x V*)) donde
—_— —_—

p veces q veces
(p(g))(m, 7’U107UT7"' ,U*) = (g(vl)f" ag(vp)hgil(vi)f" 7971(1};))

Sea U C M una vecindad abierta e la cual E®9 se trivializa. Sim € Uy o : U — E®9 es una

seccién entonces

-/ -/ .
13500,

i ; —1\J1 —1\J i1, i
lo(g)ov)mlyy 0 = (ov) =gt g5t (a7 )51+ (97 ) (o) 0
Debido a que A, € Lie(GL(V)) podemos ver que existe una curva suave ¢ : [0,1] — G tal que la
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%ghzo = A,,. Esto implica que

o+ Ay (o)}

- [%«p(g(t»)(am)] v

- [%“”Uﬁ/ﬁl"f R U R )

(o) o+ AR ) A+
o ’+AZZ (U = Ao, — A0 -

, A]q(O_U)lly “ip

Jij2-- J
Donde para deducir esta ultima igualdad utilizamos que

dgho— A
. %gilhzo = —A.

. El hecho de que (g(0)): = 6;;.

1

2

3. La regla de Leibnitz recursivamente.
4 i

5

. La propiedad de que cuando aparece una d;; en una ecuacién, nos da la instruccién de sustituir

a1 por j.

Debido a lo anterior, podemos ver que

(Voo i = Bulouly P+ A (ou) o b, A (o0 (P = ALk (o) 0 AT (o)

Ja J1i Ja Jq 17dq Jq Jidq

Por lo tanto, si X € C°(M,TM) y o € C®(M, E®%9) tenemos que

(VXU) (a17a27"'5/617ﬂ27"') :X(G(alaa27'"7617/827"'))
_O-(VXalaOQv"')ﬁlaﬁQv"')_U(athOQv"'aﬁlvﬁQ)"')_"' (32)
+0(a17a27"'aVXﬁlaﬂ27"')+g(al7a27"'a617vxﬁ27'")+

Ejemplo 3.4. (Tensor Métrico)
Si M es una variedad suave y g € C®(Sym(M,T*M ® T*M)) es una métrica en T M entonces,

usando la férmula anterior, podemos concluir que
Vxe(Y,Z) = X(8(Y, 2)) - 8(VxY, 2) - 8(Z,VxY) VX,Y,Z € C*(M,TM)

Ejemplo 3.5. (Endomorfismo)
Si E es un haz vectorial sobre M y T € C*°(M,E* ® E) (es decir T es un endomorfismo de E)

entonces, en coordenadas locales tenemos que
(Vu(T))] = 0uT] — T(Vyues, é5) + T(ei, V,uéy)

Donde {e;} es una base de secciones locales de E'y {é;} es la base dual de {e;}.

Pensando a T' como una transformacién 7' : E — E (en vez de como una transformacién de E* @ E
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a R), escribamos a T'(e;) como Tl-j ej y notemos que la férmula anterior la podemos interpretar como
(VuT)(ei) = Viu(T(ei)) = T(Vpes)

Ya que
1. Vu(T(e;)) = Vu(TVej) = (0,T))e; + T!V ey = (9,T) + T(es, V,uéj))e;
2. T(Vuei) = T(Vuei, éj)@j

Como esto es cierto para cualquier elemento de la base e;, podemos introducir la notacién

VT =1[V,T]

3.7. La curvatura de una conexion

En esta seccion definiremos la curvatura de una conexién y daremos una primera interpretacion

geométrica de ésta.

Definicién 3.13. Dado un G haz principal 7 : P — M y una conexién H C TP de éste. Definamos
la proyeccién horizontal hor : TP — TP mediante la coleccién de mapeos lineales hor,, : T,P — T, P
definidos por X, — hor(X,).

Definicion 3.14. Sea w la 1-forma de conexién asociada a la conexién H C TP. Definamos la

2-forma de curvatura €2 como
QX,Y) :=dw(hor(X),hor(Y)) V(X,Y)e C>®(P,TP)
Notemos que

QX,Y) = dw(hor(X), hor(Y))
= hor(X)(w(hor(Y))) — hor(Y)(w(hor(X))) — w([hor(X), hor(Y)])
= —w([hor(X), hor(Y)])

Por lo tanto, Q(X,Y) = 0 si y sélo si w([hor(X),hor(Y)]) es horizontal. Usando el teorema de
Frobenius, podemos concluir que la curvatura es una obstruccién para poder integrar a la distribucion
horizontal H C T P.

Evidentemente, la curvatura de una conexién es una 2-forma horizontal con valores en Lie(G).
Debido al hecho que Q(X,Y) = w([hor(X), hor(Y)]) podemos concluir que (Rg)*(2) = g~'€Qg. Por
lo tanto, si p : G — Lie(G) es la representaciéon adjunta, podemos ver que 2 es una 2-forma bésica
bajo esta representacién.

Sea U = {U, }acr una cubierta abierta de M en la cual P se trivializa y definamos:

F,:=5"Q

«
Usando el teorema 3.4, podemos concluir que {F,}oes define una 2-forma en M con valores en
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C>*(M, Ad(P)). Por lo tanto, si Ug € U tal que U, N Ug # 0 entonces
FB = gﬁ_;Fag,Ba

Observacién 3.8. A F,, le llamaremos un representante local de la curvatura o la intensidad del

campo de Yang-Mills.
Antes de poder demostrar el siguiente teorema requerimos este lema.

Lema 3.5. Sinw: P — M es un G haz principal y w es una conexion en este entonces el corchete de

Lie de un campo vectorial horizontal X con un campo vertical de la forma X4 siempre es horizontal.

Demostracion. Sea U C M una vecindad abierta en la cual T M se trivializa y consideremos una
base de secciones locales n; de T'M. Traslademos a estas secciones por la derecha bajo la accién
de G en P y escribamos a las secciones locales de P que se obtienen por este proceso como 7;.
Notemos que debido a que la distribucién horizontal es G invariante tenemos que 7j; es una base
local esta. Esto nos permite escribir a X localmente como X = f%; Por construccién tenemos que
Reap(ta)«(n:) = mi y esto implica que Vi la derivada de Lie de 7; en la direccién de X4 se anula. Por

lo tanto,
(X, XA = [0, XA = flmy XA+ XA = XA

El dltimo elemento de estd igualdad claramente esta en la distribuciéon horizontal y esto completa
la demostracién.

Teorema 3.12. (Ecuacion estructural de Cartan)

Q=dw+wAw

Demostracion. Claramente, §2 es bilineal y por lo tanto basta demostrar los siguientes casos.
Caso 1: ( X,Y son campos vectoriales verticales)

Debido a que tanto X como Y son verticales podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
JA,B € T.G tales que X = X4, Y = XB.

w(XA, XP) = dw(hor(X?), hor(XP)) =0

Por otro lado

do(XA, XB) +wAw(XA, XB) = XA (w(XPB)) — XB(w(XA)) —w([ X4, XB]) 4 [w(X?),w(X )
= X4(B) — XP(4) — w(X“Bl) 1[4, B]
= X4(B) - XB(A) - [A,B] + [A, B
=X4B)-x5%A) =0

yva que A, B son constantes. Para pasar de la primera a la segunda linea, usamos que i : T.G —
C(P,TP) es un homomorfismo de dlgebras de Lie.
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Caso 2: (X,Y son horizontales)

UX,Y) :=dw(hor(X), hor(Y)) = dw(X,Y)
Por otro lado
dw(X,Y) + (wAw)(X,Y) =dw(X,Y) + %[w(X),w(Y)} =dw(X,Y)

Ya que w(X) =0, w(Y) =0y por lo tanto [w(X),w(Y)] = 0.

Caso 3: (X es horizontal y Y es vertical)

Debido a que Y es vertical podemos suponer, sin perdida de generalidad, Y = X4 con A € T,.G.
Q(X, X?*) = dw(hor(X), hor(X*?)) = dw(hor(X),0) = 0
por otro lado

(WA W)X, XA) = du(X, X?) + [w(X),w(X)]
= X (X)) = X (w(X)) — w([X, X)) +[0,w(X )]
=0

Ya que como vimos en el lema anterior el conmutador de un campo horizontal con uno vertical

siempre es horizontal. [ |
Usando la ecuacion estructural de Cartan, podemos ver que

Fy=50=s(dw+wAw)

«

sk (dw) + sk (w A w)

(saw) + 80(w) A sy (w)

d
dAs + Ao N Ag

En resumen tenemos el siguiente teorema

Teorema 3.13. La intensidad del campo de Yang-Mills estd dada por

Fp = dAg + Aa A Ag = dAg + = [Aq, Ad]

1
2
3.8. Holonomia

Supongamos que tenemos un G haz principal 7 : P — M, una conexién w € C*°(P, Lie(G) @ T*M)
y una curva cerrada 7y : [0,1] — M suave por pedazos. Consideremos el levantamiento horizontal
de 7, 4 con condicién inicial 4(0) = p € 7~1(7(0)). Debido a que G acttia transitivamente sobre
las fibras de P, tenemos que §(0) = v(0) - go y que 4(1) = ¥(0) - g1, donde gg,91 € G. Definamos

gy € G como g~ := g19, 1y notemos que g~ no depende de la condicién de levantamiento, ya que si
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consideramos a otra condicién inicial y a esta la escribimos como 4(0) - g para alguna g € G entonces:

1. 4(t) - g es el levantamiento horizontal de «, con condicién inicial 4(0) - g
2. 9(0) - g=7(0)- g0 g, ¥(1) g =7(1) 919
3. (1 )(gog)‘1 =(919)(97"90 ") = 9190

Esto ultimo demuestra que g, no depende de la condicién inicial de levantamiento y eso es lo que

buscdbamos argumentar.
Definicién 3.15. Definamos Hol(m) como
Hol(m) := {gy|y es suave por pedazos y v(1) = v(0) = m}
Como veremos a continuacién Hol(m) es cerrado bajo inversos y bajo productos y, por lo tanto, es
un subgrupo de G.
Teorema 3.14. Hol(m) es un subgrupo de G, Vm € M.

Demostracién. Sea g, € Hol(m) y 4 : [0,1] = M un levantamiento horizontal arbitrario de .

Consideremos las curvas definidas por:

o] - M 47t [0,1] = P
t—v(1—1%) t—4(1—1)

Claramente

1. 471 :[0,1] — M es el levantamiento horizontal de y~! : [0,1] — M, con condicién inicial

A7H0) =4(1)
2. 4710) = 4(0)-g1, 4 1(1) = 4(0)-go donde go, g1 son elementos de G tales que 5(0) = v(0)-go,
(1) =~(0) - g =
3. g1 =g0g1 ' = (q199 ") =95t
Por lo tanto, Hol(m) es cerrado bajo inversos. Para ver que es cerrado bajo productos, consideremos
a g, g, € Hol(m) y escribamos estos como g, := 19y ¥ a g, = g1/gy," - Definamos la curva "
como
) = v'(2t) tel0,3]
y(2t—1) te[z1]

y notemos que si 4(t),4'(t) son levantamientos horizontales (de y(t) y 7'(t)), tales que 4(0) = 4'(1)

entonces, la curva dada por

’Ayl/(t) — 3/(20 te [Oaé[

es un levantamiento horizontal de +"(t).

Claramente, g1 = go y gy = g&l por lo que

9v9v = 9195 "9 95" = 9195 = g
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Por lo tanto, Hol(m) es cerrado bajo multiplicacién y esto es lo que buscdbamos demostrar. ]

Teorema 3.15. Si m,m’ € M estdn en el mismo componente conexo, entonces los grupos Hol(m)

y Hol(m') son conjugados y por lo tanto isomorfos.

Demostracién. En las variedades, la nocién de conexidad y conexidad por trayectorias (suaves por
pedazos) coinciden. Debido a esto, podemos suponer que existe una curva « : [0,1] — M suave por

pedazos, tal que a(0) = m y (1) = m/. Consideremos

1. Lacurva a7 1(t) :=a(l —t) Vte0,1]
2. Una curva v : [0,1] = M suave por pedazos, tal que v(0) = m' = (1)

3. Un levantamiento horizontal arbitrario 4(¢) de v(¢)
y notemos que

1. La curva 7/(t) definida por

Y(t):=qvBt—1) tels, 3]

es una curva suave por pedazos tal que v/ (0) =m

2. Si &(t), @ 1(t) son levantamientos horizontales (de a(t) y a~1(t) respectivamente) tales que

a(1) = 4(0) =m y &~

G actia transitivamente sobre P), entonces claramente la curva 4’ : [0,1] — P definida por

(0) = 4(1) (estos levantamientos horizontales siempre existen ya que

a(3t) telo, ]
()= 4Bt —1) tels,
a t(3t-2) te

es un levantamiento horizontal de +'.

3. Si escribimos a &(0) = «(0) - h, entonces es ficil ver que
gy = hgyh™!

A partir del inciso anterior podemos ver que Hol(m) y Hol(m') son conjugados y por lo tanto

isomorfos.

Corolario 3.3. Si M es una variedad coneza, entonces Hol(m) = Hol(m') Ym,m’ € M y por lo

tanto podemos hablar sin ambigiiedad (salvo isomorfismo) del grupo de holonomia de M dado por la

CONexion w.
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3.8.1. Curvatura como holonomia infinitesimal

Supongamos que tenemos un G haz principal 7 : G — M, un sistema de coordenadas locales de
M, (U,xy,- - xy,) alrededor de un punto m € M y una curva suave por pedazos v : [0,¢] — U

dada por recorrer ( a velocidad unitaria ) el paralelogramo ’infinitesimal’ con esquinas O = m, P =

i(al)ma Q= i(al)m + 2(82)7%» R= 2(82)7%

Consideremos dos campos vectoriales horizontales X,Y en P, tales que 7, (X,) = (01)m, m(Yp) =

(02)m donde p € 71 (m).

Es intuitivamente claro que la curva 4 dada por

” fluir a partir de p por el campo X7 t € [0, £]
? fluir por el campo Y7t €[5, 5]

3

&y

€

” fluir por el campo — X7 t €
S

€
2

3e
4

” fluir por el campo —Y” t
es el levantamiento horizontal de « : [0,e] = M con condicién inicial 4(0) = p y por lo tanto
(X, Y))p = (dw(hor(X), hor(Y)))p = (dw(X,Y))p = —(w([X, Y]))p

Debido a que 7 : P — M es suave, tenemos que 7. ([X,Y]), = [01,02]m = 0, por lo que [X,Y], €
(Ver(P)),. Esto implica que [X,Y], = (X4),, donde A € Lie(G) y por lo tanto

(UX,Y))p = —(W([X, Y])p = —w((X1),) = A

Usando la interpretacion geométrica del conmutador de dos campos como una medida de cudnto no
se cierra el paralelogramo infinitesimal generado por estos, podemos concluir que si Q(X,Y), # 0
entonces la curva §(t) no es un curva cerrada y la curvatura mide la distancia entre el punto inicial

y final de ésta.

3.9. Derivada Covariante Exterior

Consideremos una p-forma 6 con valores en un haz vectorial E. Escribamos a esta en coordenadas
locales como
QZSdeJ Z:SJ@)de

donde J es un multi-indice. Supongamos que E tiene una conexiéon V : C*°(M, E) — C*(M,T*M ®
E), escribamos a este en coordenadas locales como V = d+ A y definamos la p+ 1-forma con valores
en dy40 como

dab =V, Sydxt A dx’
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Usando la definicién de V,, obtenemos

dad = (0, + A,)Sydx* Adx’
=dS; Ndz? + Apdx? A Sydx’
=di+ANE

En resumen tenemos el siguiente resultado

Teorema 3.16. Si 0 = S;dx’ es una representacion en coordenadas locales de una p-forma 6 con

valores en un haz vectorial E entonces

daf=di+ANO

Observacion 3.9. Debido a que la derivada exterior d y la derivada covariante V no depende del

sistema de coordenadas elegido, es facil demostrar que d4 tampoco depende de éste.

En el ejemplo 3.5 demostramos que si T : E — E es un endomorfismo:
VT = 8u + [AIHT]

Supongamos que si n = nydr’ = n;®dx’ es la representacion en coordenadas locales de una p-forma
con valores en End(E) y notemos que para todo multi-indice J, n; € End(R¥™(¥)), esto implica
que

dan = Opnydz™ Adx? + [Ap,nslde™ Adx? = dn+ (Apns — 17 A)dz™ A dz?

=dn+ (AAn—(=1)’nAA)
:dn+[Aa77]

Esta ltima expresiéon nos serd ttil mas adelante y por lo tanto la enunciaremos como un teorema

Teorema 3.17. Sin = nydr’ es una representacion en coordenadas locales de una p-forma n con

valores en End(E) = Ad(Pgr(E)) entonces

dan = dn+[A,n]

3.9.1. La identidad de Bianchi

Como vimos anteriormente, la curvatura F de un haz vectorial E esta dada por

F=dA+ANA
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F es una seccién de End(E) y por lo tanto

daF = dF + [A, F]
=d(dA+ANA)+ A (dA+ANA)
=dANA—-ANdA+[A dA]+[A ANA]
= [dA, Al +[A,dA] + AN (ANA) — (ANA)AA
= [dA, A] + [A, dA]
=0

En resumen tenemos

Teorema 3.18. (Identidad de Bianchi)

La derivada covariante exterior de F' se anula, es decir
daF =0

Existe otra forma de expresar la identidad de Bianchi que es més cercana a la forma que, por
ejemplo, se utiliza en relatividad general y esto es lo que veremos a continuaciéon. Computando en

coordenadas locales y usando la definicién de la derivada covariante exterior podemos concluir que
daF =V jFde? Ndeb Nda' §j <k <l = (VyFu+ ViFy; + ViFj)da? Ada® A dat
donde para deducir la tltima igualdad usamos que
ViFy =daF(0;,05,0;) = daF(0y,0;,0;) = Vi F; = Vi Fj,

y el hecho de que da’ A dz* A da! = dx® A dat A da? .

Debido a que d4 F = 0 podemos concluir que
Vijl + VkFlj + Vlek =0

Antes de continuar a la siguiente seccién, notemos que si 7 es un forma con valores en E'y escribimos

a ésta en coordenadas locales como 1 = s;dz” entonces:

din = da(V s dz A dx?)
=V, V,sydz” Adat A da”’

= VoV ; ViVy) sydv’ A dz* A dx?

1
= 5FWSJCZV” A dz? A dz?

=FAn

donde para pasar de la segunda a la tercera linea usamos la anticonmutatividad del producto cuna.

Esto dltimo nos permite interpretar a la curvatura como una obstrucciéon para poder definir un
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complejo de cadena de la misma forma que por ejemplo en la cohomologia de Rham.

3.10. Transformaciones Gauge

Al igual que en la mayoria de los objetos matematicos en los haces principales existe una idea natural

de automorfismo.

Definicién 3.16. Si 7 : P — M es un G haz principal y £ : P — P es una funcién suave. Decimos

que £ es un automorfismo (transformacién Gauge) si:

1. £ es G-equivariante, es decir £(p- g) = &(p) - g

2. La restriccion de £ a M es la funcién identidad y por lo tanto £ 'preserva las fibras’.

Observaciéon 3.10. Es facil ver que el conjunto de transformaciones Gauge forma un grupo donde

la operacion es la composicion.
Definicién 3.17. Al grupo de transformaciones Gauge lo escribiremos como &.

A continuacién veremos cémo describir una transformacién Gauge en coordenadas locales.
Consideremos una trivializacién local {U,, ®4}aer de P. Para toda p € 7~ (U,) escribamos a
By (£(p)) como (7(p), gu (£(p)). Esto nos permite definir una funcién &, : 71 (Uy) — G de la siguiente

manera.:

€a(p) = 9a(£(p))ga ' (p)

Usando la G-equivarianza de g, y de & obtenemos que:

Esto tiltimo tiene como consecuencia, que &q(p) = &q(m(p)) para alguna funcién &, : Uy — G
Observacién 3.11. Claramente £(s4(mp)) = so(7(p)) - Ea(m(p))

Sim € Uy, NUg y p es cualquier elemento en la fibra de M, entonces

€a(m) = ga(&(p))ga " (p)
= 94(&(p) 95" (£()95(E(P))g5 " (P)95(P)9s " ()
= (Adga/3)§5 (m)

Por lo tanto, el conjunto de los &, se transforma de la forma requerida para poder definir una seccién
en el haz de Ad(P)

Ejemplo 3.6. Supongamos que tenemos un G haz principal 7 : P — M y consideremos una cubierta
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abierta de M, U = {U, }aer en la cual P se trivializa. Claramente, la funcién

CI)QBZ(UaﬁUg)XG—)(UaﬁUg)XG

(pvg) — (p7g : gaﬁ)

es una transformacién gauge del haz trivial (U, NUg) x G. A las transformaciones de este tipo las

llamaremos transformaciones gauge locales.

3.11. La accién de & sobre el espacio de conexiones

El grupo de transformaciones Gauge de un G haz principal 7 : P — M actida naturalmente sobre
el espacio de conexiones de éste. Existen muchas posibles formas de ver esto y a continuacion
describiremos la que en nuestra opinion es la més directa.

Supongamos que tenemos una conexién dada por una distribucion H C T(P) y que £ : P — P es

una transformacién Gauge. Definamos H¢ := ¢, (H) y notemos que Vg € Gy Vp € P

(Rg).(H¢ ) = (Rg). (& (Hy))
= (Rgo 5)*Hp
=(§o RQ)*HP
=& ((Rg).Hp)
=& (Hpg)

Por lo tanto, H¢ es G-equivariante. Para ver que H¢ es complementaria a la distribucién vertical
V', es suficiente notar que debido a que £ mapea cualquier fibra a si misma, &, es un isomorfis-
mo que preserva los subespacios verticales y debido a esto dim(T,P) = dim(V,) + dim(H,) =
dim((&.(T,P))e(p)) = dim(Ve(y)) + dim(HE ) + dim(Ve() N HE ). Esto claramente implica lo que
buscdbamos argumentar.

Por dltimo, mencionemos que de forma muy parecida al caso de transformaciones gauge loca-

les(funciones de transicién) se puede demostrar que:

Ag = §QA(¥£(;1 - d£a§;1
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Capitulo 4

Teorias de Yang-Mills

4.1. ;Qué es una teoria de Yang-Mills?

A grandes rasgos una teoria de Yang-Mills, consta de lo siguiente.

1. Una teoria de campo inicial

2. Un grupo de Lie compacto de simetrias globales del Lagrangiano de esta teorfa (usualmente

llamado grupo Gauge)

3. Un segundo campo (campo de Yang-Mills), que al interactuar con el campo inicial ’expande’

la simetria global a una simetria local
Observacién 4.1. La idea de simetria global (local) quedara clara més adelante.
Como en la mayoria de los casos, la mejor forma de entender una definiciéon es mediante un ejemplo

y eso es lo que presentaremos a continuacion.

4.1.1. Electrodinamica cuantica
El lagrangiano del campo de Dirac estda dado por
Lairae = —mUV + iUy"9, ¥
Este lagrangiano es U(1) simétrico, ya que es invariante bajo la transformacién
U — U =y

Debido a esto tenemos que, si ¥ es una solucién de la ecuacion Euler-Lagrange asociada a este lagran-
giano, entonces también lo es e?*¥ y por lo tanto somos libres de escoger a cualquier ‘representante’

de este campo, sin afectar la fisica del problema.

Observaciéon 4.2. Al fijar un representante de ¥ se tiene que cualquier otro representante se puede

identificar con un elemento de U(1).
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Debido a la relatividad especial, la eleccién de un representante de ¥ en un punto del espacio de
Minkowksi no deberia de fijar la eleccién en cualquier otro punto de éste y, por lo tanto, nos gustaria
que nuestro lagrangiano fuese localmente simétrico. Es decir, nos gustaria que a fuese una funcién
suave que depende de la posicién y no una constante. Sin embargo, si /() := €**(®)¥(z), entonces,

al realizar un calculo directo, podemos ver que
Llirae = —mUW + WA 9,V = Luirae — VY0, (a)V # L0

Por lo tanto, este lagrangiano no es localmente simétrico y esto es un problema, ya que queremos
que nuestra teoria sea consistente con la relatividad especial. Para poder corregir esto, notemos que
al igual que U, el potencial vectorial electromagnético (relativista) A, no estd definido dnicamente.

Si definimos A’ como
A=A+ da

AL =A,+0ua

podemos concluir que
dA' =dA+d’a=dA=F

y por lo tanto A’ es una eleccién vélida del potencial vectorial electromagnético.

Definamos un nuevo lagrangiano £g;rqc+7E COMO
2di'rac+TE = Lairac + \i/’yMAH\If = —mUIT + i\Iw“(Bu — ZAM)\I/

y notemos que
WAL = U (A, + 8,a)

esto implica que
££iirac+TE = £élirac+ql/7#‘4,/ulpl = ,Qdirac*\TIVMA#\I/+\T/’}/H(A#+8#(I)\I/ = Sdirac‘F\iJ’}/p’A‘u\IJ = £dirac+TE
y por lo tanto, este lagrangiano es localmente simétrico.

Observacién 4.3. El lagrangiano £4,qc+7r define la dindmica de una particula (campo) en pre-

sencia de un campo electromagnético.

Observaciéon 4.4. Debido a lo anterior podemos concluir que si ¥ y A son soluciones de las
. . . . ’ ' ia R
ecuaciones de movimiento asociadas al lagrangiano £y, ... rp entonces ¥ =Wy A = A +da

también lo seran. A esto se le conoce como el principio de invarianza de Weyl.

Ahora veremos cémo podemos relacionar esto con las ideas de haz y de conexién.
Consideremos una cubierta abierta de R*, U = {Ua}aer tal que Vo, 3 € I U, NUg es contraible y
fijemos A, € C*(U,,T*M) tal que F|y, = dA,. Esto implica (debido al lema de Poincaré) que en
U, NUg

Ag — Ay = dfup

Para alguna fog: UsNUg — R.
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Debido al principio de invariancia de Weyl, tenemos que si ¥, es una solucién (local) de la ecuacién
de Dirac (en presencia de un campo EM) para la cual usamos al representante de A, A,, entonces
etlos W, = W3 también es una solucién de esta ecuacién, sélo que en este caso utilizamos al repre-
sentante Ag del potencial vectorial A, en lugar de A,. Recordando la forma en la que se transforman
las secciones de un haz vectorial y la forma en la que se transforman los representantes locales de

una conexion, podemos considerar la posibilidad de que

1. El campo de Dirac sea una seccién de un haz vectorial sobre R*
2. Las funciones de transicién de este haz estdn dadas por gog = gifas

3. {—iAqs}aer define una conexién en este haz hipotético.

Para poder demostrar esto notemos que

1. Si gaggaygya = 1 entonces {gapta,ger define un U(1) haz principal Ppirqc sobre R* que se
trivializa sobre cualquier abierto de la cubierta {Ug }acr-

2. Ag = Ay +dfap = g;éAagag + ig;édga/g y por lo tanto —idg = —iA, + g;ﬁldgag. Esta es
precisamente la forma en la que se desea transformar los elementos de {—iA, }aer para poder
definir una conexién w en nuestro (aun hipotético) U(1) haz principal.

3. Si consideramos al haz vectorial Epjrac = (Ppirac X, (Cr, X Cg)) donde p es la representacién
de U(1) en Cj, x Cg, definida por

P(eie)((XﬁLa (x2)z, (x1)rs (X2)R) = (eie(Xl)beie(Xz)beie(Xl)Raew(Xz)R)

Podemos concluir que las secciones de este haz se transforman de la forma requerida.

4. Si U es una seccién de Epjrqc ¥ Vo es la representacién en coordenadas de V¥, asociada a la
trivializaciéon de Epj.q. en U,, entonces la derivada covariante de W en la direccién de z* se

puede expresar en esta trivializacién como
Vs = (8# - i(Aa)u)‘Ija

Por lo tanto, lo uinico que hace falta demostrar es que, en efecto, gagga~g~va = 1. Estrictamente, lo
3 ) ) BYay Yy )

que veremos es que podemos escoger fos de tal forma que fogfayfya = 27n. Esto se conoce como

la condicién de continuacién de Dirac y tiene como consecuencia que la carga ésta cuantizada. Una

discusién mds elaborada de esto se puede encontrar en (6).

El espacio de Minkowksi es contraible y, por lo tanto, existe un potencial A definido globalmente.
Debido a esto, resulta natural considerar innecesario el lenguaje de haces para describir cuestiones
electromagnéticas ya que en ese caso cualquier haz sobre el espacio de Minkowski serd trivial. Sin

embargo como demuestra el siguiente ejemplo no necesariamente este es el caso.
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El1 Monopolo de Dirac

Supongamos que tenemos un (hipotético) monopolo magnético situado en el origen de R3. El campo

magnético asociado a este monopolo estd dado por:

donde q es la carga del monopolo. Utilizando el lenguaje geométrico de las formas diferenciales, es
usual pensar el campo magnético como la 2-forma b, definida como la contraccién (ver (10)) de la

forma de volumen con el campo magnético B, es decir:
b=igVolgs

Observaciéon 4.5. La ventaja de pensar al campo magnético como una 2-forma b es que si A es el
potencial vectorial (no relativista) entonces la ecuacién B = V x A se puede escribir como b = dA?,
donde A3 := A;dx + Asdy + Asdz. Esto se demuestra al notar que igVolgs = B,dy A dz + Bydx A

dz + B,dx A dy, y que dA3 = ((% - 36—“‘;1)6133 Ady + (% - %)dx ANdz + (387“‘;3 - %)dy Ndz) =

B.dx A dy + Bydx A dz + Bpdy N dz.

Observacién 4.6. Antes de este ejemplo habiamos trabajado (en abstracto) con el potencial vec-
torial relativista A = A, dz", éste estd dado por A = Apdt + A;dz? donde A® es el potencial vectorial
no relativista y Ag = ® es el potencial eléctrico. Como estamos suponiendo que el campo eléctrico
se anula, tenemos A = A3 y por lo tanto F' = dA = dA® = b.

En coordenadas esféricas x1 = rsin(f) cos(®), xo = 7sin(P) cos(d), x3 = r cos(®), podemos escribir

a la forma de volumen Volgs como
Volgs = r2senfdr A df N dP
En consecuencia de esto tenemos que
b=ipVolgs = %36719(19 A dD
En R? menos el eje z negativo podemos expresar a b como:
b = d(q(1 — cos(0)d®))
Por lo que una eleccién vélida del potencial vectorial en estas coordenadas estd dada por:
Ay = (q(1 — cos(0)dP))

Este potencial no esta definido en el eje z negativo y, por lo tanto, requerimos definir unas coorde-

nadas en las cuales lo esté.

Consideremos nuevas coordenadas esféricas, dadas por ' := 7 —60 y ® := —®. En estas coordenadas
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el potencial vectorial toma la forma:
Ap = (1 + cos(6))dP

y éste est4 definido en todo R? menos el eje z positivo.

Debido a que el potencial vectorial no estd definido globalmente, nos vemos forzados a introducir
un haz vectorial (no trivial), para poder 'modelar’ localmente a nuestras funciones de onda. En
consecuencia de que A, — A, = 2 — 2¢d® tenemos que (en caso de existir el haz vectorial que

buscamos) las funciones de transicién de éste, estdn dadas por

—21eq®
g = exp(— 1)
Observacion 4.7. Debido a que sélo existen dos abiertos, no es necesario verificar la condicién del

cociclo.

.2 . ey . . 2
Observacién 4.8. Para que estas funciones de transicién sean univaluadas, requerimos que =% sea
un entero. A esto se le llama la condicién de cuantizacién de Dirac e implica que la carga de un

monopolo debe de estar cuantizada.

4.2. Conexiones planas y el efecto de Ahanorov-Bohm

Supongamos que tenemos un haz vectorial 7 : M — F y que A es una conexién en este. Tomemos
una seccién ¥ de F y notemos que la condiciéon de que ¥ permanezca constante bajo esta conexién
esta dada por

da¥U =d¥ + AV =0

dU = —AV

Esto implica que el transporte paralelo de la seccién ¥ a lo largo de un vector infinitesimal dz® estd

dado por la rotacién infinitesimal
U (I + (Ag)s0x™) W

Debido a esto podemos ver que si queremos transportar paralelamente a la seccién ¥ a lo largo de
una curva C debemos de multiplicar todas estas rotaciones a lo largo de los segmentos infinitesimales

que generan a esta curva y por lo tanto transportar paralelamente a lo largo de C esta dado por
U — H(I + Apdz®) U = (Pemp(/ Adz))¥

Observaciéon 4.9. A el operador Pexp definido por la tdltima igualdad se le suele llamar la expo-

nencial de trayectoria y probablemente la forma mads simple de entender su relacién con la funcién

exponencial es al notar que e = [[(1 + £) y por lo tanto podemos pensar que e” se obtiene de
X

dividir # en n infinitesimales &> sumar cada uno de estos con la identidad y después multiplicarlos.

Para obtener Pexp([ Adz) dividimos a | Adz en los pedazos Apdz® luego sumamos estos con la
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identidad del grupo G y por tltimo los multiplicamos todos. Si Lie(G) es un &lgebra conmutativa

entonces es posible demostrar que Pexp( [ Adx) = exp([ Adz).

4.2.1. El efecto de Ahanorov-Bohm

Tomemos un haz de electrones, separemos a este en 2 y mandemos a cada una de estas partes por
un lado de un solenoide para finalmente juntarlas al final en una pantalla Supongamos que las
funciones de onda que describen los rayos que se obtienen al separar al rayo inicial en 2 partes estdn
dadas por Wy y Ws. Siinterpretamos a ¥y uno y Ws como secciones de un haz vectorial E y al campo
electromagnético A como una conexién en el U(1) haz principal Pgr gy entonces al transportar a

U, y Uy paralelamente a lo largo de C; y Cy respectivamente obtenemos que

Uy — (exp(i | Adx))¥,
Ci

Uy — (exp(i | Adx))¥s
Ca

Esta es precisamente la forma en la que evolucionan las funciones de onda ¥y y ¥, en presencia de
un campo magnético, como demostré Dirac y por lo tanto podemos ver que el cambio de fase ¥y

estd dado por fcl Adx mientras que el cambio de fase de ¥, estd dado por fc2 Adzx. Notemos que

/Ada:—/Ad:v:/A:/ F
Cy Co C mt(C)

donde C es la curva que se obtiene al recorrer primero C; y después Cy en sentido contrario. Por lo
tanto si el flujo magnético fint(C) F # 0 podemos ver que el cambio de fase de ¥y es distinto del
cambio fase de W5. En consecuencia de esto tenemos que se puede generar un patrén de interferencia
entre ¥y y Wy al juntarse de nuevo en la pantalla aunque en la regién por la que viajan estas el
campo electromagnético (curvatura) se anula. Esto no serfa cierto si el potencial electromagnético A
fuese idénticamente 0 y por lo tanto podemos ver que el potencial vectorial A tiene relevancia fisica y
no so6lo es un artefacto matematico como se pensaba anteriormente. Por tltimo notemos que en este
ejemplo la curvatura es 0 fuera de la regién encerrada por el solenoide y sin embargo la holonomia no
es trivial. Esto se debe a que la regién en la cual la curvatura F' se anula no es simplemente conexa. A
una conexion A tal que su curvatura se anula la llamaremos una conexién plana, en primera instancia
se podria pensar que si una conexién es plana entonces la holonomia es trivial ya que como vimos
anteriormente podemos interpretar a la curvatura como holonomia infinitesimal. Sin embargo, esto
es falso si la region en la que esta definida la curvatura no es simplemente conexa. Mas generalmente
tenemos el siguiente teorema el cual no demostraremos y su demostracién se puede encontrar en
capitulo 13 de (15).

Teorema 4.1. Sea P es un G haz principal. El conjunto de conexiones planas en P mddulo la
accion del grupo gauge estd en correspondencia uno a uno con Hom(m (M), G)/G donde la accion

de G en Hom(m1 (M), G) es la conjugacion.
Por ultimo tenemos los siguientes dos teoremas los cuales seran tutiles mas adelante.

73



Teorema 4.2. Sea 7 : P — M un G haz principal y w una conezrion en este. Siw es plana entonces
Vm € M existe una vecindad U alrededor de este con la propiedad de que en 7=(U) podemos poner

coordenadas locales ® : 7= 1(U) — U x R™ tales que
(@) (w) =g 'dg

Demostracién. Sea m € M y U una vecindad simplemente conexa alrededor de m en la cual P
se trivializa y p un elemento sobre la fibra de m. Si m’ es cualquier elemento en U y v es una curva
suave que conecta a m con m’, entonces podemos transportar paralelamente a p a lo largo de v y
obtener un elemento p’ en la fibra de m’. Usando el teorema anterior, podemos ver que p’ no depende
de la trayectoria y, por lo tanto, estd bien definido independientemente de esta. Repitiendo el mismo
proceso para todos los elementos de U, podemos generar una seccién s en 71 (U) covariantemente

constante. Consideremos el isomorfismo de haces
d:7 N U) — UxR"

que se obtiene de identificar a la seccién cero, sy en U x R™ con s. También consideremos a la
conexién ®*(w) definida en U x R™ y escribamos a estéd como (®)~1*(w) = A 4+ g~ 'dg. Claramente

bajo esta conexién la ecuacién de transporte paralelo a lo largo de un infinitesimal dx,, esta dada

por
so— (I + Aadxo‘)so =50

Debido a que esto es cierto para cualquier dz, podemos concluir que A=0 y por lo tanto

(@) 1) (w) = g~ "dg. |

Teorema 4.3. Sim: P — M es un G haz principal y w una conerion plana en este entonces,

(localmente) transportar paralelamente no depende de la trayectoria.

Demostracion. Recordemos que si una conexion es plana entonces la distribucién horizontal es
integrable. Consideremos una trayectoria cerrada « : [0,1] — M lo suficientemente pequenia pa-
ra que el levantamiento horizontal de esta esté totalmente contenido en una hoja de la foliacion.
Llamemos a este levantamiento 4 y notemos que 4 es también una trayectoria cerrada ya que esta
también es una curva pequena contenida en una hoja de esta foliacién. Esto implica que transportar
paralelamente a lo largo de v es la identidad y a su vez esto implica que (localmente) transportar

paralelamente no depende de la trayectoria. |

74



4.3. Definicién rigurosa de teoria de Yang-Mills

En esta seccién daremos una definicién rigurosa de la teoria de Yang-Mills. Esperamos que el ejemplo

de la electrodinamica cudntica nos permita entender mejor esta definicién.

Definicién 4.1. Una teoria de Yang-Mills, consta de lo siguiente:

1. Una variedad riemanniana (pseudo-riemanniana).
2. Un grupo de Lie, compacto G.

3. Un G haz principal 7 : P — M.
4

. Un lagrangiano suave Ly : €(P) — C*°(M) donde €(P) es el espacio de conexiones del G
haz principal 7 : P — M.

5. Un espacio vectorial W y una representacion p de G en W. Esta representacion define un haz

vectorial P x, W.

6. Un lagrangiano £; : €(P) x C>®(P x, W) — C*>(M).
En el ejemplo de la electrodinamica cuantica tenemos que:

1. La variedad pseudo-riemanniana (M, g) es simplemente el espacio de Minkowksi.

2. El grupo de Lie completo es U(1).

3. El G haz principal 7 : P — M es el U(1) haz principal, construido a partir de las funciones de
transicién gop = e'fes.

4. El lagrangiano Ly s : €(P) — C*°(M) es el lagrangiano de Maxwell £yrqzweir-

5. El espacio vectorial Wes Cr, x Cg. y el haz vectorial P x, W es simplemente Epirac.

6. La densidad lagrangiana £; : €(P)XC®(P X W) — C®°(M) es el lagrangiano L pirac+T E+Mazwell
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4.4. La ecuacion de Yang Mills

4.4.1. El operador * de Hodge para formas con valores en haces vecto-

riales

Para poder definir el operador * de Hodge para formas con valores en un haz vectorial de la forma
P x,V, donde P es un G haz principal, nos gustaria poder definir un producto interno para formas
con valores en este. Localmente podemos pensar a estas formas como formas con valores en V' y lo
unico que requerimos para poder definir un producto interno en estas formas locales es un producto
interno en V. Sin embargo si requerimos que estas formas locales se peguen bien en las intersecciones

entonces necesitamos que este producto interno sea G invariante , es decir Vg € G , Vo,w € V

{(p(9))(v), (p(9))(w)) = (v, w)

Como vimos en la seccién 1.7.1, para cualquier grupo de Lie compacto G siempre podemos definir un
producto punto G invariante bajo la representacion adjunta de G en Lie(G). Esto nos permite definir
un producto interno en formas con valores Adg(P) de la siguiente manera. Si w , 6 son 2 p-formas
con valores en Adg(P) que en coordenadas locales se escriben como w = sy @ dz’ , § = s; @ da!

entonces definimos
(w,0) == (s, s7)(dx’,dxl)

Donde el primer producto interno es el producto interno de Lie(G) mientras que el segundo es el

producto interno de formas que se induce a partir de la métrica Riemanniana en M (ver apéndice

).

Observacion 4.10. Estd definicién no depende del sistema de coordenadas escogido ya que los dos
productos internos usados en esta estan bien definidos independientemente del sistema de coorde-

nadas .

Definicién 4.2. Definamos el operador estrella de Hodge * para formas con valores en Adg(P) al

requerir que para cualesquiera 2 p-formas w , w’ con valores en Adg(P) se cumpla que :

tr(w A xw') = (w,w)volpys

4.4.2. El funcional de Yang Mills

Si tenemos una conexién w en P las intensidades del campo de Yang Mills F,, definen una 2 forma

F,, con valores en Adg(P) y por lo tanto podemos definir la funcién:

?: M—R
m s [F]? := (F,F),

Observacion 4.11. Debido a la definicién del operador estrella de Hodge para formas con valores
en Adg(P) podemos ver que [F]?volys = (F,F),volpyr = tr(F A +F).

Definicién 4.3. Definamos el funcional (accién) de Yang Mills como:
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Gy : @(P) —-R
w = [y, [Fo]?voly
Observacién 4.12. Si tenemos una transformacién gauge ¢ , bajo esta transformacién F,, + F? =

ado, o F,, y por lo tanto debido a la G invariancia del producto interno en Lie(G) podemos concluir
que [F]? = [F?]%.

Observacién 4.13. Debido a la observacién anterior podemos concluir que Gy, @ €(P) — R

desciende a funcién de Sy : ¢(P)/ {Transformaciones Gauge} — R.

Definicién 4.4. Decimos que una conexion w es de Yang Mills si es un punto critico del funcional

de Yang Mills. Es decir si todas las derivadas direccionales de Gy s se anulan en w .

A continuacién veremos como podemos volver esta condicién una ecuacién diferencial parcial de
segundo orden en A.

Consideremos una conexion w y representemos a esta mediante un conjunto de representantes locales
A, . Recordemos que €(P) es un espacio afin modelado en C (T* P Lie(G)) = C*(T*M®Ad(P)).y
por lo tanto w = {A,} es un punto critico del funcional de Yang Mills si para toda 7 € C°(T*M ®
Ad(P))

%GYM(AQ +t7)|t=0 =0 .
Debido a la ecuacién estructural de Cartan tenemos que :
Faopir =d(Aq +1t71) + 3[Aq +t7, A + 7]

= dAq + $[Aq, Ad] + H(dT + 3[A, 7]+ £[7, Ad]) + 0o(t?)

= dAq, + 1[Aa, An] +t(dT + [Aa, T]) + 0(t?)

= Fa, +tda, 7+ o(t?)
Esto implica que :

[Fa,ttr)? = [Fa,)? +2t{da, 7, Fa,) + o(t?)
En consecuencia de esto la condicién de Yang Mills %GYM(AQ + ¢7)|t=0 = 0 se reduce a :
Jas{da, 7, Fa)voly = 0 para toda 7

Si d’ es el adjunto formal de d4 bajo la forma bilineal ((,)) definida por ((o, 8)) := [,,(a, B)voly

para cualquier par de formas «, 8 entonces
f]u<7-7 dzaFa>UOZM =0 para toda T

Debido a esto podemos concluir que d7y F, = 0. Para poder obtener la forma final de las ecuaciones
de Yang-Mills supongamos por el momento que *d Fa, =da, * F (La demostracién se encuentra
en la siguiente pgina) esto tiene como consecuencia que la condicién d F, = 0 es equivalente a
da, * Fa, = 0. Esto junto con la identidad de Bianchi d4_ F4, = 0 constituye una versién no lineal

de las condiciones requeridas para que una forma sea armonica:

dAa*FAZO
dA,,FA(, =0
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Antes de poder demostrar que en efecto *d% Fa, = da, * F, requerimos el siguiente lema

Lema 4.1. Si w es una forma con valores en el haz Ad(P) entonces
d(tr(w)) = tr(daw)

Demostracién. daw = dw + [A,w] = dw + A Aw — (—1)Pw A A. Debido a esto tenemos que,
tr(daw) = tr(dw) + Aj AwB — —(1)PWB A AS = tr(dw) + A3 AwB — Aj AWl = tr(dw) = d(tr(w)) N

Teorema 4.4. djy Fa, =+xda, xF,

Sea 1 una forma con valores en el haz en el haz vectorial Ad(P) con soporte pequefio.

<W%%E%»=/

M

tr(da,n A\ *F) = /

trda, (n A F) i/ tr(n A dAg * F) =
M

M

= / d(tr(n A xF)) £ / trin ANdAq * F)
M M

La primera de estas integrales se anula debido a que el soporte de 7 es pequenio y por lo tanto

(W&%EMWZi/

trin ANdAg * F) = i/ trin A xxdAq * F) = £((n,*da,, * F))
M

M

En coordenadas locales podemos expresar a la primera de las ecuaciones 4.1 como :
V. Fox @ x(dzh A +(dz¥ A da?)) = 0
Usando la antisimetria de F' se puede ver que esto es equivalente a :
VuFou=0uFy + [Aw Fvu] =0

Observacion 4.14. En la ecuacién anterior estamos usando la convenciéon de Einstein aunque los

indices no aparecen correctamente.

En el espacio de Minkowski el potencial vectorial A define una conexién sobre el U(1) haz principal
U(1) x R* esta conexién satisface las ecuaciones de Yang Mills ya que en éste haz principal las
ecuaciones de Yang Mills se reducen a las ecuaciones de Maxwell en ausencia de cargas. Para notar
esto 1ltimo sélo es necesario usar las ecuaciones 4.1 y utilizar que Lie(U(1)) es una dlgebra de Lie

abeliana. Al realizar esto obtenemos las siguientes ecuaciones.

d+*F =0
dFF =0

Como vimos en el apéndice dos estas son precisamente las ecuaciones de Maxwell en ausencia de
cargas y por lo tanto podemos concluir que existe un fuerte vinculo entre las ecuaciones de Maxwell
y la ecuacion de Yang Mills. Esto no debe de ser sorprendente ya que el lagrangiano de Maxwell
coincide en este caso con el lagrangiano (funcional) de Yang Mills definido sobre las conexiones en
U(1) x R%.

Observacién 4.15. Debido a la observacién 4.13 se sigue inmediatamente que si A, satisface las

ecuaciones de Yang Mills entonces también lo hace A para cualquier transformacién gauge ¢.
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4.5. Teorias de Yang Mills no abelianas y la ecuacion de Yang

Mills con cargas externas.

Supongamos que tenemos una n-ada x de espinores de Dirac definidos sobre el espacio de Min-
kowski con la propiedad de que todos estos tienen la misma masa m. Analogamente al caso de las

interacciones U(1) tenemos que el lagrangiano :
£ = xX(x)[(iv" 0 — m)I]x(x)
Es globalmente invariante bajo la transformacién :
x(z) = Ux(x)
X(z) = x(x)U~

para cualquier U € SU(n).
Sin embargo, al igual que en el caso de las interacciones U(1) este lagrangiano no es localmente
simétrico y si queremos lograr que lo sea podemos intentar considerar la interaccién del campo x

con un campo gauge {A,} = A. Definamos un nuevo Lagrangiano como :
£=x@)[(Iv"V, —m)Ix(z)

donde V, := 9, —iA,. Si bajo la transformacién x(X) — Ux(x) := x tenemos que A — UAU* —
idUU* == A entonces, este Lagrangiano resulta ser localmente simétrico al igual que en el caso de

la Electrodindmica Cudntica. Para demostrar esto notemos que:

£ =@V, = m)x(2) = X(2)U*[(ir"(9,, — i4,) = m)[)Ux()
)U*[(iv* (0, —i(UALU* —idU(0,)U*) — m)I|Ux(x)

x(@) + X (@)U [in" (0,U — dU (9,)) ] x ()
(@) + X (@)U [iv"(0uU = ,U)Ix())
(z)

Observacién 4.16. Debido a la forma en la que se transforman A y x(z) supondremos, al igual
que en caso de la electrodindmica cudntica que x es una secciéon de un haz vectorial de la forma

P x,(Cr ®Cpg)™ (donde P es un SU(N) haz principal) y que —iA define una conexién en P.

El lagrangiano £ busca describir la dindmica de una n-ada de espinores de Dirac x al interactuar
con el campo gauge A, sin embargo si queremos incluir la dindmica del campo gauge A,, entonces,

debemos de considerar el lagrangiano :
Lym = X(@) vV, — m)I|x(z) — 3 [F]?
donde F es la intensidad del campo de Yang-Mills A, es decir F' = d4 A.

Observaciéon 4.17. Este lagrangiano es localmente simétrico ya que es la suma de £ y —i|F |2y
por lo tanto sélo es necesario ver que |F|? es localmente simétrico. Esto se sigue de inmediato de su

definicién.
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En coordenadas locales podemos expresar a £y s como :
Lym = =5 (Fu) (F*); + X(@) [(iv*V . = m)I]x(x)

y aplicando las ecuaciones de Euler Lagrange para campos :

9Ly m 0Ly v
ox 8“ 0(0ux) 0
98yn _ 9 OLym_ _

0A, Vo0, AL)

obtenemos que :

XYH A —mx —i9,x7" =0
(O (FV#) +i(FH )R f1 ADT; 4+ Xy#x = 0

Para deducir la tltima igualdad tomamos una base {T;} de Lie(SU(N) y usamos que en esta base
(Fuw)' = 0,AL — 9,A! + fj’-:kAiA’j, donde fZ son las constantes de estructura de Lie(SU(N))
asociadas a esta base.

La primera de estas ecuaciones describe la dindamica de la n-ada de espinores de Dirac x en presencia
del campo gauge A, mientras que la segunda de estas determina la dindmica del campo gauge A,
en presencia de cargas. Si definimos (J#) := yy*x y notamos que 8, (F#)! + i(F#)F fiik A) =

(V,FH¥)* entonces en una notacién més resumida podemos escribir esta ecuacién como :
V,FH = JH
Si definimos la uno forma J como J := J,dz", entonces la ecuacién anterior toma la forma
*(dA * FA) = j

Esta ecuacién junto con la identidad de Bianchi nos dan las ecuaciones de Yang Mills en presencia

de cargas:

*(dA*FA):j
daF =0

Observaciéon 4.18. En toda esta seccién estamos usando el dual de Hodge en el espacio de Min-

kowski.

Observacion 4.19. La corriente J* es precisamente la corriente conservada que se obtiene a partir
del teorema de Noether debido a la SU(N) simetria de £y s (ver (12) o (6) ).

Una de las principales diferencias entre las interacciones U(1) y las interacciones SU(N) es que
Lie(SU(N)) es un algebra de Lie no abeliana y por lo tanto las ecuaciones de Yang Mills en este
caso contienen un término extra de la forma —ig[A,, F,,]. Este término vuelve a las ecuaciones de
Yang Mills un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales no lineales de segundo orden en A y
por lo tanto el principio de superposicién no es valido a diferencia del caso de las interacciones U(1).
Esto hace mucho mads dificil resolver las ecuaciones de Yang Mills para teorias no abelianas y en
la mayoria de los casos resulta imposible dar soluciones exactas . Otra diferencia muy importante
es que en estas teorfas la intensidad del campo de Yang Mills F),, tiene un término extra de la

forma [A,, A,]. Este término aporta al lagrangiano £y s términos de interaccién del campo gauge
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A, consigo mismo a diferencia de el caso de la electrodindmica cuantica en la cual no pasa esto.
Esto tltimo hace que por ejemplo en las interacciones SU(3) (cromodindmica cudntica) los leptones
adquieran carga y a su vez esto ocasiona que en estas interacciones la fuerza incremente al aumentar
la separacion entre 2 objetos cargados. A este fendmeno se le suele llamar libertad asintética y una

discusién iluminadora de esto y mucho més se puede encontrar en (11).

4.6. Instantones

Consideremos una variedad de dimensién 4 M equipada con una métrica Riemanniana g. Como
mencionamos en el apéndice uno para cualquier 2-forma w € M el operador * de Hodge satisface la

identidad #2(w) = w y esto nos permite descomponer al espacio de 2 formas de la siguiente manera :
C™(M,N°T*M) = C= (M, N*T*M) & C° (M, N*T* M) (4.2)

Donde una 2 forma w € C3°(M, A2T*M) si *w = Fw. Esto tiltimo se demuestra al escribir a cualquier

2 forma w como w = 1(w + *w) — L (w — xw).

Definicién 4.5. Decimos que una 2 forma w es autodual si «w = w. Si *w = - w entonces diremos

que w es antidual.

Usando la descomposicién anterior, podemos ver que cualquier 2-forma w se puede escribir como
w = wy +w_ donde wt € C(M,A>T*M) . Mds aun, esta descomposicién es ortogonal (con

respecto al producto interno inducido en A2T*M por g) ya que por un lado tenemos que :
(Wi, w—)volpy = wi Akw_ = —wi Aw_
Sin embargo también es cierto que :

(Wi, w—)volpyr = (w—,wHvolpyr =w_ Axwy =w_ Awy =wy Aw_

Y por lo tanto podemos concluir que :

(wy,w_)=0

Para 2-formas con valores en un haz vectorial lo anterior aun es cierto y por lo tanto podemos

descomponer a la intensidad del campo de Yang Mills F'4 en su parte autodual y antidual como :
Fy=F+F;

Esto nos permite expresar al funcional (accién) de Yang-Mills como :

6YM B /M[F‘A]2 - \/M[Fj_]2 * /M[F‘A_]2

Donde en la ultima igualdad utilizamos el hecho de que FX y F’, son ortogonales.
Definicién 4.6. Definamos el nimero de Chern ¢ como :
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c::/ tr(Fa A Fy)
M

Descomponiendo a F4 en su parte autodual y antidual obtenemos que :
c= / tr(Ff AFY) —/ tr(Fy ANFY)
M M

Observacion 4.20. En esta iltima igualdad estan ausentes los términos cruzados ya que FX yFy

son ortogonales.

Debido a lo anterior podemos ver que el funcional de Yang Mills estd acotado por abajo por el valor
absoluto de el namero de Chern c :
Sym <[]

y la igualdad sélo se da si F;‘t = 0. En este caso tenemos que :

6YM = *+c

Observacién 4.21. Si F;lt = (0 entonces A satisface la ecuacién de Yang Mills como una consecuencia
directa de la identidad de Bianchi.

Definicién 4.7. Si Fy = FX diremos que A es un instantén. Si F4 = F, diremos que A es un

anti-instantén.

Observacion 4.22. Debido a la observacién anterior y al hecho de que el valor absoluto de el
nimero de Chern ¢ es una cota del funcional de Yang Mills podemos concluir que un instantén

(anti-instantén) es un minimo global de Sy, .

Observacion 4.23. Notemos que las ecuaciones de Yang Mills son un conjunto de ecuaciones
diferenciales parciales de segundo orden en A mientras que la condicién de ser un instantén (anti-
instantén) estd dada por una ecuacién diferencial parcial de primer orden. Por lo tanto requerir que
una solucién sea un instantén (anti-instantén) es una forma mds simple de encontrar soluciones a

las ecuaciones de Yang Mills.

Observacion 4.24. Debido a la forma en la que definimos al nimero de Chern ¢ este parece
depender de la conexion usada para definirlo. Sin embargo como veremos en el siguiente capitulo
este no depende de esta y por lo tanto se puede pensar como un nimero caracteristico asociado al

haz principal P del cual partimos.

4.7. Instantones en el espacio de Minkowski

Trabajando en el espacio de Minkowski consideremos una particula (campo) cudntica ¥ que in-
teractia con un instantén A y supongamos que la funcién de onda de esta particula se encuentra
descrita por una seccién de un haz vectorial complejo E de la forma P x, V. Donde P es un SU(N)
haz principal. En esta breve seccién nos concentraremos en la dindmica del campo gauge A y para

simplificar la discusiéon supondremos que la intensidad del campo de Yang Mills F' tiene soporte
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compacto. Tomemos una esfera S3 que contenga al soporte de F y consideremos una vecindad U
que contenga a esta esfera; también consideremos a un abierto V' totalmente ajeno al soporte de F'
y definido como el exterior de una esfera contenida en la esfera S® original. Notemos que debido
a la definicién de V tenemos que Vm € V, F = 0. Dicho de otra forma notemos que si restrin-
gimos la conexién a V' obtenemos una conexiéon plana. Esto combinado con el hecho de que V es
simplemente conexo nos permite concluir que bajo un cambio de base de las secciones locales de
Ely, s — s := gs podemos suponer que Ay = 0 (ver 4.2) y por lo tanto en V N U tenemos que
Ay = g 'Ayg — g~ 'dg = g~ 'dg. En particular para cualquier elemento de la esfera S® que contiene

al soporte de F' la conexién A se puede expresar de esta forma y esto nos brinda un mapeo :
g: 8% — SU(N)
Al grado de este mapeo lo llamaremos el grado &k del instantén y se puede demostrar que
k= tr(F AF) (4.3)
= —tr .
8T

Observacion 4.25. En el caso en el que el soporte de F' no sea compacto es posible hacer lo mismo

sélo que considerando un mapeo g : S3, — SU(N) donde S es el cielo (esfera al infinito).

4.8. Levantamiento de haces principales

Dado un G-haz principal 7 : P — M, un grupo de Lie H y un morfismo de grupos de Lie
f G — H siempre podemos construir un H-haz principal de la siguiente manera :

1) Consideremos una cubierta abierta de M {U,} en la cual P se trivializa y escribamos a las
funciones de transicién de P como gq3.

2) Notemos que claramente las funciones gog := f o go s satisfacen la condicién del cociclo.

3) Definamos el haz Py como Py := J(Ua x H) [ ~:,.

Ahora supongamos que tenemos un H haz principal 7 : P — M. Si este haz es de la forma Py
para algin G haz principal 7 : P — M entonces decimos que P es un levantamiento de P bajo
f : G — H. Dicho de otra manera, un G haz principal P es un levantamiento de un haz principal
P bajo f: G — H si podemos elegir funciones de transicién de P de la forma f o gap donde {gag}

es una eleccién del conjunto de funciones de transicién de P.

Observacién 4.26. Dado un H haz principal P y un morfismo f : G — H no siempre es posible
construir un levantamiento bajo f de P ya que como esbozaremos en la siguiente seccién existen

obstrucciones topolégicas que nos pueden impedir realizar esto.

Ejemplo 4.1. Supongamos que tenemos una variedad Lorentziana orientable de dimensién 4 (M, g).
Consideremos al haz de marcos Pso(1,3)(M) y al morfismo2a 1 f : SL(2,C) — SO(1,3). En el caso
en el que exista un levantamiento de Pso(1,3)(M) bajo f diremos que M admite una estructura spin
y ael SL(2,C) haz principal que se obtiene de este levantamiento lo escribiremos como Pg,2,cy(M).

El resultado principal de la siguiente seccién nos dard una condicién suficiente para que exista una
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estructura spin en M y esto serd importante para nosotros ya que como veremos un poco mas
adelante, una estructura spin nos permite construir campos de espinores de Dirac en un espacio

tiempo curvo M.

4.9. Cohomologia de Chern

Definicién 4.8. Una gavilla S en un espacio topolégico M asocia a todo subconjunto abierto U
de M un grupo abeliano S(U) (secciones de U) y a todo V' C U un mapeo de restriccién ryy :
S(U) — S(V) tal que :

1) Si W C V C U tenemos que ryw o gy = ruw

2)SiceSWU),meS(V)yrvunv(o) =rvunv(T) entonces existe p € S(U UV) tal que
rvovu(p) =0, rouvv(p) = 7.

3)Sioce S(UUV)estal que rpuvy =0y ryuvy = 0 entonces o = 0.

A continuacion daremos 2 ejemplos que seran importantes para nosotros:
1) S(U) = O(U) donde O(U) es el conjunto de funciones holomorfas en U.
2) S(U) = O(L)(U) := conjunto de secciones sobre U del haz de linea complejo L.

Si S es una gavilla podemos construir los grupos de cohomologia HP(M,S) con coeficientes en S
de la siguiente manera. Tomemos una cubierta abierta de {U,} de M y supongamos que esta es
localmente finita. Definamos :

S0:=@p, S(Uy)

St= @a?&ﬁ S(Us NUp)

SP = @%#_“#% SUaoN---NUay,)

Sea f un elemento en S y escribamos a las coordenadas de este como faya,.-.a,- Decimos que f
es alternante si para toda permutacién o tenemos que fo(ag)o(ar)-o(a,) = 5g1(0) fapay--a, donde
sgn(o) es el es signo de la permutacién o. Definamos a CP como el conjunto de elementos alternantes

en SP y consideremos el morfismo § : C? —s CP*! definido por :

(6(f))aoa1"'ap+1 = Z(_l)ifaoa1-~~diwap+1

donde f(lO(Xl‘“di“‘(Xp+l = fa()"‘(Xi—la'i+1"‘(Xp'
Lema 4.2. (62 =0 ) Para toda f € CP se tiene que (§04)(f) =0 .

Demostracion. Notemos que

p+2
(P agarapes = S (D fagaroctr oy + 31 Fagarooeny)
r=0 s<r r<s

En esta suma cada término aparece dos veces pero con signo distinto (ya que Jo(ao)o(ar)—o(ay) =

59n(0) fapay--a, donde sgn(o) es el es signo de la permutacién) y por lo tanto esta suma se anula.

84



Debido al lema anterior tenemos el siguiente co-complejo de cadena :

Esto nos permite definir los grupos de cohomologia H? (M, S) con coeficientes en la gavilla S como :

ker(8 : CP — CPH)
im(0 : Cr—1 — CP)

H?(M, S) =

Observacién 4.27. La definicién de H?(M, S) parece depender de la cubierta abierta {U,} de M
utilizada en la definiciéon. La forma usual de hacer a estos grupos de cohomologia independientes
de la cubierta utilizada es tomar un limite en el conjunto de todas las cubiertas abiertas de M,
el cual forma un conjunto parcialmente ordenado bajo refinamiento. Esto vuelve a los grupos de
cohomologia incomputables y la forma de solucionar esto es tomar una cubierta buena de M ya que
para cubiertas de esto tipo se puede demostrar que el limite es igual a la cohomologia que se obtiene

al usar esta cubierta.

Ejemplo 4.2. Sea L un haz de linea holomorfo sobre M y S la gavilla de secciones holomorfas de

L. Si f € C° entonces tenemos que :

0(f))ap = fa =15

Por lo tanto 6(f) = 0 si y s6lo si las secciones f,, se pegan consistentemente y definen una seccién

global f en L . Es decir H(M,O(L)) = kerd est4 dado por el espacio de secciones holomorfas en L.

Ejemplo 4.3. Supongamos que tenemos un haz de linea holomorfo L sobre M. Si {U,} es una
cubierta abierta de M en la cual L se trivializa y g son las funciones de transicién asociadas a esta
cubierta abierta entonces tenemos que gog = g/;al y por lo tanto podemos ver que g,g es un elemento
de C! para la gavilla O* de funciones holomorfas que no se anulan. En esta gavilla la operacién de

grupo es multiplicativa y por lo tanto usando la condicién del cocilco obtenemos que :

(5(9))a67 = gaﬂgﬁvgo_ﬂ} =1

Esto implica que g define un elemento de H'(M, O*). Por otro lado cémo vimos en el teorema E.1,
L’ es isomorfo a L si y sélo si podemos tomar una cubierta abierta {U,} de M en la que tanto L
como L se trivializan y las funciones de transiciones de L' son de la forma g;w = hagaﬁhgl donde

ha : Uy, — C. Usando que la multiplicacién en C es conmutativa obtenemos que :

Gap = Gophahy' = gap(8(h))as

Esto implica que

para alguna h € C° y por lo tanto L , L' son isomorfos si y sélo si definen el mismo elemento en
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H' (M, O%). Por el contrario, tomemos un elemento de [gns] € H* (M, O*) y notemos que el conjunto
de funciones g, satisface la condicién del cociclo y por lo tanto define un haz de linea holomorfo L

sobre M. En resumen tenemos lo siguiente :

Teorema 4.5. Las clases de isomorfismo de haces de linea holomorfos sobre una variedad M estdn

en correspondencia uno a uno con los elementos de H' (M, O*).

4.9.1. Estructuras Spin

En esta secciéon daremos una condicién necesaria y suficiente para que exista una estructura spin en
una variedad 4-dimensional Lorentziana (M, g). Tomemos una cubierta abierta buena de M, {U,}
en la cual T'M se trivializa y escribamos a las funciones de transicién de T'M para esta cubierta como
ga- Notemos que debido a que U, NUp es contraible podemos levantar a gog : Uo NUg — SO(1,3)
a una funcién gag : Uo NUg — SL(2,C) tal que gog = f 0 gag donde f : SL(2,C) — SO(1,3) es

la funcién 2 a 1 que definimos en la seccién 1.6.1 y por lo tanto:
9089100y = 1

Definamos nagy : Uo NUg NUy — Zg como nagy = gaﬁgﬂvg;; Usando que los elementos de Zo

son sus propios inversos notemos que :
_ _ -1
Napy = Npya = Npay = Mgay

—1 —1
N8+ arsMaBNapy = 1

Esto implica que {nag} define una clase de cohomologfa en H?(M,Zs). A esta clase de cohomologia
la llamaremos la segunda clase de Stiefel-Whitney del haz tangente de M, TM y la escribiremos
como wso(TM) . Si M admite una estructura spin entonces claramente las funciones g, satisfacen
la condicién del cociclo y por lo tanto wo(T'M) = 0. Por el contrario , si la segunda clase de Stiefel-
Whitney es cero, podemos concluir que {n,s,} es una co-frontera y por lo tanto existen funciones
Nap : Ua NUg — Zo tales que :

NaplpyThya = Naby

Debido a esto tenemos que el conjunto de funciones de la forma 748605 : U N Ug — SL(2,C)

satisface la condicién del cociclo ya que :

(Napdas) 18+ 98+) (NarGar) ™" = NapNyTvadapdsy oy = (Napy)? =1

combinando esto con el hecho de que claramente f(1a8Ga8) = gap podemos concluir que {1a8Jas }

define una estructura spin en M. En resumen tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.6. Sea M es una variedad 4 dimensional Lorentziana y orientable. M admite una

estructura spin si y sdlo si we(M) =10 .
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4.9.2. El haz de espinores de Dirac

Si tenemos una variedad Lorentziana y orientable de dimensién 4 (M, g) las funciones de transicién
de TM se pueden tomar en SO(1,3). Debido a esto tenemos que si X € C°°(M,TM) es un campo

vectorial y {U,} es una cubierta abierta de M en la cual TM se trivializa entonces Vm € U, NUg
Xp = gpa(m)Xa

donde ggo(m) es un elemento de SO(1, 3). Debido a esto podria resultar natural pensar que si ¥
es un hipotético campo de Dirac (es decir una eleccién de espinor de Dirac en cada punto de M)

entonces los representantes locales ¥, W3 estan relacionados por :

P(gﬁa)qja = Vg

11
272
estructura spin ya que de este ser el caso podemos definir un haz vectorial E de la siguiente manera

donde p es la representacién (5, s) de SL(2,C). Es aqui donde es importante que M tenga una

Ep = (Psr,c)(M)) %, (C7 x CR)

Observacién 4.28. Notemos que SL(2,C) actia naturalmente en Ep y la forma en la que se
transforman (fibra a fibra) las secciones de Ep bajo los elementos de SL(2,C) es precisamente la
propiedad definitoria de cémo se transforman los espinores de Dirac y por lo tanto tiene sentido

pensar a las secciones de Ep como campos de espinores de Dirac.

4.10. La ecuacion de Dirac en un espacio tiempo curvo

Supongamos que tenemos una variedad Lorentziana y orientable de dimensién 4 (M, g) que admite
una estructura spin. Consideremos la conexién de Levi-Cevita I' en T M asociada a g. Tomemos una
cubierta abierta {U,} de M en la cual T M se trivializa y describamos a este conexién mediante un
conjunto de representantes locales T'y, : T(U,) — Lie(SO(1,3)). Si identificamos a Lie(SO(1,3))
con Lie(SL(2,C)) mediante f. donde f: SL(2,C) — SO(1,3) es la funcién 2 a 1 que definimos en
1.6.1 entonces podemos definir Ty, : T(U,) — Lie(SL(2,C)) como Ty := f ' o T. Notemos que

en U, NUg tenemos que :

Ig =flolg

= f*_l © (gﬁaraggi - dgﬁaggi)

= gﬁaragﬁ_; - dgﬂagﬁ_;
donde ggq : Uy NUg — SL(2,C) es el levantamiento a SL(2,C) de la funcién ggo : Uy NUg —
SO(1,3). Esto implica que I, se transforma de la forma requerida para poder definir una conexién

I en el haz Psr2,0)(M). Escribamos a I' en coordenadas locales como :

Ty = Z (FQ)I'L/LEMV

pu<v
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donde {F,, } <, es la base de Lie(SO(1,3)) definida por :
Ky := Eo1, Ko := Eo, K3 := Eo3

J1 1= Ea3, Jo := E13,J3 := E

Usando esto podemos escribir a I',, como :

Po= 3 (Tl (Bu)

p<v

La conexién I' induce una conexion w en Ep y si ¥ es una seccion de Ep entonces en coordenadas

locales tenemos que :
Ay = d¥ + Y Thp(f (Buw))¥

p<v

Donde p es la representacién (3, 1) de Lie(SL(2,C)). Usando que en la representacién (4, 1) se tiene

que
1 —iJl 0 1 —0203 0
p(J1) =5 =5
2\ 0 —ioy 2 0 +0o302
1 7110'2 0 1 —0301 0
p(J2) = 5 =5
2\ 0 —ioy 2 0 +o103
1 7210'3 0 1 —01092 0
p(J3) =5 =5
2 0 —103 2 0 “+09201
1 (o1 0 1 (o901 0
K = — — —
p( 1) 2 <0 —0'1> 2 < 0 —J()O'1>
1 (o9 0 1 (ogo2 0
0 —02 0 —0002
1 [ogos 0 1 (o003 0
p(K3) =5 =5
2 0 —0003 2 0 —0003

Obtenemos que: :

Esto ultimo nos permite escribir a d,¥ como :

1
dy¥ = d¥ — 5 > Ty, v

p<v

Usando la antisimetria de 7,7, y de I'’, podemos ver que :
1,
d, VU =d¥ — ZFU’Y;/YV\IJ
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donde en esta ultima igualdad estamos usando la convencién de Einstein aunque los indices no
aparecen correctamente. Debido a esto tenemos que en coordenadas locales:

v 1

e
Vel = e 41‘&7“7,,\1/

El principio de co-varianza de Einstein nos dice que para obtener la version de una cierta ecuacion
de la fisica en un espacio tiempo curvo debemos de remplazar a las derivadas parciales por derivadas
covariantes. Usando esto obtenemos que la ecuaciéon de Dirac en un espacio tiempo curvo M estd
dada por :
(17%eVe —m)T =0
ov

1
. Ir  lpm —
ez (24F§U757,/y,, +m)¥T =0

donde de nuevo estamos usando la convencién de Einstein aunque los indices no aparecen correcta-

mente. Si ademas W se encuentra en presencia de un campo electromagnético entonces tenemos que
__ oy H . .z . . . .

Ve = 50e + T ¥ + iA¢ W y por tanto la ecuacién de Dirac en un espacio tiempo curvo y en

presencia de un campo electromagnético esta dada por :

ov

1
L O%F o —
Nep (Z4F5V’y§'yu% +7A:+m)T =0

Aunque existe mucho més que decir al respecto de la ecuacién de Dirac en un espacio tiempo curvo,
creemos que este es buen momento para concluir ya que este dltimo ejemplo involucra muchas de

las matematicas que estudiamos en este trabajo.
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Apéndice A
Teoria de Hodge

Supongamos que tenemos una variedad (orientable) M equipada con una métrica Riemanniana g
y consideremos una base ortonormal de T, M { %} Para toda p € N la métrica Riemanniana g

induce una métrica en APT*M definida por las siguientes relaciones

((dwi, Ndwiy A Adxy), (daj, Adaj, - Ndaj,)) = 67107 07

donde (5;- es la delta de Kronecker. Usando esta definicién, la forma de volumen Riemanniana voly,

nos brinda un isomorfismo :
* : NPT*M — NPT M
definido de tal manera que para cualquier par de p-formas w , w’ se tiene que :
wAw™ = (w,whvolp

Para darnos una idea clara de qué forma toma el operador de Hodge consideremos una base orto-
normal {e;} de T*M en un cierto punto de M. La forma de volumen en este punto estd dado por

er ANeg A--- Ae, y por lo tanto podemos observar facilmente que:
s(er N Nep) =epr1 A Ney

Otros elementos de la base de APT*M son de la forma (e;1 A+ Aegyp) (donde ip <ig < --- < ip)y

la imagen de estos elementos bajo la estrella de Hodge esta dado por :
k(e N---Nej,) ==Flej, A---Nej, .

donde j; < jo < -+ < jp—p es una secuencia de naturales ordenados que se obtiene del conjunto
de los primeros n naturales al retirar iq,--- ,%,. El signo +1 o —1 esta determinado por la paridad
de la permutacién que se requiere para mapear (i1, - ip, j1.n—p) & (1,--+,n). Por dltimo notemos
que el operador de Hodge define una involucién, es decir *% = (—1)1’("_1’). Por ejemplo * mapea la

forma de volumen canénica en la funciéon constante 1 y viceversa.
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A.0.1. El dual de Hodge en el espacio de Minkowski

Recordemos que el espacio de Minkowski tiene una pseudo-métrica definida por
g(v1,v2) = 2172 + Y1y2 + 2122 — tita

donde v1 = (x1,y1,21,t1) ¥ v2 = (T2,Yy2, 22,t2). Debido a que la definicién del dual de Hodge
depende de un producto interno entre formas el cual estd definido a partir de la métrica original
tenemos que al cambiar la métrica de R* por la métrica de Minkowski el dual de Hodge también
cambiard ya que (dt,dt) = —1. Usando la definicién del dual de Hodge es facil ver que en el espacio

de Minkowski se tienen las siguientes relaciones

xl =dx Ndy Ndz Adt

*dr = dy Ndz Adt

*dy = dz Ndx N\ dt

xdz =dxr Ndy \dt

xdt = dx Ndy N dz
*(de ANdy) =dzNdt

x(dz Ndx) = dy N dt
*(dy Ndz) = dx A dt
*(de ANdt) = —dy Ndz
*(dy Ndt) = —dz N dx
= —dx ANdy

x(de Ndy Ndz) = dt
dz

x(dx A dy A dt

(
*(dz N dx A dt
*(dy Ndz A dt

)
)=
)=
)
)
*(dz A dt)
) =
)
)
)
)

*(de ANdy Ndz A dt

Una 2-forma de particular interés en este contexto es la 2-forma de Faraday, la cual estd definida

por
1
F = §Fa3dx°‘ Adz? = Bydy ANdz + Bydz Adx + B.dx Ndy + Egdx Ndt + Eydy Adt + E.dz A dt

donde B, es el componente ¢ del campo magnético y andlogamente E,, es el componente ¢ del
campo eléctrico. El dual de Hodge en el espacio de Minkowski de la 2 forma de Faraday estd dada
por

*F'= —Bgdx Ndt — Bydy ANdt — B,dz ANdt + Ezdy Ndz + Eydz ANdx 4+ E.dx AN dz

Observacién A.1. En el espacio euclidiano R* se tiene que *?(a) = a para cualquier 2 forma a, a

diferencia de esto en el espacio de Minkowski se tiene que *%(a) = —a.
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Apéndice B

Los Lagrangianos de las teorias

libres de la naturaleza

En esta muy breve seccién describiremos los Lagrangianos de las teorias libres (sin interacciones)
de la naturaleza. El requerimiento central para poder deducir estos Lagrangianos estd dado por la
condicion de que estos sean Lorentz invariantes ya que buscamos que las ecuaciones de la fisica
no dependan del marco inercial que usamos para describirla. Ademéas de esto requerimos que el
lagrangiano use el menor ntimero de derivadas posibles. Esto usualmente se pide para evitar que
estas teorias tengan niveles de energia negativos arbitrariamente grandes ya que de este ser el caso en
estas teorias no existirian estados estables. Para poder construir Lagrangianos Lorentz invariantes

necesitamos usar objetos en los cuales las transformaciones de Lorentz puedan actuar.

Observacion B.1. Un criterio 1til para construir términos Lorentz invariantes es el principio de
co-varianza. A grandes rasgos, este nos dice que si construimos un término con la misma cantidad
de indices superiores como inferiores entonces este término serd un escalar que se transforma bajo
la representacién 0 del grupo de Lorentz. Por ejemplo, si A* es un cuatrivector en el espacio de
Minkowski entonces un término de la forma A#A, es Lorentz invariante ya que tiene un indice

arriba y uno abajo.

B.0.1. El lagrangiano de Klein-Gordon

Este lagrangiano se construye a partir de un campo escalar ® que se transforma bajo la representacion
(0,0) del grupo de Lorentz. Usando las condiciones del pérrafo anterior se puede ver que este es de
la forma
1 252
£ = 5((%@8”(1) — m°®d?)

donde m es una constante. Aplicando la ecuacién de Euler-Lagrange para campos a este lagrangiano

obtenemos

(0,0 +m*)® =0

Esta es precisamente la ecuacién de Klein-Gordon que describe correctamente la dindmica de una

particula cuantica libre, de masa m y de spin 0.
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B.0.2. El lagrangiano de Proca

Este lagrangiano se construye a partir de un campo A que se transforma mediante la representacién
(%, %) del grupo de Lorentz. Esta representacion es la representacién vectorial y por lo tanto para
construir este lagrangiano empezaremos por listar los términos Lorentz invariantes que podemos
construir a partir de un cuatrivector A* utilizando derivadas de orden menor o igual que 2. Usando

el principio de co-varianza podemos ver que estos estdan dados por
I, =0"A"0,A, , I, =0"A,0,A,

Isy=A"A, |, I,=0"A,

Esto implica que el lagrangiano de Proca es de la forma
Lprroca = C10"AY0, A, + C20"A,0,A, + C3AY A,

Observacién B.2. Estamos suponiendo que C4 = 0 ya que un término de la forma C40"A,, sélo
cambiaria las ecuaciones de Euler-Lagrange por una constante y por lo tanto no tendria relevancia

en la dindmica del campo A*.
Las ecuaciones de Euler-Lagrange para campos asociadas a este Lagrangiano estan dadas por

0L 0L

a4, = *'50,4,)

Realizando un célculo delicado es posible ver que estas se reducen a las siguientes ecuaciones
2C5A°P = 2C10,0° AP + 20207 (0, A7)
Si tomamos C3 = %m2, Cy = i y Cy = —% obtenemos
m2AP = %80(8"#’ —0PA%)

Estas son las ecuaciones de Proca las cuales describen la dindmica de la funcién de onda de una
particula cuantica de masa m y de spin 1. Para particulas de masa cero estas ecuaciones toman la

forma
1

0= 580(5"’Ap —0PA%)
Si A* es el potencial vectorial electromagnético (relativista)(ver Robinson2011 o frankel2011geometry)
entonces las ecuaciones anteriores son precisamente las ecuaciones no homogéneas de Maxwell en
ausencia de cargas
oF
V.-E=0, VxB—-—=0
ot

Para deducir estas tiltimas ecuaciones usamos que E* = 9°A° y que B’ = e}k(BjAk — Ok4;).

Definamos el tensor de Faraday F°° como F°° := 0% AP — 9P A%, esto nos permite escribir al La-

grangiano de Proca £p;.c, cOmo
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1
SProca = 1]:“1/]:}“/ + mQAMAH

en el caso en el que m = 0 obtenemos el Lagrangiano de Maxwell
R
SMaxwell = Z-F ‘FHV

Por tltimo notemos que si definimos la uno forma A como A := A,dz* y la 2-forma de Faraday F
como F' := dA entonces podemos expresar las ecuaciones no homogéneas de Maxwell en ausencia de
corrientes como d x F' = 0 donde *F es el dual de Hodge de F(ver apéndice A). Esto convidado con
el hecho de que dF = d(dA) = 0 nos proporciona la forma completa de las ecuaciones de Maxwell
en ausencia de cargas

d«F =0

dF =0

B.0.3. El lagrangiano de Dirac

Este lagrangiano se construye a partir de un campo ¥ = (XL> que se transforma bajo la represen-

R

1. 1) del grupo de Lorentz. Para poder escribir este Lagrangiano empecemos por listar los

272
objetos Lorentz invariantes que podemos construir a partir de ¥ y que utilizaremos en este

tacion (

L=, L=©Er)'r, L= xu)0.6"xr, Ii=(r)10,0"¢R

Para poder deducir que los términos (de masa) I; e I son Lorentz invariantes usamos que bajo una

v (TR0 X
0 @569 ) \yn

(i9%+¢>%)XL7 (XL)T s (XL)TG(—Z’O%M%)7 R — 6(1'9%—¢>%)XR7 (XR)T s (XR)Te(—iG%—aﬁ%)

transformacién de Lorentz

XL €

y por lo tanto

to(—105+6%) (105 —6%)

(xp) Xk = (xz) xr = (xz)'xr

Ye(~i05-9%) (105 +6%)

(XR)TXL = (xr XL = (XR)TXL

Observacion B.3. Podria resultar méas natural observar que debido a la forma en la que se transfor-
man xr.,Xr, (x£)' y (xr)" I1 e I3 son los tinicos términos Lorentz invariantes (salvo constantes) que
podemos construir a partir de estos sin utilizar ninguna derivada y por lo tanto las tinicas opciones

que tenemos para poder construir un término de masa para el Lagrangiano que buscamos.

Para poder deducir que los términos dinamicos I3 e I son Lorentz invariantes usamos que bajo la
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transformacién de Lorentz que estamos considerando

ot s e(i9%+¢%)a“e(_i9%+¢%), &1 s (105 —0%) 51 (—i05 -0 %)
0 oy 0 o4 o
Recordando que y* = s YV = , podemos escribir a Iy + I v a I3 + Iy como
o, O o, O

I + I, = UlngU = \i/\ll, I3+ 1y = ‘Ileyofy“@H\If = \i/fy”aulll. Ahora tenemos todo lo requerido para

poder construir un Lagrangiano Lorentz invariante usando sélo una derivada
£ =AYV + BI"9, ¥
tomando A = —m y B = ¢ obtenemos el lagrangiano de Dirac
Lpirac = —mUT + 019, U = U (in"d, — m)T
Observacién B.4. En este lagrangiano aparece tanto el campo ¥ como su conjugado W y esto es

necesario para poder obtener un lagrangiano Lorentz invariante.

Usando la ecuacién de Euler-Lagrange para el campo ¥

oe oe
av ~ Gy =0

obtenemos
—m¥ — i@M\ilfy“ =

mientras que usando la ecuacién de Euler Lagrange para el campo ¥

0L 0L

0 (a(a#\if)) =0

- i
ov
obtenemos la ecuacién de movimiento del campo ¥

(iy, 0" —m)¥ =0

Estd es la famosa ecuacion de Dirac la cual describe la dindmica de una particula cudntica libre de

masa m y spin %
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Apéndice C

El segundo teorema de Lie y

levantamiento de representaciones

Una pregunta que puede resultar natural es que si dado un homomorfismo de dlgebras de Lie ¢ :
Lie(G) — Lie(H) podemos levantar este morfismo a un morfismo de grupos de Lie ¢ : G — H
tal que (¢.) : Lie(G) — Lie(H) sea igual a ¢ : Lie(G) — Lie(H). El siguiente teorema nos dice
que esto siempre es posible si G es un grupo de Lie simplemente conexo y H es conexo. Antes de

demostrar este teorema requerimos el siguiente lema.

Lema C.1. Sean Gy H grupos de Lie conexos. Si ¢ : G — H es un morfismo de grupos de Lie
tal que (@)« : Lie(G) — Lie(H) es biyectivo, entonces ¢ es una aplicacién cubriente.

Demostracién. Notemos que ker(¢) es un subgrupo de G y por lo tanto Lie(ker(¢)) := [ es
una subalgebra de Lie de Lie(G). Es facil ver que ¢, : Lie(G) — Lie(H) desciende a un mapeo
b, Lie(G)/l — Lie(H). Esto ultimo sélo es posible si [ es trivial ya que ¢, es un isomorfismo y
por lo tanto no se puede factorizar a un cociente de forma no trivial. Debido a esto tenemos que
ker(¢) es un grupo discreto, usando el teorema 2.2 y el hecho de ker(¢) es un subgrupo cerrado
de G podemos concluir que 7 : G — G/ker(¢) = H es un ker(¢) haz principal sobre H. Un haz
principal de esta forma es por definicién una aplicacién cubriente y por lo tanto tenemos lo que

buscdbamos demostrar. [ |

Teorema C.1. Sean G y H grupos de Lie tales que G es simplemente conexo y H es conexo. Si
¢ : Lie(G) — Lie(H) es un morfismo de dlgebras de Lie, entonces existe un morfismo de grupos
de Lie ¥V : G — H tal que dyp = ¢.

Demostracion. Notemos que G& H es un grupo de Lie y que la gréfica de ¢ define una subélgebra
de Lie ¢ de Lie(G @ H). Usando el teorema 1.5 podemos concluir que existe un subgrupo de Lie
K de G @ H con la propiedad de que Lie(K) = ¢. Consideremos la funcién 7; : K — G definida
como la restriccion a K de la proyeccion de G @ H en G. El diferencial de esta funcién es biyectivo
ya que estd dado por la composicién Lie(G) — (Lie(G) @ ¢(Lie(G)) — Lie(G). Debido al
lema anterior podemos concluir que m; : K — G es una aplicacién cubriente y usando que G es

simplemente obtenemos que m; : K — G es un isomorfismo de grupos de Lie. Por otro lado si
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definimos w9 : K — H como la restriccion a K de la proyeccion de G @& H en H entonces, es facil
ver (mp 0 7 1w (v) = (1)« (v, ¢(v)) = H(v), Vv € Lie(G) y por lo tanto m o 77 : G — H es un

morfismo de grupos de Lie con la propiedad que buscamos. |

Debido al teorema anterior tenemos que si G es un grupo de Lie simplemente conexoy p : Lie(G) —
Lie(GL(V)) es una representacion, entonces existe un tinico morfismo de grupos de Lie p : G —
GL(V) con la propiedad de que dp = p. Un morfismo de grupos de Lie p : G — GL(V) es una
representacién de G en GL(V) y si g es un elemento de la forma g = exp(A) entonces, usando
la naturalidad de exp podemos concluir que p(g) = exp(p(A)). En resumen tenemos el siguiente

resultado.

Teorema C.2. Sea G un grupo de Lie simplemente conexo. Si p : Lie(G) — Lie(GL(V)) es una

representacion entonces p es de la forma

(p(X))(V) = % plean(tX))(V)i=o

donde p: G — GL(V) es una representacion de G. En particular si tomamos una vecindad pequena

U C G alrededor de e en la cual exp™' : U — T.G estd definida, entonces Vg € U tenemos que

plg) = exp(p(At))

donde g = exp(At).
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Apéndice D
Homotopia y pullback de haces.

Teorema D.1. Sea 7 : P — M un g haz principal y f,g : N — M funciones suaves. Si f y g

son homotdpicas entonces f*(P) y g*(P) son haces isomorfos.

Demostracién. Consideremos la homotopia H : [0,1] x N — M que existe entre f y g. A partir
de esta homotopia buscamos definir un isomorfismo de haces entre f*(P) y g*(P). Sea (x,p) un
elemento fijo en f*(P) y definamos « : [0,1] — M como «(t) := H(t,x). Claramente 7(«a(t),p) =
f(x). Si definimos una conexién w en P, entonces usando esta conexién podemos considerar al
levantamiento horizontal de «, &, con condicién inicial p. Definamos Ay : f*(P) — ¢*(P) como
Au(z,p) = (z,é&,(1)), esta funcién es suave ya que punto a punto se obtiene de la solucién al tiempo
uno de la ecuacion diferencial que describe este levantamiento horizontal y esta depende suavemente
de la condicién inicial. Es facil ver que esta funcién en invertible. Para ver que en efecto es un

isomorfismo de haces notemos que:

A ((x,p) @ g) = (2, apeg(1)) = (2,dp(1) @ g) = An(z,p) o g
]

De forma completamente andloga se obtiene el siguiente resultado para el caso de haces vectoriales.

Teorema D.2. Sea w: E — M wun haz vectorial y f,g: N — M funciones suaves. Si f y g son

homotdpicas entonces f*(E) y g*(F) son haces isomorfos.
Como un corolario importante del teorema anterior tenemos:

Corolario D.1. Si M es una variedad contraible entonces cualquier haz principal (vectorial) sobre

esta es trivial.

Demostracion. Sea P un haz principal sobre M y consideremos un elemento fijo mg € M. Notemos
que la funcién f : M — M definida por f(m) := mg es homotdpica a la funcién identidad
i: M — M ya que M es contraible. Claramente ¢*(P) = Py es facil ver que f*(P) es trivial y por

lo tanto P también los es. |

Ahora enunciaremos otro criterio de homotopia para saber si dos haces principales son isomorfos.

La demostracién es muy parecida a la demostracion del teorema anterior y por lo tanto la omitimos.
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Teorema D.3. Sean P, y P, G haces principales sobre una variedad M y {U,} una cubierta abierta
de M en la cual Py y P> se trivializan. Si los mapeos de transicion de Py son homotdpicos a los

mapeos de transicion de Py entonces Py y Py son isomorfos.
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Apéndice E

Un criterio util para saber si dos

haces vectoriales son isomorfos

Teorema E.1. Sean m : By — M, m : Es — M haces vectoriales sobre M y {U,} una
cubierta abierta en la cual estos haces se trivializan. Escribamos a las funciones de transicion de
Ey como gop y a las de Ey como op. SiVx € Uy NUp existen funciones A\, : Uy — GL(n,R),
Ag : Ug — GL(n,R) tales que

95 (@) = (Aadas)3")(@)

entonces By y Eo son isomorfos.

Demostracién. Para toda a definamos f, : Uy x R" —: U, X R™ como fo(2,y) := (2, Aa(2) "1 (y))
Definamos f : Ey — Es al requerir que para todo elemento de E|y, f = qgglfaq’)a, donde
Da - ﬂfl(Ua) — Uy X R" y bo - 71'2_1(Ua) — U, X R™ son trivializaciones locales de E1 y Fs
respectivamente. Por construccién esta funcion es lineal y biyectiva cuando se restringe a las fibras

de Ey, para ver que estd bien definida notemos que

Ga fal,y) = 621 (@, Xa(2) M (¥) = 65 (@, Gal@)ha (@) T (1) = 65 (2, Ap(2) T ggal@)y) = 057 f5(x, gpa(2)y)

Usando que fo ! (z,y) = f@;l(x, 98a(x)y) y que é5' fo = fd5" obtenemos que églfﬂ(x, GsalT)y) =
f¢§1(9€, gpa(z)y) y por lo tanto
f=05"ts0s

Esto demuestra que f esta bien definida. Claramente f es invertible localmente ya que ¢, gi;a Y Aa
lo son. Usando exactamente el mismo procedimiento podemos ver que estas inversas locales se pegan
consistentemente y definen un morfismo de haces. Por lo tanto f es un isomorfismo de haces y eso

es lo que buscdbamos demostrar. [ |
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