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Introducción

En el último siglo ha habido un cambio de paradigma en las matemáticas usadas para describir la

f́ısica teórica. Antes, las matemáticas utilizadas eran principalmente herramientas del análisis ma-

temático que nos permit́ıan hacer cálculos en coordenadas locales. Después de esta transición, la

geometŕıa tomó un papel central, lo que permitió formular las teoŕıas f́ısicas de una forma libre de

coordenadas. Por ejemplo, en la mecánica clásica, debido al principio de relatividad Galileana, tene-

mos que la posición y velocidad de un cierto objeto sólo están definidos de forma relativa después de

escoger un marco inercial (sistema de coordenadas). Por lo tanto, podemos pensar que la velocidad y

la posición de un cierto objeto no son algo intŕınseco a este, sino algo que surge al escoger un sistema

de coordenadas locales y realizar una medición. Lo mismo es cierto para el electromagnetismo de

Maxwell. En éste se tiene que sólo se puede definir de forma relativa al campo eléctrico y magnético,

ya que al cambiar de sistema de coordenadas, lo que era un campo eléctrico se puede ver cómo un

campo magnético y viceversa.

Sólo fue hasta la teoŕıa de la relatividad general de Einstein que apareció el lenguaje de variedades

y de la geometŕıa en la f́ısica. Al usar este lenguaje geométrico se eliminó la ambigüedad que exist́ıa

en la definición de los objetos, ya que todos los objetos usados en esta teoŕıa se construyen a par-

tir del espacio tiempo M , de tal manera que no dependen de la elección de un sistema de coordenadas.

En este trabajo intentaremos describir las bases geométricas requeridas para formular la idea de

una teoŕıa de Yang Mills. Éstas han tenido un papel fundamental en la f́ısica ya que son la base

matemática del modelo estándar de la f́ısica de part́ıculas. También han tenido fuertes aplicaciones

matemáticas y, por ejemplo, fueron usadas por Simon Donaldson para demostrar que R4 admite una

cantidad infinita de estructuras diferenciales. Este teorema le hizo ganador de una medalla Fields

en 1986.

De fundamental importancia para poder describir a estas teoŕıas son las ideas de grupo de Lie, haz

y conexión. Al estudio de las conexiones en un haz principal se le suele llamar teoŕıa gauge y el

estudio matemático de esto se le atribuye a Cartan y al francés Charles Ehresmann. Es interesante

mencionar que en 1954 Yang y Mills publicaron un famoso art́ıculo de f́ısica de part́ıculas en el cual

utilizaban impĺıcitamente estas ideas matemáticas sin tener una formulación precisa de estas. Esto

se debe a que en esa época exist́ıa poca comunicación entre la comunidad f́ısica y matemática y

fue hasta tiempo después que los f́ısicos se dieron cuenta que llevaban años estudiando lo que los
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matemáticos ya hab́ıan descubierto tiempo atrás.

En los primeros 3 caṕıtulos de este trabajo estudiaremos las matemáticas requeridas para poder

definir de forma rigurosa lo que es una teoŕıa de Yang Mills. En el último capitulo describiremos

muy brevemente algunas aplicaciones f́ısicas y matemáticas de estas.

Aunque nos hubiese gustado lograr describir como el modelo estándar de la f́ısica de part́ıculas se

puede formular en este lenguaje, esto no nos fue posible por cuestiones de tiempo y por la lon-

gitud que hubiese adquirido este trabajo. Sin embargo, no quisimos presentarlo sin describir una

aplicación f́ısica interesante de las teoŕıas de Yang Mills. El ejemplo principal que damos en el

último caṕıtulo es el de la electrodinámica cuántica y aunque este ejemplo no ilustra el poder total

de las teoŕıas de Yang Mills en la f́ısica, esperamos que al menos dé una muestra significativa de esto.

Desde el punto de vista matemático el principal objetivo de este trabajo es desarrollar la teoŕıa

de haces y conexiones en estos. Por otro lado también intentamos describir como la teoŕıa de re-

presentaciones del grupo de Lorentz nos puede ayudar a construir ciertos objetos de interés f́ısico

(espinores) que usaremos para ejemplificar a las teoŕıas de Yang-Mills.
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Notas y convenciones

En este trabajo supondremos que el lector está familiarizado con ciertas ideas de la f́ısica teórica y

que tiene conocimientos básicos de geometŕıa diferencial. Además usaremos durante todo este tra-

bajo la notación de Einstein para facilitar el manejo de expresiones con ı́ndices.

Por una función suave nos referiremos a una función C∞. Algo que es importante mencionar es que

en ciertas demostraciones dentro de este trabajo no hemos puesto principal interés en demostrar las

cuestiones relacionadas con la suavidad a todo detalle. No es porque hayamos considerado que estos

detalles no son importantes si no porque el describir estos con toda precisión nos hubiera desviado

bastante del principal interés de este trabajo el cual es describir las cuestiones geométricas de las

teoŕıas de Yang Mills.

En el capitulo uno definimos un espinor en términos de una cierta representación del grupo de Lo-

rentz SO(1, 3). Esto no es la forma más general de definirlo y debido a esto nos hubiera gustado

poder definir más generalmente lo que es un espinor. Sin embargo, esto nos hubiera llevado hacia

las álgebras de Clifford lo cual ameritaŕıa un trabajo extenso por si mismo.
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Caṕıtulo 1

Grupos y Álgebras de Lie

En este capitulo daremos una introducción general a los grupos y álgebras de Lie. El objetivo es

introducir el lenguaje que utilizaremos cuando estudiemos conexiones y teoŕıas de Yang- Mills. Un

grupo de Lie de particular importancia para nosotros sera el grupo de Lorentz SL(2,C) y es por

esto que dedicaremos una gran parte de este capitulo al estudio de este grupo y sus representaciones.

Como veremos, el grupo de Lorentz actúa naturalmente sobre cuatrivectores en el espacio tiempo

pero también actúa sobre objetos de interés f́ısico llamados espinores, esto nos permitirá poder de-

finir un espinor de Dirac, lo cual sera de fundamental importancia para nosotros.

Un grupo de Lie consta de un grupo G con una estructura diferenciable en la cual las siguientes

operaciones son suaves :

m : G×G→ G

(g1, g2) 7→ g1g2

inv : G→ G

g 7→ g−1

La suavidad de estas operaciones es respecto a la estructura diferenciable de G y la estructura dife-

renciable de G×G dada por el producto de cartas y funciones de transición del atlas de G.

Definamos
Lg : G→ G

x 7→ gx

y

Rg : G→ G

x 7→ xg

a las cuales llamaremos traslaciones izquierdas y derechas respectivamente.
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Lg y Rg son invertibles y sus inversas están dadas por (Lg)
−1 = Lg−1 y (Rg)

−1 = Rg−1

Debido a la suavidad de las operaciones de G y al hecho de que Lg y Rg son invertibles podemos

concluir que para cada g ∈ G tanto Lg como Rg son difeomorfismos de G y por lo tanto tenemos

una familia de difeomorfismos indexada por los elementos de G.

Ejemplos:

1. Sea V un espacio vectorial sobre los reales. V tiene una estructura diferenciable canónica y es

un grupo aditivo. Se puede demostrar fácilmente que m e inv son suaves.

2. Sea Mn(R) el conjunto de todas las matrices de n × n con entradas en los reales. Mn(R) es

canónicamente isomorfo como espacio vectorial a Rn2

. Se puede demostrar fácilmente que m

e inv son funciones suaves. Donde m(A,B) = A+B e inv(A) = −A.

3. Sea

GL(n,R) := {A ∈Mn(R)|detA 6= 0}

GL(n,R) es un grupo bajo las operaciones m(A,B) = AB (multiplicación de matrices),

inv(A) = A−1 =
adA

detA
.

Consideremos la función
f : Mn(R)→ R

A 7→ detA

Esta función es continua y R�0 es abierto en R por lo que f−1[R�0] = GL(n,R) es abierto

en Mn(R) u Rn2

, y por lo tanto GL(n,R) es una sub-variedad diferenciable de Mn(R) u Rn2

,

Si se considera la estructura diferenciable de GL(n,R) como la de sub-variedad diferenciable

de Mn(R) se tiene que m e inv son suaves ya que son funciones polinomiales y por lo tanto

GL(n,R) es un grupo de Lie.

4. Análogamente tenemos el grupo de Lie

GL(n,C) := {A ∈Mn(C)|detA 6= 0}

llamado el grupo general lineal complejo.

El siguiente teorema no lo demostraremos y su demostración se puede encontrar en (16)

Teorema 1.1 (Del subgrupo cerrado). Si G es un grupo de Lie y H es un subgrupo cerrado de G,

entonces H es un grupo de Lie (donde la topoloǵıa de H es la de subespacio) y H es una subvariedad

encajada de G.

Una clase importante de grupos de Lie son los grupos lineales.
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Definición 1.1. Un grupo lineal es un subgrupo cerrado de GL(n,R)

Observación 1.1. Se puede definir análogamente los grupos lineales complejos.

A partir del teorema del subgrupo cerrado se generan fácilmente los siguientes grupos lineales:

El grupo ortogonal O(n,R) = {A ∈ GL(n,R)|AAt = I}

El grupo especial lineal SL(n,R) = {A ∈ GL(n,R)|detA = 1}

El grupo especial ortogonal SO(n) = SL(n,R) ∩O(n)

El grupo unitario U(n) = {A ∈ GL(n,C)|AA∗ = I}

El grupo especial unitario SU(n) = U(n) ∩ SL(n,C)

Observación 1.2. Una matriz de n× n tiene n2 grados de libertad. Los vectores columna de una

matriz en O(n,R) son de norma uno y ortogonales entre si. La condición de ser de norma uno nos

proporciona n restricciones. La condición de que el segundo vector columna sea ortogonal al primero

nos da una restricción más, mientras que la condición de que el tercero sea ortogonal al segundo

y al primero nos da 2 restricciones. Procediendo recursivamente podemos concluir que la condición

de que los vectores columna sean ortogonales entre si nos da n(n−1)
2 restricciones y por lo tanto

el número de grados de libertad de una matriz en O(n,R) es n2 − n(n−1)
2 − n = n(n−1)

2 . Dicho

de otra forma la dimensión de O(n,R) es n(n−1)
2 . De forma completamente análoga se deduce que

dim(U(n)) = n2.

1.1. Álgebras de Lie

Definición 1.2. Un álgebra de Lie (real) L es un espacio vectorial sobre R que cuenta con una

operación binaria

[·, ·] : L× L→ L

llamada corchete de Lie, que cumple:

1. [·, ·] es bilineal

2. [x, y] = −[y, x] (antisimetŕıa)

3. [x, [y, z]] = [[x, y], z] + [y, [x, z]] (identidad de Jacobi)

Ejemplos:

1. Cualquier espacio vectorial V con el corchete de Lie

[·, ·] : V × V → V

(v1, v2) 7→ 0

(normalmente llamada el álgebra de Lie trivial)

2. Cualquier álgebra asociativa A con el corchete de Lie

[·, ·] : A×A→ A

(a, b) 7→ ab− ba
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3. Los campos vectoriales suaves como una variedad M con el corchete de Lie dado por el con-

mutador de campos vectoriales.

4. Si V es un álgebra de Lie y U ⊂ V es un subespacio vectorial decimos que U es una subálgebra

de Lie si [ui, uj ] ∈ U para toda ui, uj ∈ U . Cualquier subálgebra de Lie es también un álgebra

de Lie.

Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita y consideramos una base {Ti}i∈I de esta. Para todo

i, j ∈ I tenemos que [Ti, Tj ] ∈ g y por lo tanto [Ti, Tj ] es una combinación lineal de los elementos de

esta base, es decir

[Ti, Tj ] = fkijTk

A los elementos de la forma fkij les llamaremos las contantes de estructura de g en la base dada

por {Ti}i∈I . Es fácil ver que si g y h son álgebras de Lié de la misma dimensión y con las mismas

constantes de estructura entonces estas 2 álgebras son isomorfas. La definición de isomorfismo entre

álgebras de Lie se puede encontrar en la página 20.

1.1.1. El álgebra de Lie de un grupo de Lie

Todos los campos vectoriales suaves de una variedad M son un álgebra de Lie (bajo el conmutador

de campos vectoriales) usualmente nombrada χ(M). Debido a la naturalidad del corchete de Lie se

deduce de inmediato que si tenemos un conjunto D de difeomorfismos de M , los campos vectoriales

suaves invariantes bajo estos difeomorfismos forman una subálgebra de Lie de χ(M). Tomando

M = G y D como el conjunto de traslaciones izquierdas obtenemos el álgebra de Lie Lie(G) de

todos los campos invariantes bajo traslaciones izquierdas. A estos campos los llamaremos campos

invariantes por la izquierda.

Si X ∈ Lie(G) la invarianza de X bajo traslaciones izquierdas la podemos expresar de la siguiente

manera

(Lg)∗(Xh) = Xgh ∀g ∈ G

Si X ∈ Lie(G) entonces Xg = (Lg)∗(Xe) es decir, un campo invariante por la izquierda queda

totalmente determinado por su valor en el neutro del grupo por lo que la función lineal

Lie(G)→ TeG

X 7→ Xe

es inyectiva, más aún esta función es biyectiva ya que si A ∈ TeG podemos definir un campo

invariante por la izquierda LA como

LAg := (Lg)∗(A)

este campo es invariante por la izquierda por construcción. Ahora veremos que este campo es suave.

Si f ∈ C∞(G) y γ : [−ε, ε] −→ G es una curva suave tal que γ
′
(0) = A entonces tenemos que

(LAg (f)) = ((Lg)∗(A))f = A(f ◦ Lg) = γ
′
(0)(f ◦ Lg) =

d

dt
(f ◦ Lg ◦ γ)t=0
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Si definimos h : [−ε, ε]×G −→ R como

h(t, g) := f ◦ Lg ◦ γ(t) = f(g(γ(t)))

tenemos que (LA(f))g = ∂h
∂t (0, g) y por lo tanto (LA(f))g es una función suave de g. Como esto es

cierto para cualquier f ∈ C∞(G) podemos concluir que LA es un campo suave. En resumen tenemos

el siguiente resultado.

Teorema 1.2. La función lineal

Lie(G)→ TeG

X 7→ Xe

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Podemos usar el corchete de Lie de campos vectoriales para definir un corchete de Lie en TeG de la

siguiente manera:

[·, ·] : TeG× TeG→ TeG

(A,B) 7→ [LA, LB ]e

Esto le da a TeG una estructura de álgebra de Lie canónicamente isomorfa a Lie(G).

Teorema 1.3. Si G es un grupo lineal,entonces para toda A,B ∈ Lie(G) se tiene que:

[A,B] = AB −BA

Demostración. Debido a que GL(n,R) es un subconjunto abierto de Mn(R) que contiene a I,

tenemos que TI(GL(n,R)) = TI(Mn(R)) = Mn(R) u Rn2

. En Mn(R) = TI(GL(n,R)) tenemos

coordenadas globales dadas por xij = Aij . Usando la definición del pushforward es fácil ver que para

toda g ∈ G (XA(xij))g = (XA)I(x
i
j ◦ Lg). Por otro lado (xij ◦ Lg)(h) = xij(gh) = gikh

k
j = gikx

k
j (h) y

como esto es cierto para toda h ∈ G se sigue que xij ◦ Lg = gikx
k
j .

Ahora, (XA)
I
(xij) = d

dt

∣∣
t=0

(xij(I + tA)) = Aij .

En consecuencia de las observaciones anteriores tenemos que (XA)
I
(xij◦Lg) = (XA)(gikx

k
j ) = gikA

k
j =

xik(g)Akj .

Con base en lo anterior se calcula el corchete de Lie de la siguiente manera:

[A,B]ij = [XA, XB ]I(x
i
j)

= (XAXB(xij)−XBXA(xij))I

= (XA(Bkj x
i
k)−XB(Akjx

i
k))I

= (BkjA
l
kx

i
l −AkjBlkxil)I

= (δilB
k
jA

l
k − δilAkjBlk)

= (BkjA
i
k −AkjBik)

= (AB −BA)ij
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por lo que [A,B] = AB −BA. �

Ejemplo 1.1. Consideremos el grupo O(n,R) y una trayectoria A(t) en este, tal que A(0) = e.

Debido a que ∀t tenemos que A(t)A(t)T = I podemos concluir que

d

dt
A(t)A(t)T = A

′
(t)A(t)T +A(t)A

′
(t)T = 0

A(0) = I y por lo tanto para t = 0 esta ecuación toma la forma

A
′
(0) +A

′
(0)t = 0

En consecuencia de esto podemos concluir que el álgebra de Lie de O(n,R) es un subconjunto de

las matrices antisimétricas de n× n. Es fácil ver que las matrices antisimétricas de n× n forman un

espacio vectorial de dimensión n(n−1)
2 = dim(O(n,R)) y por lo tanto tenemos que

Lie(O(n,R)) = {A ∈M(n,R) : A+AT = 0}

Observación 1.3. Usando que A(0) = e y que det es una función continua podemos concluir que

∀ t, A(t) ∈ SO(n,R). Por lo tanto Lie(SO(n,R)) = Lie(O(n,R)).

De particular importancia para nosotros será SO(3,R). Una base usual del álgebra de Lie de este

está dada por

J1 =


0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 J2 =


0 0 −1

0 0 0

1 0 0

 J3 =


0 0 0

0 0 −1

0 1 0


Donde Ji es la derivada en t = 0 de una rotación por tθ alrededor del eje xi. Por último notemos

que estas matrices satisfacen la siguiente relación de conmutación.

[Ji, Jj ] = εkijJk

Ejemplo 1.2. Consideremos el grupo U(n) de forma completamente análoga al ejemplo anterior

podemos concluir que

Lie(U(n)) = {A ∈M(n,C) : A+A† = 0}

1.2. Morfismos de grupos y álgebras de Lie

Definición 1.3. Los grupos de Lie cuentan con una doble estructura, por un lado son variedades

suaves y por otro lado son grupos. Resulta natural definir un isomorfismo de grupos de Lie como

una función φ de un grupo de Lie G a un grupo de Lie H que cumple:

1. φ es homomorfismo de grupos

2. φ es suave.

Si g y H son álgebras de Lie, una función τ : g→ H es un homomorfismo de álgebras de Lie si:
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1. τ es lineal.

2. τ [x, y] = [τ(x), τ(y)] ∀x, y ∈ g.

Teorema 1.4. Si φ : G→ H es un homomorfismo de grupos de Lie, entonces φ∗ : TeG→ TeH es

un homomorfismo de álgebras de Lie.

Demostración. Debido a que φ es un homomorfismo de grupos, tenemos que para toda gg′ ∈ G
φ(gg′) = φ(g)φ(g′) y por lo tanto φ ◦ Lg = Lφ(g) ◦ φ.

Si A ∈ TeG entonces

φ∗(L
A
g ) = φ∗Lg∗(A) = (φ ◦ Lg)∗A = (Lφ(g) ◦ φ)∗A

= (Lφ(g))∗φ∗(A) = Lφ∗Aφ(g)

y por lo tanto

φ∗[A,A
′] = φ∗[L

A, LA
′
]e = [φ∗L

A, φ∗L
A′ ]φ(e)

= [φ∗L
A, φ∗L

A′ ]e

ya que φ es un homomorfismo

= [Lφ∗Ae , Lφ∗A
′

e ] = [φ∗A, φ∗A
′]

�

Definición 1.4. Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo de G. Decimos que H es un subgrupo de

Lie si:

1. H es un grupo de Lie.

2. La inclusión i : H → G es una inmersión.

Como un corolario inmediato del teorema anterior tenemos que si H es un subgrupo de Lie de G

entonces Lie(H) es una subálgebra de Lie de Lie(G).

Teorema 1.5. Si G es un grupo de Lie y h es una subálgebra de Lie de Lie(G), entonces existe un

subgrupo H ⊂ G cuya álgebra de es h.

Demostración. Consideremos a la distribución D ⊂ TG dada por DG := (Lg)∗(h),∀g ∈ G y a los

campos invariantes por la izquierda X1 · · ·Xr que generan a D. Debido a que h es una subálgebra

de Lie de Lie(G), tenemos que

[Xi, Xj ] ∈ D

Por lo que si aplicamos el teorema de Frobenius, podemos construir a la hoja H máximal de la

foliación que pasa por la identidad del grupo. La cual es una subvariedad inmersa y conexa de G.

Para demostrar que H es un subgrupo de G, consideremos a h1, h2 ∈ H. Debido a la definición

de D, h1H también es una hoja de la foliación y h1h2 ∈ h1H. Sin embargo, el hecho de que h1e = h1

implica que h1, vive tanto en H como en h1H y debido a la maximalidad de H podemos concluir

que H = h1H. Por lo tanto, h1h2 ∈ H es decir H es cerrado bajo productos.

La demostración de que H es cerrado bajo inversos es completamente análoga.
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1.3. La función exponencial

Definición 1.5. SeaX un campo vectorial suave en una variedadM . Una curva suave γ : (a, b)→M

es una curva integral de X por un punto x al tiempo t0 si γ(t0) = x y γ′(t) = Xγ(t) para todo

t ∈ (a, b).

Definición 1.6. Una curva integral γ es maximal si cualquier curva integral que pase por un punto

de la imagen de γ es la restricción de γ a un subintervalo. Un campo vectorial es completo si cualquier

curva integral maximal está definida para todo t ∈ (−∞,∞).

Lema 1.1. SiX es un campo vectorial invariante por la izquierda en un grupo de Lie G y γ(a, b)→ G

es una curva integral entonces γ̂(t) := gγ(t) es una curva integral para toda t ∈ (a, b) y g ∈ G.

Demostración.

d

dt
γ̂(t) =

d

dt
(gγ(t))

=
d

dt
Lg(γ(t))

= (Lg)∗(
d

dt
γ(t))

= (Lg)∗Xγ(t)

= Xgγ(t) (ya que X es invariante por la izquierda)

= Xγ̂(t)

por lo que ˆγ(t) es una curva integral. �

Lema 1.2. Sea X un campo invariante por la izquierda en un grupo de Lie G y γX la curva integral

maximal tal que γX(0) = e entonces γX(s)γX(t) = γX(s+ t) para toda s, t ∈ R.

Demostración. Consideremos la curva: t→ γX(s)γX(t) y la curva: t→ γX(s+t). Estas dos curvas

son curvas integrales de X (con la misma condición inicial). El teorema de existencia y unicidad nos

garantiza que estas dos curvas coinciden. �

Teorema 1.6. Todo campo vectorial invariante por la izquierda es completo.

Demostración. Sea X un campo vectorial invariante por la izquierda. Supongamos que γX sólo

está definida en un intervalo (a, b) finito. Debido a esto se tiene que γX(s)γX(t) pensada como una

función de t está definida en (a, b), pero γX(s + t) está definida en (a − s, b − s). Si tomamos a s

positivo, este contradice la minimalidad de a y tomando a s negativo contradice la maximalidad de

b. Por lo tanto (a, b) = (−∞,∞). �

Observación 1.4. La propiedad γX(s+ t) = γX(s)γX(t) implica que la función γX : R→ G es un

homomorfismo de grupos de Lie.
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Definición 1.7. A la única curva integral γL
A

: R → G del campo vectorial invariante con la

izquierda LA con condición inicial γL
A

(0) = e la escribiremos como γL
A

(t) := exp(tA).

Definición 1.8. La función exponencial exp : TeG→ G está definida por A 7→ exp(tA)|t=1.

Definición 1.9. Un subgrupo uniparamétrico de un grupo de Lie G es un homomorfismo suave del

grupo aditivo de los reales a G.

Teorema 1.7. Si γ : R → G es un subgrupo uniparamétrico de G y A = γ∗(
d
dt )|0. Entonces

γ(t) = exp(tA).

Demostración. γ : R → G es un subgrupo uniparamétrico de G. Debido a esto γ(0) = e y

γ(Ls(t)) = γ(s + t) = γ(s)γ(t) = Lγ(s)γ(t) por lo que γ∗(
d
dt )s = γ∗ ◦ (Ls)∗(

d
dt )|0 = (Lγ(s))∗ ◦

(γ∗)(
d
dt )|0 = (Lγ(s))∗A = LAγ(s). Por lo tanto la curva t → γ(t) es una curva integral de LA con

condición inicial γ(0) = e. Debido a la unicidad de estas curvas podemos concluir que γ(t) = exp(tA).

�

Teorema 1.8. (Propiedades de la función exponencial)

1. exp(s+ t)A = exp(sA) exp(tA)

2. exp∗ : T0(Lie(G)) → TeG es la función identidad (usando el isomorfismo canónico que existe

entre T0Lie(G) y TeG).

3. Si F : G→ H es un homomorfismo de grupos de Lie entonces: F ◦ expG = expH ◦F∗
4. Existe una vecindad V de en ∈ TeG tal que exp |V → exp(V ) es un difeomorfismo

Demostración.

1. Se sigue del Lema 1.2

2. Si A es un elemento arbitrario de Lie(G) y γ(t) := tA entonces γ′(0) = A y exp∗(A) =

exp∗(γ
′(0)) = (γ ◦ exp)′|0 = (exp(tA)′|0 = A

3. Las curva
γ1 : R→ H

t 7→ F (expG(tA))

es un subgrupo uniparamétrico de G (ya que es la composición de 2 homomorfismos de grupos

de Lie). Si se define

γ2 : R→ H

t 7→ expH(F∗A))

γ2 también es un subgrupo uniparamétrico de G. Por lo que si demostramos que γ′2(0) = γ′1(0)

podemos concluir que γ2 = γ1.

γ′1(0) = F (exp(tA))′|0 = F∗(A) = γ′2(0)

4. Esto se demuestra de inmediato a partir del inciso (2) y del teorema de la función inversa.

�

Corolario 1.1. Si H es un subgrupo de Lie de G entonces expH = (expG)|H .
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Demostración. Si i : H → G es la inclusión canónica, por el inciso 3 del teorema anterior se tiene

que el siguiente diagrama es conmutativo

TH TeG

H G

i∗

expH expG

i

y por lo tanto expH(tA) = expG(tA). �

Corolario 1.2. Si H es un subgrupo de Lie de G entonces Lie(H) = {A ∈ Lie(G) : expG(tA) ∈
H ∀t ∈ R}

Demostración. Si A ∈ Lie(H) entonces expG(tA) = expH(tA) ∈ H.Por el contrario, si ∀t ∈ R
exp(tA) ∈ H entonces es fácil ver que A = d

dtexp(tA)|t=0 ∈ Lie(H). �

Ejemplo 1.3. Si A ∈ TeG = Mn(R) y

γ(t) = exp(tA)

entonces
γ′(t) = (Lγ(t))∗γ

′(0)

= Lγ(t)γ
′(0)

= γ(t)γ′(0)

= γ(t)A

La función eAt := In +
∑n
i=1

(tA)n

n! satisface esta ecuación diferencial. Y por lo tanto, si aplicamos el

teorema de existencia y unicidad de EDO, obtenemos que expGL(n,R)(A) = eA.

Observación 1.5. Esto mismo es cierto para todos los grupos lineales debido al corolario 1.1.

Como un ejemplo de esto calcularemos el álgebra de Lie de SL(n,R). Pero antes necesitamos el

siguiente Lema.

Lema 1.3. La exponencial de una matriz satisface la identidad: det(eA) = etr(A)

Debido al corolario anterior, se tiene que Lie(SL(n,R)) = {A ∈ Lie(GL(n,R)) : eA ∈ SL(n,R)}.
Si eA ∈ SL(n,R) entonces etr(A) = 1 y por lo tanto tr(A) = 0. Si tr(A) = 0 entonces det(eA) =

etr(A) = 1 y por lo tanto eA ∈ SL(n,R).

En resumen tenemos en siguiente teorema

Teorema 1.9. El álgebra de Lie de SL(n,R) está dada por {A ∈Mn(R)|tr(A) = 0}.

Ejemplo 1.4. Debido al lema anterior podemos concluir que el álgebra de Lie de SU(2) es preci-

samente el subconjunto de las A ∈ Lie(SU(2)) tal que exp(A) ∈ SU(2). Usando que los elementos
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de SU(2) tienen determinante uno podemos concluir que la traza de A es cero. En consecuencia de

esto y del hecho que Lie(U(2)) = {A ∈M(2,C) : A+A† = 0} tenemos que

Lie(SU(2)) = {A ∈M(2,C) : A+A† = 0, tra(A) = 0}

Una base usual de Lie(SU(2)) está dada por

J3 =

(
i 0

0 −i

)
J2 =

(
0 1

−1 0

)
J1 =

(
0 i

i 0

)

Es fácil ver que se satisface la siguientes relación de conmutación

[Ji, Jj ] = εkijJk

Estas son precisamente las relaciones de conmutación de Lie(SO(3)) y por lo tanto Lie(SU(2)) y

Lie(SO(3)) tienen las mismas constantes de estructura. A partir de esto se demuestra inmediata-

mente que

Teorema 1.10.

Lie(SU(2)) ∼= Lie(SO(3))

Observación 1.6. En textos de f́ısica se suele interpretar a los elementos de TeG como generadores

infinitesimales de los elementos de G. Por ejemplo si G = SO(3) y

J1 =
d

dt


cos(t) −sen(t)) 0

sen(t) cos(t) 0

0 0 1


t=0

=


0 −1 0

1 0 0

0 0 0


entonces para θ lo suficientemente pequeño podemos expresar a la rotación por θ alrededor del eje

z como Rzθ = exp(θJ1) y por lo tanto decimos que J1 es el generador infinitesimal de las rotaciones

alrededor del eje de las z.

1.4. Representaciones de álgebras y grupos de Lie

Hasta ahora hemos considerado un grupo de Lie como un ente abstracto definido por su estructura

de grupo y de variedad suave. En la f́ısica y en la geometŕıa usualmente estamos interesados en la

forma en la que este grupo actúa sobre ciertos espacios. Por ejemplo, el grupo de Lie SO(3,R) se

puede definir de forma abstracta como el conjunto de matrices de 3 × 3 con entradas reales que

satisfacen AAt = I. Sin embargo para fines geométricos resulta más natural pensar a los elementos

de SO(3) como rotaciones de R3. En la f́ısica un grupo de especial interés es el grupo SO(1, 3)↑

el cual definiremos más adelante y veremos como este actúa naturalmente en R4 como el conjunto

de transformaciones de Lorentz. En ciertas ocasiones un grupo se define inicialmente mediante su

acción en un cierto espacio, por ejemplo es usual pensar al grupo GL(n,R) como el grupo de

transformaciones lineales invertibles de Rn, en este caso llamaremos a la representación inicial la
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representación definitoria, aunque es importante recordar que al olvidarnos de la representación

original y abstrayendo las propiedades de grupo, este podŕıa actuar en otros espacios distintos.

Definición 1.10. Una representación de un grupo de Lie G en un espacio vectorial V es un homo-

morfismo ρ de grupos de Lie ρ : G→ GL(V ).

Observación 1.7. Representamos a g ∈ G con la función lineal ρ(g) : V → V .

Ejemplo 1.5. La representación adjunta Ad : G −→ GL(Lie(G)) está definida por

(Ad(g))(v) := (Cg)∗(v) ∀v ∈ Lie(G)

Teorema 1.11. Si G es un grupo lineal entonces

(Ad(g))(v) := gvg−1 ∀v ∈ Lie(G)

Demostración. (Ad(g)(v)) = d
dt (gexp(tv)g−1)|t=0 = d

dt (g(I + tv + o(t)2)g−1)|t=0 = gvg−1 �

Una clase importante de representaciones son las representaciones irreducibles

Definición 1.11. Decimos que una representación ρ : G −→ GL(V ) es irreducible si no existe un

subespacio no trivial W ⊂ V tal que ρ restringida a W sea una representación. Esto es equivalente

a que no exista un subespacio W ⊂ V con la propiedad de que ∀g ∈ G (ρ(g))(W ) = W .

Observación 1.8. Las representaciones irreducibles son de fundamental importancia ya que es

fácil demostrar que cualquier representación en dimensión finita es suma directa de representaciones

irreducibles. Si ρ1, ρ2 son representaciones de G en V1, V2 respectivamente, definimos la suma directa

de estas

ρ1 ⊕ ρ2 : G −→ V1 ⊕ V2

como

(ρ1 ⊕ ρ2(g))(V1, V2) := (ρ1(g))(V1)⊕ (ρ2(g))(V2)

Definición 1.12. Una representación de un álgebra de Lie g en un espacio vectorial V es un

homomorfismo de álgebras de Lie ρ : g → Lie(GL(V ))

Observación 1.9. Debido al teorema 1.4 tenemos que si ρ : G −→ GL(V ) es una representación

de grupos de Lie, entonces ρ∗ : Lie(G) −→ Lie(GL(V )) es una representación de álgebras de Lie.

Observación 1.10. La definición de representación irreducible para álgebras de Lie es totalmente

análoga a la definición para grupos de Lie.

Ejemplo 1.6. La representación adjunta de Lie está definida por

ad : Lie(G)→ Lie(GL(Lie(G)))

X → (Ad∗)e(X)

Teorema 1.12. Si G es un grupo lineal entonces ad(X)Y = [X,Y ]
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Demostración. Sea X,Y ∈ Te(G) y γ(t) una curva en G tal que γ‘(0) = X. Debido a la definición

de ad tenemos que

ad(X)Y =
d

dt
Adγ(t)Y |t=0 =

d

dt
(γ(t)Y γ(t)−1)|t=0 = γ

′
(0)Y γ(0)−1 + γ(0)Y (

d

dt
γ(t)−1|t=0)

Para un grupo lineal es fácil ver que

d

dt
γ(t)−1 = −γ(t)−1(

d

dt
γ(t))γ(t)−1

En consecuencia de esto tenemos que

ad(X)Y = γ
′
(0)Y γ(0)−1+γ(0)Y (

d

dt
γ(t)−1|t=0) = γ

′
(0)Y γ(0)−1+γ(0)Y (−γ(0)−1γ

′
(0)γ(0)−1) = XY−Y X

�

La naturalidad de exp nos da los siguientes 2 diagramas conmutativos

Lie(G) Lie(G)

G G

Ad(g)

exp exp

Cg

Lie(G) Lie(GL(Lie(G)))

G GL(Lie(G))

ad

exp exp

Ad

Esto se ve reflejado en el siguiente resultado

Teorema 1.13.

1. ∀X ∈ TeG g exp(X)g−1 = exp(Ad(g)X)

2. Ad(exp(tX) = exp(t ad(X)).

1.4.1. Levantamiento de representaciones

Una pregunta que puede resultar natural es si es posible generar una representación de un grupo de

Lie G a partir de una representación ρ : Lie(G) :−→ Lie(GL(V )). En primera instancia podŕıamos

intentar definir ρ̂ : G −→ GL(V ) como

ρ̂(exp(At) := exp(ρ(At))

Sin embargo esto no es posible ya que exp no es necesariamente suprayectiva, más aun inclusive en

casos donde exp : Lie(G) −→ G sea suprayectiva podŕıan existir elementos distintos A1, A2 tales que

exp(A1) = exp(A2) y por lo tanto esta supuesta representación podŕıa ser multivaluada si ρ(A1) es
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distinto a ρ(A2). El siguiente teorema nos dice cuando en efecto podemos levantar una representación

de Lie(G) a una representación de G. La demostración se puede encontrar en el apéndice C.

Teorema 1.14. Sea G un grupo de Lie simplemente conexo. Si ρ : Lie(G) −→ Lie(GL(V )) es una

representación entonces ρ es de la forma

(ρ(X))(V ) =
d

dt
ρ̂(exp(tX))(V )|t=0

donde ρ̂ : G −→ GL(V ) es una representación de G. En particular si tomamos una vecindad pequeña

Ue ⊂ G en la cual exp−1 : U −→ TeG está definida y escribimos a g ∈ Ue como g := exp(At)

entonces

ρ̂(g) = exp(ρ(At))

1.5. Representaciones de Lie(SU(2))⊗ C

En esta sección describiremos un proceso que nos permite construir distintas representaciones de

Lie(SU(2)) ⊗ C. Supongamos que tenemos una representación irreducible ρ : Lie(SU(2)) ⊗ C −→
GL(n,C) para alguna n ∈ N y consideremos la base {Ji} de Lie(SU(2)) que describimos en el

ejemplo 1.4.

Definamos J+, J− ∈ Lie(SU(2))⊗ C como:

J+ :=
1√
2

(J2 − iJi)

J− :=
1√
2

(−J2 − iJ1)

Computando directamente podemos ver que estos elementos satisfacen la siguiente relación

[J3, J±] = ±iJ±

[J+, J−] = iJ3

Supongamos que v es un eigenvector de ρ(J3) con eigenvalor λ y notemos que

ρ(J3J±)(v) = ρ((J±J3 + [J3, J±]))(v)

= ρ(J±J3 + iJ±))(v) = (λ± i)ρ(J±v)

Debido a esto podemos concluir que (ρ(J±))(v) es de nuevo un eingenvalor de ρ(J3) con eigenvalor

λ± i.

Observación 1.11. A J± se le suelen llamar operador de ascenso y descenso, respectivamente.

Debido a que ρ es una representación en dimensión finita podemos concluir que existe un eigenvector

vmax con la propiedad de que ρ(J+)(vmax) = 0. Escribamos al eigenvalor λ asociado a vmax como

λ := ij. Si se analiza detalladamente como actúa ρ(J−) en vmax se puede demostrar que (ver página

80 de (12))

ρ(Jk−)(vmax) = αj−kvj−k
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donde

αj−k =
1√
2

√
(2j − (k − 1))k

y vj−k es un eingenvector unitario de ρ(J3) con eigenvalor i(j − k). Debido a esto tenemos que

después de 2j pasos habremos llegado a un eigenvector vmin con la propiedad de que ρ(J−)vmin = 0.

Consideremos al conjunto {vmin, vmin+1,max−1 , vmax} y notemos que podemos expresar a J1, J2

como combinación lineal de J+ y J−. Por lo tanto tenemos que el espacio vectorial generado por los

elementos de este conjunto es un subespacio invariante de Cn bajo la representación ρ , usando que

ρ es una representación irreducible podemos concluir que este subespacio es todo Cn y por lo tanto

tenemos que {vmin, vmin+1,max−1 , vmax} forma una base de Cn. Esto implica que para cualquier

representación irreducible ρ : Lie(SU(2))⊗ C −→ GL(n,C) tenemos que los eigenvectores de ρ(J3)

forman una base de Cn y los eigenvalores asociados a estos están dados por −ij,−ij + i, · · · , ij −
i, ij. No es dif́ıcil convencerse de que esto último sólo es posible si j es un entero positivo o un

número racional de la forma p
2 , p ∈ N. A continuación describiremos algunas representaciones de

Lie(SU(2))⊗ C.

1.5.1. La representación de Lie(SU(2))⊗ C en dimensión 1

El valor más chico que puede tomar j es 0 y en este caso nuestra representación ρ actúa en un espacio

vectorial V de dimensión 2j+1 = 1. En este caso la representación es trivial ya que las únicas matrices

de 1× 1 que satisfacen la relación de conmutación de Lie(SU(2))⊗ C son idénticamente 0.

1.5.2. La representación de Lie(SU(2))⊗ C en dimensión 2

El siguiente valor más chico que puede tomar j es 1
2 . En este caso V tiene dimensión 2 y los

eigenvalores de ρ(J3) son − i
2 ,

i
2 . Por lo tanto si tomamos la base de V dada por los eigenvectores

v− i
2
, v i

2
de ρ(J3) podemos representar a ρ(J3) como

ρ(J3) =
1

2

(
i 0

0 −i

)
=

1

2
iσ3

Donde σk es la k-ésima matriz de Pauli. Usando los operadores de ascenso y descenso podemos

escribir a J1, J2 como

J1 =
i√
2

(J− + J+)

J2 =
1√
2

(J+ − J−)

Esto implica que

(ρ(J1))(v i
2
) =

i√
2

((ρ(J−)(v i
2
) + (ρ(J+)(v i

2
)) =

1√
2

((ρ(J−)(v i
2
)) =

i

2
v− i

2

Donde para deducir esta igualdad usamos que ρ(J+)v i
2

= 0. De forma similar podemos ver que

(ρ(J1))(v− i
2
) = i

2v i2 . Debido a esto tenemos que la matriz asociada a la transformación lineal ρ(J1)
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en la base {v i
2
,v− i

2
} está dada por

ρ(J1) =
1

2

(
0 i

i 0

)
=

1

2
iσ1

De forma completamente análoga obtenemos que

ρ(J2) =
1

2

(
0 −i
i −0

)
=

1

2
iσ2

1.5.3. La representación de Lie(SU(2))⊗ C en dimensión 3

Siguiendo exactamente el mismo procedimiento que en la sección anterior podemos concluir que

ρ(J1) =
1√
2


0 1 0

1 0 1

0 1 0

 ρ(J2) =
1√
2


0 −i 0

i 0 −i
0 1 0

 ρ(J3) =
1√
2


1 0 0

0 −1 0

0 0 0



1.6. El grupo de Lorentz O(1, 3)

Definamos el grupo de Lorentz O(1, 3) como el conjunto de todas las transformaciones lineales de

R4 que actúan como isometŕıas bajo la pseudo-métrica η definida por

η = −dt⊗ dt+ dx⊗ dx+ dy ⊗ dy + dz ⊗ dz

Observación 1.12. A R4 equipado con esta pseudo-métrica se le suele llamar el espacio de Min-

kowski.

La condición de que una trasformación Λ actúe por isometŕıas está dada por

xµηνµx
ν = (xµΛσν )ησρ(Λ

ρ
µx

µ)

Debido a que esto es cierto para cualquier xν podemos concluir que

ΛσνησρΛ
ρ
µ = ηνµ

O en forma matricial

ΛtηΛ = η

Observación 1.13. Usando el teorema del subgrupo cerrado y la ecuación anterior es fácil ver que

SO(1, 3) es un grupo de Lie.

Si tomamos el determinante de los 2 lados de la igualdad anterior y usamos que det(AB) =

det(A) det(B) obtenemos

det(Λ) det(η) det(Λ) = det(η)
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Esto implica que (det(Λ))2 = 1 y por lo tanto tenemos que

det(Λ) = ±1

Por otro lado, notemos que

Λσ0ησρΛ
ρ
0 = η00 = −1

y que debido a esto podemos concluir que

Λ0
0 = ±

√
1 +

∑
i

(Λi0)2

Esto nos permite dividir al grupo de Lorentz en 4 componentes dependiendo del signo de esta

ecuación y del determinante de Λ.

Observación 1.14. La condición de que det(Λ) sea positivo nos dice que Λ preserva la orientación

espacial mientras que la condición de que Λ0
0 > 0 nos dice que Λ preserva la dirección del tiempo, es

decir el signo del componente temporal de cualquier vector x ∈ R4. En primera instancia, la condición

de que Λ0
0 > 0 no parece ser una condición suficiente para que una transformación de Lorentz preserve

la dirección en el tiempo ya que el componente temporal de un cuatrivector x
′

:= Λx está dado por

x
′0 = Λ0

0x
0 + Λ0

1x
1 + Λ0

2x
2 + Λ0

3x
3 y por lo tanto parece ser que el hecho de que Λ0

0 sea positivo

no garantiza que Λ preserve el signo de el componente temporal de x. En el siguiente resultado

demostraremos que en efecto esta condición es suficiente, antes de poder enunciar este teorema

requerimos las siguientes definiciones.

Definición 1.13. Definamos el cono de luz C ⊂ R4 como el conjunto de vectores x ∈ R4 tales que

η(x, x) = 0. Al conjunto de vectores x en C que satisfacen η(x, e1) > 0 lo escribiremos como C+

y le llamaremos el cono de luz al futuro. Análogamente al conjunto de vectores x ∈ C tales que

η(x, e1) < 0 lo escribiremos como C− y le llamaremos el cono de luz al pasado.

Observación 1.15. El cono de luz tiene dos componentes conexos y estos están dados por C+ y

C−.

Definición 1.14. Decimos que x ∈ R4 es un vector tipo tiempo si η(x, x) < 0, si η(x, x) < 0 decimos

que x es un vector tipo espacio, si η(x, x) = 0 decimos que x es un vector nulo. Si x0 > 0 decimos

que x es un vector con orientación al futuro, si x0 < 0 decimos que x es un vector con orientación

al pasado.

Lema 1.4. Toda transformación de Lorentz Λ mapea a un vector temporal x a otro vector temporal

Λ(x).

Demostración. Esto se sigue de inmediato de que toda transformación de Lorentz preserva a la

norma de Minkowski. �

Teorema 1.15. Una transformación de Lorentz Λ preserva la dirección en el tiempo si y sólo si

Λ0
0 > 0.
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Demostración. Supongamos que Λ0
0 > 0 y escribamos a Λ como

Λ =

[
a bt

c R

]

donde a = Λ0
0 es un número real, b y c son vectores columnas reales de longitud tres y R es una

matriz real de 3×3. Consideremos un elemento x ∈ R4 temporal y orientado al futuro y escribamos a

este como x = (t, x3) donde t es un número real x3 es un vector real de longitud tres. Si definimos x
′

como x
′

:= Λx := (t
′
, x
′

3) entonces para demostrar que Λ preserva la dirección del tiempo debemos

demostrar que t
′

= at+ 〈b, x3〉 > 0 donde 〈, 〉 es el producto interno canónico en R3. Para demostrar

esto notemos que debido a que x es un vector temporal orientado al futuro tenemos que |x3| < t, por

otro lado notemos que 〈b, b〉 = a2 − 1. Usando estos dos hechos obtenemos la siguiente desigualdad

−2〈 b
a
,
x3

t
〉 ≤ (

b

a
)2 + (

x3

t
)2 ≤ a2 − 1

a2
+ 1 < 2

Usando esta desigualdad se deduce inmediatamente que t
′

= at+ 〈b, x3〉 > 0 y por lo tanto usando

esto y el lema anterior podemos concluir que si x es un vector temporal orientado al futuro entonces

x
′

= Λx también lo será. De forma completamente análoga se demuestra que Λ preserva la dirección

del tiempo en todos los casos sin importar si x es temporal, espacial, nulo, orientado al futuro o

orientado al pasado. Por el contrario supongamos que Λ preserva la dirección del tiempo y conside-

remos un elemento v ∈ R4 de la forma x = (1, x3) donde x3 ∈ R3 es un vector unitario y ortogonal

a b. Notemos que esto junto con el hecho de que toda transformación de Lorentz mapea el cono de

luz en śı mismo nos permite concluir que x
′

:= Λ(x) ∈ C+ y por lo tanto t
′

= Λ0
0 + 〈x, b〉 = Λ0

0 > 0.

�

Definición 1.15. Al conjunto de todas las transformaciones de Lorentz que preservan la dirección en

el tiempo lo escribiremos como O(1, 3)↑. Al conjunto de transformaciones de Lorentz que preservan

tanto la dirección en el tiempo como la orientación espacial lo escribiremos como SO(1, 3)↑. Usando

esta caracterización de SO(1, 3)↑ y O(1, 3)↑ es fácil ver que tanto SO(1, 3)↑ como O(1, 3)↑ son

subgrupos de SO(1, 3).

Teorema 1.16. O(1, 3) es un grupo de Lie disconexo.

Demostración. Como vimos anteriormente si Λ es una transformación de Lorentz entonces det(Λ) =

±1. Usando que det es una función continua se sigue lo que buscábamos demostrar. �

Teorema 1.17. SO(1, 3)↑ es un subgrupo de Lie de SO(1, 3).

Demostración. Consideremos la función f : SO(1, 3) −→ Z2⊕Z2 definida por f(Λ) := (sgn(Λ0
0),det(Λ)),

∀Λ ∈ SO(1, 3). Usando que el signo de Λ0
0 nos dice si Λ preserva la dirección del tiempo y el hecho de

que det es multiplicativo podemos ver que f es un homomorfismo de grupos. Si pensamos a Z2⊕Z2

como un grupo de Lie de dimensión cero, entonces f es una función suave y por lo tanto un homo-

morfismo de grupos de Lie. El kernel de un homomorfismo de grupos de Lie f : G −→ H siempre

es un subgrupo cerrado de G y por lo tanto un subgrupo de Lie. En este caso ker(f) = SO(1, 3)↑ y

por lo tanto tenemos lo que buscábamos. �
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Teorema 1.18. SO(1, 3)↑ es un grupo de Lie conexo. Más aun SO(1, 3)↑ es el componente conexo

de la identidad de SO(1, 3).

Demostración. Consideremos un elemento Λ en el componente conexo de la identidad de SO(1, 3)

y notemos que claramente Λ preserva tanto la dirección del tiempo como la orientación espacial y

por lo tanto Λ ∈ SO(1, 3)↑. Debido a esto, para demostrar que SO(1, 3)↑ es el componente conexo

de la identidad sólo tenemos que demostrar que SO(1, 3)↑ es conexo. Definamos H ⊂ R4 como:

H := {x ∈ R4 : η(x, x) = 1, x0 > 1}

Notemos que la función (t, x1, x2, x3) 7→ (x1, x2, x3) define un difeomorfismo de H a R3. Considere-

mos un elemento v ∈ H y completemos a este elemento a una base ortonormal {v, v1, v2, v3} de R4.

Notemos que v0 > 1 ya que v ∈ H. Consideremos una matriz A de 4×4 dada por A := (v, v1, v2, v3)

y notemos que A define una transformación de Lorentz que preserva la dirección del tiempo ya

que v0 > 1. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que det(A) = 1 ya que siempre pode-

mos remplazar a v3 por −v3 si det(A) = −1 y por lo tanto podemos suponer que A preserva la

orientación espacial. Si e0 = (1, 0, 0, 0), entonces claramente A(e0) = v y por lo tanto la acción

• : SO(1, 3)↑ × H −→ H definida por Λ • h := Λh es transitiva. El estabilizador de e0 ∈ H es

SO(3,R) y debido a esto usando el teorema 2.2 podemos concluir que SO(1, 3)↑ es un SO(3,R)

haz principal sobre H. Usando que H es difeomorfo a R3 el cual es un espacio simplemente conexo

podemos concluir que este haz es trivial (ver apéndice D), es decir SO(1, 3)↑ ∼= SO(3,R) × R3. En

consecuencia de que tanto R3 como SO(3,R) son conexos se sigue lo que buscábamos demostrar.

�

Si definimos el operador de paridad Λp y el operador de inversión en el tiempo Λt como

Λp :=


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1



Λt :=


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


entonces no es dif́ıcil ver que podemos escribir a O(1, 3) como

O(1, 3) = SO(1, 3)↑ ∪ ΛpSO(1, 3)↑ ∪ ΛtSO(1, 3)↑ ∪ ΛpΛtSO(1, 3)↑

donde cada elemento de esta unión es un componente conexo de SO(1, 3).
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1.6.1. SL(2,C) es una doble cubierta de SO(1, 3)↑

Consideremos un elemento X = (t, x, y, z) ∈ R4 y representemos a este mediante la matriz simétrica

X =

(
t+ z x− iy
x+ iy t− z

)
= tσ0 + xσ1 + yσ2 + zσ3

donde σi es la i-ésima matriz de Pauli y σ0 es la identidad.

Observación 1.16. En esta representación matricial tenemos que det(X) = t2 − x2 − y2 − z2 =

−|X|2.

Teorema 1.19. SL(2,C) es una doble cubierta de SO(1, 3)↑. Es decir, SO(1, 3)↑ ∼= SL(2,C)/{I,−I}.

Demostración. Sea A ∈ SL(2,C) y consideremos la acción de A en X definida pòr

X 7→ AXA†

Esta acción preserva el determinante ya que claramente det(X) = det(AXA†) y por lo tanto es una

isometŕıa del espacio de Minkowski. Debido a esto podemos definir una función f : SL(2,C) −→
SO↑(1, 3) y el diferencial de esta función en la identidad aplicado a un elemento S en Lie(SL(2,C)

nos regresa la transformación lineal f∗(S) del espacio de Minkowski definida por

X 7→ d

dt
(etSX(etS)†)t=0 = SX +XS†

El último elemento de esta igualdad es 2 veces la parte simétrica de SX y por lo tanto podemos

concluir que S ∈ Lie(SL(2,C)) es un elemento del kernel de f∗ si y sólo si para todo X en el espacio

de Minkowski tenemos que SX es una matriz anti-hermitiana. De este ser el caso tomando X como

la identidad podŕıamos concluir que S es un matriz anti-hermitiana y por lo tanto un elemento

de Lie(SU(2)), sin embargo como veremos en el siguiente resultado f∗ restringido a Lie(SU(2)) es

inyectivo y por lo tanto S no puede ser un elemento de ker(f∗). Esto implica que f∗ es inyectiva

y debido a que tanto Lie(SL(2,C) como Lie(SO(1, 3)) tienen dimensión 6 podemos concluir que

f∗ es un isomorfismo. En consecuencia de lo anterior y del hecho de que f es un homomorfismo de

grupos tenemos que f es un difeomorfismo local y que f(SL(2,C)) := U es subgrupo abierto de

SO(1, 3)↑ de la misma dimensión. Esto implica que SO(1, 3)↑ es la unión disjunta de copias de U

indexadas por las clases laterales del grupo cociente SO(1, 3)↑/U . Debido a que SO(1, 3)↑ es conexo

obtenemos que f es suprayectiva. Por último notemos que ker(f) = {I,−I} y por lo tanto SO(1, 3)↑

∼= SL(2,C)/{I,−I}. �

Observación 1.17. En el resultado anterior sólo concluimos que existe un isomorfismo de grupos

entre SO(1, 3)↑ y SL(2,C)/{I,−I}. Sin embargo como veremos más adelante el cociente de un

grupo de Lie G por un subgrupo H es un haz principal suave π : G −→ G/H cuyas fibras se

encuentran modeladas por H. Más aun f : SL(2,C) −→ SO(1, 3)↑ desciende a una isomorfismo de

grupos suave f̂ : SL(2,C)/{−I, I} −→ SO(1, 3)↑ debido al lema ?? y por lo tanto podemos pensar

que SL(2,C) es un haz principal sobre SO(1, 3)↑ ∼= SL(2,C)/{I,−I} cuyas fibras se encuentran

modeladas por {−I, I} ∼= Z2. Los haces principales conexos cuyas fibras se modelan por grupos
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discretos son llamados espacios cubrientes y es por esto que decimos que SL(2,C) es una doble

cubierta de SO(1, 3)↑.

Ahora demostremos el lema que quedó pendiente en la demostración del teorema anterior.

Lema 1.5. Sea f̂ : SU(2) −→ SO(1, 3)↑ la restricción a SU(2) de f : SL(2,C) −→ SO(1, 3)↑.

f̂∗ : Lie(SU(2)) −→ Lie(SO(1, 3)↑) es una función inyectiva.

Demostración. Sea S ∈ Lie(SU(2)) y notemos que al igual que en el teorema 1.19 f̂∗(S) está dado

por la transformación

X 7→ SX +XS† = SX −XS = [S,X]

Donde para deducir la penúltima igualdad usamos que S es una matriz anti-hermitiana ya que es

un elemento de Lie(SU(2)). Escribamos a S como S = iSjσj donde σj es la j-ésima matriz de Pauli

y supongamos que S es distinto de 0. Debido a que S 6= 0 podemos concluir que existe j ∈ {1, 2, 3}
tal que Sj 6= 0, si tomamos a X = σk donde k 6= j entonces es fácil ver que [S,X] 6= 0 y por lo tanto

S no es un elemento del kernel de f̂∗. Esto implica que ker(f̂∗) = {0} y esto es lo que buscábamos

demostrar. �

Como un corolario importante de la demostración del teorema anterior tenemos

Corolario 1.3. f∗ : Lie(SL(2,C)) −→ Lie(SO(1, 3)↑) es un isomorfismo de álgebras de Lie.

Debido al corolario anterior, en la siguiente sección nos enfocaremos en estudiar las representaciones

irreducibles de Lie(SL(2,C)) con la intención de posteriormente describir distintas representaciones

del grupo de ”Lorentz”SL(2,C).

1.6.2. Representaciones de Lie(SL(2,C))

El álgebra de Lie de SO(1, 3)↑ tiene dimensión 6 y la elección más común de una base de esta está

dada por

J1 =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0

 J2 =


0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 −1 0 0

 J3 =


0 0 0 0

0 0 −1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

 (1.1)

K1 =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 K2 =


0 0 1 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

 K3 =


0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0


Observación 1.18. Ji es el generador infinitesimal de las rotaciones alrededor de xi mientras que

Ki es el generador infinitesimal de los boosts en la dirección de xi. Para ejemplificar esto notemos

que K1 es el vector tangente en la identidad de la curva de boosts (en la dirección de x) dada por
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γ(t) :=


cosh(t) senh(t) 0 0

senh(t) cosh(t) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


Computando por fuerza bruta podemos ver que los generadores de Lie(SO(1, 3)) satisfacen las

siguientes relaciones de conmutación

[Ji, Jj ] = εkijJk

[Ji,Kj ] = εkijKk

[Ki,Kj ] = −εkijJk

Observación 1.19. Debido a las relaciones anteriores podemos ver que los generadores infinite-

simales de los boosts no generan una subálgebra de Lie de Lie(SO(1,3)) dado que el subespacio

vectorial generado por {Ki} no es cerrado bajo conmutación.

Definamos una nueva base de Lie(SO(1, 3)) dada por los operadores N±i := 1
2 (Ji ±Ki) y notemos

que se satisfacen las siguientes relaciones de conmutación

[N+
i , N

+
j ] = εkijN

+
k

[N−i , N
−
j ] = εkijN

−
k (1.2)

[N+
i , N

−
j ] = 0

En consecuencia de esto tenemos que el espacio vectorial generado por {N+
i } := Lie(SO(1, 3))+ es

una subálgebra de Lie de Lie(SO(1, 3)) isomorfa a Lie(SU(2))⊗C ya que estas 2 álgebras satisfacen

las mismas relaciones de conmutación . De la misma manera podemos concluir que esto mismo es

cierto para el espacio vectorial generado por {N−i } := Lie(SO(1, 3))−. Más aun Lie(SO(1, 3)) ∼=
Lie(SO(1, 3))+ ⊕ Lie(SO(1, 3))− ya que claramente Lie(SO(1, 3))+ ∩ Lie(SO(1, 3))− = {0}. En

resumen tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.20. Lie(SO(1, 3)) ∼= Lie(SO(1, 3))+⊕Lie(SO(1, 3))− ∼= (Lie(SU(2))⊗C)⊕(Lie(SU(2))⊗
C).

Observación 1.20. Este resultado es de fundamental importancia ya que nos permite construir

representaciones de Lie(SO(1, 3)) a partir de representaciones de Lie(SU(2)).

Debido al teorema 1.14 tenemos que si conocemos representaciones irreducibles de Lie(SO(1, 3)) po-

demos construir representaciones irreducibles de la cubierta universal de SO(1, 3)↑ y esta está dada

por SL(2,C) ya que SL(2,C) es un espacio cubriente de SO(1, 3)↑ simplemente conexo . A estas

representaciones les llamaremos representaciones del grupo de Lorentz aunque estrictamente serán

representaciones de su doble cubierta. Algunas de estas representaciones descenderán a representa-

ciones de SO(1, 3)↑ mientras que otras no lo harán y resultarán importantes para poder describir

cómo se transforman bajo transformaciones de Lorentz cierto tipo de part́ıculas (campos). Como

vimos anteriormente las representaciones de Lie(SU(2)) se pueden clasificar mediante un escalar j
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que puede ser un entero o un racional de la forma p
2 . En consecuencia de esto podemos construir

representaciones de Lie(SL(2,C)) a partir de una pareja de escalares (j1, j2) donde de nuevo j1, j2

son enteros o racionales de la forma p
2 .

1.6.3. La representación (0, 0)

En este caso las 2 copias de Lie(SU(2)) actúan en un espacio vectorial de dimensión 1 y por lo

tanto los generadores de Lie(SL(2,C)) se representan mediante matrices de 1 × 1. Es fácil ver que

las únicas matrices de 1× 1 que satisfacen las relaciones 1.2 están dadas por la matriz 0

N+
i = N−i = 0

Tomando la exponencial de estos generadores obtenemos que eN
±
i = 1 y en consecuencia de esto

tenemos que la representación (0, 0) actúa en objetos que no cambian bajo transformaciones de

Lorentz. Debido a esto a esta representación se le suele llamar la representación escalar.

1.6.4. La representación (1
2
, 0)

En esta representación usaremos la representación en dimensión 2 para la primera copia de Lie(SU(2))⊗
C y la representación en dimensión 1 para la segunda copia. Es decir N+

i = iσi2 , N−i = 0. Usando la

definición de N−i obtenemos que Ji = iKi y en consecuencia de esto tenemos que

N+
i =

1

2
(Ji + iKi) =

1

2
(iKi + iKi) = iKi = i

σi
2

Ki =
σi
2

Ji = i
σi
2

Aplicando la función exponencial a estos generadores obtenemos que en esta representación una

rotación por un ángulo θi alrededor del eje xi está dada por

Rθ = eθJi = eiθ
σ
2

mientras que un boost por un ángulo φ en la dirección xi se expresa como

Bφ = eφKi = eφ
σi
2

Esto implica que en esta representación podemos expresar cualquier transformación de Lorentz

cercana a la identidad de la siguiente manera

χL −→ e(iθ σ2 +φσ2 )χL

Donde θ σ2 := θ1
σ1

2 + θ2
σ2

2 + θ3
σ3

2 y φσ2 := φ1
σ1

2 + φ2
σ2

2 + φ3
σ3

2 .

Por ejemplo una rotación por θ1 alrededor del eje x está dada por

Rxθ1 = eiθ1
σ1

2
= 1 +

i

2
θ1σ1 +

1

2
(
i

2
θ1σ1)2 + · · ·

26



Usando la definición de σ1 y el hecho de que σ2
1 = 1 obtenemos que

Rxθ =

(
1 0

0 1

)
+
i

2
θ

(
0 1

1 0

)
− 1

2
(
θ

2
)2

(
1 0

0 1

)
+ · · · =

(
cos( θ2 ) isen( θ2 )

isen( θ2 ) cos( θ2 )

)

Análogamente podemos encontrar la forma explicita de las otras rotaciones y de los boosts en esta

representación. Por último notemos que esta representación actúa sobre elementos de C2 y que la

representación de una rotación por 2π no corresponde a la transformación identidad mientras que

una rotación por 4π śı. Usando la idea de definir a los objetos mediante la forma en la que se

transforman llamaremos a los objetos que se transforman mediante esta representación espinores de

quiralidad izquierda y al espacio de todos estos lo escribiremos como C2
L.

1.6.5. La representación (0, 1
2
)

Esta representación se construye de forma totalmente análoga sólo que en este caso utilizamos la

representación en dimensión 1 para la primera copia de Lie(SU(2)) ⊗ C y la representación en

dimensión 2 para la segunda copia. Es decir N+
i = 0 , N−i = 1

2 iσi. Usando la definición de N+
i

obtenemos que N+
i = 1

2 (Ji + iKi) = 0 y esto implica que Ji = −iKi; usando la definición de N−i

podemos ver que N−i = 1
2 (Ji − iKi) = 1

2 (−iKi − iKi) = −iKi = 1
2 iσi. En consecuencia de esto

tenemos que Ji = −iKi = 1
2 iσi. Debido a esto podemos ver que en esta representación una rotación

(boost) por θ(φ) alrededor (en la dirección) de xi está dada por

Riθ = eθJi = eiθ
σ
2 , Biφ = eφKi = e−φ

σ
2

Esto implica que en esta representación podemos expresar cualquier transformación de Lorentz

cercana a la identidad de la siguiente manera

χR 7→ e(iθ σ2−φ
σ
2 )χR

Donde θ σ2 := θ1
σ1

2 + θ2
σ2

2 + θ3
σ1

2 y φσ2 := φ1
σ1

2 + φ2
σ2

2 + φ3
σ1

2 .

Comparando a esta representación con la representación ( 1
2 , 0) podemos ver que las rotaciones coin-

ciden mientras que los boosts difieren por un signo en el exponente. A los objetos que se transforman

bajo esta representación los llamaremos espinores de quiralidad derecha y al espacio de todos estos

lo escribiremos como C2
R.

1.6.6. La representación (1
2
, 1
2
)

Esta representación está dada por el producto tensorial de la representación ( 1
2 , 0) con la represen-

tación (0, 1
2 ). Consideremos un elemento χL⊗χR en C2

L⊗C2
R+ y escribamos a este como vαβeα⊗eβ

o usando notación de ı́ndices simplemente como vαβ . Bajo esta representación vαβ se transforma de

la siguiente manera

vαβ 7→ (e(iθ σ2−φ
σ
2 ))γα(e(iθ σ2 +φσ2 ))δβv

αβ
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Para transformaciones de Lorentz infinitesimales esto lo podemos expresar como

vαβ 7→ (I + iθ
σ

2
− φσ

2
)γα(I + iθ

σ

2
+ φ

σ

2
)δβv

αβ

Si definimos v0 := v11, v1 := v12, v2 := v21, v3 := v22 entonces realizando un cálculo directo podemos

ver que bajo una transformación de Lorentz infinitesimal

v′0 = v11 + iθxv
12 + iθyv

21 + iθzv
22

v′1 = v12 + iθxv
11 − iφyv22 + iφzv

21

v′2 = v21 + iφxv
22 + iθyv

11 − iφzv12

v′3 = v22 − iφxv21 + iφyv
12 + iθzv

11

En notación matricial esto se expresa como
v0

v1

v2

v3

 7→

v′0

v′1

v′2

v′3

 =


v0

v1

v2

v3

+


0 iθx iθy iθz

iθx 0 iφz −iφy
iθy −iφz 0 iφx

iθz iφy −iφx 0



v0

v1

v2

v3


Esta es precisamente la forma en la que actúa una transformación de Lorentz infinitesimal (ver

observación 1.21) sobre cuatrivectores en el espacio de Minkowski y por lo tanto podemos concluir que

la representación ( 1
2 ,

1
2 ) no es más que la representación definitoria de SO(1, 3)↑ o más precisamente

de su cubierta universal SL(2,C).

Observación 1.21. Si A ∈ Lie(SO(1, 3)) entonces podemos interpretar a A como la transformación

de Lorentz infinitesimal definida por X 7→ (I + εA)X donde ε es un infinitesimal. Si ε es de la forma

ε = 1
n para n arbitrariamente grande, entonces podemos concluir que A es el generador infinitesimal

de la transformación de Lorentz definida por ĺımn→∞(I + A
n )n = eA.

Observación 1.22. Debido a que podemos pensar a los cuatrivectores del espacio de Minkowski

como el producto tensorial de espinores de quiralidad izquierda con espinores de quiralidad derecha

es usual decir que un espinor es la ráız cuadrada de un cuatrivector. Esto último le da a los espinores

el papel fundamental dentro del álgebra tensorial en el espacio de Minkowski ya que a partir de ellos

es que podemos construir al resto de los objetos de interés para esta área.

1.6.7. La representación (1
2
, 0)⊕ (0, 1

2
)

Esta representación está dada por la suma directa de la representación ( 1
2 , 0) con la representación

(0, 1
2 ). Consideremos un elemento Ψ =

(
χL

χR

)
en C2

L ⊕ C2
R y notemos que bajo una transformación

de Lorentz

Ψ 7→ Ψ′ =

(
e(iθ σ2−φ

σ
2 ) 0

0 e(iθ σ2 +φσ2 )

)(
χL

χR

)
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A los objetos que se transforman bajo esta representación los llamaremos espinores de Dirac (en la

representación de Weyl).

Observación 1.23. Existen otras representaciones de un espinor de Dirac que corresponden a dis-

tintas descomposiciones de C2
L⊕C2

R como la suma directa de 2 sub-espacios complejos de dimensión

2. Sin embargo nosotros no las requeriremos y por lo tanto la representación de Weyl será suficiente.

1.6.8. Una representación de Lie(SL(2,C)) en dimensión infinita

Hasta ahora hemos considerado representaciones de Lie(SL(2,C)) en dimensión finita. Estas repre-

sentaciones actúan en objetos de una, dos o cuatro entradas. Como describiremos más adelante a

estos objetos los podemos interpretar como campos o como funciones de onda y por lo tanto son

objetos de la forma Φ(x) = (Φi(x)) donde x es un elemento del espacio tiempo. Los elementos

del espacio tiempo también se transforman bajo transformaciones de Lorentz y esto lo debemos de

considerar cuando transformamos a Φ. Consideremos una transformación de la forma

Φ(x) 7→ Φ(x′) := Φ(Λx)

donde Λ es una transformación de Lorentz infinitesimal, es decir Λ = I+εA donde A ∈ Lie(SL(2,C)).

Expandiendo a Φ(Λx) en primer orden obtenemos

Φ(x′) = Φ(x+ εAx) = Φ(x) + ε∂ρΦ(x)δxρ = Φ(x) + ε∂ρΦ(x)Aρσx
σ

Esto implica que

Φ(Λx) = (I + εAρσx
σ∂ρ)Φ(x)

y por lo tanto podemos concluir que Aρσx
σ∂ρ es el generador infinitesimal de la transformación

Φ(x) 7→ Φ(x′)

Utilizando la base de Lie(SL(2,C)) que escribimos en la ecuación 1.1, obtenemos que los generadores

infinitesimales de Lie(SL(2,C)) en esta representación están dados por

Jx = −z∂y + y∂z Jy = −x∂z + z∂x Jz = −y∂x + x∂y

Kx = x∂t + t∂x Ky = y∂t + t∂y Kz = z∂t + t∂z

Por último notemos que la acción de una transformación de Lorentz en Φ debe de incluir tanto la

transformación de las coordenadas como la transformación de los componentes de Φ y por lo tanto

es de la forma

Φ(x) 7→MΦ(Λx)

donde M es una representación en dimensión finita de la transformación de Lorentz que estamos

considerando.
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1.7. Grupos de Lie compactos como subgrupos de algún gru-

po unitario

En cualquier grupo de Lie G compacto podemos considerar a la forma de volumen ω := σ1∧· · ·∧σn

donde n es la dimensión de G y {σi} es la base de T ∗M asociada a la base {ei} de TM de campos

vectoriales invariantes por la izquierda. Claramente la forma de volumen ω es invariante por la

izquierda, es decir L∗g(ω) = ω para toda g ∈ G. Supongamos que ω no es invariante por la derecha

y notemos que esto implica que existe g ∈ G tal que :

ω((Rg−1)∗e1, · · · , (Rg−1)∗en) = c 6= 1

Observación 1.24. No es dif́ıcil convencerse que en el caso en que c < 1 podemos remplazar a g

por g−1 y obtener un nuevo c > 1. Por lo tanto supondremos que c > 1.

Debido a que ω es invariante por la izquierda tenemos que :

ω((Rg−1)∗e1, · · · , (Rg−1)∗en) = ω((Lg)∗((Rg−1)∗e1)), · · · , (Lg)∗((Rg−1)∗(en))) = ω(Ad(g)e1, (g)en) = c > 1

Esto implica que el marco (Adge1,g en) tiene volumen c > 1. Iterando este proceso podemos concluir

que el volumen del marco (Adgne1,gn en) está dado por cn. Debido a esto y al hecho de que c > 1

podemos definir una función no acotada f : G −→ R como f(g) := ω(Ad(g)e1, (g)en) ∀g ∈ G. Esta

función es continua y por lo tanto hemos construido una función continua cuyo dominio es compacto

y que no está acotada. Esta contradicción se sigue de que supusimos que ω no era invariante por

la derecha y por lo tanto podemos concluir que para cualquier grupo de Lie compacto la forma de

volumen ω es tanto invariante por la derecha como por la izquierda. A estas formas les llamaremos

formas bi-invariantes y en resumen tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.21. En todo grupo de Lie compacto la forma de volumen ω = σ1∧· · ·∧σn es una forma

bi-invariante.

Teorema 1.22. Si G es un grupo de Lie compacto entonces para cualquier función continua f :

G −→ R y para todo g ∈ G tenemos que∫
G

f(h)ωh =

∫
G

f(gh)ωh =

∫
G

f(hg)ωh

Demostración. Consideremos a
∫
G
f(hg)ωh. Debido a que ω es invariante por la derecha tenemos

que ωh = R∗gωhg. Definamos F (h) := f(hg) y notemos que claramente F (h) = (f ◦ Rg)(h) =

(R∗gf)(h). Por lo tanto∫
G

f(hg)ωh =

∫
G

Fω =

∫
G

(R∗gf)(R∗gω)) =

∫
G

R∗g(fω) =

∫
RgG

fω =

∫
G

f(h)ωh

La demostración de que
∫
G
f(gh)ωh =

∫
G
f(h)ωh es completamente análoga. �

Supongamos que tenemos un grupo lineal compacto de matrices de n × n y notemos que a los

elementos de este grupo los podemos pensar como transformaciones lineales de Cn. Si definimos
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un producto interno hermitiano (, ) en Cn entonces es fácil ver que no necesariamente estas trans-

formaciones lineales preservan este producto interno, dicho de otra forma, no necesariamente estas

transformaciones actúan como transformaciones unitarias. Definamos un nuevo producto interno en

Cn como

〈X,Y 〉 :=

∫
G

(hX, hY )ωh ∀X,Y ∈ Cn

Usando el teorema anterior obtenemos que ∀g ∈ G tenemos que

〈gX, gY 〉 =

∫
G

(hgX, hgY )ωh =

∫
G

(hgX, hgY )ωgh = 〈X,Y 〉

y por lo tanto podemos concluir que con este nuevo producto interno en Cn los elementos del grupo

lineal del cual partimos actúan como transformaciones unitarias de Cn. Si escogemos una base de Cn

ortogonal con respecto a la métrica inducida por nuestro nuevo producto interno entonces podemos

ver que las matrices que representan a estas transformaciones lineales en esta base están dadas por

matrices unitarias, y es en este sentido en el que podemos pensar a cualquier grupo lineal compacto

como un subgrupo de algún grupo unitario.

1.7.1. Un producto interno en Lie(U(N) invariante bajo la representación

adjunta

Definamos un producto interno 〈, 〉 en Lie(U(N)) como

〈X,Y 〉 := trX†Y = (X†)ij(Y
j
i ) = −Xi

jY
j
i = −trXY

donde para pasar de la segunda a la tercera igualdad usamos que los elementos de Lie(U(N)) están

dados por matrices anti-hermitianas.

Observación 1.25. Si pensamos a una matriz de n × n como un vector de n2 entradas , es decir

como un elemento de Cn entonces podemos ver que 〈X,Y 〉 =
∑n
i=1

∑n
j=i(X

†)ij(Y
j
i ) es la restricción

del producto interno hermitiano estándar de Cn2

a Lie(U(N)).

Notemos que este producto interno es invariante bajo la representación adjunta de U(N) en Lie(U(N))

ya que ∀g ∈ G tenemos que

〈gXg−1, gY g−1〉 = −trgXY g−1 = −trXY = 〈X,Y 〉

donde para deducir la segunda igualdad usamos que la traza es invariante bajo conjugación. Esto

implica que si X,Y, Z ∈ Lie(U(N)) entonces

〈etXY e−tx, etXZe−tx〉 = 〈Y,Z〉

Derivando y tomando t = 0 obtenemos que ∀X,Y, Z ∈ Lie(U(N)).

〈[X,Y ], Z〉+ 〈Y, [X,Z]〉 = 0
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Por último notemos que debido a esto tenemos que ad(X) : Lie(U(N)) −→ Lie(U(N)) es un

operador anti-hermitiano.

1.8. La forma de Maurer Cartan

Definición 1.16. Sea G un grupo de Lie y definamos la uno-forma de Maurer − Cartan θ :

TG −→ Lie(G) como la uno-forma con valores en Lie(G) que asocia a cada v ∈ TgG el único

elemento A ∈ TeG tal que (gexp(tA))
′
(0) = v.

Observación 1.26. Es fácil demostrar que ∀v ∈ TgG existe un único A ∈ TeG tal que v =

(gexp(tA))
′
(0) y por lo tanto la definición anterior tiene sentido.

En el caso en el que G sea un grupo lineal tenemos que θ = g−1dg donde la función g : G −→ G es

la identidad. Para poder ver esto notemos que dg(v) = (gexp(tA))
′
(0) = (g(I + tA+ o(t)2)

′
(0) = gA

y por lo tanto g−1dg(v) = A = θ(v). Como esto es cierto para toda v ∈ TgG podemos concluir lo

que buscábamos.

Teorema 1.23. Si G es un grupo lineal entonces (Rg)∗(θ) = g−1θg

Demostración. Sea h ∈ G y v ∈ ThG. Escribamos a v como v = (heAt)
′
(0), A ∈ Lie(G) y notemos

que (Rg)∗(v) = (heAtg)
′
(0) = hAg = hgg−1Ag. Usando esto y la definición de pullback obtenemos

que

((Rg)∗(θ))(v)h = (θ((Rg∗)(v))hg = θ((hg)g−1Ag)hg = θ((hgexp(tg−1Ag))
′
(0)) = g−1Ag

�
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Caṕıtulo 2

Haces Principales

En este caṕıtulo daremos una muy breve introducción a la teoŕıa de haces principales y haces aso-

ciados a estos. En particular veremos como si partimos de un haz vectorial E entonces podemos

reconstruir a este haz como un haz asociado al haz de marcos PGL(E). La utilidad principal que

tendrá la construcción de una haz asociado es que si conocemos los representantes locales de un

objeto geométrico y la forma en la que se transforman estos representantes al hacer un cambio de

coordenadas entonces podemos definir un haz vectorial en el cual nuestro objeto geométrico se ve

como una sección de este haz. Esta idea sera de fundamental importancia ya que nos permitirá inter-

pretar a un campo de espinores de Dirac como una sección de un cierto haz vectorial definido sobre

el espacio tiempo M y posteriormente poder formular la ecuación de Dirac en un espacio tiempo

curvo M .

Definición 2.1. Si M es una variedad suave y G es un grupo de Lie, un haz principal G sobre M

consta de lo siguiente:

1. Una variedad suave P

2. Una acción derecha suave • : G× P → P

3. Una función suprayectiva π : P → M tal que π(p • g) = π(p) ∀p ∈ P y ∀g ∈ G (A π le

llamaremos la función proyección)

4. Para cualquier m ∈M una vecindad abierta Ui alrededor de m y su difeomorfismo

Φi : π−1(Ui) := P |Ui → Ui ×G

p→ (π(p), hi(p)))

tal que Φ(p • g) = (π(p), h(p)g)

Observación 2.1. De la propiedad 4 se sigue que siempre podemos identificar a cualquier fibra con

el grupo G.

Definición 2.2. Sea ρ : G→ H un homomorfismo de grupos de Lie, f : M → N una función suave

y sean • : G ×M → M , •̂ : H × N → N acciones suaves. Decimos que f es ρ equivariante si el

siguiente diagrama conmuta:
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G×M H ×N

M N

ρ×f

• •̂
f

Si G = H y ρ es la función identidad, decimos que f es equivariante.

Definición 2.3. Sean P y P ′ G haces principales sobre M , decimos que P y P ′ son isomorfos si

existe un difeomorfismo equivariante Ψ : P → P
′
.

Lema 2.1. Sean P1, P2 G-haces principales sobre M . Si f : P1 −→ P2 es un homomorfismo inyectivo

de haces principales entonces f es un isomorfismo.

Demostración. Debido a que f es un homomorfismo inyectivo lo único que debemos demostrar es

que f es una función suprayectiva. Sea y ∈ π−1(x) ⊂ P2 y consideremos cualquier elemento z ∈ P1

tal que f(z) viva en la fibra de y. Debido a que G actúa transitivamente en la fibras de P2 podemos

concluir que existe g ∈ G tal que f(z) • g = y, esto implica que f(z • g) = y y por lo tanto f es

suprayectiva. �

Ejemplo 2.1. Si π : P →M es un G haz principal y N ⊂M es una subvariedad de M , P |N es un G

haz principal sobre N . La función proyección (la acción de G en P |N ) es simplemente la restricción

de π a P |N (La restricción de • : G× P → P a P |N )

Ejemplo 2.2. Debido al inciso 4 de la definición del G haz principal se sigue que para todo m ∈M
existe una vecindad abierta U alrededor de m tal que P |U es isomorfo a U ×G.

Si m ∈ Ui ∩ Uj y p ∈ π−1(m) tenemos que Φi(p) = (m,hi(p)) y Φj(p) = (m,hj(p)) y por lo tanto

existe gji(p) ∈ G tal que hj(p) = gjihi(p). Es decir gji(p) = hj(p)hi(p)
−1.

Ahora veremos que gji(p) es constante en cualquier fibra:

gji(p • g) = hj(p • g)hi(p • g)−1

= hj(p)gg
−1h−1

i (p)

= hj(p)h
−1
i (p)

= gji(p)

Debido a lo anterior gji(p) = ĝji(π(p)) donde ĝji : Ui ∩ Uj → G. A estas funciones las llamaremos

funciones de transición del haz. Debido a su definición, las funciones de transición del haz, satisfacen

la siguiente condición usualmente llamada condición del cociclo:

gkjgji(m) = gki(m) ∀m ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk

Si tenemos una cubierta abierta {Ui}i∈I y un conjunto de funciones de transición {gji : Ui∩Uj → G}
que satisfacen la condición del cociclo, podemos construir un G haz principal de la siguiente manera:

Definimos:

P :=
⊔
I

(Ui ×G)/ ∼
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donde (m, g) ∼ (m′, g′) si y sólo si m = m′ y g′ = gji(m)g ∀m ∈ Ui ∩ Uj . La función proyección

es la inducida por la proyección de Ui × G en el primer factor, mientras que la acción de G en P

es la inducida por la multiplicación derecha. Que la función proyección esté bien definida indepen-

dientemente de la clase de equivalencia escogida, se sigue inmediatamente de su definición. Que la

acción de G esté bien definida se sigue de que la multiplicación izquierda conmuta con la derecha

(Debido a la asociatividad de la multiplicación en G). El isomorfismo que necesitamos para satisfacer

la propiedad 4 de la definición está dado por

Φi : P |Ui → Ui ×G

[m, g]→ (m, g)

donde [m, g] es la clase de equivalencia en la cual vive (m, g). Por el contrario, si partimos de un haz

principal π : P →M , debido al inciso 5 de la definición de haz principal existe una cubierta abierta lo-

calmente finita {Ui}I de M con la propiedad de que hay un isomorfismo de haces ΦUi : P |Ui → U×G.

Consideremos dos elementos Ui, Uj ∈M tales que Ui ∩ Uj 6= ∅ y escribamos a Φj ◦ Φ−1
i (m, g) como

(m, gji(m)g) donde gji : Ui ∩ Uj → G. El conjunto {gji}I satisface la condición del cociclo por

lo que podemos construir un G haz principal PM a partir de la cubierta abierta M y del conjun-

to {gji}. Este haz es isomorfo a P y el isomorfismo está dado por la función que lleva a p ∈ P a

la clase de equivalencia de ΦUi . Donde Ui es cualquier elemento de la cubierta M que contiene a π(p).

A continuación describiremos algunos ejemplos. En el siguiente veremos cómo construir un haz

principal a partir de cualquier haz vectorial. Más adelante, veremos cómo podemos revertir este

proceso y generar al haz vectorial a partir de este haz principal. Esto nos será importante cuando

estudiemos conexiones.

Ejemplo 2.3. (Haz de marcos) Consideremos un haz vectorial π : E → M cuyas fibra tienen

dimensión n y definamos PGL(E) (Este resultará ser un GL(n,R) haz principal) como el conjunto

de los marcos (ei, · · · , en) ∈ ⊕
n
E que forman una base de la fibra en la que viven. La función

proyección π : PGL(E) → M al evaluarse en un cierto marco nos regresa al punto de M sobre

el cual está ”anclado” este. Si p = (e1, · · · , en) ∈ PGL(E) y g ∈ GL(n,R) definamos p • g :=

((gk1 )−1ek, (g
k
2 )−1ek, · · · , (gkn)−1ek). El isomorfismo que requerimos para satisfacer la propiedad 3 de

la definición de haz principal se construye de la siguiente manera:

Consideremos el isomorfismo de haces ΦUi : E|Ui → Ui × Rn. Este isomorfismo identifica a ⊕
n
E con

Ui ⊗ (⊕
n
Rn) y por lo tanto si consideramos la siguiente función

: GL(n,R)→ ⊕
n
Rn ~A1

~A2 · · · ~An

 7→ (A1 · · ·An)

Podemos identificar localmente a PGL(E) con Ui ×GL(n,R).
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Si π : E → M cuenta con una métrica podemos considerar a PO(E), que es por definición la

subvariedad de ⊕
n
E cuyos elementos son las n-adas (e1, · · · , en) que forman una base ortonormal de

la fibra sobre la cual viven. Debido a que E cuenta con una métrica podemos construir trivializaciones

locales isométricas

ΦUi : EUi → Ui × Rn

y por lo tanto, si pensamos a O(n) como el subconjunto de ⊕
n
Rn cuyos elementos son n-adas de

vectores que forman una base ortonormal de Rn entonces , podemos identificar a PO(E)|Ui con Ui ×
O(n). Si E es orientable podemos construir un SO(n) haz principal cuyos elementos son simplemente,

los marcos que forman una base ortonormal orientada de la fibra en la cual viven.

Ejemplo 2.4. (Fibración de Hopf) Pensemos a S3 como {(z1, z2) ∈ C2 : |z1|2 + |z2|2 = 1}. Como

veremos a continuación S3 es un U(1) haz principal sobre S2

Paso 1: Definamos
• : S3 × U(1)→ S3

((z1, z2), eiθ)→ (z1e
iθ, z2e

iθ)

Claramente • satisface los axiomas de acción y está bien definida, ya que |z1e
iθ|2 + |z2e

iθ|2 =

|z1|2|eiθ|2 + |z2|2|eiθ|2 = |z1|2 + |z2|2.

Paso 2:

Definamos π : S3 → CP 1 ∼= S2 como la restricción a S3 de la función

[ ] : C2 → CP 1

(z1, z2)→ [z1, z2]

y notemos que claramente esta satisface el inciso 3 de definición de haz principal.

Para demostrar el inciso 4 necesitaremos un teorema (técnicamente lo que necesitamos es el proce-

dimiento que usaremos en su demostración.) Este implica que, a diferencia de los haces vectoriales,

en los haces principales las secciones son ”raras”.

Teorema 2.1. Un haz principal π : P →M es trivial si y sólo si existe una sección s : M → P

Demostración. ⇒
Supongamos que P es trivial y consideremos el isomorfismo de haces ν : M ×G→ P . Definamos a

s : M → P como s(m) := ν(m, e). Usando el siguiente diagrama (el cual es conmutativo debido a la

definición de haz principal) podemos concluir que s es una sección.

P M ×G

M

π
π1

V

⇐
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Supongamos que tenemos una sección s : M → P , esto implica que podemos escribir a cualquier

p ∈ P como s(π(p)) • ĝp donde ĝp ∈ G.

Definamos
χ̂ : P →M ×G

p→ (π(p), ĝp)

y notemos que ĝp•g = ĝpg y por lo tanto χ̂ : (p • g) = (π(p • g), ĝpg) = (π(p), ĝp) · g donde · es la

acción canónica derecha de G en M ×G. Esto demuestra que χ̂ es un morfismo de haces principales

y debido a que la acción · es libre, usando el lema 2.1 podemos concluir que χ es un isomorfismo.

�

Regresando a la fibración de Hopf, consideremos las siguientes dos funciones:

s1 : S2 − {∞} ∼= C→ S3

z ∼= [z, 1]→ 1√
1 + |z|2

(z, 1)

s2 : S2 − {0} ∼= C→ S3

z ∼= [z, 1]→ s1(
1

z
) =

1√
1 + | 1z |2

(
1

z
, 1)

s1 es una sección ya que [(
√

1 + |z|2)z,
√

1 + |z|2] = [z, 1] y de forma análoga se puede ver que s2

también lo es. Notando que tanto π−1[S2 − {∞}] como π−1[S2 − {0}] son subconjuntos abiertos de

S3 (y por lo tanto subvariedades suaves), usando la misma idea que en la demostración anterior,

podemos construir funciones:

χ̂1 : π−1[S2 − {∞}]→ (S2 − {∞})× U(1)

χ̂2 : π−1[S2 − {0}]→ (S2 − {0})× U(1)

y por lo tanto hemos demostrado que se satisface el inciso 4.

Teorema 2.2. Si G es un grupo de Lie y H un subgrupo cerrado, entonces G/H tiene estructura

de variedad suave de dimensión dim(G)− dim(H). Más aún, G es un H haz principal sobre G/H.

La función proyección está dada por

π : G→ G/H

g → [g]

37



Aunque no demostraremos este teorema, esbozaremos brevemente una cierta parte de la idea. Sea

V una subvariedad de G que:

1. Pasa por la identidad de G

2. Es transversal a H

3. Es de dimensión complementaria a H

La idea central se da si V es lo suficientemente ”pequeña”. Entonces cualquier clase lateral ”evita” a

V o la intersecta en un único elemento. (Ver dibujo). Para poder demostrar lo anterior es importante

que H sea cerrado. Si una cierta clase lateral intersecta a V , entonces dicha clase es de la forma

gH para alguna g ∈ V y por lo tanto los puntos de G/H ”cerca” de eH están en correspondencia

uno a uno con los puntos de V . A partir de esto se puede demostrar que localmente G/H es una

subvariedad de dimensión dim(G)− dim(H).

2.1. Pullback de haces principales

Si f : M → N es una función suave, G es un grupo de Lie y π : P → N es un G haz principal,

entonces podemos definir un G haz principal sobre M (llamado el pullback de P bajo f) de la

siguiente manera: Definamos f∗P como el subconjunto de M × P cuyos elementos son parejas

(m, p), tales que f(m) = π(p). Para poder ver que f∗P es en efecto un haz principal definamos

•̂ : f∗P ×G→ f∗P

((m, p), g)→ (m, p • g)

donde • es la acción de G en p. La suavidad de •̂ se sigue de la suavidad de •.
La función proyección π̂ : f∗P →M está definida como π̂(m, p) := m ∀p ∈ P,m ∈M . Esta función

es claramente suprayectiva y para toda p̂ ∈ f∗P π(p•̂g) = π(p̂) y por lo tanto se satisface el inciso
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3 de la definición de haz principal.

Para el inciso 4 consideremos una vecindad abierta V alrededor de f(x) ∈ N asociada a una trivia-

lización local

ΦV : P |G → V ×G

y definamos a ΨV : P |V → G como π2 ◦ Φ donde π2 es la proyección de U ×G en G. Definamos U

como f−1(V ) y consideremos la función

Φ̃V : (f∗P )|U → U ×G

(m, p)→ (m,ΨV (p))

que Φ̃V sea equivariante se sigue de su definición. Por lo tanto, f∗P satisface el inciso 4 y es un

G haz principal. Anteriormente, vimos cómo dado un haz vectorial podemos construir su haz de

marcos el cual resulta ser un haz principal.

En la siguiente sección veremos cómo a partir de un G haz principal y una acción izquierda de G en

un espacio vectorial, podemos construir un haz vectorial.

2.2. Haces asociados

Definición 2.4. Si π : P → M es un G haz principal, F una variedad suave y • : G × F → F es

una acción izquierda suave, definimos

PF := P × F/ ∼G

donde (p, f) ∼G (p′, f ′) ⇐⇒ ∃g ∈ G tal que

p′ = p • g

f ′ = g−1 • f

Dicho de otra forma, los elementos de PF son las clases de equivalencia [p, f ] asociadas a la relación

de equivalencia ∼G.

Teorema 2.3. PF es un haz fibrado sobre M .

Demostración. Definamos π̂ : PF −→ M como π̂([p, f ]) := π(p) y notemos que este mapeo está

bien definido. Si m ∈M entonces podemos tomar una vecindad Uα alrededor de x en la cual podemos

identificar a π−1(Uα) con Uα×G. Bajo esta identificación la acción de G en π−1(Uα)×F está dada

por

(x, g, f) 7→ (x, gh, h−1 • f) ∀h ∈ G

Esto nos permite identificar a v := [x, g, f ] ∈ PF con [x, gg−1, g • f ] = [x, e, g • f ], usando esto

definamos ΨUα : π−1(Uα)×F/ ∼ G −→ Uα×F como ΨUα(v) := (x, g•f). La estructura de variedad

diferencial en PF se obtiene al requerir que para toda α ΨUα : π−1(Uα)×F/ ∼ G −→ Uα×F sea un

difeomorfismo. Si Uβ es otra vecindad que contiene a x y en la cual P se trivializa entonces en esta
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vecindad podemos representar a v como v = [x, gαβg, f ] donde gαβ es el mapeo de transición de P

entre π−1(Uα) y π−1(Uβ) . Esto implica que ΨUβ (v) = (x, (gαβ) • g • f) y en consecuencia tenemos

que

PF ∼=
⊔
α

Uα × F/ ∼

donde (m, f) ∈ Uα × F ∼ (m
′
, f
′
) ∈ Uβ × F si y sólo si m

′
= m y f

′
= gαβ(m) • f . En la mayoŕıa

de los ejemplos que usaremos F será un espacio vectorial, en este caso PF será un haz vectorial

(siempre y cuando los mapeos de transición gαβ actúen en F como transformaciones lineales), cuyas

funciones de transición están dadas por gαβ•, esto se deduce de inmediato a partir de la formula

anterior, la definición de cociclos de un haz vectorial y la definición de ∼. �

Observación 2.2. La idea de la definición de un haz asociado es que para determinar a un cierto

elemento e de un haz vectorial E requerimos especificar un marco p sobre este y el vector coordenado

f en este marco. La relación de equivalencia que usamos para definir un haz asociado nos dice cómo

cambia la elección del vector coordenado f al cambiar la elección de marco p.

Observación 2.3. Si F es un espacio vectorial, una representación ρ : G −→ GL(F ) se puede pensar

como una acción izquierda • : G × F −→ F y por lo tanto en ciertas ocasiones cuando queramos

definir un haz asociado Pf definiremos a este como el conjunto de clases de equivalencia de la forma

[p, f ] donde [p, f ] ∼G [p
′
, f
′
] si y sólo existe g ∈ G tal que p

′
= p • g y f

′
= ρ(g−1)f . Cuando usemos

esta notación escribiremos a PF como P ×ρF . Usando esta notación podemos expresar las funciones

de transición de P ×ρ G como ρ(gαβ) donde {gαβ} es el conjunto de funciones de transición de P .

Observación 2.4. En los ejemplos que usaremos la acción derecha de G en P estará dada por una

acción izquierda de G−1 en P . Es decir si p ∈ P y g ∈ G entonces p•g = g−1•̂p donde •̂ : G×P −→ P

es una acción izquierda. En este caso podemos definir a PF como

PF := P × F/ ∼G

donde (p, f) ∼G (p′, f ′) ⇐⇒ ∃g ∈ G tal que

p′ = p • g = g−1•̂p

f ′ = g • f

La demostración de que en efecto PF es un haz fibrado es completamente análoga a la demostración

anterior.

Ejemplo 2.5. Sea π : F →M un haz vectorial. Consideremos el haz de marcos PGL(E) y recordemos

que la acción derecha de GL(d,R) sobre PGL(E) está dada por

• : PGL(E) ×GL(d,R)→ PGL(E)

(p, g) −→ ((gk1 )−1ek, (g
k
2 )−1ek, · · · (gkn)−1ek)
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Definamos F como Rd y la acción izquierda • que requerimos como

• : F ×GL(d,R)→ PGL(E)

(f, g)→ gijf
j

Una vez dicho la anterior podemos considerar el haz PF que se obtiene a partir de dicha información.

A este haz lo llamaremos EP (E) y el siguiente teorema nos dice que es isomorfo a E.

Teorema 2.4. La función de haces vectoriales

ν : EP (E) → E

[e, f ]→ fαeα

está bien definida y es un isomorfismo.

Demostración. Esto se obtiene de inmediato notando que esta función está bien definida, usando

el teorema 2.3 y comparando los mapeos de transición de estos 2 haces. �

Ejemplo 2.6. (Productos tensoriales del haz tangente) Sea M una variedad suave de dimensión

n, E su haz tangente y F = (Rd, · · · ,Rd︸ ︷︷ ︸
p veces

) × ((Rd)∗, · · · , (Rd)∗︸ ︷︷ ︸
q veces

). Definimos la acción izquierda:

•F ×GL(d,R)→ F como

(g • f)
i1,···ip
j1,...jq

:= f
ĩ1,···̃ip
j̃1,...j̃q

gi1
ĩ1
· · · gip

ĩp
(g−1)j̃1j1 · · · (g

−1)
j̃q
jq

El haz vectorial que se obtiene a partir de esta representación es isomorfo a TM ⊗ · · · ⊗ TM︸ ︷︷ ︸
p veces

⊗

T ∗M ⊗ · · · ⊗ T ∗M︸ ︷︷ ︸
q veces

y el isomorfismo está dado por

ν : PGL(M) × F/ ∼g → TM ⊗ · · · ⊗ TM︸ ︷︷ ︸
p veces

⊗ T ∗M ⊗ · · · ⊗ T ∗M︸ ︷︷ ︸
q veces

[(e1, · · · en), (f1, · · · fp, f̃1, · · · f̃q)]→ f i1ei ⊗ f i2e2 · · · ⊗ f ipei ⊗ f̃1
i ẽ
i ⊗ f̃2

i ẽ⊗ · · · ⊗ f̃
q
i ẽ
i

donde {ẽi} es la base dual de {e1}. La demostración de que en efecto esto es un isomorfismo es

parecida a la demostración anterior.

Los dos ejemplos anteriores ilustran que para estudiar a un cierto haz vectorial E, o a productos

tensoriales de este, sólo necesitamos estudiar al haz de marcos PGL(E).

Ejemplo 2.7. (Ad(P ))

Sea π : P −→M un G haz principal, definamos el haz Ad(P ) como

Ad(P ) := P ×ρ Lie(G)

donde ρ es la representación adjunta de G en Lie(G). Si {gαβ} es el conjunto de funciones de

transición de P asociadas a la cubierta abierta {Uα} entonces {Uα} es una cubierta abierta trivia-

lizadora de Ad(P ) y el conjunto de funciones de transición asociadas a esta cubierta está dado por
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{ρ(gαβ)} y por lo tanto

Ad(P ) ∼=
⊔
α

(Uα × F )/ ∼

donde (m, f) ∈ Uα × F ∼ (m′, f ′) ∈ Uβ × F si y sólo si m = m′ y f ′ = (gαβ(m))fg−1
αβ (m). Un caso

de particular importancia para nosotros será el caso en el que nuestro G haz principal π : P → M

es el haz de marcos de un haz vectorial π : E → M . En este caso las secciones de la haz Ad(P ) se

pueden interpretar como secciones del haz vectorial End(E). Esto último se sigue del hecho de que

estos haces son isomorfos ya que tienen una cubierta abierta trivializadora en común (inducida por

una cubierta trivializadora de E) y las mismas funciones de transición. En coordenadas locales el

isomorfismo que existe entre End(E) y Ad(P ) consiste en asociar a una matriz la transformación

lineal canónica que ésta induce. La forma en la que se transforman una sección de Ad(P ) bajo un

cambio de coordenadas es precisamente la forma en la que se transforma la matriz asociada a una

transformación lineal bajo este cambio de coordenadas.

Ejemplo 2.8. (Ad(P )) Sea π : P −→M un G haz principal, definamos el haz Ad(P ) como

Ad(P ) := P ×Ad G

donde Ad : G×G −→ G es la acción izquierda definida por

Ad(g, h) := (Cg)(h) = ghg−1 ∀g, h ∈ G

Si Uα es una vecindad en la cual P se trivializa entonces en esta vecindad podemos representar a cual-

quier sección de Ad(P ) como una función fα : Uα −→ G. Si Uβ es otra vecindad en la que P se trivia-

liza tal que Uα∩Uβ 6= ∅ entonces para toda m ∈ Uα∩Uβ se tiene que fβ(m) = gαβ(m)fα(m)g−1
αβ (m).

Como veremos más adelante esta es precisamente la forma en la que se transforman las transforma-

ciones gauge y por lo tanto una transformación gauge de P en P no es más que una sección del haz

Ad(P ).

42



Caṕıtulo 3

Conexiones

En este caṕıtulo definiremos una conexión como una cierta estructura adicional que se le da a un

haz principal π : P −→ M . Esta nos permitirá definir la idea de transporte paralelo en P (el cual

nos dice como identificar fibras cercanas) y en cualquier haz asociado a P . Si este haz asociado

resulta ser un haz vectorial entonces la idea de transporte paralelo nos ayudara a definir la derivada

covariante de una sección de E. Nuestro objetivo principal es introducir el material necesario para

poder formular la ecuación de Dirac en un espacio tiempo curvo M , para hacer esto tendremos que

poder derivar covariantemente a un campo de espinores de Dirac.

Observación 3.1. En la geometŕıa Riemanniana no se suele distinguir mucho entre las ideas de co-

nexión, transporte paralelo y derivada covariante. Sin embargo hay que recordar que en la definición

que nosotros usaremos tenemos una jerarqúıa descendente de generalidad entre estos conceptos.

3.1. Conexiones en haces principales

Definición 3.1. Sea π : P −→M un G haz principal y p ∈ P . Definamos el sub-espacio vertical en

p VpP como VpP := ker(π∗)p.

Definición 3.2. Sea A ∈ Lie(G)). Definamos el campo vectorial XA ∈ C∞(P, TP ) como XA
p :=

(p • exp(tA))
′
(0).

Lema 3.1. Para todo p ∈ P , se tiene que XA
p ∈ VpP .

Demostración. Consideremos la curva γ : [0, 1] −→ P definida por γ(t) = p•exp(tA). Claramente,

γ′(0) = XA
p , ahora, π (γ(t)) = π (γ(0)), ya que esta curva vive en una fibra y por lo tanto π∗(X

A
p ) = 0

y esto implica que XA
p ∈ VpP . �

Teorema 3.1. La función

ip : TeG −→ VpP ⊆ TpP
A 7−→ XA

p

es un isomorfismo de espacios vectoriales.
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Demostración. Esta función es lineal ya que es el diferencial de Bp en la identidad del grupo, donde

Bp(g) := pg. Para ver que es inyectiva consideremos A ∈ Ker(ip), por lo tanto la curva p • exp(tA)

es constante por lo que A = 0. Es decir, ip es inyectiva. Ahora, dim(P ) = dim(M) + dim(G) como

variedades diferenciales y

dim(Ker(πp)∗) + dim(Im(πp)∗) = dim(TpP )

debido a el teorema de la dimensión, es decir, dim(VpP )+dim(M) = dim(TpP ) pues π es sumersión

y aśı se tiene que

dim(G) = dim(TeG) = dim(VpP )

y por lo tanto ip es un isomorfismo. �

La idea de una conexión es elegir cómo conectar los puntos de fibras cercanas, esto nos ayudará para

poder definir la idea de transporte paralelo y finalmente la idea de derivada covariante.

Definición 3.3. Una conexión en un haz principal es una asignación para toda p ∈ P de un

subespacio HpP de TpP que satisface que

1. HpP ⊕ VpP = TpP

2. (Rg)∗(HpP ) = Hp•g

Observación 3.2. Una conexión en un haz principal P nos permite separar a cualquier campo

vectorial X ∈ C∞(M,TP ) de la siguiente manera.

Xp = hor(Xp) + ver(Xp) ∈ HpP ⊕ VpP

Lo siguiente que veremos es cómo la elección del espacio horizontal HpP se encuentra conveniente-

mente codificada en la 1-forma
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ωp : TpP −→ TeG

Xp 7−→ ωp(Xp) := i−1
p (ver(Xp))

.

Lema 3.2. HpP = Ker(ωp).

Demostración. Sea Xp ∈ Ker(ωp), entonces ωp(Xp) = 0, es decir, i−1
p (ver(Xp)) = 0, pero ip es

un isomorfismo entre TeG y VpP y por lo tanto i−1
p es un isomorfismo, aśı ver(Xp) = 0, es decir,

Xp ∈ HpP . Por otro lado, si Xp ∈ HpP , entonces ver(Xp) = 0 por lo que Xp ∈ Ker(ωp). �

Teorema 3.2. La 1-forma ω satisface las siguientes propiedades

1. ω(XA
p ) = A

2. ((Rg)∗ω)p (Xp) = (Adg−1)∗ (ωp(Xp))

Demostración.

1. ωp(X
A
p ) = i−1

p (verXA
p ) = i−1

p (XA
p ) = A, ya que XA

p ∈ VpP . �

2. Claramente, estas dos funciones son lineales y se anulan en cualquier vector horizontal, ya

que la distribución horizontal H es equivariante. Por lo tanto, basta probar la igualdad para

elementos de TP de la forma XA.

((Rg)
∗ω)(XA

p )

= ω((Rg)∗X
A
p )

= ω((p · exp(At) · g)′(0))

= ω((pgg−1 · exp(At) · g)′(0))

= ω(pg(exp((Adg−1)∗A))′(0)

= ω(X
(Adg−1 )∗A
p·g ) = (Adg−1)∗A

�

�

Ahora veremos cómo si partimos de una uno forma ω que satisface las condiciones del teorema

anterior entonces podemos generar una conexión en P .

Lema 3.3. Si definimos Hp := Ker(ωp) donde ω es una uno-forma que satisface las condiciones del

teorema anterior entonces

(Rg)∗Hp = Hp•g

Demostración. Consideremos X ∈ Hp y notemos que

ω((Rg)∗X) = (Rg)∗ω(X) = Ad−1
g ω(X)

y por lo tanto (Rg)∗X ∈ Ker(Hp•g). Debido a que (Rg)∗ es lineal e invertible, cualquier elemento

de Hp•g es de la forma (Rg)∗X donde X ∈ Hp y esto termina la demostración. �

Lema 3.4. Ker(ωp)⊕ VpP = TpP ∀p ∈ P
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Demostración. Empecemos por recordar que para toda p ∈ P ker(ωp) = Hp y que dim(VpP ) =

dim(G) = dim(Lie(G)) = dim(im(ωp)). Usando el teorema de la dimensión obtenemos que dim(ker(ωp))+

dim(im(ωp)) = dim(Hp) + dim(VpP ) = dim(TpP ) = dim(P ). Utilizando esto último y el hecho de

que Hp ∩ VpP = ∅ podemos concluir que Hp ⊕ VpP = TpP . �

Los dos lemas anteriores tienen como consecuencia el siguiente resultado.

Teorema 3.3. Sea P un G haz principal. Una conexión en P está dada por una uno-forma ω con

valores en Lie(G) que satisface las condiciones del teorema 3.2.

Ejemplo 3.1. Supongamos que P es un G haz principal de la forma P = U × G donde G es un

grupo lineal y consideremos la uno forma de Maurer-Cartan

ω = g−1dg

Usando la definición de la uno-forma de Maurer-Cartan y el teorema anterior es que claro que ω

define una conexión en P .

3.2. Formas horizontales y formas básicas

Definición 3.4. Sea π : P → M un G haz principal y V un espacio vectorial. Decimos que una

k-forma α ∈ C∞(P,∧kT ∗P ⊗ V ) es horizontal, si para cualesquiera campos vectoriales X1 · · · , Xk

en P tenemos que:

α(X1, · · · , Xk) = α(hor(X1), · · · , hor(Xk))

En el caso en el que V admita una representación ρ : G→ GL(V ) podemos definir una forma básica

como:

Definición 3.5. Si α ∈ C∞(P,∧kT ∗P ⊗ V ) es una forma horizontal, decimos que α es básica si

∀g ∈ G:

(Rg)∗α = ρ(g−1) ◦ α

Definición 3.6. Al conjunto de k-formas básicas en P con valores en V lo escribiremos como

C∞G (P,∧kT ∗P ⊗ V ).

Como veremos a continuación, existe una biyección entre formas básicas en P con valores en V y

formas en M con valores en el haz asociado P ×ρ V .

Supongamos que θ es un elemento de C∞G (P,∧kT ∗P⊗V ) y que U = {Uα}α∈I es una cubierta abierta

en la cual P se trivializa. Definamos θα := (sα)∗(θ). Para cualquier Uβ ∈ U tal que Uα ∩ Uβ 6= ∅
tenemos que ∀m ∈ Uα ∩ Uβ y ∀ X1, · · · , Xk ∈ TmM :

θβ(X1, · · · , Xk) = θ((sβ)∗(X1, · · · , Xk))

= θ((gβα)∗((sα)∗(X1, · · · , Xk)))

= ρ((gβα)−1)θ((sα)∗(X1, · · · , Xk))

= ρ((gβα)−1)θα(X1, · · · , Xk)
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Por lo tanto, {θα}α∈I se transforma de la forma requerida para poder definir una k-forma con valores

en P ×ρ V .

Por el contrario, supongamos que tenemos un elemento θ de C∞(M,∧kT ∗M ⊗ (P ×ρ V )) y re-

presentemos a θ mediante un conjunto de 1-formas θα ∈ C∞(Uα,∧kT ∗Uα ⊗ V ). En π−1(Uα), es-

cribamos a la trivialización local φα : (Uα) → Uα × G como φα(p) = (π(p), gα(p)) y definamos

θ̂α ∈ C∞G (π−1(Uα),∧kT ∗(π−1(Uα))⊗ V ) como:

θ̂α(Xp) = ρ(g−1
α (p))θα(π∗Xp)

donde Xp := ((X1)p, (X2)p, · · · , (Xk)p). Claramente θ̂α es horizontal por construcción. Para ver que

θ̂α es básica notemos que:

1. ∀g ∈ G π = π ◦Rg por lo tanto π∗((Rg)∗Xp) = (π ◦Rg)∗Xp = π∗Xp

2. g−1
α (p · g) = (gα(p) · g)−1 = g−1g−1

α (p)

Esto implica que ((Rg)∗θ̂α)(Xp) = θ̂α((Rg)∗(Xp)) = ρ(g−1
α (p·q))θα(π∗Xp) = ρ(g−1g−1

α (p))θα(π∗Xp) =

ρ(g−1)ρ(g−1
α (p))θα(π∗Xp) = ρ(g−1)θ̂α(Xp) y por lo tanto, θ̂α es básica. Si Uβ ∈ U tal que Uα∩Uβ 6= ∅

entonces:
θ̂β(Xp) = ρ(g−1

β (p))θβ(π∗(Xp))

= ρ(g−1
β (p))ρ(g−1

βα(π(p)))θα(π∗Xp)

= ρ(g−1
β (p)gβ(p)g−1

α (p))θα(π∗Xp)

= ρ(g−1
α (p))θα(π∗(Xp))

= θ̂α(Xp)

Debido a esto tenemos que el conjunto de los θ̂α se ’pega’ consistentemente y define una k-forma

básica θ̂ en P . Básicamente por construcción, estos dos procesos son inversos el uno del otro, es decir

θ = θ̂. Para demostrar esto sólo es necesario notar que en Uα ×G Xp y Rgα(p)∗π∗(Xp) difieren por

un vector vertical y por lo tanto se tiene que

θ(Xp) = θ(Rgα(p)∗π∗(Xp)) = ρ(g−1
α (p))θα(π∗Xp) = θ̂(Xp)

En resumen, tenemos el siguiente teorema (este será de gran utilidad).

Teorema 3.4. Existe una correspondencia uno a uno entre C∞G (P,∧kT ∗P ⊗ V ) y

C∞(M,∧kT ∗M ⊗ (P ×ρ V ))

Debido a lo anterior, podemos concluir que existe una correspondencia uno a uno entre:

1. C∞(PGL(E),∧kT ∗PGL(E) ⊗ Lie(GL(Rdim(E))) y C∞G (M,∧kT ∗M ⊗ End(E))

2. C∞(PO(E),∧kT ∗PO(E) ⊗ Lie(O(dim(E))) y C∞G (M,∧kT ∗M ⊗ EndO(E))

Donde en (2) estamos suponiendo que E tiene una métrica riemanniana y estamos escribiendo a los

endomorfismos de E que preservan la métrica como EndO(E). Como un corolario de la demostración

del teorema anterior tenemos lo siguiente
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Corolario 3.1. Si θ ∈ C∞G (P,∧kT ∗P ⊗V ) y {Uα} es una cubierta abierta en la cual P se trivializa

entonces en Uα ×G
θ(Xp) = ρ(g−1

α (p))θα(π∗Xp)

donde θα = s∗α(θ).

3.3. El espacio de conexiones

Si tenemos dos conexiones ω, ω′ en un G haz principal π : P → M , la resta de éstas es una forma

horizontal. Si ρ : G → Lie(G) es la representación adjunta, es fácil ver (usando la definición de

conexión del teorema 3.2) que ω− ω′ es una forma básica. Esto implica que si fijamos una conexión

ω entonces cualquier otra conexión ω′ se puede representar mediante ω−ω′ ∈ C∞G (P, T ∗P⊗Lie(G)).

Por el contrario, si θ ∈ C∞G (P, T ∗P ⊗ Lie(G)) entonces claramente ω + θ satisface las condiciones

requeridas para definir una conexión en P . En resumen tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.5. El espacio de conexiones de un G haz principal π : P → M es un espacio af́ın

modelado por C∞G (P, T ∗P ⊗ Lie(G)) ∼= C∞(M,T ∗M ⊗Ad(P )).

3.4. Representantes locales de la conexión

Consideremos un G haz principal π : P −→ M una conexión ω en P y una cubierta abierta de M ,

U = {Uα}α∈I en la cual P se trivializa. Escribamos a estas trivializaciones como Φα : π−1(Uα) →
Uα ×G y consideremos la conexión en Uα ×G dada por (Φ−1

α )∗(ω). Como vimos en el ejemplo 3.1

la forma de Maurer Cartan g−1dg define una conexión en el haz trivial Uα × G y, por lo tanto, la

resta de g−1dg y (Φ−1
α )∗(ω) es una 1-forma horizontal en Uα×G con valores en Lie(G). Analizando

la demostración del teorema 3.4 podemos concluir que existe una 1-forma Aα : TUα → Lie(G) tal

que:

(Φ−1
α )∗(ω)− g−1dg = g−1Aαg

es decir:

((Φ−1
α )∗(ω)− g−1dg)(X,V ) = g−1Aα(X)g

para toda (X,V ) ∈ TmM × TgG.

Utilizando de nuevo el teorema 3.4, notemos que Aα = ŝ∗α((Φ−1
α )∗(ω) − g−1dg). Donde ŝα es la

sección canónica asociada a la trivialización de Uα ×G en Uα. En este caso ŝα es la sección cero, y

debido a que g−1dg es idénticamente 0, cuando se restringe a TUα, podemos concluir que:

Aα = ŝ∗α(Φ−1)∗ω = (Φ−1)∗s∗αω

donde en la última igualdad sα representa a la sección canónica de π−1(Uα) asociada a la trivializa-

ción Φ : π−1(Uα)→ Uα ×G.

Teorema 3.6. Si Uβ ∈ U tal que Uα ∩ Uβ 6= ∅ entonces:

Aα = gαβAβg
−1
αβ − dgαβg

−1
αβ
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Demostración. Sea m ∈ Uα∩Uβ un elemento que vive en la fibra de p y consideremos un elemento

v en TpP tal que (Φα)∗(v) es de la forma (X, 0) ∈ Tm(Uα∩Uβ)×TeG. Con el objetivo de simplificar

la notación, pensemos que (m, e) y (X, 0) son los representantes de p y de v respectivamente, en las

coordenadas dadas por Uα. Consideremos una curva

γα : [0, 1]→ (Uα ∩ Uβ)×G

t→ (q(t), e)

Tal que q̇(0) = X y pensemos a esta curva, como el representante en Uα × G de una curva γ en

π−1(Uα ∩ Uβ). En Uβ ×G, la curva γ se representa como:

γβ : [0, 1]→ (Uα ∩ Uβ)×G

t→ (q(t), gβα(t))

Y por lo tanto, las ’etiquetas’ de v ∈ (TUα × TG) están dadas por (X, g
′

βα(0)) = (X, dgβα(X)) ∈
(TmUβ × Tgβα(m)G). Por lo tanto:

Aα(X) = (Φ−1
α )∗ω(X, 0) = (Φ−1

β )∗ω(X, dgβα(X)) = ω(v)

Esto implica que:

Aα(X) = g−1
βα(m)Aβ(X)gβα(m) + g−1

βαdgβα(X)

= gα(p)g−1
β (p)Aβ(X)gβ(p)g−1

α (p) + g−1
βαdgβα(X)

= gαβ(m)Aβ(X)g−1
αβ (m) + gαβ(m)dg−1

αβ (X)

Por último vemos que:

d(gg−1) = 0 = dgg−1 + gdg−1

y por lo tanto

Aα(X) = gαβ(m)Aβ(X)g−1
αβ (m)− dgαβ(X)g−1

αβ (m)

�

Por el contrario, si tenemos un conjunto de uno formas (Aα)α∈I : Uα → Lie(G) que se transforma

de la forma dada por el teorema anterior y definimos ωα : TUα × TG→ Lie(G) como :

ωα(X,V ) := g−1Aα(X)g + (g−1dg)(V ) ∀(X,V ) ∈ TmUα × TgG

Entonces, las 1-formas, ωα se pegan consistentemente y definen una uno forma ω en P . Para

demostrar esto empecemos por considerar una curva γα(t) = (qα(t), hα(t)) en Uα × G tal que

(X,V ) = (q
′

α(0), h
′

α(0)). Si pensamos a γα como el representante en Uα × G de una curva γ en

π−1(Uα ∩ Uβ) entonces en Uβ × G esta curva se representa como γβ(t) = (q(t), gβα(t)hα(t)). Esto

implica que en Uβ ×G podemos representar a γ
′
(0) con las etiquetas:

γ
′

β(0) = (X, gβα(m)V + dgαβ(X)hα(0)) = (X, gβα(m)V + dgαβ(X)g) ∈ TmUα × Tgαβ .gG
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Debido a esto, hay que demostrar que ωα(X,V ) = ωβ(X, gβα(m)V + dgαβ(X)g).

ωα(X,V ) = g−1Aα(X)g + (g−1dg)(V )

= g−1(gαβ(m)Aβ(X)g−1
αβ (m) + g−1

βαdgβα(X))g + (g−1dg)(V )

= (gβαg)−1Aβ(X)(gβαg) + g−1(g−1
βαdgβα(X))g + (g−1dg)(V )

= (gβαg)−1Aβ(X)(gβαg) + g−1(g−1
βαdgβα(X))g + (g−1dg)(gαβ(m)V )

= (gβαg)−1Aβ(X)(gβαg) + (g−1dg)(gβα(m)V + dgαβ(X)g)

= ωβ(X, gβα(m)V + dgαβ(X)g)

Es fácil ver que la uno forma ω satisface las condiciones del teorema 3.2 y por lo tanto define una

conexión en P . En resumen tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.7. Sea P un G haz principal. Una conexión en P está dada por un conjunto de uno

formas Aα que se transforman de la forma dada por el teorema 3.6. A las formas Aα las llamaremos

representantes locales de la conexión.

Ejemplo 3.2. Consideremos una variedad suave M y el haz de marcos PGL(M) asociado a esta.

Sea (U, {xi = (ϕi : U → R)i=1,··· ,dim(M}) un sistema de coordenadas locales de M . Esto induce una

trivialización local del haz de marcos PGL(M), la sección (local) canónica asociada a esta trivialización

está dada por:

s(m) := ((
∂

∂x1
)m . . . (

∂

∂xdim(M)
)m)∀m ∈M

La uno-forma A toma valores en Lie(GL(dim(M),R)) y por lo tanto podemos definir

Aiµj := (Aµ)ij = A(
∂

∂xµ
)ij

Supongamos que tenemos un segundo sistema de coordenadas locales (U ′, {x′i = (ϕ′i : U ′ →
R)i=1,··· ,dim(M}) tal que U ∩ U ′ 6= ∅ entonces para toda x ∈ U ∩ U ′ tenemos que

A′ = g−1Ag + g−1dg

En este caso g es el jacobiano del cambio de coordenadas s y por lo tanto

gµν = Jνmu :=
∂x′ν

∂xµ

Esto implica que

A′µ := (s′∗ω)(∂µ′) =

(J−1AJ + JdJ−1)(∂µ′) =

(J−1AJ)(∂µ′) + JdJ−1(∂µ′) =

(J−1AJ)((J−1)αµ(J−1AJ∂α) + J∂µ′(J
−1) =

= (J−1α
µ )(J−1AαJ) + J∂µ′(J−1)

insertando los ı́ndices correspondientes obtenemos

A′εµν =
∂x′ε

∂xχ
∂xα

∂x′µ
∂xρ

∂x′δ
Aχαρ +

∂x′ε

∂xα
∂2xλ

∂x′µ∂x′δ
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Esta es precisamente la forma en la que se transforman los śımbolos de Christoffel para una conexión

af́ın en el haz tangente. Esta relación será más clara más adelante.

Una de las ventajas de pensar a una conexión mediante sus representantes locales Aα es que la

distribución horizontal Hω toma la siguiente forma en Uα ×G:

(Φ−1
α )∗Hω|(m,g) = {X,−g−1(g−1Aα(X)g)|X ∈ TmUα}

Esto se demuestra de inmediato, al notar que todo punto de este conjunto está en el kernel de

(Φ−1
α )∗(ω) y que (Φ−1

α )∗Hω|(m,g) es un subespacio vectorial de TmUα × TgG de la misma dimensión

que M .

3.5. Levantamientos horizontales y transporte paralelo

Definición 3.7. Una curva γ : [0, 1] → P es horizontal con respecto a una cierta conexión ω si

∀t ∈ [0, 1] γ′(t) ∈ Hγ(t).

Definición 3.8. Si π : P → M es un G haz principal y q(t) es una curva en M , decimos que γ(t)

es un levantamiento de q(t) si para toda t π ◦ γ(t) = q(t). Si, además, γ(t) es horizontal decimos que

γ(t) es un levantamiento horizontal.

Supongamos que q : [0, 1]→ Uα ⊂M es una curva suave en M y que sα : U → P es la sección local

canónica asociada a una trivialización local Φ−1
α : Uα ×G→ P . Definamos γ(t) como

γ[0, 1]→ P

t→ s(q(t))
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y consideremos la siguiente pregunta ¿Cómo podemos modificar a γ(t) de tal forma que ésta se

vuelva horizontal? Algo que podemos hacer es tratar de ver en cuánto difiere γ de un hipotético

levantamiento horizontal γ̂(t) tal que γ̂(0) = p. Es decir, encontrar una curva g : [0, 1]→ G tal que

γ̂(t) = γ(t) · g(t). Para poder encontrar g(t) usemos que

ω(γ̂(t)) = 0

Si utilizamos Φα para escribir esta ecuación en coordenadas locales, obtenemos

((Φ−1
α )∗ω)q(t),g(t)(q

′(t), g′(t)) = 0

Como vimos anteriormente ( ˙q(t), ˙g(t)) es horizontal, si y sólo si es de la forma:

(x,−g(t)(g(t)−1Aα(x)g(t))

y por lo tanto ( ˙q(t), ˙g(t)) es horizontal si y sólo si:

ġ(t) = −g(t)(g(t)−1Aα(q̇(t))g(t) (3.1)

Extendiendo a q̇(t) a un campo vectorial definido en todo Uα y utilizando el teorema fundamental

de campos vectoriales, podemos concluir que existe una única solución a esta ecuación diferencial.

En resumen, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.8. Si π : P →M es un G haz principal equipado con una conexión y q : [0, 1]→M es

una curva suave tal que q(0) = m, entonces para cualquier p ∈ P |m existe un único levantamiento

horizontal q̂ : [0, 1]→ P con la propiedad de que q̂(0) = p.

Debido al teorema anterior tenemos que al variar dentro de la fibra, la condición inicial p ∈ P |m
obtenemos un mapeo

τ : P |m → P |q(t)
p→ γ̂(t)

A este mapeo le llamaremos transporte paralelo a lo largo de la curva q : [0, 1]→M

Teorema 3.9. Para cualquier curva, q : [0, 1] → M transportar paralelamente a lo largo de ésta

conmuta con la acción de G en P

Demostración. Si γ̂ : [0, 1] → P es el levantamiento horizontal de q : [0, 1] → P tal que γ̂(0) = p,

entonces γ̂ · g es el levantamiento de q con la propiedad de que (γ̂ · g)(0) = p · g(0), (Rg) ◦ γ̂ es

horizontal ya que (γ̂ · g)′(t) = (Rg)∗(γ̂
′(t)) y debido a que Rg preserva los subespacios horizontales

podemos concluir que (Rg)∗(γ̂
′(t)) ∈ Hγ̂(t)·g. Por lo tanto, (Rg)◦ γ̂ es el levantamiento horizontal de

q con condición inicial γ̂(0) · g = p · g. Esto implica que τt · g = (Rg) ◦ τt y esto es lo que buscábamos

demostrar. �

Debido a que G actúa libre y transitivamente en todas las fibras, tenemos el siguiente corolario:
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Corolario 3.2. Si t es lo suficientemente pequeño, entonces

τt : P |m → P |q(t)

es un función invertible. A esta función le llamaremos transporte paralelo.

Observación 3.3. Los 2 resultados anteriores ejemplifican porque requerimos que (Rg)∗Hp = Hp·g.

Ya que como veremos más adelante, que τt sea invertible será fundamental para poder definir la idea

de derivada covariante en haces vectoriales.

3.5.1. Levantamiento horizontal en haces asociados

La idea de levantamiento horizontal en un haz principal induce naturalmente una idea de levanta-

miento horizontal en cualquier haz asociado a este. Consideremos un G haz principal π : G→M y

un haz vectorial π̂ : E →M de la forma P ×ρ V donde ρ : G→ GL(V ) es una representación de G

en V .

Consideremos una curva q : [0, 1] → Uα ⊂ M donde Uα es una vecindad abierta en la cual el P y

por lo tanto E, se trivializan. Sea [p, v]ρ cualquier elemento en π−1(q(0)) y definamos

γ̂E : [0, 1]→ E

t→ [γ̂, v]ρ

Donde γ̂ : [0, 1]→ π−1(Uα) ⊂ P es el levantamiento horizontal de q con condición inicial γ̂(0) = p.

Definición 3.9. A γ̂E : [0, 1] → π−1
E (Uα) le llamaremos el levantamiento horizontal de q en E con

condición inicial γ̂E(0) = [p, v]ρ.

Observación 3.4. Recordemos la interpretación de un elemento de un haz asociado como ’una

pareja de una base y unas coordenadas’. Luego, notemos que la definición de levantamiento hori-

zontal en un haz asociado nos dice que un ’movimiento’ en éste es horizontal, si la base se ’mueve’

horizontalmente y las coordenadas permanecen fijas.

Al igual que en el caso de haces principales, podemos definir transporte paralelo a lo largo de una

curva q : [0, 1]→ Uα ⊂M de la siguiente manera

τt : π−1
E (q(0))→ π−1

E (q(t))

[p, v]ρ → γ̂E(t)

Observación 3.5. Claramente, transportar paralelamente (tanto en haces principales como en

asociados) depende de la elección de q : [0, 1] → M . Sin embargo, es fácil convencerse de que no

depende de la parametrización de dicha curva.

3.6. Derivada covariante en haces vectoriales inducida por

una conexión en su haz de marcos

Ahora estamos listos para poder derivar secciones de un haz vectorial a lo largo de una curva.
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Definición 3.10. Si E es un haz vectorial de la forma E = P ×ρ V donde P , es un G haz principal,

σ : U ⊂ M → π−1
E (U) una sección local de E y q : [0, 1]→ U una curva suave con condición inicial

q(0) = x0. Definamos la derivada covariante σ a lo largo de q en el tiempo t = 0 como

∇qσ := ĺım
t→0

(
τ−1
t σ(q(t))− σ(x0)

t
) ∈ π−1

E (x0)

Para poder calcular ∇qσ supongamos que P y E se trivializan en U e introduzcamos coordenadas

locales
ΦE : π−1(U)→ U × V

[p, v]ρ → (πE(p), h([p, v]ρ))

Sea γ̂(t) = q(t) ·g(t) el levantamiento horizontal de q en P con condición inicial γ̂(0) = sU (q(0)) =: p

donde sU es la sección canónica asociada a la trivialización de P en U . Notemos que si [p, v]ρ ∈
π−1(x0) entonces el levantamiento horizontal γ̂E con condición inicial γ̂E(0) = [p, v]ρ está dado por

γ̂E(t) = [sU (q(t)) · g(t), v]ρ = [sU (q(t)), ρ(g−1(t))(v)]ρ

Por lo tanto, en las coordenadas locales dadas por ΦE , la curva γ̂E : [0, 1]→ π−1(U) toma la forma

Φ ◦ γ̂E : [0, 1]→ U × V

t→ (q(t), ρ(g−1(t))v)

donde g : [0, 1] → G satisface la ecuación diferencial dada por la ecuación 3.1. Debido a esto,

transportar paralelamente en estas coordenadas está dado por:

τt : π̂−1(q(0))→ π̂−1(q(t))

(q(0), v) 7→ (q(t), ρ(g−1(t))v)

τ−1
t : π̂−1(q(t))→ π̂−1(q(0))

(q(t), w)→ (q(0), ρ(g(t))w)

donde π̂ es la proyección canónica de U × V a U . Por lo tanto, si σU (t) := h(σ(t)) entonces

ĺım
t→0

(
ΦE(τ−1

t σ(q(t)))− ΦE(σ(q(0)))

t
)

= ĺım
t→0

((q(0), ρ(g(t))σU (q(t))− (q(0), ρ(g(0))σU (q(0)))

t

= ĺım
t→0

(0, ρ(g(t))σU (q(t)− ρ(g(0))σU (q(t)))

t

= (0,
d

dt
(ρ(g(t))σU (q(t)|t=0))

Ignorando al 0 que aparece en la primera entrada obtenemos que en estas coordenadas locales
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podemos escribir a ∇qσ como

∇qσ =
d

dt
(ρ(g(t))σU (q(t)|t=0

= [
d

dt
(ρ(g(t))]|t=0σU (q(t)) + ρ(g(t))

d

dt
σU (q(t)]t=0

= [(ρ∗(
d

dt
(g(t)))σU (q(t)) + ρ(g(t))

d

dt
σU (q(t))]t=0

= [∂µσU (q(0)) + (ρ∗A)µσU (q(t))]
dqµ

dt
|t=0

Para deducir la última igualdad usamos la ecuación diferencial 3.1. En resumen tenemos lo siguiente

Teorema 3.10.

∇qσ = [∂µσU (q(0)) + (ρ∗A)µσU (q(t))]
dqµ

dt
|t=0

Observación 3.6. Claramente, si q1, q2 son dos curvas tales que q1(0) = q2(0) y q
′

1(0) = q
′

2(0).

Entonces (∇q1σ) = (∇q2σ).

Definición 3.11. Sea Xm ∈ TmM y σ : U → E una sección de E. Definamos la derivada covariante

de σ en la dirección de Xm como

∇Xmσ := ∇qσ

donde q es cualquier curva tal que q(0) = m y d
dtq|t=0 = Xm.

Definición 3.12. Sea X un campo vectorial en M y definamos la derivada covariante a lo largo de

X como el operador

∇X : C∞(M,E)→ C∞(M,E)

σ → ∇Xσ

Donde

(∇Xσ)(m) := ∇Xmσ

Teorema 3.11. La derivada covariante satisface las siguientes propiedades

1. ∇X(σ1 + σ2) = ∇Xσ1 +∇Xσ2

2. (∇X+Y )σ = ∇Xσ +∇Y σ

3. ∇X(fσ) = f∇Xσ +X(f)σ (Regla de Leibnitz)

4. (∇fX)σ = f∇Xσ ∀f ∈ C∞(M)

Demostración.

1. Se deduce inmediatamente a partir de la fórmula 3.10, de la linealidad de Aµ y de la linealidad

de ∂µ

2. Se deduce inmediatamente de la fórmula 3.10

3. Se deduce de la definición de ∇X utilizando prácticamente la misma demostración que en el

caso de funciones f : R→ R

4. Se deduce de la fórmula 3.10 y del hecho de que para toda m en M tenemos que (∇fX)σ(m) =

(∇f(X))σm = ∇qσ. Donde q es cualquier curva suave tal que q(0) = m y dq
dt |t=0 = f(m)Xm

55



�

A partir de la fórmula 3.10 se sigue inmediatamente que

∇∂µσU = (∂µσU ) + (ρ∗Aµ)σU

Donde en esta última ecuación estamos utilizando notación de ı́ndices, es decir Aµ := A(∂µ). Debido

a lo anterior podemos concluir que si Xm := Xi
m∂µ ∈ TmU entonces

∇XmσU = Xµ
m∇∂µσU = Xµ

m(∂µσU + (ρ∗Aµ)σU

Si π : E →M es un haz vectorial, entonces E = PGL(E)×ρV donde ρ : GL(V )→ V es la representa-

ción definitoria de GL(V ) (es decir g ∈ GL(V ) actúa sobre un elemento v ∈ V al multiplicar a g con

el vector de coordenadas de v). Si σ : U → E es una sección local suave definida en una vecindad

abierta U ⊂ M y {si : U → E} es la base de secciones canónicas asociada a esta trivialización,

escribamos a σ como σisi. Por lo tanto, σU = σiUei, donde {ei} es la base canónica de V . Usando lo

anterior podemos concluir que ∀m ∈ U y ∀Xm ∈ TmU tenemos que

∇Xmσiu = Xµ
m(∂µσ

i
U +Aiµjσ

j
U )

⇔ ∇Xmσu = Xµ
m(∂µσ

i
U +Aiµjσ

j
U )ei

Debido a la definición de si, podemos concluir que

∇Xmσu = Xµ
m(∂µσ

i
U +Aiµjσ

j
U )si

Observación 3.7. A partir de lo anterior podemos ver que

∇µsj := ∇∂µsj = Aiµjsi

y por lo tanto, podemos ver que A mide cuánto cambia la base al movernos en una cierta dirección,

debido a esto, podemos interpretar el término extra de la derivada covariante como un término que

nos dice cuánto cambian las coordenadas de una sección debido al cambio de la base.

Ejemplo 3.3. Consideremos al haz E(p,q) := (E⊗E⊗, · · · ,⊗E︸ ︷︷ ︸
p veces

) ⊗ (E∗⊗E∗⊗, · · · ,⊗E∗︸ ︷︷ ︸
q veces

). Este haz

es de la forma E(p,q) = PGL(E) ×ρ ((V×V×, · · · × V︸ ︷︷ ︸
p veces

)× (V ∗×V ∗×, · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
q veces

)) donde

(ρ(g))(v1, · · · , vp, v∗1 , · · · , v∗q ) = (g(v1), · · · , g(vp), g
−1(v∗1), · · · , g−1(v∗q ))

Sea U ⊂ M una vecindad abierta e la cual E(p,q) se trivializa. Si m ∈ U y σ : U → E(p,q) es una

sección entonces

[ρ(g)(σU )m]
i1,··· ,ip
j1,··· ,jq = (σU )

i′1,··· ,i
′
p

j′1,··· ,j′q
= gi1i′1

· · · gipi′p (g−1)
j′1
j1
· · · (g−1)

j′p
jp

(σU )
i1,··· ,ip
j1,··· ,jq

Debido a que Aµ ∈ Lie(GL(V )) podemos ver que existe una curva suave g : [0, 1] → G tal que la
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d
dtg|t=0 = Aµ. Esto implica que

[ρ∗Aµ(σU )]
i1,··· ,ip
j1,··· ,jq

= [
d

dt
((ρ(g(t)))(σU ))]

i1,··· ,ip
j1,··· ,jq

= [
d

dt
((σU )

i′1,··· ,i
′
p

j′1,··· ,j′q
gi1i′1
· · · gipi′p (g−1)

j′1
j1
· · · (g−1)

j′p
jp

)]t=0

= [
d

dt
((σU )

i1,··· ,ip
j1,··· ,j′q

)]t=0 +Ai1i′1
(σU )

i′1,i2··· ,ip
j1,··· ,jq +Ai2i′2

(σU )
i1,i
′
2··· ,ip

j1,··· ,jq +

, · · · ,+Aipi′p(σU )
i1,i2··· ,i′p
j1,··· ,jq −A

j1
j′1

(σU )
i1··· ,ip
j′1,j2,··· ,jq

−Aj2j′2(σU )
i1,··· ,ip
j1,j′2··· ,jq

−

, · · · , Ajqj′q (σU )
i1,··· ,ip
j1,j2··· ,j′q

Donde para deducir esta última igualdad utilizamos que

1. d
dtg|t=0 = A.

2. d
dtg
−1|t=0 = −A.

3. La regla de Leibnitz recursivamente.

4. El hecho de que (g(0))ij = δij .

5. La propiedad de que cuando aparece una δij en una ecuación, nos da la instrucción de sustituir

a i por j.

Debido a lo anterior, podemos ver que

((∇µ)(σU ))
i1,··· ,ip
j1··· ,jq = ∂µ[σU ]

i1,··· ,ip
j1··· ,jq +Ai1i′1

(σU )
i′1,··· ,ip
j1··· ,jq +, · · · , Aipi′p(σU )

i1,··· ,i′p
j1··· ,jq −A

j′1
jq

(σU )
i1,··· ,ip
j′1··· ,jq

, · · · , Ajqj′q (σU )
i1,··· ,ip
j1··· ,j′q

Por lo tanto, si X ∈ C∞(M,TM) y σ ∈ C∞(M,E(p,q)) tenemos que

(∇Xσ) (α1, α2, . . . , β1, β2, . . .) = X (σ (α1, α2, . . . , β1, β2, . . .))

− σ (∇Xα1, α2, . . . , β1, β2, . . .)− σ (α1,∇Xα2, . . . , β1, β2, . . .)− . . .

+ σ (α1, α2, . . . ,∇Xβ1, β2, . . .) + σ (α1, α2, . . . , β1,∇Xβ2, . . .) + . . .

(3.2)

Ejemplo 3.4. (Tensor Métrico)

Si M es una variedad suave y g ∈ C∞(Sym(M,T ∗M ⊗ T ∗M)) es una métrica en TM entonces,

usando la fórmula anterior, podemos concluir que

∇Xg(Y,Z) = X(g(Y,Z))− g(∇XY, Z)− g(Z,∇XY ) ∀X,Y, Z ∈ C∞(M,TM)

Ejemplo 3.5. (Endomorfismo)

Si E es un haz vectorial sobre M y T ∈ C∞(M,E∗ ⊗ E) (es decir T es un endomorfismo de E)

entonces, en coordenadas locales tenemos que

((∇µ)(T ))ji = ∂µT
j
i − T (∇µei, êj) + T (ei,∇µêj)

Donde {ei} es una base de secciones locales de E y {êj} es la base dual de {ei}.
Pensando a T como una transformación T̂ : E → E (en vez de como una transformación de E∗ ⊗E
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a R), escribamos a T (ei) como T ji ej y notemos que la fórmula anterior la podemos interpretar como

(∇µT )(ei) = ∇µ(T (ei))− T (∇µei)

Ya que

1. ∇µ(T̂ (ei)) = ∇µ(T ji ej) = (∂µT
j
i )ej + T ji ∇µej = (∂µT

j
i + T (ei,∇µêj))ej

2. T̂ (∇µei) = T (∇µei, êj)ej

Como esto es cierto para cualquier elemento de la base ei, podemos introducir la notación

∇µT = [∇µ, T ]

3.7. La curvatura de una conexión

En esta sección definiremos la curvatura de una conexión y daremos una primera interpretación

geométrica de ésta.

Definición 3.13. Dado un G haz principal π : P →M y una conexión H ⊂ TP de éste. Definamos

la proyección horizontal hor : TP → TP mediante la colección de mapeos lineales horp : TpP → TpP

definidos por Xp 7→ hor(Xp).

Definición 3.14. Sea ω la 1-forma de conexión asociada a la conexión H ⊂ TP . Definamos la

2-forma de curvatura Ω como

Ω(X,Y ) := dω(hor(X), hor(Y )) ∀(X,Y ) ∈ C∞(P, TP )

Notemos que

Ω(X,Y ) = dω(hor(X), hor(Y ))

= hor(X)(ω(hor(Y )))− hor(Y )(ω(hor(X)))− ω([hor(X), hor(Y )])

= −ω([hor(X), hor(Y )])

Por lo tanto, Ω(X,Y ) = 0 si y sólo si ω([hor(X), hor(Y )]) es horizontal. Usando el teorema de

Frobenius, podemos concluir que la curvatura es una obstrucción para poder integrar a la distribución

horizontal H ⊂ TP .

Evidentemente, la curvatura de una conexión es una 2-forma horizontal con valores en Lie(G).

Debido al hecho que Ω(X,Y ) = ω([hor(X), hor(Y )]) podemos concluir que (Rg)∗(Ω) = g−1Ωg. Por

lo tanto, si ρ : G→ Lie(G) es la representación adjunta, podemos ver que Ω es una 2-forma básica

bajo esta representación.

Sea U = {Uα}α∈I una cubierta abierta de M en la cual P se trivializa y definamos:

Fα := s∗αΩ

Usando el teorema 3.4, podemos concluir que {Fα}α∈I define una 2-forma en M con valores en
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C∞(M,Ad(P )). Por lo tanto, si Uβ ∈ U tal que Uα ∩ Uβ 6= ∅ entonces

Fβ = g−1
βαFαgβα

Observación 3.8. A Fα le llamaremos un representante local de la curvatura o la intensidad del

campo de Yang-Mills.

Antes de poder demostrar el siguiente teorema requerimos este lema.

Lema 3.5. Si π : P −→M es un G haz principal y ω es una conexión en este entonces el corchete de

Lie de un campo vectorial horizontal X con un campo vertical de la forma XA siempre es horizontal.

Demostración. Sea U ⊂ M una vecindad abierta en la cual TM se trivializa y consideremos una

base de secciones locales ηi de TM . Traslademos a estas secciones por la derecha bajo la acción

de G en P y escribamos a las secciones locales de P que se obtienen por este proceso como η̂i.

Notemos que debido a que la distribución horizontal es G invariante tenemos que η̂i es una base

local esta. Esto nos permite escribir a X localmente como X = f iηi Por construcción tenemos que

Rexp(tA)∗(ηi) = ηi y esto implica que ∀i la derivada de Lie de ηi en la dirección de XA se anula. Por

lo tanto,

[X,XA] = [f iηi, X
A] = f i[ηi, X

A] +XA(f i)ηi = XA(f i)ηi

El último elemento de está igualdad claramente esta en la distribución horizontal y esto completa

la demostración.

�

Teorema 3.12. (Ecuación estructural de Cartan)

Ω = dω + ω ∧ ω

Demostración. Claramente, Ω es bilineal y por lo tanto basta demostrar los siguientes casos.

Caso 1: ( X,Y son campos vectoriales verticales)

Debido a que tanto X como Y son verticales podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

∃A,B ∈ TeG tales que X = XA, Y = XB .

ω(XA, XB) = dω(hor(XA), hor(XB)) = 0

Por otro lado

dω(XA, XB) + ω ∧ ω(XA, XB) = XA(w(XB))−XB(w(XA))− ω([XA, XB ]) + [ω(XA), ω(XB)]

= XA(B)−XB(A)− ω(X [A,B]) + [A,B]

= XA(B)−XB(A)− [A,B] + [A,B]

= XA(B)−XB(A) = 0

ya que A,B son constantes. Para pasar de la primera a la segunda ĺınea, usamos que i : TeG →
C∞(P, TP ) es un homomorfismo de álgebras de Lie.
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Caso 2: (X,Y son horizontales)

Ω(X,Y ) := dω(hor(X), hor(Y )) = dω(X,Y )

Por otro lado

dω(X,Y ) + (ω ∧ ω)(X,Y ) = dω(X,Y ) +
1

2
[ω(X), ω(Y )] = dω(X,Y )

Ya que ω(X) = 0, ω(Y ) = 0 y por lo tanto [ω(X), ω(Y )] = 0.

Caso 3: (X es horizontal y Y es vertical)

Debido a que Y es vertical podemos suponer, sin perdida de generalidad, Y = XA con A ∈ TeG.

Ω(X,XA) = dω(hor(X), hor(XA)) = dω(hor(X), 0) = 0

por otro lado

(ω ∧ ω)(X,XA) = dω(X,XA) + [ω(X), ω(XA)]

= X(ω(XA))−XA(ω(X))− ω([X,XA]) + [0, ω(XA)]

= 0

Ya que como vimos en el lema anterior el conmutador de un campo horizontal con uno vertical

siempre es horizontal. �

Usando la ecuación estructural de Cartan, podemos ver que

Fα = s∗αΩ = s∗α(dω + ω ∧ ω)

= s∗α(dω) + s∗α(ω ∧ ω)

= d(s∗αω) + s∗α(ω) ∧ s∗α(ω)

= dAα +Aα ∧Aα

En resumen tenemos el siguiente teorema

Teorema 3.13. La intensidad del campo de Yang-Mills está dada por

Fα = dAα +Aα ∧Aα = dAα +
1

2
[Aα, Aα]

3.8. Holonomı́a

Supongamos que tenemos un G haz principal π : P →M , una conexión ω ∈ C∞(P,Lie(G)⊗ T ∗M)

y una curva cerrada γ : [0, 1] → M suave por pedazos. Consideremos el levantamiento horizontal

de γ, γ̂ con condición inicial γ̂(0) = p ∈ π−1(γ(0)). Debido a que G actúa transitivamente sobre

las fibras de P , tenemos que γ̂(0) = γ(0) · g0 y que γ̂(1) = γ(0) · g1, donde g0, g1 ∈ G. Definamos

gγ ∈ G como gγ := g1g
−1
0 y notemos que gγ no depende de la condición de levantamiento, ya que si
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consideramos a otra condición inicial y a esta la escribimos como γ̂(0) ·g para alguna g ∈ G entonces:

1. γ̂(t) · g es el levantamiento horizontal de γ, con condición inicial γ̂(0) · g

2. γ̂(0) · g = γ(0) · g0 · g, γ̂(1) · g = γ(1) · g1 · g

3. (g1g)(g0g)−1 = (g1g)(g−1g−1
0 ) = g1g

−1
0

Esto último demuestra que gγ no depende de la condición inicial de levantamiento y eso es lo que

buscábamos argumentar.

Definición 3.15. Definamos Hol(m) como

Hol(m) := {gγ |γ es suave por pedazos y γ(1) = γ(0) = m}

Como veremos a continuación Hol(m) es cerrado bajo inversos y bajo productos y, por lo tanto, es

un subgrupo de G.

Teorema 3.14. Hol(m) es un subgrupo de G, ∀m ∈M .

Demostración. Sea gγ ∈ Hol(m) y γ̂ : [0, 1] → M un levantamiento horizontal arbitrario de γ.

Consideremos las curvas definidas por:

γ−1 : [0, 1]→M γ̂−1 : [0, 1]→ P

t→ γ(1− t) t→ γ̂(1− t)

Claramente

1. γ̂−1 : [0, 1] → M es el levantamiento horizontal de γ−1 : [0, 1] → M , con condición inicial

γ̂−1(0) = γ̂(1).

2. γ̂−1(0) = γ(0)·g1, γ̂−1(1) = γ(0)·g0 donde g0, g1 son elementos de G tales que γ̂(0) = γ(0)·g0,

γ̂(1) = γ(0) · g1 ⇒

3. gγ−1 = g0g
−1
1 = (g1g

−1
0 )−1 = g−1

γ

Por lo tanto, Hol(m) es cerrado bajo inversos. Para ver que es cerrado bajo productos, consideremos

a gγ , gγ′ ∈ Hol(m) y escribamos estos como gγ := g1g
−1
0 y a gγ′ := g1′g

−1
0′ . Definamos la curva γ′′

como

γ′′(t) :=

γ
′(2t) t ∈ [0, 1

2 ]

γ(2t− 1) t ∈ [ 1
2 , 1]

y notemos que si γ̂(t), γ̂′(t) son levantamientos horizontales (de γ(t) y γ′(t)), tales que γ̂(0) = γ̂′(1)

entonces, la curva dada por

γ̂′′(t) :=

γ̂
′(2t) t ∈ [0, 1

2 ]

γ̂(2t− 1) t ∈ [ 1
2 , 1]

es un levantamiento horizontal de γ′′(t).

Claramente, g1′ = g0 y gγ′′ = g−1
0′ por lo que

gγgγ′ = g1g
−1
0 g1′g

−1
0′ = g1g

−1
0′ = gγ′′
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Por lo tanto, Hol(m) es cerrado bajo multiplicación y esto es lo que buscábamos demostrar. �

Teorema 3.15. Si m,m′ ∈M están en el mismo componente conexo, entonces los grupos Hol(m)

y Hol(m′) son conjugados y por lo tanto isomorfos.

Demostración. En las variedades, la noción de conexidad y conexidad por trayectorias (suaves por

pedazos) coinciden. Debido a esto, podemos suponer que existe una curva α : [0, 1]→M suave por

pedazos, tal que α(0) = m y α(1) = m′. Consideremos

1. La curva α−1(t) := α(1− t) ∀t ∈ [0, 1]

2. Una curva γ : [0, 1]→M suave por pedazos, tal que γ(0) = m′ = γ(1)

3. Un levantamiento horizontal arbitrario γ̂(t) de γ(t)

y notemos que

1. La curva γ′(t) definida por

γ′(t) :=


α(3t) t ∈ [0, 1

3 ]

γ(3t− 1) t ∈ [ 1
3 ,

2
3 ]

α−1(3t− 2) t ∈ [ 2
3 , 1]

es una curva suave por pedazos tal que γ′(0) = m

2. Si α̂(t), α̂−1(t) son levantamientos horizontales (de α(t) y α−1(t) respectivamente) tales que

α̂(1) = γ̂(0) = m y α̂−1(0) = γ̂(1) (estos levantamientos horizontales siempre existen ya que

G actúa transitivamente sobre P ), entonces claramente la curva γ̂′ : [0, 1]→ P definida por

γ̂′(t) :=


α̂(3t) t ∈ [0, 1

3 ]

γ̂(3t− 1) t ∈ [ 1
3 ,

2
3 ]

α̂−1(3t− 2) t ∈ [ 2
3 , 1]

es un levantamiento horizontal de γ′.

3. Si escribimos a α̂(0) = α(0) · h, entonces es fácil ver que

gγ′ = hgγh
−1

A partir del inciso anterior podemos ver que Hol(m) y Hol(m′) son conjugados y por lo tanto

isomorfos.

Corolario 3.3. Si M es una variedad conexa, entonces Hol(m) ∼= Hol(m′) ∀m,m′ ∈ M y por lo

tanto podemos hablar sin ambigüedad (salvo isomorfismo) del grupo de holonomı́a de M dado por la

conexión ω.

�
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3.8.1. Curvatura como holonomı́a infinitesimal

Supongamos que tenemos un G haz principal π : G → M , un sistema de coordenadas locales de

M , (U, x1, · · ·xn) alrededor de un punto m ∈ M y una curva suave por pedazos γ : [0, ε] → U

dada por recorrer ( a velocidad unitaria ) el paralelogramo ’infinitesimal’ con esquinas O = m, P =
ε
4 (∂1)m, Q = ε

4 (∂1)m + ε
4 (∂2)m, R = ε

4 (∂2)m.

Consideremos dos campos vectoriales horizontales X,Y en P , tales que π∗(Xp) = (∂1)m, π∗(Yp) =

(∂2)m donde p ∈ π−1(m).

Es intuitivamente claro que la curva γ̂ dada por

γ̂(t) =



”fluir a partir de p por el campo X” t ∈ [0, ε4 ]

”fluir por el campo Y ” t ∈ [ ε4 ,
ε
2 ]

”fluir por el campo −X” t ∈ [ ε2 ,
3ε
4 ]

”fluir por el campo − Y ” t ∈ [ 3ε
4 , ε]

es el levantamiento horizontal de γ : [0, ε]→M con condición inicial γ̂(0) = p y por lo tanto

(Ω(X,Y ))p = (dω(hor(X), hor(Y )))p = (dω(X,Y ))p = −(ω([X,Y ]))p

Debido a que π : P → M es suave, tenemos que π∗([X,Y ])p = [∂1, ∂2]m = 0, por lo que [X,Y ]p ∈
(V er(P ))p. Esto implica que [X,Y ]p = (XA)p, donde A ∈ Lie(G) y por lo tanto

(Ω(X,Y ))p = −(ω([X,Y ]))p = −ω((XA)p) = A

Usando la interpretación geométrica del conmutador de dos campos como una medida de cuánto no

se cierra el paralelogramo infinitesimal generado por estos, podemos concluir que si Ω(X,Y )p 6= 0

entonces la curva γ̂(t) no es un curva cerrada y la curvatura mide la distancia entre el punto inicial

y final de ésta.

3.9. Derivada Covariante Exterior

Consideremos una p-forma θ con valores en un haz vectorial E. Escribamos a esta en coordenadas

locales como

θ = SJdx
J := SJ ⊗ dxJ

donde J es un multi-́ındice. Supongamos que E tiene una conexión ∇ : C∞(M,E)→ C∞(M,T ∗M⊗
E), escribamos a este en coordenadas locales como ∇ = d+A y definamos la p+1-forma con valores

en dAθ como

dAθ := ∇µSJdxµ ∧ dxJ
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Usando la definición de ∇µ obtenemos

dAθ = (∂µ +Aµ)SJdx
µ ∧ dxJ

= dSJ ∧ dxJ +Aµdx
µ ∧ SJdxJ

= dθ +A ∧ θ

En resumen tenemos el siguiente resultado

Teorema 3.16. Si θ = SJdx
J es una representación en coordenadas locales de una p-forma θ con

valores en un haz vectorial E entonces

dAθ = dθ +A ∧ θ

Observación 3.9. Debido a que la derivada exterior d y la derivada covariante ∇ no depende del

sistema de coordenadas elegido, es fácil demostrar que dA tampoco depende de éste.

En el ejemplo 3.5 demostramos que si T : E → E es un endomorfismo:

∇µT = ∂µ + [Aµ, T ]

Supongamos que si η = ηJdx
J = ηJ⊗dxJ es la representación en coordenadas locales de una p-forma

con valores en End(E) y notemos que para todo multi-́ındice J , ηJ ∈ End(Rdim(E)), esto implica

que

dAη = ∂mηJdx
m ∧ dxJ + [Am, ηJ ]dxm ∧ dxJ = dη + (AmηJ − ηJAm)dxm ∧ dxJ

= dη + (A ∧ η − (−1)pη ∧A)

= dη + [A, η]

Esta última expresión nos será útil más adelante y por lo tanto la enunciaremos como un teorema

Teorema 3.17. Si η = ηJdx
J es una representación en coordenadas locales de una p-forma η con

valores en End(E) ∼= Ad(PGL(E)) entonces

dAη = dη + [A, η]

3.9.1. La identidad de Bianchi

Como vimos anteriormente, la curvatura F de un haz vectorial E está dada por

F = dA+A ∧A
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F es una sección de End(E) y por lo tanto

dAF = dF + [A,F ]

= d(dA+A ∧A) + [A, (dA+A ∧A)]

= dA ∧A−A ∧ dA+ [A, dA] + [A,A ∧A]

= [dA,A] + [A, dA] +A ∧ (A ∧A)− (A ∧A) ∧A

= [dA,A] + [A, dA]

= 0

En resumen tenemos

Teorema 3.18. (Identidad de Bianchi)

La derivada covariante exterior de F se anula, es decir

dAF = 0

Existe otra forma de expresar la identidad de Bianchi que es más cercana a la forma que, por

ejemplo, se utiliza en relatividad general y esto es lo que veremos a continuación. Computando en

coordenadas locales y usando la definición de la derivada covariante exterior podemos concluir que

dAF = ∇JFkldxj ∧ dxk ∧ dxl j < k < l = (∇JFkl +∇kFlj +∇lFjk)dxj ∧ dxk ∧ dxl

donde para deducir la última igualdad usamos que

∇JFkl = dAF (θj , θk, θl) = dAF (θk, θl, θj) = ∇kFlj = ∇lFjk

y el hecho de que dxj ∧ dxk ∧ dxl = dxk ∧ dxl ∧ dxj .
Debido a que dAF = 0 podemos concluir que

∇jFkl +∇kFlj +∇lFjk = 0

Antes de continuar a la siguiente sección, notemos que si η es un forma con valores en E y escribimos

a ésta en coordenadas locales como η = sJdx
J entonces:

d2
Aη = dA(∇µsJdxµ ∧ dxJ)

= ∇ν∇µsJdxν ∧ dxµ ∧ dxJ

=
(∇ν∇µ −∇µ∇ν)

2
sJdν

ν ∧ dxµ ∧ dxJ

=
1

2
FνµsJdν

ν ∧ dxµ ∧ dxJ

= F ∧ η

donde para pasar de la segunda a la tercera ĺınea usamos la anticonmutatividad del producto cuña.

Esto último nos permite interpretar a la curvatura como una obstrucción para poder definir un
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complejo de cadena de la misma forma que por ejemplo en la cohomoloǵıa de Rham.

3.10. Transformaciones Gauge

Al igual que en la mayoŕıa de los objetos matemáticos en los haces principales existe una idea natural

de automorfismo.

Definición 3.16. Si π : P →M es un G haz principal y ξ : P → P es una función suave. Decimos

que ξ es un automorfismo (transformación Gauge) si:

1. ξ es G-equivariante, es decir ξ(p · g) = ξ(p) · g

2. La restricción de ξ a M es la función identidad y por lo tanto ξ ’preserva las fibras’.

Observación 3.10. Es fácil ver que el conjunto de transformaciones Gauge forma un grupo donde

la operación es la composición.

Definición 3.17. Al grupo de transformaciones Gauge lo escribiremos como G.

A continuación veremos cómo describir una transformación Gauge en coordenadas locales.

Consideremos una trivialización local {Uα,Φα}α∈I de P . Para toda p ∈ π−1(Uα) escribamos a

Φα(ξ(p)) como (π(p), gα(ξ(p)). Esto nos permite definir una función ξ̂α : π−1(Uα)→ G de la siguiente

manera:

ξ̂α(p) = gα(ξ(p))g−1
α (p)

Usando la G-equivarianza de gα y de ξ obtenemos que:

ξ̂α(p · g) = gα(ξ(p · g))g−1
α (p · g)

= gα(ξ(p) · g)g−1
α (p · g)

= gα(ξ(p))gg−1g−1
α (p)

= ξ̂α(p)

Esto último tiene como consecuencia, que ξ̂α(p) = ξα(π(p)) para alguna función ξα : Uα → G

Observación 3.11. Claramente ξ(sα(πp)) = sα(π(p)) · ξα(π(p))

Si m ∈ Uα ∩ Uβ y p es cualquier elemento en la fibra de M , entonces

ξα(m) = gα(ξ(p))g−1
α (p)

= gα(ξ(p))g−1
β (ξ(p))gβ(ξ(p))g−1

β (p)gβ(p)g−1
α (p)

= (Adgαβ )ξβ(m)

Por lo tanto, el conjunto de los ξα se transforma de la forma requerida para poder definir una sección

en el haz de Ad(P )

Ejemplo 3.6. Supongamos que tenemos un G haz principal π : P →M y consideremos una cubierta
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abierta de M, U = {Uα}α∈I en la cual P se trivializa. Claramente, la función

Φαβ : (Uα ∩ Uβ)×G→ (Uα ∩ Uβ)×G

(p, g)→ (p, g · gαβ)

es una transformación gauge del haz trivial (Uα ∩ Uβ)×G. A las transformaciones de este tipo las

llamaremos transformaciones gauge locales.

3.11. La acción de G sobre el espacio de conexiones

El grupo de transformaciones Gauge de un G haz principal π : P → M actúa naturalmente sobre

el espacio de conexiones de éste. Existen muchas posibles formas de ver esto y a continuación

describiremos la que en nuestra opinión es la más directa.

Supongamos que tenemos una conexión dada por una distribución H ⊂ T (P ) y que ξ : P → P es

una transformación Gauge. Definamos Hξ := ξ∗(H) y notemos que ∀g ∈ G y ∀p ∈ P

(Rg)∗(H
ξ
ξ(p)) = (Rg)∗(ξ∗(Hp))

= (Rg ◦ ξ)∗Hp

= (ξ ◦Rg)∗Hp

= ξ∗((Rg)∗Hp)

= ξ∗(Hp·g)

= Hξ
ξ(p·g)

= Hξ
ξ(p)·g

Por lo tanto, Hξ es G-equivariante. Para ver que Hξ es complementaria a la distribución vertical

V , es suficiente notar que debido a que ξ mapea cualquier fibra a si misma, ξ∗ es un isomorfis-

mo que preserva los subespacios verticales y debido a esto dim(TpP ) = dim(Vp) + dim(Hp) =

dim((ξ∗(TpP ))ξ(p)) = dim(Vξ(p)) + dim(Hξ
ξ(p)) + dim(Vξ(p) ∩Hξ

ξ(p)). Esto claramente implica lo que

buscábamos argumentar.

Por último, mencionemos que de forma muy parecida al caso de transformaciones gauge loca-

les(funciones de transición) se puede demostrar que:

Aξα = ξαAαξ
−1
α − dξαξ−1

α
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Caṕıtulo 4

Teoŕıas de Yang-Mills

4.1. ¿Qué es una teoŕıa de Yang-Mills?

A grandes rasgos una teoŕıa de Yang-Mills, consta de lo siguiente.

1. Una teoŕıa de campo inicial

2. Un grupo de Lie compacto de simetŕıas globales del Lagrangiano de esta teoŕıa (usualmente

llamado grupo Gauge)

3. Un segundo campo (campo de Yang-Mills), que al interactuar con el campo inicial ’expande’

la simetŕıa global a una simetŕıa local

Observación 4.1. La idea de simetŕıa global (local) quedará clara más adelante.

Como en la mayoŕıa de los casos, la mejor forma de entender una definición es mediante un ejemplo

y eso es lo que presentaremos a continuación.

4.1.1. Electrodinámica cuántica

El lagrangiano del campo de Dirac está dado por

Ldirac = −mΨ̄Ψ + iΨ̄γµ∂µΨ

Este lagrangiano es U(1) simétrico, ya que es invariante bajo la transformación

Ψ→ Ψ′ := eiaΨ

Debido a esto tenemos que, si Ψ es una solución de la ecuación Euler-Lagrange asociada a este lagran-

giano, entonces también lo es eiaΨ y por lo tanto somos libres de escoger a cualquier ’representante’

de este campo, sin afectar la f́ısica del problema.

Observación 4.2. Al fijar un representante de Ψ se tiene que cualquier otro representante se puede

identificar con un elemento de U(1).

68



Debido a la relatividad especial, la elección de un representante de Ψ en un punto del espacio de

Minkowksi no debeŕıa de fijar la elección en cualquier otro punto de éste y, por lo tanto, nos gustaŕıa

que nuestro lagrangiano fuese localmente simétrico. Es decir, nos gustaŕıa que a fuese una función

suave que depende de la posición y no una constante. Sin embargo, si Ψ′(x) := eia(x)Ψ(x), entonces,

al realizar un cálculo directo, podemos ver que

L′dirac := −mΨ̄′Ψ′ + iΨ̄′γµ∂µΨ′ = Ldirac − Ψ̄γµ∂µ(a)Ψ 6= L′dirac

Por lo tanto, este lagrangiano no es localmente simétrico y esto es un problema, ya que queremos

que nuestra teoŕıa sea consistente con la relatividad especial. Para poder corregir esto, notemos que

al igual que Ψ, el potencial vectorial electromagnético (relativista) A, no está definido únicamente.

Si definimos A′ como
A′ := A+ da

A′µ := Aµ + ∂µa

podemos concluir que

dA′ = dA+ d2a = dA = F

y por lo tanto A′ es una elección válida del potencial vectorial electromagnético.

Definamos un nuevo lagrangiano Ldirac+TE como

Ldirac+TE := Ldirac + Ψ̄γµAµΨ = −mΨ̄Ψ + iΨ̄γµ(∂µ − iAµ)Ψ

y notemos que

Ψ̄′γµA′µΨ′ = Ψ̄γµ(Aµ + ∂µa)Ψ

esto implica que

L′dirac+TE = L′dirac+Ψ̄′γµA′µΨ′ = Ldirac−Ψ̄γµAµΨ+Ψ̄γµ(Aµ+∂µa)Ψ = Ldirac+Ψ̄γµAµΨ = Ldirac+TE

y por lo tanto, este lagrangiano es localmente simétrico.

Observación 4.3. El lagrangiano Ldirac+TE define la dinámica de una part́ıcula (campo) en pre-

sencia de un campo electromagnético.

Observación 4.4. Debido a lo anterior podemos concluir que si Ψ y A son soluciones de las

ecuaciones de movimiento asociadas al lagrangiano L′dirac+TE entonces Ψ
′

= eiaΨ y A‘ = A + da

también lo serán. A esto se le conoce como el principio de invarianza de Weyl.

Ahora veremos cómo podemos relacionar esto con las ideas de haz y de conexión.

Consideremos una cubierta abierta de R4, U = {Uα}α∈I tal que ∀α, β ∈ I Uα ∩Uβ es contráıble y

fijemos Aα ∈ C∞(Uα, T
∗M) tal que F |Uα = dAα. Esto implica (debido al lema de Poincaré) que en

Uα ∩ Uβ
Aβ −Aα = dfαβ

Para alguna fαβ : Uα ∩ Uβ → R.
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Debido al principio de invariancia de Weyl, tenemos que si Ψα es una solución (local) de la ecuación

de Dirac (en presencia de un campo EM) para la cual usamos al representante de A, Aα, entonces

eifαβΨα := Ψβ también es una solución de esta ecuación, sólo que en este caso utilizamos al repre-

sentante Aβ del potencial vectorial A, en lugar de Aα. Recordando la forma en la que se transforman

las secciones de un haz vectorial y la forma en la que se transforman los representantes locales de

una conexión, podemos considerar la posibilidad de que

1. El campo de Dirac sea una sección de un haz vectorial sobre R4

2. Las funciones de transición de este haz están dadas por gαβ = eifαβ

3. {−iAα}α∈I define una conexión en este haz hipotético.

Para poder demostrar esto notemos que

1. Si gαβgαγgγα = 1 entonces {gαβ}α,β∈I define un U(1) haz principal PDirac sobre R4 que se

trivializa sobre cualquier abierto de la cubierta {Uα}α∈I .

2. Aβ = Aα + dfαβ = g−1
αβAαgαβ + ig−1

αβdgαβ y por lo tanto −iAβ = −iAα + g−1
αβdgαβ . Esta es

precisamente la forma en la que se desea transformar los elementos de {−iAα}α∈I para poder

definir una conexión ω en nuestro (aún hipotético) U(1) haz principal.

3. Si consideramos al haz vectorial EDirac = (PDirac×ρ (CL×CR)) donde ρ es la representación

de U(1) en CL × CR, definida por

ρ(eiθ)((χ1)L, (χ2)L, (χ1)R, (χ2)R) = (eiθ(χ1)L, e
iθ(χ2)L, e

iθ(χ1)R, e
iθ(χ2)R)

Podemos concluir que las secciones de este haz se transforman de la forma requerida.

4. Si Ψ es una sección de EDirac y Ψα es la representación en coordenadas de Ψ, asociada a la

trivialización de EDirac en Uα, entonces la derivada covariante de Ψ en la dirección de xµ se

puede expresar en esta trivialización como

∇µΨα = (∂µ − i(Aα)µ)Ψα

Por lo tanto, lo único que hace falta demostrar es que, en efecto, gαβgαγgγα = 1. Estrictamente, lo

que veremos es que podemos escoger fαβ de tal forma que fαβfαγfγα = 2πn. Esto se conoce como

la condición de continuación de Dirac y tiene como consecuencia que la carga ésta cuantizada. Una

discusión más elaborada de esto se puede encontrar en (6).

El espacio de Minkowksi es contráıble y, por lo tanto, existe un potencial A definido globalmente.

Debido a esto, resulta natural considerar innecesario el lenguaje de haces para describir cuestiones

electromagnéticas ya que en ese caso cualquier haz sobre el espacio de Minkowski será trivial. Sin

embargo como demuestra el siguiente ejemplo no necesariamente este es el caso.
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El Monopolo de Dirac

Supongamos que tenemos un (hipotético) monopolo magnético situado en el origen de R3. El campo

magnético asociado a este monopolo está dado por:

B(x) =
q

πr2

∂

∂r

donde q es la carga del monopolo. Utilizando el lenguaje geométrico de las formas diferenciales, es

usual pensar el campo magnético como la 2-forma b, definida como la contracción (ver (10)) de la

forma de volumen con el campo magnético B, es decir:

b = iBV olR3

Observación 4.5. La ventaja de pensar al campo magnético como una 2-forma b es que si A es el

potencial vectorial (no relativista) entonces la ecuación B = ∇×A se puede escribir como b = dA3,

donde A3 := A1dx+A2dy +A3dz. Esto se demuestra al notar que iBV olR3 = Bxdy ∧ dz +Bydx ∧
dz +Bzdx ∧ dy, y que dA3 = ((∂A2

∂x −
∂A1

∂y )dx ∧ dy + (∂A3

∂x −
∂A1

∂x )dx ∧ dz + (∂A3

∂y −
∂A2

∂z )dy ∧ dz) =

Bzdx ∧ dy +Bydx ∧ dz +Bxdy ∧ dz.

Observación 4.6. Antes de este ejemplo hab́ıamos trabajado (en abstracto) con el potencial vec-

torial relativista A = Aµdx
µ, éste está dado por A = A0dt+Aidx

i donde Ai es el potencial vectorial

no relativista y A0 = Φ es el potencial eléctrico. Como estamos suponiendo que el campo eléctrico

se anula, tenemos A = A3 y por lo tanto F = dA = dA3 = b.

En coordenadas esféricas x1 = r sin(θ) cos(Φ), x2 = r sin(Φ) cos(θ), x3 = r cos(Φ), podemos escribir

a la forma de volumen V olR3 como

V olR3 = r2senθdr ∧ dθ ∧ dΦ

En consecuencia de esto tenemos que

b = iBV olR3 =
q

π
senθdθ ∧ dΦ

En R3 menos el eje z negativo podemos expresar a b como:

b = d(q(1− cos(θ)dΦ))

Por lo que una elección válida del potencial vectorial en estas coordenadas está dada por:

Au = (q(1− cos(θ)dΦ))

Este potencial no está definido en el eje z negativo y, por lo tanto, requerimos definir unas coorde-

nadas en las cuales lo esté.

Consideremos nuevas coordenadas esféricas, dadas por θ′ := π−θ y Φ′ := −Φ. En estas coordenadas
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el potencial vectorial toma la forma:

Ab = (1 + cos(θ))dΦ

y éste está definido en todo R3 menos el eje z positivo.

Debido a que el potencial vectorial no está definido globalmente, nos vemos forzados a introducir

un haz vectorial (no trivial), para poder ’modelar’ localmente a nuestras funciones de onda. En

consecuencia de que Au − Ab = 2 − 2qdΦ tenemos que (en caso de existir el haz vectorial que

buscamos) las funciones de transición de éste, están dadas por

gbu = exp(
−2ieqΦ

~
)

Observación 4.7. Debido a que sólo existen dos abiertos, no es necesario verificar la condición del

cociclo.

Observación 4.8. Para que estas funciones de transición sean univaluadas, requerimos que 2eq
~ sea

un entero. A esto se le llama la condición de cuantización de Dirac e implica que la carga de un

monopolo debe de estar cuantizada.

4.2. Conexiones planas y el efecto de Ahanorov-Bohm

Supongamos que tenemos un haz vectorial π : M −→ E y que A es una conexión en este. Tomemos

una sección Ψ de E y notemos que la condición de que Ψ permanezca constante bajo esta conexión

está dada por

dAΨ = dΨ +AΨ = 0

dΨ = −AΨ

Esto implica que el transporte paralelo de la sección Ψ a lo largo de un vector infinitesimal δxα está

dado por la rotación infinitesimal

Ψi 7→ (I + (Aα)ijδx
α)Ψj

Debido a esto podemos ver que si queremos transportar paralelamente a la sección Ψ a lo largo de

una curva C debemos de multiplicar todas estas rotaciones a lo largo de los segmentos infinitesimales

que generan a esta curva y por lo tanto transportar paralelamente a lo largo de C está dado por

Ψ 7→
∏

(I +Akdx
k)Ψ := (Pexp(

∫
Adx))Ψ

Observación 4.9. A el operador Pexp definido por la última igualdad se le suele llamar la expo-

nencial de trayectoria y probablemente la forma más simple de entender su relación con la función

exponencial es al notar que ex =
∏

(1 + x
n ) y por lo tanto podemos pensar que ex se obtiene de

dividir x en n infinitesimales x
n sumar cada uno de estos con la identidad y después multiplicarlos.

Para obtener Pexp(
∫
Adx) dividimos a

∫
Adx en los pedazos Akdx

k luego sumamos estos con la
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identidad del grupo G y por último los multiplicamos todos. Si Lie(G) es un álgebra conmutativa

entonces es posible demostrar que Pexp(
∫
Adx) = exp(

∫
Adx).

4.2.1. El efecto de Ahanorov-Bohm

Tomemos un haz de electrones, separemos a este en 2 y mandemos a cada una de estas partes por

un lado de un solenoide para finalmente juntarlas al final en una pantalla Supongamos que las

funciones de onda que describen los rayos que se obtienen al separar al rayo inicial en 2 partes están

dadas por Ψ1 y Ψ2. Si interpretamos a Ψ1 uno y Ψ2 como secciones de un haz vectorial E y al campo

electromagnético A como una conexión en el U(1) haz principal PGL(E) entonces al transportar a

Ψ1 y Ψ2 paralelamente a lo largo de C1 y C2 respectivamente obtenemos que

Ψ1 7→ (exp(i

∫
C1
Adx))Ψ1

Ψ2 7→ (exp(i

∫
C2
Adx))Ψ2

Esta es precisamente la forma en la que evolucionan las funciones de onda Ψ1 y Ψ2 en presencia de

un campo magnético, como demostró Dirac y por lo tanto podemos ver que el cambio de fase Ψ1

está dado por
∫
C1 Adx mientras que el cambio de fase de Ψ2 está dado por

∫
C2 Adx. Notemos que∫

C1
Adx−

∫
C2
Adx =

∫
C
A =

∫
int(C)

F

donde C es la curva que se obtiene al recorrer primero C1 y después C2 en sentido contrario. Por lo

tanto si el flujo magnético
∫
int(C) F 6= 0 podemos ver que el cambio de fase de Ψ1 es distinto del

cambio fase de Ψ2. En consecuencia de esto tenemos que se puede generar un patrón de interferencia

entre Ψ1 y Ψ2 al juntarse de nuevo en la pantalla aunque en la región por la que viajan estas el

campo electromagnético (curvatura) se anula. Esto no seŕıa cierto si el potencial electromagnético A

fuese idénticamente 0 y por lo tanto podemos ver que el potencial vectorial A tiene relevancia f́ısica y

no sólo es un artefacto matemático como se pensaba anteriormente. Por último notemos que en este

ejemplo la curvatura es 0 fuera de la región encerrada por el solenoide y sin embargo la holonomı́a no

es trivial. Esto se debe a que la región en la cual la curvatura F se anula no es simplemente conexa. A

una conexión A tal que su curvatura se anula la llamaremos una conexión plana, en primera instancia

se podŕıa pensar que si una conexión es plana entonces la holonomı́a es trivial ya que como vimos

anteriormente podemos interpretar a la curvatura como holonomı́a infinitesimal. Sin embargo, esto

es falso si la región en la que está definida la curvatura no es simplemente conexa. Más generalmente

tenemos el siguiente teorema el cual no demostraremos y su demostración se puede encontrar en

capitulo 13 de (15).

Teorema 4.1. Sea P es un G haz principal. El conjunto de conexiones planas en P módulo la

acción del grupo gauge está en correspondencia uno a uno con Hom(π1(M), G)/G donde la acción

de G en Hom(π1(M), G) es la conjugación.

Por último tenemos los siguientes dos teoremas los cuales serán útiles más adelante.
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Teorema 4.2. Sea π : P −→M un G haz principal y ω una conexión en este. Si ω es plana entonces

∀m ∈M existe una vecindad U alrededor de este con la propiedad de que en π−1(U) podemos poner

coordenadas locales Φ : π−1(U) −→ U × Rn tales que

(Φ−1)∗(ω) = g−1dg

Demostración. Sea m ∈ M y U una vecindad simplemente conexa alrededor de m en la cual P

se trivializa y p un elemento sobre la fibra de m. Si m′ es cualquier elemento en U y γ es una curva

suave que conecta a m con m′, entonces podemos transportar paralelamente a p a lo largo de γ y

obtener un elemento p′ en la fibra de m′. Usando el teorema anterior, podemos ver que p′ no depende

de la trayectoria y, por lo tanto, está bien definido independientemente de esta. Repitiendo el mismo

proceso para todos los elementos de U , podemos generar una sección s en π−1(U) covariantemente

constante. Consideremos el isomorfismo de haces

Φ : π−1(U) −→ U × Rn

que se obtiene de identificar a la sección cero, s0 en U × Rn con s. También consideremos a la

conexión Φ∗(ω) definida en U × Rn y escribamos a está como (Φ)−1∗(ω) = Â+ g−1dg. Claramente

bajo esta conexión la ecuación de transporte paralelo a lo largo de un infinitesimal δxα esta dada

por

s0 7→ (I + Âαdx
α)s0 = s0

Debido a que esto es cierto para cualquier δxα podemos concluir que Â = 0 y por lo tanto

(Φ)−1)∗(ω) = g−1dg. �

Teorema 4.3. Si π : P −→ M es un G haz principal y ω una conexión plana en este entonces,

(localmente) transportar paralelamente no depende de la trayectoria.

Demostración. Recordemos que si una conexión es plana entonces la distribución horizontal es

integrable. Consideremos una trayectoria cerrada γ : [0, 1] −→ M lo suficientemente pequeña pa-

ra que el levantamiento horizontal de esta esté totalmente contenido en una hoja de la foliación.

Llamemos a este levantamiento γ̂ y notemos que γ̂ es también una trayectoria cerrada ya que esta

también es una curva pequeña contenida en una hoja de esta foliación. Esto implica que transportar

paralelamente a lo largo de γ es la identidad y a su vez esto implica que (localmente) transportar

paralelamente no depende de la trayectoria. �
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4.3. Definición rigurosa de teoŕıa de Yang-Mills

En esta sección daremos una definición rigurosa de la teoŕıa de Yang-Mills. Esperamos que el ejemplo

de la electrodinámica cuántica nos permita entender mejor esta definición.

Definición 4.1. Una teoŕıa de Yang-Mills, consta de lo siguiente:

1. Una variedad riemanniana (pseudo-riemanniana).

2. Un grupo de Lie, compacto G.

3. Un G haz principal π : P →M .

4. Un lagrangiano suave LYM : C(P ) → C∞(M) donde C(P ) es el espacio de conexiones del G

haz principal π : P →M .

5. Un espacio vectorial W y una representación ρ de G en W . Esta representación define un haz

vectorial P ×ρW.

6. Un lagrangiano LI : C(P )× C∞(P ×ρW )→ C∞(M).

En el ejemplo de la electrodinámica cuántica tenemos que:

1. La variedad pseudo-riemanniana (M, g) es simplemente el espacio de Minkowksi.

2. El grupo de Lie completo es U(1).

3. El G haz principal π̃ : P →M es el U(1) haz principal, construido a partir de las funciones de

transición gαβ = eifαβ .

4. El lagrangiano LYM : C(P )→ C∞(M) es el lagrangiano de Maxwell LMaxwell.

5. El espacio vectorial W es CL × CR. y el haz vectorial P ×ρW es simplemente EDirac.

6. La densidad lagrangiana LI : C(P )×C∞(P×∞W )→ C∞(M) es el lagrangiano LDirac+TE+Maxwell
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4.4. La ecuación de Yang Mills

4.4.1. El operador * de Hodge para formas con valores en haces vecto-

riales

Para poder definir el operador * de Hodge para formas con valores en un haz vectorial de la forma

P ×ρ V , donde P es un G haz principal, nos gustaŕıa poder definir un producto interno para formas

con valores en este. Localmente podemos pensar a estas formas como formas con valores en V y lo

único que requerimos para poder definir un producto interno en estas formas locales es un producto

interno en V . Sin embargo si requerimos que estas formas locales se peguen bien en las intersecciones

entonces necesitamos que este producto interno sea G invariante , es decir ∀g ∈ G , ∀v, w ∈ V

〈(ρ(g))(v), (ρ(g))(w)〉 = 〈v, w〉

Como vimos en la sección 1.7.1, para cualquier grupo de Lie compacto G siempre podemos definir un

producto punto G invariante bajo la representación adjunta de G en Lie(G). Esto nos permite definir

un producto interno en formas con valores AdG(P ) de la siguiente manera. Si ω , θ son 2 p-formas

con valores en AdG(P ) que en coordenadas locales se escriben como ω = sJ ⊗ dxJ , θ = sI ⊗ dxI

entonces definimos

〈ω, θ〉 := 〈sJ , sI〉〈dxJ , dxI〉

Donde el primer producto interno es el producto interno de Lie(G) mientras que el segundo es el

producto interno de formas que se induce a partir de la métrica Riemanniana en M (ver apéndice

1).

Observación 4.10. Está definición no depende del sistema de coordenadas escogido ya que los dos

productos internos usados en esta están bien definidos independientemente del sistema de coorde-

nadas .

Definición 4.2. Definamos el operador estrella de Hodge * para formas con valores en AdG(P ) al

requerir que para cualesquiera 2 p-formas ω , ω′ con valores en AdG(P ) se cumpla que :

tr(ω ∧ ∗ω′) = 〈ω, ω′〉volM

4.4.2. El funcional de Yang Mills

Si tenemos una conexión ω en P las intensidades del campo de Yang Mills Fα definen una 2 forma

Fω con valores en AdG(P ) y por lo tanto podemos definir la función:

[]2 : M −→ R
m 7→ [F]2 := 〈F,F〉m

Observación 4.11. Debido a la definición del operador estrella de Hodge para formas con valores

en AdG(P ) podemos ver que [F]2volM = 〈F,F〉mvolM = tr(F ∧ ∗F).

Definición 4.3. Definamos el funcional (acción) de Yang Mills como:
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SYM : C(P )→ R
ω 7→

∫
M

[Fω]2volM

Observación 4.12. Si tenemos una transformación gauge φ , bajo esta transformación Fα 7→ Fφα =

adφα ◦Fα y por lo tanto debido a la G invariancia del producto interno en Lie(G) podemos concluir

que [F ]2 = [Fφ]2.

Observación 4.13. Debido a la observación anterior podemos concluir que SYM : C(P ) → R
desciende a función de ˆSYM : C(P )/ {Transformaciones Gauge} → R.

Definición 4.4. Decimos que una conexión ω es de Yang Mills si es un punto cŕıtico del funcional

de Yang Mills. Es decir si todas las derivadas direccionales de SYM se anulan en ω .

A continuación veremos como podemos volver esta condición una ecuación diferencial parcial de

segundo orden en A.

Consideremos una conexión ω y representemos a esta mediante un conjunto de representantes locales

Aα. Recordemos que C(P ) es un espacio af́ın modelado en C∞G (T ∗P⊗Lie(G)) ∼= C∞(T ∗M⊗Ad(P )).y

por lo tanto ω = {Aα} es un punto critico del funcional de Yang Mills si para toda τ ∈ C∞(T ∗M ⊗
Ad(P ))

d
dtSYM (Aα + tτ)|t=0 = 0 .

Debido a la ecuación estructural de Cartan tenemos que :

FAα+tτ = d(Aα + tτ) + 1
2 [Aα + tτ, Aα + tτ ]

= dAα + 1
2 [Aα, Aα] + t(dτ + 1

2 [Aα, τ ] + 1
2 [τ,Aα]) + o(t2)

= dAα + 1
2 [Aα, Aα] + t(dτ + [Aα, τ ]) + o(t2)

= FAα + tdAατ + o(t2)

Esto implica que :

[FAα+tτ ]2 = [FAα ]2 + 2t〈dAατ, FAα) + o(t2)

En consecuencia de esto la condición de Yang Mills d
dtSYM (Aα + tτ)|t=0 = 0 se reduce a :∫

M
〈dAατ, Fα〉volM = 0 para toda τ

Si d∗A es el adjunto formal de dA bajo la forma bilineal 〈〈, 〉〉 definida por 〈〈α, β〉〉 :=
∫
M
〈α, β〉volM

para cualquier par de formas α, β entonces∫
M
〈τ, d∗AαFα〉volM = 0 para toda τ

Debido a esto podemos concluir que d∗AαFα = 0. Para poder obtener la forma final de las ecuaciones

de Yang-Mills supongamos por el momento que ∗d∗AαFAα = dAα ∗ F (La demostración se encuentra

en la siguiente página) esto tiene como consecuencia que la condición d∗AαFα = 0 es equivalente a

dAα ∗ FAα = 0. Esto junto con la identidad de Bianchi dAαFAα = 0 constituye una versión no lineal

de las condiciones requeridas para que una forma sea armónica:

dAα ∗ FA = 0

dAαFAα = 0
(4.1)
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Antes de poder demostrar que en efecto ∗d∗AαFAα = dAα ∗ Fα requerimos el siguiente lema

Lema 4.1. Si ω es una forma con valores en el haz Ad(P ) entonces

d(tr(ω)) = tr(dAω)

Demostración. dAω = dω + [A,ω] = dω +A ∧ ω − (−1)pω ∧A. Debido a esto tenemos que,

tr(dAω) = tr(dω) +Aαβ ∧ωβα−−(1)pωβα∧Aαβ = tr(dω) +Aαβ ∧ωβα−Aαβ ∧ωβα = tr(dω) = d(tr(ω)) �

Teorema 4.4. d∗AαFAα = ± ∗ dAα ∗ Fα

Sea η una forma con valores en el haz en el haz vectorial Ad(P ) con soporte pequeño.

〈〈dAαη, FAα〉〉 =

∫
M

tr(dAαη ∧ ∗F ) =

∫
M

trdAα(η ∧ ∗F )±
∫
M

tr(η ∧ dAα ∗ F ) =

=

∫
M

d(tr(η ∧ ∗F ))±
∫
M

tr(η ∧ dAα ∗ F )

La primera de estas integrales se anula debido a que el soporte de η es pequeño y por lo tanto

〈〈dAαη, FAα〉〉 = ±
∫
M

tr(η ∧ dAα ∗ F ) = ±
∫
M

tr(η ∧ ∗ ∗ dAα ∗ F ) = ±〈〈η, ∗dAα ∗ F 〉〉

En coordenadas locales podemos expresar a la primera de las ecuaciones 4.1 como :

∇µFνλ ⊗ ∗(dxµ ∧ ∗(dxν ∧ dxλ)) = 0

Usando la antisimetŕıa de F se puede ver que esto es equivalente a :

∇µFνµ = ∂µFνµ + [Aµ, Fνµ] = 0

Observación 4.14. En la ecuación anterior estamos usando la convención de Einstein aunque los

ı́ndices no aparecen correctamente.

En el espacio de Minkowski el potencial vectorial A define una conexión sobre el U(1) haz principal

U(1) × R4 esta conexión satisface las ecuaciones de Yang Mills ya que en éste haz principal las

ecuaciones de Yang Mills se reducen a las ecuaciones de Maxwell en ausencia de cargas. Para notar

esto último sólo es necesario usar las ecuaciones 4.1 y utilizar que Lie(U(1)) es una álgebra de Lie

abeliana. Al realizar esto obtenemos las siguientes ecuaciones.

d ∗ F = 0

dF = 0

Como vimos en el apéndice dos estas son precisamente las ecuaciones de Maxwell en ausencia de

cargas y por lo tanto podemos concluir que existe un fuerte v́ınculo entre las ecuaciones de Maxwell

y la ecuación de Yang Mills. Esto no debe de ser sorprendente ya que el lagrangiano de Maxwell

coincide en este caso con el lagrangiano (funcional) de Yang Mills definido sobre las conexiones en

U(1)× R4.

Observación 4.15. Debido a la observación 4.13 se sigue inmediatamente que si Aα satisface las

ecuaciones de Yang Mills entonces también lo hace Aφα para cualquier transformación gauge φ.
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4.5. Teoŕıas de Yang Mills no abelianas y la ecuación de Yang

Mills con cargas externas.

Supongamos que tenemos una n-ada χ de espinores de Dirac definidos sobre el espacio de Min-

kowski con la propiedad de que todos estos tienen la misma masa m. Análogamente al caso de las

interacciones U(1) tenemos que el lagrangiano :

L = χ̄(x)[(iγµ∂µ −m)I]χ(x)

Es globalmente invariante bajo la transformación :

χ(x) 7→ Uχ(x)

χ̄(x) 7→ χ̄(x)U∗

para cualquier U ∈ SU(n).

Sin embargo, al igual que en el caso de las interacciones U(1) este lagrangiano no es localmente

simétrico y si queremos lograr que lo sea podemos intentar considerar la interacción del campo χ

con un campo gauge {Aα} = A. Definamos un nuevo Lagrangiano como :

L = χ̄(x)[(iγµ∇µ −m)I]χ(x)

donde ∇µ := ∂µ − iAµ. Si bajo la transformación χ(X) 7→ Uχ(x) := χ̂ tenemos que A 7→ UAU∗ −
idUU∗ := Â entonces, este Lagrangiano resulta ser localmente simétrico al igual que en el caso de

la Electrodinámica Cuántica. Para demostrar esto notemos que:

L̂ = ¯̂χ(x)[(iγµ∇̂µ −m)I]χ̂(x) = χ̄(x)U∗[(iγµ(∂µ − iÂµ)−m)I]Uχ(x)

= χ̄(x)U∗[(iγµ(∂µ − i(UAµU∗ − idU(∂µ)U∗)−m)I]Uχ(x)

= χ̄(x)[(iγµ∇µ −m)I]χ(x) + χ̄(x)U∗[iγµ(∂µU − dU(∂µ)U∗U)χ(x))]

= χ̄(x)[(iγµ∇µ −m)I]χ(x) + χ̄(x)U∗[iγµ(∂µU − dU(∂µ))]χ(x))

= χ̄(x)[(iγµ∇µ −m)I]χ(x) + χ̄(x)U∗[iγµ(∂µU − ∂µU)]χ(x))

= χ̄(x)[(iγµ∇µ −m)I]χ(x) = L

Observación 4.16. Debido a la forma en la que se transforman A y χ(x) supondremos, al igual

que en caso de la electrodinámica cuántica que χ es una sección de un haz vectorial de la forma

P ×ρ (CL ⊕ CR)n (donde P es un SU(N) haz principal) y que −iA define una conexión en P .

El lagrangiano L busca describir la dinámica de una n-ada de espinores de Dirac χ al interactuar

con el campo gauge Aµ, sin embargo si queremos incluir la dinámica del campo gauge Aµ entonces,

debemos de considerar el lagrangiano :

LYM = χ̄(x)[(iγµ∇µ −m)I]χ(x)− 1
4 [F ]2

donde F es la intensidad del campo de Yang-Mills A, es decir F = dAA.

Observación 4.17. Este lagrangiano es localmente simétrico ya que es la suma de L y − 1
4 |F |

2 y

por lo tanto sólo es necesario ver que |F |2 es localmente simétrico. Esto se sigue de inmediato de su

definición.
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En coordenadas locales podemos expresar a LYM como :

LYM = − 1
4 (Fµν)i(Fµν)i + χ̄(x)[(iγµ∇µ −m)I]χ(x)

y aplicando las ecuaciones de Euler Lagrange para campos :

∂LYM
∂χ − ∂µ ∂LYM∂(∂µχ) = 0

∂LYM
∂Aµ

− ∂ν ∂LYM
∂(∂νAµ) = 0

obtenemos que :

χ̄γµAaµ −mχ̄− i∂µχ̄γµ = 0

(∂ν(F νµ)i + i(Fµν)kf ijkA
j
ν)Ti + χ̄γµχ = 0

Para deducir la última igualdad tomamos una base {Ti} de Lie(SU(N) y usamos que en esta base

(Fµν)i = ∂µA
i
ν − ∂νA

i
µ + f ijkA

j
µA

k
ν , donde fabc son las constantes de estructura de Lie(SU(N))

asociadas a esta base.

La primera de estas ecuaciones describe la dinámica de la n-ada de espinores de Dirac χ en presencia

del campo gauge Aµ mientras que la segunda de estas determina la dinámica del campo gauge Aµ

en presencia de cargas. Si definimos (Jµ) := χ̄γµχ y notamos que ∂ν(F νµ)i + i(Fµν)kf ijkAjν =

(∇νFµν)i, entonces en una notación más resumida podemos escribir esta ecuación como :

∇νFµν = Jµ

Si definimos la uno forma J como J := Jµdx
µ, entonces la ecuación anterior toma la forma

∗(dA ∗ FA) = J

Esta ecuación junto con la identidad de Bianchi nos dan las ecuaciones de Yang Mills en presencia

de cargas:

∗(dA ∗ FA) = J
dAF = 0

Observación 4.18. En toda esta sección estamos usando el dual de Hodge en el espacio de Min-

kowski.

Observación 4.19. La corriente Jµ es precisamente la corriente conservada que se obtiene a partir

del teorema de Noether debido a la SU(N) simetŕıa de LYM (ver (12) o (6) ).

Una de las principales diferencias entre las interacciones U(1) y las interacciones SU(N) es que

Lie(SU(N)) es un álgebra de Lie no abeliana y por lo tanto las ecuaciones de Yang Mills en este

caso contienen un término extra de la forma −ig[Aν , Fνµ]. Este término vuelve a las ecuaciones de

Yang Mills un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales no lineales de segundo orden en A y

por lo tanto el principio de superposición no es válido a diferencia del caso de las interacciones U(1).

Esto hace mucho más dif́ıcil resolver las ecuaciones de Yang Mills para teoŕıas no abelianas y en

la mayoŕıa de los casos resulta imposible dar soluciones exactas . Otra diferencia muy importante

es que en estas teoŕıas la intensidad del campo de Yang Mills Fµµ tiene un término extra de la

forma [Aµ, Aν ]. Este término aporta al lagrangiano LYM términos de interacción del campo gauge
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Aµ consigo mismo a diferencia de el caso de la electrodinámica cuántica en la cual no pasa esto.

Esto último hace que por ejemplo en las interacciones SU(3) (cromodinámica cuántica) los leptones

adquieran carga y a su vez esto ocasiona que en estas interacciones la fuerza incremente al aumentar

la separación entre 2 objetos cargados. A este fenómeno se le suele llamar libertad asintótica y una

discusión iluminadora de esto y mucho más se puede encontrar en (11).

4.6. Instantones

Consideremos una variedad de dimensión 4 M equipada con una métrica Riemanniana g. Como

mencionamos en el apéndice uno para cualquier 2-forma ω ∈M el operador * de Hodge satisface la

identidad ∗2(ω) = ω y esto nos permite descomponer al espacio de 2 formas de la siguiente manera :

C∞(M,∧2T ∗M) = C∞− (M,∧2T ∗M)⊕ C∞+ (M,∧2T ∗M) (4.2)

Donde una 2 forma ω ∈ C∞± (M,∧2T ∗M) si ∗ω = ±ω. Esto último se demuestra al escribir a cualquier

2 forma ω como ω = 1
2 (ω + ∗ω)− 1

2 (ω − ∗ω).

Definición 4.5. Decimos que una 2 forma ω es autodual si ∗ω = ω. Si ∗ω = - ω entonces diremos

que ω es antidual.

Usando la descomposición anterior, podemos ver que cualquier 2-forma ω se puede escribir como

ω = ω+ + ω− donde ω± ∈ C∞± (M,∧2T ∗M) . Más aun, esta descomposición es ortogonal (con

respecto al producto interno inducido en ∧2T ∗M por g) ya que por un lado tenemos que :

〈ω+, ω−〉volM = ω+ ∧ ∗ω− = −ω+ ∧ ω−

Sin embargo también es cierto que :

〈ω+, ω−〉volM = 〈ω−, ω+〉volM = ω− ∧ ∗ω+ = ω− ∧ ω+ = ω+ ∧ ω−

Y por lo tanto podemos concluir que :

〈ω+, ω−〉 = 0

Para 2-formas con valores en un haz vectorial lo anterior aun es cierto y por lo tanto podemos

descomponer a la intensidad del campo de Yang Mills FA en su parte autodual y antidual como :

FA = F+
A + F−A

Esto nos permite expresar al funcional (acción) de Yang-Mills como :

SYM =

∫
M

[FA]2 =

∫
M

[F+
A ]2 +

∫
M

[F−A ]2

Donde en la última igualdad utilizamos el hecho de que F+
A y F−A son ortogonales.

Definición 4.6. Definamos el número de Chern c como :
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c :=

∫
M

tr(FA ∧ FA)

Descomponiendo a FA en su parte autodual y antidual obtenemos que :

c =

∫
M

tr(F+
A ∧ F

+
A )−

∫
M

tr(F−A ∧ F
−
A )

Observación 4.20. En esta última igualdad están ausentes los términos cruzados ya que F+
A y F−A

son ortogonales.

Debido a lo anterior podemos ver que el funcional de Yang Mills está acotado por abajo por el valor

absoluto de el número de Chern c :

SYM ≤ [c]

y la igualdad sólo se da si F±A = 0. En este caso tenemos que :

SYM = ±c

Observación 4.21. Si F±A = 0 entoncesA satisface la ecuación de Yang Mills como una consecuencia

directa de la identidad de Bianchi.

Definición 4.7. Si FA = F+
A diremos que A es un instantón. Si FA = F−A diremos que A es un

anti-instantón.

Observación 4.22. Debido a la observación anterior y al hecho de que el valor absoluto de el

número de Chern c es una cota del funcional de Yang Mills podemos concluir que un instantón

(anti-instantón) es un mı́nimo global de SYM .

Observación 4.23. Notemos que las ecuaciones de Yang Mills son un conjunto de ecuaciones

diferenciales parciales de segundo orden en A mientras que la condición de ser un instantón (anti-

instantón) está dada por una ecuación diferencial parcial de primer orden. Por lo tanto requerir que

una solución sea un instantón (anti-instantón) es una forma más simple de encontrar soluciones a

las ecuaciones de Yang Mills.

Observación 4.24. Debido a la forma en la que definimos al número de Chern c este parece

depender de la conexión usada para definirlo. Sin embargo como veremos en el siguiente capitulo

este no depende de esta y por lo tanto se puede pensar como un número caracteŕıstico asociado al

haz principal P del cual partimos.

4.7. Instantones en el espacio de Minkowski

Trabajando en el espacio de Minkowski consideremos una part́ıcula (campo) cuántica Ψ que in-

teractúa con un instantón A y supongamos que la función de onda de esta part́ıcula se encuentra

descrita por una sección de un haz vectorial complejo E de la forma P ×ρ V . Donde P es un SU(N)

haz principal. En esta breve sección nos concentraremos en la dinámica del campo gauge A y para

simplificar la discusión supondremos que la intensidad del campo de Yang Mills F tiene soporte

82



compacto. Tomemos una esfera S3 que contenga al soporte de F y consideremos una vecindad U

que contenga a esta esfera; también consideremos a un abierto V totalmente ajeno al soporte de F

y definido como el exterior de una esfera contenida en la esfera S3 original. Notemos que debido

a la definición de V tenemos que ∀m ∈ V , F = 0. Dicho de otra forma notemos que si restrin-

gimos la conexión a V obtenemos una conexión plana. Esto combinado con el hecho de que V es

simplemente conexo nos permite concluir que bajo un cambio de base de las secciones locales de

E|V , s 7→ s
′

:= gs podemos suponer que AV = 0 (ver 4.2) y por lo tanto en V ∩ U tenemos que

AU = g−1AUg− g−1dg = g−1dg. En particular para cualquier elemento de la esfera S3 que contiene

al soporte de F la conexión A se puede expresar de esta forma y esto nos brinda un mapeo :

g : S3 −→ SU(N)

Al grado de este mapeo lo llamaremos el grado k del instantón y se puede demostrar que

k =
1

8π
tr(F ∧ F ) (4.3)

Observación 4.25. En el caso en el que el soporte de F no sea compacto es posible hacer lo mismo

sólo que considerando un mapeo g : S3
∞ −→ SU(N) donde S∞∞ es el cielo (esfera al infinito).

4.8. Levantamiento de haces principales

Dado un G-haz principal π : P −→ M , un grupo de Lie H y un morfismo de grupos de Lie

f : G −→ H siempre podemos construir un H-haz principal de la siguiente manera :

1) Consideremos una cubierta abierta de M {Uα} en la cual P se trivializa y escribamos a las

funciones de transición de P como gαβ .

2) Notemos que claramente las funciones ˆgαβ := f ◦ gαβ satisfacen la condición del cociclo.

3) Definamos el haz PH como PH :=
⋃

(Uα ×H) / ∼ ˆgαβ .

Ahora supongamos que tenemos un H haz principal π̂ : P̂ −→ M . Si este haz es de la forma PH

para algún G haz principal π : P −→ M entonces decimos que P es un levantamiento de P̂ bajo

f : G −→ H. Dicho de otra manera, un G haz principal P es un levantamiento de un haz principal

P̂ bajo f : G −→ H si podemos elegir funciones de transición de P̂ de la forma f ◦ gαβ donde {gαβ}
es una elección del conjunto de funciones de transición de P .

Observación 4.26. Dado un H haz principal P̂ y un morfismo f : G −→ H no siempre es posible

construir un levantamiento bajo f de P̂ ya que como esbozaremos en la siguiente sección existen

obstrucciones topológicas que nos pueden impedir realizar esto.

Ejemplo 4.1. Supongamos que tenemos una variedad Lorentziana orientable de dimensión 4 (M, g).

Consideremos al haz de marcos PSO(1,3)(M) y al morfismo 2 a 1 f : SL(2,C) −→ SO(1, 3). En el caso

en el que exista un levantamiento de PSO(1,3)(M) bajo f diremos que M admite una estructura spin

y a el SL(2,C) haz principal que se obtiene de este levantamiento lo escribiremos como PSL(2,C)(M).

El resultado principal de la siguiente sección nos dará una condición suficiente para que exista una
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estructura spin en M y esto será importante para nosotros ya que como veremos un poco más

adelante, una estructura spin nos permite construir campos de espinores de Dirac en un espacio

tiempo curvo M .

4.9. Cohomoloǵıa de Chern

Definición 4.8. Una gavilla S en un espacio topológico M asocia a todo subconjunto abierto U

de M un grupo abeliano S(U) (secciones de U) y a todo V ⊂ U un mapeo de restricción rUV :

S(U) −→ S(V ) tal que :

1) Si W ⊂ V ⊂ U tenemos que rVW ◦ rUV = rUW

2) Si σ ∈ S(U) , τ ∈ S(V ) y rUU∩V (σ) = rV U∩V (τ) entonces existe ρ ∈ S(U ∪ V ) tal que

rU∪V U (ρ) = σ , rU∪V V (ρ) = τ .

3) Si σ ∈ S(U ∪ V ) es tal que rU∪V U = 0 y rU∪V V = 0 entonces σ = 0.

A continuación daremos 2 ejemplos que serán importantes para nosotros:

1) S(U) = O(U) donde O(U) es el conjunto de funciones holomorfas en U .

2) S(U) = O(L)(U) := conjunto de secciones sobre U del haz de linea complejo L.

Si S es una gavilla podemos construir los grupos de cohomoloǵıa Hp(M,S) con coeficientes en S

de la siguiente manera. Tomemos una cubierta abierta de {Uα} de M y supongamos que esta es

localmente finita. Definamos :

S0 :=
⊕

α S(Uα)

S1 :=
⊕

α6=β S(Uα ∩ Uβ)

Sp :=
⊕

α0 6=···6=αp S(Uα0 ∩ · · · ∩ Uαp)

Sea f un elemento en Sp y escribamos a las coordenadas de este como fα0α1···αp . Decimos que f

es alternante si para toda permutación σ tenemos que fσ(α0)σ(α1)···σ(αp) = sgn(σ)fα0α1···αp donde

sgn(σ) es el es signo de la permutación σ. Definamos a Cp como el conjunto de elementos alternantes

en Sp y consideremos el morfismo δ : Cp −→ Cp+1 definido por :

(δ(f))α0α1···αp+1 :=
∑
i

(−1)ifα0α1···α̂i···αp+1

donde fα0α1···α̂i···αp+1 := fα0···αi−1αi+1···αp .

Lema 4.2. (δ2 = 0 ) Para toda f ∈ Cp se tiene que (δ ◦ δ)(f) = 0 .

Demostración. Notemos que

(δ2(f))α0α1···αp+2
=

p+2∑
r=0

(−1)r(
∑
s<r

(−1)sfα0α1···α̂s···α̂r···αp +
∑
r<s

(−1)sfα0α1···α̂r···α̂s···αp)

En esta suma cada término aparece dos veces pero con signo distinto (ya que fσ(α0)σ(α1)···σ(αp) =

sgn(σ)fα0α1···αp donde sgn(σ) es el es signo de la permutación) y por lo tanto esta suma se anula.
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Debido al lema anterior tenemos el siguiente co-complejo de cadena :

· · · δ−→ Ci−1 δ−→ Ci
δ−→ Ci+1 δ−→ · · ·

Esto nos permite definir los grupos de cohomoloǵıa Hp(M,S) con coeficientes en la gavilla S como :

Hp(M,S) :=
ker(δ : Cp → Cp+1)

im(δ : Cp−1 → Cp)

Observación 4.27. La definición de Hp(M,S) parece depender de la cubierta abierta {Uα} de M

utilizada en la definición. La forma usual de hacer a estos grupos de cohomoloǵıa independientes

de la cubierta utilizada es tomar un ĺımite en el conjunto de todas las cubiertas abiertas de M ,

el cual forma un conjunto parcialmente ordenado bajo refinamiento. Esto vuelve a los grupos de

cohomoloǵıa incomputables y la forma de solucionar esto es tomar una cubierta buena de M ya que

para cubiertas de esto tipo se puede demostrar que el ĺımite es igual a la cohomoloǵıa que se obtiene

al usar esta cubierta.

Ejemplo 4.2. Sea L un haz de ĺınea holomorfo sobre M y S la gavilla de secciones holomorfas de

L. Si f ∈ C0 entonces tenemos que :

(δ(f))αβ = fα − fβ

Por lo tanto δ(f) = 0 si y sólo si las secciones fα se pegan consistentemente y definen una sección

global f en L . Es decir H0(M,O(L)) = kerδ está dado por el espacio de secciones holomorfas en L.

Ejemplo 4.3. Supongamos que tenemos un haz de ĺınea holomorfo L sobre M . Si {Uα} es una

cubierta abierta de M en la cual L se trivializa y gαβ son las funciones de transición asociadas a esta

cubierta abierta entonces tenemos que gαβ = g−1
βα y por lo tanto podemos ver que gαβ es un elemento

de C1 para la gavilla O∗ de funciones holomorfas que no se anulan. En esta gavilla la operación de

grupo es multiplicativa y por lo tanto usando la condición del cocilco obtenemos que :

(δ(g))αβγ = gαβgβγg
−1
αγ = 1

Esto implica que g define un elemento de H1(M,O∗). Por otro lado cómo vimos en el teorema E.1,

L‘ es isomorfo a L si y sólo si podemos tomar una cubierta abierta {Uα} de M en la que tanto L

como L‘ se trivializan y las funciones de transiciones de L‘ son de la forma g‘
αβ = hαgαβh

−1
β donde

hα : Uα −→ C. Usando que la multiplicación en C es conmutativa obtenemos que :

g‘
αβ = gαβhαh

−1
β = gαβ(δ(h))αβ

Esto implica que

g‘ = gδ(h)

para alguna h ∈ C0 y por lo tanto L , L‘ son isomorfos si y sólo si definen el mismo elemento en
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H1(M,O∗). Por el contrario, tomemos un elemento de [gαβ ] ∈ H1(M,O∗) y notemos que el conjunto

de funciones gαβ satisface la condición del cociclo y por lo tanto define un haz de ĺınea holomorfo L

sobre M . En resumen tenemos lo siguiente :

Teorema 4.5. Las clases de isomorfismo de haces de ĺınea holomorfos sobre una variedad M están

en correspondencia uno a uno con los elementos de H1(M,O∗).

4.9.1. Estructuras Spin

En esta sección daremos una condición necesaria y suficiente para que exista una estructura spin en

una variedad 4-dimensional Lorentziana (M, g). Tomemos una cubierta abierta buena de M , {Uα}
en la cual TM se trivializa y escribamos a las funciones de transición de TM para esta cubierta como

gαβ . Notemos que debido a que Uα∩Uβ es contráıble podemos levantar a gαβ : Uα∩Uβ −→ SO(1, 3)

a una función ˆgαβ : Uα ∩ Uβ −→ SL(2,C) tal que gαβ = f ◦ ˆgαβ donde f : SL(2,C) −→ SO(1, 3) es

la función 2 a 1 que definimos en la sección 1.6.1 y por lo tanto:

ĝαβ ĝβγ ĝ
−1
αγ = ±1

Definamos ηαβγ : Uα ∩ Uβ ∩ Uγ −→ Z2 como ηαβγ := ĝαβ ĝβγ ĝ
−1
αγ Usando que los elementos de Z2

son sus propios inversos notemos que :

ηαβγ = ηβγα = ηβαγ = η−1
βαγ

ηβγδη
−1
αγδηαβδη

−1
αβγ = 1

Esto implica que {ηαβγ} define una clase de cohomoloǵıa en H2(M,Z2). A esta clase de cohomoloǵıa

la llamaremos la segunda clase de Stiefel-Whitney del haz tangente de M , TM y la escribiremos

como w2(TM) . Si M admite una estructura spin entonces claramente las funciones ĝαβ satisfacen

la condición del cociclo y por lo tanto w2(TM) = 0. Por el contrario , si la segunda clase de Stiefel-

Whitney es cero, podemos concluir que {ηαβγ} es una co-frontera y por lo tanto existen funciones

ηαβ : Uα ∩ Uβ −→ Z2 tales que :

ηαβηβγηγα = ηαβγ

Debido a esto tenemos que el conjunto de funciones de la forma ηαβ ĝαβ : Uα ∩ Uβ −→ SL(2,C)

satisface la condición del cociclo ya que :

(ηαβ ĝαβ)(ηβγ ĝβγ)(ηαγ ĝαγ)−1 = ηαβηβγηγαĝαβ ĝβγ ĝ
−1
αγ = (ηαβγ)2 = 1

combinando esto con el hecho de que claramente f(ηαβ ĝαβ) = gαβ podemos concluir que {ηαβ ĝαβ}
define una estructura spin en M . En resumen tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.6. Sea M es una variedad 4 dimensional Lorentziana y orientable. M admite una

estructura spin si y sólo si w2(M) = 0 .
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4.9.2. El haz de espinores de Dirac

Si tenemos una variedad Lorentziana y orientable de dimensión 4 (M, g) las funciones de transición

de TM se pueden tomar en SO(1, 3). Debido a esto tenemos que si X ∈ C∞(M,TM) es un campo

vectorial y {Uα} es una cubierta abierta de M en la cual TM se trivializa entonces ∀m ∈ Uα ∩ Uβ

Xβ = gβα(m)Xα

donde gβα(m) es un elemento de SO(1, 3). Debido a esto podŕıa resultar natural pensar que si Ψ

es un hipotético campo de Dirac (es decir una elección de espinor de Dirac en cada punto de M)

entonces los representantes locales Ψα,Ψβ están relacionados por :

ρ( ˆgβα)Ψα = Ψβ

donde ρ es la representación ( 1
2 ,

1
2 ) de SL(2,C). Es aqúı donde es importante que M tenga una

estructura spin ya que de este ser el caso podemos definir un haz vectorial E de la siguiente manera

:

ED := (PSL(2,C)(M))×ρ (C2
L × C2

R)

Observación 4.28. Notemos que SL(2,C) actúa naturalmente en ED y la forma en la que se

transforman (fibra a fibra) las secciones de ED bajo los elementos de SL(2,C) es precisamente la

propiedad definitoria de cómo se transforman los espinores de Dirac y por lo tanto tiene sentido

pensar a las secciones de ED como campos de espinores de Dirac.

4.10. La ecuación de Dirac en un espacio tiempo curvo

Supongamos que tenemos una variedad Lorentziana y orientable de dimensión 4 (M, g) que admite

una estructura spin. Consideremos la conexión de Levi-Cevita Γ en TM asociada a g. Tomemos una

cubierta abierta {Uα} de M en la cual TM se trivializa y describamos a este conexión mediante un

conjunto de representantes locales Γα : T (Uα) −→ Lie(SO(1, 3)). Si identificamos a Lie(SO(1, 3))

con Lie(SL(2,C)) mediante f∗ donde f : SL(2,C) −→ SO(1, 3) es la función 2 a 1 que definimos en

1.6.1 entonces podemos definir Γ̂α : T (Uα) −→ Lie(SL(2,C)) como Γ̂α := f−1
∗ ◦ Γα. Notemos que

en Uα ∩ Uβ tenemos que :

Γ̂β = f−1
∗ ◦ Γβ

= f−1
∗ ◦ (gβαΓαg

−1
βα − dgβαg

−1
βα)

= ĝβαΓ̂αĝ
−1
βα − dĝβαĝ

−1
βα

donde ĝβα : Uα ∩ Uβ −→ SL(2,C) es el levantamiento a SL(2,C) de la función gβα : Uα ∩ Uβ −→
SO(1, 3). Esto implica que Γ̂α se transforma de la forma requerida para poder definir una conexión

Γ̂ en el haz PSL(2,C)(M). Escribamos a Γ en coordenadas locales como :

Γα =
∑
µ<ν

(Γα)µνEµν
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donde {Eµν}µ<ν es la base de Lie(SO(1, 3)) definida por :

K1 := E01,K2 := E02,K3 := E03

J1 := E23, J2 := E13, J3 := E12

Usando esto podemos escribir a Γ̂α como :

Γ̂α =
∑
µ<ν

(Γα)µνf
−1
∗ (Eµν)

La conexión Γ̂ induce una conexión ω en ED y si Ψ es una sección de ED entonces en coordenadas

locales tenemos que :

dωΨ = dΨ +
∑
µ<ν

Γµνρ(f−1
∗ (Eµν))Ψ

Donde ρ es la representación ( 1
2 ,

1
2 ) de Lie(SL(2,C)). Usando que en la representación ( 1

2 ,
1
2 ) se tiene

que

ρ(J1) =
1

2

(
−iσ1 0

0 −iσ1

)
=

1

2

(
−σ2σ3 0

0 +σ3σ2

)

ρ(J2) =
1

2

(
−iσ2 0

0 −iσ2

)
=

1

2

(
−σ3σ1 0

0 +σ1σ3

)

ρ(J3) =
1

2

(
−iσ3 0

0 −iσ3

)
=

1

2

(
−σ1σ2 0

0 +σ2σ1

)

ρ(K1) =
1

2

(
σ1 0

0 −σ1

)
=

1

2

(
σ0σ1 0

0 −σ0σ1

)

ρ(K2) =
1

2

(
σ2 0

0 −σ2

)
=

1

2

(
σ0σ2 0

0 −σ0σ2

)

ρ(K3) =
1

2

(
σ0σ3 0

0 −σ0σ3

)
=

1

2

(
σ0σ3 0

0 −σ0σ3

)
Obtenemos que: :

ρ(Eµν) = −1

2

(
σµσν 0

0 −σνσµ

)
= −1

2
γµγν

Esto último nos permite escribir a dωΨ como :

dωΨ = dΨ− 1

2

∑
µ<ν

ΓµνγµγνΨ

Usando la antisimetŕıa de γµγν y de Γµν podemos ver que :

dωΨ = dΨ− 1

4
ΓµνγµγνΨ
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donde en esta última igualdad estamos usando la convención de Einstein aunque los ı́ndices no

aparecen correctamente. Debido a esto tenemos que en coordenadas locales:

∇ξΨ =
∂Ψ

∂xξ
− 1

4
ΓµξνγµγνΨ

El principio de co-varianza de Einstein nos dice que para obtener la versión de una cierta ecuación

de la f́ısica en un espacio tiempo curvo debemos de remplazar a las derivadas parciales por derivadas

covariantes. Usando esto obtenemos que la ecuación de Dirac en un espacio tiempo curvo M está

dada por :

(iγξ∇ξ −m)Ψ = 0

iγξ
∂Ψ

∂xξ
− (i

1

4
Γµξνγξγµγν +m)Ψ = 0

donde de nuevo estamos usando la convención de Einstein aunque los ı́ndices no aparecen correcta-

mente. Si además Ψ se encuentra en presencia de un campo electromagnético entonces tenemos que

∇ξΨ = ∂Ψ
∂xξ

+ ΓµξνγµγνΨ + iAξΨ y por tanto la ecuación de Dirac en un espacio tiempo curvo y en

presencia de un campo electromagnético está dada por :

iγξ
∂Ψ

∂xξ
− (i

1

4
Γµξνγξγµγν + γξAξ +m)Ψ = 0

Aunque existe mucho más que decir al respecto de la ecuación de Dirac en un espacio tiempo curvo,

creemos que este es buen momento para concluir ya que este último ejemplo involucra muchas de

las matemáticas que estudiamos en este trabajo.
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Apéndice A

Teoŕıa de Hodge

Supongamos que tenemos una variedad (orientable) M equipada con una métrica Riemanniana g

y consideremos una base ortonormal de TpM { ∂
∂xi }. Para toda p ∈ N la métrica Riemanniana g

induce una métrica en ∧pT ∗M definida por las siguientes relaciones

〈(dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxip), (dxj1 ∧ dxj2 · · · ∧ dxjp)〉 := δi1j1δ
i2
j2
· · · δipjp

donde δij es la delta de Kronecker. Usando esta definición, la forma de volumen Riemanniana volM

nos brinda un isomorfismo :

∗ : ∧pT ∗M −→ ∧n−pT ∗M

definido de tal manera que para cualquier par de p-formas ω , ω′ se tiene que :

ω ∧ ω′∗ = 〈ω, ω′〉volM

Para darnos una idea clara de qué forma toma el operador de Hodge consideremos una base orto-

normal {ei} de T ∗M en un cierto punto de M . La forma de volumen en este punto está dado por

e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en y por lo tanto podemos observar fácilmente que:

∗(e1 ∧ · · · ∧ ep) = ep+1 ∧ · · · ∧ en

Otros elementos de la base de ∧pT ∗M son de la forma (ei1 ∧ · · · ∧ eip) (donde i1 < i2 < · · · < ip) y

la imagen de estos elementos bajo la estrella de Hodge está dado por :

∗(ei1 ∧ · · · ∧ eip) = ±1ej1 ∧ · · · ∧ ejn−p .

donde j1 < j2 < · · · < jn−p es una secuencia de naturales ordenados que se obtiene del conjunto

de los primeros n naturales al retirar i1, · · · , in. El signo +1 o −1 está determinado por la paridad

de la permutación que se requiere para mapear (i1, · · · ip, j1,n−p ) a (1, · · · , n). Por último notemos

que el operador de Hodge define una involución, es decir ∗2 = (−1)p(n−p). Por ejemplo * mapea la

forma de volumen canónica en la función constante 1 y viceversa.
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A.0.1. El dual de Hodge en el espacio de Minkowski

Recordemos que el espacio de Minkowski tiene una pseudo-métrica definida por

g(v1, v2) = x1x2 + y1y2 + z1z2 − t1t2

donde v1 := (x1, y1, z1, t1) y v2 := (x2, y2, z2, t2). Debido a que la definición del dual de Hodge

depende de un producto interno entre formas el cual está definido a partir de la métrica original

tenemos que al cambiar la métrica de R4 por la métrica de Minkowski el dual de Hodge también

cambiará ya que 〈dt, dt〉 = −1. Usando la definición del dual de Hodge es fácil ver que en el espacio

de Minkowski se tienen las siguientes relaciones

∗1 = dx ∧ dy ∧ dz ∧ dt

∗dx = dy ∧ dz ∧ dt

∗dy = dz ∧ dx ∧ dt

∗dz = dx ∧ dy ∧ dt

∗dt = dx ∧ dy ∧ dz

∗(dx ∧ dy) = dz ∧ dt

∗(dz ∧ dx) = dy ∧ dt

∗(dy ∧ dz) = dx ∧ dt

∗(dx ∧ dt) = −dy ∧ dz

∗(dy ∧ dt) = −dz ∧ dx

∗(dz ∧ dt) = −dx ∧ dy

∗(dx ∧ dy ∧ dz) = dt

∗(dx ∧ dy ∧ dt) = dz

∗(dz ∧ dx ∧ dt) = dy

∗(dy ∧ dz ∧ dt) = dx

∗(dx ∧ dy ∧ dz ∧ dt) = −1

Una 2-forma de particular interés en este contexto es la 2-forma de Faraday, la cual está definida

por

F =
1

2
Fαβdx

α ∧ dxβ = Bxdy ∧ dz +Bydz ∧ dx+Bzdx ∧ dy + Exdx ∧ dt+ Eydy ∧ dt+ Ezdz ∧ dt

donde Bxi es el componente i del campo magnético y análogamente Exi es el componente i del

campo eléctrico. El dual de Hodge en el espacio de Minkowski de la 2 forma de Faraday está dada

por

∗F = −Bxdx ∧ dt−Bydy ∧ dt−Bzdz ∧ dt+ Exdy ∧ dz + Eydz ∧ dx+ Ezdx ∧ dz

Observación A.1. En el espacio euclidiano R4 se tiene que ∗2(α) = α para cualquier 2 forma α, a

diferencia de esto en el espacio de Minkowski se tiene que ∗2(α) = −α.
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Apéndice B

Los Lagrangianos de las teoŕıas

libres de la naturaleza

En esta muy breve sección describiremos los Lagrangianos de las teoŕıas libres (sin interacciones)

de la naturaleza. El requerimiento central para poder deducir estos Lagrangianos está dado por la

condición de que estos sean Lorentz invariantes ya que buscamos que las ecuaciones de la f́ısica

no dependan del marco inercial que usamos para describirla. Además de esto requerimos que el

lagrangiano use el menor número de derivadas posibles. Esto usualmente se pide para evitar que

estas teoŕıas tengan niveles de enerǵıa negativos arbitrariamente grandes ya que de este ser el caso en

estas teoŕıas no existiŕıan estados estables. Para poder construir Lagrangianos Lorentz invariantes

necesitamos usar objetos en los cuales las transformaciones de Lorentz puedan actuar.

Observación B.1. Un criterio útil para construir términos Lorentz invariantes es el principio de

co-varianza. A grandes rasgos, este nos dice que si construimos un término con la misma cantidad

de ı́ndices superiores como inferiores entonces este término será un escalar que se transforma bajo

la representación 0 del grupo de Lorentz. Por ejemplo, si Aµ es un cuatrivector en el espacio de

Minkowski entonces un término de la forma AµAµ es Lorentz invariante ya que tiene un ı́ndice

arriba y uno abajo.

B.0.1. El lagrangiano de Klein-Gordon

Este lagrangiano se construye a partir de un campo escalar Φ que se transforma bajo la representación

(0, 0) del grupo de Lorentz. Usando las condiciones del párrafo anterior se puede ver que este es de

la forma

L =
1

2
(∂µΦ∂µΦ−m2Φ2)

donde m es una constante. Aplicando la ecuación de Euler-Lagrange para campos a este lagrangiano

obtenemos

(∂µ∂
µ +m2)Φ = 0

Esta es precisamente la ecuación de Klein-Gordon que describe correctamente la dinámica de una

part́ıcula cuántica libre, de masa m y de spin 0.
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B.0.2. El lagrangiano de Proca

Este lagrangiano se construye a partir de un campo A que se transforma mediante la representación

( 1
2 ,

1
2 ) del grupo de Lorentz. Esta representación es la representación vectorial y por lo tanto para

construir este lagrangiano empezaremos por listar los términos Lorentz invariantes que podemos

construir a partir de un cuatrivector Aµ utilizando derivadas de orden menor o igual que 2. Usando

el principio de co-varianza podemos ver que estos están dados por

I1 = ∂µAν∂νAµ , I2 = ∂µAν∂νAµ

I3 = AνAν , I4 = ∂µAµ

Esto implica que el lagrangiano de Proca es de la forma

LProca = C1∂
µAν∂νAµ + C2∂

µAν∂νAµ + C3A
νAν

Observación B.2. Estamos suponiendo que C4 = 0 ya que un término de la forma C4∂
µAµ sólo

cambiaŕıa las ecuaciones de Euler-Lagrange por una constante y por lo tanto no tendŕıa relevancia

en la dinámica del campo Aµ.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para campos asociadas a este Lagrangiano están dadas por

∂L

∂Aρ
= ∂σ(

∂L

∂(∂σAρ)
)

Realizando un cálculo delicado es posible ver que estas se reducen a las siguientes ecuaciones

2C3A
ρ = 2C1∂σ∂

σAρ + 2C2∂
ρ(∂σA

σ)

Si tomamos C3 = 1
2m

2, C1 = 1
4 y C2 = − 1

4 obtenemos

m2Aρ =
1

2
∂σ(∂σAρ − ∂ρAσ)

Estas son las ecuaciones de Proca las cuales describen la dinámica de la función de onda de una

part́ıcula cuántica de masa m y de spin 1. Para part́ıculas de masa cero estas ecuaciones toman la

forma

0 =
1

2
∂σ(∂σAρ − ∂ρAσ)

SiAµ es el potencial vectorial electromagnético (relativista)(ver Robinson2011 o frankel2011geometry)

entonces las ecuaciones anteriores son precisamente las ecuaciones no homogéneas de Maxwell en

ausencia de cargas

∇ · E = 0, ∇×B − ∂E

∂t
= 0

Para deducir estas últimas ecuaciones usamos que Ei = ∂iA0 y que Bi = εijk(∂jAk − ∂kAj).

Definamos el tensor de Faraday Fσρ como Fσρ := ∂σAρ − ∂ρAσ, esto nos permite escribir al La-

grangiano de Proca LProca como
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LProca =
1

4
FµνFµν +m2AµA

µ

en el caso en el que m = 0 obtenemos el Lagrangiano de Maxwell

LMaxwell =
1

4
FµνFµν

Por último notemos que si definimos la uno forma A como A := Aµdx
µ y la 2-forma de Faraday F

como F := dA entonces podemos expresar las ecuaciones no homogéneas de Maxwell en ausencia de

corrientes como d ∗ F = 0 donde ∗F es el dual de Hodge de F (ver apéndice A). Esto convidado con

el hecho de que dF = d(dA) = 0 nos proporciona la forma completa de las ecuaciones de Maxwell

en ausencia de cargas

d ∗ F = 0

dF = 0

B.0.3. El lagrangiano de Dirac

Este lagrangiano se construye a partir de un campo Ψ =

(
χL

ξR

)
que se transforma bajo la represen-

tación ( 1
2 ,

1
2 ) del grupo de Lorentz. Para poder escribir este Lagrangiano empecemos por listar los

objetos Lorentz invariantes que podemos construir a partir de Ψ y que utilizaremos en este

I1 = (χL)†ξR, I2 = (ξR)†χL, I3 = (χL)†∂µσ̂
µχL, I4 = (ξR)†∂µσ

µξR

Para poder deducir que los términos (de masa) I1 e I2 son Lorentz invariantes usamos que bajo una

transformación de Lorentz

Ψ 7→ Ψ′ =

(
e(iθ σ2 +φσ2 ) 0

0 e(iθ σ2−φ
σ
2 )

)(
χL

χR

)

χL 7→ e(iθ σ2 +φσ2 )χL, (χL)† 7→ (χL)†e(−iθ σ2 +φσ2 ), χR 7→ e(iθ σ2−φ
σ
2 )χR, (χR)† 7→ (χR)†e(−iθ σ2−φ

σ
2 )

y por lo tanto

(χ
′

L)†χ
′

R = (χL)†e(−iθ σ2 +φσ2 )e(iθ σ2−φ
σ
2 )χR = (χL)†χR

(χ
′

R)†χ
′

L = (χR)†e(−iθ σ2−φ
σ
2 )e(iθ σ2 +φσ2 )χL = (χR)†χL

Observación B.3. Podŕıa resultar más natural observar que debido a la forma en la que se transfor-

man χL, χR, (χL)† y (χR)† I1 e I2 son los únicos términos Lorentz invariantes (salvo constantes) que

podemos construir a partir de estos sin utilizar ninguna derivada y por lo tanto las únicas opciones

que tenemos para poder construir un término de masa para el Lagrangiano que buscamos.

Para poder deducir que los términos dinámicos I3 e I4 son Lorentz invariantes usamos que bajo la
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transformación de Lorentz que estamos considerando

σµ 7→ e(iθ σ2 +φσ2 )σµe(−iθ σ2 +φσ2 ), σ̂µ 7→ e(iθ σ2−φ
σ
2 )σ̂µe(−iθ σ2−φ

σ
2 )

Recordando que γµ =

(
0 σµ

σ̂µ 0

)
, γµ =

(
0 σ̂µ

σµ 0

)
, podemos escribir a I1 + I2 y a I3 + I4 como

I1 + I2 = Ψ†γ0Ψ = Ψ̂Ψ, I3 + I4 = Ψ†γ0γ
µ∂µΨ = Ψ̂γµ∂µΨ. Ahora tenemos todo lo requerido para

poder construir un Lagrangiano Lorentz invariante usando sólo una derivada

L = AΨ̂Ψ +BΨ̂γµ∂µΨ

tomando A = −m y B = i obtenemos el lagrangiano de Dirac

LDirac = −mΨ̂Ψ + iΨ̂γµ∂µΨ = Ψ̂(iγµ∂µ −m)Ψ

Observación B.4. En este lagrangiano aparece tanto el campo Ψ como su conjugado Ψ̂ y esto es

necesario para poder obtener un lagrangiano Lorentz invariante.

Usando la ecuación de Euler-Lagrange para el campo Ψ

∂L

∂Ψ
− ∂µ(

∂L

∂(∂µΨ)
) = 0

obtenemos

−mΨ̂− i∂µΨ̂γµ = 0

mientras que usando la ecuación de Euler Lagrange para el campo Ψ̂

∂L

∂Ψ̂
− ∂µ(

∂L

∂(∂µΨ̂)
) = 0

obtenemos la ecuación de movimiento del campo Ψ

(iγµ∂
µ −m)Ψ = 0

Está es la famosa ecuación de Dirac la cual describe la dinámica de una part́ıcula cuántica libre de

masa m y spin 1
2 .
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Apéndice C

El segundo teorema de Lie y

levantamiento de representaciones

Una pregunta que puede resultar natural es que si dado un homomorfismo de álgebras de Lie φ :

Lie(G) −→ Lie(H) podemos levantar este morfismo a un morfismo de grupos de Lie ψ : G −→ H

tal que (ψ∗) : Lie(G) −→ Lie(H) sea igual a φ : Lie(G) −→ Lie(H). El siguiente teorema nos dice

que esto siempre es posible si G es un grupo de Lie simplemente conexo y H es conexo. Antes de

demostrar este teorema requerimos el siguiente lema.

Lema C.1. Sean G y H grupos de Lie conexos. Si φ : G −→ H es un morfismo de grupos de Lie

tal que (φ)∗ : Lie(G) −→ Lie(H) es biyectivo, entonces φ es una aplicación cubriente.

Demostración. Notemos que ker(φ) es un subgrupo de G y por lo tanto Lie(ker(φ)) := l es

una subálgebra de Lie de Lie(G). Es fácil ver que φ∗ : Lie(G) −→ Lie(H) desciende a un mapeo

φ̂∗ : Lie(G)/l −→ Lie(H). Esto último sólo es posible si l es trivial ya que φ∗ es un isomorfismo y

por lo tanto no se puede factorizar a un cociente de forma no trivial. Debido a esto tenemos que

ker(φ) es un grupo discreto, usando el teorema 2.2 y el hecho de ker(φ) es un subgrupo cerrado

de G podemos concluir que π : G −→ G/ker(φ) ∼= H es un ker(φ) haz principal sobre H. Un haz

principal de esta forma es por definición una aplicación cubriente y por lo tanto tenemos lo que

buscábamos demostrar. �

Teorema C.1. Sean G y H grupos de Lie tales que G es simplemente conexo y H es conexo. Si

φ : Lie(G) −→ Lie(H) es un morfismo de álgebras de Lie, entonces existe un morfismo de grupos

de Lie Ψ : G −→ H tal que dψ = φ.

Demostración. Notemos que G⊕H es un grupo de Lie y que la gráfica de φ define una subálgebra

de Lie k de Lie(G ⊕ H). Usando el teorema 1.5 podemos concluir que existe un subgrupo de Lie

K de G ⊕H con la propiedad de que Lie(K) = k. Consideremos la función π1 : K −→ G definida

como la restricción a K de la proyección de G⊕H en G. El diferencial de esta función es biyectivo

ya que está dado por la composición Lie(G) −→ (Lie(G) ⊕ φ(Lie(G)) −→ Lie(G). Debido al

lema anterior podemos concluir que π1 : K −→ G es una aplicación cubriente y usando que G es

simplemente obtenemos que π1 : K −→ G es un isomorfismo de grupos de Lie. Por otro lado si
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definimos π2 : K −→ H como la restricción a K de la proyección de G⊕H en H entonces, es fácil

ver (π2 ◦ π−1
1 )∗(v) = (π2)∗(v, φ(v)) = φ(v), ∀v ∈ Lie(G) y por lo tanto π2 ◦ π−1

1 : G −→ H es un

morfismo de grupos de Lie con la propiedad que buscamos. �

Debido al teorema anterior tenemos que si G es un grupo de Lie simplemente conexo y ρ : Lie(G) −→
Lie(GL(V )) es una representación, entonces existe un único morfismo de grupos de Lie ρ̂ : G −→
GL(V ) con la propiedad de que dρ̂ = ρ. Un morfismo de grupos de Lie ρ̂ : G −→ GL(V ) es una

representación de G en GL(V ) y si g es un elemento de la forma g = exp(A) entonces, usando

la naturalidad de exp podemos concluir que ρ̂(g) = exp(ρ(A)). En resumen tenemos el siguiente

resultado.

Teorema C.2. Sea G un grupo de Lie simplemente conexo. Si ρ : Lie(G) −→ Lie(GL(V )) es una

representación entonces ρ es de la forma

(ρ(X))(V ) =
d

dt
ρ̂(exp(tX))(V )|t=0

donde ρ̂ : G −→ GL(V ) es una representación de G. En particular si tomamos una vecindad pequeña

U ⊂ G alrededor de e en la cual exp−1 : U −→ TeG está definida, entonces ∀g ∈ U tenemos que

ρ̂(g) = exp(ρ(At))

donde g = exp(At).
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Apéndice D

Homotoṕıa y pullback de haces.

Teorema D.1. Sea π : P −→ M un g haz principal y f, g : N −→ M funciones suaves. Si f y g

son homotópicas entonces f∗(P ) y g∗(P ) son haces isomorfos.

Demostración. Consideremos la homotoṕıa H : [0, 1]×N −→M que existe entre f y g. A partir

de esta homotoṕıa buscamos definir un isomorfismo de haces entre f∗(P ) y g∗(P ). Sea (x, p) un

elemento fijo en f∗(P ) y definamos α : [0, 1] −→ M como α(t) := H(t, x). Claramente π(α(t), p) =

f(x). Si definimos una conexión ω en P , entonces usando esta conexión podemos considerar al

levantamiento horizontal de α, α̂p con condición inicial p. Definamos λH : f∗(P ) −→ g∗(P ) como

λH(x, p) := (x, α̂p(1)), esta función es suave ya que punto a punto se obtiene de la solución al tiempo

uno de la ecuación diferencial que describe este levantamiento horizontal y esta depende suavemente

de la condición inicial. Es fácil ver que esta función en invertible. Para ver que en efecto es un

isomorfismo de haces notemos que:

λH((x, p) • g) = (x, α̂p•g(1)) = (x, α̂p(1) • g) = λH(x, p) • g

�

De forma completamente análoga se obtiene el siguiente resultado para el caso de haces vectoriales.

Teorema D.2. Sea π : E −→M un haz vectorial y f, g : N −→M funciones suaves. Si f y g son

homotópicas entonces f∗(E) y g∗(E) son haces isomorfos.

Como un corolario importante del teorema anterior tenemos:

Corolario D.1. Si M es una variedad contráıble entonces cualquier haz principal (vectorial) sobre

esta es trivial.

Demostración. Sea P un haz principal sobre M y consideremos un elemento fijo m0 ∈M . Notemos

que la función f : M −→ M definida por f(m) := m0 es homotópica a la función identidad

i : M −→M ya que M es contráıble. Claramente i∗(P ) = P y es fácil ver que f∗(P ) es trivial y por

lo tanto P también los es. �

Ahora enunciaremos otro criterio de homotoṕıa para saber si dos haces principales son isomorfos.

La demostración es muy parecida a la demostración del teorema anterior y por lo tanto la omitimos.
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Teorema D.3. Sean P1 y P2 G haces principales sobre una variedad M y {Uα} una cubierta abierta

de M en la cual P1 y P2 se trivializan. Si los mapeos de transición de P1 son homotópicos a los

mapeos de transición de P2 entonces P1 y P2 son isomorfos.
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Apéndice E

Un criterio útil para saber si dos

haces vectoriales son isomorfos

Teorema E.1. Sean π1 : E1 −→ M , π2 : E2 −→ M haces vectoriales sobre M y {Uα} una

cubierta abierta en la cual estos haces se trivializan. Escribamos a las funciones de transición de

E1 como gαβ y a las de E2 como ĝαβ. Si ∀x ∈ Uα ∩ Uβ existen funciones λα : Uα −→ GL(n,R),

λβ : Uβ −→ GL(n,R) tales que

gαβ(x) = (λαĝαβλ
−1
β )(x)

entonces E1 y E2 son isomorfos.

Demostración. Para toda α definamos fα : Uα×Rn −→: Uα×Rn como fα(x, y) := (x, λα(x)−1(y))

Definamos f : E1 −→ E2 al requerir que para todo elemento de E|Uα f = φ̂−1
α fαφα, donde

φα : π−1
1 (Uα) → Uα × Rn y φ̂α : π−1

2 (Uα) → Uα × Rn son trivializaciones locales de E1 y E2

respectivamente. Por construcción esta función es lineal y biyectiva cuando se restringe a las fibras

de E1, para ver que está bien definida notemos que

φ̂−1
α fα(x, y) = φ̂−1

α (x, λα(x)−1(y)) = φ̂−1
β (x, ĝβα(x)λα(x)−1(y)) = φ̂−1

β (x, λβ(x)−1gβα(x)y) = φ̂−1
β fβ(x, gβα(x)y)

Usando que fφ−1
α (x, y) = fφ−1

β (x, gβα(x)y) y que φ̂−1
α fα = fφ−1

α obtenemos que φ̂−1
β fβ(x, gβα(x)y) =

fφ−1
β (x, gβα(x)y) y por lo tanto

f = φ̂−1
β fβφβ

Esto demuestra que f está bien definida. Claramente f es invertible localmente ya que φα, φ̂α y λα

lo son. Usando exactamente el mismo procedimiento podemos ver que estas inversas locales se pegan

consistentemente y definen un morfismo de haces. Por lo tanto f es un isomorfismo de haces y eso

es lo que buscábamos demostrar. �
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