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“El orgullo no es el opuesto de la vergiienza sino su fuente; la humildad pura es el tinico
antidoto para la vergiienza.”

Avatar: la leyenda de Aang.
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Resumen

El concepto tradicional de estacionario aparece por primera vez en la década de 1950 y
se atribuye al matemadtico francés Gérard Bloch (1920-1987). Sin embargo, dicho concepto
ya se encuentra implicito en el trabajo de Paul Mahlo tan temprano como inicios de la
década de 1910.

Tal concepto ha mostrado un rol fundamental en el desarrollo de la teoria de conjuntos y
se incluye entre las herramientas basicas que un conjuntista debe tener a su disposicion. Es
en 1956 el ano en que el matemético hungaro Géza Fodor (1927-1977) publica un articulo
en que aparece la prueba de su reputado lema, considerado como el teorema fundamental
de los conjuntos estacionarios.

Los conceptos clasicos de club y estacionario han sido extendidos de distintas formas,
adecuadas a las necesidades especificas de quienes toman parte y provecho de estos. En el
presente trabajo, nos damos a la tarea de desarrollar la teoria basica de una de estas exten-
siones. Al igual que presentar algunos resultados que nos servirdn para tomar conciencia
de la amplitud e importancia de estos.

El primer capitulo nos servira principalmente para establecer un lenguaje comun y funge
como un pequeno almacén de aquellas herramientas que estaremos ocupando ocasional-
mente a lo largo de nuestro trabajo sin pertenecer necesariamente a un tema o capitulo en
particular.

Consideramos el capitulo 2 como central en el presente trabajo. Desarrollaremos la teoria
béasica de clubes y estacionarios sobre la familia Z;(\). Todo esto cimentado en la teoria
clasica de los estacionarios. Veremos cémo nuestra nueva nociéon generaliza de manera
natural a la nocion clésica y a sus resultados originales. Finalmente, el Teorema de Kuecker
(2.26) plantea no sélo una herramienta 1itil para trabajar con estacionarios, sino que abre
las puertas a otras extensiones del mismo concepto.

En el capitulo 3, desarrollaremos una nocién clasica muy importante, la preservaciéon de
estacionarios en extensiones genéricas. Mostraremos que existen algunas nociones de forcing

que preservan estacionarios y algunas que no. Esta distincién cobra fuerza en el capitulo 4,



al motivar la formacién de la clase de nociones de forcing PROPER.

Por tultimo, el capitulo 5 ofrecerd una aplicacién interesante del concepto clasico de club,
el cual podemos considerar en este punto como un caso particular de nuestra nueva nocion.
Este capitulo sirve para ilustrar las cualidades que poseen los clubes como herramienta de-
mostrativa y ejemplificar las técnicas con las que hacemos esto. Se prueban dos interesantes
teoremas relacionados con el drea de combinatoria infinita, tema cuya relacién con los clubes

no resulta obvia a primera vista.
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Capitulo 1: Preliminares

En este capitulo discutiremos algunos conceptos y resultados preliminares que seran
utilizados a lo largo de la tesis. Asimismo, nos pondremos de acuerdo en la notacién que
emplearemos en el presente trabajo. En caso de no definirse explicitamente algiin concepto

en este capitulo, debera enterse como en [4].
1.1 Notacion y resultados previos
Suponga que f es una funciéon de X en Y.
1. Si A C X, laimagen directa de A bajo f es f[A] = f“A={f(d):de A}.
2. Si B CY, la imagen inversa de B bajo f es f~}[B] = {c€ X : f(c) € B}.
3. SibeY, lafibra de b bajo f serd denotada por f~1{b} = {c € X : f(c) = b}.

4. YX denotars a la coleccién de todas las funciones de X en Y. Para evitar confusiones
con respecto a la exponenciacién cardinal, dicha coleccién serd denotada por XY,

cuando X o Y sean cardinales.
5. El simbolo C nos servira para denotar a la contencion propia.
6. El simbolo f : X — Y denotard que f es una funcién suprayectiva de X en Y.

Definicién 1.1. Dados I, un conjunto de indices, y A = {A; : i € I}, una familia de

conjuntos, el producto cartesiano de A sera la familia
[14=T]4-= {f e (Ja) :viel(fi) e Ai)} :
i€l

Definicién 1.2. Dado un cardinal infinito x y un conjunto A, definimos Z,.(A) :={a C A :
la| < K}, esto es, la familia de todos los subconjuntos de A con cardinalidad estrictamente

menor a k. De manera similar, denotaremos por [A]" := {a C A : |a| = k}.



Dado un orden parcial (X,<) y a € X, llamaremos segmento final de X determinado
por a a la coleccién (a,—) := {z € X : a < x}. Similarmente, el segmento inicial en X

determinado por a es el conjunto («—,a) :={zx € X : x < a}.

Lema 1.3. Sean (A, <) un orden total y k un cardinal infinito tales que para todo a € A,

se cumple que |(<—,a)| < k. Entonces, |A| < k™.

Demostracién.  Buscando una contradiccién, supongamos que kT < |A| = 6. Cons-
truyamos recursivamente una sucesién estrictamente creciente (a¢)¢<sy € A. Para esto,

supongamos que para algin a < 6, hemos construido (ag¢)e<q C A, estrictamente creciente.

U (=, a¢) U {ae :§<a}‘ <lal-w < 0. Asi, A\(U (=, a¢) U {ag : € <

{<a E<a

a}) # 0. Sea aq € A\ (U (¢ ag) U{ag : £ < oz}), tendremos que para cada & < «,
E<a

Ao & (=, a¢) y an # ag¢. Al ser (A, <) un orden total, esto implica que a¢ < a, para todo

De esta forma,

¢ < a. Lo cual concluye la recursion.
Sin embargo, como kT < 0y (ag)e<p es estrictamente creciente, entonces {ag : { <
KT} C (s, a,+). Conlo que k™ = |{a¢ : £ < K1} <|(+=, a,+)|, lo que contradice nuestra

hipétesis. O

Definicién 1.4. Dado un conjunto X, diremos que .# C #(X) es un filtro, si cumple las

siguientes tres propiedades:
1.0¢ . FyF#0D.
2. Sia,be %, entonces anNbe %,
3. Para todo a € . y b C X tales que a C b, se cumple que b € Z#.

Més atn, si £ es un cardinal infinito, diremos que un filtro # C Z(X) es k-completo si

N C € Z, para cualquier C € Z.(7) \ {0}.

1.2 Aritmética cardinal

En este trabajo, w representara al conjunto de los niimeros naturales y al primer ordinal
infinito. Ademads, denotaremos por w; al primer ordinal no numerable. Si & es un ordinal,

denotaremos por Lim(«) a la familia de los ordinales limite en « y por lim(«) al enunciado



de primer orden “« es un ordinal Iimite”. A lo largo de este trabajo, 0 no sera considerado
un ordinal limite. Cometiendo un abuso de notacién, llamaremos OR a la clase de todos
los ordinales. Asi, enunciados como o € OR y f : w — OR deben ser entendidos como “«

es un ordinal” y “f es una sucesién de ordinales”.
Definicién 1.5. Diremos que un conjunto A es contable si y sélo si |A] < w.
El siguiente lema nos seréd de utilidad méas adelante.

Lema 1.6. Existe g : w — wxw tal que para cada (k,m) € wxw se tiene que ‘g_l{(k:, m)}’ =

w.

Demostracion. Como |w X w| = w, entonces existe f : w — w X w biyectiva. Para todo
n € w, sea B, = f~'[{n} x w]. Asi, como f es biyectiva, tenemos que cada E, es infinito
numerable, que E,, N E, = () siempre que m <n <wy que w = (J E,.
Usando que para todo n € w, |E,| = w = |w X w|, fijemos una b?i:ccién fn: Ep = wXw.
Sea g := |J fn. Asi, g es una funcién cuyo domino es |J dom(f,) = | En = w. Mostremos
néw neEw néw
que g satisface la propiedad enunciada.
Para cualquier (k,m) € w x w tendremos que g~ {(k,m)} = U f,, ' {(k,m)}, donde
cada f,1{(k,m)} es no vacfa . Si j # n, la condicién E; N E,, = 6651;11plica que las fibras

fiH(k;m)} v fH{(k,m)} son ajenas, por lo que [~ {(k,m)}| = nterfﬁl {(k,m)}' = w,

con lo que conluimos que g es como se requiere. ]

Lema 1.7. Sean § < 0 dos ordinales. Si h: § — 6 es una funcion estrictamente creciente,

entonces o < h(a), para cualquier oo < 9.

Demostracion. Probemos esto por inducciéon. Supongamos que « < § satisface que 8 <
h() siempre que 5 < a. Ahora, dado § < «, tenemos que 5 < h(f) < h(a) y, por ende,

a C h(a), es decir, a < h(a). O

Lema 1.8. Si k es un cardinal infinito y singular, entonces para todo o < Kk tenemos que

la|t < k.



Demostracion. Sean a 'y k como se enuncian arriba. Entonces |o| < a < k. Por lo tanto,
|a|™ < k. Ademés, todo cardinal sucesor infinito es regular. Como « es infinito y singular,

lo anterior implica que k # |a|t. Asi, ||t < k. O

Dado un ordinal 0, denotaremos por cf(d) a su cofinalidad. La prueba de nuestro resul-

tado siguiente puede encontrarse en [6, Lema 10.31, p. 33].

Teorema 1.9. Sea § un ordinal. Eziste una sucesion g : cf(§) — 0 estrictamente creciente

y cofinal en §.

Definicion 1.10. Dados dos ordinales « y 3, una funcién f : a — S es llamada normal si
1. es estrictamente creciente y
2. cuando § < « es limite, se sigue que f(§) = sup{f(§) : £ < 0}.
La prueba de nuestro siguiente resultado se encuentra en [4, Teorema 10.16, p. 264].

Teorema 1.11 (Koenig). Sea I un conjunto no vacio de indices y sean {rk; : i € 1} y

{\i 11 € I} dos sucesiones tales que \; < k; para toda i € I. Ast,
Z)\l < Hlii.
iel iel
Corolario 1.12 (Koenig). Para cualquier cardinal infinito k, se cumple que k < ref(s)

Demostracion.  Sea (\j)jecf(x) Una sucesién cofinal en x. Usando el teorema 1.11, con-

cluimos que

K = )\ < :‘Q:K,Cf(ﬁ).
2 < ]I
)

i€ct(k) iect(k

O]

Una prueba sucinta del siguiente resultado puede encontrarse en el parrafo anterior

a [5, Férmula 5.22, p. 57].

Teorema 1.13 (Férmula de Hausdorff). Sean v y ¢ cardinales infinitos. Ast,

() =,

4



Teorema 1.14. Sea 6 un cardinal infinito. Para cualquier cardinal k > 0 que satisfaga

N < Kk, siempre que \ sea un cardinal con \ < k, se tiene lo siguiente.

1. Si 6 < cf(k), entonces k¥ = k.

2. Sicf(k) <0, entonces k? = k"),

Demostracion.  Analicemos primero el caso en que k es un cardinal sucesor, digamos
x = vT. Entonces cf(k) = k. Por lo tanto, § < cf(x). De acuerdo al teorema 1.13, x? =
(1/+)6 =19 . uT; luego, segtin nuestra hipétesis, ¥ < k, por lo que k% =1? . vt = v = k.

Supongamos que # es un cardinal limite. Primeramente, mostremos que A := {|a|’ :
a < Kk} es un subconjunto cofinal en k.

Dado £ < k, hagamos « := |£|T para obtener a < & y, en consecuencia, £ < a = |a| <
la)? < k.

Si 0 < cf(k), entonces cualquier funcién f : € — k es acotada. Asi, podemos pensar

cada funcién f € %k como un elemento de ?a(f), para algin a(f) < k. De esta forma,

U %

a<k

=sup A = k.

W= || =
En el caso de que cf(k) < 0, tomemos (Ka)a<cf(x), Una sucesion cofinal en . Asi (ver

teorema 1.11),

0 0

K = Z Ka < H Ka HFJ

a<ct(k) a<cf(k) a<ct(k

Ahora, si a < cf(k), se sigue que kK, < Ky, consecuentemente, /@i < k. Luego,

< I[ s T[ w=e <

a<ct(k) a<ct(k)

Es decir, k? = £, O

1.3 Cerrados no-acotados

Sea o un ordinal limite. Note que si 8 < v < «, entonces 7\ (5 + 1) es igual al conjunto
{£ < v: B <&}, esto es, el intervalo abierto cuyos extremos son 3y . Ahora, se verifica

con rapidez que la coleccién {5 : 8 < a}U{a\ (6+ 1) : B < a} es subbase para alguna



topologia en «, a la que llamaremos la topologia del orden en « (nuestro texto base para
nociones y resultados topoldgicos es [2]). En este trabajo, cada vez que hablemos de a como

espacio topolégico, estaremos pensando en la topologia del orden.

Proposiciéon 1.15. Sean o un ordinal limite y 5 < «. Entonces se satisfacen los siguientes

enunciados:

1. Si B es sucesor 6 B =0, entonces {B} es abierto en «.

2. Cuando B es limite, el conjunto {(8+1)\ (y+1) : v < B} es base local para o en 3.

Demostracion. Para ver que {0} es abierto en «, basta recordar que 1 < awy 1 = {0}. La
hipétesis “B es sucesor” implica que tanto 5+ 1 como « \ 8 son abiertos en «. Luego, la
igualdad {8} = (8 + 1) N (a\ B) comprueba el primer inciso.

Supongamos por el resto del argumento que £ es limite y fijemos U, un abierto en «,
con 3 € U. Se sigue que existen m,n € wy {8 : i <m}U{y; : j <n} C a de tal suerte
que % = {f; :i <m}U{a\(y;+1):j <n}noesvacioy g € (% C U. Consideraremos
dos posibilidades.

Caso 1. n = 0. Aqui, se verifica que (3+1)\1C N =% CU.

Caso 2. n # 0. Hagamos v = max{y; : j < n} paraKo?gtener que (B+1)\(v+1) CNO%.

Esto prueba el segundo inciso de nuestra proposicion. ]

Definicion 1.16. Dados «, un ordinal limite, y A C « decimos que:
1. A estd acotado en « si hay § € « tal que para todo v € A se cumple que v < 5.
2. A es no-acotado en « si para todo 8 € a hay £ € A tal que 8 < &.

3. A es cerrado en « si es cerrado en « equipado con la topologia del orden.

Asi, diremos que A es un club en « (del inglés closed unbounded) si es cerrado y no-
acotado en «; ademds, S C « serd llamado estacionario en « si S N A # () para cualquier
club A en a.

Ahora emplearemos los resultados de la proposiciéon 1.15 para obtener una equivalencia
de que un conjunto A C « sea cerrado en « en términos de subconjuntos no-acotados de A.

De forma precisa, tenemos lo siguiente.



Lema 1.17. Sean o un ordinal limite y A C a.. Ast, los enunciados siguientes son equiva-

lentes.
1. A es cerrado en o.

2. Para todo ordinal limite v € o, si vy N A no es acotado en 7y, entonces vy € A.

Demostracion. Primero supongamos que A es cerrado en o y que v es un ordinal limite
en « tal que v N A es no-acotado en . Veamos que v € A probando que es un elemento de
su cerradura. Gracias a la proposicién 1.15, sabemos que B = {(y+ 1)\ (B+1): 5 € v}
es base local de . Asi, basta probar que A interseca a cualquier elemento de B. Sea
8 € ~. Como AN~ es no-acotado en v, hay n € AN~y tal que f+ 1 < ny, por lo tanto,
neAN(y+ 1)\ (B+1).

Ahora bien, supongamos que A cumple la propiedad enunciada en el inciso (2) del lema
y demostremos que o\ A es abierto en a.. Si tomamos § € o\ A, se cumplird alguno de los
siguientes casos.
Caso 1. 6 =0. Tenemos que 0 € {0} =1 C o'\ A.
Caso 2. ¢ es sucesor. En esta situacién, el inciso (1) de la proposicién 1.15 nos dice que
{6} es un abierto contenido en « '\ A.
Caso 3. lim(J). Como sabemos que 0 ¢ A, nuestra hip6tesis implica que § N A estd acotado
en . Por lo tanto, hay 8 € § tal que para todo £ € d N A se tiene que £ < 3, y entonces
O+D\(B+1) Ca\A

De este modo, todo § € a\ A es punto interior de dicho conjunto, por lo que '\ A es

abierto, o equivalentemente, A es cerrado en . ]

El lema anterior muestra la equivalencia entre nuestra definicién de cerrado en a y aquella
propuesta en [3, Definicién 1.21, p. 10]. De ahi que coincidan también nuestras definiciones
de club en a.

Més atn, como consecuencia de los parrafos posteriores a [3, Definicién 1.24, p. 11],
obtenemos que la coleccién de todos los clubes en « tiene la propiedad de la interseccion
finita y, por ende, genera un filtro en « al que denotaremos por Cub(a); en otras palabras:

A € Cub(a) siy sélo si existe C, un club en «, tal que C C A C a.



Veamos una aplicacion no trivial del resultado anterior.

Ejemplo 1.18. Si a es un ordinal de cofinalidad mayor a w, entonces Lim(a) es un club

en «.

Demostracion. Veamos que Lim(a) es no-acotado en a. Si € «, entonces  + w es un
ordinal limite. Ademads, como la cofinalidad de a es mayor a w, tendremos que § + w < «,
con lo que f < 4+ w € Lim(a).

Ademas, la condicién (2) del lema 1.17 se cumple trivialmente. O



Capitulo 2: Clubes generalizados

Para los propédsitos de este capitulo, x siempre representarda a un cardinal regular no

numerable.
Definicién 2.1. Si A es un conjunto tal que k < |A| y X C £, (A), diremos que:

1. X es cerrado en &,(A) si para todo o € k\ 1 y cualquier sucesién {z¢}ecq en X que

sea C-creciente, se tiene que |J z¢ € X.
(<a

2. X es no-acotado en &, (A) si para todo y € Z;(A) hay v € X tal que y C z.
3. X es un club en #,(A) si es cerrado y no-acotado en Z,,(A).

De este modo, un subconjunto de 2, (A) sera llamado estacionario en &(A) si tiene
interseccién no vacia con cada uno de los clubes de & (A).

Ahora estamos interesados en visualizar el parentezco entre los cerrados tradicionales y
el concepto que acabamos de definir. Tradicionalmente (véase el lema 1.17), un conjunto
C' es cerrado en un ordinal limite « si para todo v € Lim(«) tal que v N C es no acotado
en vy se tiene que v € C. Denotemos por 8 al tipo de orden del conjunto bien ordenado
C N, notemos que f < 7 < a y fijemos una enumeracién creciente de C' N ~, digamos
{ze : £ € B} = {xe}tecp; claramente, |J z¢ = 7. En este sentido, nuestra nocién de ser
cerrado en Z,(A) es una generalizabciésn< flatural de la correspondiente para ordinales. De
manera similar, dados dos ordinales a y 8, sabemos que a < 8 si y sélo si a C (3, con lo
que la nueva nocién de no-acotado también generaliza de manera natural a aquella utilizada
para ordinales.

Serd cosa comun para los fines de esta tesis que al probar resultados sobre clubes en
P (A) se reemplace al conjunto A con algin otro que sea més conveniente. Con esto en

mente, notemos que todas las nociones que aparecen en la definicién 2.1 estan dadas en

términos de la estructura de orden de (£ (A), C).



Proposicién 2.2. Si A y B son conjuntos con |A| = |B| = X, entonces P (A) y Px(B)

son isomorfos como ordenes parciales.

Demostracion. Sea f : A — B una biyeccién. Definimos F' : Z(A) — £, (B) mediante
F(a) = f“a, para cualquier a € Z,,(A). Veamos que F es un isomorfismo de orden entre
(Z:(A), Q) v (Px(B),C). Obsérvese primero que F estd bien definida, pues como f es
una biyeccién, tenemos que |f“a| = |a| < K y asi F(a) € Z,.(B). Ahora bien, si tomamos
a Cbcona,be P, (A), al ser f biyectiva, tenemos que F(a) = f“a C f“b = F(b), con lo
cual F' es estrictamente creciente y por consiguiente, inyectiva.

Si ahora tomamos b € Z,(B) y llamamos ¢ = f~1[b] C A, siguese que |c| = |b| < k; de
este modo ¢ € P, (A) y ademas F(c) = f[f~![b]] = b (dado que f es biyectiva), por lo que
F' es suprayectiva.

Por tltimo, si x,y € 2, (B) satisfacen que x C y, entonces F~1(z) = f1[z] C f~1[y] =

F~Y(y). Asi, conclufmos que F es en efecto un isomorfismo de orden. O

Argumentos rutinarios muestran que si I’ es el isomorfismo que se empled en la prueba

de la proposicién anterior, entonces, para cualquier £ C Z(A),

1. E es un club en Z;(A) siy sélo si F[E] es un club en Z.(B), y

2. E es un estacionario en & (A) siy sélo si F[E] es un estacionario en Z(B).

De esta forma, en lo que sigue hablaremos exclusivamente de £, (), donde A es un
numero cardinal con A > k.
Para nuestro siguiente resultado notemos que si o < k, entonces |a| < k, esto es,

a € P, (k). Equivalentemente, x es un subconjunto de &y (k).
Proposicién 2.3. k es un club en Py (k).

Demostracion. Veamos que k es no-acotado en &, (k). Tomemos = € P (k). Tenemos
que x C Ky |z| < K, ademds, como k es regular, sabemos que 7 :=supz = |Jz < k, con lo
que © €+ 1€ k. Asi, k es no-acotado en P, (k).

Por dltimo, note que k es cerrado pues si tomamos « € K\ 1y {x5}5<a, una sucesion
C-creciente en &, tenemos que = := [J ¢ es unién de menos de x ordinales en & y, al ser

(<o
éste regular, = € k. O
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El siguiente resultado fue demostrado por T. Jech.

Teorema 2.4. Sea A > k un cardinal. Si0 < f < K y {ce : £ < B} es una sucesion de

clubes en P (), entonces () ce es un club en Py (N).

£<p
Demostracion.  Veamos primero que [ cg es cerrado en &, (\). Para esto, tomemos
£<B
{x¢}e<a, una sucesion C-creciente en ()¢ con a € k£ \ 1. Tenemos que, en particular,
£<p

{Z¢}e<a C cs5 para cualquier 6 < 8y como dichos conjuntos son cerrados, se deduce que

U x¢ € ¢5 para todo § < 3. Por lo tanto, J z¢ € () ce.
{<a {<a £<B
Ahora veamos que [ ¢¢ es no-acotado en P (). Sea { < 3. El que c¢ sea no-acotado
§<B
en Z,(\) garantiza que existe f¢ : Pe(A) — c¢ de tal modo que d C f¢(d), para cada

de Pg(N).
Definimos g : Zx(\) = Z(\) mediante g(d) = |J f¢(d) y notemos que la regularidad de

£<p
knos da | |J fe(d)| < K, esto es, g : Px(N) = Px(N). Ahora, produciremos una sucesién
£<p
de funciones {¢g’ : 1 < i < w} como sigue: g' = g; para cada n € w\ 1, g"*! 1= gog"

y ¢¥ 1 Pu(X) = P.(N) estara dada por ¢*(d) = Ej g"(d). Note que la regularidad de k,
sumada al hecho que w < k, nos asegura que g* : g:()\) — P(N).

Sean d € Zx(\) y £ < . Con la idea en mente de probar que g“(d) € c¢, fijemos
n € w\ 1y observemos que la pertenencia ¢g"(d) € Z,(\) nos da que g"(d) C fe(9™(d)).
Por otro lado, g (d) = g(g"(d)) = U fo(9"(d)); en especial, fe(g"(d)) € g"*'(d). De
este modo, deducimos que ¢"(d) C fg(<gi(d)) C ¢g"*(d), para cualquier n € w\ 1. Asf,
obtenemos dos consecuencias importantes: primero, g*(d) = Ejg"(d) = [.j fe(g™(d)) v,
segundo, {f¢(¢"(d)) : n € w\ 1} es una sucesiéon C-creciente egiclg. Luego,nlzaldesigualdad
w < Kk nos da g¥(d) € ce.

De lo hecho en el parrafo anterior se deduce que para cada d € Z()), ¢g¥(d) € cey
ademds, d C g(d) C ¢g¥(d), es decir, gﬂﬁq es no-acotado en Z,(\). = O

<

Como k es infinito, del teorema anterior se desprende que el conjunto de todos los clubes

en Z.(A) tiene la propiedad de la interseccién finita, asi que la coleccién CUB(Z2()\))

formada por todos aquellos z para los que existe ¢, un club en Z,;(\), tal que ¢ C z C P (N)

es un filtro en &, (\). De hecho, CUB(Z(\)) tiene propiedades muy interesantes, tal y
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como lo muestra nuestro siguiente resultado.

Proposicién 2.5. Si A > k es un cardinal, entonces CUB(Z,()\)) es un filtro k-completo

en P ().

Demostracion.  Por lo mencionado en el parrafo anterior, sélo hard falta mostrar que
CUB(Z(A)) cumple la propiedad en el parrafo posterior a la definicién 1.4.

Si tomamos {d¢ }e<pg € CUB(Z,(N)), para algin 8 € s\1, entonces ()| de € P(N). Ale-
gremente esta afirmacion es de hecho corolario al teorema anterior, ya f:fuﬁe por la definicion
de CUB(Z())), sabemos que para cada { < f existe un club ¢¢ en 2, (\) tal que

c¢ C dg; fijando dichos clubes y aplicando el teorema 2.4 a {c¢}e<p tenemos que () ce

£<p
vuelve a ser un club en Z,(A). Finalmente, la contenciéon (1) ¢¢ C () d¢ nos garantiza que
£<B £<B
N de € CUB(Z,(\).
£<p
L]

Lema 2.6. Para cualquier ¢ C k, los sigutentes enunciados son equivalentes:
1. ¢ es un club en k.

2. ¢ es un club en P, (k).

Demostracion. Probemos primero que todo club en s es un club en & (k). Sea ¢ un club
en k. Sixz € P, (k), entonces la regularidad de x nos da n €  tal que z C 7y como ¢ es
no-acotado en k, hay £ € cconn < £. Asi, z C £ y, por lo tanto, ¢ es no-acotado en 2, (k).

Argumentemos que c es cerrado en Py (k). Para esto, sean o € K\ 1y {z¢}ecq una
sucesion C-creciente en c. Hagamos 3 := |J z¢ y notemos que = sup{z¢ : £ < a}. Luego,
si f ¢ {x¢: & < a}, se sigue que S es&;g ordinal limite y, consecuentemente, ¢ N 3 es
no-acotado en f3; por el lema 1.17, esto implica que 8 € ¢. Cuando 3 € {z¢ : £ < a}, es
inmediado que 8 € c. De esta forma, c es cerrado en 2, (k).

Para la implicacién restante, supongamos que ¢ C k es un club en Z (k). Dicho sub-
conjunto es no-acotado en x porque si tomamos 1 < k, entonces existe & € ¢ con n C &, esto

es, 1 < £. Verifiquemos que ¢ es cerrado en x mediante el lema 1.17. Sea 7 < k un ordinal

limite tal que ¢ M~ es no-acotado en 7. Sea p el tipo de orden de ¢ N~y y sea {y¢ : £ < u}
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una enumeraciéon de ¢ M~y de tal forma que y¢ < y; siempre que § < n < u. El que c sea
cerrado en Zy (k) junto con las desigualdades p < v < k nos garantiza que v = |J y¢ € c.

E<p
O

Corolario 2.7. Cub(k) = {x € CUB(Z(k)) : © C k}.

Demostracion. Si z € Cub(k), existe ¢, un club en k, con ¢ C  C k. De este modo, ¢ es un
cluben Z, (k) conc C x C Ky, por lo tanto, x € {x € CUB(Z,(k)) : © C k}. Similarmente

se verifica la contencién opuesta. O

2.1 Construcciones clasicas

Como el titulo lo indica, la presente seccién tiene por fin presentar algunas formas en las
que uno puede producir clubes y conjuntos estacionarios. Comenzaremos con la interseccion

diagonal de clubes.

Definicién 2.8. Si A es un conjunto cualquiera y X = {X,}4eca es una familia de sub-
conjuntos de Z,.(A), entonces AX := {CL’ € Z:(A):xe N Xa} es llamada la interseccion

acx

diagonal de X.

Lema 2.9. Si A > Kk es un cardinal y {Cs : 6 € A} es una familia de clubes en P,(N),

entonces su interseccion diagonal es un club en ().

Demostracion. Llamemos D a dicha interseccién diagonal y veamos primero que D es
cerrado. Tomemos una sucesién C-creciente {2¢}ecq en D con a € K\ 1y sea z = |J xe¢.
Por definicién, demostrar que x € D equivale a mostrar que si v € x, entonces x € C’,f.<%on
esto en mente, fijemos v € x. Como 7 € z, tendremos que v € x, para algiin ¥ < a'y
asi, como {x¢}ecq es C-creciente, se deduce que v € x¢ para todo £ > 1. Mas atin, como
dichos z¢ son elementos de D, tenemos que z¢ € ()| Cq. En particular, para cada & > 1,
aca
se verifica que z¢ € C,. De esta forma, {z¢}yp<eca és una sucesiéon C-creciente en C., de
menos de k elementos y como C, es cerrado, x = |J z¢ € C,.
P<E<a
Ahora veamos que D es no-acotado. Tomemos =z € Z,(A) \ 1. Construiremos re-

cursivamente una sucesion {z, jn<w, € Px(A) de tal modo que se cumplan las siguientes

propiedades para toda n < w.
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1. zg=x.
2. p C Tyt

3. Tyt ek, = ﬂ C.

a€ay,
Definamos z como en (1) y supongamos que para alguna n € w hemos obtenido {z; : i < n}
satisfactoriamente. Hagamos E,, = [ C, y notemos que el teorema 2.4 nos garantiza que
E,, es un club en Z,(\); asi, existe Z:ig: € E,, con z,, C x,41, y esto completa la recursion.
Ahora probaremos que z, := |J z, es un elemento de D. Para esto, sea & € x,
arbitrario. Entonces existe j € w T(L:<<)UIJ1 ¢ € ;. Para cada i € w) (j+ 1) se sigue de las
condiciones (3) y (2) que x; € E;_1 C Ej C C, esto es, {2;}j<i<. €s un sucesiéon numerable
y C-creciente en C¢, por lo que z,, = ' U x; € C¢. De lo anterior, se concluye que z,, € D
v x C x,. e O
Suponga que ¢ es un ordinal limite. Tradicionalmente, dados C Cdy f: C' — 9§, decimos
que f es una funcion regresiva sobre C si para todo 5 € C'\ 1 se cumple que f(5) < . Para
los propoésitos de esta tesis y de manera més general, dados un cardinal A > k, C C P (\)
y f: C — A, decimos que f es una funcién regresiva sobre C si para todo ¢ € C\ 1
se tiene que f(c) € c¢. Observe que la presente definicién generaliza de forma natural al
concepto tradicional de funcién regresiva en cardinales dado que, como se menciond en el

parrafo previo a la proposicién 2.3, K C P (k) y el orden en los ordinales estd dado por la

pertenencia.

Lema 2.10 (Fodor). Si S C k y f es una funcidn regresiva sobre S, entonces existe v < K

tal que f~{y} es estacionario en k.

El resultado anterior fue demostrado en 1956 por el matematico hungaro Géza Fodor, de
ahi que sea conocido popularmente como lema de Fodor. A continuacién presentaremos una
generalizacién a dicho lema, una prueba al original se puede encontrar en [5, Teorema 1.39,
p. 20].

Antes que nada, observe que en el contexto del teorema 2.4, se deduce que dados un club

C en Z,(\) y un estacionario S en (), se tiene que C' N S es estacionario en ().
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Asi, dado que Z,.(A)\ 1 es un club en &, (), entonces se cumple que SN Z,(A\)\1=S5\1

es un estacionario en & ().

Teorema 2.11 (Jech). Sea A > k un cardinal y sea S un subconjunto estacionario de
Pe(N). Si f S — X\ es una funcion regresiva, entonces existe v € X de tal forma que

f—l{fy} es estacionario en Py ().

Demostracion. Buscando una contradiccién, supongamos que para todo & € A se tiene
que f~1{&} no es estacionario. De esta forma, para todo ¢ < A hay un club ce tal que
FH& Nee = 0. De acuerdo al lema 2.9, si D es la interseccién diagonal de {cg : € < A},
entonces D es un club en &, (). Asi, como S es estacionario, existe b € DN S\ 1.
En particular, f(b) € b. Ahora bien, como b € D, se sigue que b € Cp) Y, claramente,

be f~H{f(b)}; una contradiccién a nuestra eleccién de cj ). O

Definiciéon 2.12. Sean A un conjunto y n € w.

1. Si0 < n, una funcién f : A™ — A serd llamada de aridad n sobre A. Asi, una funcién
finitaria sobre A es una funcién de aridad m sobre A, para algin m € w \ 1, o un
elemento de A (maés especifcamente, a los elementos de A los llamaremos funciones

finitarias de aridad 0).

2. Si f es una funcién de aridad n sobre A, diremos que B C A es cerrado bajo [ si

f“B C B, en el caso en que 0 < n, o bien, f € B cuando n = 0.

3. Si L es una familia de funciones finitarias sobre A, diremos que B C A es cerrado

bajo L siy sblo si B es cerrado con respecto a cada f € L

4. Dados un conjunto de funciones finitarias L sobre A, y B C A, definimos la cerradura
de B bajo L como el menor subconjunto, respecto a la contencién, C' de A tal que

B C C y C es cerrado bajo todas las funciones de L.

Suponga que A, B y L son como en el inciso (4) de la definicién previa. M4ds atn,
tome B’ C A y denote por G[B| y G[B'] a las cerraduras de B bajo L y de B’ bajo L,
respectivamente. De este modo, se deduce directamente de la definicién que si B' C B,

entonces G[B'| C G[B] C A. Este hecho serd usado més abajo en la prueba del lema 2.16.
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Teorema 2.13. Sea 0 un cardinal infinito. Sea L un conjunto de funciones finitarias sobre
un conjunto A, tal que |L| < 0 y sea B un subconjunto de A, tal que |B| < 6. Entonces la

cerradura de B bajo L existe y tiene cardinalidad menor o igual a 6.

La prueba del teorema anterior se puede encontrar en [3, Teorema 1.8, p. 4] y en el

parrafo que le precede.

Lema 2.14. Sea L un conjunto de funciones finitarias sobre k tal que |L| < k. Entonces

C={\N<k:A\ es cerrado bajo L} es un club en k.

El lema anterior es un resultado clasico sobre clubes tradicionales que serd utilizado en

el siguiente capitulo. Su prueba puede encontrarse en [3, Lema 1.26, p. 12].

Definicién 2.15. Sea A un conjunto aribitrario. Si D C Z,(A), entonces diremos que D

es dirigido si y sélo si para todo par de elementos x y y en D hay z € D tal que x Uy C z.

Mostremos que si D C Z,(A) es un conjunto dirigido, finito y no vacio, entonces | J D €
D. Para esto, hagamos m := |D| y enumeremos a D como D = {x; : i < m}. Afirmamos
que existe f : m — m de tal modo que x; Uy C Tyiy1) siempre que ¢ +1 < m. Para
probar nuestra afirmacién usaremos recursion: sea f(0) = 0 y supongamos que i < m es tal
que i+1 <my fiis1), larestriccion de f al ordinal i+1, ha sido definida satisfactoriamente.
Entonces x;, z5(;y € D y, por ende, existe f(i+1) < m de tal modo que z; Uz ;) C Tf(i11)-
Esto completa la recursiéon. Resta notar que xf(,_1) C UD C Tf(m-1), €sto es, UbD =

‘Tf(mfl) S D.

Lema 2.16. Sea A un conjunto arbitrario. Si C C P,.(A) es cerrado y D € Z(C) es

dirigido y no vacio, entonces | JD € C.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre p := |D|. Si u < w, el parrafo anterior
a este teorema nos garantiza que |JD € D C C.

Ahora demos por hecho que p > w y que si D* € Z,(C) es un conjunto dirigido con
|D*| < u, entonces | J D* € C. Esta serd nuestra hipdtesis inductiva.

Tomemos D € Z,(C) de tal modo que |D| = p y fijemos {x¢ : £ < p} una enumeracién

sin repeticiones de D. Las funciones f : uxpu — py F : D x D — D dadas por
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fla,B) =min{€ < p:zq Uz C ¢} y F(Ta,7p) = Tf(a,p) seran empleadas a lo largo de
nuestro argumento. Note que si (x,y) € D x D, entonces z Uy C F(x,y).

Analicemos el caso p = w. La sucesién {y;}ic, definida mediante yo := xo y yiy1 =
F(y;, x;) para cada i < w, es C-creciente y satisface que |JD = U yi- Luego, el que C sea
cerrado nos da | J D € C. -

Supongamos por el resto de la prueba que u > w.

Para cada B C D, denotamos por G[B] a la cerradura de B bajo F' (note que F' es una

funcién de aridad 2 sobre D). Entonces, definimos recursivamente la sucesion {Dq}a<~

mediante D, = G

U Dgu {xa}], para cada o < p. Observe que si a < 8 < pu, se sigue
B<a
que

2o € Do C Dg C D. (2.1)

Maés aun, el que D, sea cerrado bajo F' implica que para cualesquiera x,y € D, se tenga
que F(x,y) € Dy, y como x Uy C F(x,y), concluimos que cada D, es dirigido.

Probemos por induccién transfinita que |D,| < |a| + w para todo o < p. En vista de
que Dy = G[{zo}] v {zo}| < w, el teorema 2.13 nos da |Dy| < 0 4+ w. Ahora supongamos

que para algin a < u se tiene que |D¢| < |{| + w, siempre que & < a. Entonces,

{za} U [ De| < lal(lo] +w) = |o| + w.
{<a
Por el teorema 2.13, concluimos que |Dy| < |af 4+ w.
Sea a < p. De acuerdo al péarrafo previo, |D,| < u, asi que la hipdtesis inductiva
produce que y, := |J D, € C. Por otro lado, (2.1) garantiza que xz, C yo C |JD. Luego,

Uwve =UD y como {y¢}ec, es C-creciente (ver (2.1)), concluimos que |JD € C. O
E<p

Estamos interesados en presentar una forma de producir clubes en Z.(\) a partir de

funciones que van de Z,(\) en &, (). Para esto, necesitaremos de la siguiente nocién.

Definicién 2.17. Sea A un conjunto con |A| > k. Dados f : Z,(A) - P(A) y x €
P (A), diremos que z es un punto cerrado de f siy sélo si para todo conjunto finito e C z,

se tiene que f(e) C x.
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Nuestros dos siguientes resultados establecen que los conjuntos de puntos cerrados de

funciones generan al filtro CUB(Z2(A)).

Proposicién 2.18. Si A\ > k es un cardinal, entonces, para cualquier g : P,,(A) — Pw(N),

el conjunto de todos los puntos cerrados de g, que denotaremos por Cy, es un club en P, (\).

Demostracion. Sea g : P, (A\) = P(A) arbitraria. Veamos que Cy es un club en & (\).
Para ver que es no-acotado, tomemos a € (). Buscamos x € Cj, tal que a C .

Definimos recursivamente la sucesiéon {x, } <. mediante:

1. zo=U{g9le)Ua:ee Z,(a)} y
2. zpy1 = UH{yle)Uzy e € Py(xy)} para cada n € w.

Note que cada z, es unién de menos de k subconjuntos de A de tamano menor a k, por lo
cual {zptnew C Px(N) y ademds, {xy,}n<y es C-creciente. Sea x = |J x,. Tenemos que
new

a C xg C x. Veamos que = € Cy. )

Sea e € Z,(z). Para cada § € e fijemos i(§) < w de tal modo que £ € ;). Ahora, si
m € w es una cota superior de {i(§) : £ € e}, entonces e C xy,, pues {Ty }n<w €s C-creciente.
Por lo tanto, g(e) C zp,+1 C x. Asi, x es un punto cerrado de g.

Para ver que Cy es cerrado, tomemos {x¢}ecq, una sucesion C-creciente en Cy, con
a€r\1l Seanz = (Jzeye€ Py(r). Como e es finito, un argumento similar al dado en

{<a

el parrafo previo muestra que existe n < a tal que e C x, y como z, € Cy, tendremos que

g(e) C x, C xy, por lo tanto, x € Cy. O

A continuacion, mostraremos que los clubes definidos en la proposicién previa forman
una base para el filtro de todos los clubes, esto es, que todo club contiene un club de la

forma Cj.

Proposicién 2.19. Sea A > k un cardinal. Si C es un club en Z(\) y B € [A\]¥, entonces

existe f: Py(N) — C de tal modo que
1. B C f(0),

2. eUUJ{f(d) :d C e} C f(e), para cualquier e € P, (),
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3. f es C-creciente y

4. Oy CC.

Demostracion. Observe, en primer lugar, que (2) implica (3), pues si a,b € Z,(\) son
tales que a C b, entonces, a = b implica que f(a) = f(b), mientras que la relacién a C b nos
lleva a f(a) CoUU{f(d):d C b} C f(b).

Definiremos f(e) mediante recursién sobre |e| y mostraremos que cumple (1), (2) y (4).

Cuando e = (), la desigualdad w < & implica que B € £, () y, por ende, existe f(0)) € C
con B C f(0).

Ahora supongamos que n € w es tal que hemos definido f(d) satisfactoriamente para
todo d C A con |d| < n. Sea e C A tal que |e] =n + 1. Entonces, d C e nos da |d| < n y, en
consecuencia, f(d) ya ha sido definido. Asi, eUJ{f(d) : d C e} € Z,(\) y por ende, existe
f(e) € C de tal forma que la condicién (2) es satisfecha. Esto completa la recursién.

Sélo debemos probar que Cy C C. Sea x € Cf y definamos D := {f(e) : e € P, (x)}.
Mostremos que D C £, (C) es dirigido. Dados d,e € Z,(A), el que d C d U e implica,
junto con la condicién (3), que f(d) C f(d U e); similarmente, f(e) C f(dUe) y asi,
F(d)U f(e) C f(dUe) € D.

Por otro lado, segiin (2), e € Z,(\) nos da e C f(e) C x (recuerde que x € Cy). De este

modo, z = |J Z,(x) =JD. Finalmente, el lema 2.16 nos da z € C. O

Empleando la notacion presentada en la proposicién 2.18, tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.20. Sea A un conjunto con al menos k elementos. Si f : P,(A) = Pw(A) y

ee€ Z,(A), entonces X, :={s € Cy:e C s} no es vacio y (| Xe € Cy.

Demostracion.  Por la proposicién 2.18, Cf es no-acotado y asi, X. # (. Ahora, para
simplificar notacién, hagamos x := [ Xe.

Sea a € Z,(x). Estamos interesados en comprobar que f(a) C x, pues esto nos permi-
tirfa concluir que = € Cy.

Si s € Xe, entonces a C x C s, con lo que a € Z,(s). Luego, como s € Cf, tenemos que

f(a) C s. Asi, para todo s € X, tenemos que f(a) C s, con lo que f(a) CXe=2. O

Continuando con la idea de generar clubes, tenemos lo siguiente.
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Definicién 2.21. Sean A C B con k < |A| y X C Z.(B).
1. La proyeccion de X en A es el conjunto X4 :={zNA:ze X}

2. SiY C Z,(A), entonces la elevacion (o lifting) de Y a B es el conjunto

(YY) ={xe P(B):znNAecY}

Notemos que si A, B, X y Y son como en la definiciéon previa, entonces argumentos

rutinarios muestran que
IBY)aCY vy X Clp(Xja).

Teorema 2.22 (T. K. Menas). Sean A C B con k < |A|.
1. Cuando D es un club en Z(A), lg(D) es un club en P (B).

2. Si C es un club en P,(B), entonces hay un club en P,,(A) que estd contenido en

Cia.
3. 1g(S) es estacionario en P.(B) siempre que S es estacionario en Py (A).

4. El que R sea estacionario en P (B) implica que R4 es estacionario en P(A).

Demostracion. Comencemos por el inciso (1). Sea y € &, (B). Entonces x = yN A €
P (A). Como D es no-acotado en P (A), hay d € D tal que z Cd. Seab=dU (y\ A).
Asi, b C B, tiene menos de k elementos y bN A = d por lo que b € (D). Ademsds,
y=@wynNAU@y\A) =z2U(y\A) CdU(y\ A) =b. Por lo tanto, lg(D) es no-acotado en
Z.(B).

Veamos que [p(D) es cerrado. Tomemos {z¢}e<q, una sucesion C-creciente en [p(D),

con o € K\ 1. Sea v = |J x¢. Tenemos que {x¢ N A}ecn € D es C-creciente y, como D es
E<a

cerrado, t N A = ( U xg) NA= | (zenA) € D. De esta forma, x € [g(D).
(<a (<a
Con esto, estamos listos para probar el inciso (4). Si tomamos C, un club cualquiera en

P (A), tendremos que [p(C) es un club en &, (B) y, por lo tanto, hay r € RN ig(C). De

esta manera, TN A € RjaNC, con lo que R4 NC # (0. Por lo tanto, R4 es estacionario
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en Z.(A).

Ahora demostraremos el inciso (2). Por la proposiciéon 2.19, sabemos que existe f :
Py(B) = P(B) de tal suerte que Cy C C. Empleemos la notacién del lema 2.20 para
definir g : Z,(A) = P, (A) mediante g(e) := AN () Xc. En vista de que Cy es un club en
P:(A) y C; C C, bastard con ver que (Cf);a4 = Cy para finalizar la prueba de (2).

Veamos que (Cf)ja = Cy. Siy € (Cy)ra, entonces hay € Cf tal que x N A = y. Si
a € Z,(y), entonces a C y C x y, por ende, x € X,; luego, (1 X, C . En consecuencia,
gla)=ANN X, CAnz=yy asi, y € Cy. De esta forma, tenemos que (Cf);a C Cy.

Ahora bien, sea z € Cy y definamos y = |J{( Xq : @ € P, (2)}. Afirmamos que x = ANy
y y € Cy. Empecemos por notar que si a € &, (x), entonces a C (| X, y por esta razon,

x = Pu(x) Cy; luego, x C ANy. Por otro lado,

Amy:U{AﬁﬂXa Lac %(a:)} -9 :a € Z(@)}

y, como z € Cy, deducimos que ANy C z. En resumen, x = ANy. Con lo que sélo hace
falta comprobar que y € Cy.

Tomemos 7 € P, (y). Para cada § € r, existe a(§) € P, (x) de tal modo que § € [ Xy(¢).-
Hagamos a := [J{a(§) : £ € r} € P, () para obtener (| X, C y. Nuestra definicién de X,
implica que X, C Xg() siempre que § € r. Entonces, r C J {ﬂ Xaey: § € r} CNX.y
como (| Xq € Cf (ver lema 2.20), concluimos que f(r) C (X, C .

De esta forma, x € (Cf)a y, por lo tanto, Cy C (Cy)ja.

Finalmente, probemos el inciso (3). Tomemos C, un club en Z(B). Por el inciso (2),
tenemos que hay un club D en ,(A) contenido en Cj4. Asi, DNS # (). Fijandod € DNS
tendremos que d = ¢N A, para algin ¢ € C, y en consecuencia, ¢ € [g(S) N C. Por lo que

Ip(S) es estacionario en &, (B). O

Ahora nos concentraremos en generar clubes empleando operaciones:

Definicién 2.23. Sea A un conjunto infinito. A las funciones de &,,(A) en A les llamaremos
operaciones en A. Ademas, si F' es una operacion en Ay x C A, entonces diremos que x es

cerrado bajo F si F(e) € z, para cualquier e € &, (x).
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Teorema 2.24. Sea A > w; un cardinal y sea F : Z,(\) — X\ una operacion. Entonces, el

w

conjunto Cp := {x € [\]¥ : z es cerrado bajo F} es un club en &, (\).

Demostracion. Veamos primero que Cp es cerrado en Z,, (\). Sea o € wy \ 1 y sea
{xe}eca € CF, una sucesién C-creciente. Tenemos que z = |J z¢ € [A]“, pues es unién
contable de conjuntos infinitos numerables. Tomemos e € ;:(ax) Como {w¢}ecq €5 C-
creciente, existe { < a tal que e C x¢. Ademas, como z¢ € CF, tenemos que F(e) € z¢ C x.
Por lo tanto, € Cp. Asi, CF es cerrado en &, ().

Veamos que Cr es no-acotado en &, (). Tomemos un = € Z,, () arbitrario. Fijemos

y € [A\]“ y definamos recursivamente la siguiente sucesién de longitud w + 1.
1. zpg=2Uy.
2. Tpy1 =z, U{F(e):e € P,(x,)} para cada n < w.

3.z = U zn.

n<w

Como para toda n < w tenemos que x, C x,41, entonces {$n}n<w es C-creciente. Ademads,
x C x,, y la eleccién de y nos da z,, € [A]*. Mds atn, probaremos que z,, € Cr. Para esto,
sea e € P, (x,). De nueva cuenta, como e es finito y {x,}n<, es C-creciente, tendremos
que hay n € w tal que e € Z,(x,). Con lo que F(e) € xy,41 C x,,. Por lo tanto, z,, € CF.

Esto prueba que Cr es no-acotado en &, (). O

Corolario 2.25. Sea F' una operacion en wi. Asi, Ch :={\ <wi \w: X es cerrado bajo

F} es un club en wy.

Demostracion. Comencemos por notar que Cj = Cp Nwp \ w. Argumentos rutinarios

muestran que wj \ w es un club en wy. El resto es aplicar el lema 2.6 dos veces. O

Finalizamos el capitulo con la demostracién de que las operaciones en un cardinal no
numerable A generan una base para los clubes en &, (\). Para esto se empleara dentro del
argumento el siguiente hecho (cuya prueba omitimos por ser rutinaria): la coleccién [A]“ es

un club en Z,, (\).

Teorema 2.26 (D. W. Kueker). Sea A > w; un cardinal. Si Cy es un club en P, (N),

entonces hay una operacion F' en X tal que Cp = {z € £, (\) : x es cerrado bajo F'} C Cy.
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Demostracion. Hagamos, en primer lugar, C' := CyN[A]*. Como C' es un club en &, (1)),
sabemos, por la proposicién 2.19, que hay una funcién C-creciente, f : &, (\) — C, tal
que Cy C C.

Ahora bien, para cada y € £, (\) se tiene que f(y) € C C [A]¥, esto es, |f(y)] = w;
fijemos una enumeracién sin repeticiones de f(y), digamos f(y) = {f(y); : i < w}. Sea,
ademds, g como en lema 1.6, es decir, g : w — w X w es tal que para toda (k,m) € w X w,
se tiene que [~ (k,m)}| = w.

Para cada n € w, convengamos en denotar por k(n) y m(n) a las coordenadas de g(n),
esto es, g(n) = (k(n),m(n)); ademds, sea £(n) := min{n, m(n)}.

Emplearemos todo lo anterior para definir nuestra operaciéon F' : &, (\) — A. Dado

e € Z,(\), definimos F(e) como sigue.
1. F(e) = f(e)g sie=0.
2. F(e) = a+1 cuando e = {a}.

3.8inew\lye={w:i<n}, donde a; < ;41 para cualquier i < n, entonces

F(e) := f({ei =i < £(n)}imn)-

De esta forma, F': &, (\) — A es una operacién en A.

Sea x € C'r. Haremos un par de observaciones sobre x que seran empleadas mas adelante.
Primero, como () € £, (x) y z es cerrado bajo F, se sigue que F()) € z, esto es, z # (). En
segundo lugar, para cada o € x, tenemos que {a} € P, () y, por ende, a+1 = F({a}) € z;
en otras palabras, x es cerrado bajo la operacién de tomar sucesor.

Mostremos ahora que x € CY, es decir, que para cualquier e € Z,(x) se tiene que
f(e) C xz. Empezaremos por suponer que e € &, (x) satisface que e # ). Para probar que
f(e) C z, tomemos s € w y argumentemos que f(e)s € z. Como e # (), existe r € w de tal
modo que e = {a; : i < r}, donde «o; < ;41 siempre que i < r. Fijemos n € w\ (r + 1)
de tal forma que g(n) = (s,7), esto es, k(n) = s y m(n) = r < n. En particular, ¢(n) = r.
Observe que p :=n —r € w\ 1y defina, para cada 0 < i < p, a4+ := a, + i (naturalmente,
estamos hablando aqui de suma ordinal). Dado que «,. € z y x es cerrado bajo la operacién

de tomar sucesor, obtenemos que {«; : i < n} C x. Asi,
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fle)s = f({ei 1 i <ln) i) = F{os 1i <n}) € .
Ahora, si e = (), usemos la condicién z # () para fijar d € £, (x) \ 1. Entonces, e C d
y como f es C-creciente, f(e) C f(d); ademéds, por el péarrafo previo, f(d) C z y en

consecuencia, f(e) C x. O

Una generalizacién natural del Teorema de Kueker es el enunciado siguiente: si A es un
cardinal con A > k > w; y R es un club en Z,(\), entonces hay una operacién F en \
de tal manera que {z € Z(\) : x es cerrado bajo F'} C R. El resultado final del presente

capitulo es que dicho enunciado es falso.

Proposicién 2.27. Siw; < kK y A = Kk es un cardinal, entonces R := {x € P(\) : X1 < |z|}
es un club y para toda operacion F : Z,(A\) — X hay un conjunto contable x cerrado bajo

F.

Demostracion. Veamos primero que R es no-acotado. Tomemos = € Z2,(\) y notemos que
x Uwp es un elemento de R que contiene como subconjunto a x.

Para demostrar que R es cerrado, sea {$§}§<a C R una sucesién C-creciente con v € k\ 1.
Asi, Ny < |zo] < | U x¢| < £y, por lo tanto, R es cerrado.

Para la segundij i)arte de la afirmacién, tomemos F' : Z,(\) — A una operacién en \.

Buscamos x € Cr de tal suerte que = sea contable. Para construir dicho x, definiremos

recursivamente la siguiente sucesién:
1. g ={F(0)}.
2. Tpy1 =x, U{F(e):e € P,(x,)} siempre que n < w.

Probemos por induccién que para toda n € w se tiene que |z,| < w. Note que |zg| =
HF(®)} = 1 < w. Ademds, si para algin n € w suponemos que |z,| < w, entonces
| P (xn)| < w, de donde se desprende que |zp11| < |2p| + | Pw(2n)| < w+w = w. Ademds,
que {x, }new sea C-creciente se sigue de la condicién (2).
Por iltimo, definamos x := |J x,,. Gracias al parrafo anterior, podemos concluir que
new
|| < w. Veamos que =z € Cp. ESea e € Z,(x)\ 1. El que {z,}n<w sea creciente nos

garantiza que hay m < w con e C x,,. De este modo, F(e) € z;+1 C z. Concluimos que x

es un punto cerrado contable de F'. O
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Asi, toda operacién sobre A tendra un punto cerrado fuera de R, con lo que no podremos

generalizar el resultado de Kueker cuando w; < k.
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Capitulo 3: Estacionarios y forcing

En este capitulo y el siguiente haremos construcciones que involucraran la técnica de
forcing. A continuacién presentaremos un brevisimo resumen de ésta, pero le comentamos
al lector que nuestro texto base para este tema serd [6]; de forma especifica, el material
correspondiente al séptimo capitulo de dicho libro.

3.1 Preliminares de forcing

Empecemos este sumario con el concepto basico.

Definicién 3.1. Sean P un conjunto, < una relacién binaria en P y 1p un elemento de P.
Decimos que (P, <, 1p) es una nocién de forcing si y sélo si para cualesquiera p, q,r € P se

satifacen:
1. 1p es un elemento de P que satisface p < 1p, para cada p € P.
2.p<p
3. Sip<qyq<r, entonces p < 7.

En el contexto de la definicién anterior, llamaremos condiciones a los elementos de P. Si
p,q € P son tales que ¢ < p, diremos que ¢ extiende a (o es una extension de) p.

De ahora en adelante, consideraremos V', un modelo transitivo y numerable de ZF'E (los
axiomas de Zermelo-Fraenkel para la Teorfa de Conjuntos), y (P, <, 1p) € V, una nocién de

forcing.
Definicion 3.2. Sean p,q € P.

1. Decimos que p y g son compatibles (en simbolos, p | q), si existe r € P tal que r < p

yr<gq.

2. py q serdn incompatibles (en simbolos, p L ¢) si no son compatibles, es decir, si no

existe r € P que los extienda simultdneamente.



Definiciéon 3.3. Sean A, X C P.
1. A es una anticadena si cualesquiera dos elementos distintos de A son incompatibles.

2. A es una anticadena maximal en X si A C X es anticadena y ninguna otra anticadena

contenida en X la contiene propiamente.

La equivalencia siguiente es 1til, en ocasiones, para demostrar la maximalidad de una

anticadena.

Proposicion 3.4. Sea X CP. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para cualquier

anticadena A C X.
1. A es mazrimal en X.

2. Para todo x € X existe a € A tal que x y a son compatibles.

Demostracion. Mostremos la contrarreciproca en ambas direcciones. Sea A C X una
anticadena. Supongamos que hay z € X tal que = L a para todo a € A. De lo anterior,
se tiene que =z ¢ A. Asi, AU {z} es una anticadena que contiene propiamente a A y por lo
tanto, A no es maximal.

Supongamos que A no es maximal en X. Entonces existe B C X una anticadena tal
que A C B. Seab € B\ A. Como B es anticadena, se tiene entonces que a L b para cada

a€ A. O

Definicion 3.5. Sean D C Py pg € P.
1. D es un subconjunto denso de P si para todo p € P, existe d € D tal que d < p.
2. D es denso bajo pg si para todo r < pg, existe d € D tal que d < r.
3. D es predenso bajo pg si para todo r < pg, existe d € D tal que d | r.
4. py={peP:p<po}.

Lema 3.6. 51 B C X CP y B es una anticadena, entonces existe una anticadena mazimal

en X que contiene a B.
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Demostracion. Nos interesa ver que B se puede extender a una anticadena maximal en X.

Consideremos al siguiente conjunto:
¥ ={AC X : Aesunaanticadenay B C A}.

Veamos que el orden parcial (X, C) cumple las hipdtesis del Lema de Zorn. Primero,
Y # (), pues B € 2.

Sea € cualquier cadena no vacia de ¥. Veamos que | € es una cota superior en X para C.
Para cualquier A € €, A C |J€. Ademas, C tinicamente tiene como elementos subconjuntos
de X por lo que | J€ C X. Ahora bien, |JC es anticadena pues si x,y € |J € son distintos,
entonces existen Ag, A1 € C tales que ¢ € Ay y y € A;. Como € es cadena, Ay C A1 6
Ay C Ay . Supongamos que Ay C Aj, por ende x y y son ambos elementos de Ay, la cual
es una anticadena y por lo tanto x 1 y. Si A; C Ag, el argumento es andlogo.

Para verificar que |J € contiene a B notemos que como € # (), existe A € € de modo que
AC|JC. Asi, A€ X, de donde B C Ay, por tanto, B C |JC.

En resumen, hemos visto que cualquier cadena no vacia en ¥ admite una cota superior
en X, entonces, por el Lema de Zorn, existe A C D tal que A es un elemento maximal de

(X,C). Es decir, A es una anticadena maximal en X. O

Corolario 3.7. Todo subconjunto denso de P contiene una anticadena mazximal en P.

Demostracién. Suponga que D es un subconjunto denso de P y note que, por vacuidad, ()
es una anticadena contenida en D. Usando el lema 3.6, existe una anticadena maximal A
en D que contiene a (). Emplearemos la proposicién 3.4 para ver que A es maximal en P.
Sea p € P. El que D sea denso en P implica que hay d € D tal que d < p. Como A es
maximal en D, existe a € A de tal suerte que a | d. Por lo tanto, a | p. Lo que demuestra

que A es anticadena maximal en P. O

Definicién 3.8. Sea G C P no vacio. Decimos que G es un filtro (V,P)-genérico si se

satisfacen:

1. Para cualesquiera p € Gy ¢ € P, p < ¢ implica que q € P.
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2. Sip,q € G, entonces existe r € G tal que r <py r < gq.
3. Siempre que D € V sea un subconjunto denso de P, se tiene que D NG # (.

Proposicién 3.9. Sean G C P un filtro (V,P)-genérico, D CP yp € G. Si D es denso

bajop y D € V, entonces GN D # ().

Demostracion. Supongamos que D es un denso bajo py D € V. Definimos F = {qg € P:
q L p}uUD. Al mostrar que E es un conjunto denso de P en V', concluiremos que ENG # ().
Maés aun, como todos los elementos de G deben ser compatibles, G debe tocar a E en un
punto de D.

Con la idea en mente de probar que E es denso, fijemos ¢ € P tal que ¢ | p. Hay r € P
tal que r < gy r < p. Como D es denso bajo p, existe s € D C FE tal que s < r. Usando
la transitividad de P, concluimos que s < g. En el caso en que ¢ L p, tenemos que g € E'y

q < q. Es decir, E es denso, como se buscaba. O

Proposicién 3.10. Sean G C P un filtro (V,P)-genérico y A € V, una anticadena mazimal

enP. Asi, GNA ).

Demostracion. Sea A¥ = |J a*. La maximalidad de A implica (ver proposicién 3.4) que
a€A
At es denso en P. Sea ¢ € A'NG. Luego, existe a € A tal que ¢ < a y como G es un filtro,

esto implica que a € GN A. O

Se espera que el lector esté familiarizado con los conceptos de P-nombre y de valuacion
de un P-nombre con respecto a un filtro. Denotaremos por V' a la coleccién de todos los
P-nombres que son elementos de V' y dado x € V, & representard al P-nombre canénico
de . Sean G C P, un filtro (V,P)-genérico, y # € VF. Usaremos i para referirnos a la

valuacién de & bajo G. Ademés, V[G] serd la extensién genérica correspondiente.

Teorema 3.11. Si G es un filtro (V,P)-genérico, entonces V|G| es un modelo transitivo

numerable de ZFE tal que V C V[G].

Este resultado es de suma importancia. A veces es conocido como teorema (fundamental)

de forcing y es la piedra angular en que se desarrolla esta teoria.
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Teorema 3.12. Para cualquier filtro (V,P)-genérico G y cualquier ordinal o se tiene que

a €V siysdlo siaeVI[G]. En otras palabras, ORV = ORVIC],

Este teorema es tan 1til como bello y nos muestra que cualquier extensién genérica

compartird los mismos ordinales que el modelo base del que fue obtenida.

Definicién 3.13. Sean € w\ 1y sea ¢(y1,...,yn) una férmula cuyas variables libres son
Y1, Yn. Dados Z1,...,3, € VE y p € P, decimos que p fuerza ¢(iy,...,#,) (denotado
por pl “p(&1,...,4,)") siy s6lo si para cualquier filtro (V,P)-genérico G tal que p € G,
VIG] E o((#1)Gs s (En)G)-

Es posible definir una nocién equivalente a |-, que denotaremos por |-*, y la cual puede
ser definida mediante una férmula que admite una relativizacién a V' (para nuestros fines
es fundamental que ningtn filtro (V,P)-genérico sea elemento de V'). El primer inciso del
siguiente teorema ilustra dicha posibilidad y por ende, es llamado “Lema de Definibilidad”.
El segundo inciso es a veces conocido como el “Lema del Destino” y puede ser entendido
como el hecho de que todo lo que ocurre en V[G] debié ser forzado por alguna nocién p en

G.

Teorema 3.14. Sea ¢(y1,...,yn) una formula cuyas variables libres son yi, ..., yn. Sean

&1, ..., in € VE. Se tiene lo siquiente.

1. Paracadap € P, p |- ¢(i1, ..., 05) siy solo si (p|-* ¢(i1,...,50))" (aqui, el supraindice

V' significa “relativizacion a V7).

2. Para cualquier G, filtro (V,P)-genérico,
d((£1)Gs -y (E0) ) VIO equivale a que exista p € G tal que p |- “G(i1, ..., dn)".

La prueba a los 3 1ltimos teoremas excede los propdsitos de este capitulo, pero puede
ser encontrada en el tercer capitulo de [6].
Los resultados que presentamos a continuacién nos seran de gran utilidad en lo que resta

del presente capitulo y del siguiente. Note que estamos usando la expresién p | “¢” como

una abreviatura.
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Lema 3.15. Seap € P y ¢ una formula. Asi, ¢ <p ypl- “¢” implican que q |- “¢”.
El lema anterior puede encontrarse en [6, VII, Lemma 3.2].

Definicion 3.16. Sean A, BV y f € VP. Suponga que p € P satisface que p |- “f A
B” y fije a € A. En estas circunstancias, diremos que la condicién ¢ < p decide f(a) (en

simbolos, q || f(a)) si existe b € B de tal forma que q |- “f(a) = b".

A continuacién mostraremos que, con la notacién de la definicién previa, siempre hay

extensiones de p que deciden f(a).

Lema 3.17. Si A, B, f, p y a son como en la definicion 3.16, entonces existe ¢ < p con
g f(a).

Demostracion. En [6, Lemma 2.17, p.191] se explica que para cualesquiera &,y € 74
existe op(z,y) € VT de tal forma que si G es cualquier filtro (V,P)-genérico, entonces

(op(Z,9))e = (#a@,Ya) (esto es, la pareja ordenada (Z¢,ya))-

Ahora notemos que las hipdtesisa € Ay p|— ¢ f : A — B” nos garantizan que

plF“Ix (z € B A op(a,z) € f)”.

Empleemos entonces [6, Corollary 3.7, p.201] para deducir la existencia de § € dom(B) y
q < p con q|-“op(a,y) € f7. Como B es el nombre canénico de B, se sigue que hay

b € B de tal manera que § = b. En resumen, ¢ |- “op(a,b) € f” o, equivalentemente,

al-“fla) =" m

3.2 Un teorema de Devlin

Aligual que en la seccién previa, IP seré una nocién de forcing que es elemento del modelo
base V.

Suponga que C,d € V son tales que V |= “§ es un ordinal limite y C' es un club en
0”. Tomemos G, un filtro (V,P)-genérico. En vista de que la férmula lim(6) es absoluta
entre modelos transitivos de la teorfa de conjuntos, se sigue que V[G] = “0 es un ordinal
limite”. Més auin, el que V' |= “C es no-acotado en §” nos da | JC = d y, consecuentemente,

V[G] = “C es no-acotado en §”.
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Por otro lado, si a € C satisface que V[G] = “lim(a) y a N C es no-acotado en a”,
entonces V | “lim(a)” y J(aNC) = a. Luego, V | “lim(a) y a N C es no-acotado en
«”. En consecuencia, o € C.

Una forma de resumir lo hecho en los parrafos previos es decir que cualquier nocién de
forcing preserva clubes. Ahora, esta frase puede malinterpretarse facilmente. Por ejemplo, si
V = “C es un club en w;”, es tentador pensar que, entonces, V|G| = “C es un club en w,”,
pero como wj no es una nocién absoluta, esta implicaciéon no siempre se da. Expliquemos
esto con un poco mas de detalle.

Convengamos en denotar por w} (6 RY') al tinico elemento de V' que satisface V = “w{’
es el primer ordinal no-numerable”. En el parrafo que le sigue a [6, Lemma 5.2, p.205] se
exhibe una nocién de forcing P que colapsa wi, esto es, que posee la propiedad de que,
para cualquier filtro (V,P)-genérico G, hay f € V]G] de tal modo que f es una funcién

. VG
suprayectiva de w en wY . De esta manera, w; (€]

, la relativizacién del primer ordinal no-
numerable a V[G], satisface la desigualdad wi < wY[G] (pues V[G] | “w} es numerable”).

Con las hipétesis del parrafo previo, note que la frase V |= “C' es un club en w;” significa
que C es un club en el ordinal w} y como los clubes son preservados por cualquier nocién
de forcing, deducimos que V[G] = “C es un club en wy ”, pero no es cierto que V|G| = “C

es un club en wy” porque, de hecho, C' es un subconjunto acotado de wX[G} (claramente,

para cada a € C, a < wy).

Definicién 3.18. Diremos que P preserva R; si para cualquier G, filtro (V,P)-genérico, se

tiene la igualdad w} = wY .

Ya nos encontramos listos para enunciar el resultado central del presente capitulo (cuya

demostracién es obra de K. J. Devlin):

Teorema 3.19. Sean V', un modelo transitivo numerable de ZFE, y E € VN P (w1). Los

stguientes enunciados son equivalentes:
1. V |= “E es estacionario en wy”.

2. Eziste P € V', una nocion de forcing, de tal modo que:

(a) P preserva a N;.
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(b) Si G es un filtro P-genérico, existe C € V|G| tal que V[G] = “C es un club en w;
yC CE”.

Si logramos encontrar una nocién de forcing como aquella enunciada en la propiedad 2
del teorema anterior, diremos “coloquialmente” que dicha nocién dispara un club a través
de F.

Para probar que (1) implica (2) comenzaremos por argumentar que hay nociones de

forcing que preservan Nj y que no preservan estacionarios.

Definicién 3.20. Decimos que S C wj es coestacionario si tanto S como wj \ S son

estacionarios en wj.

Mostraremos que dado cualquier subconjunto estacionario S de w; en el modelo base,
existe una nocion de forcing que preserva X; y que agrega genéricamente un club C en w; tal
que C' C S. De esta forma, si S es coestacionario en wq, forzar con dicha nocién provocara

que wy \ S deje de ser estacionario en wy.

Lema 3.21. Si A C wy es no vacio, cerrado y acotado en wi, entonces A tiene mdximo.

Demostracion. Sea o = sup(A). Veamos que a € A. Como A es acotado en wy, se deduce
que a < wi. Consideremos los 3 casos posibles para .

1. @« =0. Como A es no-vacio, esto implica que A = {0}. Por lo tanto, a € A.

2. « es un ordinal sucesor. Digamos que « = f+ 1. Como « = |J A4, tendremos que hay
£ € Atal que 8 € &, es decir, 8 < €. Esto ltimo, junto con el hecho de que « es cota

superior de A, nosda o =+ 1 <€ < «, es decir, a =& € A.

3. « es limite. Si sucediese que o ¢ A, por el inciso (2) del lema 1.15, tendriamos que
existe § < a con ANa\ (8+ 1) = 0. Por otro lado, la definicién de « nos da v € A
de tal suerte que S+ 1 <y < a, estoes, vy € ANa\ (B4 1); que es la contradiccién

buscada.

De todo lo anterior se deduce que sup(A) € A. Por lo tanto, sup(A) = max(A). O
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A continuacién definiremos la nocién de forcing que nos servird para probar que (2) es
consecuencia de (1) en el teorema 3.19. Con esto en mente, fijemos, de aqui a la proposicién

3.29, un conjunto estacionario S en w.

Definicion 3.22. Denotemos por Pg al conjunto de todos los subconjuntos cerrados y
acotados de S. Ademds, para cada p € Pg \ 1 definamos s, := max(p) + 1y sy := 0. De

esta forma, ordenaremos a Pg como sigue:
para cualesquiera p,q € Pg,p < ¢sig=pns,.

Observe que si p,q € Pg son tales que p < ¢, entonces ¢ C p; y esto ultimo, a su vez,

implica que s; < s, (esta desigualdad es obvia cuando ¢ = ().

Proposicién 3.23. (Pg, <) es una nocion de forcing.

Demostracion. Comencemos viendo que < es reflexiva. Sea p € Pg. Nuestra definicién de
sp nos da p C s, y, por lo tanto, p = pN s,. Luego, p < p.

Probemos que < es transitiva. Sean p,q,r € Pg tales que p < q v ¢ < r. El péarrafo
anterior a nuestra proposicién nos garantiza que s, < s4, por lo que s, N s, = s,. Con esto

en mente, observe que
r=qNs,=(pNsg)Ns, =pN(sgNsy) =pNsp.

Por lo tanto, p < r.
Por tltimo, tomemos p € Pg. Entonces ) = pN® = pNsy. Por lo tanto, p < 0. Con

esto, comprobamos que ) es el miaximo de Pg. ]

Ahora definiremos una familia de subconjuntos de Pg y nos concentraremos en probar

que estos son densos en Pg.
Definicién 3.24. Para cualquier o < wyq, definimos Dy, := {p € Py : o < s}

Lema 3.25. Cada D, es denso en Pg.

Demostracion. Fijemos a < w1 y p € Pg. Veamos que hay ¢ € D, tal que ¢ < p. Como
S es no-acotado en wy, hay £ € S tal que a < £y s, < £ Observe que {£} es cerrado

en wy. Asi, ¢ = pU{&} es cerrado en wi, pues es unién finita de cerrados. Ademds, ¢
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es cota superior de ¢, es decir, ¢ € Pg. Maés atin, como s, < &, entonces & ¢ s,. Asi,
qNsp, = (pU{&}) Nsp, =p. En otras palabras, ¢ < p. Por otro lado, a <{ <+ 1=s,,

en consecuencia, q € D,,. O
Una nocién de forcing es w-distributiva si el forzar con ella no anade nuevas sucesiones

numerables de ordinales. En términos formales, tenemos lo siguiente.

Definicién 3.26. Diremos que P es w-distributiva si para cualquier G C P, filtro (V,P)-

genérico, y para toda f € V|G| con V[G] = f : w — OR se tiene que f € V.

Una de las razones por las que estamos interesados en las nociones de forcing w-distributivas

es la siguiente.
Lema 3.27. Si P es w-distributiva, entonces P preserva a Ny.

Demostracion. Sea G un filtro (V,P)-genérico. Como V' y V[G] tienen los mismos ordinales
el

(teorema 3.12), obtenemos que w; - * € V. Mds aun, el que V[G] = “no existe una funcién
suprayectiva de w en wY [G}”, nos lleva a que V' = “wY I 10 es numerable”. De esta forma,
w}/ < wY [G}. Ahora, si mostramos que

V[G] E “w! no es numerable”, (3.1)

, VG
entonces tendriamos que, de hecho, wY = wy .

La prueba de (3.1) es rutinaria: si f € V[G] es tal que f : w — w}, entonces f € V vy,

por ende, f no es suprayectiva. ]

Por el resto del capitulo supondremos que S € V y que V | “S es un subconjunto
estacionario de w1”. Més atin, emplearemos los simbolos Pg v D, para representar, respec-
tivamente, a las relativizaciones a V' de la nocién de forcing dada en la definicién 3.22 y del

denso dado en la definicion 3.24.
Lema 3.28. Pg es w-distributiva.

Demostracion. Iniciemos por suponer que G es un filtro (V,Pg)-genérico y que f € V[G]
es una funcién de w en OR. Por el teorema 3.14, esto implica que existe pg € G y f , un

Ps-nombre, de tal forma que fo = fy po |- “f : w — OR”.
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Trabajando en V, hagamos D := {q € Pg : Jg(q |- “g = f”)}. La prueba de nuestro
lema concluye en cuanto probemos que D es denso por debajo de py (proposicién 3.9). Con
esta idea en mente, fijemos p € Pg con p < pp. Note que p |- “fiw— OR”.

Afirmamos que, en V), existe { Ay }a<w,, Una sucesion de subconjuntos contables de Pg,

que cumple con las siguientes propiedades para cualquier o < w1.
1. Ao = {p}.
2. Si o < B <wi, entonces A, C Ag.
3. Para cada q € Ay, g < p.

4. Si h(o) = sup{sq : ¢ € A,}, entonces para toda ¢ € A, y para toda n < w, existe

r(q,n) € Aay1 tal que r(q,n) decide f(n), r(g,n) < qy hla) < Sr(q.n)-

Trabajando en V', construyamos dicha sucesién de manera recursiva. Para el caso base,
definimos Ay = {p}. Para el caso limite, hagamos A, = |J Ag, en donde suponemos que
para toda 8 < a, Ag cumple las propiedades enunciadas Bajlczeriormente. Tenemos que A,
es unién numerable de conjuntos contables, por lo que es contable. Ademads, 2 y 3 se siguen
de la hipétesis inductiva y la definiciéon de A,. Por otro lado, la condicién 4 no aplica en
este caso.

Analicemos, finalmente, el caso sucesor. Supongamos que {Ag}g<, cumple las propiedades
enunciadas y sea h(a) = sup{s, : ¢ € A,}. Como A, es contable, h(a) < wy. Para cada
q € A,, sabemos que g < p, por lo que ¢ |- “f:w — OR”. Dado n € w, fijemos t, < ¢
que decida f(n) (lema 3.17). Como Dj(a) s denso, existe 7(q,n) € Dy tal que 7(g,n) <
tn < ¢ < p. Asi, r(g,n) decide f(n) y h(a) < $p(gn)- Fijando dichas condiciones para cada
q € Ay y para cualquier n < w, definimos Aq41 1= A U{r(¢,n) : (¢ € Aa) N (n € w)}.

De esta forma, A, C A,+1 v esto, junto con nuestra hipétesis inductiva, garantiza que
la propiedad 2 es satisfecha. Ademds, como A, es contable, {r(q,n): (¢ € Ax) A (n € w)}
también lo es, y en consecuencia, |Ay+1| < w. Por otro lado, 3 y 4 se siguen de la hipétesis
inductiva y la eleccién de r(g,n). Esto completa la recursion.

Ahora bien, si para todo o < wi, h(a) es como se definié en la condicién 4, entonces

h : wp — wy serd una funcidn finitaria de aridad 1 sobre wy. Argumentemos que h es estric-
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tamente creciente. Si o < § < wi, entonces la propiedad 2 y la desigualdad o +1 <  nos
dan h(a+ 1) < h(B). Ahora, por 4 deducimos que h(a) < h(a+ 1) < h(p).

El lema 2.14 nos garantiza que C' = {\ € w; : Yoo < A(h(a) < A)} es un club en w;.
Més ain, del ejemplo 1.18, concluimos que Lim(w;) es un club en w;. Por iltimo, usando
el teorema 2.4, tenemos que Lim(C) = C'N Lim(w;) serd un club en wy.

Con la idea en mente de producir una condiciéon ¢ € D que satisfaga ¢ < p, fijemos
A € Lim(C)NS y {an fnew, una sucesion estrictamente creciente y cofinal en A\. Como h es
estrictamente creciente y A € C, obtenemos (ver lema 1.7) que «,, < h(a,) < A, para cada
n € w. Luego, | h(an) = A

n<w

Ahora construiremos recursivamente una sucesion {g, }new, de tal modo que lo siguiente

sea cierto para cualquier n € w.

(@) qo = p.
(b) qn € Aq,,-
(¢) Gni1 es una extensién de ¢, que decide f(n) y ademds h(ay) < s, e

El paso base queda expresado en (a) (observe que la pertenencia p € A,, es consecuencia
de la condicién 2). Ahora bien, si ¢, € A,, ya fue construido, entonces la condicién 4 nos
garantiza que ¢,4+1 = r(qn,n) es un elemento de A, 41 que satisface la propiedad (c). Por
otro lado, la desigualdad o, < apq1 nos da a, +1 < apy1 y por 2, guy1 € Aq, - Asi, la
recursion esta completa.

Hagamos ¢ = {A\} U |J ¢» y notemos que ¢ C S. Estamos interesados en probar que
q € Pg. -

Empecemos por observar que la definicién de h y las condiciones (b) y (¢) implican que
h(ont1) = 8,4, > h(ow), para cualquier n € w. Luego, {sq, : n € w} es cofinal en A.

Mostremos que ¢ es cerrado en wj. Para esto, sea a € Lim(w;) tal que N ¢ no esta
acotado en «. Analicemos las posibilidades.

Primero, si o < A, entonces existe m € w de tal forma que a < s,4,,. En aras de verificar

que a N ¢y no estd acotado en «a, tomemos & < a. Sea § € aNgq tal que £ < B. Hay n € w

con 8 € qn. En el caso en que n < m, deducimos por la condicién (¢) que g, C ¢, vy, en
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particular, § € N gy,. Ahora, si sucede que m < n, la desigualdad ¢, < ¢, (condicién (c))
nos dice que g, N Sg,, = ¢m, luego, B € aNgq, C S4,, Nqn = ¢m- En resumen, o < A implica
que a N ¢y, no estd acotado en «; consecuentemente, o € ¢, C q.

Por otro lado, cuando a = A, claramente o € q. Con esto se concluye que ¢ es cerrado.
Ademas, se tiene que g, C sq4, € Ay, por ende, A es una cota superior de q.

Como ¢ es un subconjunto de S que es cerrado y acotado, ¢ € Pg. Més ain, ¢ < gn,

para cada n € w, y por esta razon, la coleccién
g:={(n,a):ncwAhacORANq|-“f(n)=a”

(recuerde (c)) es una funcién de w en OR. Asi, ¢ € Dy q < p, tal y como se necesitaba.

O]

En particular, Pg preserva N;.

Proposicion 3.29. Pg agrega genéricamente un club C' en wy tal que C' C S.

Demostracion. Sea G un filtro (V,Pg)-genérico. Definimos C' := |JG. Asi, C C S.
Veremos que C es el club que buscamos.

De los lemas 3.28 y 3.27 podemos concluir que Pg preservara a Ny, es decir, wY = wY[G}.
Asi, en esta prueba bastara hablar de wy, independientemente de si nos encontramos en V'
o V[G].

Veamos que C' es no-acotado en wi. Si « € wy, entonces (lema 3.24) existe p € G N Dy;
asi, < sp. Como 0 < & < s, se tiene que p # () y en consecuencia, o < max(p) € p C C.
Por lo tanto, C es no-acotado en wy.

Argumentemos ahora que C' es cerrado en w;. Para esto, supongamos que v € Lim(w;)
es tal que C' N~y es no-acotado en v. Fijemos ¢ € G N D, y mostremos que C' N~y C q.

Dado ¢ € C' N, nuestra definicién de C' nos produce p € G de tal modo que £ € p.
Como G es filtro, existe r € G conr < gy r < p. Asi, £ € p = r N s,; por otro lado, el
que s, sea un ordinal, junto con la desigualdad v < s4, nos da v C s, y, en consecuencia,
fernNyCrns;=gq.

De lo anterior se sigue que ¢MN-y es no-acotado en v y, por ende, v € ¢ € G. En conclusion,
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~v € C, tal y como se deseaba. O

Con el material desarrollado hasta el momento, podemos concluir que 1 implica 2 en el

teorema 3.19. Enfoquémonos ahora en la implicacién restante.

Teorema 3.30. Sean V', un modelo transitivo numerable de ZFE y E € V N P (w), tal
que existe P € V', una nocion de forcing que cumpla:

(a) P preserva a ;.

(b) Si G es un filtro (V,IP)-genérico, existe C € V[G] tal que V[G] = “C es un club en
w yC CE”.

Entonces V |= “E es estacionario en wy”.

Demostracion. Sean E, Py C' como se enuncian arriba. Dado que P preserva a Ny, no hara
falta relativizar a w; a lo largo de esta prueba (es decir, wy := w} = wY €] para cualquier
filtro genérico G C P).

Sea D € VN P(wy) tal que V = “D es un club en w;”. Sea G C P un filtro (V,P)-
genérico cualquiera. Lo explicado en los primeros parrafos de esta seccién y el inciso (a)

nos garantiza que V[G] = “D es un club en w;”. De esta forma, ) # DNC C DN E. Por

lo tanto, dado que D fue un club cualquiera, concluimos que E es estacionario en w1. O

Esto concluye la prueba del teorema 3.19.
3.3 Preservacion de estacionarios

En la seccién previa, observamos que existen nociones de forcing que no preservaran
todos los estacionarios de wy (en particular, aquellas que disparen un club a través de
un coestacionario). Cabe preguntarnos por aquellas nociones que si preservan a todos los

estacionarios de wi. A continuacién, desarrollamos esta idea.

Definicion 3.31. Decimos que IP es o-cerrada si y sélo si para cualquier sucesiéon decreciente

{qn}n<w de P, existe ¢ € P tal que ¢ < ¢, para toda n < w.

La propiedad que define a las nociones de forcing o-cerradas es muy flexible, tal y como

se ve en nuestro resultado de abajo.
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Lema 3.32. Suponga que P es o-cerrada y que o € Lim(w1). Si {pg}s<a €s una sucesion
en P que es decreciente (es decir, pg < p-, siempre que v < < ), entonces existe p € P

tal que, para cada B < a, p < pg.

Demostracion. La condicién o € Lim(w;) nos produce {ay, }rn<w, una sucesion de ordinales
estrictamente creciente y cofinal en a. De este modo, {pa,, }n<w €s una sucesién decreciente
de condiciones en P y, por ende, hay p € [P con p < p,,,, para cualquier n < w. Finalmente,

note que si f < «, entonces existe m < w de tal manera que 8 < a,, y, en consecuencia,

D < Pay, < DB- O

A continuacion presentamos una conexion interesante entre los conceptos de w-distributivo

y o-cerrado.
Proposicién 3.33. En V, si P es o-cerrada, entonces P es w-distributiva.

Demostracion. Sean G C P un filtro (V,P)-genérico y f € V|G| una funcién de w en OR.
Asi, hay p € Gy f € VF tales que fo =fypl+ “fiw— OR.

Trabajando en V', mostremos que D = {¢g € P: Jg(q | “g = f”)} es denso por debajo
de p (note que, en vista de la proposicién 3.9, esto concluird la prueba). Tomemos r < p
arbitrario. Construiremos de manera recursiva una sucesioén {gy }n<. de tal forma que para

toda n < w se cumple que:

1. g, <.
2. Sin <m < w, entonces ¢, < qp.
3. qn decide f(n).

Usando el lema 3.17, tenemos que hay g < r de tal suerte que gy decide f(0) (r < p
implica r [ ¢ f :w — OR), lo cual concluye el caso base. Suponiendo que hemos construido
{qk } k<n que cumple 1, 2 y 3, usamos nuevamente el lema 3.17 para encontrar ¢,+1 < ¢, que
decida f(n+1). Gracias a la hipétesis inductiva y la eleccién de g1, {qk }k<n+1 cumplird
1, 2 y 3, lo cual concluye la recursién.

Usando que P es o-cerrada, obtenemos g € P que extiende a cada g,. Definimos

g={(n,0):n<wAhaecORAq|-“f(n)=a"}.
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Dado que ¢ extiende a cada gy, se sigue que dom(g) = w. Ademéds, ¢ |- “g = fPyqg<qo<r.

Es decir, ¢ € D y extiende a r, como buscabamos. O

Definicion 3.34. Decimos que PP tiene la propiedad de la cadena contable si toda anticadena

contenida en P es a lo mas numerable.

Para simplificar, si P tiene la propiedad de la cadena contable, diremos que P es c.c.c.
(del inglés countable chain condition).

La demostracién del resultado siguiente puede hallarse en [3, Lema 3.30, p. 55].
Proposicién 3.35. Si V |= “P es c.c.c”, entonces P preserva a Rj.

El siguiente Lema nos sera de utilidad para demostrar el teorema final de este capitulo.

Omitimos su demostracién dado que esta puede encontrarse en [3, Lema 3.28, p. 53]

Lema 3.36. Sean A,B € V y sea f € V[G] una funcion de A en B. Entonces eziste una
funcion F : A — P(B) tal que F € V y para cada a € A se tiene que f(a) € F(a) y
VP < w.

Convengamos en que la frase la nocion de forcing P preserva estacionarios en wi significa
que para cualquier filtro (V,P)-genérico G, y para cada S € V que satisfaga V' = “S es un
subconjunto estacionario de w;” se tiene que V[G] = “S es un subconjunto estacionario de

2

w1 .
Teorema 3.37. Sea P una nocion de forcing y sea G un filtro (V,P)-genérico.

1. SiV = “Pes c.c.e.” y C € V[G] satisface que V[G] = “C un club en w1 ”, entonces
existe D € V con D C C yV | “D es un club en wi”. En particular, P preserva

estacionarios en wj.

2. Si P es o-cerrado, entonces P preserva estacionarios en wj.

Demostracion. Verifiquemos el primer inciso. En V[G], empleemos el hecho de que C' es
no-acotado para fijar una funcién f : w; — w; de tal modo que o < f(«) € C, siempre que

a < wi. Entonces, tenemos lo siguiente: V = “P es c.c.c.”, f € V[G] y w1 € V; luego, de
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acuerdo al lema 3.36, debe existir F' € V' de tal forma que F' : w; — £ (w1) v, para cada
a<uwiy, fla) e Fla)y V E “F(a)] < w”.
En V, definamos ¢ : w; — w; mediante g(a) = sup F'(«), para cualquier @ < wy. Note

que

la desigualdad f(«) < g(«) es cierta para cada o < wj. (3.2)

Ahora, produzcamos recursivamente una sucesiéon de funciones de w; en w; como sigue:
¢° =gy g""t = gog", para cualquier n < w. Asi, dado a < wj, se tiene que la
férmula ¢g¥(a) := sup{g" (@) : n < w} nos da una funcién ¢* : w; — w; en V. Luego,
X :={g¥() : £ <wi} es un elemento de V.

Afirmamos que X C C' y que X no es no-acotado en wi;. Empecemos mostrando la

contencién. Sea o € X. Por definicién, hay £ < wy con a = g¥(&). Nuestra eleccién de f y

(3.2) implican que, para cada n < w,

g"(&) < f(g"(8)) < g(g"(€)) = g" (&)

De esto se deduce que « es limite y que a = sup{f(¢"(£)) : n < w}; més ain, la inclusién
{f(@"()) :n <w} C CNanos garantiza que C' N « es no-acotado en . Asi, a € C, tal y
como se queria.

Con la idea en mente de argumentar que X es no-acotado en wj, tomemos o < wi,

arbitrario, y observemos que

a < fe) <gla) <g*(e) € X.

Finalmente, en V', denotemos por D a la cerradura topoldgica de X en w;. Naturalmente,
V |= “D es un club en w;”. Sélo nos resta mostrar que D C C'y para esto, sea o € D \ X.
Si « fuese sucesor, podriamos usar la proposicién 1.15 para deducir que {a} es un abierto
que contiene a a y es ajeno con X, es decir, a no seria elemento de la cerradura topolégica
de X. Consecuentemente, « es limite. Ahora, si « N X fuese acotado en «, habria 5 < «

con aNX C f+41 < a. De esta forma, (a+ 1)\ (84 1) serfa un abierto en w; (proposicién
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1.15) que contiene a « y es ajeno con X; lo cual es un absurdo. Asi, « N X es no-acotado
en oy como aNX CandC, deducimos que a € C.

Con respecto a la segunda parte del teorema, fije S € V tal que V' = “S es un subconjunto
estacionario de w;”. Sean r € Gy C € VP tales que r |- “C es un club en w;”. Mostremos
que {p € P : p|-“SNC # 07} es denso bajo r. En otras palabras, fijando p < r,
concluiremos la prueba al mostrar que existe ¢ < p tal que ¢ |- “SnC #07.

Trabajando en V, construyamos recursivamente una sucesién {(pa, Va)}a<w; € P X wy

que cumpla las siguientes propiedades para cualquier a < wj.
1. pa <p.
2. Sia < B <wi, entonces Yo <3 Y P8 < Pa-

3. Si « es limite, entonces v, = | 3.
B<a

4. pa |F “Ya € Cm-

Como p |- “C' es no-acotado en w1”, podemos encontrar pg < py 7 € wy \ 1, tales que
po |F “Jo € C”. Para el caso sucesor, supongamos que hemos definido {(ps,78)}p<a> Para
alglin o < wy, que satisfaga las propiedades enunciadas. Asi, como p, < p, se tiene que
Pa |F “C' es no-acotado en wy”. Por lo tanto, py 9z (zr € n N x € C A Yo < ).
Empleemos [6, Corollary 3.7, p. 201] para obtener 4 € dom(@1) y pat+1 < Do tales que
Patsi|-“ € C A F4 <4”. Como @ es un P-nombre canénico, existe Y41 < wi con
4 = FYa+1. De esta forma, pati |- “Jat1 € C A Voo < Far1”-

Por dltimo, sea o € Lim(w;) y supongamos que hemos definido {(ps,vs)}s<a, que
satisface las propiedades enunciadas. Como P es o-cerrada y {pg}g<q es decreciente, el
lema 3.32 nos da una condicién p, € P tal que p, < pg para todo 8 < «a. Sea ademds
Yo = U 8. De esta forma, po |- “{55}s<a C C”. Ademss, como p, < p, se tiene que

@
Pa |- :‘BC<' es cerrado en w1”. Con lo cual, py |- “¥o € C”. Asi, {(pg,V5)} s<a satisface 1 a 4.
Lo cual concluye nuestra recursién.

Sea D = {7, : @ < w1 }. La propiedad 3 garantiza que D es cerrado en w;. La propiedad

2, en conjuncién con el lema 1.7, garantiza que D es no-acotado en w;. Por lo tanto (note

que D € V), SND # 0. Sea { < w; tal que 7¢ € SN D. Gracias a 4, concluimos que
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pe |- “5¢ € SN C”. Por tltimo, 1 nos asegura que pg < p, como necesitabamos.
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Capitulo 4: Nociones de forcing propias

En el capitulo anterior observamos que existen algunas nociones de forcing que preservan
estacionarios (en el sentido de la tltima seccién del capitulo 1). A continuacién, ampliaremos
este concepto para considerar aquellas nociones que preservan estacionarios en el sentido
desarrollado en el capitulo 2. A una nocién de forcing que cumple con esta propiedad se
le llama propia (el término en inglés es proper). Nos damos a la tarea de mostrar algunos

ejemplos, a la vez que enunciar una serie de equivalencias que nos seran de utilidad.
4.1 Primer ejemplo de un forcing propio

A lo largo de esta seccién, consideremos un modelo transitivo numerable V de ZF E, Py €
V una nocién de forcing cualquiera tal que (Py tiene la condicién de la cadena contable)"
y G C Py un filtro (V,Py)-genérico.

En [6, Theorem 5.10, p. 207] se prueba que Py preserva cardinales, esto es, que para

cualquier ordinal u los enunciados siguientes son equivalentes.
1. u€VyV ] “ues un cardinal”.
2. peVI[G]y VI|G] = “u es un cardinal”.

En vista de esto, dados A\, € V con V | “X es un cardinal con A > w; y S es un
estacionario en &, (\)”, se sigue que V[G] = “\ es un cardinal y A > w;” (note que

wy = wY[G}). Luego, tiene sentido preguntarse si V[G] |= “S es un estacionario en &, (\)’

Y

(es importante recordar que, en general, Z,, (\)Y C 2, (\)VIC] y esta contencién podria

ser propia). Por otro lado, tenemos

Este hecho se empleara en el siguiente resultado.



Lema 4.1. Sea A € V' de tal modo que V = “X\ es un cardinal con X\ > w1 ”. Entonces, todo
C € V[G] tal que V[G] E “C es un club en P, (\)”, existe D € V tal que V |= “D es un
club en Z,,(\)” y D C C.

Demostracion. Sean Ay C' como en el enunciado. Por el Teorema de Kueker (teorema

2.26), existe F' € V[G] de tal modo que F': Z,(A) = Ay, si
Cr:=({z € Zu,(\) : Ve e Py(z) (Fle) € x) )V,

entonces Cr C C'y V[G] = “CF es un club en Z,,(\)”. En vista de que Z,(\),\ € V,
podemos invocar el lema 3.36 para producir f € V con f : Z,(\) = Z(N), de tal suerte
que, para cualquier e € Z,(A), Fl(e) € f(e) y V = “|f(e)] Sw”. Asi, V = “f : Z,(\) —

P, (A)”. Por la proposicién 2.18, el hacer
D:={ze P, (\):Vee Z,x) (fle) )}V

nos da V |= “D es un club en &, (\)”.
De esta forma, inicamente nos resta comprobar que D C Cp. Sea x € D. Claramente,
x € (QZM(/\))V[G}. Ahora, si e € Z,(z), la definicién de D implica que f(e) C = y nuestra

eleccién de f garantiza que F'(e) € f(e); luego, F(e) € z. En otras palabras, z € Cp. [

Este resultado tiene como corolario directo que, en el caso de nuestro Py, la respuesta
a la pregunta que hicimos al principio de la seccién es afirmativa. Antes de argumentar lo

anterior, nos conviene formalizar el concepto de nocién de forcing propia.

Definicion 4.2. Una nocién de forcing P € V serd llamada propia si para cualesquiera G,

Ay S que satisfagan
1. G es un filtro (V,P)-genérico,
2. \,5e€Vy
3. V E “X es un cardinal no numerable y S es un subconjunto estacionario de Z,, ()",

se tiene que V|G| = “S es un subconjunto estacionario de 2, (A\)”.
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Mostremos que, en la definicién de forcing propio, podemos reemplazar A por un conjunto

no numerable cualquiera. Formalmente, tenemos lo siguiente.

Proposicion 4.3. Si P € V es una nocion de forcing, entonces los enunciados siguientes

son equivalentes.
1. P es propia.
2. Para cualesquiera G, A y S que satisfagan

(a) G es un filtro (V,P)-genérico,
(b) A,SeVy

(c) V |E “A es un conjunto no numerable y S es un subconjunto estacionario de

'@wl (A) ”7

7

se tiene que V|G| |= “S es un subconjunto estacionario de &, (A)

Demostracion. Claramente, (2) implica (1). Ahora supongamos que (1) es cierta y que G,
Ay S son como dicen las hipdtesis del inciso (2). Trabajando en V', hagamos \ := |A| y
fijemos una funcién biyectiva f: A — A.

En V[G] se tiene lo siguiente: f es una funcién biyectiva de A en A y, de acuerdo a
la prueba de la proposicién 2.2, F' : 2, (A) — P, (N\) dada por F(z) = f[x] es un
isomorfismo de orden entre (2, (A),C) y (P, (N), C).

Por otro lado, la pertenencia f € V nos garantiza que la restriccién H := F | (2, (4))”
es un elemento de V. Més atin, para cualquier z € (2, (A))" se tiene que H(z) = flz];
en consecuencia, V = “FE := H[S] es un subconjunto estacionario de Z,, (A\)”.

El que P sea propia nos garantiza que, en V[G], E es un subconjunto estacionario de

2, (\); luego, S = FY[E] resulta ser estacionario en &, (A), tal y como se requerfa.

O]

Corolario 4.4. Si V |= “P es una nocion de forcing c.c.c.”, entonces P es propia.

Demostracion. Suponga que G, X'y S son como en los incisos (1)-(3) de la definicién 4.2

y fije C € V[G] de tal modo que V[G] = “C es un club en &, (A\)”.
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Usando el lema 4.1, obtenemos D € V tal que D C C y (D es un club en 2, (\))V.
Asi, ) £#DNS CCNS. Como esto se cumple para cualquier club C, concluimos que S es

estacionario en V[G]. O

4.2 Algunas propiedades de las nociones de forcing propias

Proposicién 4.5. Sea P € V' una nocion de forcing propia y sea G un filtro (V,P)-genérico.
Si x € V|G| satisface x C OR y VG| = “|z| < w”, entonces existe y € V con x Cy C OR

yVEyl<w”

Demostracion. En V[G], la hipédtesis |z| < w nos da un ordinal 6 > w; de tal modo que
x C J; en particular, § € V.

Ahora, en V', existe un cardinal A > § y, como d no es numerable, deducimos que A > wy.
Hagamos S := (2, (\)" y empleemos que P es propio para obtener V[G] = “S es un
subconjunto estacionario de &, (\)”.

Regresando a V[G], un argumento rutinario muestra que la coleccién

es un club en &, (), asi que existe y € C'NS. Nuestra definicién de S implica que: y € V,
yCACORyV [E “y| <w’. Por otro lado, la pertenencia y € C nos da = C y, tal y

como se necesitaba. O

Corolario 4.6. Toda nocion de forcing propia preserva a Ni.

Demostracion. Mostraremos la contrapuesta de nuestro enunciado. Sea P € V una nocién
de forcing que no preserva Ni, esto es, existe G, un filtro (V,P)-genérico de tal modo que
V[G] E “w}| < w”. Luego, z := w{ es un conjunto que satisface todas las hipétesis de la
proposicién 4.5, pero, por definicién de w}’, no existe y € Vconz Cyy V | “jy| < w”.

En resumen, P no es propia. [

Suponga que P € V es una nocién de forcing. El resto de la seccion esta dedicado a

presentar una equivalencia légica del enunciado P es propio. Esta se relaciona con un juego
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infinito. De forma especifica, dado p € P, definimos el juego propio numerable para P bajo
p (en simbolos, O(IP, p)) como sigue.

En primer término, habra dos jugadores, I y II, que alternaran turnos (I serd el primero
en tirar). O(P, p) finalizard después de w turnos y no habra empates: I ganara siempre que

II no lo haga. Ahora, las reglas son: para cada n < w, en su n-ésimo turno
(R1) I produce ¢, € V¥ con p | “c, es un ordinal“ y
(R2) II contesta con B, € V de tal manera que B, CORy V |= “|B,| < w”.

Al final, IT gana si existe g e Ptal que ¢ < p y

ql-“Vn<w3Ik<w (d, € B)”.

Intuitivamente, el propdsito de II en nuestro juego es adivinar los ordinales que I va
nombrando en cada una de sus tiradas.

Precisamos de un par de conceptos mas antes de establecer la equivalencia anuncia-
da. Primeramente, una estrategia para II en O(IP,p) es una funcién o que satisface las

propiedades enunciadas abajo.

1. Si g fue seleccionado de acuerdo a (R1), entonces By := o(cdy) satisfard (R2).

2. Dado n < w, si en el (n + 1)-ésimo turno de I, éste ya ha seleccionado ay, ..., i1
en concordancia con (R1) y II ha tirado By, ..., B, como lo dicta (R2), entonces el
hacer

Byt := (o, Bo, - . - én, Bp, Gins1)

nos dard una tirada valida para II.

Asi, diremos que la estrategia o es ganadora si el usarla en todas y cada una de las

tiradas de II produce siempre una partida que I pierde.

Teorema 4.7. Para cualquier nocion de forcing P € V, los enunciados siguientes son

equivalentes.

1. P es propia.
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2. Sip € P, entonces hay una estrategia ganadora para II en O(P, p).

La tnica prueba que conocemos de este resultado involucra el empleo de submodelos
elementales (ver, por ejemplo, [5, Exercise 31.2, p. 613]). Como consideramos que dicho
material excede los alcances que nos hemos propuesto para el presente trabajo, no la in-

cluiremos, pero si exhibiremos algunas aplicaciones del teorema en la siguiente seccion.

4.3 Axioma A

Iniciemos la seccion con el concepto central.

Definicién 4.8. Sea (P, <) una nocién de forcing. Decimos que P satisface el Axioma A si
existe una coleccién {<,, }n<, de 6rdenes parciales de P tales que para todo n < w y para

cualesquiera p, ¢ € P se cumple lo siguiente.
1. <g es el orden original de P.
2. p <p+1 g implica que p <, g

3. Si (pr : k < w) es una sucesion tal que pg =g p1 =1 P2 =2 ... 2 Ditl Zitl ..., €NtONCES

existe r € P tal que para toda k € w, r <i px.

4. Para cualquier P-nombre &, si p | “& es un ordinal” y k < w, entonces existen r < p

y un conjunto contable de ordinales B tal que r |- “&@ € B”.

En la prueba de que toda nocién de forcing que satisface el Axioma A es propia se usara

el siguiente resultado.

Lema 4.9. Sean (P, <) una nocidn de forcing y {<p new una sucesion de drdenes parciales

en P tales que para todo n < w y para cualesquiera p,q € P se cumple que:
1. <g es el orden original de P y
2. p <pt1 q 1mplica que p <y, q.

Entonces, para cualesquiera p,q € P y cualquier n € w, se cumple que p <,, q tmplica que

»<q.
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Demostracion.  La haremos por inducciéon. El caso k = 0 es trivial dado que <p=<.
Supongamos que p <j ¢ implica que p < ¢ para algin k € w. Si p <gy1 ¢, entonces por
la propiedad 2 de {<;}n<w tenemos que p <i ¢. La hipétesis inductiva nos devuelve que

»<q. O

Teorema 4.10. Sea P € V una nocion de forcing. Si V | “P satisface el Axioma A7,

entonces P es propia.

Demostracion. Sea p € Py fijemos {<, }n<w como se enuncia en la defincién 4.8. Bastara
encontrar una estrategia ganadora del juego O(IP, p) para el jugador II (teorema 4.7).

En aras de producir nuestra estrategia, supongamos que I tird, en su 0-ésimo turno,
co € VP y empleemos la propiedad 4 de la definicién 4.8 (relativizada a V') para hallar
po € Py By € Vconpy <o p, V[ “By es una colecciéon numerable de ordinales” y
po | “@ € By”. Ahora fijemos n < w y supongamos que lo siguiente es cierto para cualquier

k<n.
(a) En su (k + 1)-ésimo turno, I elegi6 cu.
(b) Similarmente, la k-ésima tirada de II fue By.
(c) Existe py € P con pg |- “ax € By”.
(d) Cuando k + 1 < n, se sigue que pgy1 <k Dk-

Con estos antecendetes, en el (n+1)-ésimo turno de II, apliquemos el inciso 4 de la definicién
4.8 a pp, Any1 y n+ 1 para producir ppy1 € Py Byy1 € V con pri1 <nt1 Pns V E “Bnta
es un conjunto numerable de ordinales” y pny1 | “@nt1 € Bnpt1”. En particular, B,y es
una tirada valida para II.

Sélo nos resta confirmar que si I responde, en el turno correspondiente, con cada B,
entonces gana la partida de O(IP, p) en cuestién.

De acuerdo a la propiedad 3 de la definicién 4.8, podemos tomar ¢ € P de tal manera
que q¢ <g Pk, siempre que k < w. Fijemos n < w. Por el lema 4.9, ¢ < p, y asi, por la
condicién (c) de arriba, ¢ |- “&, € B,”. Con lo cual se comprueba que nuestra estrategia

es ganadora. O
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Con el objetivo de preparar el camino para mostrar que las nociones de forcing o-cerradas

satisfacen el Axioma A, incluimos el resultado de abajo.

Lema 4.11. Sea P € V una nocion de forcing. Sip € Py & € VF satisfacen p |- “é es un

nimero ordinal”, entonces existen q € P y un ordinal 5 € V' con q | “& = B

Demostracion. En V, definamos D := {g € P : 3¢ (¢ | “6 = &)}. Unicamente debemos
verificar que D es denso bajo p.

Fijemos r € Py G de tal modo que r < p y G sea un filtro (V,P)-genérico con r € G.
Entonces, p € Gy, por ende, £ := ¢ es un ordinal. Luego, £ € V' y, naturalmente, £ = d.
Asi, por el inciso 2 del teorema 3.14, para algtn 7’ € G, ' |- “€ = &”. Tomemos ¢ € G con

q <1’y q<r para concluir que g € Dy q <. O

Ejemplo 4.12. SiP € V es una nocion de forcing con V |= “P es o-cerrada”, entonces P

satisface el Axioma A.

Demostracion. Para todo n € w, definamos <,, como el orden original de P. Mostraremos
las 4 condiciones enunciadas en la definicién 4.8. Los incisos 1 y 2 se cumpliran trivialmente
dada la eleccién de {<p, }new-

Ahora bien, cualquier sucesién {py }n<w que cumpla pg >¢ p1 =1 p2 =2 ... =k Pk+1 para
toda k € w, sera en realidad una sucesién decreciente en P. Como P es o-cerrada, existe
q € P tal que para toda k < w se tiene que q < pg, equivalentemente q < pr. Esto muestra
que la propiedad 3 se satisface.

Por tltimo, mostremos el inciso 4. Sean p € Py & € V¥ con p |- “4 es un nimero
ordinal”. El lema que precede a nuestro ejemplo nos da ¢ < p y un ordinal g € V de tal
forma que ¢ |- “@¢ = 7. Dado k < w, el conjunto B := {f} es numerable, es elemento de

V y satisface q |- “@ € B”; ademas, es claro que q <y p. O

Ejemplo 4.13. SiP eV yV = “P es c.c.c.”, entonces P satisface el Axioma A.

Demostracion. Para cualquier n > 0, definamos <,,= {(p,p) : p € P}. Ademds, sea < el
orden parcial original de P. Mostremos las 4 condiciones de la definicién 4.8. La eleccién

de <o concuerda con la condicién 1. Sin € w y p,q € P, tendremos que p <, 41 ¢ implica
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que p = q y con esto, p <, ¢q. Esto prueba la condicién 2.

Motremos la condicién 3. Sea {pi }r<w una sucesiéon en P de tal suerte que pg = p1 >1
P2 =9 ... Zn Pny1 Para cualquier n € w. Para todo n € w\ 1 se cumple que p,, = pp+1. Por
lo tanto, p1 = pn. Asi, p1 <p pn para todo n < w.

Finalmente, mostremos 4: sean p € Py & € V¥ tales que p |- “& es un ordinal”.

En V, hagamos D := {¢ € P : 38 (¢q|- “& = 7} y notemos que el lema 4.11 implica
que D es denso bajo p. Ahora elijamos (ver definicién 3.3) A, una anticadena maximal en
D. Nuestra hipotesis sobre P implica que A es numerable, asi que podemos enumerarla,
posiblemente con repeticiones, como A = {¢, : n < w}. Dado n < w, sea B, un ordinal con

qn |- “& = 3,7 Definamos, entonces, B := {f, : n < w}. Si logramos demostrar que

{geP:q| “a € B”} es denso bajo p, (4.1)

entonces obtendrfamos que p |- “¢ € B” y, dada nuestra definicién de {<;,}n<w, con esto
concluirfamos la prueba del ejemplo.

Mostremos, pues, que el enunciado (4.1) es cierto: si r < p, la proposicién 3.4, nos da
n < w con ¢, | Ty, en consecuencia, hay una condicién ¢ que satisface ¢ < ¢, y ¢ < 7.

Luego, q |- “a = Bn € B’ y g <r,tal y como se necesitaba. ]

Observe que el ejemplo previo nos da un prueba alterna del corolario 4.4.
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Capitulo 5: Dos teoremas de Silver

El propédsito de este capitulo serd mostrar dos teoremas de Silver, utilizando en dichas
pruebas los conceptos de club y estacionario. KEsperamos con esto, proveer una pequena
muestra de las aplicaciones y capacidades que tienen dichos conceptos. Consideremos x un
cardinal singular de cofinalidad m&s que numerable por el resto de este capitulo.

A continuacién, enunciamos las definiciones alrededor de las cuales se centran los teore-

mas antes mencionados.

Definicién 5.1. Llamaremos Hipétesis Generalizada del Continuo (denotada GCH por sus

siglas en inglés) al siguiente enunciado:
Para todo cardinal infinito o, se cumple que 2% = a*.

El primer teorema de Silver que mostraremos, nos dice que el primer cardinal en el
que “falle” la hipotesis generalizada del continuo, no puede ser un cardinal singular de

cofinalidad mas que numerable.
Teorema 5.2 (Silver). Si 2% = o para todos los cardinales o < K, entonces 25 = k7.

La demostracién de dicho resultado se llevard a cabo en la peniltima seccién del presente

capitulo.

Definicién 5.3. Llamaremos Hipétesis del Cardinal Singular (abreviada SCH por sus siglas

en inglés) al siguiente enunciado:
Para cualquier cardinal singular infinito A, si 2¢f(N) < A, entonces A\ = \t.

Suponga que A es un cardinal infinito. Entonces las desigualdades 2 < A < 2* implican

que

A
2 < M < (2’\> —



es decir, A} = 22, Por otro lado, el corolario 1.12 nos da AT < A y, en consecuencia,

)\"r < )\Cf()\) < )\)\ — 2)\

De este modo, SCH es consecuencia de GCH.
Mas aun, un segundo teorema de Silver, que enunciamos a continuacién, asegura que
para corroborar la validez de la Hipotesis del Cardinal Singular, es suficiente mostrar que

todo cardinal singular de cofinalidad numerable A cumple la propiedad enunciada en la

definicién 5.1.

Teorema 5.4 (Silver). Si la hipdtesis del cardinal singular se sigue para todos los cardinales

singulares de cofinalidad w, entonces se sigue para todos los cardinales singulares.

La demostracién del teorema recien enunciado serd desarrollada en la seccién final del

presente capitulo.
5.1 Preliminares

Ahora, mostraremos una serie de lemas, el dltimo de los cuales nos proveerda con la

herramienta necesaria para probar nuestros teoremas.

Lema 5.5. Existe h : cf(k) — Kk que cumple las siguientes propiedades:
1. h(0) = w.
2. h(a) es un cardinal para todo o < cf(k).
3. h es normal (ver definicién 1.10).

4. h es cofinal en k.

Demostracion. Usando el teorema 1.9, obtenemos g : cf(k) — k, una sucesién estricta-
mente creciente y cofinal en k. Definiremos recursivamente h : cf(k) — &, una sucesién que

cumpla 1, 2 y 3 y tal que para cualquier a < cf(k) se satisfaga que:

gla+1) < hla+1). (%)
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Sea h(0) = w. Supongamos que, para algin 8 < cf(k), hemos definido h(«) para
todo o < 3, de tal suerte que hjgy1 sea una sucesién normal de cardinales en x y cumpla la
propiedad (*) para todos los elementos de 8. Hagamos h(8+1) = max{|h(8)|*, [¢(8+1)|T}.
Como £ es un cardinal singular e infinito, tanto |h(3)|T como |g(3+1)|" deben ser elementos
de k (lema 1.8). Ademds, h(B) < |h(B)|T < h(B+1)yg(B+1) < |g(B+ 1) <h(B+1).
Asi, h(8 + 1) es un cardinal y las propiedades 3 y (x) se siguen cumpliendo.

Para el caso limite, supongamos que 5 € Lim(cf(x)) y que hemos definido h(«) para todo
a < (3 de tal suerte que hg cumpla 1, 2, 3 y (*) en su dominio. Definimos h(5) = sup{h(¢) :
¢ < B}. Asi, h(B) es un cardinal, al ser el supremo de una sucesién de cardinales. Ademés,
h(53) es el limite de una sucesién en  de longitud menor a cf(k), es decir, h(8) < k. Para
cualquier a < 3, se tiene que h(a) < h(a+ 1) < h(f). De esta forma, tenemos que hig4q
cumple 1, 2, 3 y (x), lo que concluye la recursién.

Dado « < k, como g es cofinal en k, existe £ < 6 tal que o < g(¢) < g(§¢ +1). La

propiedad () nos garantiza que a < h(§+1), lo que comprueba que h es cofinal en k. [

Le recordamos al lector que, para nosotros, los elementos del producto cartesiano son

funciones de eleccién.

Definicién 5.6. Sea {A, : @ < cf(k)} una familia de conjuntos y sea F' un subconjunto

del producto cartesiano [ Aa.
a<cf(k)

1. Dadas f,g € F, diremos que f y g son casi ajenas si y sélo si |f Ng| < cf(k);

equivalentemente,

[{o < cf (k) : f(@) = g(a)}| < cf(k).

2. Diremos que F' es casi ajena si para cualesquiera f,g € F' que satisfagan f # ¢, se

sigue que f y g son casi ajenas.

Los resultados que siguen son de indole técnica y, tal y como lo dijimos al principio del
capitulo, tienen por propédsito el preparar el camino para la demostracion de los teoremas

de Silver.
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Lema 5.7. Sea {Aq : a < cf(k)} una familia de conjuntos y sea F C [ Aq una familia

a<cf(k)
casi ajena. Ast, existe G C [ |Aal, una familia casi ajena de tal suerte que |G| = |F]|.
a<cf(k)
Demostracion. Para cada a < cf(k), llamemos A\, = |A4,| y fijemos un biyeccién h, :

Ay — Ao. Tomemos f € F. Para cada a < cf(k), se tiene que f(a) € A, asi que tiene
sentido tomar h,(f(a)) para obtener un elemento de \,. En otras palabras, dada f € F,
la funcién f : cf(k) = |J Ao dada por

a<ct(k)

fla) = ha(f(a)), siempre que a < cf(k),

satisface que f € [] Aa.
a<cf(r)

Veamos que G = {f : f € F} es una familia como la que buscamos. Para empezar, si
fyg € F son dos funciones distintas, entonces existe 5 < cf(x) tal que f(8) # g(8). Como
hs es una biyeccién, tendremos que f(8) = hs(f(B)) # hs(g9(8)) = g(B). Por lo tanto,
f # g. Asi, la funcién ~: F — G que asigna f a cada f € F, sera un biyeccién entre ' y G.

Por tltimo, sean f, g € F dos funciones distintas. Mostremos que f y g seran funciones
casi ajenas. Para esto, observe que para toda a < cf(k), como h,, es una biyeccién, entonces
fla) = hao(f(@)) = ha(g(a)) = g(a) si y sélo si f(a) = g(a). Por lo tanto, {a < cf(k) :
F(@) = g(@)} = fa < of(k) : f(a) = g(a)}. Asi,

[{o <cf(k) : fla) = g(a)}] = [{a <cf(k) : fa) = gla)}| < cf(x),

con lo que concluimos que f y g son casi ajenas. O

A partir de este momento, la frase (8a)a<cf(x) €5 una sucesion normal en k significard
que la funcién f : c¢f(k) — k dada por f(a) := B4 es normal (en el sentido de la definicién

1.10).

f(r)

Lema 5.8. Sea (Ka)a<ct(x) Una sucesion de cardinales normal y cofinal en k tal que Ko <

K, para cualquier a < cf(k). Si{As: a < cf(k)} es una familia de conjuntos para la cual

E ={a<cf(k):|Aa| < Ka}
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es estacionario en cf(k) y ' C  [] Aa es casi ajena, entonces |F| < k.
a<cf(k)

Demostracion. Para cada a < cf(k), nombremos A\, = |A,|. Usando el lema 5.7, basta
suponer que F' C  [[ . Asi, por hipétesis E = {a < cf(k) : Ao C Ko} es estacionario
en cf(k). Tenemog<c;1f1(g )EO = FE N Lim(cf(x)) serd un conjunto estacionario en cf(x) (ver
ejemplo 1.18). Fijemos f € F'y a € Ey. Dado que « es un ordinal limite y (k¢)eccf(x) €8
normal, tenemos que ko = |J K¢. Ademds, o € E, por lo que f(a) € Ay C Kq. Es decir,
f(a) € U ke. Por lo tanto,fejcoiéste s(a) < atal que f(a) € Ky(a)- De esta forma, la funcién
que envél’;aﬁ — s(§) para cada £ € Ejy, es una funcién regresiva sobre un estacionario.
Usando el lema de Fodor (lema 2.10), podemos concluir que existe v < cf(k), de tal suerte
que Ef = s71({7}) es estacionario en cf(k).

Por lo anterior, para cada f € F existe Ef, un subconjunto estacionario de cf(x), de

tal modo que el contradominio de fig, es ky para algin v < cf (k). Definamos Z : F —

P(cf(k)) x U{%ka : (S € P(cf(K))) A (o < cf(k))} mediante

Z(f) = (B, fr;)-

Mostremos que Z es una funcién inyectiva. Para esto, tomemos f y g en F' y supong-
amos que (Ey, fig;) = (Eg 915,). Como cf(k) es regular y todo estacionario es no-
acotado, tenemos que |Ey| = cf(x). Por otro lado, la igualdad fig, = gjg, implica que
o < cf(r) : fla) = g(@)}| = |E¢| = cf(r). Asi, fy g no son funciones casi ajenas. Ya
que F' es una familia casi ajena, esto implica que f = g.

Concluimos que |F| < ‘ﬁ(cf(ﬁ)) x U{%ka 1 (S € P(cf(K))) A (o < Cf(K,))H. Como
(Ka)a<ct(x) €8 Una sucesion estrictamente creciente, 2 < sz (lema 1.7). De esto, |2 (cf(r))| =
2¢f(r) < /i;f(ﬁ) < k. Ademds, para cualesquiera S € Z(cf(k)) y a < cf(k), se tiene que
| kal| < k™) Conlo cual, U {"ka:5€ P2(tr)}< X kS = sup (K)ot ) =

a<cf(k) a<cf(k) a<cf(k)
k. Por lo tanto, |F| < 20 . . = k. O

En nuestro siguiente resultado emplearemos el siguiente hecho: si S es un subconjunto
estacionario de cf(k) y Cub(cf(k)) es el filtro que fue definido en el parrafo que aparece

inmediatamente después de la definicién 1.16, entonces la coleccién Cub(cf(k)) U {S} tiene
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la propiedad de la interseccién finita, asi que hay un ultrafiltro en cf(x) que la contiene.

Lema 5.9. Sea (na)a@f(,{) una sucesion de cardinales normal y cofinal en k tal que /'igéf(ﬁ) <

k, para cualquier o < cf(k). Sean {A, : o < cf(k)}, una familia de conjuntos, y F C

[ Aa, una familia casi ajena, de tal suerte que el conjunto
a<cf(k)

S={a<cf(k):|Aa] <KL}

es estacionario en cf(k). Entonces, |F| < k.

Demostracion. Para cada o < cf(k), nombremos A\, = |A,|. Gracias al lema 5.7, podemos
suponer que FF C [ Aa. Asi, S = {a < cf(k) : Ao C K1} es estacionario en cf(k).

a<ct(k)
Ademas, para cada par de elementos f,g € F, llamemos R(f,g) := {a < cf(k) : f(a) <

g(@)}.

Sea U un ultrafiltro que extienda a Cub(cf(x))U{S}. Observe que, al tener U la propiedad
de la interseccién finita, todo elemento de U es un estacionario. Definimos la relaciéon < en
F mediante f < g siy sélo si R(f,g) € U. Veamos que (F, <) es un orden total estricto.

Tomemos, f,g,h € F tales que f < gy g < h. Luego, R(f,g),R(g,h) € U. Ademas,
si o < cf(k) es tal que f(a) < g(a) vy g(o) < h(a), entonces f(a) < h(a). Asi, R(f,g)N
R(g,h) C R(f,h). De esta forma, dado que U es un filtro, tendremos que R(f,h) € U, es
decir, f < h. Concluimos que < es transitiva.

Mostremos ahora que para cada f,g € F distintos, se tiene que f < g 6 g < f; equi-
valentemente, supongamos que R(f,g) ¢ U y verifiquemos que R(g, f) € U. En primer
término, el que U sea un ultrafiltro, implica que cf(x) \ R(f,g) € U. Ahora note que si

hacemos A := {a < cf(k) : f(a) = g(a)}, entonces

cf(k)\ R(f,9) = AU R(g, f)

y como U es un ultrafiltro, se deduce que A € U 6 R(g, f) € U. Para descartar la primera
posibilidad, recuerde que los elementos de U son estacionarios y, en particular, todos tienen
cardinalidad cf(k); por otro lado, el que f y g sean casi ajenas nos da |A| < cf(k). En

resumen, R(g, f) € U o, en otras palabras, g < f.
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Para concluir que |F| < s, emplearemos el lema 1.3 y la notacién presentada en el
parrafo previo a éste, esto es, fijemos f € F' y argumentemos que |(+—, f)| < k. Para cada

E € U, definimos la sucesién (k) a<cf(x), donde,

fla) sia e B

Q&

Aa sia ¢ E.

Asi mismo, definimos

Pg = H KE.

a<ct(x)
Verifiquemos que (+, f) € |J Pg. Sea g € (+<, f) y hagamos E := R(g, f). Entonces,
EeUyge F. En aras deE;iobar que g € Pg, tomemos a < cf(k). Si a € E, se sigue
que g(a) < f(a) = 55; cuando o ¢ F, basta con recordar la contencién F' € [[ ¢ para
obtener g(a) < Ao = KZ. e
Para cada E € U, hagamos Fg := PrN(«, f). De lo dicho en el parrafo previo se deduce

que

(= P < U - sup{[F| : E € U}

Ahora, la inclusiéon U C P (cf(k)) y la desigualdad 2 < k2 nos dan
‘u‘ < 2cf(n) < (K2)cf(n) < K

De este modo, todo se reduce a argumentar que cada Fg tiene, a lo sumo, x elementos.
Para esto, usaremos el lema 5.8.

Fijemos F € U. En vista de que Fg C F, se sigue que Fp es una familia casi ajena que
estd contenida en el producto Pg. Como ya habiamos mencionado, todo elemento de U es
un estacionario en cf(k) y, por ende, £ NS es estacionario en cf(x). Luego, para concluir

nuestra prueba, es suficiente con mostrar que si « € E NS, entonces \nf ‘ < Ka-
De hecho, a € E NS implica que 55 = f(a) € Ao C K vy, asi, se sigue la desigualdad

requerida. Como esto se cumple para cualquier f € F, concluimos que |F| < k™ O
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Lema 5.10. Supongamos que para todo cardinal N < r se cumple que AW < k. Si
(Ka)a<ct(x) €5 una sucesion normal de cardinales, que es cofinal en k y el conjunto T =

{a < cf(k): g (o) — Kt} es estacionario en cf(k), entonces kK = gt

Demostracion. El corolario 1.12 nos garantiza que k < k() es decir, kT < k). Sélo
hace falta mostrar que (") < k. Para esto, construiremos una familia casi ajena F, tal
que %) < |F| < KT

Para cada h € ‘g, definiremos h € ] (Cf(“)fia) como sigue: dado a < cf(k), sea

a<cf(k)
h(a) la funcién de cf(k) en kg, cuya regla de correspondencia es

h(§), sih(&) < ka

0, si ko < h(E).

Cuando nos parezca conveniente, emplearemos subindices para simplificar nuestra notacién,
de forma especifica, el simbolo h,, sera usado para referirnos a h(a).

Sea F = {h : h € “®g}. Mostremos que F es una familia casi ajena. Tomemos
f.g € Wk, dos funciones distintas. Existe g < cf(k) tal que f(ag) # g(ap). Dado que
(Ka)a<cf(x) €s cofinal en k, existe 8 < cf(x) de tal suerte que max{ f(ao),g(a0)} < kg. Para
todo £ > 3, se cumple que max{f(a),g(an)} < kg < ke. Asi, fe(ao) = fag) # glag) =
ge(ao). Por lo tanto, f(€) = fe # ge = §(&). Asi [{€ < cf(r) : (&) = g(&)}] < |B] < cf(r).
Es decir, f y g son casi ajenas.

El pérrafo previo también muestra que la funcién ~: (¥ — F, que asigna a cada
f e (") 1a sucesién f correspondiente, es una funcién biyectiva. Luego, |F| = KkeE(R),

Empleemos el lema 5.9 para probar que |F| < xT. Por hipdtesis, sabemos que para cada

f(r)

a < cf(k), se cumple que kg < k. Sélo nos hace falta mostrar que S = {a < cf(k) :

!Cf(””)/fa‘ < K1} es estacionario en cf(k). Para esto, sea C = {a € Lim(cf(k)) : VA <
Ko (A= |\ = X)) < k,)}. Mostremos que C' es un club en cf(k).

Con la idea de probar que C' es no-acotado, fijemos £ < cf(k). Recursivamente, construi-

mos la sucesién f : w — cf(k) que cumpla las siguientes propiedades para toda n < w:

1. €= £(0).
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cf(k)
2. K () < Kf(nt1)-
Supongamos que para alguna n < w, hemos construido f(m) € cf(x) para todam < ny

tal que 1y 2 se cumplan por debajo de n. Como (/{a)a@f(ﬁ) es cofinal en K y (ﬁ:f(n))‘:f(n) < K,

)cf(n)

existe f(n+ 1) < cf(k) tal que (n F(n) < Kf(nt1)- Lo cual concluye la induccién.

Dado que w < cf(k) y cf(k) es regular, « = |J f(n) € cf(k). Ademads, £ = f(0) < a. Al

n<w

ser (Kg)e<cf(s) UNA sucesién normal, tenemos que ko = |J K f(n). Si tomamos un cardinal
n<w

A < Kq, existe n < w tal que A < k(). Con lo cual, Aef(r) (/ﬁf(n))Cf(n) < Kf(nt1) S Ka-

Es decir, a € C, lo que muestra que C' es no-acotado en cf(k).

Ahora argumentemos que C' es cerrado: sea v € Lim(cf(k)) tal que C' N~ es no-acotado
en 7. Tomemos un cardinal A € k.. Por las hipdtesis sobre (/ﬁa)a<cf(,$), se tiene que
ky = |J ke Luego, existe § < v tal que A € k5. Al ser C'N 7 no-acotado en 7, hay
el ré'wj\ (6 4+ 1). Asi, X% < k¢ < k.. Por lo tanto, v € C. Asi, C es cerrado en cf(k).

De lo anterior se deduce que C' N T es estacionario en cf(x). En consecuencia, bastara
verificar la contenciéon CNT C S. Sea § € CNT. Como B es un ordinal limite y la sucesiéon

(Ka)a<ct(x) €8 normal, kg > k3 > 3 > 2 (véase lema 1.7); de esta forma, cf(x) < 2°f(%) < pig.

Usando el teorema 1.14, concluimos que (recuerde que g € T'):

1. Sicf(k) < cf(kg), entonces m;f(“) = Kg.
2. Si cf(kp) < cf(k), entonces n;f(ﬁ) = m;f(@) = HE.
En cualquier caso, Cf(“)ng{ = ng('{) < /@;}r. En resumen, $ € S, tal y como se deseaba.

O

Con estas herramientas, estamos en posicion de probar los teoremas de Silver menciona-

dos al comienzo del capitulo.
5.2 Demostracién del teorema 5.2

Para esta seccién, supondremos que si & < k es un cardinal, entonces 2% = a™ y nos
concentraremos en probar que kT = 2.

Usando el lema 5.5, obtenemos (/ia)a<cf(,€), una sucesién de cardinales normal y cofinal
en k. Probemos que las condiciones del lema 5.10 se satisfacen. Sea A < x un cardinal

arbitrario.
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1. Cuando 0 < X < 1, se tiene que AE(R) = )\ < k.

2. Si 1 < X < cf(k), entonces las desigualdades w < cf(k) < & nos dan cf(r)* < 2°7(%) <

ME(8) < of (k) °f(8) = 29F(8) = ¢f (k) +. Ast, NI = cf (k)T < k.
3. Sicf(k) < A, entonces M) < AN =20 =\t < k.

En resumen, para cualquier cardinal A < x, A% < .

Sea o < cf(k). El corolario 1.12 nos asegura que x} < g re) Ademas,

« (e

ch(na) < (2/{a)0f(’ia) — 2na-cf(na) — 9Fa — .t

cf(ka)

Por lo tanto, kg = rt. Asi, {a < cf(k) : gl (o)

= kl} = cf(k), que, claramente, es
estacionario en cf(k).
Con lo anterior, concluimos que (%) = kT

Ahora, como kT < 27, sélo nos resta comprobar que
2" < k), (5.1)

Haremos esto en tres pasos.
Primeramente, sea A := sup{2”* : a < cf(k)}. Dado a < cf(k), se tiene que ko < Ky

por nuestras hipétesis, 2« = k1 < k. De este modo, A < k y, por ende,
2E(r)  pecf(r) (5.2)

Ahora, para cada E C &, definamos ¢(E) : cf(k) = | P(ka) mediante o(E)(a) =
a<cf(k)
E N Kq, siempre que o < cf(k). Claramente, ¢(E) es un elemento del producto cartesiano

[T Z(ka), asi que hemos producido una funcién ¢ : Z(k) = [[ocer(n) & (Ka). Com-
a<cf(k)
probemos que ¢ es inyectiva: si E, F' C k satisfacen la igualdad ¢(FE) = ¢(F'), entonces,

para cualquier o < cf(k), ENkq = ENKy y, como k= |J kg, concluimos que F = F.
E<cf(k)
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El parrafo previo muestra que

2= |2m)|<| [[ Zx)|= ] @), (5:3)

a<cf(k) a<ct(k)

Por otro lado, nuestra definicién de A nos garantiza que 2%> < A, para cada o < cf(k).

Luego,

IT @) <adw. (5.4)

a<cf(k)

Finalmente, (5.1) es consecuencia de concatenar las desigualdades establecidas en (5.3),
(5.4) vy (5.2).
5.3 Demostracién del teorema 5.4

Para esta ultima seccién supondremos que si v es un cardinal singular con cf(v) =w y

2% < v, entonces ¥ = v,

Naturalmente, estamos interesados en probar que el enunciado

1 es un cardinal singular infinito y 2" < (%)
implica la igualdad
p = it ()

Hagamos esto por induccién, esto es, fijemos A que satisfaga (*g) y demos por hecho que

0

para cualquier p < A se tiene que la implicacion (*u

) — (*,1) es cierta. Concentrémonos en
probar (x})

Sea 0 := cf()\). Cuando § = w, nuestras hipStesis garantizan que (x.) se da. Asi,
supongamos por el resto del argumento que ¢ > wy.

Nuestra intencién es emplear el lema 5.10 (con k := Ay cf(k) := 4), asi que fijemos
(ver lema 5.5) (Aq)a<s, una sucesién normal de cardinales, cofinal en X y tal que A\g = w.

Hay dos hipétesis de dicho resultado que debemos comprobar. Haremos eso en los lemas

siguientes.
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Lema 5.11. Para cualquier cardinal p < X\, p® < \.

Demostracion. La prueba serd por induccién sobre A: fije un cardinal y < A\ y dé por
hecho que para cada cardinal v < p tenemos la desigualdad 1% < A.

Si existiese un cardinal v < u tal que u < v, tendriamos que
) ) J 0-6 1
7 §<V> =17 =1" <A
Asi, supondremos que

para cualquier cardinal v < p, v° < p. (5.5)

)

Note que si tuviésemos p < 2%, se seguirfa que (recuerde la hipétesis (x3))

1 < (25>6 =200 = 20 — 9ef(V)
Luego, podemos suponer, sin pérdida de la generalidad, que
6 <2 < p. (5.6)

Esta suposicién, en conjunto con (5.5), nos permite aplicar el teorema 1.14 (con k := p y
6 := §) para obtener las conclusiones siguientes.
En el caso en que § < cf(y), deducimos que pu® = p < \.

Ahora, si cf(p) < 8, obtenemos que p® = pfW. De este modo (recuerde (5.6)), el

enunciado (*2) es cierto y, en consecuencia, (*i) también lo es. Finalmente, como A es
singular,
6 _ ,cf — ,,t
po = et =t <y
con lo cual terminamos la induccién. O

Lema 5.12. El conjunto T :={a < 9 : )\Ef()‘o‘) = A"} es estacionario en §.

Demostracion. FEmpecemos por fijar C', un club en §, y construyamos recursivamente una

sucesion {ay, }n<w de tal modo que los incisos siguientes sean ciertos para cualquier n < w.
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1. 2% < Agp-
2. a, €C.
3. an < Qpgl-

Como w < § < A, se tiene que 2¥ < 2° < Ay, por ende, hay ag < & con 2¥ < Ag,.
Ahora supongamos que para alguna n < w hemos construido {am, }m<n de tal suerte que
las propiedades 1, 2 y 3 se satisfacen por debajo de n. Empleemos que C' es no-acotado en
d y la desigualdad oy, < § (inciso 2) para hallar ay,+1 € C con «;, < aupy1. Asi, la recursién
estd completa.

Hagamos « := sup{a, : n < w}. La condicién 3 nos garantiza que « es limite y por 2,
C N« es no-acotado en a.. Consecuentemente, o € C'. Sélo nos resta probar que o € T'.

Como ya observamos, « es un ordinal limite y, mas aun, {a,}n<wo €s cofinal en a.

Entonces, podemos emplear que (A¢)¢<s es normal para deducir que

do=J A= A

B<a n<w

por ende, cf(A\y) < w. Ademds, las desigualdades Ay > Ao, > 2“ nos garantizan que A\,
es infinito y, en consecuencia, cf(A\y,) = w < 2 < Ay, 0 sea, A\, es un cardinal singular
de cofinalidad numerable que satisface 2 < \,. Por la hipétesis establecida en el primer
péarrafo de la presente seccién, obtenemos la pertenencia « € T, tal y como desedbamos.

O

El paso final es invocar el lema 5.10 para concluir que (x}) es cierta.
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Conclusiones

Concluimos el presente trabajo con algunas anotaciones con respecto a los temas desarro-
llados.

Con respecto a los capitulos 3 y 4, nos gustaria recalcar la importancia del concepto de
nocion de forcing propia, ya que ésta resulta central en el desarrollo de los llamados “axiomas
de forcing”. Un axioma de forcing es un principio combinatorio, disenado para expresar
aquello que puede ser alcanzado usando ciertas construcciones obtenidas bajo iteraciones
de forcing. En otras palabras, los axiomas de forcing nos servirdn como una especie de caja
negra para esconder dichas construcciones, pero obtener los respectivos resultados; en lugar
de mostrar que un enunciado puede ser forzado por una construccién tal, uno deriva dicho
enunciado usando un principio combinatorio.

En este marco se presenta el principio conocido como Axioma de Martin. Enunciado en
1970 por Donald A. Martin y Robert M. Solovay, este principio se convirtié en el primer
y mas usado axioma de forcing. De manera informal, dicho axioma nos dice que todo
cardinal menor al continuo (¢) se comporta, en un sentido tosco, como ¥g. Dicho principio,
se fundamenta en aquello que podemos forzar usando nociones de forcing que cumplen la
condicién de la cadena contable. Después de lo trabajado, no debe sorprendernos que un
significativo reforzamiento de dicho axioma, conocido como Proper Forcing Aziom (PFA),
tenga lugar al reemplezar la clase de aquellas nociones de forcing que satisfacen la condiciéon
de la cadena contable, por la clase PROPER.

Finalmente, con respecto al capitulo 5, notamos la importancia de la herramienta que
nos presentan los conceptos de club y estacionario en el desarrollo moderno de la Teoria de
Conjuntos. El concepto desarrollado en el capitulo 2, més amplio en principio que la nocién
clésica, trae consigo herramientas y técnicas nuevas que amplian el abanico de posibilidades

a utilizar al enfrentarnos a los desafios actuales de las Matemadticas y la Teoria de Conjuntos.
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