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Introduccion

En el andlisis matemético un dlgebra-C* es un algebra de Banach (E, ||-||) en
la que esta definida una funcién * : E — FE, llamada involucién que satisface
las siguientes condiciones:

1. (x 4+ y)* = 2* + y* para todo z,y € E.

2. (A\x)* = \z* para todo xz,y € E.

3. (zy)* = y*z* para todo z,y € E.

4. x = (x*)* para todo = € E.

5. ||z]|> = |lz*z| para todo x € E, esta condicién conocida como la
condicién C*.

El estudio de estas algebras y su estructura algebraica y topoldgica es de
importancia, debido a que se presentan varios ejemplos en el andlisis ma-
tematico, como lo son:

a) B(H), el espacio de operadores lineales acotados en H, donde H es un
espacio de Hilbert complejo con producto interior (-, ), B(H) esta dotado
de la norma del operador y x — x* esta dada por (T™z,y) = (x, T'y) para
toda z,y € H.

b) M, (C), el espacio de las matrices con las operaciones algebraicas usuales,

con la norma del operador y x — z* dada por A* = A’

¢) Elespacio C(X)p = {f : X — C| f es continua y se anula en el infinito},
con X un espacio localmente compacto de Hausdorff con la norma del
supremo y x — x* estd dada por f(x)* = f(x) para x € X.

M4ds generalmente, decimos que un dlgebra (F, || - ||) con involucién x +— x*
es un algebra pre-C* si ||z||?> = ||z*z|| para todo # € E. Un ejemplo de esto
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Introduccién INDICE GENERAL

es el dlgebra normada (2, - ||oo), donde:

[e.e]
? = (Tn)per € C Z |35n|2 <00 v [[(@n)ntilloo = sup [yl
n—1 neN

Para toda ()% ; € £? la involucién z — z* estd dada por:

(Tn)nz1)" = (Tn)nz-

Entonces, es facil ver que (£2,] - ||) no es un algebra de Banach, pero
)2 2o = ((2)22) (@0) 3% oo para todo (), € £2.

Por otro lado dada (E,|| - ||) un algebra normada con involucién x — x*,
surge la siguiente pregunta: ;jBajo qué condiciones topoldgicas y/o algebrai-
cas existe una norma | - | para E equivalente a la original || - || que satisfaga
la condicién C*, es decir |z|? = |2*x| para todo = € E?

En este trabajo respondemos a esta pregunta, tomando como referencia el
articulo [6] de G.R. Allan. M4s precisamente, si B es la familia definida en
[6] se prueban los siguientes resultados:

a) Sea (E,| - ||) un algebra-+* normada con unidad e. Entonces, existe una
norma | - | equivalente a la original tal que (E,| - |) es un élgebra pre-C* si
y solo si

1. La coleccion B tiene elemento maximo.

2. Para cada x € E, existen (un)nen ¥ (Un)nen sucesiones en E tal que
up(e +z*x) > ey (e + x*z)v, — e.

b) Sea (E, || -||) un algebra-* de Banach con unidad e. Entonces, existe una
norma |- | equivalente a la original tal que (E,|-|) es un dlgebra-C* si y s6lo
si

1. La coleccién B tiene elemento méaximo.

2. FE es simétrica.

Donde F es simétrica si para toda = € E, e + x*z tiene inverso en F.

Se ha tratado que la tesis sea lo més autocontenida posible para lo cual se
organiza de la siguiente manera: En el capitulo 1 se presentan resultados
bésicos sobre espacios vectoriales topoldgicos que son los que usaremos a lo
largo de este trabajo. Se inicia definiendo el funcional de Minkowski y el
concepto de seminorma para estudiar los espacios localmente convexos. Se

8
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presenta la definicién de algebra topoldgica y se mencionan conceptos como
la continuidad del producto, el espectro de un elemento y su radio espec-
tral, también se definen los espectros de un dlgebra. Finalizamos el capitulo
estudiando las algebras topolédgicas cociente y el radical de Jacobson.

El capitulo 2 estd dedicado al estudio de las algebras de Banach. Se inicia
dando ejemplos de algebras de Banach y se mencionan algunos resultados
basicos. Por ejemplo, se prueba que el conjunto de elementos invertibles
G(FE) es abierto, la inversién (-)~! : G(E) — G(E) es una funcién continua,
el espectro de un elemento es un conjunto compacto y no vacio de C y por
tiltimo se estudia el espectro del dlgebra M#(E) .

En el capitulo 3 nos enfocamos al estudio de las algebras-C* y sus pro-
piedades bésicas, como el Teorema de Gelfand-Naimark, el conjunto de ele-
mentos positivos, la propiedad de que toda algebra-C* es simétrica. También
le dedicamos una seccién completa a las representaciones-x, a las algebras
Hermitianas y Simétricas, ademds estudiamos el radical-* y el concepto de
algebras-A*.

Finalmente, el capitulo 4 estd dedicado exclusivamente a probar los resul-
tados del articulo de G.R. Allan, los cuales son el objetivo principal de esta
tesis.
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Capitulo 1

Preliminares.

En este capitulo presentamos nociones y resultados basicos sobre los
espacios vectoriales topoldgicos y las algebras topoldgicas.

1.1. Espacios vectoriales topoldgicos

Definicién 1.1.1. Un espacio vectorial topoldgico (e.v.t) es una pareja
(X, 7) donde X es un espacio vectorial sobre los reales (R) o los comple-
jos (C) y 7 es una topologia en X tal que las operaciones de este espacio
vectorial son continuas con respecto a T.

En este caso a la topologia T se le llama una topologia lineal en X.

Definicién 1.1.2. Sea X un espacio vectorial topolégico. Una funcion |||« :
X — R es una seminorma si cumple lo siguiente:

(a) ||z|lo > 0 para todo x € X.
(b) | Az]la = [N||z||la para todo N € C y x € X.
(¢) lz+ylla < llzlla + Iylla para toda z,y € X.
Observacién 1.1.3. Una seminorma || - ||o siempre satisface
Hzlla = llyllal < llz = ylla (1.1)
para toda x,y € X.

Ejemplos



1.1 Capitulo 1. Preliminares.

n

1
3
L. (C™, |- |l2) donde ||z||2 = <Z \xz|2> es un e.v.t. Para probarlo basta

1=

utilizar las propiedades de norma. Estos espacios con cualquier otra

norma equivalente a la anterior, por ejemplo ||z|| = méx |z;|, también
1<i<n

son espacios vectoriales topoldgicos.

2. Sea K un conjunto compacto, denotamos por C'(K) al conjunto
{f: K — C| f es continua},

entonces C'(K) es un espacio vectorial y con la topologia generada por
||l = sup|f(t)| resulta ser un espacio vectorial topolégico normado.
teK

Observemos que la norma esta bien definida pues K es compacto y f
es continua, por lo que el supremo existe.

3. Sea (X, €, ) un espacio de medida. Para 1 < p < oo consideremos el
espacio vectorial sobre C:
Lpp) ={f: X — C| fes Q—medibley [|f[Pdu < oo} con la
X

seminorma definida por || f||, = (){ |f \pdu> ” . Consideremos al espacio

cociente obteniendo de £, (1) identificando a las funciones iguales casi
donde quiera. Consideremos este conjunto que denotaremos por L (1)
con la topologia generada por la norma || f|, == |fl, (f € [f] = f)
inducida por la seminorma anterior. Con esta topologia, L,(u) es un
espacio vectorial topolégico.

Definicién 1.1.4. Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico y A C X.

1. Decimos que A es convezo si para todo x,y € A y para todo t € [0,1]
se tiene que tx + (1 —t)y € A.

2. Sea A un conjunto convezxo, decimos que x € A es un punto extremo de
Asiz=ty+(1—t)z, cony,z € A yt€0,1], implica que x =y = z.
Al conjunto de puntos extremos de A lo denotaremos por Ext(A).

3. Decimos que A es balanceado si para todo x € A y para todo o € C tal
que |a| <1, se tiene que ax € A.

4. Decimos que A es absorbente si para todo x € X, existe o > 0, tal que
Az € A para todo |\ < a.

12



Capitulo 1. Preliminares. 1.1

5. Definimos la envolvente convexa de A como:

conv(A) = ﬂ{B C X : B es converxo}.

6. Decimos que A es absolutamente convexo, si A es convexo y balancea-
do.

7. Decimos que A es un conjunto acotado, si para cada vecindad V de 0,
existe s > 0 talqgue A C tV para todo t > s.

Proposicién 1.1.5. La interseccion de un numero finito de conjuntos ab-
sorbentes es absorbente.

Demostracion. Sea {A;}!, una familia finita de conjuntos absorbentes.

n n
Consideremos () A; y sea € [ A;. Como A; es absorbente para toda
i=1 i=1

i, existe o; > 0 tal que x € AA; siempre que |\| < «; para toda i. Sea

a=min{q; : 1 <i<n}ytomemos |\ < «, entonces || < «; para toda i,

n
y asi x € AA; para toda i y por tanto z € A [ A;. O
i=1

1=

Proposiciéon 1.1.6. La interseccion de una familia arbitraria de conjuntos
convezos o balanceados es un conjunto convexro o balanceado, respectivamen-
te.

Demostracion. Sea {A;}ier una familia de conjuntos y consideremos [ A;.

Supongamos que cada A; es convexo y sean x,y € (| A; y t € [0,1], V:aealmos
que tr + (1 —t)y € () A;. Como z,y € () A, ent(;lelées xz,y € A; para toda
i € I y entonces tx —Zl—eél —t)y € A; paraﬁéda i,asitr+ (1 —t)y € N A

Supongamos ahora que cada A; es balanceado. Sea = € (| A; y alGEI(C tal
que |a| < 1, entonces © € A; para todo i, por lo que aacZgAi para cada i,
por tanto ax € [ A;. O

el
Definicién 1.1.7. Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico.

1. X es localmente convexo (e.v.t.l.c o simplemente e.l.c), si el origen
tiene un sistema fundamental de vecindades convezas (es decir, si Ny
representa la familia de vecindades de 0 en X con la topologia T, enton-
ces para toda V € Ny existe U € Ny, tal que U es convexo y U C V).

13



1.1 Capitulo 1. Preliminares.

2. X es metrizable si T es compatible con alguna métrica d.

3. X es un F-espacio si su topologia T es inducida por una métrica com-
pleta e invariante d (es decir d, es invariante bajo traslaciones).

4. X es espacio de Fréchet si X es un F-espacio localmente convexo.

Definiciéon 1.1.8. Sea X un conjunto. Si B es un conjunto no vacio de
subconjuntos no vacios de X tal que la interseccion de dos conjuntos en B
contiene un conjunto en B, entonces se dice que B es una base de filtro en
X.

Teorema 1.1.9. Sea X un espacio vectorial sobre C. Las siguientes condi-
ciones sobre una base de filtro B asequran que B es una base de vecindades
del cero para una topologia lineal.

a) Todo conjunto V€ B es balanceado y absorbente.

b) Para todo V € B, existe U € B talque U +U C V.

Lema 1.1.10. Sea ||-||o una seminorma en un espacio vectorial X. Entonces,
los conjuntos Vi = {z : ||z|lo < 1} y Vo ={z: ||z||o < 1} son absorbentes y

absolutamente convezos.

Demostracion. Sean z,y € V1 y A, € C tales que [A| + |p| < 1, entonces

1Az + pylla < [Allzfla + lellylla < A+ [u] < 1.

Asi Az + py € Vi, y entonces V7 es absolutamente convexo. Similarmente se
tiene que V5 es absolutamente convexo.
Ahora sea x € V1, entonces ||z]/o < 1, si tomamos |A| <1 se tiene que

Azlla = Mllzlla < A < 1.

Asi Ax € Vi, y por tanto V] es absorbente. De manera andloga se tiene que
V5 es absorbente.

O
Lema 1.1.11. Sea || - ||o una seminorma en un espacio vectorial topoldgico
X. Entonces || - ||o es continua de X a R siy solo si Vo ={z: ||z]o <1} es

una vecindad de 0 en X.

14



Capitulo 1. Preliminares. 1.1

Demostracion. Si ||-||o es continua entonces el conjunto Vi = ||-]|52([0,1)) =
|- I55((—=1,1)) es claramente abierto. Como V; C Va, V5 es una vecindad de
0.

Ahora si V5 es una vecindad de 0, también lo es eV, para cada ¢ > 0. Es facil
ver que Vo = {x : ||z]|o < €}. Siy € eVh, entonces y = ex, con x € Va y asi
lylla = llex||la = €l|z||a < . Por otro lado, sea x tal que ||z||o < &, entonces
@ < 1. Ahora ||Z|lo <1y asi £ € Vo, es decir £ = y para algin y € V3,
por tanto x = ey con y € Va. De la desigualdad (1.1) se sigue que para cada
a € X ycada x € a+ Vs, tenemos que |||z]|o — [|alla] < ||z —alla <€, ya

que = — a € eVa. Es decir || - ||o es continua en a. O

Teorema 1.1.12. Sea X un espacio vectorial y sea {|| - ||a}aca una familia
no vacia de seminormas en X. Para cada || - ||o € {|| - ||a}aca consideremos
n

Via = {22 llella <1} Sea W= { () eV, 20> 0.1 lla € {1l - faFacal,

entonces U es una base en 0 para una topologia que convierte a X en un
espacio localmente convero. Mds aun, esta topologia es la topologia lineal
mas débil para X con respecto a la cual todas las seminormas en {|| - ||a}aca
son continuas.

Demostracion. Se sigue del Lema 1.1.10 que los elementos de U son absolu-
tamente convexos y absorbentes. Més auin, si U € U, entonces V = %U e Uu.
Esto ultimo, pues si tomamos A, u € C tales que |A| + |pu| <1y x,y €V,
entonces x = %xl yy= %yl con z1,y1 € Uy asi Az + py = /\%xl + ,u%yl =
%()\xl + uy1), y como U es absolutamente convexo entonces Axj + uy; € U
y por tanto Ax 4+ py € V. Ahora sea x € V, entonces x = %.%1 con 1 € U,
y existe > 0 tal que para todo |A| < a se tiene que |A|x; € U, entonces
Alz = |Aliz1 = 1(|AJz1) € V y por tanto V +V C U.

Asi U es una base de filtro para X ya que Uy N U; € U siempre que
U1,Uy € U y ademas satisface las condiciones del Teorema 1.1.9. De esta
forma U determina una topologia para X que convierte a X en un espacio
localmente convexo que tiene a U como base en 0. Por el Lema 1.1.11, cada
I lo € {ll - lla}aca es continua con respecto a esta topologia. Ahora sea
7 una topologia que hace a X un espacio vectorial topoldgico tal que cada
[ lla € {ll - lla}aca es continua, entonces para e > 0, los conjuntos V|,
son T-vecindades de 0, y por tanto cada U € U es una 7-vecindad de 0. Asi
la topologia en X determinada por U es mas débil que 7. O

Definicién 1.1.13. Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico y sea A C X
absorbente. Definimos el funcional aditiva de Minkowski de A como:

pa(xr) =mf{t >0:t v € A} =inf{t >0:x € tA}

15



1.1 Capitulo 1. Preliminares.

para cada v € X.

Notemos que el funcional de Minkowski estd bien definida, ya que como
A es absorbente, entonces {t > 0 : t~'z € A} # 0; por otro lado, por
definicién 0 < pa(z) < oo para todo z € X.

Teorema 1.1.14. Sea (X, 7T) un espacio vectorial topoldgico y A C X ab-
sorbente y convero. Entonces:

1. pa(r +y) < pa(z) + paly), para todo z,y € X.
2. pa(te) =tpa(z), cont>0yze X.
3. Si A es balanceado, entonces s es una seminorma.

4. SiB=A{x:pa(z) <1} yC ={x: pa(z) <1} entonces BC AcC C
YHUB = pHA = HC-

5. Sea A un conjunto convexo, balanceado y absorbente y sea pa su fun-
cional de Minkowski, entonces int(A) C V,, C A. Por tanto, V,, es
una vecindad del cero en X. Si A es abierto, entonces V), es abierto
ya que en este caso V,,, = A .

Teorema 1.1.15. Un espacio vectorial topoldgico (X, T) es localmente con-
vexo si y solo si T estd generada por una familia de seminormas {||-||a}aca-

Demostracion. SiT estd generada por una familia de seminormas {||-||a }aca,
entonces para cada o € A V|, es abierto, balanceado y convexo. Por el

n
Teorema 1.1.12 U = {N &V, = & > 0, - [la € {ll - [la}aca} es una
i=1

base local del cero con respecto a la topologia generada por la familia de
seminormas y por tanto es una base local del cero con respecto a 7 y ademas
esta base local del cero es convexa y balanceada. Por tanto X, es un espacio
localmente convexo.

Ahora supongamos que X es un espacio localmente convexo, y denotemos
por 7 a su topologia. Sea U la base de 0 que consiste de todas las vecindades
absolutamente convexas de 0, y sea {|| - ||a}aca la familia de las funcionales
de Minkowski de los conjuntos en U, por ser conjuntos absorbentes. Por el
inciso 3 del Teorema 1.1.14 cada || - ||o € {|| - ||a }aeca define una seminorma,
y entonces {|| - [|a}aca determina una topologia 7’ en X. Dado U, € U, por
el Teorema 1.1.14 se tiene que U, € C = {z : ||z]lo < 1} y asi C es una

vecindad de 0 y por tanto || - ||o es 7-continua para cada o € A. Ahora, por

16



Capitulo 1. Preliminares. 1.1

el Teorema 1.1.12, 7/ es més débil que 7. Si U, € U, entonces el funcional de
Minkowski || - ||o de U, es 7'~ continua. Asi U debe de ser una 7'~ vecindad
de 0. Entonces 7 es mds débil que 7’. Por tanto 7 = 7.

O

Proposicién 1.1.16. Sea (X, 7) un espacio localmente convexo cuya topo-
logia estd dada por una familia de seminormas {|| ||a}taca. Una red (x;)icr en
X converge a x € X siy sélo si||x; — x| o — 0 para cada || ||o € {]| |a}aca-
En particular si (x;) converge a x, entonces ||zi||o — ||z||a para todo i € I.

Demostracion. Supongamos que (z;);er converge az y sea || ||o € {|| [|a}aca,
entonces x; — x — 0. Como || || es continua tenemos que ||z; — || — 0.
Ahora, como

lzilla = l[zlla] < llz: — ]

podemos concluir que ||z;|lo = ||2||a-

Inversamente si ||z; — x|l — 0 para cada || ||o € {|| |la}aca, entonces
dado e >0y || llags |l llags -5 llam € {ll llataea, existe ig € I talque

|zi —z|la, <€

para todo i > iy y todo 1 < j < n. Por consiguiente xz; € {y € X :
ly —zllo;, <e,1<j <n}sii>ig. Esdecir, z; — x en X. O

Proposicién 1.1.17. La funcion mdzximo de n seminormas, conn > 1, es
UNG SEMINOTMA.

Demostracion. La prueba es sencilla. O

Definicién 1.1.18. Sean X un espacio vectorial y {||||a}aca una familia de
seminormas en X . Se dice que {||-||a}aca estd saturada si para cadan > 1y
Fllass - Ilan € {-labaca se cumple que [-lag = max (| - fags- - |- )
pertenece a {| - |lataca-

Definicién 1.1.19. Sean X un espacio vectorial y {|| - ||a}aca una familia
de seminormas en X . Se dice que {||-||a}aca estd dirigida si para cadan > 1

Yl -llass-- sl law € {ll - llataca se cumple que eiste || - [lag € {Il - lla}aca
tal que max(|| - flaxs -+ | - lan) <1+ llao-

Proposicién 1.1.20. Sean X un espacio vectorial y {||-|la}aca una familia
de seminormas en X . Definimos la saturacion de {||-||a}aca como la familia
de seminormas Q = {max(|| - llays -5 || *llan) : 7 = Ll - Nlags-- sl * llan €
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{ll'lla}aca}. Entonces Q es una familia saturada de seminormas que define
la misma topologia que {|| - ||a}aeca. Se dice que la familia {|| - ||a}aca es
saturada si {|| - ||a}aca = Q.

n
Demostracion. Sabemos que los conjuntos de la forma [ iV, conn > 1,
i=1 !

I Nags---sll - Nlan € {ll - lla}aca ¥ €1, .., en escalares positivos, forman una
base local del 0, para la topologia definida por {|| ||a}taca. Sea || |lay =
(| flags | llazs- <> | o) € {1 labaca ¥ € = minfey, ..., en}. Notemos
que VH'Hao C V||-Hai para todo i = 1,...n, pues si x € V||.Ha0, entonces
[lla; < llzllag < 1y asi @ € Va,. De esto se sigue que V), C &V,
pues si tomamos z € V]|, , entonces [|z[o, < [[2fa, < & < &, asl x €

n
Ei‘/”'Ha-' Por tanto 6VH.||aO <N 61‘/“.||a_. Entonces toda vecindad bésica de
1 ’L_l 1

la topologia generada por {|| ||o}aca es vecindad en la topologia generada
por Q. Por otra parte || |lay = max(|| - [|ags---5 | - [|a,) €S continua con la
topologia 7({[| - [[aca}) porque cada [| - [[4;10 es, entonces V| . ) es una
vecindad del 0 para la topologia 7({|| ||aca}). Asi, toda vecindad bésica en
7(Q) es vecindad en 7({|| ||aca}). Por consiguiente, la familia de vecindades
del cero son las mismas y por tanto definen la misma topologia. O

Consideremos la siguiente Proposicién con respecto a las transformacio-
nes lineales entre espacios localmente convexos.

Proposicién 1.1.21. Sean (X, {|| - |la}acr) v (Y,{ll - llg}ses) espacios lo-
calmente converos. Sea T : X — Y wuna transformacion lineal, entonces T

es continua si y solo si para cada B € J existen ay,...an € I y M > 0 tales
que
n
ITlls < MY |2]la, (1.2)
=1

para cada x € X.

Demostracion. Supongamos que se cumple la condicién (1.2). Sea (x;)ien
una red en X que converge a un elemento x € X y sea 5 € J, como
|x; — x|la;, — 0 para toda i = 1,...n, entonces

n
|Tz; = Ta|lp = 1T (x: —2)llg < MY _ |lzi — o, — 0.
i=1

18
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Ast | Tx; — Tz|| — 0 y entonces T'x; — Tx. Por tanto 1" es continua.
Supongamos ahora que 7" es continua y sea 8 € J, en particular 7" es continua
en 0, por tanto existen aq,...a, €1, >0y

V={reX:|z|o, <di=1,...n}

vecindad abierta del 0 tal que si x € V, entonces || Tz| < 1. Es decir, si
|lz||; < 6 para cada i = 1,...n, entonces | Tz||g < 1.
Sea z € X y supongamos que ||x||,, para cada i = 1,...,n, entonces para
cada > 0 se cumple que ||rz|o, = 0 < d. Por tanto ||rTz| g < 1, de donde
|TX| s < % para cada r > 0y asf |[Tz| g = 0. De esta forma se satisface la
condicién 1.2. . s
Si existe ||z||; # 0, entonces > ||z||; > 0, definamos y = —2—, entonces se
i=1 2 llells
i=1
cumple que ||y|| < ¢ para cada i = 1,...n, de donde [|Ty|/g < 1. Por tanto
n
se cumple que ||Tz|/g < % > |lz||; para cada z € X.
i=1
O
Corolario 1.1.22. Sean (X,{|| - [|a}acr) ¥ (Y. {l| - I3} ses) espacios local-
mente convexos, donde {|| - ||a}acr €s una familia saturada. Sea T : X —'Y

una transformacion lineal, entonces T es continua si y solo si para cada
B e J existen a € I y M > 0 tales que si ||z||o = max ||z|q,, entonces

1<i<n
[Txllp < M||z]a (1.3)
para cada x € X.

Demostracion. Claramente si se cumple (1.3), entonces 7" es continua. Ahora
si T es continua, dada § € J por la Proposicién 1.1.21 existen aq,...a, € 1

y M > 0 tales que si ||z||o = méx [|z||q,, entonces
1<i<n

n
ITlls < MY llzlli < nM |z
i=1

O]

Proposicién 1.1.23. Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico, si f : X —
C es un funcional lineal mo cero, entonces los siguientes enunciados son
equivalentes

1. f es continua.
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1.2 Capitulo 1. Preliminares.

2. Eziste U vecindad del cero tal que f(U) es acotado en C.
3. ker(f) es cerrado.

4. ker(f) no es denso en X.

N

. [ es continua en 0.

)

x — |f(x)| es una seminorma continua.

1.2. Topologia débil.

Definicion 1.2.1. Sea X un espacio vectorial sobre el campo K. El dual
algebraico X# es el espacio vectorial formado por todos los operadores li-
neales de X sobre el campo K. En este caso dichos operadores son llamados
funcionales lineales.

Definicién 1.2.2. Sea (X,7) un espacio vectorial topoldgico. Se define el
dual topoldgico X* de X como el subespacio de X# que estd formado por
las funcionales lineales que son continuas con respecto a la topologia T.

Definicién 1.2.3. Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico y sea x € X.
La siguiente familia de subconjuntos de X es una base para una topologia
sobre X

B((IZ) = {U17f17~--fk,€1,-~~5k : fl; . fk € X*,El, L L Ep > O,k € N}

Donde Uy, frer,cr =1y € X 2 |fily) — fil@)| <&, 1 <0 <k}

A la topologia generada por B(x) se le llama la topologia débil para X y
se denotard por o(X, X™), también se dice que es la topologia débil para X
generada por X*, sus vecindades son las vecindades débiles.

Observacion 1.2.4. Sea (X, T) un espacio vectorial topoldgico y sea el dual
X*, entonces

1. o(X, X*) estd contenida en la topologia T pues dado x € X

k
U frofrcrer = | | £ (=& + fi(@), 60 + fi(z)).
i=1

Que es abierto en X con respecto a T, pues f; € X* para toda i =
1,...,k.
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2. 0(X,X*) es la topologia mas débil con la propiedad que hace a todo
f € X* continuo, esto es si T es una topologia para X que hace cada
f € X* continua, entonces o(X,X*) C 7'

3. (X,0(X,X™)) es un espacio vectorial topoldgico de Hausdorff.

Definicién 1.2.5. Sean (X, T) un espacio vectorial topoldgico y (x;)icr una
red en X. Decimos que (x;);c1 converge débilmente a g si para toda vecindad
débil Uy, de zo existe ig € I tal que si ig < ¢, entonces x; € Ug,. Esta
convergencia serd denotada por

T; — X0.

Proposicién 1.2.6. Sea (X,7) un espacio vectorial topoldgico. Una red
(x4)ier en X converge débilmente a xo si y solo si la red (f(x;))ier converge
a f(xo) para toda f € X*.

Demostracion. Observemos que x; — x siy sélo si z; —x — 0, asi que basta
con suponer que z; — 0. Supongamos zg = 0.

Sea (z;)icr tal que z; — 0 y sea f € X*, veamos que f(z;) — 0. Tomemos
e > 0, claramente Uy = {z € X : |f(z)| < €} es una vecindad débil de 0,
entonces por hipétesis existe ig € I tal que si ¢g < ¢, entonces x; € Uy, y se
sigue que |f(z;)| < e. Por tanto f(z;) — 0.

Ahora sabemos que para toda f € X* se tiene que f(z;) — 0. Sea Uy una
vecindad débil del 0 de la forma

Up={z e X:[fi)] <er,...,[fu(z)| <ex}

donde f, € X* y e, > 0 para toda r = 1,... k. Por hipotesis existe i, tal que
si i, <4, entonces |fr(z;)| < &, para toda r = 1,... k. Tomando ip = max

1<r<k
v 19 < ¢ se deduce que x; € Uy. Es decir z; 0. ]
Corolario 1.2.7. Sea (X, | -||) un espacio normado. Si x; LiR x, entonces
w
T, — XT.

1.3. Algebras topolégicas

En esta seccion presentaremos las definiciones y propiedades basicas de
un algebra y un dlgebra topolédgica sobre un campo K = C o R.

Definicion 1.3.1. Sea E un espacio vectorial sobre C, decimos que E es un
dlgebra si hay una operacion e : E X E — E, llamada producto, que cumple
las siguientes propiedades. Dados x,y,z € F y a € C:
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1.3 Capitulo 1. Preliminares.

(a) (zoy)ez=xe(yez).
(b)) (x+y)ez=zez+yecz.

(c) a(zey)=(ax)ey=xe(ay) .

Si también se cumple que:

(d) x ey =yex, entonces decimos que E es un dlgebra conmutativa.

Y si existe un elemento e € E tal que:

(e) eex = xee, para todo x € E. Entonces E es llamado dlgebra con unidad,
y el elemento e la unidad en E.

Por comodidad, escribiremos xy en lugar x ey y xyz en vez de x o (y e z)
y(voy)ez.

Observacién 1.3.2. Es fdacil probar que la unidad es tinica, ya que si € es
una unidad, entonces:

Definicion 1.3.3. Sea E un dlgebra y sea B un subconjunto de E. Decimos
que B es una subdlgebra de E si B es un subespacio tal que si b, € B,
entonces bb' € B.

Definicion 1.3.4. Sea E un dlgebra. La funcion o: E X E — E dada por
rToy=2x+y—xy,
es llamada la operacion bolita en E.

Definicion 1.3.5. Sea E un dlgebra, no necesariamente con unidad. Un
elemento x € E es llamado casi-reqular derecho (izquierdo) si existe y € E
tal que zoy =0 (yox =0); el elemento y € E es llamado el casi-inverso
derecho (izquierdo) de x. Decimos que x € E es casi-reqular si es casi-reglar
derecho y casi-regular izquierdo. Al conjunto de todos los elementos casi-
requlares en E se denota por Qp. Si un elemento x € E no es casi-reqular,
decimos que = es casi-singular. !

Observacién 1.3.6. Sea E un dlgebra y sea x € E, entonces to0 =z y
Oox = x. Se sigue que si x € E tiene casi-inverso derecho y casi-inverso
izquierdo, entonces estos elementos son iguales.

'Para més teorfa de los elementos casi-invertibles se puede ver [1].
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Definicion 1.3.7. Sea E un dlgebra con unidad e y sea x € E. Si existe
w € F tal que xw = e (wx = e), entonces se dice que x es invertible por
la derecha (por la izquierda) y w es llamado inverso derecho de z (inverso
izquierdo de x). Si x es invertible por la derecha y por la izquierda, entonces
es llamado un elemento invertible de E. Al conjunto de todos los elementos
invertibles de E se le denota por G(E).

Lema 1.3.8. Sea E un dlgebra con unidad e. Six € E es invertible, entonces
tiene un unico inverso derecho, que también es su unico inverso izquierdo.

Demostracion. Esto se sigue pues si:
/
Tw=zw =e Yy zxr=e entonces

w:ew:zxw:zxw’:ew':w';

asi

Ze = ZXW = ew = w.

Por lo que x es invertible si y sélo si existe un inico elemento, que vamos a
denotar por 27! tal que zz~ ' =27z =e. O

De manera inductiva definimos ™ para ¢ € E y para toda n > 1 como:

n—1

w " =x""'x,sin > 2.

Si el dlgebra E tiene unidad e, se define z° = e, y por definicién si z € G(F)
definimos " = (z~1)".

Teorema 1.3.9. Sea E un dlgebra entonces:
1. 0z =20 =0.

2. Si E tiene mds de un elemento y tiene unidad e, entonces e # 0 y el
cero no es invertible.

3. St x,y son invertibles y o € C con o # 0, entonces xy y ax son inver-
tibles, de hecho, sus inversos son y~ 'z~ y a~lz™!, respectivamente.

4. Six es invertible, entonces x™ también lo es, y (z")~t = (z~H)".
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1.3 Capitulo 1. Preliminares.

Demostracion.
1. Es claro, pues 0z = (0 + 0)z = 0z 4+ Oz y asi 0 = Ox.

2. Supongamos que ¢ = 0 y sea x € F, entonces x = ze = e = 0 por lo
que F tiene un soélo elemento, lo cual contradice la hipétesis. Ahora si 0 es
invertible, entonces existe x talque 0 = Ox = e, asi 0 = ¢, lo que contradice
lo anterior.

3. Notemos que:

xyyilel =gex l=azzl=e
y e lay =y ley =y ly =
y
alrlar=alar e =le=¢
ara trt = aa e = le =e.

4. Base de induccién: Para n = 1 es claro.
Hipétesis de induccién: Supongamos valido para n; es decir (z")~! = (z~1)".
Paso inductivo: Veamos que el resultado es cierto para n + 1, es decir
(xn—f—l)—l — (I_l)n'H. Ahora (xn-i-l)—l — (l,n . I)_l — x—l(xn)—l — 56_1 .
(z~ 1) = (z~ 1) +!
O

Observacién 1.3.10. Sea E un dlgebra con unidad e. Entonces x es casi-
reqular derecho (izquierdo) si y sélo si e — x es invertible por la derecha
(izquierda,).

En lo siguiente, a menos que se mencione lo contrario, trabajaremos con
algebras que tengan mas de un punto.

Definicion 1.3.11. Sea E un dlgebra con una topologia 7. Se dice que
la pareja (E,T) es un dlgebra topoldgica si (E,T) es un espacio vectorial
topoldgico y el producto definido en E es continuo con respecto a la topologia
T.

Proposicién 1.3.12. Sea E un dlgebra con una topologia vectorial T en E.
El producto en E x E es continuo si y sélo si es continuo en (0,0) € Ex E.
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Demostracion. Como el producto es continuo en F, en particular es continuo
en (0,0).

Para demostrar la otra implicacién sean (zg,yp) € F X E'y V una vecindad
de 0. Entonces sabemos que existe W’ vecindad balanceada de 0 tal que
W'+ W' C V. Nuevamente sabemos que existen una vecindad balanceada
Wi tal que Wy + Wy C W/, ademds W/ NW; C W,y WnNnW, C W .Si
consideramos W = W' N Wy, entonces W es una vecindad balanceada y se
cumple que W+ W 4+ W C W'+ (W, + W) CW + W' C V.

Tomemos (x,y) € E x E, entonces tenemos que

zy — woyo = (¢ — 20)(y — o) + 2o(y — Yo) + (¥ — 20)yo-
Asi, si (z,y) € (o + AU) X (yo + AU), entonces
r—xg=Aug, ug€U

y—1yo=Auy u €U

Luego (z—x0)(y—v0) = A?ugu1, de donde xy—xoyo € N2UU + AxoU + AUy,
por tanto xy —xoyg € W+W +W C V, que es lo mismo que xy € zoyo+ V
si (z,y) € (xo+AU) x (yo+AU). Como AU es una vecindad de 0, concluimos
que el producto es continuo en (z,y).

O

Definicién 1.3.13. Se dice que un dlgebra topoldgica (E,T) es localmente
convexa, si (E,7) es un espacio localmente convezo.

Teorema 1.3.14. Sean E un dlgebra con una topologia lineal T localmente
conveza y {|| |la}taea una familia saturada de seminormas que generan a
7. Entonces E es un dlgebra localmente convezxa, es decir, su producto es
continuo, siy sélo si para cada || |ag € {|| la}aca, existen || ||g € {|| [la}taca
yt >0 tales que:

lzyllag < tlllisllylls Vzyek.

Demostracion. Supongamos que el producto en E x E es continuo, entonces
en particular es continuo en (0,0), as{ dado || |lay € {l|l lla}taca ¥ € = 1,
existe 6 > 0 talque si ||z]|g < d y |lyllg < 9, entonces ||zyllq, < 1.
Afirmamos que ||zy|lq, < (;%H$||5Hy||5 con z,y € E.

. s 0
Si ||z]|g # 0y |lyllg # 0, entonces Hmuﬁ <dy HmHB < 4. Luego

2

) 0
H z__%y legla < 1.

2|lzlls 2yl

o Hzlsllylls
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y se sigue que [[2ylla, < gllzllslylls-
Si||lzllg =0y |lyllg # 0. Como ||Az| 3 = 0 para toda A > 0, entonces

Peaiy

A0
AL
2[lylls

= s l7yllag < L.
w2yl

Asf obtenemos que [|zy|la, < 55yllg, ¥ si A = oo, entonces ||lzy|la, = 0, que
es lo que queriamos demostrar. De manera andloga obtenemos el resultado

si [lzlls # 0y llylls = 0.
Finalmente si ||z][g = 0y |ly|ls = 0, entonces [[Az|g =0y ||[A\y||g = 0 para
toda A > 0, de donde

IMzAyllag = N[lzyllag < 1.

Nuevamente esto implica que [|zy||a, < 5%. Si A = 0o, entonces ||zy||a, = 0.
Por tanto [|zyl|q, < (;%HngHyHg en todos los casos.

Inversamente, sea || ||y € {|| lla}aca, por hipétesis existen t > 0y || ||g €
{|| lla}aca tales que para toda z,y € E, se tiene que

lzyllao < tllllsllylls-

Entonces, si ||z||g < (%)% v llyllg < (%)%, se tiene que

1 1
E\2 [(E\2
lzylla < tlzllsllylls <t <¥) (;) =e.

Asi, el producto en E es continuo en (0,0) y por tanto en E. O

Corolario 1.3.15. Un dlgebra E con topologia lineal 7 es un dlgebra local-
mente convexa si y solo si su topologia T puede definirse por una familia satu-
rada de seminormas {|| || }aca que satisface que para cada || || € {|| |a}taca
existe una seminorma || ||g € {|| lla}aca tal que

lzylla < llzlisllylls
siz,y € F.
Demostracion. Supongamos que hay una familia saturada de seminormas
{Il lla}aca que define la topologia 7 y satisface la desigualdad anterior, en-

tonces {|| ||o}o € A satisface también la desigualdad del Teorema 1.3.14 y
asi (F,T) es un algebra localmente convexa.
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Inversamente, si (E,7) es un algebra localmente convexa, entonces consi-
deremos la familia {|| ||o}aca de todas las seminormas en E continuas con
respecto a la topologia 7. Sabemos, por la Proposiciéon 1.1.20, que es una
familia saturada de seminormas que genera a la topologia 7, y por el teorema
anterior, dada || [|o € {|| [a}aca, existen || |[g, € {|| lla}aca y t > 0 tales
que

lzylla < tlzllgllylls

conz,y € E.

Ahora bien, la funcién || |3 = V| |5, es una seminorma en E que es 7-
continua, ya que || ||g,lo es. De esta forma se cumple que || ||z € {|| ||a}aca
y asi

lzylla < [l=lisllylls

conz,y € B.
O

Definicion 1.3.16. Un dlgebra localmente convera E es llamada m-convexa
si su topologia se puede se puede definir por una topologia de seminormas

{l| la}aca que satisface que
lzylla < |zllallylla

para 2,y € E y || la € {l| la}aea-

Ejemplos de algebras localemente convexas

Los espacios C(X) y Cy(X) de las funciones complejas continuas y de
las funciones continuas acotadas, respectivamente, definidas en un conjunto
no vacio X, son ejemplos de algebras conmutativas con unidad, con las
operaciones usuales de las funciones. La funcién constante 1 es la unidad de
dichas algebras.

1. Sea C'(X) con la topologia compacto-abierta generada por la familia de

seminormas || f||x = sup |f(z)|, donde K es un subconjunto compac-
zeK
to no vacio de X. Esta topologia hace a C(X) un édlgebra localmente

convexa. Veamos que esta familia es saturada.

Probaremos que max(||f||x,, || fllx,) = | fllx,uK,, con K1 y Ko com-
pactos no vacios de X. Sea |f(x)| € {|f(z)| : * € K1 U K3}, entonces
[f@)] € {lf(x)] 2 € K1}, siz € Ky o|f(x)] € {|f(2)] : v € Ka} si
z € Ky, asl |f(z)| < |[fllk, < mdx ([ fllx:, [ Fllx2) o [f(@)] < [ fll7e, <
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max([| fll x| fllxc ), por tanto || fllxyur, < max([|f]lx,, || fllx, ). Ob-

servemos que || f| k,ur, > |f(z)|, para todo |f(x)| € {|f(z)| : z € KU

Ky}, asi si ¢ € Ky entonces || f||x,ux, > || fllk,, andlogamente para

r € K, ||f||K1UK2 = ||f||K27 por tanto HfHKlUK2 2 méX(”f”KU ||fHK2)7
se concluye que dicha familia es saturada.

De esta forma, C'(X) es un m-édlgebra convexa, ya que
If9llx < I flkllglx-

Se dice que una funcién compleja ¢ definida sobre un espacio topoldgi-
co X se anula al infinito, si para cada € > 0, existe K C X compacto
tal que

lo(x)| <e si z¢ K.

Las funciones continuas y positivas que se anulan al infinito y las fun-
ciones acotadas positivas que se anulan al infinito se denotan por C’J
y Bar , respectivamente.

Un ejemplo de este tipo de funciones son las funciones con soporte com-
pacto. Recordamos que el soporte de una funcién compleja f definida
en un espacio topolégico X se define como

sop ={x € K : f(x) # 0}.

Y se tiene que si ¢ > 0, entonces existe K = sop(f) tal que

0=|f(zx)]|<e sizé¢ K.

Las funciones continuas, positivas, con soporte compacto y las funcio-
nes acotadas, positivas, con soporte compacto, se denotan por 056 y
BJB, respectivamente.

. Cuando X es un espacio topolégico localmente compacto se define en

Cy(X) la topologia estricta de Buck que hace a Cp(X) un algebra local-
mente convexa. Esta topologia estd generada por la familia saturada
de seminormas definidas en C,(X) como

1f1le = sup | f(z)|p(z)
reX

donde ¢ € C§(X).
Como ¢ € Cy (X) entonces /¢ € Cf (X). Pues si tomamos &2 > 0,
entonces existe K C X compacto tal que p(x) < €2, entonces Ve <e

y asi |\/¢| < e. Por tanto | fgll, < [|f[l /gl asf por el Teorema
1.3.14 se sigue que C(X) es localmente convexa.
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3. Sea Cp(X) con la topologia uniforme que estd determinada por la
norma del supremo || - ||co. Recordemos que Cy(X)es un espacio de
Banach con || - ||oo. Més ain, es un algebra de Banach ya que

1£9llce < 1 flloollgloo-

Cuando X es compacto C(X) = Cy(X), y por tanto, C(K) es un
algebra de Banach con la norma uniforme, si K es compacto.

4. El dlgebra B(FE) de los operadores continuos acotados de un algebra
E normada en si misma.

1.4. Los espectros de un algebra.

Definicion 1.4.1. Sean FE y F' dos dlgebras sobre el campo K. Una trans-
formacion lineal ¢ : E — F es un homomorfismo de dlgebras si

p(ry) = p(x)e(y) conz,y€E. (1.4)
Un isomorfismo de dlgebras es un homomorfismo biyectivo.

Cuando F' = C, también usaremos el nombre de funcional lineal multi-
plicativa o cardcter . Si ¢ es cualquier funcién que cumple (1.4) es llamada
una funcion multiplicativa.

Definicion 1.4.2. El espectro algebraico de un dlgebra topoldgica E es el
conjunto
M#(E) = {p : ¢ es un cardcter no nulo en E}.

Definimos el espectro (topoldgico) de E como
M(E) = {p € M#(E) : ¢ es continuo}.

Definicion 1.4.3. Sea E un dlgebra con unidad e. Un subespacio vectorial
I de E es llamado ideal izquierdo (derecho) de E, si para cada x € E y
y € I se tiene que xy € I (yx € 1). Y se dice que es un ideal bilateral
st es ideal izquierdo y derecho. Un ideal izquierdo (derecho, bilateral) M es
mdzimo izquierdo (derecho, bilateral), si M # E no eziste un ideal izquierdo
(derecho, bilateral) I tal que M C I C E.

Del Lema de Zorn se sigue que si E es un algebra con unidad e, entonces
cada ideal izquierdo (derecho, bilateral) I estd contenido en algin ideal
izquierdo (derecho, bilateral) méximo.
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Observacion 1.4.4. Sea E un dlgebra con unidad e, entonces la intersec-
cion de una familia arbitraria de ideales izquierdos (derechos, bilaterales),
es un ideal izquierdo (derecho, bilateral).

Demostracion. Sea {I,}aea una familia de conjuntos y consideremos () I,.
acl
Supongamos que cada I, es un ideal izquierdo y sean z € Ey y € () I,
a€el
veamos que zy € () I;. Como y € () I,, entonces y € I, para toda « € A,
a€cA acl
entonces zy € I, para toda «, asi zy € () Iq.
acN
Anélogamente si {I, }aea es una familia de ideales derechos (bilaterales). [

Teorema 1.4.5. Sea E un dlgebra con unidad e, entonces todo ¢ € M¥ (E)
satisface que:

a) p(e) =1.

b) w(x) # 0 si z es invertible.

c) p(x™1) = p(x)~! si x es invertible.
d) ker(yp) es un ideal bilateral mdzximo.

Demostracion. Sea o € M#(E).
a) Existe un elemento y € E tal que ¢(y) # 0, ya que ¢ # 0. Entonces

o(y) = pley) = p(e)e(y),

de donde se concluye que p(e) = 1.
Para demostrar b) y ¢) usaremos el inciso a). Sabemos que:
1= p(e) = p(zz™") = p(z)p(a™),
entonces () # 0y asi p(z71) = p(z) L.

d) El kernel de una funcional lineal es un subespacio vectorial. Por otra
parte, si x € ker(p) y y € F entonces:

p(ry) = p(x)p(y) =0

p(yz) = p(y)p(z) = 0.
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Por tanto zy, yx € ker(y). Es decir, ker(¢) es un ideal bilateral. Por tdltimo
demostraremos que ker(y) es un ideal maximo, de hecho probaremos que es
un espacio lineal maximal.

Como ¢ es no nula, se tiene entonces que ker(p) # E. Sea S un subespacio
lineal de E talque ker(yp) C S. Tomemos = € S\ ker(p) y llamemos N al
subespacio generado por ker(y) y x, entonces N C S.

Para y € E se tiene que:

Se puede ver facilmente que (y —

(pfx)y) € ker(p) y el segundo sumando es

un multiplo de y; por lo que pertenece a N. Es decir, E = N = S por lo
que ker(y) es un subespacio maximal y por consiguiente, por ser ideal, es
maximo.

O

Corolario 1.4.6. Sean E un dlgebra con unidad e, x € E y ¢ € M#(E),
entonces el elemento x — p(x)e no es invertible.

Demostracion. Se tiene que
plz —p(r)e) = p(z) — p(r)p(e) = p(z) — () = 0,
y por inciso b) del Teorema 1.4.5 se tiene que x — p(z)e es no invertible. [J

Veamos ahora un ejemplo donde el espectro M#(E) de un 4lgebra com-
pleja con unidad es vacio:

Ejemplo 1.4.7. Sea E el dlgebra de las matrices complejas de 2 X 2, con-
sideremos

0 1 0 0 1 0
M12—<O O>’M21_(1 0>7I—<0 1>‘

Tenemos que

0 0
M122:M221:<0 0) Yy

1 0 0 0 1 0
M12M21+M21M12—<0 O)+<0 1>—<0 1>—I.
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Supongamos que ¢ : E — C es una funcional lineal multiplicativa, no nula.
Entonces

(M) = p(Mi2)? = 0 = p(M3)) = p(Ma)>.
Asi p(Mia) = p(Ma1) = 0, de donde se tiene que

©(MigMay + Moy Mi2) = @(Mi2)p(Mar) + ¢(Mar)p(Mi2) = 0.

Entonces o(I) =0, y ¢ = 0, pues en caso contrario p(I) = 1. Asi M#(E) =
0.

Definicion 1.4.8. Sea E un dlgebra con unidad e y sea x € E. El espectro
o(x) de = se define como:

olx)y={AeC:x—-Xe ¢ G(E)}.
El radio espectral de z es
r(x) =sup{|\|: A € o(z)}

sio(x) # 0, en caso contrario se define como r(x) = 0. Por dltimo definimos
el conjunto resolvente de x en E como p(x) = C\ o(x).

Observacion 1.4.9. Sea E un dlgebra con unidad e y sea x € E. Entonces
o(x) = {0} siy sdlo sir(zx)=0.

Observacion 1.4.10. Sea E un dlgebra. Si C' una subdlgebra de E, entonces
escribimos oc(x) para todo x € C al espectro relativo a C. En particular,
cuando C = E escribimos simplemente o(x).

0 —1
1 0
real con unidad, Ms,2(R), de las matrices reales de 2 x 2.

Ejemplo 1.4.11. a) La matriz A = ) es un elemento del dlgebra

o(A) ={X € R: A — Al no tiene inverso}

= {A € R :det(A — \) =0}
={AeR: N +1)=0}=0.

b) En el campo E de funciones racionales % con coeficientes en C se cumple
que <f1% — A), con A € C tiene inverso, al menos que % =\

Asi o (%) = (), al menos que % = )\, para algin \ € C.
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Teorema 1.4.12. [Teorema del mapeo espectral] Sea E un dlgebra compleja.
Para todo polinomio p(z) no constante con coeficientes en C y cualquier
x € I se tiene que

o(p(x)) ={p(A) : A € o(2)}. (1.5)
En particular, si p no es constante, entonces o(p(x)) =0 si y sdlo si o(x) =
0. Sio(x) #0 la igualdad (1.5) es vdlida inclusive cuando p es constante.

Demostracion. Sea ji = p(A) con A € o(x). Consideremos ¢(z) = p(z) —p(A),
entonces ¢(\) = 0, factorizando a ¢ en factores lineales tenemos que

q(z) =v(z = M)z = A1) (2 = M),
para v, A1,... A\, € C, con v # 0. Entonces
q(z) = v(x — Xe)(xz — Aie) -+ (z — Aye).

Asi q(z) = p(x) — p(Ne ¢ G(E), ya que si q(z) = p(z) — p(Ne € G(E),
entonces existe y € E tal que

e = y(y(x = Ae)(@ — Ase) -~ (& — Age))

y
e=(y(x —Xe)(x — Aie) -+ (x — Ape)y,
lo cual implica que z — Ae es invertible, lo cual contradice A € o(x).
Por otro lado sea pu € o(p(x)) y sea q(z) = p(z) — i, entonces factorizando
q tenemos que
q(z) =7(z = A1)+ (2 = An),

para v, A1, ... A, € C, con v # 0. Entonces

q(z) = p(z) —pe =(z = A1) - (2 = An).

Por hipétesis, como p(z) — pe ¢ G(E) se tiene que x — \ge ¢ G(E), para
algin k, es decir Ay € o(x). Ademds u = p(A\x) para cualquier k, ya que
p(Ag) — = 0. Entonces p € {p(\) : A € o(z)}. O

Observacién 1.4.13. Sea E un dlgebra compleja y sea x € E. Supongamos
que U es una vecindad abierta no vacia de o(x), que puede ser vacio. Si f es
una funcional racional definida en U, entonces f(z) = % con p(z) y q(z)
funciones racionales. Ademds, q(z) no tiene ceros en U. Entonces q(x) €
G(E) siq es constante y cuando no lo es se sigue del Teorema 1.4.12 que 0 ¢
{g\) : X € o(z)} = o(q(x)) porlo que q(x) € G(E). Lo anterior nos permite
definir el elemento f(x) € E como f(z) = p(z)(q(z))~!. Denotaremos por
R(U) al espacio de funciones racionales definidas en U.
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Teorema 1.4.14. Teorema del mapeo espectral para funciones racionales
Sea E un algebra compleja y sean x € E y U una vecindad no vacia de o(x).
Entonces para todo f € R(U) se cumple que f — f(x) es un homomorfismo
del espacio R(U) de funciones racionales definidas en U al dlgebra E y
ademds:

o(f(x)) ={f(N): Aeo(x)}

Para toda f € R(U) no constante. Si o(x) # 0 la igualdad anterior es vdlida
inclusive cuando f es constante.

Demostracion. La prueba se puede encontrar en la [9, pag 13]. O

Lema 1.4.15. Sea E un dlgebra compleja con unidad e y sean x,y € E.
Entonces

o(zy) \ {0} = o(yx) \ {0}

Demostracion. Sea A € C\ {0}. Supongamos que \ ¢ o(zy), entonces existe
z € F tal que
z(Ae —xy) = (Ne —zy)z = e.

Necesitamos ver que A ¢ o(zy). Para eso probemos que A\~!(e + yzz) es el
inverso de Ae — yx, es decir

(e +yzz)(Ne —yx) = (Ae —yz)(e + yzz) = Ae.
Por un lado, tenemos que
(e +yzz)(Ne — yx) = Ae — yx + \yze — yzryx
= e —yr +yz(le — xy)x
= e —yx + yx = de.
Andlogamente, tenemos que
(e —yz)(e + yzx) = Ne — yx + \yzx — yayzx
= e —yr +y(le — zy)zx
= e —yx + yx = de.
Por tanto o(zy) \ {0} = o(yx) \ {0}. O

Corolario 1.4.16. Sea E un dlgebra compleja con unidad e y sean x,y € E.
Entonces r(zy) = r(yx).
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Teorema 1.4.17. Sea E un dlgebra compleja y sea © € E un elemento
invertible, entonces o(z™1) = {A\"1: X € o(z)}.

Demostracion. Sea pu € o(z~!), entonces v71 — pe ¢ G(E) y

271 — e = 27 Ve — p(aa) = 2 (e — 7) ¢ G(E)
por lo que p~te —x ¢ G(E) y asi, p=! € o(x). Por tanto, u € {A\71: \ €

o(x)}.

Anslogamente sea A\~! tal que A € o(z), entonces, x — Ae ¢ G(E) y como
r—de=xz—MNzz ) =z\eX ' —z7) ¢ G(E)
se sigue que, eA™! — 271 ¢ G(E). Por tanto A~! € o(x71). O

Definicion 1.4.18. Sea I un ideal bilateral de un dlgebra E, entonces el
espacio cociente E /I es un dlgebra, donde el producto se define como Ty =
Ty, para todo T,y € E/I.

Observemos que el producto esta bien definido ya que si T1 = T3 y
Y1 = Yz, entonces x1 —x2, y1 —y2 € I y por ser I un ideal bilateral (z1—x2)ys,
x1(y1 —y2) € I, donde x1y1 — x2y2 = (v1 — x2)y2, 1(y1 — y2) € I, por tanto
T1T3 = y1y2- Ademads si F¥ es un dlgebra con unidad, entonces € T = ex =

T =Teé =T €, por lo que € es el neutro multiplicativo en E/I.

Proposiciéon 1.4.19. S0 I es un ideal bilateral de un dlgebra E, entonces
la proyeccion candnica w : E — E/I, x — T, es un homomorfismo de
dlgebras.

Demostracion. Sabemos que 7 es una transformacion lineal, ya que m(Ax +
y=X+y=d+y+I=ANe+I1)+y+1=Xc+7y=Ar(z)+7(y), con
z,y € E. Ademés m(zxy) =Ty =7 §y = w(x)m(y). O

Observacion 1.4.20. Sean E un dlgebra con unidad e, I un ideal bilateral

yx € G(E). En en dlgebra cociente E/I, se cumple T F =gzl =¢=

z~lz =21 Z, por tanto T € G(E/I) y ademds T~' = z—1L.

Teorema 1.4.21. Si E es un dlgebra m-convexa con unidad e, entonces la
funcion inversion x — x 71, del grupo G(E) de los elementos invertibles en
st mismo, es un homeomorfismo. En particular, esto es vdlido para dlgebras
normadas.
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Demostracion. Sea {||-||a}aca una familia saturada de seminormas submul-
tiplicativas que definen la topologia de E.

Como la funcién inversa de la inversion es ella misma, basta probar que
la inversion es continua. Veamos primero que dicha funcién es continua en
e; es decir que si (z;);er es una red en G(FE) tal que (z;);e; — e, entonces
(ari)i_ell — e.

Sea € Ay e > 0. Para todo z € G(X), se cumple que

Iz o = llella < o™ = ella = lI(e = 2)a™ la < lle = z]lallz™ |l

ya que || - || es submultiplicativa. Por otra parte, existe ig > 0 tal que para
todo i > ip sucede que ||z; — ello < min (%, 2”8”57+1> Entonces, si i > i se
tiene que

7 oo = llella < lle = zillallz7 o < 5ll27 [l

=2

de donde 1[|z;!||la < [le]la ¥ ademés:

-1 _ <lle — z; o< (-5 )2 =
||$z eHOl — ”6 leOész HOé — 2”6”01 41 ( ”e”a) &
es decir 2; ' — e en (X, | - ||o)- De acuerdo al Teorema 1.1.20, z; * — e en

el espacio localmente convexo FE.

Sizg € G(E) y (z:)5¢; es una red en G(E) que converge en g, por la
continuidad de la multiplicacion se tiene que x;x, ' yeen F y por tanto
(zow; 1) = (wiwg )™ — e Asi oyt — 2t

O

Definicion 1.4.22. Un dlgebra topoldgica E es completa si lo es como es-
pacio vectorial topolégico; es decir si toda red de Cauchy es convergente. Si
E es metrizable, entonces es completa si toda sucesion de Cauchy es con-
vergente.

1.5. Algebras topoldgicas cociente

Proposicion 1.5.1. Sea E un dlgebra topoldgica, entonces la cerradura de
todo ideal izquierdo (derecho, bilateral) de E es un ideal izquierdo (derecho,
bilateral) de E.

Demostracién. Sea I un ideal izquierdo. Es claro que I es un subespacio
vectorial de E. Tomemos y € I y © € E. Sea V,, una vecindad de xy en
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E. Veamos que Vg, NI # (); asi quedard demostrado que zy € I. Por la
continuidad del producto, sabemos que existen W, y W, vecindades de x
y y respectivamente, talque W,W, C V,,, en particular zW, C V,,. Como
y € I, entonces W, N1 # 0, asi existe w € W, N I. Entonces zw € V,,, y por

ser I ideal izquierdo zw € I. Por tanto xw € Vg, N I. O
Lema 1.5.2. Si || - || es una seminorma submultiplicativa y continua en un
dlgebra topoldgica E, entonces ker|| - || = {z € E : ||z|| = 0} es un ideal

bilateral y es cerrado.

Demostracion. Claramente ker || - || es un subespacio de E, pues como || - ||
es una seminorma, se tiene que 0 € ker| - ||, ademés si z,y € E entonces
lz + yl| < ||zl + ||yl = 0, por lo que ||z +y|| = 0 y si A € C, entonces
IAz]| = |[Al|lz|]| = 0. Sea z € E, como || - | es submultiplicativa, se tiene
llzz|| < |lz|ll|lz|l = 0y ||zz]| < ||z]|]|z]| = 0. Por tanto ker|| - || es un ideal
bilateral y es cerrado por ser la imagen inversa del cerrado {0}, bajo la
funcién continua || - ||. O

Teorema 1.5.3. Si || - || es una seminorma submultiplicativa en un dlgebra
E e I es un ideal bilateral de E, entonces la seminorma cociente || - |1
en E/I es submultiplicativa y si I es cerrado en (E,||-||) v | - | no nula,
entonces || - |1 es una norma en E/I. Por tanto (X/1,| - ||1) es un dlgebra
seminormada en el primer caso y es normada en el sequndo. Si (E, || -||) es
un dlgebra p-normada e I es un ideal bilateral cerrado, entonces (E/I,| - ||1)
es un dlgebra p-normada. En todos los casos, el homomorfismo cociente

m (B D) = (B/L - [r)
es continuo y abierto.

Demostracion. Sabemos que I es un subespacio vectorial de E. Basta probar
que [|zg[lr < [|Z[|7[|g]l;. Veamos que se cumple [|7g[|;r < ||z + z|/[|ly + w|| con
z,we I:

lz+2llly+wll 2 [(@+2)(yrw)ll = ley+azwtzy+zwl 2 Df |zy+ull = |27l

Asi al sacar infimos tenemos que ||Z||7||7]|r > ||Z7]|1.

Si I es un ideal cerrado y || - || no nula, entonces |[Z|| = 0 si y slo si
inf | + u|| = 0 si y sélo si inf ||z — u|| = 0 si y s6lo si d(x,I) = 0siy
uel B uel

sélosi x € I =1 siy sélosi T = 0. Por tanto || - ||; es norma en E/I y asi
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(E/I,| - |l1) es un algebra normada.
Por ultimo, si (E, || - ||) es un dlgebra p-normada, e I es un ideal bilateral
cerrado en E, (E/I,|| - ||1) es un élgebra p-normada pues se vale la primera

parte de la prueba. Ahora si x € 'y A\ = 0 entonces se vale claramente
IAZ|| 1 = |A]P||Z]|r vy si A # 0, entonces

A\Z|[; = inf ||\ = {nf ||\ A7) = |A]P inf AWl = IMP|z|;.
[AZ| 1 leglll r+y ;rellll (x+ A"yl = |A| ;IEIIHH yll = APz 1

O

1.6. Radical de Jacobson

Definicion 1.6.1. Sea E un dlgebra con unidad e, definimos el radical de
Jacobson de E como:

Rad(E) = ﬂ{M C E: M es un ideal maximo izquierdo de E }.

Por la Observacién 1.4.4, Rad(E) es un ideal izquierdo. De hecho vamos
a probar que es un ideal bilateral.

Lema 1.6.2. Sean =,y € E, si e — xy tiene inverso izquierdo (derecho),
entonces e — yx tiene inverso izquierdo (derecho).

Demostracion. Supongamos que existe z € E tal que e = z(e—zy) = z—zxy.
Sea w = e + yzx, entonces

w(e —yzr) = e —yr + yza — yzayr = e — yr + y(z — zzy)xr = e.

Por tanto e — yx tiene inverso izquierdo. Para el caso cuando e — zy tiene
inverso derecho se procede de manera similar. O

Lema 1.6.3. Sea I un ideal izquierdo de E tal que e — x tieme inverso
1zquierdo para todo x € I, entonces e — x es invertible para todo x € I.

Demostracion. Sea x € I. Por hipétesis existe y € F tal que e = y(e — z) =
y — yx, entonces e — y = —yx € I, lo que implica que y = e — (e — y) tiene
inverso izquierdo digamos z. Por tanto, por el Lema 1.6.2 y tiene inverso
derecho asi z = (e — x) y entonces e = (e — x)y. Es decir, e — x es invertible
yy=(e—a)"" O

Lema 1.6.4. Rad(E) C {z € E : e — x tiene inverso izquierdo}.
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Demostracion. Sea x € Rad(FE), si e —x no tiene inverso izquierdo, entonces
el ideal izquierdo generado por e — x es propio, es decir E(e — x) C FE.
Entonces M es un ideal méximo de E tal que E(e —xz) C M. Siz € M,
entonces e = e + (e — x) € M, lo que contradice que M es un ideal méximo
izquierdo de E, por tanto x ¢ M. Asi z ¢ Rad(E). O

Corolario 1.6.5. Rad(E) C{r € F:e—x € G(E)}.

Demostracion. Por el Lema 1.6.4, Rad(E) es un ideal izquierdo que cumple
las hipétesis del Lema 1.6.3, asi se tiene el resultado. O

Lema 1.6.6. Rad(E) ={z € E:e—yx € G(F) para todo y € E}.

Demostracion. Sean x € Rad(E) y y € E, entonces yx € Rad(E). Del
Corolario 1.6.5 se sigue que e — yx € G(F). Reciprocamente, sea x € E tal
que e —yx € G(F) para todo y € E. Supongamos que x ¢ Rad(E), entonces
existe M, un ideal méximo izquierdo, tal que x ¢ M, lo cual implica que
FEx+ M = E, de donde yz + m = e, para algin y € E, m € M; pero por
hipétesis m = e — yx € G(F), lo que contradice que M es un ideal maximo
izquierdo de E. Por tanto x € Rad(FE). O

Lema 1.6.7. Rad(E) ={z € E:e—xzy € G(E) para todo y € E}.

Demostracion. Por el Lema anterior, z € Rad(E) siy sélo si e—yx € G(E).
Debido al Lema 1.6.2, esto es equivalente a que e — xy € G(FE), para todo
ye k. O

Lema 1.6.8. Rad(E) ={x € E:e—zy,e —yx € G(E) para todo y € E}.
Demostracion. Se obtiene el resultado de los Lemas 1.6.6 y 1.6.7. O
Proposicién 1.6.9. Rad(E) es un ideal bilateral.

Demostracion. Si definimos

Rad(E)gr = ﬂ{M C E: M es un ideal maximo derecho de E},

entonces Rad(E)r es un ideal derecho de E, y ademds podemos obtener
para Rad(F)g los resultados correspondientes a los obtenidos para Rad(E),
simplemente cambiando la palabra izquierdo por derecho. De modo que por
el Lema 1.6.8, Rad(F) = Rad(FE)gr. Esto nos dice que Rad(E) es un ideal
bilateral. O

Proposicién 1.6.10. Sean E un dlgebra con unidad con unidad e y x € F,
se cumplen las siguientes propiedades:
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a) Sixz € Rad(E), entonces r(z) = 0.
b) Sir(ax) =0 para todo a € E, entonces x € Rad(FE).
Demostracion.

a) Sea A € C con A # 0, entonces 3o € Rad(E), por el Lema 1.6.8 tenemos

que e — yz = +(Xe — x) € G(E), es decir Ae — z € G(E), entonces

A ¢ o(x). Luego o(z) = {0} y por tanto r(x) = 0.

b) Si r(az) = 0 para toda a € E, entonces o(ax) = {0}, entonces e —
ax € G(E) para toda A # 0, en particular e — ax € G(FE) y por tanto
z € Rad(E).

O]

Definicion 1.6.11. Sea E un dlgebra con unidad e, entonces E es semi-
simple si Rad(E) = {0}.
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2.1

Capitulo 2

Algebras de Banach.

2.1. Propiedades de Algebras de Banach.

Definicion 2.1.1. Diremos que E es un dlgebra normada si hay una norma
Il || que define su topologia y ésta es submultiplicativa; es decir dicha norma
satisface la desigualdad

lzyll < llz[[llyll para todo z,y € E.

Ademds si un dlgebra normada (E, || -]|) es un espacio completo entonces es
llamada un dlgebra de Banach.

Ejemplo 2.1.2. Sea X wun espacio normado. Recordemos que B(X) es

un espacio normado, con la norma de operadores ||T| o, = sup ||T(x)].
<1

Ademds se cumple que | T(z)|| < [|T||opllz||, para todo x € X.

Podemos definir un producto en B(X) como la composicion de funciones, y
entonces es facil ver que la composicion de operadores lineales es un operador
lineal y que la composicion es asociativa y distributiva:

((S1+S2)oT)(x) = (S10T(x)+ Sz 0T (x))
= (S10T + Sy0T)(x);
(T o (S1+S52))(z) =T o (S1(x) + S2(z))

= (T 0 S1+ T o0 8y)(x);

y st A € C, entonces

ASoT))(x) =ASoT(z)) = (AS)o(z) =50 (AT)(x).
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2.1 Capitulo 2. Algebras de Banach.

Asi B(X) es un dlgebra cuya unidad es el operador identidad I. Por dltimo
B(X) es normada, pues:

15T [lop = o IST ()| < [1Sllop S 1@ = 11Slopl Tllop- (2.1)

Si X es un espacio de Banach, entonces B(X) es completo y asi es un
algebra de Banach.

Ejemplo 2.1.3. Sea K un espacio de Hausdorff compacto no vacio, consi-
deremos

C(K)={f:K — C: f es continua}.

Entonces C(K) es un dlgebra con el producto (fg)(z) = f(z)g(x), para toda
xz € K y con elemento unidad 1. Mds aun, es un dlgebra de Banach, con la

norma || fllec = sup | f(z)|, pues
rzeK
1f9lloc = sup [f(z)g(@)| < sup [ f(z)] sup |g(2)| = || fllocllgloo-
zeK rzeK rzeK

Ejemplo 2.1.4. M, x,(C) es un dlgebra normada con las operaciones co-

munes de matrices y con la norma ||Al| = sup ||Az|.
x| <1

En cualquier algebra normada con unidad e se cumple que |le|| # 0.

Ademids como |le|| = ||e-e|| < |le]||le|l, entonces 1 < ||e]|. En B(E) se cumple

que ||I||g = 1, pues ||I||p = sup ||[I(z)|]| = sup ||z|| = 1. En el algebra
lell<1 llell<1

normada (C(K), | - ||c) la norma de la unidad 1, también es 1, pero esto no

siempre se cumple en un dlgebra normada.

Ejemplo 2.1.5. M, x,(C) es un dlgebra normada con la norma ||A| =
n n
> > laij|, pues si consideramos A = (ai;) y B = (bij) € Mpxn(C), enton-
i=1j=1

n

ces C' = AB = (ci5) con cij = Y aibyj, asi:
r=1

=33 eyl <303 (Z |airbm-|) B> (Z |airr|bm-r>

i=1 j=1 i=1 j=1 \r=1 i=1 j=1 \r=1

< 22D lal | | 22D Il | = lAlIBI,

i=1 j=1 i=1 j=1
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es decir ||[AB|| < ||A||||B||. Ademds, la matriz I, es la unidad, pero es
facil ver que ||L,|| # 1.

La siguiente proposiciéon nos dice que en un algebra de Banach con uni-
dad, siempre podemos suponer que la norma de la unidad es 1.

Proposicién 2.1.6. Si (E,| - ||) un dlgebra de Banach con unidad e. En-
tonces, existe una norma |-| definida en E que es equivalente a ||-|| y cumple
que:

1. |zy| < |z||ly| para cada x,y € E.
2. le| = 1.

Demostracion. Sea x € E, definimos T, : F — FE dada por T,(y) = zy para
todo y € E. Es inmediato ver que T, es lineal, ademas

1Tz ()l = llzyll < llz[l[lyl

para cada y € FE, asi pues T es continuo.
Ahora, definimos
|z = [Tz llop

para cada z € E, donde ||Ty||op es la norma del operador de T,. Veamos que
| - | es una norma para E.
Primero si z = 0, es claro que el operador T,, = 0 y por tanto

2| = ”TmHOP =0.

Ahora, supongamos que |z| = 0, entonces ||T;|op = 0, de donde T, = 0,
entonces T, (y) = 0 para cada y € E y por tanto zy = 0 para cada y € E, si
hacemos y = e obtenemos que x = 0. Una cuenta sencilla nos dice que para
z,y € Ay X\ un escalar

Ty = AT,
y
Tory =T+ T,
por tanto, dado que ya sabemos que || - ||op €s una norma, se tiene que
Az = [|Txellop = ATz llop = (A Tellop = |Al]]
y

lz+y| = HT$+y”0p = |IT: + TyHOp < HTxHOP + ”Ty”0p <zl + lyl,
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2.1 Capitulo 2. Algebras de Banach.

asi pues |- | es una norma para E. Ademds como Ty, = T,,T),, entonces como
la norma del operador es submultiplicativa, se tiene que

|933/| = HTwaOP = ”TzTyHOP < HTCEHOPHTZ/HOP = |$H?/|

Observemos también que

lel = I Tellop = sup [leyll = sup [y =1,

llylI<1 llyll<1
esto dltimo es cierto pues |le|| # 0 y entonces 1 = ’ ﬁ ‘
Veamos que las normas son equivalentes. Sea x € FE, como LH tiene

le
norma 1, entonces

2] = | Tollop = sup lzy| =
lyli<1

(5

1 1
= MHRH = MHxHa

de donde ||z|| < ||e]||x|. Probemos ahora que (E, |-|) es un espacio de Banach.
Sea {x,} 2, una sucesién de Cauchy en E con respecto a la norma | - |,
entonces

[#n = @m|| < [le][lzn — @m| =0

cuando n, m — 0o, entonces {z, }7> ; es una sucesién de Cauchy con respecto
a |||, por tanto como (F, || - ||) es Banach se tiene que existe xg € E tal que

[ = 2oll =0

cuando n — oco. Ahora, sea ¢ > 0, entonces existe NV € N tal que sin > N
se tiene que

€
|xn — x| < 7

Sea y € E tal que |ly|| <1, entonces

1T =20 W] = T2 () = T )| = [[ny — oyl
€
>
por tanto si n > N y tomando supremo sobre ||y|| < 1 se tiene que

= [l@n = o)yl < [lzn = @ol[llyll < llzn — 2ol <

€
lyll<1
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asi pues
|xy, — x| = 0

cuando n — oo, es decir (E,| - |) es Banach. Dado que la identidad I :
(E,|-|) = (E,] - ||) dada por I(z) = x para cada x € E, es continua, por
el Teorema del mapeo abierto se tiene que I es un homeomorfismo, es decir

I:(E,|-|)— (E,|-]) es continua, por tanto existe m > 0 tal que

1

— x| < ||z

m
para cada x € F, asi pues las normas son equivalentes. ]
Observacidén 2.1.7. En adelante si (E,|| - ||) es un dlgebra de Banach con
unidad e, supondremos que la norma satisface que ||e|| = 1.

Lema 2.1.8. Sean (E, |- ||) un dlgebra de Banach con unidad e y x € E tal
que ||le — z|| < 1, entonces x € G(E) . Ademds, G(E) es abierto.

Demostracion. Como ||e — z|| < 1, se cumple que

oo oo

k k
Dollle=a) <D le—a]* < oo
k=1 k=1

o0

Por lo que 3 (e — ) es convergente, asi (e — x)¥ — 0 cuando k — co. Por
k=0
otro lado:
: <Z<e - M) ) <Z<e - x>k>
k=0 k=0
=S (e— o) — (e —a) <Z<e - x)k)
k=0 k=0
n n+1
=) (e—z)F - <Z(e—x)k>
k=0 k=1
—e— (6 _ x)n—i—l
paratodan > 1. Asix <Z (e — ZL‘)k> = ey andlogamente <Z (e — x)k> x =
k=0 k=0
e. Por tanto z € G(E) con 27! = 3 (e — 2)F.
k=0

Ahora sean z € G(E) y y € E, con ||y — z| < ||z~ !|| 7}, entonces

le =27 yll = lla ™' — a7yl < Jlz 7l -yl < 1,
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2.1 Capitulo 2. Algebras de Banach.

y por lo anterior =y € G(E) y asi y € G(E). Esto muestra que G(E) es
abierto en FE. O

Observacion 2.1.9. Sean E un dlgebra de Banach con unidad e y x € E
o0

tal que ||x|| < 1, entonces (e — ) es invertible y (e —x) "L =e+ > 2"

Demostracion. Sea x € E tal que ||z|| < 1, lo que es equivalente a que

lle — (e — x)|| < 1, entonces por 2.1.8 (e — z) € G(FE). Supongamos que
m

y = (e —2)~! y definamos S,, = > 2" para m > 0, con z°

n=0

= e, entonces

HSm -y

= [ly(e — 2)Sm — |
< lyllll(e = x)Sm — el

= llyllll="*1 < iyl ™.

Como ||z|| < 1, entonces hm |z]|™ ! = 0. As Z 2" =y, que es lo mismo

n=0
que y = e+ Z x™. O
n=1
Proposicién 2.1.10. Sea (E, || - ||) un dlgebra de Banach con unidad e, la

-1

inversion (1)~ : G(E) — G(E) es una funcion continua.

Demostracion. Sea {x,}22; una sucesién de elementos en G(E) que conver-
ge a x € G(E). Supongamos primero que z = e, como lim,_, x,, = € para
= % existe NV € N tal que si n > N, entonces
1

lle =z < 7

Por la Observacién 2.1.9 se tiene que

o0

)l = Z(e — )"

k=0

de donde
o o0 1
ot < lle—anll <Y op =
k=0 k=0
Por tanto si n > N se tiene que
et = ell = Nl — a7 anll = 2y (e — @)
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<z llle = @nll < 2/l — 2] — 0

cuando n — oo. Es decir lim,,_.so a:;l = e, por tanto si lim,,_,. T, = T con
r € G(F), entonces lim,, oo 2~ ', = e y por lo anterior

lm (z7'z,) ' =e
n—oo

de donde (1im,, so 7, ')z = e y por tanto lim, o 2, = 2% O

2.2. Propiedades del espectro.

Teorema 2.2.1. Sea (E, ||-||) un dlgebra de Banach con unidad e. Entonces
para todo x € E, o(x) es un subconjunto compacto de C.

Demostracion. Seax € E'y consideremos f : C — E dada por f(A) = z—Xe.
Notemos que f es continua, pues si tomamos |u — \| < &, como ||e]| = 1 se
tiene que | — pu + Al|le]| = || — pe + Ae|| < €, asi ||z — pe — (x — Xe)|| < e,
entonces ||f(u) — fF(\)| < . Ademas A € f~HG(E)) siy s6lo si A ¢ o(x);
es decir f71(G(E)) = C\ o(z). Por el Lema 2.1.8, como G(E) es abierto,
C\ o(x) es abierto en C, de donde o(z) es cerrado en C. Veamos ahora
que o(z) es acotado. Consideramos |A| > ||z||, entonces |5 < 1, es decir
le— (e — %)|| <1y por el Lema 2.1.8 se sigue que e — ¥ = —3(z — Ae es
invertible, asi A ¢ o(x). Por tanto si A € o(z), entonces [A| < ||z]|. O

Definicién 2.2.2. Sea (E,|| - ||) un dlgebra normada y sea © € E tal que
p(x) # 0, definimos la funcidn resolvente para x como R : p(x) — E dada
por

Ry=(e—xz)!
para cada X € p(x).

Si (E,||-|) es un élgebra de Banach, entonces para cada x € E se puede
definir la funcién resolvente, pues en este caso como o(x) es compacto para
cada x € E, entonces p(z) # () para cada = € E.

Teorema 2.2.3. Sea (E,|-|) un dlgebra de Banach con unidad e, y sea
x € E, entonces o(x) # (.

Demostracién. Sea x € Ey supongamos que o(z) = ().Sea A € p(z) fijo y
p € p(z) tal que (A —p| < m, denotemos por w = (A — p)R), entonces

|w| = (A = p)Ra|| < 3, por la Observacién 2.1.9 se tiene que e — w es
invertible y
o0
(e—w) = ij.
j=0
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2.2 Capitulo 2. Algebras de Banach.

Por tanto,
(e —w)™ —e—w| = Zw]—e—w = Zw]
j=0 J=2
° . = . 1
<D lwl = Jlwl =1~ Jlwl| = o] LT [[0]]
j=2 j=0
Jlw]®
= < ol
— [Jwl
Ahora,

pe —z = (= Ne — (& = Ae) = (x = Ae) (1 = Nz — Ae) " —e)

= De—a)(A— )@ —Ae) " +6) = (e —a)(e — A= ) (he —)7)
— (e —a)(e—w),
de donde tomando inversos, obtenemos que R, = (e — w)~ ! Ry. Observemos
que
IRy = Ry + (A = )R] = || Rx — (e —w) "Ry + wR, |
= [(e = (e —w) ' +w)Ry|| < (e —w) ™" — e — wl[[| Ry
< 2llw|*|Rall = 2A = ul[|RA|1%,

dividiendo por |A — u| tenemos que

— (—Ry)?

Ry — R
HA <o — R,

A—p

si 4 — A, concluimos que

Ry —R
HA—MH_(_Ri) — 0,
es decir R .
AT 2
——F - —R
A— - A

cuando p — A.
Sea f € E* y consideremos g : p(x) C C — C dada por

9(A) = F(Ry)
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para cada A\ € p(z). Dado que f es continua, se tiene que

A) — Ry—R
5 = () =

para cada A € p(z), de aqui concluimos que g es holomorfa en p(z) = C.
Por tanto g es una funcién entera, por otro lado obeservemos que

Ry=Me—a2)'=X"e—A"Ta)"!,

de esta forma, como en un algebra de Banach la inversion es continua se
tiene que

lfm ||Ryl| = lim [A[7'(e=A""2)7!| =0,
[A| =00 [A| =00

de aqui obtenemos que, existe M > 0 tal que si |A\| > M, entonces

g = 1FED] < (IR <111,

ademds es claro que g es acotada en D(0, M), por tanto g es acotada en
C, usando el teorema de Liouville, tendriamos que g = 0. Lo anterior nos
dice que para cada f € E*, se tiene que f(R)) = 0 para todo A € C, por
tanto Ry = 0 para cada A € C, lo cual es una contradiccion, de esta forma
debemos tener que o(z) # 0. O

Proposicién 2.2.4. Sea (E, || - ||) un dlgebra normada. Si x € E, entonces

lim Hx”H% existe y ademds 1im Hx”H% = mf{H:c”H% :n € N}

n—oo n—oo

Demostracion. Sea v = 1nf{Hx”H% :n=1,2,...}, yaque v < Hx"H% para

todo n, tenemos que v < lim Hx”||% Sea ¢ > 0, entonces existe un entero
n—oo

" 1 s .
positivo m tal que ||[™||™m < v + €. Para cada entero positivo n, existe un
entero no negativo a, tal que n = a,m + b, , con 0 < b, < m — 1. Ademas
como %bn < i(m — 1) para todo n € N, %bn — 0 cuando n — oo, asi

n
=1 — %bn — 1 cuando n — oo. Ahora,
1 1 1 b b
™[> = [l on [ = [zt < [l W 2] < (y 4 ) el
De donde li}m H:L‘”H% < lim (7—1—5)%”:5”%” = y+¢e. Como ¢ fue arbitrario,
n oo n—oo
’ n 1
< ~.
Jim [l <y

Por tanto v = lim Hx”||% O
n—oo
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De ahora en adelante si (E, || - ||) es un dlgebra normada denotaremos a

lim Hm””i por v(z).
n—oo

Definicion 2.2.5. Sean E un dlgebra y S un subconjuto no vacio de E.
Definimos la subdlgebra generada por S como

[S] = ﬂ{B : B es una subdlgebra de E y S C B}.

Si (E,||-|) es un dlgebra normada, la subdlgebra cerrada generada por S,
denotada por E|[S|, es la subdlgebra cerrada mds pequena que contiene a S.

Observacion 2.2.6. Sean E un dlgebra y S C E no vacio, entonces
[S]={p(s1,...,8n) :p € Clz1,...,20),81,...,8, €S yn € N}.
Si S = {s1,52...5,} con s;s; = sjs; para todo i,j € {1,--- ,n}, entonces
[S] = {p(s1,...,8n) :p € Clz1,...20] yn € N}
Si S = {s}, entonces
[S] = {A\is+Xas® +.. . Aps": N, €Ci=1,...,n yn €N},
Por dltimo, si (E,| -||) es un dlgebra normada, es claro que E[S] = [S].

Proposicién 2.2.7. Sean (E,| - ||) un dlgebra de Banach con unidad e y
C' una subdlgebra mazimal conmutativa de E, entonces oc(x) = o(x), con
zeC.

Demostracion. Sea A ¢ oc(x), entonces x — Ae tiene inverso en C; es decir
existe u € C tal que u(x — Xe) = (x — Ae)u = e, pero como C' C E se
sigue u € E . Asi x — Ae tiene inverso en F, por lo que A ¢ o(x). Por tanto
o(x) Coc(x).

Ahora tomemos p ¢ o(x) entonces x — pe es invertible en E, por lo que
existe y € F tal que y(x — pe) = (x — Xe)y = e. Sea z € C, entonces como C
es conmutativa z(z — pe) = (x — pe)z y multiplicando por y por la izquierda
y por la derecha se sigue que yz(z — pe)y = y(z — pe)zy, asi yz = zy.
Consideremos S = C U {y} C E y sea la subélgebra Cyp = E[S], un calculo
sencillo nos dice que Cy es también conmutativa y claramente C' C Cy. Por
tanto al ser C' maximal se sigue que C' = (Y, asi y € C'. De esto se sigue que
x — pe es invertible en C'y asi p ¢ oc(x). Por tanto o¢(z) C o(x). O

Teorema 2.2.8. [Teorema del radio espectral] Sea (E,| - ||) un dlgebra de
Banach con unidad e. Si x € E, entonces r(z) = v(x).
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Demostracion. Sean x € E'y A € o(x), entonces por la Observacién 2.1.9
|A| < ||lz||, asi r(x) < ||z]||. Por el Teorema 1.4.12 se sigue que o(z") = o(x)"
para todo n € N; esto implica que si A € o(z), entonces A" € o(z"). Por
tanto, r(z") = r(z)" y asi r(z) = r(x")% < Hx”||%, para todo n € N,
entonces

1
< i ™M,
r(#) < Jim [l

Para la otra desigualdad podemos suponer que = es no cero. Consideremos

A € C tal que |A| < % entonces ||Az|| < 1, por el Lema 2.1.8 e — Az es

Bk

[ee]
invertible y por la Observacién 2.1.9 (e — Az) ™! = e+ Y (Az)™.
n=1

Consideremos al conjunto D = {A € C: 0 < |A| < %} Si A € D, entonces
r(z) < ﬁ y asi |p| < ﬁ para toda p € o(x); por tanto ﬁ ¢ o(x). Se sigue
entonces que (e — A\x)~! existe para todo A € D. Si L es una funcional lineal

acotadaen E'y f: D — C estd dada por f(A\) = L((e — Az)~1), entonces f
es analitica en D. La continuidad de L implica que

FQ) =L(e) + > A"L(z") (2.2)

para toda A que satisfaga || < ﬁ < Tlm) Por tanto la serie en la ecuacién

2.2 es la expansién de Taylor para f. Ademas como f es andlitica se sigue
o0

que > A"L(x™) converge absolutamente en D, asf:
n=1

lim |[L(A"z"™)| =0 (2.3)

n—00

para toda A € D y toda L en el espacio dual E* de E.
Sea A € D, paracadan € Ny L € E* definamos ,,(L) = L(A"z"), entonces
para toda n € N tenemos que

[l = IA"2"]. (2.4)
De la ecuacion (2.3) se tiene que sup{|¢n (L) : n € N} = sup{|L(A\"z")| : n €
N} < oo para cada L € E*. Entonces existe K > 0 tal que ||¢,| < K para
nt < kn
: Tl <5
para cada n € N. Entonces lim [|2"|» < ﬁ para cada A € D. Por tanto
n—o0

cadan € N. Por la ecuacién (2.4) tenemos que [|\"z"|| < K, asi
lim [|l2"|= < r(z).
—00 -
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2.2 Capitulo 2. Algebras de Banach.

Proposicién 2.2.9. Sea (E, (||-]|) un dlgebra normada, entonces para x,y €
E y A€ C, se cumple que:

a) 0 <v(z) < |lzf|.

b) v(dz) = [Av(z).

c¢) v(z¥) = v(z)* para k =1,2,...

d) Sixy = yx, entonces v(xy) < v(x)v(y) y vz +y) < v(z) +v(y).
Demostracion.

a) Se cumple claramente.

1
n

b) Setiene que lfm [[(Az)"||x = lim |[A"2"|= = lfm (J]A"|z])» = |[A| lfm |||~
n—oo n—oo n—0o0 n—oo

Esto implica que v(Az) = |Alv(x).

c) Sea e > 0, entonces existe m € N tal que v(z) —e < Ha:mﬂi <v(r)+e.
Luego

v(z) —e <wv(z) < kamHﬁ < HmkH% < v(z) + € para toda k € N,

y por tanto, (v(x) —&)* < H(xk)mH% < (v(x) + ¢)* para toda k € N.
Haciendo m — oo, se tiene que (v(z) — &)* < v(2*) < (v(z) + €)* para
todo k € N. Como ¢ fue arbitraria, se cumple que v(x)* = v(z¥) para
cada k € N.

d) Supongamos zy = yx. Entonces por induccién sobre n: (zy)" = a"y".

Base inductiva: Para n = 1 se cumple trivialmente.
Hipétesis de inducciéon: Supongamos que se cumple para n; es decir
(2y)" = amy".

Paso inductivo: Veamos que se vale para n + 1. Se tiene que (zy)"*! =
(a:y)”(xy) — wnyn(xy) — xnynyx — mnyn+1m — xnmynJrl — xn+1yn+1.
Ast [[(xy) = = lla"y"ll% < [le||7 y" % Entonces lim ||(wy)"|

IN

lim Ha:"||% lim ||£L’y||% Por tanto, v(zy) < v(z)v(y).

Tomemos o > v(z) y B > v(y). Sean a = ()z y b = (%)y, entonces
via) <1lyuwv(b) <1.
Como z y y conmutan, tenemos que

(2 + )" " = zn: (T.L)ijn_j

=0
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< Z(j.) 3 53| | 677

J=0

Para cada n tomemos n/ y n” tal que n’ +n” = n y [[a”||0"| =

méx |la’|[[|6"7||. Con esta eleccién de n’ y n” tenemos que
0<j<n

’ 1 L. r 1 1
v +y) = lim (49" < (o+ B)lminf o |35 %

., ’ 4 s .
Ahora tomemos la sucesion (’-)nen. Entonces 0 < () en < 1, asi tiene

!
.« n ’ . .
una subucesiéon convergente (,T:)keN con limite 7. Si v # 0, entonces
! ’
ny, — 00 y asi

!
n

1 L om
lim a7 = lim (o™ 7F) "% = v(a)? < 1.
k—o00 k—oo

Si v = 0, entonces

/
n

1 Zk
lim sup [|a™ || < lm [a]|™ <1
k—o00 k—o0

1
. , e
Por tanto, en cualquier caso lim ||a™x| " < 1.
k—o0
.. nt! .
De manera similar, ya que (ﬁ) kInN converge, se tiene que

1
lim ||b7 || < 1.
k—o0

Entonces v(x + y) < a + 8. Como esto es valido para todo a > v(x) y
B > v(y), se sigue que v(x +y) < v(z)+v(y).

0
Lema 2.2.10. Sea (E,| - ||) un dlgebra normada. Para que v(zx) coincida
con ||z|| es necesario y suficiente que ||z?| = ||z||?, para cada x € E.
Demostracion. Si v(z) = ||z||, entonces ||z?|| = ||z]|?, ya que v(z?) = v(x)?
por inciso d de la Proposicion 2.2.9.
Ahora supongamos que ||22|| = ||2||?. Entonces por induccién sobre n, pro-
baremos que ||z2"| = ||z||*".
Base inductiva: Para n = 1, se cumple por hipétesis.
Hipétesis de induccién: Supongamos valido para n; es decir [|22"|| = ||=||*".
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2.3 Capitulo 2. Algebras de Banach.

Paso inductivo: Veamos que se cumple para n+1; es decir [|22" || = ||lz)2"".
. n+1 n, n n n n,

Se tiene que 122 = 12272 = @) = 11212 = (J=]]*")* = [l=]*"* =

22 .

Por tanto v(x) = lim ||x2n|]2% = lim (||z]|*")2 = ||z O
n—oo n—oo

2.3. Propiedades de M#(E).

Proposicién 2.3.1. Sea (E, ||-||) un dlgebra de Banach compleja con unidad
e. Entonces M7 (E) = M(E).

Demostracion. Es claro que M(E) € M#(E). Ahora sea ¢ € M#(E), en-
tonces ¢ : E — C es lineal, multiplicativa y no cero. Sea x € E tal que
o(r) #0, y seay = p(r)e —x € E, entonces y € ker(p) puesto que:

p(p(x)e — ) = p(z)p(e) — p(z) = p(z) — p(x) = 0.

Ahora si ¢(x) ¢ o(x), entonces p(x)e —x es invertible, es decir, existe y € E
tal que y(p(x)e —x) = (¢(x)e — x)y = e, entonces

0= p(y(p(z)e —2)) = p(y)p(p(r)e — ) = ple) = 1.
Es decir 0 = ¢(e) = 1, lo cual es una contradiccién. Por tanto ¢(x) € o(z).
Por lo que |¢(x)| < ||z|| para toda z € E y entonces ¢ € M(E). Por tanto
M#(E) = M(E) . O

Lema 2.3.2. Sea (E,| -||) un dlgebra de Banach conmutativa con unidad
e. Para cada x € E, la evaluacion T : M(E) — o(z) dada por T(¢) = ¢(x)
es un mapeo continuo suprayectivo de M(E) en o(x). En particular

o(x) ={e(z) : p € M(E)}.
A la funcion ~ se le conoce como la transformada de Gelfand.

Demostracion. Veamos que ~ estd bien definida. Sea ¢ € M(E) y conside-
remos una red {¢q }o en M(FE) tal que ¢4 N @ !siysélosi pa(r) = @(x)
para toda z € F, entonces &(p,) — Z(p) para toda x € E . Por tanto Z es
continua para toda z € E.

Seax € E'y A € o(r) veamos que existe ¢ € M(E) tal que A = ¢(x).

1Si (X, ||-||) es un espacio normado, entonces {¢a }o unared en X* converge debilmente*
a @ € X* si {¢a}a converge a ¢ con la topologia debil*. Estd convergencia es denotada

POr Yo i) ®.
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Como X € o(x), entonces e —x ¢ G(F). Como E es un élgebra conmu-
tativa se sigue que (Ae —z) = {z(Ae — ) : z € E} es un ideal bilateral
propio de E ya que e ¢ (e — z) pues si no, existiria z € (Ae — ) tal que
z(Ae —x) = (Ae — x)z = e, entonces e — x es invertible, lo cual es una con-
tradiccién. Por el Lema de Zorn (Ae — x) estd contenido en un ideal bilateral
maximal, digamos I. Sabemos que I es un ideal bilateral, ademds I < 1,
entonces I = I o I = E. Supongamos que I = E, entonces e € I y como
G(FE) es abierto existe una vecindad B, C G(F) de e tal que B. N1 # (),
es decir existe y € B, NI, asi y es invertible por lo que existe y~' € E tal
que y 'y =e € I. Asi, dada z € E, ze € I y entonces I = E, lo cual es
una contradiccién. Por tanto I = I. Consideramos ahora el espacio cociente
E/I que también es un espacio de Banach usando la norma cociente. Sea
b € E/I, entonces o(b) # 0, asf existe A € o(b) tal que Ae —b es no invertible
por lo que Ae — b = 0, entonces Ae = b. De esta manera, como E/I = C, si
tomamos ¢ = 7 : F — E/I, dada por 7(x) = x + I, sabriamos que es un
homomorfismo y asi m(xz) =z + I = Ae + I = A. Por tanto ~ es sobre. [

Proposicién 2.3.3. Sea (E,|| -||) un dlgebra de Banach con unidad e. En-
tonces cada ¢ : E — C lineal, mulltiplicativa y no cero, estd acotada y

lell = 1.

Demostracion. Como ¢(x) € o(x), entonces |p(z)| < r(z) < ||z|, de esto se
sigue que |||l < 1. Por otro lado como |le|| = 1y ¢(e) = 1, entonces se tiene
que [l¢f = [p(e)] = 1. O
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Capitulo 3

Algebras-C*.

3.1. Propiedades basicas de algebras-C*.

Esta seccion estd dedicada a estudiar los conceptos y resultados basicos
de las algebras C*.

Definicion 3.1.1. Sea E un dlgebra compleja. Una funcion x : E — E es
llamada involucion si satisface las siguientes propiedades:

(z+y)" =2*+y* para todo x,y € E.
(Az)* = Az* para todo x € E y para todo ) € C.
(zy)* = y*x* para todo x,y € E.
(z*)* = x para todo z € E.
Un dlgebra con involucion es llamada un algebra-x.
Observacioén 3.1.2. Sea E un dlgebra-x, entonces 0* = 0.
Demostracion. Notemos que
0*=(04+0)"=0"+0"
Entonces 0* = 0. Ademads si 2* = 0, como (z*)* = 0%, se tiene que x = 0. [
En estd seccién consideraremos algebras complejas.

Definicién 3.1.3. Si (E, || -||) es un dlgebra-« y normada, diremos que E
es un dlgebra-+ normada. Si ademds ||z*|| = ||z|| para toda x € E, diremos
que E es un dlgebra normada-+. También si E es un dlgebra-« normada y
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completa, entonces diremos que E es un dlgebra-+ de Banach. Finalmente
st B es un dlgebra normada-x y completa diremos que E es un dlgebra de
Banach-+.

Definicién 3.1.4. Sea (E, || -||) un dlgebra-« de Banach. Decimos que E es
un dlgebra-C* si cumple que:
|z||* = ||zz*|| para todo x € E.
A esta ultima igualdad se le conoce como la condicion C*.
Ejemplos de algebras-C*.

a) (C,|:|) con la operacién x dada por la conjugacién de un nimero complejo,
es un algebra-C* pues claramente |z|2 = |2 Z|, para todo z € C.

b) Sea H un espacio de Hilbert complejo con producto interior (-,-). El
conjunto de operadores lineales y continuos de 3, denotado por B(H) es
un algebra -C*. El producto esta dado por la composiciéon de operadores.
La operacion * es el adjunto, que estda dada de la siguiente manera: para
cualquier operador T en B(H) su adjunto estd definido por la relacién
(T*z,y) = (z,Ty) para todo z,y € H. Finalmente la norma estd dada
por

I7) = sup{|[Tal : 2 € , |z] <1}

para cualquier T €. Consideremos T € B(H) y sea x € H, entonces
ITel? = (Tw, Ta) = {x, TT)
< lelT*T| = ||| T*T|,

2
asi (”Tg””) < ||TT*|| para toda = # 0. Por tanto ||T||?> < |TT*|. Para

[[=]]
la otra desigualdad se tiene que

ITT*|| < ITINT*|| = T
Por tanto ||TT*|| = ||T2.

c) M,(C), el conjunto de matrices complejas de n X n, con n € N, es un
algebra-C™* con las operaciones usuales de las matrices. La operacion *
estd dada por A* = Al. De manera andloga a nuestro ejemplo anterior
definimos la norma como

[A]l = sup{[|Az]]2 : € C*, [|z[]2 < 1}

con || - ||2 la norma usual en C". Es claro que |AA*|| = || A%
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d)

Sea X un espacio compacto de Hausdorff y consideremos
C(X)={f:X — C: f es continua}.

La operacién * estd dada de la siguiente manera: para cada f € C(X)
se define f* como f*(x) = f(z) para cada x € X. La norma es la norma
usual del supremo.

| flloc = sup |f(x)| para toda f € C(X).
zeX

Es facil ver que ||ff*|| = ||f||* para toda f € C(X).

Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff. Una funcién
f X — C se dice que se anula en infinito si para cada ¢ > 0, exis-
te K C X compacto tal que |f(z)| < € para todo z ¢ K. Consideramos

Co(X)={f:X — C: f es continua y se anula en infinito },

entonces Cy(z) es un dlgebra-C* conmutativa. Si X es un espacio lo-
calmente compacto, no compacto, Cy(X) no tiene unidad. De manera
ansloga al inciso anterior la operacién * estd dada por f* = f. Con la
norma del supremo

|| fllcc = sup |f(x)| para toda f € Cy(X).
rzeX

Se cumple que | ff*|| = || f||? para toda f € Co(X).
Sean A y B algebras-C*, podemos formar la suma directa
A® B ={(a,b):a€ A be B}.

Entonces A & B es un algebra-C* con las operaciones algebraicas de
adicién, multiplicacién por escalar y multiplicacion son realizadas coor-
denada a coordenada. La operacién * estd dada por:

(a> b)* = (a*a b*),

cona€ AybeB.
Ademss, la norma estd dada por

(@, D) = méx{{all,[b]},

paracadaa € Ay be B.
Veamos que se cumple la condicién C*. Sea (a,b) € A @ B, entonces

I(a, 0)(a,0)|| = [[(aa”, bb%)|| = max{[|aa™||, |bb[|}
= mix{||al|?, [bl*} = (max{llal, [b]})* = lI(a, )]
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Definicion 3.1.5. Sea E una dlgebra-x, entonces:

1. Un elemento v € E es hermitiano si x* = x. El conjunto de los ele-
mentos hermitianos serd denotado por H(E).

2. Un elemento x € E es normal si x*x = xzx*. El conjunto de los ele-
mentos normales serd denotado por N(E).

3. St E es un dlgebra con unidad e, un elemento x es unitario si x*x =
e = xx*, esto es x es invertible y x=' = x*. El conjunto de los ele-
mentos unitarios serd denotado por U(E).

Definicién 3.1.6. Sean E un dlgebra-x con unidad e, A es un subconjunto
no vacio de E y A* = {z* : © € A}. Una subdlgebra auto adjunta A es
llamada una subdlgebra-+ de E.

Observaciéon 3.1.7. Sean E un dlgebra-x y A C E no vacio, A es auto
adjunto si y solo si x € A, entonces x* € A para toda x € A.

Proposicién 3.1.8. Sea E un dlgebra-+ con unidad e. Consideremos { A; }icr

una familia de subdlgebras-x, entonces (| A; es una subdlgebra-x.
el

Demostracion. Sea x € () Aj;, entonces x € A; para todo i € I, luego
el

*
x* € A; para todo i € I, asi x* € [ A;, y por tanto x € <ﬂ Ai> . Se tiene
iel i€l

*
entonces que [ 4; = (ﬂ AZ) , es decir (] A; es una subdlgebra-x. O
icl il icl

Definicion 3.1.9. Sean E un dlgebra-+ con unidad e y S un subconjunto
no vacio de E. Definimos la subdlgebra-x generada por S como

(9), = ﬂ{A : A es una subdlgebra-+ de E y S C A}.
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Observaciéon 3.1.10. Sean E un dlgebra-+ y S C E no vacio. Entonces,
para toda subdlgebra-+ A de E tal que S C A se tiene que (S), C A. Ademds,
(S), consiste de todas las combinaciones lineales de elementos de la forma
T1++ Ty COM T1,...T, € SUS*, es decir:

(9), ={ Z Aityomin)Tir Tin = Tipy € B Ay iy € Gy ooy, € SUST,

(31,...%n)

(i1,...1n) € N*,n € N y la suma es finita }

Si todos los elementos de SUS* conmutan, entonces la subdlgebra-x (S), es
conmutativa.

Definicién 3.1.11. Sea (E, || -||) un dlgebra-C* con unidad e. Decimos que
B C E es una subdlgebra-C* con unidad e de E, si B es una subdlgebra-x
de Banach de E y en B se cumple la condicion C*.

Observaciéon 3.1.12. Si (E,|| - ||) es un dlgebra-C* con unidad e. Dado
x € E denotaremos por E (x) a la subdlgebra-C* con unidad e que contiene
a x, esto es:

E (z) = (S), donde S = {x,e}.
Claramente E (z) es conmutativa si y solo si x es normal.

Proposicion 3.1.13. Sea E un dlgebra-x. Para cada x € E, existen unicos
h,k € E hermitianos tal que x = h + ik.

Demostracion. Sea x € E, consideremos

h= %(:E—I—az*) yk:%(:n—aj*) € E,
entonces es facil ver que h = h*, k = k* y x = h +ik. Si h1,k1 € E son
elementos hermitianos tal que x = hq +1ikq, entonces x* = hy —ikq, entonces
T+ 2% = 2hq, asi hy = %(l’ + 2*). Por tanto h = h;. De manera anédloga se
puede probar que k1 = k. Es decir, la descomposicion x = h+1ik con h = h*,
k = k* € E es Unica.
O

Proposiciéon 3.1.14. Sea FE un dlgebra-x con unidad e, entonces
a) e =ce".

61



3.1 Capitulo 3. Algebras—C*.

b) Sea x € E, entonces x es invertible si y solo si x* es invertible. En tal
caso (z*)71 = (z71)*.

¢) o(z*) = o(x), para cada x € E. Si E es un dlgebra-+ real entonces
o(z*) = o(x).
Demostracion.

a) Tenemos que, e = (e*)* = (ee*)* = e™e* = ee* = €*.

b) Suponemos primero que x es invertible. Entonces existe 27! € E tal que
vl = ey otz = e Al aplicar # — z* se sigue que (zz~1)* = ey
(z7lz)* = e, ast (z71)*z* = ey 2* (2 1)* = e. Como el inverso es tnico,

entonces (z*)~! = (z71)*.

Ahora si suponemos que z* es invertible, existe (z*)~! € E tal que
o*(x*)" P = ey (2*)'a* = e. Al aplicar  — z* se tiene (z*(z*)"1)* =¢
y ((z*)~1z*)* = e, entonces ((z*)"!)*z = e y x((z*)"!)* = e. Por tanto

z es invertible y 27! = ((2*)~1)*.

c) Si A ¢ o(z*), entonces e — z* es invertible, por el inciso b) se tiene que

(Ae — z)* = Xe — x es invertible, asi A\ ¢ o(x) y entonces \ ¢ o(z). Por
tanto o(z) C o(z*). B
Si A ¢ o(x), entonces A ¢ o(x), asi Ae—x es invertible, utilizando el inciso

b) se tiene que (Ae —x)* = Xe — z* es invertible, entonces A ¢ o(z*). Por
tanto o(z*) C o(x).

O

Corolario 3.1.15. Si (E,|| - ||) es un dlgebra-+ de Banach, entonces se
cumple que v(z*) = v(z), para toda x € E.

Teorema 3.1.16. Sea (E,| - ||) un dlgebra-C* con unidad e. Si h € E es
un elemento hermitiano, entonces ||h|| = r(h).

Demostracion. Por ser h hermitiano se tiene que ||h?|| = [|hh| = ||h*h|| =
||h|2. Usando induccién sobre k, se sigue que [|[h2"|| = ||A]|2". De esta manera,
1
r(h) = lim ||h*])F =[],
k—o0
O

Proposicién 3.1.17. Sean (E,|| -||) una dlgebra-C* con unidad e y x € E.
Six # 0, entonces ||z| = ||z
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Demostracion. Como E es un algebra-C*, entonces ||z||? = ||z2*|| < ||=||||z*],
ast ||z|| < ||z*|]. Andlogamente, como ||z*||? = ||z*(2*)*|| < ||z*||||z|, enton-
ces ||z*|| < ||z||. Por tanto se cumple que ||z| = [|z*||. O

Observacion 3.1.18. La Proposicion 3.1.17 sigue siendo cierta sin que el
dlgebra E sea completa.

Lema 3.1.19. Sea (E,| -||) un dlgebra-C* conmutativa con unidad e y sea
¢ € M(E). Entonces ¢(x*) = ¢(x), para cada x € E.

Demostracion. Primero veamos que ¢(h) es real para cada h € E hermi-
tiano. Tomemos z = h + ite con t real. Si ¢(h) = o+ i3 con a y [3 reales,
entonces

d(z) = p(h+ite) = p(h) +itp(e) = a+if +it = a+i(8 + 1),

ademas
2*z = (h —ite)(h + ite) = h? + t%e.

Entonces
o® + (B+1)* = [o(2)* < |lz]* < |l2*2] < %] + 2,

es decir a? + 2 + 26t < ||h?|| para todo real t. Asi B =0y ¢(h) es real.

Ahora si x € E, entonces x = h + ik, con h = % vy k= mgf* Ya que

h=h* k=Fk* ya* =h—ik, para cada ¢ € M(E) tenemos que

¢(x") = d(h —ik) = ¢(h) —ip(k) = d(h) —ip(k) = ¢(h +ik) = ¢(x).
O

Teorema 3.1.20. [Gelfand-Naimark] Sea (E, ||-||) un dlgebra-C* conmuta-
tiva con unidad e. La funcion x — & que va de (E, ||-||) en (C(M(E)), || |loc),
donde & estd definida por

#(¢) = ¢(x) con ¢ € M(E),
es un isomorfismo-x isométrico de E a C(M(E)).

Demostracion. Para ver que x — 2 es un homomorfismo-* tomemos x,y € E
y ¢ € M(E), entonces

3o+ y(9) = 6z + 1) = Ao(2) + y) = A& (d) + §(9),
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— N

es decir x +y = & + §. Ademas

zy(¢) = dp(ay) = d(x)(y) = £(4)4(¢),
por tanto Ty = Z7.
Por el inciso b) del Lema 3.1.19, ¢(z*) = ¢(z), es decir z*(¢) = 2(¢). Es
decir, z* = & = z*.
Ademds, es facil ver que Z es continua, pues si tomamos ¢ € M(E), entonces

()| = lp(2)] < r(z) < [l].

Asi ||2]|co < [|z]|. Por tanto & € C(M(FE)) para cada z € E.
Ahora, veamos que x — & es continua. Sea g € F, x € F'y ¢ > 0, entonces

—

[& = 2ol = [l = wol| <[l —wo| <e.

Ademas x — T es una isometria, pues:

l2]|* = 2"zl = r(a*z) = [lz*2]loc = 2" E]lo0 = |122]|00 = 215
es decir ||z]| = ||#]|co. Por tanto x — & es inyectiva.

Sea B el rango x — Z, es claro que B es una subalgebra de C(M(E)) que es
cerrada bajo conjugacién compleja, es decir si & € B, entonces (2)* = & € B.
Ademés, (B, || - ||co) es completo pues si tomamos una sucesién de Cauchy
{Zn}n en C(M(E)) y € > 0, existe N € N tal que si n,m > N entonces

|z = zm| = Hxn/_\meoo = [|Zn — Tl <e.
Asi {zy}, es una sucesién de Cauchy en E, y como (E, || - ||) es de Banach,
existen g € E y N’ € N tal que si n > N’, entonces

[Zn — Zolloo = |70 — Tolloo = [[n — ol <,
es decir &, — Zg. Asi (B, ||'«) es completo y por tanto cerrado. Por lti-
mo sean @, € C(M(E)), con ¢ # 1, entonces existe o € FE tal que

o(xo) # ¥(x0), es decir To(¢) # xo(¥) y por tanto * — & separa pun-
tos. Asi utilizando el Teorema de Stone-Weierstass, B = C(M(E)), es decir
B = C(M(E)), y por tanto, x — I es sobre. O

Proposicién 3.1.21. Sea (E,| - ||) un dlgebra-C* con unidad e. Si h € E
es hermitiano, entonces o(h) es real.

Demostracion. Sea E (h) la subélgebra-C* conmutativa con unidad e de E
que contiene a h. Ya que h = h*, entonces dada la transformada de Gelfand

relativa a E (h) dada por h : M(E) — op(h) satisface que h = h* = h, se
sigue que h es una funcién real. Por el Lema 2.3.2 tenemos que op(h) =
{o(h) : ¢ € M(B)}, asi op(h) es real. Por tanto, como og(h) C op(h) se
sigue que og(h) es real. O
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3.2. Elementos positivos

Definicién 3.2.1. Sea (E,|| - ||) una dlgebra-C*, entonces un elemento x €
E es llamado positivo, si x es hermitiano y o(x) C [0,00), denotado por
x > 0. El conjunto de los elementos positivos en E serd denotado por ET.
Escribimos y > x siy—x € ET. Six € E es tal que —x > 0, escribimos
r <0.

Proposicién 3.2.2. Sean (E,|| - ||) un dlgebra-C* conmutativa y x € E.
Entonces

a) = es positivo si y sélo si x = h?, con h € E y h = h*.

b) Si E tiene unidad e, entonces x es positivo si y sélo si x es hermitiano
y [(lzlle) =zl < l=|.

Demostracion. a) Si x € E es positivo, entonces para toda ¢ € M(E) se
cumple que (¢) = ¢(z) > 0, es decir £ > 0. Tomemos /%, claramente
Vi € CM(E)). Consideremos h € E tal que h = V/, si tomamos
h* € E, entonces 71; = h = Vi = Vi = h y como la transformada
de Gelfand es inyectiva, se _sigue que h* = h. Ahora como h = Vi,

entonces (h)? = &, es decir h2 = & y nuevamente como la transformada
de Gelfand es inyectiva, se sigue que h? = x. Supongamos ahora que
x =h?y h=h* Si h es la 1 imagen de h con respecto a x — & como
h = h*, entonces h = h* = h, por lo que h es real y (h) > 0, es decir
R2 > 0. Por 1iltimo, como h? = z se sigue que B2 = y asi & > 0. Por
tanto o(x) C [0,00), es decir, x es positivo.

b) Supongamos que F tiene unidad e y sea z un elemento hermitiano no
cero de E. Si z € ET, entonces o(z) C [0,00), asi para todo ¢ € M(E)

se tiene que Z(yp) > 0, entonces 1 — ”(Q:H) < 1 para todo ¢ € M(E), por

lo que 1= () lle < 1y como e — () I = 111 = (%) o < 1,
entonces ||(||z]le) = || < [lz].

Supongamos que z es hermitiano y ||(||z]le) — x| < ||z||, notemos que
e — (lle) [ =11- (||$||> loo < 1, entonces 1 — () < 1 para todo

[l
© € M(E), ast (p) > 0 para toda ¢ € M(E) y por el Lema 2.3.2 como
o(z) = {e(x) : ¢ € M(E)}, entonces o(z) C [0,00). Por tanto, z € E™.
0

Lema 3.2.3. Sean (E,||-||) un dlgebra-C* con unidad e y h € E hermitiano.
Entonces son equivalentes
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1. h es positivo.
2. ||te — h|| <t para cada t > ||h]|.
3. ||[te — h|| <t para algin t > ||h|.

Demostracién. Veamos que 1 = 2. Sea t > ||h||, como h es hermitiano
por el Teorema 3.1.16, ||h|| = r(h), entonces dado A € o(h) se cumple que
0 < X < ||h]|- Consideremos p(z) =t — z. Por el Teorema 1.4.12,

o(te — h) = o(p(h) = p(o(h) = {t — Az A € o(h)}.

Nuevamente utilizando el Teorema 3.1.16, como te — h es hermitiano, enton-
ces |[te — h|| = r(te — h). Como —||h|| < —A <0, entonces 0 < —||h]| +t <
—A+1t <ty de esto se sigue que |[te — h|| < t.

Es claro que 2 = 3.

Por dltimo 3 = 1. Por lo anterior dado A € o(h) se cumple que ||te — h||
r(te — h) para todo t real, entonces t — A € o(te — h), asi 0 < t — X
lte — h|| < t,esdecir 0 <t— A <tsiysélosi—t<A—t<0siy sblo
0 < A <t. Por tanto A > 0, es decir h es positivo.

L1 @ In |l

Proposicién 3.2.4. Sea (E,| - ||) un dlgebra-C* con unidad e. Si h,k son
elementos positivos en E, entonces h + k es positivo en E.

Demostracion. Sean h,k € E elementos positivos en E. Tomemos t = || h|| +
lk|| > ||k + k||, entonces se tiene que

[te = (h + )| = lI(lIAlle = ) + ([[k[le = K]

< I CllAlle = PN + [I([I%[le = E)]

< |[[Rll + (&l = ¢,
por el inciso (1) del Lema 3.2.3 se sigue que o(h + k) C [0,00). Entonces
h+k>0. ]
Proposicién 3.2.5. Sea (E,| - ||) un dlgebra-C* y sea x € E un elemento

hermitiano. Entonces existen x+, 2~ € EY tal que x = 27 — 2~ yata™ =
wmat =0. Mds ain, |l2*| < ||=]|, [~ < [|2]].

Demostracion. Como x es hermitiano, por lo escrito en la Proposicién 3.1.21
T es real. Entonces escribimos & como la diferencia de sus partes positiva y
negativa, es decir

Jr A —

r=a" -1,
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donde #* = méx{z,0} > 0y &~ = —min{#,0} > 0. Consideremos F (z) la
subalgebra-C* conmutativa con unidad e que contiene a z. Por el Teorema
3.1.20 existen unicos 7,27 € E (z) C F tales que et =ity =
Entonces, si tomamos z = 27 + 2~ se tiene que 2 = ac*/—\:r —at -z =3
y como la transformada de Gelfand es inyectiva se sigue que, z = x, es
decir x = 27 — z~. Para ver ", 2~ son positivos primero apliquemos la
representacién de Gelfand al elemento (x)*, tenemos que W = (;I)* =

ot =3 =4t = o+ , entonces como la transformada de Gelfand es inyectiva
tenemos que 1t = (27)*, por tanto T es hermitiano. De manera analoga se
puede probar que ™~ es hermitiano. Ahora, como o(z) C op(z) C [0, 00), por
tanto z 7 es /p\ositivo. De manera analoga x~ es positivo. Por tdltimo, como

xtz~ = ztez— = 2732~ = 0, entonces por ser inyectiva la transformada de
Gelfand, 272~ = 0. Andlogamente z~z = 0.
O

Proposicién 3.2.6. Sea (E, || - ||) un dlgebra-C* y sea x € E, entonces:

a) ||z|| = v(z), six es normal.
b) |z = v(a*z)2
Demostracion.

1. Como zz* = z*z, tenemos que
2] = [[(«®)*2?|| = ||(z*2)* 2" 2| = [|lz"2|* = [l«|*.

Por tanto ||22|| = ||z|?. De manera iterada ||z| = HxQnH%ﬂ, entonces
]| = v ().

2. Aplicando a) al elemento hermitiano x*z tenemos que ||z||? = ||z*z| =
v(z*z).

Definicién 3.2.7. Sea (E,|| - ||) un dlgebra-x+ normada con unidad e, E es
llamada simétrica, si para toda x € E, e + x*x tiene inverso en E.

Teorema 3.2.8. Sea (E, ||-||) un dlgebra-C*, entonces E* = {y*y : y € E}.
En particular, E es simétrica.
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Demostracién. Sea x € E™, entonces por el inciso a) de la Proposicién 3.2.2
x = h?, con h hermitiano. Por tanto, E* C {y*y:y € E}.

Supongamos ahora que x = y*y, para alguna y € F. Como z es hermitiano,
por la Proposicién 3.2.5 existen u,v € ET tales que x = y*y = u — v con
uv = vu = 0. Ahora (yv)*(yv) = v*y*yv = vy*yv = v(u —v)v = —v3. Ya
que v > 0, entonces por el Teorema del mapeo espectral 1.4.12 (yv)*(yv) =
—v3 < 0. Como los elementos (yv)*(yv) y (yv)(yv)* tiene el mismo espectro
no cero, entonces también se cumple (yv)(yv)* < 0. Escribiendo yv = h+ ik
con h y k hermitianos. Entonces h%, k> € E*. Utilizando la Proposicién
3.2.4 tenemos que:

0 < 2(h® + k%) = h? + ihk — ikh + k® + h? — ihk + ikh + k2

= (yv)*(yv) + (yv)(yv)* < 0.

Asf, o(h? + k%) = {0}, entonces r(h* + k?) = ||h? + k?|| = 0, entonces
h? + k? = 0. Como h? = —k? se tiene que o(h?) = o(—k?) de esto se sigue
que 0 < h? <0, ast o(h) = {0} pero como 7(h) = ||h| = 0, entonces h = 0.
De manera andloga se puede probar que k = 0, esto implica que yv = 0. Pero
entonces 0 = (yv)*(yv) = —v3, es decir v3 = 0. Ahora, por la Proposicién
2.2.9 se tiene que v(v3) = v(v)? = 0 y como v es normal, entonces por la
Proposicién 3.2.6 |[v|| = v(v), asi

0P = v(v)® = (o) = 0

entonces v = 0. Asi x = y*y = u € ET, es decir {y*y : y € E} C E*. En
particular si x € E, como z*x > 0, entonces —1 ¢ o(z*z) ,entonces —e—x*x
es invertible. Por tanto e + x*x es invertible, y entonces E es simétrica. [

Teorema 3.2.9. Sea (E, ||-||) un dlgebra-C* y supongamos que I es un ideal
cerrado bilateral. Entonces I es también cerrado bajo la operacion x y E/I,
con la norma cociente, es un dlgebra-C*.

Demostracion. La demostracion de este Teorema la podemos encontrar en
[1], pag. 84. O
3.3. Representaciones-x

Definicion 3.3.1. Sea E y F dlgebras-x. Un homomorfismo-x de E en F,
es un homomorfismo ¢ : E — F tal que ¥(x*) = ¢¥(x)* para cada x € E.
Un homomorfismo-x biyectivo es llamado un isomorfismo-x.
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Definicion 3.3.2. Sea E un dlgebra-x. Una representacion-x de E en un
espacio de Hilbert H es un homomorfismo-x w : E — B(H). Siker(mw) = {0},
la representacion 7 es llamada fiel.

Definicion 3.3.3. Sean E un dlgebra-x y ¢ : E — C, una funcional lineal.
El adjunto de ¢ estd definido como ¢*(z) = ¢(z*) para todo x € E. Si
¢* = ¢, es decir si p(z*) = ¢p(x) para todo x € E, entonces ¢ es hermitiana.

Definicién 3.3.4. Sea (E, ||-||) un dlgebra-C* y sea ¢ : E — C una funcional
lineal, decimos que ¢ es positiva si ¢(xz*x) > 0 para cada x € E.

Definicién 3.3.5. Sea (E, ||-||) un dlgebra-C* con unidad e y sea ¢ : E — C
una funcional lineal. Decimos que ¢ es un estado si es positiva y ¢(e) = 1.
El conjunto de estados serd denotado por S(E).

Teorema 3.3.6. Sea (E, || - ||) un dlgebra-x de Banach con unidad e y con-
sideremos ¢ : EE — C una funcional positiva. Entonces

1. ¢(z*) = ¢(x) para todo x € E.

2. [p(y*x)* < dp(a*x)p(y*y) para todo z,y € E.

Demostracion.

1. Sea z,y € E. Consideremos u = Ax + uy con A, € C. Entonces, por
ser ¢ positiva, ¢(u*u) > 0, es decir

0 < [APo(z*z) + Aud(z*y) + BAS(y*z) + | d(y*y).
Entonces
—[APo(z*z) — |uld(y*y) < Aud(z*y) + EAd(y* ),

asi Auo(z*y) + IAd(y*x) es real para toda A, pu € C. Si escogemos
A = p =1, entonces ¢(x*y) + ¢(y*z) es real. Andlogamente tomando
A =1y p=isesigue que ip(z*y) —ip(y*x) es real. Asi,

¢(x7y) + o(y"z) = p(z*y) + oy ) (3.1)
y
i¢(x7y) —id(y*x) = —ig(z*y) + ig(y*z). (3:2)
De la ecuacién (3.2) se sigue que
¢(z*y) — ¢(y*z) = —d(a*y) + oy ). (3-3)

Sumando la ecuacién (3.1) y la ecuacion (3.3) obtenemos que 2¢(z*y) =
2¢(y*x), entonces ¢(x*y) = ¢(y*z). Por tanto tomando y = e, se cum-

ple que ¢(z*) = ¢(z).
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2. Nuevamente consideremos v = Ax + py. Sean A cualquier ntimero real
y p = ¢(y*x), entonces como ¢(u*u) > 0 tenemos que

N(a'z) + 2Mo(y"2) P + |o(y*x)o(y"y) > 0, (34)

ya que esto pasa para cualquier A real, se sigue que el discriminante
de (3.4) es menor o igual a cero, es decir:

4lo(y2)|* — 4oy 2) Po(a")d(y"y) <0,

y entonces |¢(y*x)|> < ¢(z*2)¢d(y*y). En particular, si tomamos y = e
se tiene que:

|6(2)* < ¢le)p(a*x). (3.5)
O

Lema 3.3.7. Sea (E, || -||) un dlgebra-* de Banach. Si h € E es hermitiano
con v(h) < 1, entonces existe k € E un elemento casi-reqular hermitiano tal
que hk = kh ykok = h. Si E tiene unidad e y h € E es hermitiano tal que
v(e—h) < 1, entonces existe w € E hermitiano invertible tal que uh = hu y
u? = h. Mds aun si o(h) C [0,00), entonces o(u) C [0, 00).

Demostracion. La demostracion de este Lema se puede ver en la pag. 64 de

2]. O

Proposicién 3.3.8. Sean (E, | - ||) un dlgebra-+ de Banach con unidad e y
¢ : E — C una funcional positiva. Entonces

[¢(z"ha)| < v(h)p(z" )
para x,h € E, con h hermitiano.

Demostracion. Sea h un elemento hermitiano con v(h) < 1. Por el Lema
3.3.7, existen r, s € F hermitianos tales que ror = h y sos = —h, ademas
ror=2r—7r>ysos=2s—s? Paracadaz € Eseav = (e — 1)z y
w = (e — s)x, entonces

v'o =z¥(e—r)?r  wrw=z*(e — s)’z,

es decir

v'o=z"(e—h)x w'w=zx%(e+ h)z.
Entonces por ser ¢ positiva ¢(z*(e — h)x) > 0y ¢(z*(e + h)x) > 0. Por ser
¢ lineal, ¢(z*x) — ¢p(z*hx) > 0y ¢p(a*x) + ¢(x*hx) > 0. Ahora por ser ¢
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hermitiana ¢(x*hz) = ¢((z*hx)*) = ¢(x*hx), es decir ¢(z*hx) es real y asi
o(z*x) > ¢p(x*hx) y ¢p(z*x) > —¢p(x*hax). Por tanto si v(h) < 1, se tiene que
|p(z"ha)| < d(a™x).

Para cualquier h hermitiano, sea € > 0. Consideremos h. = ﬁ, clara-
mente es hermitiano, como v(h) < v(h) + ¢, entonces v(h.) = VEJ}EQE < 1.

Asi por lo anterior |¢(z*h.x)| < ¢(z*x). Entonces,

h _ [oz"ha)| 5
M ( h)+e)x>‘ B ORI
Por tanto |¢p(z*hx)| < v(h) + . Por tanto como ¢ > 0 fue arbitrario
|¢(z*ha)| < v(h). O

Corolario 3.3.9. Sea (E,|| - ||) un dlgebra-x de Banach con unidad e. Si
¢ : E — C es una funcional positiva en E, entonces para cada x € E

a) ¢p(x*z) < ple)v(z*x
b) [6(2)] < ¢(e)v(z™z)2.
¢) |¢(z)| < ¢(e)v(x) para x € N(E).

Demostracion.

~—

[N

a) Sea x € E, por la Proposicién 3.3.8 |¢(y*hy) < v(h)¢(y*y), para todo
y,h € E, con h hermitiano. Tomando h = z*z y y = e tenemos que

p(z*x) < d(e)v(az).

b) Por la ecuacién (3.5) sabemos que |¢(7)|? < ¢(e)p(z*x) y multiplicando
por ¢(e) al inciso a) se tiene que ¢(e)p(z*r) < ¢(e)?v(r*z), entonces

|6(2)]? < d(e)?v(a*a).

c) Siz € N(FE), entonces xa* = z*x. Asi por inciso d) de la Proposicién
2.2.9, v(zz*) < v(z)v(z*) = y( )? y, entonces, v(zx* )% < v(x). Por
inciso b se sigue que |¢(z)| < ¢p(e)v(z).

Q

O]

Lema 3.3.10. Sea E un espacio de Banach. Supongamos que Ey y Ey son
subespacios cerrados de E tal que E = E1 + Es, entonces existe § > 0 tal
que para cada x € E se tiene que = x1+ T2 para algunos x1 € E1, xo € Fo
y lzall + ozl < Bl
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Demostracion. Sea X = FEq1 X FEs el espacio vectorial con operaciones alge-
braicas realizadas coordenada a coordenada y con norma

(@1, z2)[| = |lza ]l + [lw2ll,  (@1,22) € Ex x Eb.

Como E; y Fs son completos, entonces X es completo. Sea T : X — F la
aplicacién lineal definida por T'(z1,x2) = 1 + z2. Entonces T es continua,
pues claramente ||x; + x2|| < ||(x1,x2)||. Adema&s, por hipdtesis T es sobre.
Por el Teorema del mapeo abierto, existe 5 > 0 tal que para cada = € F,
se tiene que x = T'(x1,x2) para algunos 1 € Fi, 9 € Ey y [[(z1,22)| <
Blle]. 0

Teorema 3.3.11. Sean (E,|| - ||) un dlgebra-+ de Banach con unidad e y
¢ : E — C una funcional positiva. Entonces, ¢ es continua.

Demostracion. Notemos que si ¢ es igual a cero, claramente el teorema
es cierto. Supongamos que ¢ es no cero. Podemos suponer sin perdida de
generalidad que ¢(e) = 1, pues como ¢(e) > 0, entonces si ¢p(e) = 0 por
el inciso ¢) del Corolario 3.3.9 ¢(x) = 0 para cada = € E y se cumple el
teorema. Ahora si ¢(e) > 0, entonces claramente la funcional ¢’ = ¢Ebe) es

positiva con ¢’(e) = 1. Ahora, sea H = H(FE), es claro que H(E) y iH(E)
son subespacios reales de E'y ademés E = H(E) 4+ iH(E). Por el inciso ¢)
del Corolario 3.3.9 la restriccién de ¢ a H(E) es una funcional real de norma
uno pues

[p(h)] < ple)v(h) = v(h) < [|A].

Por tanto ¢ se extiende de la manera usual a una funcional real ¥ en H
también de norma uno.
Afirmamos que si K = H NiH, entonces

Y(k) = 0 para cada k € K. (3.6)

Si k = lim h,, = lim ik,,, con (hy)n y (kn)n sucesiones en H(E), entonces
neN neN

h? — k? y k2 — —k? cuando n — oo, asf por el punto 2 del Teorema 3.3.6
y por inciso ¢) del Corolario 3.3.9 tenemos que
|6(hn)[* < G(h3) < $(hpy + k) < ||hp, + K|l = 0 cuando n — oo

Es decir, lim ¢(h,) = 0, y como (k) = lim ¢(h,) = 0 se sigue que
n—oo n—oo
(k) = 0. Ahora, sea x € E por el Lema 3.3.10 existe 5 > 0 tal que

r = +ixg con x1,x2 € H, [|z1]] + [Jz2]] < Blz].
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Six = h+ik, con h,k € H(FE), se tiene que 1 — h, zo — k € K, entonces

Y(x1 —h) =0y Y(z2 — k) =0, es decir (1) = P(h) y (x2) = ¥(k), por
la ecuacién (3.6) tenemos que

¢(x) = ¢(h) +ig(k) = P(21) + i)(x2).
Entonces,
[¢(@)] < [Y(z1)] + [ (z2)] < [l ]l + [lz2l] < Bz
Por tanto, ¢ es continua. O

En caso de que (E, ||-||) sea un algebra-C* se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.3.12. Sea (E, ||-||) un dlgebra-C* con unidad e y consideremos
¢ : E — C una funcional positiva. Entonces:

1. ¢(y*a*zy) < [|z]*d(y*y) para todo x,y € E.
2. ¢(e) =[]

Demostracion. 1. Tomemos y € E fijo y sea ¢ : E — C una funcional
lineal positiva. Definimos ¢ : E — C, dada por ¥(z) = ¢(y*zy) para
todo z € E. Notemos que ¥ es una funcional positiva, pues claramente
es lineal y ademéas dado z € E

Y(2"2) = p(y"2"2y) = ((2y)"2y) > 0.

Asi haciendo z = e se tiene que ||| = ¢¥(e) = ¢(y*y). Entonces si
z = x*x, tenemos que

Sy z*ay) = Y(2*z) < [Yllla"z] = o(y"y) 2>

2. Sabemos que |le]| = 1. Entonces, |p(e)] < ||¢||. Ahora, si tomamos
x € Econ ||z|| <1y y=1, por el inciso 2 tenemos que:

16(2)] < d(@*z)7(e)? < |92 |2 x| 26(e)7 = || 6] 7 ||z][|b(e)]?,

entonces tomando el supremo tenemos que

Il < 6]l ¢(e)?,

por tanto se sigue que ||¢| < ¢(e).
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Definicién 3.3.13. Sea (H;, (-, ))icr una familia indexada de espacios de
Hilbert. Consideramos

@HZ- = {(Cﬂi)iej € HHl : Z Hle2 < oo}

el icl icl

Donde S ||zi||? =  sup > ||zi]|?. Entonces es un espacio vectorial con
i€l JCI finito i€J
las operaciones:

1. Mzi)ier = (Awi)ier-

2. (wi)ier + (Yi)ier = (@i + Yi)ier-
Proposicién 3.3.14. Sea A C [0,00) acotado superiormente. Entonces se
cumple que sup VA = /sup 4.

Demostracién. Sea a € A, entonces 0 < a <sup A y asi 0 < /a < /sup A.
Por tanto sup VA < v/sup 4.

Si v/a € VA se sigue que 0 < y/a < sup VA, entonces 0 < a < (supv/A)% y
sup A < (sup v/A)2. Por tanto v/sup A < sup vV/A. O

Proposicién 3.3.15. Definimos || - || : @ H; — [0,00) dada por
i€l

[ (2i)ill = <Z||='Ei||2> .

i€l
Entonces || - || es una norma en € H;.
i€l
Demostracion. Sean (z;); y (vi)i € €@ H; y o € C, entonces:

el

2

i) Supongamos que ||(z;);|| = 0; es decir (sup > H5L‘2H2> = 0 para todo

JCIieJ
J finito, entonces Y ||z;||> = 0 para todo J finito, asf ||z;|| = 0 para
ieJ
toda i y entonces x; = 0 para toda i. Por tanto (x;); = 0.
Si (z;); = 0, entonces z; = 0 para toda i, entonces ||z,|| = 0 para toda

i. Por tanto ||(x;):|| = 0.
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ii) IIA(wz’)H!:( sup ZIIAwiHQ) =< sup ZIAIZII%IIQ)

JCI finitoieJ JCI finitoieJ

1
(IAI2 sup ) szll2>

JCI finito icJ

D=

=|A|< sup ZH%V) = [AlllCza)ill-

ClI finito IeJ

iii) Sea J C I finito, por la desigualdad de Minkowski

1 1 1
2 2 2
(zumw) < (zumiu?) N (zuyz-u?)
icJ icJ e

Al considerar el supremo de ambos lados tenemos que

[N

sup (Z s + yzw) < sup (Z W) +amp (Z m )

ieJ ieJ ieJ

Por la Proposicién 3.3.14 tenemos que:

[

1
2
<§g§Z|lwz+yill2> < (SupZII:mHQ) + (Sup2||y1||2>
="ied

="4eJ =" ed

Por tanto, [|(z:)i + (yi)ll < [[(@i)ill + [ (wa)ill-

Proposicién 3.3.16. Sea (-,-) : @ H; — C dado por:
i€l

(@i)is (i) = > (@i, ui) s

i€l

entonces (-,-) es un producto interior en @ H;.
el
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Demostracion. Sean (x;)q, (yi)i € € H;, entonces se cumple que ((z;)4, (vi):) €
i€l

C. Para eso primero veamos que »_ | {(x;)i, (y:)i) | € R. Definamos
icl

x;  si||z|| > ||y
s = { ist il > flyi

0 en otro caso.

Entonces claramente ||(2});| < ||(z;):]|. Andlogamente considremos

yi st llyill > [lll
a1 S0 e

0 en otro caso.

Entonces || (y7)ill < [I(yi)ill- Tomemos (x; + yj)icr,

P LR T
v sl > .

Por construccién de ()i, (Y} )l, se tiene que [|z; || < ||z5+yi|| il < [|zi+vE)-

Asf como (z;)} + (vi); € €@ H;, entonces
iel

|, y) | < llailllyill < 1|25+ ill>, entonces | i, yi) | <Y [l + will*.
iel el
Ademas es claro que > | (x;,yi) | < 00, asi por el Teorema 7 péag. 130 de [5],
el
tenemos que ((x;);, (vi);) € C. Ahora veamos que se cumplen las propiedades
de producto interior:

Sean (z;)i, (yi)i € @ H; y A € C, entonces
iel

(@i, (x2)i) =D (wi, i) > ) 0=0.

i€l el
2. ()i, (@:):) = 0 si y s6lo si (1) = 0.
(22)5, (25)5) = 0 (25, 21) = O para todo i € T
< x; =0 paratodoi € I < (z;); = 0.
3. {(a)is (wa)i) = ((Wa)i» (xi)a)-
(@) (W)i) = > (@asys) = Y (i) = > (inwi) = ((92)is ()a)

iel iel iel
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4o (A@i)i + Wi)is (zi)i) = A(@i)is (20)i) + ((Wi)is (20)i)

(A@i)i + ()i, (zi)i) = Z (Aw; + yi, zi) = Z)\ (@i, zi) + (i, i)

el el
=AY (@ z)+ > (i)
icl iel

= A((®i)i, (2i)i) + ((¥i)i» (2i)i) -

L]
Observacién 3.3.17. Para cada (z;); € @ H; se cumple que:
el
[(@a)ll” = (@), (0)i) -
Es decir en @ H; la norma estd inducida por un producto punto.
el
Demostracion. Sea (x;); € € H;, entonces
el
I2 2
x;)i||° = su x su Ty i) = ((zi)i, (x4)5) -
()i o FEu OZ li|” = el ﬁaltoz i Li )i (€i)i)
O

Proposicién 3.3.18. Afirmamos que <@ H;,| - H) es Hilbert, donde
i€l

IGaill = (Z H%H2>
el

Demostracion. Sea ((z]');)n una sucesién de Cauchy en (@ H;, | - ||> . Vea-
el
mos que ((z7');)n es convergente en <@ H;, | - ||> Consideremos ¢ > 0,
el
entonces existe N € N tal que para cada n,m > N se cumple que

m||2 n m
sup g Ty — T = ||(z;)i — ()]l <e. 3.7
<JCIﬁn1to [Es | ) = [[(27)i — ()i (3.7)

ieJ
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3.3 Capitulo 3. Algebras-C*.

Por lo que si tomamos J = {i}, se tiene que ||z} — z]*|| < . Por tanto
(2I")y, es una sucesién de Cauchy en H; para cada i € I, entonces por ser H;
un espacio de Hilbert, existe x; € H; tal que (z'), — z; cuando n — oo.
Veamos que ((z]")i)n — ()i cuando n — oo.

De (3.7) si fijamos n > N y hacemos m — oo, entonces para todo J C [
finito se tiene que

(Z |z — :W) <e. (3.8)

1€J
Entonces
1
2
([ zw) < (o, St at) oo zuxnuz)
JCI finito JCI finito I finito
e
1
2
Ademas, si n > N, entonces sup Y ||a? — a4)? < e. Por tanto

JCI finitoic
|(x")i — ()| < €. Entonces, sin > N y J C I finito, se tiene que

(; Hﬂc‘z‘ll2>é < (;lei —9€?|!2) <;II~”E”IIQ>

Es decir, [[(z;)i| < e+ [[(2})n|| < co. Por tanto (z;); € <@ H;,| - ||> As{
iel

<@ H;, | - ||> es un espacio de Hilbert. O
el

Proposicién 3.3.19. Sea (E,| - ||) un dlgebra de Banach-x y (B, | - ||) un
dlgebra-C*. Sip : E — B es un homomorfismo-x, entonces |[¢(z)|| < ||z
para cada x € E. En particular, ¢ es continua con ||¢] < 1.

Demostracion. Sea x € E. Primero probemos que op(i(x)) C o(x). Su-
pongamos que A ¢ o(x), entonces z — e es invertible en FE, asi existe
y € E tal que y(x — Xe) = ey (x — Ae)y = e, asi aplicando 1 tenemos que

Y(y)(W(z) — Xe) = ey (Y(z) — Ae)p(y) = e, asi A ¢ op(1p(x)). Entonces, ya
que op(¥(x)) C o(x) se sigue que

re(P(x)) < r(x) (3.9)
De (3.9) y (3.2.6) a) tenemos que
(@)1 = l[¥(@) ()] = r(w() ()
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=r(p(z'z)) < r(z*z)
< llz*all < llz*|z] = |||
Entonces ||¢(x)]| < ||z||; por tanto ||| < 1. O
Definicién 3.3.20. Sea E un dlgebra-x y consideremos {m; };cr una familia

de representaciones-+ de E en el espacio de Hilbert H;. Supongamos que
para x € E, existe k, tal que

|mi(2)|| < ks para cada i € 1.

Definimos la suma directa 1 = @m : E — B (@ H,-), definida de la
i€l i€l
stguiente manera:

Si & = (&)i € @ Hi, entonces w(z)(€) = (mi(x)(&))s
el
para cada x € E.

Observacién 3.3.21. Para cada x € E tenemos que 7(z)(§) € € H;, con
i€l
§=(&)ic D H:.

i€l

Demostracion. Notemos que:

@O = LI = s 5wl

il CI finito

< sup ZH% Il

JCI ﬁnlto

<k Y&l < oo

el
O

Observacion 3.3.22. Sea z € E, veamos que m(x) es un operador lineal

acotado en € H;.
il
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3.3 Capitulo 3. Algebras-C*.

Demostracion.

e (@)% =D Im@)&l® < D Imi@) 1€

iel iel
<D RGP =k NI&]1? < oo
i€l i€l
Si (E, || -]|) es un algebra de Banach-*, por la Proposicién 3.3.19 se tiene
que ||mi(z)|| < ||z||, es decir ky = ||z||. Ademas, es facil ver que 7 es un
homomorfisomo-*. Més aun, dados &, € @ H;.
el
(r(@)gm) = D (mi(@)&im) = 3 (& mila™)mi) = (€ (@ )m),
el i€l
entonces 7(x)* = w(x*). Por tanto m = @ 7; es una representacién-x. O
il

Definicion 3.3.23. Sean E un dlgebra-+ y m una representacion-x de E en
un espacio de Hilbert H. Entonces w es llamada ciclica si existe € € H tal
que el subespacio m(E) = {n(z){ : v € E} es denso en H. El vector £ es
llamado el vector ciclico de .

Definicién 3.3.24. Sea (E,|| - ||) un dlgebra-« de Banach. La funcion
p: E — [0,00) definida por p(z) = r(a:*a:)% para © € E, es llamada la
funcion de Ptdk.

Teorema 3.3.25. Sea (E, || -||) un dlgebra-* de Banach, y sea ™ una repre-
sentacion-x de E en un espacio de Hilbert H, entonces:

a) ||m(x)|| < p(z) para todo x € E.
b) Si E es un dlgebra de Banach-x, entonces m es continua y ||| < 1.

Demostracion. a) Sea x € E, por un argumento similiar a la ecuacién (3.9)
de la Proposicién 3.3.19, tenemos que

lw(@)]* = lln(@)m (@) = |r(za®)|| = r(n(22)) < r(za),
es decir, ||7(z)] < p(z).

b) Se sigue de manera inmediata de la Proposicién 3.3.19.
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Teorema 3.3.26. Sean (E,|| - ||) un dlgebra-+ de Banach con unidad e y
¢ : E — C un estado. Entonces existe una representacion-+ ciclica m de E
en un espacto de Hilbert H, con vector ciclico € € H de norma 1, tal que

o(z) = (m(x)&, &) para todo x € E.
Mds aun ¢(z*z)% < |[7(2)]

Demostracion. Consideremos (z,y) = ¢(y*x), para todo z,y € E. Notemos
que (-, -) cumple con las siguientes propiedades de producto interior:

i) Si z € E, entonces (z,z) = ¢(z*x) > 0.
ii) Siz,y,z€ Ey A\ u € C entonces:
Az + py, 2) = (2" (Aw+py)) = Ap(2"2) +pd(2"y) = Aw, 2) + 1 (y, 2)
y
(2, Ay + pz) = o((\y+pz) @) = Aoy @) +1ig(2"x) = A (@, y)+7i (2, 2) .
iii) Siz,y € F, entonces

(z,y) = o(y"z) = ¢((z"y)") = o™y

~—

- <y7$>'

En general este producto es degenerado, es decir (x,z) = 0 para algin
0 # x € E. Para solucionar esto consideremos I = {z € E : ¢(y*x) =
0 para toda y € E}. Veamos que [ es un ideal izquierdo cerrado de E.

Sea z € F'yx € Iy veamos que zz € I. Tomemos y € FE, entonces
o(y*(zx)) = o((y*2)x) = ¢((z*y)*x) = 0, pues z*y € E. Luego I es un ideal
izquierdo de E.

Ahora para ver que I es cerrado, sea (Z,)nen una sucesion en I tal que

lim x, = x¢. Veamos que zg € I. Notemos quesiy € E, entonces lim y*x,, =
n—oo n—oo

y*xg. Luego utilizando que ¢ es continua tenemos que:

o(y xo) = ¢(y" Uim ) = ¢( im y*z,) = lm @(y*z,) = 0.
n—o0 n—o0 n—o0
Asi xzg € I. Y por tanto [ es cerrado. Ahora veamos que

I={xeE:¢(y"zr)=0paratoday € E} ={z € E: ¢(z*x) = 0}.

Si x € I, entonces ¢(y*x) = 0 para todo y € E, en particular para y = x.
Luego, ¢(z*x) = 0. Ahora, sea x € F tal que ¢(z*z) = 0y sea y € F,
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3.3 Capitulo 3. Algebras-C*.

entonces utilizando el punto 2 del Teorema 3.3.6, se tiene que |¢(y*z)| =0,
yasi ¢(y*z) =0y z €I
Por tanto X = E/I es un espacio vectorial con las operaciones

(z+D)+wy+I)=(x+y)+1 Mz +1)=(\z)+ 1.

Para ver que esta bien definido, supongamos que z1+1 =20+ yy1 +1 =
yo + I. Entonces x1 —x2 € I y y1 — y2 € I, y tenemos que

d(yiz1) — d(yaw2) = (yi(z1 — 22)) — ¢((y1 — y2)*z2) = 0.

Entonces, (z1 + I,y1 +I) = (zo + I,y + I).

Esto cumple que z+ I = 0 siy solo si ¢ € I siy solo si ¢(z*x) = 0 siy solo
si{(x+1I,z+1)=0.

Por todo lo anterior (-,-) es un producto interior para X y este define una

norma dada por ||z + I||p = /(z + I,z +I).

Ahora para cada = € E definimos el operador lineal 6(x) en X por
0(z)(y+1I)=ay+1.

Ya que I es un ideal izquierdo, cada 0(z) estd bien definido. Mas aun, el
mapeo = — 6(z) tiene las siguiente propiedades: Para cada z,y € E y
A€ C, 0 +y) = N(z) +6(y), 0(zy) = 6(x)0(y) v O(e) es el operador
identidad en X. También, para cada x € E, 0(z*) = 0(x)*, ya que

O@)(y+1),2+ 1) = ey + L,z + 1) = p(z" (zy))
=p((@"2)"y) = {y + La*z + I)

=(y+1,0(z")(z+ 1))

Por tanto, x — 6(x) es una representacion-* de F, en el espacio X. Veamos
que O(x) es un operador acotado en X, para cada z € E. Sea y ¢ I, por la
Proposicion 3.3.8 tenemos que

16)y +DIE _ llzy + 1115 g(y*a*ay)
ly + 1113 ly + 1113 é(y*y)

<v(z*z) =r(z*x).

Se sigue que 0(x) es acotado y [|0(z)|| < p(z), para cada = € E.

Sea H la complecién de X el cual es un espacio de Hilbert, y sea 7(x) la
tnica extensién de #(x) a un operador lineal acotado en H. Ya que X es
denso en H, las propiedades algebraicas de 6(x) se extienden a 7 (z) y por
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tanto es una representacién-x de ' en H. Sea £ = e+ I € X, tenemos que
l€]l¢ = 1y para cada @ € E se cumple que:

¢(z) = ¢(e'x) = (w+ I e+ I) = (0(2)¢, &) = (m(x)¢, ) -

Veamos que 7(E)¢{ = H. Sean € H, entonces n = lim 1, con {n, }neny C X,
n—oo
pero para todo n € N,

M =an+1=xpe+1=0(x,)(e+1)=mr(zy)§.

Asin = lim m(xy, )€ para alguna sucesion {z, }neny € E. Por tanto 7(FE)¢
n o
es denso H, con & = e + I el vector ciclico.
Por 1ltimo para cada x € E se tiene que

o(x*z) = ||z + I3 = 0(x)(e + DI = [m(2)¢]3 < lIm@)[*  (3.10)

por tanto gb(x*x)% < ||7(z)]||, para cada z € E.
Por ltimo es facil ver que

ker(m) ={x € E: zy € I para cada y € E}. (3.11)
O
Observacion 3.3.27. Si (E,||-||) es una dlgebra-+ de Banach con unidad e

yo € S(E), laterna (m, H,&) construida en el Teorema 3.3.26 serd denotada
por (g, Hy,&4), y es llamada la terna-GNS asociada a ¢.

Definicion 3.3.28. Sean E un dlgebra-+ y ™ una representacion-+ de E en
un espacio de Hilbert H. Decimos que un subespacio Mde H es invariante
bajo 7 si w(x)(M) C M para toda x € E.

Definicion 3.3.29. Sea H un espacio de Hilbert y consideremos el espacio
B(H). Sea B C B(H) no vacio, decimos que B es topoldgicamente irreduci-
ble si {0} y H son los inicos subespacios cerrados de H que son invariantes
bajo todos los operadores T € B.

Definicion 3.3.30. Sea E un dlgebra-x y sea ® una representacion-x de
E en un espacio de Hilbert H. Decimos que m es irreducible si el conjunto
de operadores en H dado por n(E) = {m(x) : x € E} es topoldgicamente
wrreducible.

El suigiente Teorema nos da ejemplos de representaciones irreducibles.
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Teorema 3.3.31. Sea (E,|| -||) un dlgebra-C* con unidad e y ¢ un estado
en E. La representacion my es irreducible si y solo si ¢ es una combinacion
conveza no trivial de otros dos estados. Esto es, si existen estados ¢g y ¢1
y0<t<1 tal que p =tdo+ (1 —t)p1.

Demostracion. La demostracion de este Teorema la podemos encontrar en
[2, 114]. O

Lema 3.3.32. Sean (E,|| -||) un dlgebra-C* con unidad e y h € E hermi-
tiano. Entonces, existe una representacion irreducible m de E en un espacio
de Hilbert H tal que |7(h)| = ||k

3.4. Radical-*

Definicion 3.4.1. Sea E un dlgebra-+. El Radical-x de E, denotado por
Rad*(E), es la interseccion de los kernels de todas las representanciones- x
irreducibles de E en un espacio de Hilbert H. Si Rad*(E) = {0}, entonces
E es llamada semi-simple-x.

Proposicién 3.4.2. Sea (E,| - ||) un dlgebra-* de Banach con unidad e.
Entonces el conjunto S(E) es un subconjunto convexo débil-+x compacto de
E*. Mds aun, my la representacion- asociada al estado ¢, es irreducible si
y solo si ¢ es punto extremo de S(E).

Demostracion. La demostracién de esta Proposiciéon la podemos encontrar
en [2, 115]. O

Lema 3.4.3. Sea (E,||-||) un dlgebra-x de Banach y sea h € E un elemento
hermitiano con la propiedad de que existe ¢g € S(F) tal que ¢o(h) # 0.
Entonces eziste ¢ € S(E) un punto tal que ¢(h) # 0.

Demostracion. La prueba de este Teorema se puede encontrar en [12, 225].
O

Teorema 3.4.4. Sea (E,| - ||) un dlgebra-+ de Banach con unidad e. En-
tonces, el Radical-x de E es la interseccion de los kernels de todas las
representaciones-x de E en un espacio de Hilbert H.

Demostracion. Consideremos J = [({ker(m) : 7 es una representacion-x}.
Es claro que J C Rad*(E).

Sea 7 : E'— B(H) una representacién-* de F en un espacio de Hilbert H.
Necesitamos probar que el Rad*(E) C ker(w). Esto es equivalente a probar
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que si z ¢ ker(m), entonces z ¢ Rad*(E). Asi, sea x € F tal que = ¢ ker(w),
entonces 7(x) # 0y como 7(z*) = m(x)* # 0, entonces existe £ € H unitario
tal que 7(z*)€ # 0 . Definimos

¢(y) = (r(y)§, &) para cada y € E.

Entonces ¢ es un estado en E pues si y € E:

oy y) = (m(y"y)§, &) = (m(y")m(y)E, &) = (7 (y)€, 7(y)§) > 0.
Ademis:
p(e) = (m(e)€, &) = (£,§) = 1.

Por tanto ¢ € S(FE) con ¢(xz*) = ||r(x*)€[|> > 0. Entonces por el Lema
3.4.3 tenemos que existe un estado i en E tal que ¥ es punto extremo de
S(E) y ¢(xx*) # 0. Sea my la representacién-* de E asociada a 1. Por la
Proposicién 3.4.2 tenemos que my, es irreducible. Sea

Iy ={y € E:9y(y"y) = 0}.

Entonces se tiene que z* ¢ I,. Ahora si pasara que zz* € Iy, entonces
por la ecuacién (3.5) del Teorema 3.3.6 tendriamos que 0 < o (zz*)? <
Y(zz*zz*) = 0, es decir ¢(xz*) = 0, lo cual contradice que ¥ (xz*) # 0. Por
tanto xx* ¢ Iy, entonces por la ecuacién (3.11), x ¢ ker(my), entonces se
sigue que x ¢ Rad*(FE). O

Teorema 3.4.5. Sea (E| - ||) un dlgebra-+ Banach con unidad e tal que
Rad*(E) # E. Entonces existe una seminorma vy en E tal que para cada
x,y € kb:

a) Si T es una representacion-+ de E, entonces ||m(x)| < v(x).

b) v(2)* = sup{g(a*) : 6 € S(E)}
= sup{||my(2)[|* : ¢ € S(E)}

= sup{||7(x)||? : © es una representacion- x de E}.

Donde (7, Hy, &) es la terna-GNS asociada al estado ¢.
c) Si ¢ es un estado en E, entonces |p(x)| < y(z).
d) Rad*(E) ={z € E : v(x) = 0}.
e) v(@) < p(x).
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f) 2(xy) < y(x)7(y) para todo z,y € E.
g) v(z*z) = v(x)? para cada x € E. En particular v(z*) = v(z).

Demostracion. Supongamos que Rad*(E) # E, entonces existe x € F
distinto de 0 tal que = ¢ [{ker(m) : 7 es una representacién-x}, es decir,
existe una representacién-* 7 tal que 7(z) # 0, en particular 7 es no trivial.
Para cualquier vector unitario { en H, la funcional ¢o(z) = (7(2),&) €
S(FE), pues:

¢o(z"x) = (m(a"x)¢, §) = (w(a")7w(x)E, §) = (w(x)€, 7(x)§) = 0.
Ademas:
¢0(e) = <7T(6)£a€> = <§7£> =1

Por tanto S(E) # 0. Asi, consideremos v(z) = sup{gb(x*:n)% c¢p € S(BE)},
entonces v(z)? = sup{p(z*z) : ¢ € S(E)}, por el Teorema 3.3.26 este su-
premo existe. Veamos ahora que 7 es una seminorma en FE.

» Siz = 0, entonces ¢(x) = ¢(z*z) = 0 para todo ¢ € S(F), entonces
v(z) = sup{op(z*z) : p € S(E)} = 0.

= Sean A € C y x € E, entonces
v(Az)? = sup{p((Ax)*Az) : ¢ € S(E)}

= sup{M¢(z"z) : ¢ € S(E)}

= sup{|\[*¢(z*z) : ¢ € S(E)}

= [APy(2)*.
= Sean z,y € E, utilizando el punto 2 del Teorema 3.3.6 tenemos que

o((z +y)*"(z +y)) = d(z"2) + ¢(z"y) + ¢(y"z) + d(y™y)

= [¢(2"z) + ¢(z™y) + d(y™z) + d(y™y)|
< ¢(z"z) + |d(z"y)| + |o(y™2)| + (y"y)
< d(z"z) + [d(z"y)| + |o(y"2)| + d(y"y)]
< @(a") +26(x* )2 6(y"y) % + Sy"Y)
<y(@)? + 29(2)y(y) +7(y)?,

entonces tomando supremo y(z + y)? < (y(z) + v(y))?. Por tanto
Yz +y) < (@) +(y).
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a)

Si 7w es una representacién-x de E en un espacio de Hilbert H, por lo
mencionado anteriormente ¢(z) = (m(z)¢, £) define un estado en E. Mds
aun, tomando £ € H unitario:

I7(2)El* = (n(2)€, (2)€) = (m(a*2)E, €) = p(a™x) < ~(x).

Sean ¢ un estado en E 'y (my, Hg,&p) la terna construida en el Teorema
3.3.26, como ||my(x)||? = sup{||ms(2)€||* : [|€]| = 1}, se tiene que:

g (@)” > [Img(2)€6]1* = (mp(2)Eg, mo(2)Es) = d(z"),
entonces se sigue que

(@) < sup{flmg (@) : 6 € S(E)}

< sup{||7(z)||* : 7 es una representacién-* de E}
< 7(z)? por el inciso a).

Si ¢ es un estado en E, entonces por la ecuacién (3.5) del Teorema 3.3.6
se cumple que

|6(2)|* < de)p(z*x) = dp(a*x) <~(x)?.
Por el Corolario 3.3.9 se tiene que
[6(@)] < p(e)v(a*w)? = r(a"2)? = p(a).

Tenemos que x € Rad*(E) siy s6losix € ({ker(m) : 7 es una representacion-x
de E} siy sélo si w(x) = 0 para toda m representacién-x si y sélo si
|7(2)||* = 0 para toda representacién-x si y sélo si y(x) = 0.

Sean z,y € E y tomemos ||m(zy)|| con m una representacién-+x de E en
un espacio de Hilbert H, se tiene que:

[ (zy)ll = [m(@)m W) < = @)=,
y al tomar supremo,y(zy) < vy(z)v(y).

Sea r € F y 7 una representacion-x de E en un espacio de Hilbert H,
entonces

I (2)[? = ||m(z) 7 (2)]| = |m(2*)m(2)]| = [r(z"2)].

Asi, al tomar supremo tenemos que y(x)? = y(z*x).
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Teorema 3.4.6. Sea (E,|| - ||) un dlgebra-« de Banach con unidad e y tal
que S(E) # 0. Entonces existe un dlgebra-C* B y m una representacion-*
de E sobre una subdlgebra-x densa de B tal que m es una isometria relativa
a la seminorma v en E.

Demostracion. Para cada estado ¢ € S(F), sean 7y la representacién-* de
E en el espacio de Hilbert Hy consideradas en el Teorema 3.3.26. Ademads
usando la Definicién 3.3.20 y el Teorema 3.3.25 podemos considerar la repre-

sentacion-x m = @ my y el espacio de Hilbert H = @ H,. Queremos
PES(E) ¢eS(E)

probar que y(z) = ||7(x)| para cada x € E. Por el inciso b) del Teorema

3.4.5 es suficiente ver que:

7 ()|l = sup{llmg (2)[ : ¢ € S(E)} = ().

Por el inciso a) del Teorema 3.4.5 se tiene que ||w(z)|| < v(x).
Ahora, sean ¢g € S(E) y J = {¢o}, tomemos & € Hy, tal que ||| < 1. Si
consideramos el vector (§(’b)¢ € @ Hy, dado por:

PES(E)
[0 sio# e
(C)s = {f’ st 6 = oo,

entonces claramente [|({},)¢[| < 1. Ademds se cumple que

s () (ENP < sup D |l (2)&G I

JCS(E) finito ;o

= 7 (2)(&)sl

< sup () (€l
l(€p)sll<1

= || ()|

Por tanto ||me,(z)||* < ||7(2)]|? y como ¢y € S(E) fue arbitrario se sigue

que:

V(@) = sup{[[mg(2)]| - 6 € S(E)} < || (2)]].

Por tanto, E con la seminorma ~ es isométrica con 7(F), una subédlgebra-x
de B(H). Si tomamos B = w(FE) , entonces B es un algebra-C* que contiene
am(E)y ||r(z)|| = v(z) para todo = € E, como subélgebra-* densa.

O]
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3.5. Algebras-A*.

Definicién 3.5.1. Sea (E, || - ||) un dlgebra-+ de Banach, decimos que E es
un dlgebra-A*, si existe una seqgunda norma |- | en E, no necesariamente
completa, que satisface las siguientes condiciones:

1. |zy| < |z||y| para todos x,y € E.
2. |z|? = |z*x| para todo = € E.
Dicha norma | - | serd llamada norma auziliar.

Ejemplo 3.5.2. Consideremos el dlgebra de Banach ({2, | - ||2), donde:

1
S ) 2
? = {(ﬂfn)?f—l CC:Y |zl < 00} Y lzn)nzill2 = <Z !%!2) :
n=1

n=1

Para toda (1,,)%°; € (% definimos la involucion x — z* dada por:

((zn)nZ1)” = (@n)nZa-

Entonces este espacio es un dlgebra-x de Banach.

o0
Como Y |zn|? < oo, entonces sup |z,| < 0o. Por tanto ||(7,)2%]lec =
n=1 neN

sup |z,| define una norma en (2. Ademds si (2,)°%; y (yn)>, € €2, enton-
neN
ces:

[(@n)nz1(Yn)nzilloc = SUP [2nynl
neN

< sup 2| sup |yn| = [[(zn)nZilloc | (¥n)nzi lloo-
neN neN

Por iltimo si (x,)2°, € €2, entonces:

2
N2 = (sup\xn\) B
neN neN

= sup |Tp||zn| = sup |ZTpzy|
neN

neN
= |(@n)nz1(@n)nZilloc = 1((@n)nZ1)” (@n)nZi loo-
Por tanto (2, - ||2) es un dlgebra-A* con norma auziliar || - |-
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Observacion 3.5.3. Sea (E,|-|) un dlgebra de Banach con unidad e y sea
B C FE una subdlgebra no necesariamente cerrada de E tal que e € B y
ademds (B, || - ||) es un dlgebra de Banach bajo una sequnda norma || -||. Si
x € B, entonces o(x) C op(x) y de esto se sigue que

v(z) =r(x) <rp(x) =vp(z).
Esta observacion serd ttil para la prueba del siguiente lema.

Lema 3.5.4. Sea (E,||-||) un dlgebra-A* con unidad e y con norma auziliar
| - |. Entonces |z|?> < r(z*z) para cada x € E. En particular, si r(z*x) = 0,
entonces x = 0.

Demostracién. Sea E la complecién de E con respecto a la norma | - |.
Entonces utilizando la Observacién 3.5.3 tenemos que vg(z) < vg(x) para
cada x € E. Ahora si h € F es un elemento hermitiano, por induccién sobre

n € N se cumple que |h| = |h2n\2%.

Base de induccién: para n = 1, es claro pues |h|?> = |h*h| = |h?|, entonces
In| = |h?]2.

Hipétesis de induccién: Supongamos vélido para n; es decir |h| = |h2"|2i".
Paso inductivo: Veamos que se cumple para n+ 1, es decir |h| = |h2n+1 |2n T,

Notemos que:
(R = (R = R = R = (R = R
entonces |h| = |h2"+1|2"%. Utilizando el Teorema 3.1.16 se sigue que:
; on L
= n =y~ < .
B = lim |05 = vp(h) < vip(h)

En particular, para z € E:

*

O]

Proposicién 3.5.5. Sea (E, || -||) un dlgebra-A* con unidad e y con norma
auziliar | - |, entonces la involucion es continua con ambas normas.

Demostracion. Como sabemos la norma auxiliar | - | satisface la condicién
|z*| = |z|, para cada = € E, entonces la involucién es claramente continua
respecto a |-|. Ahora consideremos el espacio (ER, ||-||), el cual también es de
Banach. Observemos que * : Eg — ER estd bien definida, pues (Az)* = Az*
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para toda A € Ry z € E. Afirmamos que * : Fg — Eg es continua, esto se

seguird del Teorema de la grafica cerrada. Sea (x,)nen una sucesién en E

tal que z, M> ay x) ﬂ> b cuando n — oo, probaremos que b = a*. Para

€so0 notemos que
|b—a*| <|b— x|+ |z — a*| para todo n € N.

Por el Lema 3.5.4 sabemos que |z|? < r(z*x) = v(z*z) < ||o*z|| < [|z*]|||z||
para todo x € E. Asi:

b— 2|2 < ||b— || - [b* — zn]| para todo n € N (3.12)

lz¥ — a*|* < ||z% — a*| - ||z — al| para todo n € N. (3.13)

Ademsds, tenemos que:

|xn — 0% < ||zn, — al| + |Ja = b*|| = |la — b*|| cuando n — oo

lzy — a*|| < ||z), = b]| + ||b — a™|| = ||b — a™|| cuando n — cc.

Entonces del lado derecho de las desigualdades (3.12) y (3.13), un factor
estd acotado mientras que el otro converge a cero cuando n — oco. Por tanto
b—2X] =0y |z, —a*| — 0 cuando n — co. Esto implica que |b — a*| = 0,

; -l .
entonces b* = a. Asi x;, — a*. Luego x — z* es continua con respecto a

O
Corolario 3.5.6. Sea (E,| - ||) un dlgebra-A* con unidad e y con norma
auziliar | - |. Entonces, existe una constante [ tal que |x| < f||z|| para cada

z e k.

Demostracion. Sea x € E. Por la Proposicion 3.5.5, existe una constante
a > 0 tal que ||z*]| < al/z||. Utilizando el Lema 3.5.4 se sigue que:

2] < r(a*e) = v(a*z) < [la*z]| < fla”]| - [lz] < all2]f?,

tomando B = a2, tenemos que lz| < Bl|l=]|.
O

Teorema 3.5.7. Sea (E, || - ||) un dlgebra-C* con unidad e y sea (B, || - 1)
un dlgebra de Banach tal que E es una subdlgebra de B (no necesariamente
cerrada), entonces se cumplen las siguientes propiedades:
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a) og(c) = o(c) para cada elemento normal ¢ € E.
) ll2ll2 < la* ]zl pare cada = € E.

c) vg(x) =v(z) para cada x € E.

Demostracion.

a) Sea ¢ € E un elemento normal y sea U, la subédlgebra-* maximal conmu-
tativa de E que contiene a ¢, entonces por la Proposicién 2.2.7 og(c) =
o, (c). Més atn, por el Corolario 3.7.6 de [12] se tiene que oy, (¢) = o(c),
y por tanto og(c) = o(c). En particular vg(c) = v(c).

b) Sea x € E, entonces

2] = lla*z|l = vp(a"z) = v(z"z) < |a"z|1 < [l ]|z

c) Sea x € E de b) se sigue que [|2"||* < ||(z*)"|]1]|="||; para cada n € N.
Tomando raiz n-ésima y haciendo n — oo, obtenemos que

ve(z)? < viz*)v(z).

Por otro lado, ya que E es una subédlgebra de B, se cumple que o(z) C
og(x), entonces v(x) < vg(z) para cada x € E. Asi utilizando el Coro-
lario 3.1.15,

v(z*)v(z) < vp(z*)ve(z) = ve(z)?.
Se sigue entonces que vg(x)? = v(z*)v(z). Por dltimo como v(z*) <
vip(z*) = vgp(z) entonces

ve(z)? = v(e*)v(z) < vp(z)v(z).

Entonces vg(z) < v(x). De esto se concluye que vg(x) = v(z).

O
Corolario 3.5.8. Sea (E,| - ||) un dlgebra-C* con unidad e y sea || - ||o
una sequnda norma tal que (E, || -||o) es sélo un dlgebra normada. Entonces
lz)|? < llz*|lollz]lo. Ademds, si ||z*|lo = ||z]lo, entonces ||z|| < ||z|lo para
cada x € E.
Demostracion. Se sigue del Teorema 3.5.7 que si tomamos B = Ey |-l
igual a la extensién de || - [[o en la complecién E, entonces (£, || - [[1) es un

algebra de Banach con unidad e y claramente E es una subdlgebra de E. [J
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Teorema 3.5.9. Sea (E,| - ||) un dlgebra-C* con unidad e. Si (B, || - 1)
es un dlgebra-C* que contiene a E como subdlgebra-+, entonces ||z| = ||x||1
para todo x € E. Asi, E es un dlgebra cerrada de B.

Demostracion. Sea x € FE, entonces por ser z*x hermitiano se sigue del
Teorema 3.1.16 que:

|z*z|| = rep(z*z) = vp(z*z) v ||z*z||1 = rp(zz) = vp(z*z).

Luego, utilizando el inciso ¢) del Teorema 3.5.7 y por ser E un algebra-C*
se cumple que

lz]* = lla*2|l = vp(a'z) = vp(a™z) = |la"2[l = |-
Luego ||z| = ||z||1 para = € E.
Por dltimo, como (E, || - ||) es completo, entonces (E, || - ||1) es completo y
por tanto E C B es cerrado con respecto a la norma || - ||1. O

Corolario 3.5.10. Sea (E,|| - ||) un dlgebra-C* con unidad e y sea || - ||o
cualquier norma en E con la propiedad C*. Entonces ||z||o = ||z|| para cada
zec k.

Demostracion. Se sigue del Teorema 3.5.9 tomando B = Ey | - |l1 igual
a la extension de la norma || - ||o en la complecién E, la cual es facil ver
que también cumple la condicién C* , pues basta recordar que si una norma
satisface la condicién C*, entonces la involucién x — z* es continua. O

3.6. Algebras-«+ Hermitianas y Simétricas

Definicion 3.6.1. Sea E un dlgebra-x. Decimos que la involucion r — x*
en E es hermitiana si para todo h € E hermitiano se tiene que o(h) es
real. Si E es un dlgebra-x con involucidn hermitiana, decimos que E es un
dlgebra hermitiana.

Observacion 3.6.2. Si (E,||-||) es dlgebra-C*, entonces es un dlgebra her-
mitiana.

Proposicién 3.6.3. Sea E un dlgebra-x con unidad e. Entonces, E es her-
mitiana si y solo si para todo h € E hermitiano, se tiene que e + h? es
invertible.
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Demostracion. Supongamos que E es hermitiana y sea h € E hermitiano.
Entonces, o(h) es real. Consideremos p(z) = 22, por el Teorema 1.4.12 se
tiene que
a(h?) = a(p(h)) = p(o(h)) = {N*: A € a(h)}.

Entonces o(h?) C [0,00). En particular, —1 ¢ o(h?), es decir —e — h? €
G(E). Por tanto e + h? es invertible. Inversamente supongamos que e + h?
es invertible para todo h € FE hermitiano. Sea h € E hermitiano y sea
A+ ip € o(h), supongamos que p # 0. Consideremos el polinomio

p(z) = p VP 4+ 12) 7T A+ (12 = A)z2).

Si hacemos k = p(h) = p~ (A% + p?)"L(AR? + (u® — A?)h), entonces k es
claramente un elemento hermitiano de E y por el Teorema 1.4.12 tenemos
que

p(A +ip) € p(a(h)) = a(p(h)) = o (k).

Pero
pA+ip) = p A2+ 1) TN +ip)® + (1 = N (A +ip)
= p A2+ TN 20A— )+ (P A+ ip® = N3 —iXp))
—1(\2 | 2\—=1/:\2 g i(WVp )
Pt Nty =20 ETR )
p (A + )T A+ i) Ot )
Es decir, i € (k). Por tanto es claro que —1 € o(k?), entonces —le — k? ¢

G(E), es decir e + k% es no invertible, que es una contradiccién. Por tanto
w=0. O

Corolario 3.6.4. Sea E un dlgebra-+ con unidad e. Si E es simétrica,
entonces E es hermitiana.

Demostracion. Sea h € E hermitiano, como E es simétrica se tiene que
e+ hh* = e+ h? es invertible, asi por la Proposicién 3.6.3 se sigue que E es
hermitiana. O

Proposicion 3.6.5. Sea E un dlgebra-x con unidad e. Entonces E es simétri-
ca siy sélo si o(x*x) C [0,00), para todo x € E.

Demostracion. Supongamos que E es simétrica, entonces por el Corolario
3.6.4, E/ es hermitiana. Sea x € F/, como x*x es un elemento hermitiano de
se tiene que o(z*x) C R. Supongamos que existe o < 0 tal que « € o(z*z).
Tomando 3 = (—a)2 , tenemos que:

ae — ¥z = ale —alz*z) = ale + (Bx)*(Bz)) ¢ G(E).
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Por tanto e + (8x)*(8z) no es invertible. Lo cual contradice el hecho de que
E' es simétrica.

Ahora, sea z € E y supongamos que o(z*z) C [0, 00), entonces —1 ¢ o(z*z),
asi —e — z*x es no invertible, es decir e + z*x es no invertible. Por tanto, £
es simétrica. O

Proposicién 3.6.6. Sea E un dlgebra-+ hermitiana (simétrica) con unidad
e. Entonces toda subdlgebra-+ maximal conmutativa B de E es hermitiana
(simétrica).

Demostracion. La demostracién se puede encontrar en [2, 131]. O

Teorema 3.6.7. Sea (E, ||-||) un dlgebra-+ de Banach hermitiana con unidad
e. Entonces:

) < p(x) para cada x € E.

) = p(x) para cada x € E normal.

d) p(xy) < p(x)p(y), para cada z,y € E.

e) r(zy) < r(xz)r(y) para z,y € E normales.
f) Rad(E) = p~({0}).

g) Sixz >0,y >0, entonces x +y > 0.

h) r(h+ k) <r(h)+r(k) para todo h,k € E hermitiano.
i) r(3(z* +2)) < p(x) para todo x € E.

J) plx+y) < p(x) + p(y) para todo x,y € E.

k) p(z*z) = p(x)? para todo x € E.

Demostracion.

a) Supongamos que existe z € E tal quer(xz) > p(x), es decir, r(:z:*:c)% <
r(z). Luego, existe A € o(z) tal que |A| > r(x*a:)% y entonces |\ >
r(z*r). Si hacemos z = A~ 'z, entonces e — 2*z es hermitiano y r(e — (e —
2*z)) = r(2*z) < 1, asi que por el Lema 3.3.7, existe y € E un elemento
hermitiano invertible tal que y? = e — 2*z. Por otro lado,

(e+z2")e—2)=e+2"—2—2"2
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=i+ -z

= —iy(ie — iy~ (z = 2" )y~ V)y.
Como w = iy (2 — 2*)y~! es un elemento hermitiano, entonces o(w) C
R. Asii ¢ o(w), es decir ie—w € G(E) y por tanto (e—z*)(e—z) € G(E),
de este modo (e — z) tiene inverso izquierdo.
Ahora, por el Corolario 3.1.15 r(zz*) = r(z*z) < |A\|]?, podemos repetir
el argumento anterior para el elemento e — zz* y asi (e — z) tiene inverso
derecho. Entonces

e—2€GE)ede—zeGE)e ¢ o(x),
lo cual es una contradiccién. Por tanto, r(x) < p(x) para toda z € E.

b) Si z € E es normal, entonces por la Proposicién 2.2.9 y por el Corolario
3.1.15 tenemos que:

Por tanto, r(x) = p(x).

¢) Si h, k son hermitianos, entonces por el inciso a) y por el Corolario 1.4.16
tenemos que

r(hk) < p(hk) = r(h2k?)2.
Por induccién sobre n se tiene que:
r(hk) < v 0?7 < 177 7.
Asi haciendo n — oo se sigue que r(hk) < r(h)r(k).

d) Como z*x y y*y son hermitianos, entonces por el inciso b) y por la Pro-
posicién 2.2.9 se tiene que

[SIE

Kk 1 * PR * i *
play) =y’ zy)? = r(zzyy")2 <r(a"x)2r(y'y)? = p(z)p(y)-
e) Sean x,y € E normales. Entonces, por los incisos a), b) y d) se tiene que:
r(zy) < plxy) < p(2)p(y) = r(x)ry),

es decir, r(zy) < r(z)r(y).
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f)

Sea x € Rad(E), entonces x*x € Rad(FE) y por el inciso a) de la Propo-
sicién 1.6.10 se tiene que r(m*x)% = 0, luego p(z) = 0. Por otro lado si
x € ker p, entonces p(z) = 0y por los incisos a) y d) se sigue que

r(az) < plaz) < pla)p(z) = 0

para cada a € E. Por tanto r(az) = 0 para cada a € E. Utilizando el
inciso b) de la Proposicién 1.6.10 se sigue que = € Rad(E).

Consideremos x,y € E tal que z > 0y y > 0; es decir z, y son elementos
hermitianos y tienen espectro real positivo. Para probar que x +y > 0
es suficiente ver que —1 ¢ o(x +y), es decir que e + (x + y) es invertible.
Notemos que e + x y e + y son invertibles. Entonces,

et (z+y)=(eta)lety) —ay

= (e +z)(e —ab)(e +y)
donde a = (e + )" 'z y b = y(e + y)~!, que son claramente elementos

hermitianos. Por el Teorema 1.4.14 si consideramos f(z) = 7, entonces

o(p(a)) = o(z(e+2)7") = {p(N) : A € o(2)} = { tA€o(x)}.

1+A

Luego es claro que r(a) < 1. Anédlogamente, r(b) < 1y por el inciso ¢) se
tiene que r(ab) = r(a)r(b) < 1. Entonces, r(ab) < 1. Por tanto e — ab es
invertible, y asi e+ (z+y) es producto de elementos invertibles. Entonces
e+ (x + y) es invertible.

Sean r(h)exhy r(k)exk € E. Es claro que r(h)e=+h es hermitiano y por
el inciso b) se tiene que r(r(h)e £ h) = p(r(h)e £ h) C [0,00), entonces
r(h)e £ h > 0. Andlogamente r(k)e = k > 0. Por el inciso g) se sigue que
r(h)e +r(k)e+ (h+ k) > 0. Veamos que:
IA\| < r(h) +r(k) para cada A € o(h + k).

Sea A € o(h + k), entonces Ae — (h + k) ¢ G(E), pero:

Xe— (h+k)=Xe+[r(h) +r(k)le—[r(h)+r(k)e— (h+k) ¢ GE).
Entonces

A+ [r(h) +r(k)]]e—[[r(h) +r(k)e+ (h+ k)] ¢ G(E).
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Asi \+r(h)+r(k) € o(r(h)e+r(k)e+ (h+k)), luego A+r(h)+r(k) > 0,
es decir
A > —r(h) —r(k). (3.14)

Por otro lado como
Xe— (h+k)=—(-Xe+ (h+k)) ¢ GE),
entonces
—Xe+[r(h)+r(k)le—[r(h) +r(k)le+ (h+ k) ¢ G(E).

Asi
[—A+ [r(h) +r(e)]le = [[r(h) + r(k)]e — (b + k)]

Luego —A+7(h)+r(k) € o(r(h)e+r(k)e—(h+k)) y —A+r(h)+r(k) > 0,

r(h) +r(k) > A. (3.15)

Por tanto de las ecuaciones (3.14) y (3.15) tenemos que |A| < r(h)+7r(k).
Ast, r(h+ k) <r(h) +r(k).

Sea x € F, entonces x = h+1ik con h, k hermitianos. Ademas z*x+xz* =
2(h?+k?). Ahora por b) es claro que r(h%?+k?)e— (h?>+ k%) > 0y k? > 0.
Asi, por g), tenemos que

r(h? + ke — h? = (r(h® + ke — B2 — k%) + k2 > 0.

Notemos que 7(h? + k?) > r(h?) = r(h)?, pues si A € o(h?), entonces
e — h? ¢ G(E), entonces —\e + h% ¢ G(E). Asi

r(h? + k*e — e — r(h* + k¥)e + h? ¢ G(E).
Entonces
[r(h% + k%) — Ne — [r(h® + k?)e — h?] ¢ G(E).

Luego r(h%? + k%) — X € o(r(h? + k*)e — h?), asi r(h? + k?) — X > 0, es
decir r(h? 4+ k?) > X = |A|. Por tanto r(h? + k?) > r(h?) = r(h)%.

Asi, por h) se tiene que
2
1 * 2 1 * *
r <2(l‘ —i—x)) =r(h)* < 57’(90 x +xx”)

< %r(w*x)+%r(:p$*) = r(z*z) = p(x)%

Por tanto r(3(z* + z)) < p(x).
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j) Sea x,y € E, entonces por h) tenemos que
p(z+y)* =r((z+y) (@ +y) = r((z* +y")(x +y))
=r(@*z+y'y+a'y+y'e)

<r(x'z) +r(yty) + ety + yro).

Ademas, por i) y d) tenemos que
r(z*y +y'z) < 2p(y*z) < 2p(y*)p(x) = 2p(x)p(y)-

Luego p(z + y)* < r(z*z) + r(y*y) + 2p(x)p(y). Es decir, p(z + y)* <
(p(x) + p(y))*.

k) Para x € F, tenemos que

plz*z)? = r(z*za*z) = r((z*2)?) = r(z*z)? = p(x).

O]

Teorema 3.6.8. Sea (E,| - ||) un dlgebra-+ de Banach con unidad e. En-
tonces E es simétrica st y solo si es hermitiana.

Demostracion. Si E es simétrica, por el Corolario 3.6.4 tenemos que E es
hermitiana. Ahora supongamos que E es hermitiana y sea 6 = sup{—p :
p € o(z*x),p(xr) < 1}. Es suficiente probar que § < 0. Supongamos que
§ > 0. Entonces existe z € E'y A € o(z*z) con —A > 10 y p(z) < 1. Sea
y = 2x(e — x*z)~!, entonces e — y*y = (e — 2*x)%(e + z*x) 2. Consideremos
la subélgebra-*+ maximal conmutativa B que contiene a x*x. Entonces, por
la Proposicién 2.2.7 tenemos que op(x*z) = o(z*x) C R. Ahora si conside-
)

ramos el polinomio f(t) = 50 » Por el Teorema 1.4.14 tenemos que

o(yy) = ole = f(2"2)*) = {1 - f(H)* 1 t € o(a"w)}.

Asi o(y*y) C (—o0,1). Por tanto si consideramos el polinomio p(z) =1 — z,
entonces

ole—y'y) =olplyy) ={1-p:pneoly’y)} =0
Ahora, si y = h + ik, con h, k hermitianos, entonces
yy* = 2h% 4+ 2k% — y*y.
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3.6 Capitulo 3. Algebras-C*.

Por el inciso g) del Teorema 3.6.7 tenemos que 2h? + 2k? + (e — y*y) > 0.
Notemos que o(yy*) C [—1,00) pues si tomamos A € o(yy*), entonces

de —yy* = e — (2h? + 2% — y*y) ¢ G(E).

Entonces
(A +1)e — (e + 2h* + 2k* — y*y) ¢ G(E).
Asi A+ 1 > 0, es decir A > —1. Y por tanto o(yy*) C [-1,00). Por el

Lema 1.4.15 sabemos que o(y*y) \ {0} = o(yy*) \ {0} y por tanto o(y*y) C
[—1,1), de esto se sigue que p(y) < 1. Por como definimos 0 tenemos que

— (1= f(N)?) <6, de donde f(\) < (1+6)2. Ahora como f(f(t)) =ty f es
decreciente en (—1,00), tenemos que A = f(f(\)) > f((1 + 5)%) y entonces

1
<(1+5)?—1§5/72:5‘
(140241 2 4

—-A

Esto contradice la eleccién de A. Por tanto como § < 0, entonces p > 0 para
toda p € o(zx*z) y p(x) < 1, es decir o(z*x) C [0,1] con p(x) < 1. Ahora
para el caso general sea x € E y sea t € (0,00) tal que p(x) < t. Entonces
p(t™1z) = t71p(x) < 1. Por lo anterior o((t~1z)*(t~'z)) C [0, 1]. Pero:

o((t7tr)* (t71e)) = o(t 22" z) = t 20 (z*x).

Luego o(z*z) C [0,t] para cada = € E. Por la Proposicién 3.6.5 tenemos
que E es simétrica. ]

Definicion 3.6.9. Sea E un dlgebra-xcon unidad e. Una funcional lineal
¢ : E — C es llamada unitaria si ¢(e) = 1. Por otro lado, ¢ es llamada
débilmente positiva si ¢(h?) > 0 para todo h € E hermitiano.

Proposicién 3.6.10. Sea (E,| - ||) un dlgebra-x de Banach con unidad
e. Sea ¢ : E — C una funcional lineal unitaria. Entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes:

a) ¢ es hermitiana y |¢p(h)| < r(h) para toda h € E hermitiano.
b) ¢ es débilmente positiva.

c) ¢ es un estado en E.

d) |p(z)| < p(x) para todo x € E.

e) |¢(x)| < p(x) para todo x € N(E).
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f) |o(x)| < p(x) para todo x € H(E) + (ie)R.

Demostracion. La demostracién de esta Proposicién se puede ver [2, 147].
O

Teorema 3.6.11. Sea (E, || - ||) un dlgebra-+ de Banach con unidad e. En-
tonces son equivalentes:

a) E es hermitiana.
b) S(E) es no vacio y p(x) = y(z) para todo x € E.
¢) S(E) es no vacio y r(z*x) = sup{d(z*z) : ¢ € S(E)} para todo x € E.

Demostracion. Veamos que a) = b). Sea z € E y sea B la subdlgebra-x
cerrada maximal conmutativa que contiene a z*x y e. Por la Proposicion
2.2.7, por ser F simétrica y por la Proposicién 3.6.5, se tiene que op(x*z) =
o(x*x) C [0,00). Ademds, por el Teorema 2.2.1, o(z*z) es un subconjunto
compacto no vacio de R y A = r(z*x) € op(a*z). Por el Lema 2.3.2, existe
¥ € M(B) una funcional lineal multiplicativa no cero tal que (z*z) =
A. Ahora, como E es hermitiana y op(h) = o(h) C R para todo h € B
hermitiano, se sigue que B es hermitiana. Por tanto para toda ¢ € M(B)
se tiene que ¢(h) es real para todo h € B hermitiano, en particular para
1 € M(B). Sea b € B, por el punto 1 del Teorema 3.3.6 tenemos que:

()7 =1 (b) - 1h(b) = (b)(b) = »(b°b) < r(b°b) = p(b)*.

De acuerdo a 3.6.7, p(z +vy) < p(x) + p(y) para cada z,y € E. Entonces
por el Teorema de Hahn-Banach existe una extension ¢ de ¢ de B a FE tal
que

|p(x)| < p(x) para cada = € E.

Como 1 es multiplicativa y ¢ extiende a v, por el inciso a) del Teorema
1.4.5, tenemos que 1(e) = ¢(e) = 1. Ademas por la Proposicién 3.6.10, ¢
es un estado y por inciso a) del Teorema 3.4.5, v(x) > qﬁ(m*x)% =\ =
r(x*m)% = p(z). Por inciso e) del Teorema 3.4.5, y(z) < p(z) para cada
x € E. Entonces v(x) = p(z) = r(x*m)%

Veamos que b) = c¢). Por hipdtesis tenemos que vy(z) = p(z) = (m*x)%,
entonces 7(z*z) = y(x)? y por el Teorema 3.4.5, 7(z*z) = sup{p(z*z) : ¢ €
S(E)}-
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3.6 Capitulo 3. Algebras-C*.

c) = a) Sean z € E, yp = r(z*z) y consideremos el elemento u = pe — z*z,
claramente u es hermitiano. Si ¢ € S(E), entonces

$(u®) = ¢(p’e — 2uz*x + a* (zx*)z)

= i = 2u¢(a’x) + p(a* (22")z). (3.16)

Como ¢ € S(E), por la Proposicién 3.3.8 y usando que r(z*z) = r(zz*),
tenemos que:
d(z*zaz) < r(z*z)p(z*z) = po(x*x) (3.17)

A partir de las ecuaciones (3.16) y (3.17) se tiene que
2 2 * 2
P(u”) < p” —pp(a*z) < p (3.18)
y como ¢ € S(F) fue arbitraria, por hipétesis y por la ecuacién (3.18),
r(u?) = r(uu®) = sup{p(uu*) : ¢ € S(E)}

= sup{o(u?) : ¢ € S(E)} < pi?.
Por tanto r(u) < p, es decir r(pe — x*x) < p. Sea A = o+ iff € o(x*x). Si
consideramos el polinomio p(z) = p — z, entonces p(x*z) = pe — x*z y por
el Teorema 1.4.12, p(A\) = u — X € o(p(z*x)) = o(ue — z*z). Asi,
lw—al <|p—=Al <r(pe—az'z) <p

y entonces 0 < o < 2 y, por inciso 11) del Teorema 33.7 de [2], se sigue
que E es hermitiana. O

Corolario 3.6.12. Sea (E,| - ||) un dlgebra-x de Banach hermitiana con
unidad e. Entonces

Rad(E) = Rad*(E) = p~1({0}).
Mds aun, existe un espacio de Hilbert H y una representacion-+ m tal que
1. 77 Y({0}) = Rad(E).
2. ||m(x)|| = p(z) = v(x) para cada x € E.

Si E es semi-simple, entonces (E, p) es un dlgebra-+x normada que satisface
la condicion C*, por tanto E es un dlgebra-A*.
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Demostracion. Primero, como FE es un &lgebra-x hermitiana, por el inciso
b) del Teorema 3.6.11 tenemos que y(x) = p(x) para cada z € E. Ahora por
el inciso d) del Teorema 3.4.5 sabemos que Rad*(E) = v~1({0}). También
por el inciso f) del Teorema 3.6.7 se tiene sigue que Rad(E) = p~1({0}). Y
por tanto:

Rad(E) = Rad*(E) = p~1({0}).

Por otro lado, utilizando el Teorema 3.4.6 sabemos que existe un espacio de
Hilbert H y una representacién-* m de FE en H tal que ||7(x)|| = vy(x) para
cada x € E. Entonces, utilizando nuevamente el inciso d) del Teorema 3.4.5
tenemos que:

Rad(E) ={z € E: y(x) =0}
—{zeB: x| =0}
={x e E:n(x)=0}.
Es decir, Rad(E) = 7=1({0}). Ademas por el inciso b) del Teorema 3.6.11

tenemos que:
|7 (z)|| = p(x) = v(z) para toda x € E.

Por tltimo, si E es semi-simple, entonces Rad(E) = {0}, es decir 7(xz) =0
si y s6lo si z = 0, entonces ||7(z)|| = 0 si y sélo si z = 0. Es decir p(x) =0
si y sélo si z = 0. Por tanto utilizando los incisos j) y k) tenemos que (E, p)
es un algebra-+* normada tal que p(z)? = p(z*r) para toda x € E. Es decir,
E es un algebra-A*. O
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Capitulo 4

La condicién C* en algebras
normadas.

En este capitulo estudiaremos algunos resultados de las algebras norma-
das con involucién z — z* y su relaciéon con la condicién C*. Mas precisa-
mente si (E, | - ||) es un algebra normada con involucién x — z*, veremos
qué condiciones topoldgicas y /o algebraicas se necesitan para que exista una
norma | - | en E equivalente a la original que satisfaga la condicién C*, es
decir |z|? = |z2*| para cada x € E.

4.1. La familia B.

Definicién 4.1.1. Sea (E,| - ||) un dlgebra-x normada, E es llamada un
dlgebra pre-C*, si ||z||* = ||za*|| para toda x € E. Notemos que no se pide
que E sea completo.

Definicién 4.1.2. Sea (E, || -||) un dlgebra-* normada. Denotaremos por B
a la familia de todos los subconjuntos B de E tales que

i) B es absolutamente convezo.

i) B® C B, donde B®> = {xy € B: z,y € B}.
iii) B* = B, donde B* = {z* € B : x € B}.
iv) B es cerrado y acotado.

Proposicién 4.1.3. Si (E,| - ||) es un dlgebra pre-C*, entonces la bola
unitaria U = {z € E : ||z|| < 1} es el elemento mdzimo de B.



4.1 Capitulo 4. La condicién C* en 4lgebras normadas.

Demostracion. Sea U ={z € E: ||z| < 1}.

i) U es convexo y balanceado. Para ver esto, sean z,y € U y t € [0, 1],
entonces

[tz + (1 = t)yll < ] + [[(1 =)yl = tllzll + (1 = B)lyl] < 1.
Sean x € E'y a € C con |a] < 1 entonces |az| = |a|||z] < 1.

ii) Veamos que U2 C U. Sea z € U?, asi z = xy con z,y € U entonces

12l = llzyll < ll=[lflyl] = 1.

iii) Para ver que U* = U, tomemos x* € U*, con z € U. Por ser F un
algebra pre-C* se cumple que ||z*|| = ||z|| < 1, asi z* € U. Siz € U
entonces por lo anterior * € U y como = = (z*)*, entonces = € U*.

iv) Claramente la bola unitaria es acotada y cerrada.

Veamos que para todo B € B, BC U ={z € E : ||z|| < 1}. Sea x € B,
entonces z* € B, asi xz* € B. Supongamos que |[z|| > 1y sea y = z*z,
entonces ||y|| = ||z||> > 1. Veamos por induccién sobre n € N, que y?" € B.
Base inductiva: Paran = 1. Como y € B, entonces y* € B, asi yy* = y?> € B.
Hipétesis de induccion: Supongamos que el resultado es valido para n; es
decir y*" € B.

Paso inductivo: Veamos que se cumple para n + 1, es decir y2n+l € B. No-
temos que y2n+1 =4%" . y?" € B2 C B. Por tanto y2n+1 € B.

Claramente y2" es un elemento hermitiano de B y ademés ||y2"|| = ||y||*" pa-
ra toda n € N. Entonces lim ||3?"| = lim ||y||*" = oo, por lo que {y*" } en
n—oo n—oo

es un subconjunto no acotado de B, lo cual contradice el hecho de que B
es acotado. Por tanto ||z|| < 1, es decir B C U. Por tanto U es el elemento
maximo de B.

O]

Lema 4.1.4. Sea (E,||-||) un dlgebra-x normada con unidad e. Sea Ei una
subdlgebra-+ de E que contiene a e y tal que para todo x € F1, el elemento
(e +z*x)~! existe y estd en E. Entonces:

i) Si h=h* € Eq, o(h) es real.
it) Si x € By, o(z*x) es real y no negativo.

Demostracion.
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i)

ii)

Sea h = h* € E] y sea A\ = o+ i3 un elemento de o(h) y supongamos
que 3 # 0. Consideremos p(z) = B~ (a? + %)L (az? + (B2 — a?)2),
si hacemos k = p(h) = B~ (a? + B%)"L(ah? + (B? — a?)h), entonces
como (h?)* = h*h* = hh = h?, se tiene que k = k*. Por el Teorema
1.4.12 tenemos que p(A) € o(p(h)) = o(k), pero:

PO = 71 (0% + 5 ala + i) + (82 - o¥)(a +iB))
= 5702487 (0*+2iaf—af?)+(Batif’—a’ ~ia?B))
(228 + 5°)

_p=1(.2 4 p2y—17; 2 a3y _ _

=p" (" +B%) (ia"B+iB )_W_Z.
Por tanto i € o(k), es decir ie — k ¢ G(E).
Ahora sea q(z) = 22, entonces q(i) = —1 € o(q(k)) = o(k?), asi
se tiene que —e — k? = —(e + k?) ¢ G(E), que es lo mismo que

e+kk=e+k*k ¢ G(E), lo cual es una contradiccién. Por tanto o(h)
es real.

Sea x € F4, por el inciso anterior como z*x es un elemento hermitiano
de FE, sélo falta ver que su espectro es positivo. Sea A € o(z*x) con
A < 0. Consideremos z = ])\]_Tlx, ¥ = ]A]_Tlx*, claramente como
z,z* € By, entonces z,2* € Fy. Haciendo z*z = |A\|~'z*z, se cumple
que e + 2*z € G(F), y entonces

e+ z=e+ N z'r=c— Alx*z = A1 \e —2*2) € G(E).

Asi Ae—z*x € G(F), que es una contradiccién. Por tanto A > 0. Luego
o(x*z) es real y no negativo.

O

Proposicién 4.1.5. Sea (E,| - ||) un dlgebra-x normada con unidad e tal
que x — x* es continua. Si tomamos ||z||1 = max{||z||,|z*||}, entonces se
cumple que:

a) |-

[~

b) ||lz|l1 = ||=*||1 para todo x € E.

¢) llzylly < llzllillylly para todas z,y € E.

Esto significa que (E, |- ||1) es un dlgebra-x normada en la que la involucion
x = x* es una isometria.
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Demostracion.

a) Sea x € E, claramente ||z| < ||z||;. Como z — x* es continua existe
M > 0 tal que ||z*|| < M]|z||. Por lo que, al tomar C = méax{1, M},
se sigue que ||z|1 < C||z|. Por tanto ||z|| < [|z]1 < C|z|. Es decir,

[N ot FE

b) Es claro.
c) Sean z,y € E, si ||zy|l1 = ||zy]|, entonces
leslls < Nl < el vl
Andlogamente, si [lzy|[1 = [|(zy)*[| = [ly*z"||, entonces

lzylln < 2" (llly* I < =/l ]yl
Por tanto [lzy([1 < [|=([1]lyll1-
]

Observacién 4.1.6. Sea (E, || - ||) un dlgebra-« normada con unidad e tal
que la familia B de la Definicion 4.1.2 tiene elemento mdximo, digamos By.
Como U = {z € E : ||z|| <1} C By, entonces podemos definir la funcional
de Minkowski para By de modo que, para x € By,

B, (z) = nf{\ > 0:2z € \By}.

Proposicién 4.1.7. Sea (E,| -||) un dlgebra-+ normada con unidad e. Sea
B la familia de la Definicion 4.1.2 y supongamos que B tiene elemento mdxi-
mo. Sea By el elemento mdximo de B, entonces se satisfacen las siguientes
propiedades:

a) La funcion || - ||, : E — [0,00) dada por ||z|g, = nf{\ > 0:2 € ABp}
define una norma en E.

b) (-1~ Il 3

¢) llzyllsy < |zl B, lyllBo para todo z,y € E.
d) |z||B, = ||=*||B, para todo x € E.

e) U, = Bo-

Por tanto (E,| - ||B,) es un dlgebra-« normada con unidad e tal que la
involucion x — =¥ es una isometria.
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Demostracion.

a) Sabemos que || - || g, es una seminorma. Ahora sea z € E con ||z| g, = 0.
Como By es acotado, existe M > 0 tal que ||y|| < M para toda y € By.
Sea € > 0, entonces existe A € {A > 0:x € ABy} tal que ||z||B, < A <e.
Luego § € By y ast ||{|| £ M. Como ¢ > 0 fue arbitrario tenemos que
lz|| < AM < Me, entonces ||z|| < Me. Por lo que ||| =0y como || - ||

es una norma, se sigue que x = 0.

b) Siz € E, entonces s €U = {z € E:||z| <1}, pero U C By, entonces
s € Boyasiz e 2||z|| By, por lo que ||z|g, < 2Hx|| Por otro lado,
por el punto 4 del Teorema 1.1.14 sabemos que Melloe ” € By y como By

Bo

es acotado existe o > 0 tal que ||m|| < «, entonces ||z| < 2al/z| B,-
0

c) Sean >0y a > 0 tales que x € uBy y y € aBjy, entonces zy € ,uaBg C
paBy y ast ||lzyl|ls, < pa. Por tanto |lzyl|s, < [l 5, |yl 5-

d) Sea A > 0 tal que x € ABy, asi x = Ay con y € By, entonces z* = A\y*
con y* € By, entonces ||z*||g, < A. Por tanto ||z*| g, < ||z| B,- Ahora sea
u > 0 tal que z* € uBy. Asi * = pz, con z € By, entonces x = uz* con
2* € By, y ||z|B, < p. Por tanto ||z||g, < ||2*| B,- Es decir ||z|| = ||z*].

e) Sea x € By, entonces 1 € {A > 0 : x € ABp}, luego ||z||p, < 1y asi
zeU={x € E:|z|p} Ahora tomemos x € {z € E : |z|p, < 1},
entonces existe A > 0 tal que z € ABy y 0 < A < 1, asf pues A~z € By.
Ademés, como Uj. € By, tenemos que z = A(A™'z) 4 (1—X)0 € By. Por
tanto {z € E : ||z||, < 1} C By, asi:

Ulis, = {z € E': |l2llg, <1} € Bo = Bo.
Luego Ujj|z, = Bo-
O

Observacién 4.1.8. En lo sucesivo podemos suponer que si (E, | -||) es un
dlgebra-* con unidad e tal que la familia B tiene elemento mdximo, digamos

By, entonces la involucion © — x* es una isometria. Ademds By = U =
{zr e E:|z| <1}.

Proposicién 4.1.9. Sea (E,| - ||) un dlgebra-+ normada con unidad e tal
que la involucidn x — x* es continua, entonces x — x* se puede extender a
la complecion E de E, x: E — E la cudl también es una involucion.
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Demostracion. Como * : E' — E es una isometria y por ser E denso en
E utilizando un argumento cldsico de continuidad, podemos extender esta
involucion a la complecién E de E x: E — E. Veamos que es una involucién:
Sean z,y € E v a € C, entonces existen (Zn)neN Y (Yn)nen sucesiones en E
tales que x = lim z,, y y = lim y,. Luego:

n—oo n—oo

i) (z+y)* = (U (2, +y,))" = 1m (2, + yn)

= lim z; + hm yr =a" +y*.

n—oo
. % . x __ 14
i) (ax)* = (nh_{glo axy,)t = 7}1—{20(0(36”) —nh_{rolo az)
=a lim z, = az™.
n—oo
i) (zy)* = (lim x,y,)* = lim (z,y,)* = hm yn .
n—oo n—oo
= lim y, lim =, =y*z*.
n—oo 7" n—o0
iv) (@7)" = ((lim 2,)°)" = (lim o5)° = lim (&)
= lim z, = x.
n—oo
[
Lema 4.1.10. Sea (E,| - ||) un dlgebra-+ normada con unidad e tal que la

involucion :c — z* es continua y sea C C E tal que C*> C C y C = C*,
entonces C- cCyC =C.

Demostracion. Sea zy € ° con r,y € C, entonces existen (x,)nen ¥y

(Yn)nen en C tales que lim z, =z y lim y, =y y por la continuidad del
n—oo n—oo

producto se cumple que zy = lim z,y, con (z,yn), C C. Entonces xy € C.
n—oo

-2 = — — .
Por tanto C~ C C. Sea #* € C" con z € C, entonces existe (zp)neny € C

tal que lim =z, = z, pero como x — x* es continua lim z; = z* y como
n—oo n—oo

C* = C entonces (2%)neny € C, por tanto 2* € C. Sea x € C, entonces
existe (Zn)nen tal que lim x. Ahora como z +— z* es continua se tiene que
n—o0

lim z = 2*. Y como (z}),en € C* = C, se sigue que z* € C. Asf:

n—oo

*
_ 7 _ ’ * 0\ k _ * Y\ k
v = lim = lim (1) = (lim 1) = ()"

Luego x € C". Por tanto C" =C O
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Lema 4.1.11. Sea (E,| - ||) un dlgebra-+ normada con unidad e tal que la
coleccion B tiene elemento mdximo. Si h € E es un elemento hermitiano,

entonces ||h||g = r5(h). Donde || - ||z es la norma de la complecion E.

Demostracion. Usando la observacién 4.1.8, bajo estas hipétesis podemos
suponer que z — z* es una isometriay By ={z € E: ||z|| < 1}. Sea h € E
hermitiano. Primero veamos que h € By si y sélo si h? € By. Si h € By,
entonces claramente h? € B2 pero como B2 C By se sigue que h? € By.
Ahora supongamos que h? € By y sea a > 1 tal que h € aBy. Por induccién
sobre n € N probaremos que h?" € By € By € abBy.

Base de induccion: Para n =1, he Bg C By C aBy.

Hipétesis de induccién: Supongamos que es valido para n; es decir, h?" €
Bg - BO - OLB().

Paso inductivo: Vamos a demostrar que se cumple para n + 1; es decir
R2(n 1) ¢ BSLH C By C aBy . Por hipétesis de induccién sabemos que
h?" € BY C By C aBy, entonces h2"+Y) = p2n . p2 ¢ BIt = Br . B, C
B2 C By C aBy.

También por induccién sobre n € N se puede probar que h*"*! € aByBy C
OéBo.

Base de induccién: Para n =1, h® = h- h? € aByBy C aB,.

Hipétesis de induccién: Suponemos que se cumple para n; es decir A2 1 ¢
OéBoB() - OCB().

Paso inductivo: Vamos a demostrar que se cumple para n + 1; es decir
R2(n+D+L ¢ wByBy C aBy. Por hipétesis de induccién A2t € aByBy C
aBy, entonces h2(+D+L — p2ntl . p2 = o B By C aBy.

Sea C' = {e, h,h%, h3,...}. Por lo que se acaba de ver C es acotado, ademéds
C? C Oy como h es hermitiano C* = C.

Vamos a demostrar ahora que I'(C') € B, donde

F(C) = {Z)\ll'l :neNz; € C,ZP\Z‘ < 1} .
i=1 i=1

i) No es dificil ver que I'(C) es absolutamente convexo.

ii) Veamos que (C)2 CTI'(C). Sea xy € T'(C)? entonces z,y € I'(C) y asf

n m
x =Y Nz, conz; € C paratodaiyy= > A\yjcony; €C para
i=1 j=1
toda 7, asi:
n m n,m
vy = [z A] S| =S N gy < 1)
i=1 j=1 ij
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i=1j=1

n m n m
puesto ave 3= 3% | = | InI| [ £l < 101 = 1y como
i=1 =1

C?% C C, z;y; € C paratodo i, j. Entonces zy € I'(C), es decir T'(C')? C
I'(C). Por tanto, utilizando el Lema 4.1.10, tenemos que F(C’)2 C

Q).
iii) Veamos ahora que I'(C) = T(C). Sea x € T'(C)*, entonces x =
(Z)\xl> con z; € C para toda ¢ y Z |Ai] < 1. Se sigue que
=1

x = Z iz} € T(C), pues xf € C* = C para toda i y Z N < 1.

i=1 =1

Sea z € T'(C), entonces x = > Njx; con x; € C para toda i y
i=1

YNl <L asiz =) N(a))" = <Z Ami‘) con z; € C = C* para

i=1 i=1 i=1

toda iy > |\i| < 1, entonces z € T'(C)*. Por tanto I'(C)* = T'(C) y
i=1

por el Lema 4.1.10 se sigue que ['(C))” = I(C).

iv) Claramente I'(C) es cerrado. Ahora, como C' es acotado existe M > 0
tal que ||z||g, < M para toda z 6 C. Sea x € I'(C), entonces x =

Z)\wz con z; € C para toda i y Z\)\]<1 Luego,
n n
lll = 1) Nl < ) Il
i=1 i=1

n n
<> M <M (Z !M) <M.
i=1 i=1
Asi T'(C) es acotado. Por tanto se concluye que I'(C') es acotado.

Entonces I'(C') € B. Ahora, como C C T'(C) C By se sigue que C' C By. En
particular b € By. Veamos que si h € E es hermitiano, entonces ||h?|| = ||h|2.
Como E es un algebra-* normada ||h?|| < ||k||||k| = ||h]|?. Por otro lado sea
2
h
)12

< 1, por tanto [|h]|? < ||h?].

h? € E, entonces ﬁ € By pero ”Z—EH = < ) € By, y entonces por lo

visto anteriormente th\ll € By. Asi
2
Entonces ||h2|| = ||h|?.

1
I[P QII?
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Sea h € F un elemento hermitiano. Sea (Zn)nen una sucesién tal que z, — h.
Como la involucién x > z* es una isometria, en particular es continua,
x}, — h* = h. Ahora, si tomamos h,, = 3(z, +}) se sigue que h, = h}, € E
Y hy = 3(2, + x,) — h para toda n € N . Entonces

20— 14 20 _ 14 2 _1p2
19205 = dm [B2] = T = 0I5,

Por induccién sobre n € N veamos que si h € E es hermitiano, entonces
(hQn)* — h2n'

Base de induccién: Para n = 1, tenemos que (h?)* = (h-h)* = h*h* = h-h =
h?.

Hipétesis de induccién Suponemos vélido para n, es decir (h?")* = h?".
Paso de induccién: Vamos a demostrar que se cumple para n + 1, es de-
cir h2(n+1) _ (h2(n+1))*. Entonces (hQ(n—H))* — (h2n+2)* — (h2 . h2n)* —
(R?")*(R?)* = h®* . h? = h?*+2 = p2(*+D Andlogamente por induccién so-
bre n € N se puede probar que [|[h*"| z = HhH%”

Ahora, por el Teorema 2.2.8 obtenemos:

2 2
-~ 2 = { n E = i 4k é\ik = I 2 = 2,\
rp(h)” = lim [[h"] 3 = lm [[P7]|5 = lim [A]|Z = |23,
que es lo que se queria probar. O
Lema 4.1.12. Sea (E,|| - ||) un dlgebra-x normada con unidad e y supon-

gamos que para cada x € E, existen sucesiones (Up)neN, (Un)nen en E tales
que up(e + z*x) = e y (e + x*x)v, — e.

Entonces si x € E, se tiene que (e + x*z)™?

existe y estd en E.

Demostracion. Sea x € E'y sea y = e + x*x € E. Por hipotesis existe una
sucesion (up)nen en E tal que u,y — e. Si tomamos € = 1 existe N; € N
tal que ||Jupy — e|| < 1, para toda n > N;. Como E es un espacio de Banach
se sigue que upy es invertible en E, para toda n > Njp, es decir, existe
wy, € F tal que wy(upy) = (wpun)y = ey (upy)w, = e. Andlogamente,
existe una sucesién (v, )pen en E tal que yv, — e. Si tomamos € = 1 existe
Ny € N tal que ||yv, — e|| < 1, para toda n > N y como E es un espacio
de Banach, yv,, es invertible, para toda n > Nj, es decir, existe x, € E tal
que (yvn)x, = y(vpzy) = ey zn(yv,) = e.

Asi, si tomamos N = max{Nj, Na} se tiene que

wy(uny) = (wyuy)y=e y (uny)w, =e (4.1)

(yon)rn =y(vyzy) =e y  wn(yon) =e. (4.2)
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Entonces y tiene inverso izquierdo (wyuy) e inverso derecho (vyx ). Veamos
que son iguales. De 4.1 y 4.2 tenemos que w;,l = (uny) y x]_vl = (yun).
Ahora como un(yvy) = (uyn)vn, se tiene que uNxxfl = w&lvN, entonces
uyN = (w;,lvN)xN, y wyuy = vnzy. Por tanto y~! = wyuy = vnzn €
E. ]

Lema 4.1.13. Sea (E, ||-||) un dlgebra-+ normada con unidad e que satisface
las siguientes dos condiciones:

i) La coleccion B tiene elemento mdzimo.

i1) Para cada x € E, existen sucesiones (un)neN, (Un)nen en E tales que
up(e+x*x) = ey (e + " x)v, — €.

Entonces E es un dlgebra de Banach simétrica.

Demostracion. Nuevamente usando la observacion 4.1.8, bajo estas hipotesis
podemos suponer que x — z* es una isometria y By = {x € E : ||z <
1}. Como z +— z* es una isometria, en particular es continua, entonces la
podemos extender a E.Seaz € E , demostraremos que e + x*x es invertible
en E. Sea (Zn)nen una sucesiéon en F tal que x, — = y sea y = e + z*z.
Definamos la sucesién y, = e + x)z, como z — z* es una isometria, en
particular es continua y por tanto ¥y, — y. Ahora como x,, € E para toda
n € N, por el Lema 4.1.12 se sigue que y, ! = (e + zx,)"! € E para toda
n € N. Por el Lema 4.1.4 se cumple que oz (z;,z,) es real y no negativo.
Consideremos ahora el polinomio p(z) = 1 + z, se tiene que p(z}zy,) =
e+ z;,zy,. Por lo que si A € o5(7;,7,), se sigue que:

p(A) =1+ A €op(p(ryrn)) = ople + xp2n).

Pero como 0 < A, entonces 1 < A+ 1y por tanto oz(e + zj2,) C [1,00).

Asi, por el Teorema 1.4.17, tenemos que Uﬁ(ygl) C (0,1].
Utilizando la Proposicién 3.1.14 se tiene que 3, ! es un elemento hermitiano
para todo n € N, esto pues:

o) = (yn) " = (e + 2h20) ) = (e +apan) " =y,

y por el Lema 4.1.11 |jy, |z = rp(y, ') < 1.
Veamos ahora que (y,!) es una sucesién de Cauchy. Como y,, — y, dado
e > 0 existe N € N tal que para todo n,m > N, ||[ym — yn|| < &, ast:

1yt = ym! 5 = Yn " (Ym — yn)ym' |5

< ym' 1 alym = yalllyn il
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< lym — nllg < e

Por tanto (y, 1), es Cauchy.
Como E es completo, existe z € E tal que la sucesién (y,!) — 2. Claramen-
te:

_ , , -1\ ’ -1\ ’ _
yz = (lm y,)(lm y, ") = lim (yuy,") = lm e=e

—00
y
zy = (lim y')(lim g,) = lim (g, yn) = lim e =e.
n—0o0 n—00 n—00
Que es lo que queriamos probar. ]

Lema 4.1.14. Sea (E, ||-||) un dlgebra-+ normada con unidad e que satisface
las siguientes dos condiciones:

i) La coleccion B tiene elemento maximo.

ii) Para cada x € E, ezisten sucesiones (Un)neN, (Un)nen en E tales que
up(e+z*z) = e y (e+ z*z)v, — e.

Entonces, cualquier subdlgebra-+ mazximal conmutativa de E que contiene a
e es un dlgebra-C*.

Demostracion. Usando la observacién 4.1.8 bajo estas hipdtesis podemos
suponer que x — z* es una isometria y By = {x € E : ||z| < 1}. Como
z — x* es una isometria, en particular es continua, entonces la podemos
extender a E. Sea C cualquier subalgebra-+ maximal conmutativa de E que
contiene a e. Por el Lema 4.1.13, E es simétrica, veamos que C' también lo
es. Sea x € (', entonces se tiene que y = (e—l—x*:v)*l € E. Ahora si tomamos
z € C entonces z(e + z*z) = (e + x*z)z y multiplicando por la derecha y
por la izquierda por y, se tiene que

yz(e + x*x)y = y(e + x*x)zy, entonces yz = zy.

Es decir, y conmuta con todo z € C'. Tomemos el conjunto S = C U {y} y
consideremos E [S] la subdlgebra-* generada cerrada por S. Por lo anterior
dicha subdlgebra-* es conmutativa, ademés C' C E [S]. Por tanto, como C
es maximal F [S] = C y entonces y € C, es decir C es simétrica. Ademas C
es cerrada y por tanto es Banach.

Si x € C, por la Proposicién 2.2.7 tenemos que rc¢(x) = rg(z), ademds
como C es una subalgebra-*x podemos escribir ax=h+ik, con hk € C
hermitianos, donde h = 3(z + 2*) y k = 5 (x — z*). Ahora por ser C
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: 1,1, .« _ 1 %1 < 1 1 )
conmutativa tenemos que ;r52" = 52" 52. Anilogamente (maz) ( 5L ) =

(—%x*) (%x) Entonces utilizando el inciso d) de la Proposicién 2.2.9 y el

Corolario 3.1.15 tenemos que:

r(h) = re(h) = r(5(r + %) < gre(e) + gre(e®) = re(e) = rp(o).

Es decir, r5(h) < rz(z). Andlogamente para k se tiene que rg(k) < ra(x).
Luego, utilizando el Lema 4.1.11 tenemos que:

re(z) = rp(@) < |zl < Iblz + k5
=rg(h) +rg(k) < 2rp(x) = 2ro(x). (4.3)
Afirmamos ahora que r es una norma en C. Sean z,y € C'y A € C, entonces:

i) Si z = 0 entonces r¢(x) = vo(z) = 0. Por otro lado si re(z) = 0,
veamos que x = 0. Sabemos que x = h + ik con h y k hermitianos.
Ahora utilizando la desigualdad 4.3 tenemos que:

0=rc(z) <rg(h)+rz(k) <2rc(r) =0.

Es decir, 75(h)+7rz(k) = 0, pero como r5(h) > 0y rz(k) > 0, se tiene
quer(h)z =0y rz(k) =0, luego por el Lema 4.1.11 r5(h) = ||h||z =0
y r5(k) = ||kl|g = 0, entonces h = 0 y k = 0. Por tanto x = 0.

ii) Por inciso ¢) de la Proposicién 2.2.9 se tiene que:
ro(Az) = vo(Ax) = [Ave(z) = | ANre(z).
iii) Por el inciso e) de la Proposicién 2.2.9 se sigue que:

ro(z +y) = volz +y) <ve(r) +vely) = ro(z) +roy)-

Por tanto 7 es una norma en C. Ademds por el inciso d) de la Proposicién
2.2.9 tenemos que r¢(zy) = vo(zy) < vo(x)vo(y) = ro(x)re(y). Luego
(E,r) es un &lgebra-* de Banach.

Ahora, dada ¢ € M(C') definimos ¢* : E — C dada por: ¢*(z) = ¢(z*) para
toda = € E. Veamos que ¢* es un elemento en M(C).

i) Sean z,y € C' y X\ € C, entonces

e* Az +y) = p((Az + y)*) = Ap(z*) + o(y*)

= Ap(*) + (y*) = Ap*(z) + 0" ()
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ii) Sean z,y € C, entonces

" (wy) = o((zy)*) = (z*y*) = o(x*) (y*) = ¢* ()" (y)-

iii) Como ¢ es no cero, existe g # 0 € C tal que p(zp) # 0. Ademads
xg # 0, entonces ¢(zf;) # 0, entonces p(xf). Luego ¢* es no cero. Y
por tanto ¢* € M(C).

Ahora como C cumple con las propiedades del Lema 2.3.2 se sigue que
ro(x) = sup{|p(z)| : ¢ € M(C)}, para todo x € C' . Ademés como (e +
= E para todo x € C, entonces por i) del Lema 4.1.4 dado h € C
hermitiano se tiene que og(h) = oc(h) es real, es decir la involucién en C
es hermitiana, entonces dado z € C'y ¢ € M(C) se tiene que:

p(x*) = p(h —ik) = p(h +ik) = ().

Utilizando i7) de la Proposicién 4.1.4 og(zx*) = oc(xz*) es real y no nega-
tivo por lo que:

p(atr) = p(a")p(r) = p(r)p(r) = @(z)]".

Luego tomando supremo sobre ¢ € M(C) se tiene que r¢(r*z) = ro(x)?.
Por tanto (C,r¢(+)) es un élgebra-C*. O

Lema 4.1.15. Sea (E,| - ||) un dlgebra-+ normada con unidad e tal que la
coleccion B tiene elemento mdximo. Entonces E es semi-simple.

Demostracion. Usando la observacion 4.1.8 bajo estas hipdtesis podemos
suponer que r — z* es una isometria y By = {x € E : ||z| < 1}. Como
xr — x* es una isometria, en particular es continua, entonces la podemos
extender a E.

Vamos a probar que Rad(E) = {0}. Claramente 0 € Rad(E), pues dado
y € E, se sigue que e — Oy = ¢ € G(E). Ahora sea # € Rad(E), entonces
x=h+1ik con h, k € E hermitianos. Dado RS E, se tiene que:

e—xfy=e" —a*(y") = e — (y'z)* = (e —y*z)* € G(E).

Asi, por el Lema 1.6.8 y por b) de la Proposicién 3.1.14 se sigue que z* €
Rad(E).

Anélogamente ax € Rad(E), pues Rad(E) es un subespacio de E. Por tanto
se sigue que 1z + iz* = L(z + 2%) € Rad(E) y §:7 — 2" = 5(z —2*) €

Rad(E), es decir, h, k € Rad(E). De esto ultimo podemos decir que si A €
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o(h), entonces A = 0. Pues si tomamos A # 0, como h € Rad(E) entonces
e — hy € G(F) para todo y € E. Si tomamos y = %e, se sigue que:

e—h <§\e> = %()\e — he) = %()\e —h) € G(E).

Entonces Ae — h € G(E). Por tanto o(h) = {0}. De manera ansloga se
prueba que o(k) = {0}. Por tanto rz(h) = r5(k) = 0 y utilizando el Lema
4.1.11 se tiene que ||h]| = [|k|| = 0, entonces h,k = 0. Y por tanto x = 0.

Luego Rad(E) = {0}. O

4.2. Los Teoremas de Allan.

En esta seccion se encuentran los principales resultados del trabajo, los
cuales fueron publicados en [6] por G.B. Allan.

Teorema 4.2.1. [Allan I] Sea (E,| - ||) un dlgebra-+ normada con unidad
e. Entonces, existe una norma | -| equivalente a la original tal que (E,| - |)
es un dlgebra pre-C* si y solo si

1. La coleccion B tiene elemento mdximo.

2. Para cada x € E, existen (un)nen Y (Un)nen sucesiones en E tales que
up(e +x*x) = e y (e + z*x)v, — e.

Demostracién. =] Supongamos primero que existe una norma |-| equivalente

a |l - tal que (E,|-|) es un pre-C*, es decir |z|?> = |zz*| para toda z € E.
En particular, |z| = |z*| para toda x € E. Entonces, © — z* es continua con
respecto a |- |. Y por tanto x — x* la podemos extender a la complecién de

(E,|-|) que denotaremos por (E,| - |7)-

1. Como (E,|-|) es un dlgebra-* normada podemos considerar la familia
B, de la definicién 4.1.2. Por la Proposicién 4.1.3 sabemos que U}, =
{x € E: |z| < 1} es el elemento méximo de la familia B|.|. Notemos
que para todo B € B se tiene que B € By, pues las propiedades i), i)
y i) se cumplen claramente. Ahora, como || - || es equivalente a | - |,
entonces B es cerrado y acotado en 7. para todo B € B. Por tanto
B C By, pero como U es el elemento méximo de B, tenemos que
B C U. De manera andloga podemos ver que U|| € B. Por tanto U
es el elemento méximo de B.
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2. Notemos que (E,| - [5) es un algebra-C*, pues si x € FE, entonces
existe (x,)nen una sucesiéon en F tal que lim z, =z y como © — x*
n—oo
es continua lim z}, = z*. Como (F, |- |5) es un dlgebra-+ de Banach,
n—oo

tenemos que
@*alp = i [zhea| = lm [2,* = (lim [za])? = [2f3.

Por tanto (E, | - |) es un dlgebra-C*. Sea x € E como E C E utili-

zando el Teorema 3.2.8 tenemos que E es simétrica, es decir e + x*x
es invertible en E. Por tanto y € E tal que

yle+z*x)=ey (e +x*z)y =e.

Ahora, como y € E se tiene que y = lim y, con {y,}, C E. Entonces:
n—oo

yn(e + x¥x) LN y (e+ 2" x)yy L, e, cuando n — oo.

Y como || - || es equivalente a | - |. Entonces

yn(e + z*x) LR y (e +z*x)yn LiN e, cuando n — oo.

<] Ahora supongamos que se cumple los puntos 1 y 2. Nuevamente usando
la Observacién 4.1.8 bajo estds hipotesis podemos suponer que x — z* es
una isometria y si By es el elemento méximo de B, entonces By = {x € E':
lz|| < 1}. Como = — z* es una isometria, en particular es continua, por lo
que la podemos extender a E.

Por los Lemas 4.1.13 y 4.1.15 sabemos que la complecién de E que denota-
remos por (E, || - | 7) es un algebra-* de Banach simétrica y semi-simple, en
particular hermitiana. Asi, por el Corolario 3.6.12 sabemos que existe una re-
presentacién-+ m y un espacio de Hilbert H tal que Rad(E) = ker(n) = {0}.
Entonces, podemos considerar en E la norma dada por ||z||r = ||7(x)|| para
toda x EAE . R

Sea h € E hermitiano y sea E (h) la subalgebra-* maximal conmutativa con
unidad e que contiene a h, por el Lema 4.1.14 tenemos que (E' (h),r) es un
algebra-C* bajo la norma r. Restringiendo 7 : E (h) — B(H) se tiene que
7 es un isomorfismo-* sobre su imagen y por el Corolario 3.5.10 se cumple
r(z) = ||z|x = ||7(2)|| para toda z € E (h). En particular por el Lema 4.1.11
tenemos que:

r(h) = [[hllx = [Pl 2,
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para cualquier h hermitiano en F. Asi, siz € E, entonces © = h + ik con
h=3x+a")yk=2@—uz ) elementos hermitianos de F . Ahora, como

Har:H,Qr = ||z*z||» para todo z € E, en particular ||z||; = ||2*||x. Entonces:

1

1 *
hllx =I5 (2 + %) zllx + 2" lx = [|2]|- (4.4)

H7r—2

Es decir, ||Allx < [[z|lz. Andlogamente [|k[|z < [[z]z. Una cuenta similar a
la ecuacién 4.4 y usando que x — x* es una isometria en F, se sigue que
Ihllz < llzllz ¥ [Ih]|5 < [|z]| 5. Entonces tenemos que:

lzllz < Ihllg + Iklg = [12llx + [1Kllx < 2]l
< 2([|Allx + lI[lx)

=2(lpllz + Ikl )
< 4|z 5-
Por tanto tomando | - | = || - ||» se tiene que es una norma en E equivalente
a la original || - || 5 tal que (F, |- |) es un algebra pre-C*.

Mais aun, ambas normas son iguales en E. Para eso consideremos el siguiente
conjunto B, = {x € E : ||z||, < 1}. Vamos a probar que By = B,. Primero
sea x € F tal que ||z]| < 1 por la Observacion 4.1.8 tenemos que ||z|| = ||z*|],
entonces por inciso b) de la porposicién 3.3.25 aplicado a E se sigue que
|7 <1, ast:

[zllx = [lm ()| < flwllflz] < 1.

Es decir ||z||r < 1, entonces By C B;. Y por tanto By C B,. Para la otra
contencion, veamos que B, € B.

i) No es dificil ver que B es absolutamente convexo.

.. -2 _ = .
ii) Veamos que B, C B;. Para eso primero demostraremos que B72r C B;.
Si 2y € B2, entonces

[m(zy)ll =[x (@)l < [[x(@)[lx ()] < 1.
Luego 2y € B, y por tanto B2 C B,. Utilizando el Lema 4.1.10
72 —
tenemos que B, C B.
iii) Veamos que B} = B,. Sea z* € B} con = € B, entonces
[ ()] = [l ()" = fI(2)]| < 1.

Y por tanto z* € B;. Ahora, si x € B, como x = (z*)*, entonces por
lo anterior como z* € B; se sigue que x € Bj. Por tanto B} = B;.
Nuevamente utilizando el Lema 4.1.10 tenemos que B = B,.
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iv Claramente B es cerrado y acotado.

Por tanto B, € B y como By es el elemento méximo se sigue que B, C By.
De esto tenemos que By = B,. Por ultimo si tomamos x € E con z # 0,

< 1. Asi
us

lz|lx < ||z]. Andlogamente si x € E con z # 0, entonces ﬁ € Bry

. . T _r
entonces R By v por lo anterior B B, luego H”xHBo

nuevamente por lo anterior ﬁ € By, entonces ||z| < |z|z. Por tanto
™

x|l = ||z||B, para toda x € E.
O

Teorema 4.2.2. [ Allan II] Sea (E, ||-||) un dlgebra-+ de Banach con unidad
e. Entonces, existe una norma | - | equivalente a la original tal que (E,| - |)
es un dlgebra-C* si y solo si

1. La coleccion B tiene elemento mdximo.
2. E es simétrica.

Demostracion. <] Supongamos que se satisfacen las condiciones ) y i) del
Teorema. Para cada x € E consideremos la norma dada por

|| = max{ |, [[«"]]}.

Si x,y € E, entonces se cumple que |zy| < |z||y|, es decir (E,|-|) es un
algebra-* normada. Ademés, para cada x € FE se cumple que:

el <zl Mzl < faf, [z = [27].

Esta ultima igualdad nos dice que la involucién x — z* es continua con
respecto a | - |.

Ahora probaremos que si tomamos D C E con D = D*, entonces D es
| -|-acotado si y sélo si es || - ||-acotado. Supongamos que D es |- |-acotado. Si
x € D, entonces existe M; > 0 tal que || < My, pero ||z| < |z|, entonces
|z|| < Mj. Por tanto D es || -||-acotado. Supongamos que D es || - ||-acotado.
Si x € D, entonces existe My > 0 tal que ||z|| < My y como D = D*,
entonces x* € Dy ||z*|| < Ms. Por tanto |z| = max{||z||,|z*||} < Ma. En
particular, la coleccion B = B|. Por lo que B tiene elemento méximo,
supongamos By, y asi (E,]| - |) cumple la hipdtesis i) del Teorema 4.2.1.
También, como F es simétrica, si x € F, entonces e+ z*z es invertible en F,
es decir existe y € F tal que y(e +z*z) = ey (e+z*x)y = e. Luego (E,|-|)
satisface trivialmente la condicién ii) del Teorema 4.2.1. Por tanto (E, |-|) es
un algebra-* normada que satisface las condiciones i)y i) del Teorema 4.2.1,
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entonces existe una norma | - [p equivalente a | - | tal que |z|3 = |zz*|o para
todo z € E. Como las normas |- | y | - |o son equivalentes, existen a,b > 0
tales que

alz| < |z|p < b|z| para todo z € E.

Por tanto (E, || - ||) es un algebra-A* con norma auxiliar |- |, que ademds es
equivalente a | - |.
Veamos ahora que las normas || - || y | - | son equivalentes. Utilizando el

Corolario 3.5.6 sabemos que existe 5 > 0 tal que |z|p < B|z|| para toda
x € FE. Por tanto se tiene que:

|z]| < x| < éHxH para toda x € F.
a

Asi||-|| v || son normas equivalentes. También como |-| y |-|p son equivalentes
se sigue que || - || y | - |o son equivalentes, de donde se sigue que (E,|-|o) es
un algebra-C*.

=] Supongamos ahora que existe una norma |- | equivalente a la original tal
que (E,|-|) es un algebra-C*. Entonces

1. La prueba de que B tiene elemento maximo es igual a la demostracion
del inciso 1 del Teorema 4.2.1.

2. Como (E,|-|) es un élgebra-C* por el Teorema 3.2.8 tenemos que E
es simétrica.

O]
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