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Introduccion

Como una consecuencia del teorema de uniformizacién de Riemann, es posi-
ble demostrar que cualquier 2-variedad riemanniana cerrada posee una métrica
que es conformemente equivalente a la original y cuya curvatura es constante.

Recordemos que la conjetura de Poincaré dice que toda variedad de dimen-
sion 3 que sea simplemente conexa es homeomorfa a la esfera. Si bien, no es
cierto que cualquier variedad cerrada de dimensiéon mayor a 2 posee una métri-
ca con curvatura constante, la posibilidad de probar la conjetura de Poincaré
por medio de la construccién de métricas de Einstein (consultar el capitulo V
de [10]), llev6 a Hideiko Yamabe a hacerse la siguiente pregunta: ;Bajo qué
condiciones puede asegurarse que una variedad diferenciable posee una métrica
riemanniana cuya curvatura escalar es constante? En 1960, Yamabe publicé una
demostracion del siguiente resultado:

Teorema 0.1. Sea (M,g) una variedad riemanniana compacta de dimension
n > 3. Entonces, M posee una métrica riemanniana con curvatura escalar cons-
tante que es conforme a g.

La estrategia de Yamabe fue reinterpretar el problema como una ecuacién
diferencial parcial que después identificé como la ecuacién de Euler-Lagrange
de cierto funcional. El infimo de este funcional es conocido como invariente de
Yamabe y se denota como A\(M). Abordar el problema desde esta perspectiva
permitié que Yamabe usara técnicas de anélisis.

En 1968, Neil S. Trudinger descubrié un error serio en la demostracién de
Yamabe. Yamabe noté de manera correcta que el problema que queria resolver
era un problema de exponenete critico en el sentido del teorema de encaje de
Sobolev, lo cual implicaba que la existencia de minimos para el funcional que
estaba estudiando no podia concluirse por medio del método directo. Traté de
darle la vuelta al problema una vez més, definiendo y minimizando una familia
de funcionales asociados al original y fue aqui fue donde cometi6 algunos errores.

Trudinger fue capaz de arreglar la demostracién de Yamabe para los casos en
los que A(M) < 0. De hecho, demostré la existencia de una constante positiva
a(M) tal que el Teorema 0.1 es cierto siempre que A(M) < a(M). En 1976,
Thierry Aubin extendi6 el resultado de Trudinger al demostrar que a(M) =
A(S™). Més aun, Aubin demostré que el Teorema 0.1 es cierto cuando n > 6
y M no es localmente conformemente plana. En 1984, Richard Schoen dio una
solucién definitica a la conjetura de Yamabe demostrando el Teorema 0.1 en
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los casos restantes por medio del teorema de la positividad de la masa. Para
una discusiéon detallada y accesible de la demostracién del Teorema 0.1, el lector
puede consultar el articulo [9] de Lee y Parker.

Por lo demostrado por Trudinger y Aubin, entender el problema de Yama-
be en la esfera fue esencial para resolver el caso mas general. En la esfera, el
problema de Yamabe es equivalente a resolver la ecuacién

(1)

—Agu+ wu = |u|> ~2u  sobre S,
u>0 sobre S™.

Una pregunta interesante desde el punto de vista de las ecuaciones diferen-
ciales parciales, es la siguiente. ;Cémo se ven las soluciones al problema (1) si
sustituimos w por un coeficiente arbitrario? En 2006, Brezis y Li demos-
traron que las soluciones a ciertos problemas elipticos no lineales en variedades
riemannianas siempre son constantes, ver [3]. En particular, demostraron el si-
guiente teorema.

Teorema 0.2. Sea A < w. Siu € C%(S™) es una solucién de

~Ayu+ = |ul* 2u  sobre S, 2
u>0 sobre S™,

entonces u es constante.

El objetivo de esta tesis es dar una prueba del Teorema 0.2. La posibilidad
de hacer célculos explicitos permite ilustrar algunas de las ideas principales del
andlisis geométrico sin tener que recurrir a conceptos tipicos de la geometria
riemanniana, como lo son los tensores o las formas diferenciales.

Con las ideas de Brezis y Li en mente, el esquema de la demostracion es el
siguiente. Por medio de la proyeccién estereografica reinterpretamos el problema
(2) como un problema en R” y vemos que una solucién de (2) induce una solucién
del nuevo problema. Luego probamos que la solucién en R” es radialmente
simétrica. Esto ultimo es suficiente para concluir que la solucién al problema
(2) es constante.

Una herramienta 1til para probar la simetria de soluciones a ecuaciones
diferenciales parciales es el método de los planos moviles. Este método fue in-
troducido por Alexandrov en [1], quien lo utilizé para estudiar superficies con
curvatura media constante. Mds tarde, en [11] Serrin reinterpreté el método de
una manera adecuada para su uso en el estudio de las ecuaciones diferenciales
parciales y lo utilizé en la solucién de su problema sobredeterminado. En, 1979
y 1981 Gidas, Ni y Nirenberg publicaron [5] y [6] respectivamente. En estos
trabajos generalizaron el método a dominios con cierto tipo de singularidades
en la frontera e incluso a dominios no acotados.

En el primer capitulo de esta tesis, con el objetivo de ilustrar las ideas
principales del método de los planos méviles, probamos un resultado de simetria
en la bola. Hacemos énfasis, sobre todo, en el papel fundamental que tiene el
principio del maximo.
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En el segundo capitulo, revisamos algunos de los conceptos basicos para el
analisis geométrico, como lo son el gradiente, la divergencia y el laplaciano en
una variedad riemanniana arbitraria. Ademds, demostramos lo siguiente.

Proposicién 0.3. Siu € C?(S") es solucion de (2), entonces la funcion v dada
por v(z) := &(x)u(o () es solucién del problema
—Av — (n(n4—2) _ )\)5(33)2*_21) — |v|2*_2v en R™, 3
v >0 en R™,

donde o es la proyeccion estereogrdfica desde el polo norte (0,...,0,1) y

@ = (1578) ()

Con lo anterior en mente, en el tercer y ultimo capitulo de este trabajo, usa-
mos un resultado de simetria que nos permite concluir que cualquier solucién de
(3) es radialmente simétrica. Vemos que eso implica que una solucién del proble-
ma (2) siempre es constante. Como un corolario de esto, obtenemos la unicidad
de soluciones para (2). Finalmente estudiamos las soluciones del problema (1)
que corresponden al caso en el que A = #.

Es importante mencionar que la demostracién del resultado de simetria que
utilizamos no se basa en el método de los planos mdéviles, sino en una variante
de éste, conocida como el método de las esferas méviles. En [3] Brezis y Li
sugieren que es posible utilizar las ideas de Gidas, Ni y Nirenberg para probar
un resultado de simetria adecuado, sin embargo, no dan detalles de la prueba.
Es posible que tuvieran en mente una generalizacién del Teorema 4 de [5] al caso
en donde el operador diferencial depende también de una variable espacial. Este
teorema garantiza la simetria radial de soluciones positivas a problemas dados
por cierta clase de operadores elipticos no lineales, siempre que la solucién y sus
primeras derivadas parciales cumplan cierta expansion asintética. Como en esta
tesis decidimos no adentrarnos en la prueba de un resultado de simetria para
todo R™, por completitud, hemos decidido utilizar la Proposicién 2.1 de [7] que
si cuenta con una demostracién bastante detallada.
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Capitulo 1

Un resultado de simetria en
la bola

Una pregunta importante en el estudio cualitativo de las ecuaciones diferen-
ciales parciales es si hay una relacién entre el tipo de simetria del dominio de
una solucién y la simetria de la solucién misma. Més especificamente, cuando
tanto el dominio como el problema que se busca resolver son invariantes bajo
algun grupo de simetrias, jbajo qué condiciones se puede garantizar que las
soluciones también lo son?.

El objetivo de este capitulo es probar un resultado clasico de Gidas, Ni y
Nirenberg que aparece en [5]. Para la prueba se utiliza una técnica conocida como
el método de los planos mdviles. En la prueba, los principios del méximo tienen
un papel fudamental. Por lo anterior, en la primera seccién de este capitulo
enunciamos la versién de los principios del maximo que utilizaremos. Dedicamos
la segunda seccion del capitulo a probar el resultado de simetria que nos interesa.

1.1. Los principios del maximo y los principios
de comparacion

Los principios del maximo son una herramienta de gran importancia en
el estudio de ecuaciones elipticas de segundo orden, ya que permiten obtener
una gran cantidad de informacién sobre cémo se ven la soluciones de algunos
problemas.

Para poder enunciar los principios del maximo en la generalidad en la que
los utilizaremos, primero es necesario recordar la definciéon de solucién débil.

Definicién 1.1. Sea  un abierto contenido en R™. Decimos que u € H{ (1),
es una solucién débil del problema

—Au=f(al,u) en,
u=0 sobre 012,
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si para toda ¢ € C§°(Q)

/QVU~V90:/Qf<p.

De manera andloga, u € H}(Q) satisface
—Au < fen

si para toda ¢ € C§°(2), ¢ > 0 se tiene que

/QVwW)S/wa-

Observacion 1.2. Sean m € NN ACR™ BCRy f=f(rs): AxB — R
Diremos que f es localmente Lipschitz en s uniformemente respecto a r, si para
cada s € B existe una vecindad U de s y a > 0 tal que para s1,s5 € U

[f(r,s1) — f(r,s2)] < af(r,s1) — (r,82)| Vre A (1.1)

A lo largo de esta seccién hacemos referencia al espacio H' de Sobolev
en el enunciado de los teoremas. Dado que los espacios de Sobolev no son de
importancia central para el desarrollo de este trabajo, no decimos mucho acerca
de estos. Para mas informacion, el lector puede consultar, por ejemplo, el primer
capitulo de [4].

El primer principio del maximo que enunciaremos y su correspondiente co-
rolario, nos permitird garantizar que en subdominios suficientemente pequenos
se cumple un principio de comparacion.

Teorema 1.3. (Principio débil del mdzimo en dominios pequenos). Sea n > 2,
Q un dominio acotado en R™ y a > 0. Sea c € L™, ||c||p=) < a. Entonces
existe § > 0, que depende de «, tal que se cumple lo siguiente:

Si Q' C Q es un subdominio de Q, v € HY(Q')NCY(Y),
Hz € ' :v(x) > 0} <0 y ademds v satisface

—Av+c(x)v <0 en Y, (12)
v<0 sobre OV, '
entonces v < 0 en €.
Demostracion. Para la demostracién consulte el Teorema 1.20 de [4]. O

Corolario 1.4 (Principio débil de comparacién en dominios pequenios). Sea
Q un dominio acotado en R™. Sea f = f(r,s) : Q x [0,00) = R una funcién
continua que es localmente Lipschitz en s uniformemente respecto a r. Siu y v
estin en HY(Q) N C%(Q) y cumplen que

lull oo (), ||| oo () < A, para algin A >0,
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entonces existe § > 0, que depende de f y de A, tal que se cumple lo siguiente:
Si Q C Q es un subdominio de Q para el cual [{x € Q:u(z) >v(x)}NQ|<§

Y

—Au § f(.T, 'LL), —Av 2 f('fC,'U) en Q/? (1 3)
u <o sobre OY, '
entonces u < v en Q.
Demostracion. Definamos ¢ : Q2 — R como
fav@)—flzul@)
C({L‘) — u(z)—v(z) S? u(x) 7é U(l‘), (14)
0 si u(z) = v(z).

Notemos que, como f es Lipschitz continua para s € [—A, A], tenemos que
c € L*>®(Q) con ||c||= () < B donde B es una constante de Lipschitz para f en
[—A, A].
Si ' C Q2 es un subdomino en el cual u y v satisfacen (1.2), entonces u — v
satisface
!
{ Alu—v)+c(x)(u—v) <0 en ¥, (15)

u—v<0 sobre 0.

El resultado se sigue de manera inmediata al aplicar el principio débil del maxi-
mo en dominios pequeiios (1.3). O

El segundo principio del maximo nos permite garantizar que se da una de-
sigualdad estricta entre funciones.

Teorema 1.5. (Principio fuerte del mdzimo). Sea Q2 un dominio (no necesaria-
mente acotado) en RN, sea c € L>(Q) y sea v € H} (Q) N CY(Q) una solucion
débil de

(1.6)

—Av+c(x)v >0 enQ,
v>0 en €,

entonces v =0en Q ov >0 en Q.
Mas ain, siv >0 enQ, xg € 0N es un punto donde v(xo) = 0 y la condicién
de esfera interior se satisface, entonces, para cualquier direccion interior v,
ov

Demostracion. Para la demostracion consulte el Teorema 1.28 de [4]. O

Corolario 1.6 (Principio fuerte de comparacién). Sea 2 un dominio (no ne-
cesariamente acotado) de RYN. Sea f = f(r,s) : Q x [0,00) — R una funcion
continua que es localmente Lipschitz en s uniformemente respecto a r. Si u,
v e HL (Q)NCYHQ) satisfacen

1.7
u<ov en €, (1.7)

{Au < fla,u);—Av > f(z,0) en
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entonces u = v en QL ou < v en Q. En el segundo caso, si xg € 0N es un
punto que satisface la condicion de la esfera interior y u(xg) = v(xg) entonces

%(wo) < %(xo), donde v es una direccion interior de B.

Demostracion. La prueba es totalmente analoga a la del Lema 1.4, usando el
Teorema 1.5. O

1.2. Un teorema de Gidas, Ni y Nirenberg

Estamos interesados en soluciones del siguiente problema en la bola, B =
{r e R": || < R}:
—Au = f(Jz|,u) en B,
u >0 en B,
u=20 sobre 0B.

Veremos que bajos ciertas condiciones de regularidad sobre f y sobre u, es
posible garantizar que u es radialmente simétrica y que ademads su derivada
radial es decreciente.

El siguiente teorema es una pequena generalizacién del resultado probado
por Gidas, Ni y Nirenberg en [5]. Aparece en el Capitulo 6 de [4], que también
es una buena referencia para consultar mdas acerca de resultados de simetria.

Teorema 1.7. Sea B={z ¢ RN : |z| <R}, R>0y f:[0,00) x [0,00) — R
una funcion continua tal que f(r,s) es localmente Lipschitz en s uniformemente
respecto a r ¥y tal que es decreciente en v para s fija. Si u € C*(B) N CY(B)
satisface

—Au = f(|z|,u) en B,

u>0 en B, (1.8)

u=0 sobre 0B,

entonces u es radialmente simétrica y la derivada radial es negativa.

La idea de la demostracién es ver que para una direcciéon e arbitraria, la
funcién u es invariante respecto a la reflexién sobre el hiperplano ortogonal a esa
direccién. Para simplificar las cosas, nos fijamos primero en la direccién canénica
e1 y por medio del método de los planos méviles demostramos la simetria de
u con respecto a este hiperplano. La simetria con respecto a cualquier otra
direccién se sigue de observar que el problema en el que estamos interesados es
invariante bajo transformaciones ortogonales.

El método de los planos méviles consiste en fijar una direccién arbitraria y
considerar todos los planos afines ortogonales a ésta y que intersecan al dominio
en el que se estd trabajando. Luego, mediante un proceso limite, en el que se
usan los principios de comparacion, obtenemos dos desigualdades que nos llevan
a concluir la simetria de la funcién con respecto al hiperplano que pasa por el
origen y es ortogonal a la direcién fijada.

Primero demostraremos que el problema (1.8) es invariante bajo tranfor-
maciones ortogonales. Para esto utilizaremos la invariancia del laplaciano bajo
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transformaciones ortogonales y que la traza de una matriz es invariante bajo
cambios de coordenadas.

Sea M.,,«n el espacio de matrices reales de n x n. Recordemos que si A,
B € M, entonces decimos que A y B son semejantes si existe una matriz
invertible P € M,,«, tal que

A=P'BP.

Proposicién 1.8. Sean A, B € M,(R) dos matrices semejantes, entonces se
cumple que
tr(A) = tr(B).

Demostracion. Para una demostracion de este resultado consulte, por ejemplo,
el Corolario 10.10 de [2]. O

Si v € C?(B), denotamos por Hv al Hessiano de v, es decir, Hv es la derivada
de la funcion Vv : B — R" dada por x — Vov(z).

Lema 1.9. (invariancia del laplaciano bajo transformaciones ortogonales). Si
u € C%*B) y T € O(n), entonces

(a) ViuoT)=T toVuoT, ie.,

V(uoT)(z) =T Vu(Tz) Vze€ B.
(b)H(uoT)(x) =T 1 oHu(Tx) o T para cada x € B.
(c)A(uoT)(x) = Au(Tx) para cada x € B.

Demostracion. (a) Sabemos que, para toda y en R, V(u o T)(z) es el tnico
vector tal que:

(V(uoT)(x),y) = D(uoT)(x)[y]-
Por la regla de la cadena y dado que T es ortogonal, obtenemos
D(uoT)(x)[y] = Du(Tz)[Ty]
= (Vu(Tz), Ty)
= (T o Vu(Tz),y),
asi
VwoT)=TtoVuoT,

como queriamos probar.
(b) Por (a), tenemos que V(uoT)(z) = (T~ o VuoT)(x), para todo x € B.
Asi, aplicando la regla de la cadena obtenemos
H(uoT)(x) = D(T™Y)vu(rs) o Hu(Tz) o D(T),
=T oHu(Tz)oT,



14 CAPITULO 1. UN RESULTADO DE SIMETRIA EN LA BOLA

donde la ultima igualdad se da porque tanto 7' como su inversa son funciones
lineales.

(¢) Por (b) las matrices H(u o T)(z) y H(u)(Tz) son semejantes. Esto implica
que tienen la misma traza. Asi

A(uo T)(x) = tr{H(uo T)(z)]
=tr[Hu(Tz)] = Au(Tz).

O

Proposicién 1.10. Sea T € O(n), siu € C*(B) N C%B) es una solucién del
problema (1.8), entonces uo T también lo es.

Demostracion. Por el lema anterior,
—A(uoT)(z) = —Au(Tz) = f(|Tz|,u(Tz)) = f(|z|, (woT)(x)) Vz e B. (1.9)

Por otro lado, como Tx € 9B si x € OB. Se tiene que v o T = (0 sobre 0B.
Asi, wo T es solucién de (1.8). O

"N

Pasaremos ahora a la demostracion del Teorema 1.7

Demostracion. (Teorema 1.7) Primero definamos lo siguiente para —R < A < 0:

Hy={zcR":z; =)},

By ={z € B:x1 <A},

zy = 2\ — 21,22, ..., TN),

Cy={y € B:y=ux, para algin « € B,},
ux: By = R, ux(z) = u(xy).
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Notemos que z es el reflejado de x con respecto al hiperplano H). Si conside-
ramos ¢ € C§°(B)), como u es solucién de (1.8) entonces, por el teorema de
cambio de variable, u) satisface:

Vuy -V = Vu(zy,...,xn) - V(22X — 21, ..., TN)
B>\ C)\

= [ [zl we@A—z1,..;zn) = [ f(lzalur)e.
C By

Ademds, como 0 = u < uy sobre 9By \ Hy y u = uy en Hy N B, tenemos que
u < uy en 0By. Dado que f(|z|,u) es decreciente en |z| y || > |z|, entonces
—Auy = f(lzalun) > f(lz],un).

En resumen, para A € (=R, 0),

{—Au < fllzlu); —Aux = f(|z],ux) en By, (1.10)

u < uy sobre 0B,

Veamos que u < uy en By para todo A € (—R,0). Sea A = [|ul|p~(p). Para
A € (—R,0), se cumple que

lull o (By) < A, lurllze(By) < A

Ahora bien, tomando \ suficientemente cercano a —R podemos garantizar que
| Bx| es tan pequenia como queramos. En particular, podemos aplicar el principio
débil de comparacion en dominios pequenos a f,u y uy. Sea & dada por el
Corolario 1.4 y A de manera que | By| < 4. Por (1.10) y el Corolario 1.4, podemos
concluir que existe a > 0 tal que si

A€ (—R,—R+ «), entonces en u < uy en B).
Definamos
Ao =sup{A € (—R,0) :u <uy en B,,Vu € (—R,\)}. (1.11)

Este supremo existe por lo demostrado en el parrafo anterior. Queremos ver
que Ag = 0. Por contradiccién, supongamos que Ao < 0. Para p € (A \g]
y para x € B), consideremos u,(x). Haciendo tender A a Ay concluimos que
u(z) < uy,(x). Haciendo esto para cada A € (—R, \g), tenemos que u < uy, en
By,

Para A € (=R, \o|, f, u y uy satisfacen las hipétesis del principio fuerte de
comparacion. Asi, se cumple que u < uy o bien u = uy en By. Como para los
puntos en 0B N 9By, 0 = u < wu), entonces u < uy en By, ya que tanto u
como u) son continuas hasta la frontera. Ademads, para xo € Hy N B, se tiene
u(xo) = ux(xo). Entonces podemos deducir del principio fuerte de comparacién
que

Vu(zo) - (—e1) < Vux(xo) - (—eq) (1.12)
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es decir 9 9
u U
8751(%) > 67:1(%0) (1.13)
y €Omo ‘g%(xo) = —%(mo) podemos concluir que
ou

Consideremos un compacto K C By, tal que |B), \ K| < $. Con § nueva-
mente dada por el Corolario 1.4. Como u), — u es continua y positiva en K,
entonces existe m > 0 tal que ming (uy, —u) = m. Por continuidad, para A > Ag
y cercana a Ag, se tiene que

|By\ K| <6, mjé'n(uA —u) >

| 3

> 0.

Denotando By = By \ K, tenemos que u < uy en 0B}. Podemos aplicar el
principio débil de comparacién en dominios pequenios para deducir que en B}
se tiene u < u) y como en K se tiene la misma desigualdad entonces u < uy en
B). Esto contradice la definicién de Ag. Por lo tanto, A\g = 0.

Hasta ahora hemos visto que

u<wuy, en By VAe(—R,0). (1.15)

Usando el principio fuerte de comparacién como hicimos previamente, podemos
ver que
u<uy en By, VA€ (-R,0) (1.16)

887“(@ >0 Vee H\NB YAc(—R,0). (1.17)
1

Por continuidad, podemos concluir que u < ug en By. Mediante un procedi-
miento anédlogo, pero ahora considerando A € (0, R) y definiendo

H{ ={z eRY:2; = )},

B\ ={zr€B:x; > \},

Ty = (2A — 21,22, ..., TN),

C\ ={y € B:y =z, para algin x € By},
uy: By = R, up(z):=u(z)).

obtenemos que
u<uyx en BY, VAe(0,R), (1.18)

y también
)
%(x) <0 VzeH\,NB YA€ (0,R). (1.19)
1

Asi, juntando (1.16) y (1.18) concluimos que « es simétrica con respecto a H.
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Para demostrar que u es invariante respecto a la reflexién sobre cuaqluier
hiperplano que pasa por el origen, consideremos lo siguiente. Sea e € SN¥~! una
direccién arbitraria y T una transformacion ortogonal que lleve e; en e. Por la
Proposicién 1.10 el problema (1.8) es invariante con respecto a transformaciones
ortogonales. Asi, u o T es solucién del problema (1.8) y podemos aplicar un
razonamiento analogo al anterior para concluir que uoT es simétrica con respecto
a Hy. Por ende, u es simétrica con respecto al hiperplano ortogonal a e que pasa
por el origen. Como e es arbitraria, esto implica que u es simétrica con respecto
a cualquier hiperplano que pasa por el origen, es decir, u es radial. Finalmente,
notemos que por la regla de la cadena, la derivada direccional de v en una
direccién e cumple lo siguiente:

0 O(uoT

a—Z(x) =Vu(z) -e= (gTol)(x’) para x="T(z').

Esto, junto con los andlogos de (1.17) y (1.19) para u o T, nos permite concluir
que la derivada de u en la direccién radial es decreciente. O
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Capitulo 2

Un problema eliptico en la
esfera

Sea S™ la esfera unitaria en R™*! con la métrica inducida, a la que denotamos
por g. Estamos interesados en el comportamiento de las soluciones del siguiente
problema

{—Agu + \u = |[u|> 2u  sobre S™, 2.1)
u>0 sobre S”,

n

donde —A es el operador de Laplace-Beltrami, A € Ry 2* := 712_2, n >3, esel
exponente critico de Sobolev.

En la primera seccién de este capitulo definimos el operador de Laplace-
Beltrami y obtenemos una expresién sencilla de este operador en coordenadas
locales. En la segunda seccién usamos la proyeccion estereografica para traducir
el problema (2.1) a un problema equivalente en R™.

A lo largo del capitulo hacemos uso de diversas nociones de geometria rie-
manniana como lo son las variedades riemannianas y las conexiones riemannia-
nas. Para la defincién de estos conceptos el lector puede consultar, por ejemplo,

[8].

2.1. El operador de Laplace-Beltrami

Sea (M, g) una variedad Riemanniana y sean X y Y campos vectoriales en
M.

Definicién 2.1. La divergencia de X, a la que se denota div X, se define como
la traza de la funcién lineal dada por

Y — Vy X.

Para obtener una expresion de la divergencia en coordenadas locales reque-
rimos el siguiente lema.

19
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Sean M., «n el espacio de matrices reales de n x n y
det : Mpxn — R (2.2)

la funcién que a cada matriz le asocia su determinante. Identificando a M., xn

2 ., . .
con R™ resulta claro que esta funcién es diferenciable. Denotamos por det’ a su
derivada.

Lema 2.2. (Férmula de Jacobi). Si A es una matriz invertible, entonces
det'(A)[T] = (detA)tr(A~'T) VT € Myxn, (2.3)

donde tr denota a la traza. De aqui se deduce inmediatamente que, si ademds
detA > 0, entonces
(In o det) (A)[T] = tr(A™1T). (2.4)

Demostracion. Dividimos la demostracién en dos pasos.
Paso 1 Veamos que det'(I) = tr donde I es la matriz identidad

Recordemos que si B € M, «, entonces detB = desn Bis1) -+ Bro(n)-
Donde S, es el grupo de permutaciones de n elementos. Tenemos entonces que

det(I+€T) = (14 €Tn) ... L+ eTun)+ > (T+€eD)1gq) - (I + €T no(m)-
oceS,\{Id}

Es sencillo ver que el segundo sumando es o(¢€) y por induccién podemos ver
que el primero es 1 + tr(T)e 4 o(e). Por tanto,

det! (I[T] = lim det(I + €T') — det(I)

e—0 €

~ lm 14+ (trT)e+o(e) — 1
e—0 €

=trT.

Paso 2 Veamos el caso en el que A es una matriz invertible.
Notemos que para cualquier matriz X, podemos escribir

detX = det(AA™'X) = det(A)det(A1X)
Usando la regla de la cadena obtenemos
det'(X)[T] = det(A)det' (A~ X)[A™*T].
Tomando X = A y aplicando el Paso 1 concluimos que
det'(A)[T] = detAdet’ (I)[A™'T] = det Atr(A™'T),

como queriamos demostrar. O
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En la demostracién de la siguiente proposicién utilizaremos los simbolos de
Christoffel. Recordemos que dada una variedad M, coordenadas locales 01, ..., 0,
y una conexién V los simbolos de Christoffel son las funciones suaves Ffi que
cumplen

Vo,0i = Y ok

Proposicién 2.3. Sea (M, g) una variedad riemanniana. Sean 01,...,0, coor-
denadas locales. Si X es un campo vectorial en M, entonces

divX = (V/191X7), (2.5)

1
— N0,
Vgl ; !
donde |g| := det(g;;).

Demostracion. Expresamos X =) X 0;. Calculemos primero Vo, X.

Vo, X =Y 0;X'0;+>_ X'Vy,0;

K3 (]
=3 0;X'0;+ Y _ X'T% 0.
i ik
De lo anterior podemos concluir que para Vy, X, el coeficiente de 0; es

0; X"+ XTI,

divX = (9;X7 4+ X'T%). (2.6)
J i
Por otro lado, sabemos que (consultar el Teorema 5.10 de [8])
;= % ngl(ajgli + 0igij — 019;i),
l
donde (¢*) = g~!. Tomando k = j y sumando sobre j

S . g
> = 2 > 5091 + Digi — Digii)
J VA

1 ) : )
=5Q_ " 050+ 9" 0 = D 9" Drgji)-
gl Jhl 7l
Usando la simetria de la métrica, tenemos que

Y= 5 Yoo
J Jl

= %tr(gflaig)

1
= 581-111 lgl,
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donde la ultima igualdad se sigue del Lema 2.2 aplicando la regla de la cadena.
Sustituyendo esta expresién en la ecuacién (2.6), obtenemos

div X = Z(ajxj +inr§i)
_Za X7 +Zxr
_Za X7 +ZX Zr
= Zanj + §ZXJ83ln|g|

J J
—Zanj+;ZXja|J||g
J J

1595
/|g|3'X] + XJJ)
< ’ 27Vl

1
TR
= \;mzaj(\/ﬂ)fj),

como afirma el enunciado. O

Definicién 2.4. Sea u € C?(M). El gradiente de u es el tinico campo vectorial
gradgyu que satisface
g(gradyu,Y) =Yu

para cualquier campo vectorial Y en M.

El operador de Laplace-Beltrami de u se define como
Agu = div(gradgu).

La Proposicién 2.3 proporciona una expresion sencilla para el operador de
Laplace-Beltrami en coordenadas locales.

Corolario 2.5. Sea (M,g) una variedad riemanniana. Sean 0i,...,0, coorde-
nadas locales. Si u € C*(M), entonces

Agu =

\FZE) (97 /]g|oiu). (2.7)

Demostracion. Si escribimos gradu =Y ;X 79;, de la definicién del gradiente
obtenemos

Zngji = Zng(aj,&») = aiu,
J J
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para cada i. Ahora fijamos | y multiplicamos la expresién anterior por g%, luego
sumamos sobre ¢ para obtener

Zgilaiu = Zngjigil
i g,
=2 <Z ngjigil)
7 7
=> XI5
x

Aplicando la identidad (2.6) concluimos que

Agu= div(zj: (;gij&U) @)

1 -
= —=>9;(/lglg" diu)
Vgl 53

que es lo que queriamos demostrar. O

2.2. El problema en el espacio euclidiano

P

/
-~ ; i \/
T

\

«1‘ RT!

Sea p € S™. Usaremos la proyeccién estereogréfica o : S™ \ {p} — R™ para
traducir el problema (2.1) a un problema en R™. Sin perder generalidad podemos
suponer que p = (0,...,0,1) € R"". Entonces, la inversa de la proyeccién
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estereogréfica, a la que denotaremos por v, estda dada por

2
Y(@) =0 0 D+ ro— g

_ 20 |z]2-1
o \zP 1 22+ 1)

donde x = (x1,...,2,). Esta es una parametrizacién local de S™.

Definimos
2
) = (1)

Nuestro objetivo es demostrar la siguiente afirmacién.

(x1,...,2Zpn,—1)

n—2

Proposicién 2.6. Si u € C%(S") es solucién de (2.1), entonces la funcion v
dada por v(zx) := £(z)u(y(x)) es solucion del problema

(2.8)

—Av — (7"(”4_2) —NE@)? 2u=1|v|* 2 enR,
v>0 en R™.

Observacion 2.7. Aunque no lo probamos, méas adelante usamos que la Propo-
sicién 2.6 es un si y sélo si en el siguiente sentido; si v es soluciéon del problema
(2.8) entonces u := &(z)~tv(z) es solucién de (2.1) en las coordenadas locales
dadas por la proyeccién estereografica.

Si bien, la prueba de este resultado no es complicada, si involucra cédlculos
bastante largos. Por claridad, presentamos varios resultados previos. Primero
calculamos los coeficientes de la métrica con respecto a la proyeccion esterografi-
ca. Luego, probamos algunas identidades técnicas.

Lema 2.8. Si g es la métrica estandar de S™, inducida por la de R" 1. Enton-
ces, en la parametrizacion local dada por i, se cumple que

9ij (@) = ()03,
donde ¢ = £2"72,

Demostracion. Si ¢ = (¢, ..., 9" 1), entonces g;; esta dada por

_8@& aw—njtlawkaiwk

i = (9331 . 6l‘j B P 8$Z Basj'

(2.9)

Calculemos primero % para obtener

P(z) = (0,1) (z,-1)

L2
|z|2 + 1
n

2
=eépt1 t W ;miei + Wen_i_l.
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Entonces
0 —dx;x 2(|z]?2 4+ 1) — 422 4z
9 Z 2 kzei e 2 ) 2 Eer 2 . 2 6n+1
Oz it k1 (lz>+1) (Jz[* +1) (|z[* +1)

Ahora consideramos dos casos. Caso 1:

i=7
B
M P
(IGZka + @2z +1) - 4x?)2+16x$>
k#1
B 1
(22 1)t
(1622|z|? — 1627 + 4(|z|> + 1)% — 1622 (|z|*> + 1) + 162} + 162?)
— W(mr‘ + 8|z|® +4)
_ 2 2
B 4
(22 +1)
= ;i
Caso 2:
i#]
gij = EDI |2 <16 Z riziry — 8xixi(2]w)® + 1) + 16532, — 8xyw; (2)z* + 1) + 16:1:@? + 16xi:£j)
k#i,j

1 2 3 3 3
W(lﬁxixﬂﬂ — 16ax; — 16325 — 162, |x|” — 16z;2; + 16225 + 16372, 4 162,27)

=0.

En consecuencia
9 2
9ij(x) = (|w2+1> 8ij = &(x)* “2645,
como afirma el enunciado. O

Lema 2.9. Siu es solucion de (2.1), en las coordenadas locales dadas por 1 se
cumplen las siguientes identidades:

i)
Agu =¥ "2Au+ 26172 Ve - VT (2.10)
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n(n — 2)

~AE = T

e (2.11)

iii)
—~@VA(gr) = —Agu + @a. (2.12)
Donde w = uo .
Demostracion. Por el Lema (2.8), tenemos que
Vidl=¢* v g7 =96
donde ¢ := 22,

i) Usando el Corolario 2.5 tenemos que
Agu=¢"2Y 0i(p? ™ 6;0,u)
j7.
_n n—2
= Y 9i(p7 Ou)
J

= 050" )Out+ o T Oju)

J
n—2 _, -1
= 5 %) zj:ﬁjg)@ju+cp zj:ajju.

Notemos ahora que

* 4 *
Dip=0;( 7 = mfz ;€. (2.13)

Sustituyendo en la ecuacién anterior,

Bgu= " EE D 0 u € Y oy
J J

n
=272 " 0,€0u+ 77 0j5u
J
=267 Ve - Vu + 2 2An

que es lo que queriamos demostrar.
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i) Comencemos por calcular 9;¢.

9 ny2

ajg‘aj(<1+|w2> )
=22 \NTo 2
T2 \1+ 2P I\T+ 2]

n—4

. on—2 ( 2 ) 2 4z
2 \1+|z? (14 |z]?)?
(n—2)2"%  x
4 (L+]zl?)E
Ahora calculemos 0;;¢&.
9;;€ = 0; ( M) S x >
1 (1+|2P)%
(n=2)2"% ((+[al*)? —naf(1+]al’)"=
- ( (L+ [a?) )
_ (n— 2)2"2° 1+ || — na?
A Q4

Sumando sobre j obtenemos

(n—2)2"% n(1+ |z]2) — n|z|?

AL = i
‘ 4 (1+ [2) 5
_ n(n —2) 2 =N
B 4 1+ [xf?
nn—2) o«_
— ( )62 17

2

que es la identidad deseada.

iii) Recordemos que el laplaciano del producto de dos funciones, f,h €
C?(R™) satisface la identidad

A(fh) =hAf+2Vf-Vh+ fAh.
Teniendo en cuenta i) y ii), obtenemos
—YA(em) = =77 (WAE + 2VE - VT + EAT)
n—2)_

= ¢ (AT +2VE - VU — n 5 uc? )
= Y A 262 Ve Va+ 7"("2_ D
— _Agu + Mﬂ

2
que es lo que queriamos probar. O
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Procederemos ahora a probar la Proposicién 3.6

Demostracion de la Proposicion 2.6. Supongamos que u es solucién del proble-
a (2.1). Consideremos v = &(u o 1) como en el enunciado de la proposicién.
Entonces

[l 20 = |€ul* ~26u
— 52*—1|u‘2*—2u

=& (=Agu+ )
= &N =T A -
= —A(8u) - (”(”2_2) - A)f“gu

=—Av — (11(112—2) - )\> 52*_211.

wu + Au)

Para ver que v > 0 basta con notar que tanto £ como uo1) son mayores o iguales
a cero en R".
Asi, v es solucién del problema (2.8). O

Observacion 2.10. Notemos que un resultado similar al anterior se cumple si
usamos la proyeccion esteroegrafica con respecto a cualquier punto p en la esfera.
Esto porque la proyeccién escrita en términos de una base ortonormal en la que
uno de los vectores esté dado por p, es exactamente la misma que la que usamos
arriba.



Capitulo 3

Demostracion del teorema
principal

Sea S™ la esfera unitaria y g su métrica usual. Recordemos que estamos
interesados en el problema

—Agu+ M= |ul> “2u  sobre S, (3.1)
u>0 sobre S™. '
Cuando )\ = % el problema (3.1) es el problema de Yamabe en la

esfera. En este capitulo investigamos qué pasa con las soluciones del problema
(3.1) cuando el valor de A varfa. En la primera seccién probamos que, cuando
A< %, toda solucién de (3.1) es constante. En la segunda seccién vemos
que en el caso correspondiente al problema de Yamabe hay una infinidad de

soluciones positivas no constantes.

3.1. El caso )\ < @

La estrategia para probar el resultado que nos interesa es la siguiente. Fi-
jamos un punto p en S" y consideramos la proyeccién estereografica, o,, con
respecto a ese punto. Usando los resultados del capitulo anterior concluimos
que v = u oo, es una solucién del problema (2.8) en RY del Capitulo 2. Si
pudiéramos probar que en este caso v es radialmente simétrica entonces termi-
nariamos, pues esto implicaria que u es constante en los paralelos y, como p es

arbitrario, esto garantizaria que u es constante en S™.

Dicho lo anterior, es claro que requerimos algin resultado andlogo al del
Capitulo 1, pero que garantice la radialidad de una solucién en R™. En [6],
Gidas, Ni y Nirenberg probaron un resultado de este tipo para soluciones del

29
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siguiente problema

—Au = f(u) en R”,
u >0 en R”,

lim ;|00 u = 0.

Notemos, sin embargo, que en el problema (2.8) f no depende sélo de u
sino también de |z|. Esto significa que necesitamos un resultado un poco més
general. A lo largo de los afios se ha generalizado el resultado de Gidas, Ni y
Nirenberg en varias direcciones. En nuestro caso usaremos un resultado de Jin,
Liy Xu que aparece en [7]. Este resultado parece estar pensado para solucién con
singularidades en el origen, sin embargo, las hipdtesis que requiere son ideales
para aplicarlas en el problema que nos concierne.

Teorema 3.1. Sea f : R™\ {0} x [0,00) — [0, 00) una funcién continua tal que
para cualquier x € R™\ {0}, 0 < A < |z|, z € R™ tal que |z| > A ya <D

<|Z|>n+2f<x n Zjlj ('i')wa> < flz+2,b). (3.2)

Entonces si v € C?(R™\ {0}) es una solucién del problema

Av+ f(z,v) =0 en R™\ {0},
v>0 en R™\ {0},

v es radialmente simétrica respecto al origen y la derivada radial cumple % < 0.

La prueba de este tipo de resultados de simetria en dominios no acotados,
requiere de estimaciones bastante delicadas que se salen de los objetivos de este
trabajo, por lo que no la incluimos aqui. Por estéd razén, la omitimos.

Por claridad, previo a demostrar el teorema que nos interesa, probamos un
lema auxiliar.

n(n—2)
4

Lema 3.2. Sean A < y f(r,s) : [0,00) x [0,00) — [0,00) definida como

Entonces f(|x|,v) satisface la condicion (3.2).
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Demostracion. Sean x # 0, 0 <y < |z|, |z| > 7, a < b. Notemos que

v\ 2]
(@) () )

E 212"\ v

n+2 n—2 n+2
T L L
|2l 4 L+ |z + 152/ \ 7 gl
2 2 n42
= 1 a+an-2
IZ\ T+ + 5

( > sl
= +an—2_
|24 + L2 +1)?

También

n(n — 2) 4b nt2
b) = — A bn—2,
fle+zb) ( i )<|ac+z|2+1>2+

Como a < b, basta con ver que

474a - 4b
24z + ZE1P+ 1) (24P + 1%

Notemos que, como,

0 < [al(|z* = 7*) + (7" = 7*[*) + (21> = 7?),

entonces

0 <laf(lzl* =7*) + (7' =) + (|2 =) + 2%z - 2 = 2972 - 2

< |z|2<|a:|2 + 7 |2z T+ 1k ‘4|z|2 + 1) YV2(|z)* + 2z -2+ |22 + 1)

2
<o (Jo+ el + 1) = 2o + 52 + ).

Por lo tanto,

2
1
- DTS
o (e + et 1) (77
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Esto implica que

o - 1
>2 (le + 2> +1)2

|z|4<|m+ el +1

y, entonces
4vta < 4b
> 2 (et 2P+ )2
2[4 |z + fzzl? + 1
Esto es lo que necesitabamos probar para obtener el resultado. O

Es importante mencionar que el siguiente resultado es un caso particular del
Teorema 1 de [3].

Teorema 3.3. Sea A < @. Siu € C%(S™) es una solucién de

—Ayu+ = |ul* 2u  sobre S,
u >0 sobre S™,

entonces u es constante.

Demostracion. Sea p € S", sea 0, : S™\ {p} — R™ la proyeccion estereografica
desde p. Denotemos 1), = ap_l. Por la Proposicién 2.6, sabemos que v := &(uoy,)
es una solucién del problema

(3.4)

“Av— (@ —Né(x)? 20 =|v]* 2v enR",
v >0 en R"”.

Por el Lema 3.2, el problema (3.4) satisface las condiciones del Teorema 3.1. Esto
nos permite concluir que v = {(u o v,) es radialmente simétrica con respecto
al origen. Como £ también es radialmente simétrica con respecto al origen,
entonces u 01, igualmente lo es. Esto implica que u es constante en los paralelos
determinados por

{z € S": |z — p| = ¢}, para cada c € [0, 7].
Como esto es cierto para cualquier p en la esfera, entonces u es constante. [
Como un corolario, obtenemos la unicidad de soluciones al problema (3.1).

Corolario 3.4. Si0 < A < @, la unica solucion no trivial de (3.1) es la

. 1
funcion constante u = Az7-2.
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Demostracion. Por el Teorema 3.3 si u es una solucién no trivial de (3.1) en-
tonces u = ¢ para alguna ¢ > 0. Asi,

es decir,
1
c=\7-2,

Esto es lo que queriamos probar. O

3.2. El caso )\ = "("472)

En la Proposicién 3.5, probamos que en el caso en el que A = W el

problema (3.5) tiene una infinidad de soluciones positivas no constantes.

Proposicion 3.5. La ecuacion

(n—2)

—Agu+ o 1 U= lul* "2u  sobre S" (3.5)

tiene una infinidad de soluciones positivas no constantes.

Demostracion. Por la Proposicién 2.6, v es solucién de
—Av = [v]* %0 en R", (3.6)

si y s6lo si u := £~ 1w es solucién de (3.5) en las coordenadas locales dadas por la
proyeccién estereogréafica. Como en el Corolario 3.4, podemos ver que la tnica
solucién positiva y constante de (3.5) es

= (M D) (2o 2) 1)

Por la Proposicion 2.6, la correspondiente solucion de 3.6 estd dada por
2

o) = +2|x|2>n2 ("5 2)>n42

n

—2
1 2
“"<1+|w2> ’

que es precisamente la burbuja estandar, U.
Es facil ver que el problema (3.6) es invariante bajo dilataciones y traslacio-
nes. Es decir, si v es solucién de (3.6) y consideramos € > 0 y ¢ € R™, entonces

la funcién dada por
Vee(a) = 522nV(m ; <>,
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también es solucién de (3.6). Asi, considerando las dilataciones y traslaciones
de la burbuja estandar, obtenemos las siguientes soluciones

n—2

) 2
Vet = on(557=gp)

al problema (3.6).

Recurriendo una vez més a la Proposicién 2.6, sabemos que las funciones
Ue ¢ inducen soluciones del problema (3.5) que se ven de la siguiente manera en
las coordenadas locales dadas por la proyeccion estereografica

Uec(z) = (filUs,O(x)

B 9 \T 5 =N
~\ T TP e =P

n—2

n—2
1+ |x|2 Tz K} p)
=a
" 2 52+ |z — (|2
5 1+ |z
= Q _—_
"\282+x—(2)’
de donde obtenemos una infinidad de soluciones positivas no constantes, pues

el inico caso en el que una funcién de este tipo es constante es cuando 6 =1y
¢=0. O
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