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Introduccion

En 1931 Goédel publico un articulo titulado Sobre proposiciones formal-
mente indecidibles en Principia Mathematica y sistemas afines I |4], en el
cual enuncia sus teoremas de incompletud y demuestra el primero de ellos.
Dichos teoremas imponen fuertes limitaciones para cualquier teoria axiomati-
ca de primer orden que contenga a la aritmética. El primero de ellos establece
que si la teoria es consistente entonces es incompleta, es decir, existen enun-
ciados de su lenguaje tales que ni ellos ni sus negaciones pueden deducirse a
partir de los axiomas. Por otro lado, el segundo de ellos afirma que, en parti-
cular, el enunciado que expresa la consistencia de la teoria no es demostrable
dentro de ella.

La demostracion del primer teorema de Godel puede resultar muy com-
pleja, debido a que recurre a una autorreferencia inspirada en las siguientes
paradojas:

= Paradoja de Richard: Algunas frases del idioma espanol definen propie-
dades de los nimeros naturales. Si bien la lista de estas expresiones es
infinita, cada frase definitoria estd compuesta por un nimero finito de
caracteres. Debido a ello, tales definiciones pueden ordenarse conforme
a su longitud y las de la misma longitud, alfabéticamente. Con base en
esta numeracion, definimos que un namero es richardiano siy soélo si no
tiene la propiedad que numera. Puesto que esta definicion esta formu-
lada en espanol, le corresponde algin nimero r. Notemos que entonces
surge la paradoja “r es richardiano si y solo si no es richardiano”. Si r
fuera richardiano, la propiedad que numera no le corresponderia, por
lo que no seria richardiano. Analogamente, si r no fuera richardiano,
tendria la propiedad que numera, por lo que seria richardiano.

» Paradoja del mentiroso: La version moderna de esta paradoja se enun-
cia cominmente como “Este enunciado es falso”. Notemos que si dicho
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v Introducciéon

enunciado fuera verdadero, entonces seria falso. Analogamente, si fue-
ra falso, entonces seria verdadero, pues seria falso que es falso. Por lo
tanto, el enunciado es verdadero si y solo si es falso.

Esto motivo a matematicos como Boolos y Chaitin [2| a dar pruebas méas
simples inspiradas en la paradoja de Berry, que se enuncia como sigue:

Consideremos el enunciado “El menor entero positivo que no se puede
definir con menos de quince palabras” y N el menor entero positivo que no
se puede definir con menos de quince palabras. Notemos entonces, que el
enunciado anterior cuenta con catorce palabras y define al niimero N, por lo
que tenemos una contradiccion, pues hemos definido con catorce palabras al
menor entero positivo que no se puede definir con menos de quince palabras.

Pese a que el segundo teorema nunca fue demostrado por Godel, si fue
probado por Hilbert y Bernays en Grundlagen der Mathematik, Torres en
Limitaciones internas de la aritmética formalizada [18], Kikuchi en A note on
Boloos’ Proof of the Incompleteness Theorem |7| y en Kolmogorov complezity
and the second incompleteness theorem |8, etc. Sin embargo, la mayoria de
estas pruebas son muy complejas, pues algunas de ellas recurren a la teoria
de modelos.

En este trabajo se presenta una prueba relativamente simple del segundo
teorema de Godel, inspirada en la prueba dada por Kritchman y Raz en 2010,
a través del teorema de Chaitin. Este teorema bésicamente nos dice que si la
aritmeética es consistente, entonces es posible encontrar una constante c tal
que para todo niimero natural x no se puede demostrar (dentro de AR) que
tenga complejidad Kolmogorov mayor que c.

El trabajo se estructura de la siguiente manera:

En el capitulo 1 explicamos brevemente el concepto de funcion recursi-
va. Posteriormente, definimos y explicamos detalladamente los conceptos de
méquina de Turing y méaquina de Turing universal.

En el capitulo 2 definimos los conceptos de consistencia, w-consistencia y
correctud de una teoria matematica. Asimismo, hacemos notar sus diferen-
cias.

En el capitulo 3 definimos el concepto de complejidad Kolmogoérov, la
cual forma parte esencial del teorema de Chaitin.

En el capitulo 4 definimos el concepto de completud, discutimos breve-
mente el primer teorema de Godel y demostramos el teorema de Chaitin.



En el capitulo 5 analizamos brevemente una de las pruebas del segundo
teorema de Godel dadas por Kikuchi y, por tltimo, demostramos el segun-
do teorema de GoOdel mediante un argumento que involucra al teorema de
Chaitin.
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Convenciones y notaciones

En esta tesis asumimos que el lector tiene conocimientos basicos sobre teo-
ria de las funciones recursivas, teoria matemaética de la computacion, teoria
de modelos y teoria de conjuntos. Asimismo, usamos las siguientes convencio-
nes y notaciones, con base en el libro Limitaciones internas de la aritmética
formalizada. Un estudio con especial énfasis en el sequndo teorema de Gadel

18]

Dada una teoria 7', Ly representa su lenguaje.
Dado un ntimero natural k, sk representa a su sucesor.

Dado un niimero natural k, k representa su numeral (k = s...s 0).
——

k veces

Dada una teorfa 7'y una formula A € Ly, 1 A significa que A es un
teorema de 7.

Dados una teoria T', z € Ly y 4 una estructura de T, (z)¥ denota la
interpretacion de z en 1.

AR representa a la aritmética recursiva de primer orden.

Dada una propiedad recursiva P(z), pzP(x) representa el menor = que
satisface P(x). Se trata de una funcion parcial, ya que solo esta definida
cuando dicho nimero existe.

Dada una férmula A, vA representa su nimero de Godel.
Dada una férmula A, "A" representa yA.

Dados los ntumeros de Godel de dos expresiones x e y, x =y representa
el namero de Goédel de su concatenacion.

VII



VIII Convenciones y notaciones

» Dada S una sucesion de formulas, v2S representa su niimero de secuen-
cia.

» Dado el nimero de secuencia de una sucesion de formulas x, PRUEBA(x)
significa “x es una prueba’.

= Dados el nimero de Godel de una formula = y el nimero de secuencia
de una sucesion de formulas y, PR(y, x) significa “y es una prueba de
x”.

= Dadas una relacién recursiva R y una funcion recursiva f, Ry f de-
notan sus denominaciones respectivamente. Es decir, las expresiones
formales correspondientes a ellas en L gpg.

= Dado el niimero de Gédel de una formula, z¢, definimos T'EO () como
TEO(LL’()) =def ElLL’lPR(LL’l, SL’(]).

= Dada una maquina de Turing M, € representa la palabra “vacia” de su
alfabeto.

= Dada una méquina de Turing M, M(x)! significa que la maquina M
aplicada a z diverge (no se detiene o se detiene sin computar nada).
Cuando x = ¢, simplemente escribimos M 1.

= Dada una méquina de Turing M, M(x)| significa que la maquina M
aplicada a x converge (se detiene habiendo computado algo). Si M (z)
converge a y escribimos M (x)|y. Cuando = = &, simplemente escribi-
mos M |y.

= Dadas dos maquinas de Turing M y M’, denotamos que M es equiva-
lente a M’ con M ~ M’.

» Dado un conjunto X, Card(X) representa su cardinalidad.
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Capitulo

Funciones recursivas y maquinas de
Turing

Como veremos en el capitulo 3, es posible definir el concepto de com-
plejidad Kolmogoérov utilizando funciones recursivas, maquinas de Turing o
lenguajes de programacion. Puesto que optaremos por usar la definicién me-
diante maquinas de Turing, dedicaremos la mayor parte de este capitulo a
definir y explicar el funcionamiento de dichas méquinas. Haremos especial
énfasis en la definicion y el funcionamiento de la maquina universal; pues,
como veremos también en el capitulo 3, la definiciéon de complejidad Kolmo-
gorov se basa esencialmente en el funcionamiento de la maquina universal.
Previamente, explicaremos de manera breve algunos conceptos de la teoria
de funciones recursivas que nos seran de utilidad en las demostraciones de
diversos teoremas de los capitulos 4 y 5.

1.1. Funciones recursivas

El concepto de funcion recursiva nace de la necesidad de hacer més preciso
el concepto de funcion calculable. En esta seccién presentamos una lista de
funciones recursivas iniciales y reglas bésicas para generar nuevas funciones
recursivas. Asimismo, describimos brevemente como se clasifican de acuerdo
con su construccion y damos algunos ejemplos.
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1.1.1. Definicion

Funciones iniciales
Las funciones iniciales se aceptan como inmediatamente calculables. Son
las siguientes:

1. Funcioén sucesor s : N — N de grado! 1, que a cada niimero natural z
le asigna el que le sigue en la sucesion numérica, denotado con szx.

2. Funcion constante cero Ky de grado 0.

3. Funcién proyeccion k, P, : N* — N de grado n, que a cada n-
ada de numeros naturales les asigna su k-ésima coordenada. Es decir,
Po(z1, ..., 2,) = xy.

Reglas para generar nuevas funciones
A partir de las funciones iniciales, es posible generar nuevas funciones
recursivas mediante las siguientes reglas:

1. Composicion: Si g es una funcion de grado m > 0y hy, ..., hy, son m
funciones de grado n, entonces la ecuacion

flxy, ... xy) = g(ha(z, ..y xn)y oo b (21, .o 20))
define una funcion de grado n.

2. Recursion: Si g es una funcion de grado n y h es una funciéon de grado
n + 2, entonces las ecuaciones:

flz, .. 2,,0) = g(x1,. .., 24)
flz, .o xn, sy) = b1, .. 20, y, f(21, .., 20, y))

definen una funcion de grado n + 1.

3. Minimalizacion: Si g es una funciéon de grado n + 1 con la propiedad de
que para cada n numeros ky, ..., k, hay un k tal que g(ky, ..., k,, k) =
0, entonces la ecuacion

fl@, . wn) = py(g(e, ..., 20, y) = 0)

LCon grado nos referimos al nimero de argumentos de la funcioén.
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define una funciéon de grado n. A u se le llama operador minimal.

Nota: Esta definicion suele utilizarse en un sentido mas general, elimi-
nando la exigencia de que exista un cero para cada coleccion ky, . . ., ky,
obteniendo asi una funciéon recursiva parcial. Eliminar dicha exigencia
resulta conveniente, pues las maquinas de Turing no necesariamente son
totales, por lo que si usaramos la definicién anterior, varias maquinas
de Turing no tendrian una funcion asociada?®.

1.1.2. Clasificacién y ejemplos

Clasificacién

Decimos que una funcion es recursiva si es inicial o se genera a partir de las
funciones iniciales aplicando las reglas anteriores un nimero finito de veces.
Si en el proceso no se aplica la regla de minimalizacion, entonces decimos
que la funcién es recursiva primitiva.

Ejemplos
A continuacion mostramos algunos ejemplos de funciones recursivas con
el proposito de hacer méas claras las definiciones anteriores.

Ejemplo 1.1. Funcién suma. Consideremos las funciones P, ;, P33 y s. La
funcion +(z,y) se define como:

+(.§L’,0) = PLl(SC)
+(SL’, Sy> = S(P373($(Z,y, —i—(l’, y)))

y se construye como sigue:

—_

. $(z) inicial

2. Pl,l(l') inicial

w

. Py3(z,y, ) inicial

e

. s(Ps3(z,y, 2)) composicion 1y 3

+(LU,O> = Pl,l(.l’)
+<LE‘, Sy) = S(P373(.§L’,y, +(£U,y

2Decimos que una funcién ¢ es la funciéon asociada a una maquina de Turing 7 si sus
dominios coinciden y T (z)|¢(x) para toda « en su dominio.

recursion 2 y 4
) }
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Ejemplo 1.2. Funcién producto. Consideremos las funciones Koo, P53, P31
y +. La funcién -(x,y) se define como:

(ZL’,O) = KL()(ZL’)
'(ZE, Sy) = +(P3,1($aya '(l’,y)),Pg,g(l’,y, (l’,y)))

y se construye como sigue:
1. s(x) inicial
2. Pp(x) inicial
3. Ps3(z,y, 2) inicial
4. s(Ps3(x,y, 2)) composicién 1y 3

+(ZL’,O) = P171(£L’)

recursion 2 y 4
+($a Sy) = S(P373(l’,y,+(l',y))) } Y

6. K0,0 inicial

7. Pys(x,y) inicial

K;0(0) = Koy

ecursion 6 y 7
Kio(sz) = Pap(z, Kio(x)) }r e

9. Ps1(z,y,2) inicial
10. +(Psqa(z,y, 2), Pss(x,y, 2)) composicion 3, 5y 9

'(ZL’, 0) = KLQ(ZL')

M sy) = + (P9, -(2,9)), oy, (2, )

} recursion 8 y 10

1.2. MaAquinas de Turing

Los conceptos de maquina de Turing y maquina de Turing universal,
fueron introducidos por Alan M. Turing en 1936 en el articulo titulado On
computable numbers, with an application to the Entscheidungsproblem [19].
En esta seccion explicaremos y ejemplificaremos tales conceptos.
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1.2.1. Idea Intuitiva

Intuitivamente, una méaquina de Turing es una maquina imaginaria que
cuenta con:

e una cinta infinita dividida en celdas, dentro de las que se escriben y
manipulan distintos simbolos pertenecientes a un alfabeto;

e un cabezal de lectura/escritura capaz de inspeccionar una celda a la
vez y de desplazarse hacia la izquierda o hacia la derecha una celda a
la vez, y

e una unidad de control que se encuentra en un cierto estado ¢ pertene-
ciente a un conjunto finito de estados {q1,. .., ¢}

El comportamiento de esta méquina, representada en la figura 1.1, sera
determinado a partir del estado en el que se encuentre la unidad de control y
del simbolo sobre la celda escaneada, mismo que podra consistir en modificar
el simbolo escrito sobre la cinta, mover el cabezal hacia la izquierda o hacia
la derecha y cambiar el estado de la unidad de control.

’ Cinta ‘ ’ Celda escaneada

\ S,

ih
@ ’ Unidad de control ‘

Figura 1.1: Una méquina de Turing

1.2.2. Definicion formal

Formalmente una maquina de Turing se define como sigue:

Sean X,Y alfabetos tales que X < Y,y _, el simbolo “blanco” de Y\ X.
Una maquina de Turing con alfabeto de cinta Y y alfabeto de entrada X es
una tétrada M = (Q, 9, o, ¢r) formada por:

e un conjunto finito de estados Q,
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e una funciéon parcial § : @ x Y - Y x {R, L, N} x Q,
e un estado inicial ¢y € Q, y posiblemente
e un estado final ¢; € QF,

donde 6(gr,y) no esta definida para toda y € Y, y los simbolos R, L, N se
interpretan como moverse a la derecha, moverse a la izquierda y no moverse
respectivamente.

Usualmente las méaquinas de Turing se describen mediante la lista de
asignaciones de su funciéon de transiciéon como sigue:

5(g,s) = (s',m,q¢") o (g,8)— (s',m,q)

Sin embargo, nosotros las describiremos mediante tablas como la que se
muestra a continuacion, pues esta escritura nos resultara atil méas adelante.

Estado  Simbolo  Operaciones Estado final
q s Ps'/E;m q

En esta tabla Ps’ indica “imprimir” el simbolo s’ sobre la celda escaneada,
E indica borrar la celda escaneada y m indica el movimiento que debe realizar
el cabezal. A continuacién mostramos como ejemplo el funcionamiento de una
maquina en particular.

Ejemplo 1.3. Consideremos la maquina M descrita por la tabla

Estado Simbolo Operaciones FEstado final
q1 — P17 R q2
2 — PO, N qs

cuya funcion de transicion escrita formalmente es:

(@, o) — (LR, q)
(Q27u) — (O7N7q3)

Su funcionamiento es el siguiente:

tPara fines practicos respecto a la maquina universal, en algunas ocasiones denotare-
mos el estado inicial con ¢ y el estado final con ¢,+1, donde n es el nimero de estados de
la méaquina que se esta definiendo.
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q1

Estando sobre una celda vacia en el estado ¢;, M imprime un 1, mueve el
cabezal un lugar a la derecha y cambia al estado gs.

q2

Una vez que estd sobre una celda vacia en el estado g2, M imprime un 0,
deja el cabezal en la misma posicion y cambia al estado final ¢s.

qs3

Claramente M(e)|10.

Puesto que en algunas ocasiones trabajaremos con maquinas cuya funcion
de transicion es bastante grande, nos tomaremos la libertad de permitir que
las maquinas impriman mas de un simbolo o realicen més de un movimiento
antes de cambiar de estado. Asimismo, omitiremos el uso de la letra IV,
entendiendo que si no se indica movimiento hacia la izquierda o la derecha, el
cabezal debe permanecer en la misma posicion. De igual forma omitiremos el
uso del simbolo _, indicando Gnicamente el posible movimiento del cabezal,
en el caso de la columna de operaciones, mientras que en el caso de la columna
de simbolos, indicaremos que no hay ningtin simbolo escrito sobre la cinta.
Cuando no se indique que debe imprimirse algin simbolo, se debe entender
que el simbolo escrito sobre la celda debe permanecer sin modificarse. Esto
con la finalidad de reducir considerablemente el tamano de las funciones de
transicion. A continuacion mostramos un ejemplo.

Ejemplo 1.4. Consideremos la maquina que escribe la sucesion = 0_,1_,0_,1
_0_1_, ... descrita por la siguiente tabla:
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Estado  Simbolo  Operaciones Estado final

¢ — PO, R 72
q2 — P_,R g3
q3 — P1,R 4
44 — P_,R q1

Si adoptamos la convenciéon antes mencionada, la tabla anterior puede
reducirse como sigue:

Estado Simbolo Operaciones  Estado final

Ninguno PO @
q1 0 R7 Ra P1 q1
1 R, R, PO 7

Aunque en un principio parece que se ha alterado el comportamiento de
la maquina, debemos recordar que no es asi, simplemente se ha abreviado su
tabla y puede devolverse a su forma original agregando los estados necesarios.

1.2.3. La maquina universal i/

Sea {T;}ien una enumeracion de maquinas de Turing. Una méaquina de
Turing universal es cualquier maquina de Turing U tal que U (i, w) = T;(w),
para toda i € N y para toda w en el alfabeto de T;.

En esta seccion incluiremos la descripcion hecha por el propio Turing de
una maquina de ese tipo en su famoso articulo ya mencionado [15] y la anali-
zaremos mediante un ejemplo. Para ello, necesitaremos algunas herramientas
previas que a continuaciéon definimos y listamos.

1.2.3.1. Subrutinas

Dentro de la programacion suele conocerse como subrutina a un conjunto
de instrucciones que se invoca desde un programa para ejecutar una tarea
especifica y una vez que ha completado dicha tarea, pasa el “control” a otra
subrutina, o bien al programa principal. Para poder realizar una descripcion
sencilla de la maquina U recurriremos a estas herramientas, pues de acuerdo
con Turing:
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Hay cierto tipo de procesos usados por casi todas las maquinas, y éstos,
en algunas méquinas, son usados en varias conexiones. Estos procesos in-
cluyen copiar sucesiones de simbolos, comparar sucesiones, borrar todos
los simbolos de una forma dada, etc. En lo que respecta a estos procesos,
podemos abreviar las tablas para las m-configuraciones' considerablemen-
te mediante el uso de “tablas esqueleto”. En las tablas esqueleto aparecen
letras alemanas mayusculas y letras griegas mintsculas. Estas son de la na-
turaleza de “variables”. Al reemplazar cada letra alemana mayuscula por
una m-configuracion y cada letra griega mindscula por un simbolo, obte-
nemos la tabla para una m-configuracion.

Las tablas esqueleto no deben considerarse més que como abreviaturas: no
son esenciales.?

A continuacién presentamos una lista de las subrutinas que seran nece-
sarias para describir a U y explicamos brevemente las diferentes tareas que

realizan. Para dar mayor claridad, les asignamos un ntamero.

Subrutina 1.

Estado Simbolo Operaciones  Estado final

ot L f.(€,B,a)

f(€,B,a) Distinto de o L f(€,B,a)
Ninguno L f(€,B,a)
o) ¢

f.(€,B,a) Distinto de « R f.(€,B,a)
Ninguno R f.(€,B,a)
! ¢

f,(C,B.«) Distinto de « R (€, B,a)
Ninguno R B

! Turing utiliza el término “m-configuracién” para referirse a lo que nosotros conocemos
como “estado”.

2Turing utiliza el término “tabla esqueleto” para referirse a lo que nosotros conocemos
como “subrutina’.

3Turing, [19], pp. 121-122

4Turing utiliza este simbolo para delimitar el inicio de la sucesion escrita sobre la cinta.
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El funcionamiento de esta subrutina consiste en mover el cabezal hasta
el inicio de la cinta para posteriormente buscar el primer “a”. Una vez que lo
encuentra se detiene sobre él y cambia al estado “€”. Si no hay ningtin “o”
escrito, mueve el cabezal hasta el final de la sucesion escrita sobre la cinta y
cambia al estado “B”.

Subrutina 2.

Estado Simbolo  Operaciones Estado final

¢(€,B,a) f(e.(C,B,a),B, a)
¢, (¢, B,a) E ¢

Puesto que para definir esta subrutina se recurre a la anterior, su tabla
puede resultar confusa. Sin embargo, si hacemos las debidas sustituciones en
la tabla de odemos darnos cuenta de que el funcionamiento de ¢ consiste

)
en “encontrar” el primer “a” sobre la cinta, borrarlo en caso de que exista y
cambiar al estado “€”. En otro caso, simplemente mueve el cabezal hasta el
final de la sucesion escrita sobre la cinta y cambia al estado “B”.

Subrutina 3.

Estado Simbolo Operaciones  Estado final
e(B,q) e(e(B,a),B, o)

Como podemos notar, esta subrutina y la anterior poseen el mismo nom-
bre, por lo que tinicamente pueden distinguirse mediante su nimero de ar-
gumentos®. Ademas, la version de dos argumentos se define a partir de la
version de tres argumentos. Si realizamos las debidas sustituciones, podemos
observar que el funcionamiento de ¢(B,«) consiste en borrar todos los “a”
escritos sobre la cinta, posteriormente mueve el cabezal al final de la cinta y
cambia al estado 8. Si no hay ningin “a”, simplemente mueve el cabezal al
final de la cinta y cambia al estado ‘B.

5En el ambito de la programacion, esto se conoce como sobrecarga de funciones.
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Subrutina 4.

Estado Simbolo Operaciones  Estado final

pe(€,5) f(pe.(€,5), €,9)
Cualquiera R, R pe, (€,0)

peu(€,0) { Ninguno Pp ¢

Su funcionamiento consiste en buscar el primer “o” sobre la cinta (i.e.
buscar el “inicio” de la cinta), mover el cabezal hacia la derecha hasta el final
de la sucesion escrita, escribir el simbolo “8” y cambiar al estado €.

Subrutina 5.
Estado Simbolo Operaciones FEstado final
() L ¢

Consiste simplemente en mover el cabezal un lugar a la izquierda y cam-
biar al estado €.

Subrutina 6.
Estado  Simbolo  Operaciones Estado final
t(C) R ¢

Consiste simplemente en mover el cabezal un lugar a la derecha y cambiar
al estado €.

Subrutina 7.
Estado  Simbolo  Operaciones FEstado final
f(€,%,q) f(1(€), B,cv)

El comportamiento de esta subrutina es casi igual al de f, salvo porque
mueve el cabezal un lugar a la izquierda antes de cambiar al estado €.
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Subrutina 8.

Estado Simbolo  Operaciones Estado final
f'(€,%B,0) f(x(€),B,a)

Su comportamiento es casi igual al de f, salvo porque mueve el cabezal
un lugar a la derecha antes de cambiar al estado €.

Subrutina 9.

Estado  Simbolo Operaciones  FEstado final
(€, B,a) (e, (T), B,a)

() B pe(€, 5)

Lo que hace es copiar el simbolo marcado® con “a” al final de la sucesion
escrita sobre la cinta y cambia al estado €. Si no hay ningtn simbolo marcado
con “a”, mueve el cabezal al final de la sucesion y cambia al estado B. Notese
que ¢; no es exactamente una subrutina. Mas bien, es un esquema que dara
lugar a una subrutina especifica para cada simbolo “3”.

Subrutina 10.
Estado Sitmbolo  Operaciones Estado final
ce(C,B,a) c(e(C,B,a), B,«)

Es practicamente idéntica a ¢, salvo porque borra el marcador “«a”” después
de haber copiado el simbolo correspondiente y antes de cambiar al estado €.

6A diferencia de la convencién actual, en la que escribimos todos los simbolos en celdas
contiguas y “marcamos”’ un simbolo “z” con un simbolo “«” mediante una sustitucion
temporal, Turing considera dos tipos de celdas alternados sobre la cinta, a los que llama
F-celdas y E-celdas. Las primeras se utilizan para escribir los simbolos que formaran parte
del resultado del computo, mientras que las segundas se utilizan para colocar marcadores
que seran borrados al finalizar el computo. De acuerdo con esto, Turing dice que “z” estd

[Pl

marcado con “a” si“a” se encuentra a la derecha de “z”.
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Subrutina 11.

Estado  Simbolo  Operaciones Estado final
ce(*B,a) ce(ce(B,x), B, )

En esta subrutina nuevamente se recurre a la sobrecarga de funciones.
Su comportamiento consiste en copiar al final de la sucesion escrita sobre la
cinta todos los simbolos marcados con “a” en el mismo orden en que estan
escritos, borrando los respectivos marcadores, para posteriormente cambiar

13 by

al estado 8. Si no hay ningtin simbolo marcado con “a”, simplemente mueve
el cabezal al final de la sucesion escrita y cambia al estado “8”.

Subrutina 12.

Estado Stmbolo Operaciones Estado final
cp(€7 u? €7O{7 /B) f/(cpl(€7 u?ﬁ)? f(u7 €7/6>7 a)
cp. (€, £L,5) gl f'(ep. (€, ), L, B)
¥ ¢
p=(€, 4,7) { Distinto de ~ 8L

Esta subrutina es mucho méas complicada que las anteriores, pues esta de-
finida mediante esquemas que dan lugar a subrutinas especificas bajo ciertas
condiciones. Su funcionamiento consiste en buscar el primer simbolo marcado

(1))

con “a” y el primer simbolo marcado con “5” y compararlos. Si son iguales,
cambia al estado €. Si no hay ningtn simbolo marcado con “a” ni con “3”,
mueve el cabezal al final de la sucesion escrita y cambia al estado “€”. Si no
se da ninguno de los dos casos anteriores, mueve el cabezal al final de la cinta

y cambia al estado “L”.

Subrutina 13.

Estado Simbolo  Operaciones Estado final

cpe(C, 40 € o, 5) cp(e(e(C, € 5), ¢ a), i Ea, )
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(1]

Es practicamente idéntica a cp, salvo porque borra el primer “a” y el pri-
mer “3” cuando ambos existen y sus simbolos marcados coinciden.

Subrutina 14.

Estado Sitmbolo  Operaciones Estado final

cpe<u7 @,O{’ ﬁ) cpe(cpe<u7 €7a7 B)’LL’ G’O{’ ﬁ)

Esta subrutina recurre nuevamente a una sobrecarga de funciones. Su
funcionamiento consiste en comparar las sucesiones marcadas con “a” y “f”
elemento por elemento. Si son iguales, borra todos los “a” y todos los “/”
y cambia al estado €. En cualquier otro caso, cambia al estado il y borra
unicamente los marcadores de los primeros simbolos que coincidieron. Por
ejemplo, si comparara las sucesiones DaAaAaAa 'y DBABABCS, las de-
jaria marcadas como DAAA«a y DAACS. Por otro lado, si comparara las
sucesiones DaAaAaAa y CBABABAS, las dejaria intactas.

Subrutina 15.

Estado Simbolo Operaciones  Estado final
(©) Cualquiera R q(€)
9 Ninguno R q:(€)
Cualquiera R q(<)
%.(%) { Ninguno ¢

Simplemente mueve el cabezal hacia la derecha hasta encontrar dos celdas
en blanco seguidas (i.e. hasta encontrar el final de la sucesion escrita) para
posteriormente cambiar al estado €.

Subrutina 16.
Estado Stmbolo Operaciones FEstado final
q(¢,) q(a.(¢,a))

(€0) o ¢
Qi Distinto de « L q.(C,)
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Esta definicion nuevamente recurre a una sobrecarga de funciones. Su
comportamiento consiste en mover el cabezal hasta el final de la sucesion
escrita sobre la cinta, posteriormente moverlo hacia la izquierda hasta en-
contrar “a” y finalmente cambiar al estado €. Notese que esta subrutina tni-

(1]

camente debe utilizarse cuando haya al menos un “a” escrito sobre la cinta,
pues, en caso contrario, el cabezal se moveria hacia la izquierda sin detenerse.

Subrutina 17.

Estado Simbolo  Operaciones  Estado final

pe. (€., B) pe(pe(€,5), @)

Simplemente imprime «f al final de la sucesién escrita sobre la cinta y
cambia al estado €.

Subrutina 18.
Estado Simbolo  Operaciones  Estado final
ce,(B,a, B) ce(ce(B,5), @)

Esta subrutina primero copia al final de la sucesion escrita todos los sim-
bolos marcados con “a” y luego todos los simbolos marcados con “3”, bo-
rrando los respectivos marcadores, y cambia al estado 8.

Subrutina 19.
Estado Simbolo  Operaciones Estado final
ce5(B,, 4,7) ce(ce,(B,5,7), @)
Es la andloga a ce, con tres marcadores en vez de dos.

Subrutina 20.

Estado Simbolo  Operaciones Estado final

ce,(B,a, 5,7, 9) ce(ce;(B,5,7,6), a)
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Es la analoga a ce; con cuatro marcadores en vez de tres.

Subrutina 21.

Estado Simbolo  Operaciones Estado final
ces(B,a, 5,7,6,¢€) ce(ce,(B,5,7,6,¢), )
Es la analoga a ce, con cinco marcadores en vez de cuatro.

Subrutina 22.

Estado Simbolo Operaciones  Estado final
0 R ¢,(€)
«(9) { Distinto de o L e(€)

Cualquiera R,E,R ¢, (@)
Ninguno ¢

Nuevamente tenemos un caso de sobrecarga de funciones. Sin embargo,
a diferencia de los casos anteriores, esta definicion no utiliza ninguna de sus
homoénimas previamente definidas. Su funcionamiento consiste en borrar de
izquierda a derecha todos los marcadores escritos sobre la cinta y posterior-
mente cambiar al estado €.

Subrutina 23.

Estado Stmbolo Operaciones Estado final
con(€.a) Distinto de A R, R con(C,a)
- A L, Pa,R con, (€,a)
A R, Pa, R con, (€,)
con, (€,a) D R,Pa,R con, (€,«)
Ninguno PD,R,Pa,R,R, R ¢

n(€0) C R, Pa, R con, (¢,a)
con, (&, Distinto de C R, R ¢
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Se define para usarse exclusivamente en la maquina universal U. Su fun-
cionamiento consiste en marcar con “a” a alguna pareja (g;, s;) de la maquina
“imitada” por U y posteriormente cambia al estado €.

Estas son todas las subrutinas que necesitamos para describir a . Adi-
cionalmente a esto, necesitaremos codificar las funciones de transicion de
la maquina a imitar mediante una sucesion de simbolos que a continuacion
explicamos.

1.2.3.2. Descripciones estindar y ntimeros de descripcién

Para facilitar el funcionamiento de la maquina universal U, codificaremos
la funcion de transicion de la méquina a imitar como sigue:

= Como primer paso, escribiremos la maquina como funcién de transicion
formal.

= Como segundo paso, escribiremos la funcién de transiciéon en un solo
renglon, separando cada asignacion mediante un punto y coma. Por
ejemplo, la maquina M del ejemplo 1.3 quedaria escrita como ¢;_ 1Rqs;

42 0Ngs;.

= Posteriormente, reescribiremos lo anterior mediante la siguiente codifi-
cacion:

» El estado “q;” se codifica por medio de la letra “D” seguida de la
letra “A” repetida i veces. Por ejemplo, el estado “qy” se codifica
como “DAA”.

» El simbolo “S;” se codifica por medio de la letra “D” seguida de la
letra “C” repetida j veces. Por ejemplo, el simbolo “S;” se codifica
como “DC”.

» Los movimientos de la cinta se codifican con las mismas letras
utilizadas en la funcion de transicion (R = moverse a la derecha,
L = moverse a la izquierda, N = no moverse).

De acuerdo con las convenciones anteriores, la maquina M queda codi-
ficada como DADDCCRDAA; DAADDCNDAAA. A este codigo se
le conoce como descripcion estindar (D.E) de M, que sera la utilizada
por la maquina universal para imitar a M.
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Con el procedimiento anterior, podemos codificar cualquier maquina de
Turing para imitarla mediante la maquina universal U, que describimos mas
adelante. Adicionalmente a esto, podemos considerar la siguiente enumera-
cion, por medio de la cual podemos codificar cualquier maquina de Turing
mediante un niumero.

A C R N
Vo Lol
1 2 5 6

B~ — I

D 7
l l
3 7

De acuerdo con esto, la maquina M del ejemplo 1.3 quedaria codificada
por el ntimero 31332253117311332263111, conocido como numero de des-
cripcion de M. Aunque Turing no usa estos nimeros en la definicion de su
méquina universal, nosotros los utilizaremos en el capitulo 3 en la definicion
de complejidad Kolmogoérov.

1.2.3.3. Descripciéon de U

De acuerdo con Turing:

Es posible inventar una sola maquina que puede ser utilizada para compu-
tar cualquier sucesién computable. Si a esta maquina se le suministra una
cinta al inicio de la cual est4 escrita la D.E7 de alguna méquina compu-
tadora® M, entonces U computara la misma sucesion que M.?

A continuacion daremos la descripciont® de U y analizaremos su funcio-
namiento mediante un ejemplo.

"D.E. es la abreviatura de descripcion estdndar (véase la seccion 1.2.3.2).

8Qriginalmente Turing llamo asi a sus maquinas. El término “méquina de Turing” fue
usado por primera vez en 1937 por Alonso Church.

9Turing, [19], pp. 127-128

YTncluimos la correcciones hechas por Post en [16].
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Estado Simbolo
b
b,
anf
anf,
tom z
Ni; niz
tmp
sim
sim,
sim A
. Distinto de A
. { Distinto de A
sim, A
me
{ Distinto de A
me, A
C
mée, :
D

Operaciones

R,R,P: R, R,PD,R,R,PA

R, Pz, L
L. L

Estado final
f(by, by, 20)
anf
q(anf,, <)
con(tom,y)
con(tmp,x)

tom
tom

cpe(e(e(anf,z), y), sim, z, y)

L,Pu,R,R,R

L, Py
L ,Py.R,R,R

L,L,L L
R,Px,L,L, L

R,Px,L,L,L

f(sim,, sim,,2)

con(sim,,_,)

sim,
sim,

e(mt,2)
simy

q(me,,:)

mé,
méE,

mé,
me,
mé,
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Estado Simbolo Operaciones Estado final
Distinto de : R,Pv,L,L,L mée;
mé, _ me,
mt, con([(I(mé;)), )
mé Cualquiera R, Pw, R mé,
> Ninguno P sh
sh f(sh,, inst,u)
sh, L,L,L sh,
o D R.R.R. R sb;
z Distinto de D inst
sh C R, R sh,
3 Distinto de C inst
Estado Stmbolo Operaciones Estado final
o C R, R sh;s
4 Distinto de C pe,(inst,0, :)
sh C inst
> Distinto de C' pe,(inst 1, )
inst q(I(inst,),u)
L R E ces (00,0, Y, 2, u, W)
inst, R R E ces (00,0, T, u, Y, W)
N R, E ces(00,0, 2, Y, u, w)
0V e(anf)

Debido a la gran cantidad de subrutinas utilizadas para definir a U, su
tabla puede resultar dificil de entender. A continuacién analizamos un ca-
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so particular de su comportamiento mediante un ejemplo y posteriormente
hacemos algunas aclaraciones finales.

Ejemplo 1.5. Consideremos la méaquina del ejemplo 1.3, cuya descripcion
estandar es DADDCCRDAA; DAADDCNDAAA.

olol:]| |p| 4| |p| |D| |c| |c| |rR| |D| 4] |4

i

(o] 4] [al [p] [p] [c] [~] [p] [4] [a] [af [=] [ |

Como puede observarse, al iniciar U, la descripcion estandar de la maquina a
emular debe estar escrita sobre ['-celdas de la cinta, delimitada a la izquierda
por dos marcadores “9” y a la derecha por un marcador “::”. La unidad de
control debe encontrarse en el estado inicial b y el cabezal debe encontrarse
sobre el primer punto y coma.

eleoli] Il (4] [p] [p] [e] [c] [r] |p] [A] [ [:] |

p| |A| |a| |p| |p| |c| |N| |D| [A] [A] |A] |:=]

s

Una vez que esta sobre cualquier simbolo en el estado b, &/ busca el altimo

W

::” escrito sobre la cinta, coloca el cabezal sobre él y cambia al estado b,.

lolol [ [p] [a] Ip] [p] [e] [e] [r] [p] [a] [a] [:] |

(o] [ [a]l [p] |p] [c] [~] Ip[ [a] [af [a] [=] [:] |

b

o

Cuando se encuentra en el estado b, sobre cualquier simbolo, &/ imprime la
sucesion : DA en las F-celdas siguientes y cambia al estado anf.
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eleoli] Il [a] [p] [p] [e] [c] [r] |p] [a] [a [:] |

(o] [a] [a] [p] [p] [cf [~] [p[ [a] [af [a] [=] [:] |

D|y|A|Yy|D|Y B

B

Cuando estéa sobre A en el estado anf, i/ marca con y el estado de M a imitar,
mueve el cabezal dos celdas a la derecha y cambia al estado tom. Como en
este caso solamente estaba indicado el estado ¢; sin ningtin simbolo, U escribe
una D en la F-celda posterior a A para indicarse a si misma que la primera
combinacion a imitar es (g1, _)-

eleoli] Il [a] [p] [p] [e] [c] [r] |p] [a] [a] [:]-]

Dlz|A|lz|A|z|D|z|D| [c| |N| |D| [A] 4] |4

i

ofvfalylpfo] [ [ LTI TTTTTITITT]]

Estando sobre una celda vacia en el estado tom, U mueve el cabezal a la
izquierda hasta encontrar un punto y coma sin marcar. Cuando lo encuentra
lo marca con z, marca la pareja de estado y simbolo de M que esta a su
derecha con x, mueve el cabezal dos celdas a la derecha y cambia al estado
tmp.

eleoli] Il [a] [p] [p] [e] [c] [r] |p] [a] [a] [:]-]

(o] [a] [a] [p] [p] [cf [~] [p[ [a] [af [a] [=] [:] |

p| (A |p| [ |

o

Ya que esta sobre C' en el estado tmp, U compara las sucesiones marcadas
con x e y. Como en este caso son distintas, borra todos los marcadores = e y
restantes y cambia al estado anf.
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eleoli] Il [a] [p] [p] [e] [c] [r] |p] [A] [a] [:]-]

(o] [4] [al [p] [p] [c] [~] [p] [a] [a] [a [=] [:] ]

D|Yy|A|y|D|y B

i

Estando sobre una celda vacia en el estado anf, U busca los ultimos dos
puntos escritos sobre la cinta, marca la pareja de estado y simbolo de M
escrita a la derecha con y, mueve el cabezal dos celdas a la derecha y cambia
al estado tom.

olo|s|z|D|a|a|z|D|xz|D| [c]| |c] |r| |D| [A] [a]| |:]=

s

(o] [4] [al [p] [p] [c] [~] [p] [4] [a] [a [=] [:] ]
olvfalvlpfol [ [T [T LTI TTTITTIT T[]

Una vez que esta sobre una celda vacia en el estado fom, &/ mueve el cabe-
zal a la izquierda hasta encontrar un punto y coma sin marcar. Cuando lo
encuentra lo marca con z, marca la pareja de estado y simbolo de M que
estd a su derecha con x, mueve el cabezal dos celdas a la derecha y cambia
al estado tmp.

elelil=ln] [a] [p] [p] [e] [c] [r] |p] [a] [a] [:]-]

(o] [4] [al [p] [p] [c] [~| [p] [4] [a] [a [=] [:] ]
pD| 4| |p| | |

B

Estando sobre C' en el estado tmp, U compara las sucesiones marcadas con
x e y. Como en este caso coinciden, cambia al estado sim
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leoli] I [4] [p] [plufc]u]c]ulr]u|p|v]a]v]a]s]:] |

o[ [4] [a] [p] [p] [cf [~] [p[ [a] [a] [a [=] [:] ]
p| |a| |p| | |

ar

Ya que esta sobre una celda vacia en el estado sim, ¢ busca el primer z de
izquierda a derecha, “salta” la pareja (¢;, s;) que estd a su derecha, marca las
operaciones (simbolo a imprimir, movimiento) correspondientes a esa pareja
con u y el estado final correspondiente con y; borra todos los marcadores z
y cambia al estado mé.

eleoli] In[ [4] [p] [plufcu]c]ulr]u|p|v]a]v]a]s]:] |

(o] [a] [a] [p] [p] [cf [~] [p| [a] [af [a] [=] [:] |

p| |a| |p| |[:]

i

Estando sobre una celda vacia en el estado mE, ¢/ imprime : en la primera
F-celda a la derecha del final de la sucesion escrita sobre la cinta y cambia
al estado sb.

eleoli] In[ [4] [p] [plufc]u]c]ulr]u|p]v]a]v]a]s]:] |

(o] [a] [a] [o] [p] [e] [~[ [p] [a] [a] [a] [=] [:] |
D| |A| |D| |: 1] ]

E

Cuando se encuentra sobre dos puntos en el estado sb, U verifica si las ope-
raciones marcadas con u involucran imprimir 0 6 imprimir 1. Como en este
caso involucran imprimir 1, & imprime 1 : en las F-celdas a la derecha del
final de la sucesion y cambia al estado inst.
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eleoli] Il [a] [p] [p] [e] [c] [r] |p] [a] [ [:] |

(o] [4] [al [p] [p] [c] [~] [p] [a] [a] [a [=] [:] ]

p| |A] |p| |:| |1] |:| |p| |c| |c| |p| [a] |a] [ |

B

Una vez que estd sobre dos puntos en el estado inst, U busca el ultimo
sobre la cinta, verifica el simbolo que estd marcando, en este caso R, bo-
rra este marcador, copia al “final” de la cinta la sucesion marcada con u y
luego la sucesion marcada con y. Esto con la finalidad de indicarse a si mis-
ma qué combinacion estado y simbolo de M debera imitar a continuacion.
Finalmente, cambia al estado ov.

eleoli] Il (4] [p] [p] [e] [c] [r] |p] [a] [a] [:] |

(o] [ [a]l [p] |p] [c] [~] Ip[ [a] [af [a] [=] [:] |

p| |A] |p| |:| |1] |:| |p| |c| |c| |p| [a] |a] [ |

o

Estando sobre una celda vacia en el estado ov, ¢ borra cualquier marcador
que haya quedado sobre la cinta y cambia al estado anf.

lolol [ [p] [a] Ip] [p] [e] [e] [r] [p] [a] [a] [:] |

(o] [4] [al [p] [p] [c] [~| [p] [4] [a] [af [=] [:] ]

o] [al [p[ [:] [t] [:] In] [e] [e] [plv[a]v]av]p]v]

0

Cuando se encuentra sobre una celda vacia en el estado anf, U marca la
proxima combinacion de estado y simbolo a imitar, en este caso (¢gz, ) con
y, mueve el cabezal tres celdas a la derecha y cambia al estado om.
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eleoli] Il (4] [p] [p] [e] [c] [r] |p] [a] [a] [:]-]

Dlz|A|lz|A|z|D|=z|D| [c| |N| |D| [A] |A] |4

s

o[ [a] [p[ [ [t] [:] [p] [e] [e] [plv][a]v[a[v]p]y]
HEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

Estando sobre una celda vacia en el estado tom, U/ mueve el cabezal hacia
la izquierda hasta encontrar un punto y coma, lo marca con z, marca con x
la pareja de estado y simbolo que esta a la derecha, mueve el cabezal tres
celdas a la derecha y cambia al estado tmp.

lolol <[ [p] [a[ Ip] [p] [e] [e] [r] [p] [a] [a] [:]=]

(o] [a] [a] [p] [p] [cf [~] [p[ [a] [af [a] [=] [:] |

o [al [o[ [:] [o] [:] [p] [e] [e] In[ [4] [4] [p] ]

o

Ya que esta sobre C' en el estado tmp, U compara las sucesiones marcadas
con x e y. Como en este caso son iguales, cambia al estado sim.

lolol [ [p] [a] Ip] [p] [e] [e] [r] [p] [a] [a] [:] |

(o[ [4] [a] [p] [p[u]c]u|n]u][p[y]afv]a]v[av]=] [-] ]

o [al [o[ [:] [o] [:] [p] [e] [e] In[ [4] [4] [p] ]

:

Estando sobre una celda vacia en el estado sim, & busca el primer z de
izquierda a derecha, “salta” la pareja (g;, s;) ubicada a su derecha, marca las
operaciones (simbolo a imprimir, movimiento) correspondientes a esa pareja
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con u y el estado final correspondiente con y; borra todos los marcadores z
y cambia al estado m¢.

eleoli] Il (4] [p] [p] [e] [c] [r] |p] [a] [a] [:] |

(o] [ [a] [p] [plefc][u][~]u]p[v]alv]afs]alv]=] [:] |

o] [a] [p[ [:] [t] [:] [p]efe]=]c]=]p] [a] [4] [p] ]

:

Una vez que estd sobre una celda vacia en el estado mE, I/ marca con x
el ultimo simbolo “escrito” por M, brinca el estado escrito a su derecha,
imprime : en la primera F-celda a su derecha y cambia al estado sb.

lolol <[ [p] [a] Ip] [p] [e] [e] [r] [p] [a] [a] [:] |

(o] [4] [a] [p] [p[u]c[u|n]u][p[v]a]v]a]v]afv]=] [:] ]

o] [a[ [o[ [:] [o] [:] [p[=]c]=]c][=]D] [a] [4] [P] ]
ol |:]

o

Estando sobre dos puntos en el estado sb, U verifica si las operaciones marca-
das con w involucran imprimir 0 6 imprimir 1. Como en este caso involucran
imprimir 0, & imprime O : en las F-celdas a la derecha del final de la sucesion
y cambia al estado inst.
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eleoli] Il (4] [p] [p] [e] [c] [r] |p] [a] [ [:] |

o[ [4] [a] [p] [p] [cf [~] [p[ [a] [a] [a [=] [:] ]

o[ [a] [p[ [ [t] [:] [p] [e] [e] [p] [4] [4] [p] ]

ol |:| |p| |c| |c| |p| [Aa] [a| |4| |p| |c| | |

B

Una vez que esta sobre dos puntos en el estado inst, ¢/ busca el dltimo u
sobre la cinta, verifica el simbolo que est4a marcando, en este caso N, borra
este marcador, copia al “final” de la cinta la sucesion marcada con x, luego
la sucesion marcada con y y luego la sucesion marcada con u. Esto con la
finalidad de indicarse a si misma qué combinacion estado y simbolo de M
deberéd imitar a continuacion. Finalmente, cambia al estado ov.

lolol [ [p] [a[ Ip] [p] [e] [e] [r] [p] [a] [a] [:] |

o[ [4] [a] [p] [p] [cf [~] [p] [A] [a] [af [=] [:] ]

o[ [a] [p[ [ [t] [:] [p] [e] [e] [p] [4] [a] [p] ]

ol |:| [p| || |c| |p| [a| |A] |4a| |p| |c| | |

o

Estando sobre una celda vacia en el estado ov, U borra cualquier marcador
que haya quedado sobre la cinta y cambia al estado anf.

elelilzln] [a] [p] [p] [e] [c] [r] |p] [a] [a] [:]-]

(o] [a] [a] [p] [p] [cf [~] [p[ [a] [af [a] [=] [:] |

o [al [o[ [:] [o] [:] [p] [e] [e] In[ [4] [4] [p] ]

0 | |p| |c| |c| |plv|ajv|alv|a|v|D|v|c|y] | |

Ea

Ahora, U nuevamente repite el proceso de marcar la proxima combinacion
de estado y simbolo a imitar, en este caso (gs,0). Sin embargo, como g3 es
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el estado final de M, en algtin punto todos los posibles estados a imitar
estaran marcados con z, por lo que U continuara moviendo su cabezal ha-
cia la izquierda infinitamente. Tal situacion puede corregirse modificando la
definicion de €om como sigue:

Estado Stmbolo Operaciones  FEstado final

; R,Pz L con(tmp,z)

tom z L,L tom
0 e(end)
Ni; niznio L tom

Donde end denota al estado final de U. Con esta modificacion el compor-
tamiento de U seria el siguiente:

(o] [ [a]l [p] |p] [c] [~] Ip[ [a] [af [a] [=] [:] |

o] [a[ [p[ [:] [o] [:] [p[ [e] [e] In[ [a] [4] [p] ]

L Jof [:] [p] lef [e] [p[v]afv]alv[alv]p]v]c]v] | |

Al colocarse sobre “9” en el estado tom, U borrard todos los marcadores
restantes sobre la cinta y cambiara al estado final end dando fin al computo.
Notemos que esto sucedera tinicamente cuando 4 pretenda imitar un estado
no definido de M. Es decir, cuando pretenda imitar un estado final.

lolol <[ [p] [a] Ip] [p] [e] [e] [r] [p] [a] [a] [:] |

o] [4] [al [p] [p] [c] [~| [p] [A] [a] [a [=] [:] ]

o] [al [p[ [:] [t] [:] In] [e] [e] [p] [a] [4] [p] ]

ol |:| [p| || |c| |p| [a| |A] |4a| |p| |c| | |

)
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Como conclusién, nos parece importante recalcar que:

1)

1)

El uso de subrutinas en la descripcion de U claramente nos permite
reducir su tamano considerablemente.

La modificacion realizada a tom es necesaria, debido a que Turing de-
fini6 su méquina universal con la intencion de utilizarla para imitar
unicamente cierto tipo de maquinas que él llamé no circulares, que son
aquellas maquinas capaces de imprimir una infinidad de ceros y unos
mediante un algoritmo finito y sin detenerse nunca.

I11) U tnicamente es capaz de imitar maquinas que escriban solamente ceros

y unos, pues no cuenta con una instrucciéon apta para imprimir ningin
otro simbolo.

IV) U solamente es capaz de imitar maquinas que tomen como dato de entra-

Vi)

VII)

da a la palabra vacia €. Si a U se le proporciona la descripcion estdndar
de cualquier otro tipo de méaquina, o un dato de entrada distinto de ¢,
tendra un comportamiento erratico.

Aunque podria decirse que U no imita fielmente a ninguna maquina
M, debemos notar que se debe a la necesidad de llevar un registro del
coOmputo.

Si a U se le da la descripcion estdndar de una maquina M cuyo com-
portamiento involucre mover el cabezal a la izquierda, la sucesion de
ceros y unos computada por U diferird de la computada por M en el
orden de uno o mas elementos.

Pese a todas estas limitaciones, U tiene una gran importancia historica,
pues su creacion demostroé que una sola maquina programable es sufi-
ciente para realizar cualquier computo posible. Hecho que mas adelante
fue retomado en el diseno de las computadoras.

En este capitulo explicamos brevemente el concepto de funcién recursiva.
También definimos y explicamos ampliamente los conceptos de méaquina de
Turing y maquina de Turing universal, porque tienen un papel esencial en
las definiciones del capitulo 3 y, consecuentemente, en varias demostraciones
de los capitulos 4 y 5. En el siguiente capitulo definiremos y compararemos
los conceptos de consistencia, w-consistencia y completud.



Capitulo

Consistencia, w-consistencia y
correctud

Algunos de los principales conceptos utilizados en la demostracion de
los teoremas de Godel son el de consistencia, el de w-consistencia y el de
correctud. A continuacion introducimos un fragmento de la teoria requerida
para definir estos conceptos (particularmente el de correctud). Posteriormente
definimos y comparamos los conceptos antes mencionados.

2.1. Modelos de la aritmética

En esta seccion analizamos el modelo estdndar de la aritmética, mos-
tramos la existencia de modelos no estdndar y examinamos brevemente su
estructura.

Cuando hablamos de la aritmética (AR\AP), nos referimos a la teoria
cuyo lenguaje cuenta con un predicado de igualdad, ¢ = s, una constante
individual 0, tres funciones s, +, -, los axiomas propios

P1) —(sz =0),

P2) sxy = sxy — 11 = T3,
P3) x1+0 =14,

P4) xy + sxg = s(x + x2),

31
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P6) x1-s19 = (1 12) + 14

y las reglas de inferencia

A A= B

A(0), A(n) — A(sn)
— .

VnA(n)

(Gen.)i (P.I.)

M.P.
(M.P.) A’

Antes de comenzar a analizar los modelos de esta teoria, introducimos
algunos conceptos y mostramos algunos resultados previos necesarios.

2.1.1. Algunos conceptos, nociones y resultados sobre
modelos y nimeros ordinales

Para poder definir claramente los conceptos de completud y correctud,
es necesario utilizar algunos conceptos y resultados propios de la teoria de
modelos, que a continuaciéon introducimos.

2.1.1.1. Algunos conceptos de teoria de modelos

Definiciéon 2.1. Sea L un lenguaje de primer orden de tipo 7 y M, M* dos
estructuras tipo 7 de L con dominios Dy; y D+ respectivamente. Decimos
que M y M* son isomorfas entre si, si y solo si existe una funcién biyectiva
g : Dy — Dy« que cumple lo siguiente:

1. Para cualquier predicado A7 de Ly para cualesquiera by, ..., b, en Dy,
M & A7[by, ..., b,] siy solo si M* = A%[g(b1), ..., g(ba)]-

2. Para cualquier funcion f7' de L y para cualesquiera by, ..., b, en Dy,

g((FM (b, b)) = (S (9(ba), - . g(bn))-

3. Para cualquier constante individual a; de L, g((a;)™) = (a;)™".

Definicién 2.2. Sean M, y M, dos estructuras de tipo 7 correspondientes
a un lenguaje de primer orden L. Decimos que M; es elementalmente equi-
valente a My (My = M,) siy solo si los enunciados de L que son verdaderos
en M; son los mismos enunciados de L que son verdaderos en M.
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Definicién 2.3. Sean M; y M, dos estructuras de tipo 7 correspondientes
a un lenguaje L, y sean Dy y Dy sus dominios. Decimos que M, es una
extension de My (M; € Ms) si se cumple lo siguiente:

1. Dy € D..
2. Para cualquier constante individual a; de L, (a;)* = (a;)*2.

3. Para cualquier funcion f" de L y cualesquiera by, ..., b, en Dy,
(FI)M2(by, ... by) = (f1)M1(by, ..., by).

4. Para cualquier predicado A’ de Ly para cualesquiera by, ..., b, en Dy,
Ml = A;L[bl, Ceey bn] si y solo si M2 = A;L[bl, .. >bn]

Definicién 2.4. Sean M, y M, dos estructuras de tipo 7 correspondientes

a un lenguaje L. Decimos que M, es una extension elemental de My (M; <.
Mg) si

1. My € My y

2. para cualquier formula B(yy, . .., y,) de L y para cualesquiera by, . .., b,
en el dominio de My, M; &= Blb, ..., b,] siy solo si My = Blby, ..., b,]
(’L@ M1 = Mg)

Definicién 2.5. Sean M, y M, dos estructuras de tipo 7 correspondientes
a lenguaje L con dominios D; y Dy respectivamente y f : Dy — Dy una
funcion. Decimos que f es un encaje elemental de My en M, si y solo si para
cualquier formula B(xq,...,x,) de L y para cualesquiera aq,...,a, en D
se cumple que M; &= Blay,...,a,] siy solo si My = B[f(a1),..., f(a,)]. Es
decir, si y solo si f es un isomorfismo que va de M; a una subestructura
elemental de M,.

Definicién 2.6. Sean 7" una teoria de primer orden con lenguaje Ly y M un
modelo de T'. Decimos que M es un modelo primo de T' si admite un encaje
elemental en cualquier modelo de T'.

Teorema 2.1 (de compacidad). Toda teoria axioméatica 1" de primer orden
es satisfacible si y s6lo si es finitamente satisfacible.
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Demostracion. Como T es satisfacible, tiene una interpretacion que la
satisface y en particular satisface a todos sus subconjuntos finitos.

Supongamos que 7' no es satisfacible. Entonces, se tiene que 7' = ¢ A —¢
para cualquier formula ¢. Por el teorema de completud de Gddel, esto implica
que 17 ¢ A —¢. Como cualquier deduccion en el calculo de predicados es
finita, existe A subconjunto finito de 7" tal que A 7 ¢ A —¢. Luego A =
¢ A —¢, por lo que A no es satisfacible. Por contraposicion, se tiene que si A
es satisfacible, T' es satisfacible. O

2.1.1.2. Algunas nociones relativas a los nimeros ordinales

Para poder definir los conceptos de modelo estandar y modelo no estandar
de la aritmética, asi como para hacer notar algunas propiedades y relaciones
entre este tipo de modelos, son necesarias algunas nociones relativas a los
ntmeros ordinales, que a continuacién introducimos.

Definicién 2.7. Sea X un conjunto. Decimos que X es transitivo si para
todo y € X, se cumple que y < X.

Definiciéon 2.8. Un conjunto X es un ordinal siy solo si es transitivo y esta
bien ordenado por la pertenencia restringida a X (€x).

Definiciéon 2.9. Si (A, <) es un conjunto bien ordenado, su tipo de orden
(I(A, <)|) es el anico ordinal isomorfo a A.

Definicién 2.10. a) Dos funciones f y g son compatibles si para todo z €
Dom(f) n Dom(g), f(x) = g(x).

b) Un conjunto de funciones F es un sistema compatible de funciones si
cualesquiera f, g € F son compatibles.

Lema 2.1. Si f y g son compatibles, entonces f U g es una funcion.

Demostracion. Sean (z,y), (x,z) € f U g. Entonces, x € Dom(f) u Dom(g).

Si (z,y) € Dom(f) A Dom(g), necesariamente (z,y), (z,2) € f\g 6
(xvy)v (LU, Z) € g\fa por lo que y = z.

Si (z,y) € Dom(f) n Dom(g), y = f(x) = g(z) = z por hipotesis.

Por lo tanto, f U g es una funcion. O
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Teorema 2.2. Si F es un sistema compatible de funciones, entonces | J F es
una funcién con Dom(|JF) = | J{Dom(f)|f € F}.

Demostracion. Sean (a,b), (a,c) € | JF. Entonces, existen fi, fo € F tales
que (a,b) € fiy (a,c) € fo. Como f; y fo son compatibles, f; U f es una
funcion. Ademés, como (a,b), (a,c) € f1 U fo, b = cy, por tanto, | JF es una
funcion.

Notemos que z € Dom(| JF) si y solo si existe y tal que (z,y) € | JF, si
y solo si (z,y) € f para alguna f € F, siy solo si x € | J{Dom(f)|f € F}.
Por lo que Dom(| JF) = [J{Dom(f)|f € F}. O

Lema 2.2. Sean (A, <4) y (B, <p) dos ordenes lineales, numerables, densos
y sin extremos, h un isomorfismo parcial de A en B con dominio finito,
a € Ay be B. Entonces, existe un isomorfismo parcial h,p tal que h S hqy,
a€ Dom(hgap) y be Ran(hgyp).

Demostracion. Sea h = {(ay,b1), ..., (ax,br)} un isomorfismo parcial de A
en B con dominio finito. Sin pérdida de generalidad, supongamos que a; <4
g <A ...<pgapy b <pby<p...<p by Consideremos los siguientes casos:

i) a€ Dom(h),be Ran(h).

Basta tomar h,j = h, que es isomorfismo parcial por hipotesis.

ii) a ¢ Dom(h),be Ran(h).
Puesto que A es un orden lineal, denso y sin extremos, se tiene que
a <a a1, a; <qa < a;41 para algin 1 < i < k, 0 a; < a. Tomemos
b, € B tal que:
e b, <p b sia<ya
® b <pby <p bip1 81 a; <qga<yai;
e b, <pb,sla,<ya.
Tomando h,, = h U {(a,b,)}, claramente se cumple que h,; es un

isomorfismo parcial tal que a € Dom(h,p) y b € Ran(h,yp) por cons-
truccion.
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iii) a € Dom(h),b¢ Ran(h).

Puesto que B es un orden lineal, denso y sin extremos, se tiene que
b<pb,b <pb<pbj,; para algin 1 < i < k, o by <p b. Tomemos
ap € A tal que:

® (I <A aq sib <B bl;
® a; <A Gy <4 Qg1 Sib; <pb<pbii;
® A <A Gy si bk <B b.
Tomando h,, = h U {(a,b)}, claramente se cumple que h,p es un
isomorfismo parcial tal que a € Dom(h,) y b € Ran(h,yp) por cons-
truccion.
iv) a ¢ Dom(h),b¢ Ran(h).

Tomando h,p, = h U {(a,b,), (a,b)}, donde ap, b, se construyen como
en los dos casos anteriores, claramente se cumple que i, es un isomor-
fismo parcial tal que a € Dom(h,yp) y b€ Ran(h,p) por construccion.

O

Teorema 2.3. Cualesquiera dos o6rdenes lineales, numerables, densos y sin
extremos son isomorfos.

Demostracion. Sean (A,<4) y (B,<p) dos oOrdenes lineales, numerables,
densos y sin extremos.

Sean {a,|n € N} y {b,|n € N} numeraciones sin repeticiones de A y B
respectivamente.

Construyamos la siguiente sucesion de isomorfismos parciales compatibles
por recursion:

ho = {(aoybo)}
hn = (hn—l>an,bn

Con (hy—1)a, b, una extension de h,_; como la descrita en el lema 2.2.

Tomemos h = ] hy,. Como h,, es un isomorfismo parcial de A en B para
neN
cada n € N, h es un isomorfismo de A en B.

O
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2.1.2. Modelo estandar de la aritmética

A continuacion definimos los modelos estindar y no estindar de la arit-
mética y mostramos que todos los modelos estdndar son isomorfos entre si.

Definicion 2.11. 1) Sea 4l un modelo de la aritmética. Los elementos fi-
nitos o estindar de 4 son aquellos de la forma a = (n)¥, para algtn
n € N; los elementos restantes se llaman no estdndar o infinitos.

11) Para cualquier modelo 4l de la aritmética, sea Fin(4) = {a € Dya es finito}
— {(n)'fn e N},

111) Un modelo 4 de la aritmética es estdndar si carece de elementos no
estdndar. En otro caso es un modelo no estandar.

En particular, la estructura n = (N, s, +,-,0) es un modelo estdndar de
la aritmética. Aun mas, el siguiente teorema muestra que cualquier modelo
estandar de la aritmética es isomorfo a 7.

Teorema 2.4. Para todo modelo estandar il de la aritmética, existe un
isomorfismo f: N — Dy.

Demostracion. Sea i un modelo estandar de la aritmética y definamos f
como f(n) = (s"0)" para cada n € N.

Sean n,m € N tales que n # m. Entonces, n = n # m, por lo que
f(n) = (s"0)* # (sm0)" = f(m). Es decir, f(n) # f(m), por lo que f es

inyectiva.

Sea a € Dy. Como i es estandar, existe n € N tal que a = (n)* = (s"0)" =
f(n). Es decir, existe n € N tal que a = f(n), por lo que f es sobreyectiva.

Por lo tanto, f es biyectiva.

Veamos que para cualesquiera n, m € N se cumple que (1) f(sn) = s*f(n),

(2) f(n+m) = f(n) +* f(m) y (3) f(n-m) = f(n) * f(m).

(1) Sea k = sn. Entonces, n = k = sn, por lo que s*'f(n) = s%(s"0)% =
(s"F10)" = (s"0)" = f(k) = f(sn).
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(2) Sea k = n + m. Entonces, n = k = n + m, por lo que f(n) +% f(m) =
(s"0) 4+ (sm0) = (s"tm0)Y = (sF0)* = f(k) = f(n +m).

(3) Sea k = n - m. Entonces, n = k = n-m, por lo que f(n) * f(m) =
(570" (570 = (70)% = (0)% = 1(8) = (- m).

Por lo anterior, podemos concluir que f es un isomorfismo! y que 7 es
isomorfo a cualquier modelo estandar de la aritmeética.

2.1.3. Modelos no estandar de la aritmética

A continuacion mostramos la existencia de modelos no estdndar de la
aritmética y analizamos su relacion con el modelo estandar y su estructura.

Teorema 2.5. Existen modelos no estandar de la aritmética.

Demostracion. Sean Lar = Lag U {c}, con ¢ un nuevo simbolo de constante
y AR’ = AR v {—(c =0), —=(c = s0),...}. Veamos que AR’ es satisfacible.

Consideremos A < AR’ finito. Entonces existe n € N tal que A <
AR U {—(c = 0),—(c = $0),...,—(c = s"0)}. Sea n’ la estructura cons-
truida a partir de 7, en la que adicionalmente interpretamos a ¢ como el
namero n + 1. Claramente, ' = A y, por el teorema de compacidad, AR’ es
satisfacible.

Sean 4 un modelo de AR y a = (c)". Entonces, para todo n € N se
cumple que U = —(a = s"0). Por lo tanto, 4l es un modelo no estandar de la
aritmética. 0

El teorema anterior muestra la existencia de los modelos no estandar de
la aritmética. Los dos teoremas siguientes muestran cémo se relacionan estos
modelos con el modelo estandar.

Podemos llegar a esta conclusién, ya que toda funcién y relacién recursiva se definen
con base en las funciones iniciales (s, + y -).
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Teorema 2.6. Ningiin modelo no estandar de la aritmética es isomorfo a 7.

Demostracion. Sea 4 un modelo no estdndar y supongamos que existe un
isomorfismo f : 4 — N. Como il es un modelo no estandar, existe a € Dy tal

que para todo n € N se cumple que a # (n)%.

Supongamos que f(a) = k. Entonces, debe suceder que f(a) # f((k)"),

pues en caso contrario se tendria que a = f~1(f(a)) = fH(f((k)Y)) = (k)Y,
porlo que nk= f(a) # k,onkEk # k.
Por lo tanto, no hay un isomorfismo entre 4 y 7. O

Teorema 2.7. n = (N, +,-,5,0) es un modelo primo* de la aritmética.

Demostracion. Debemos demostrar que n admite un encaje elemental en
cualquier modelo 4 de la aritmética. Para ello consideremos los siguientes
dos casos:

Caso 1. 4 es un modelo estandar.

Se cumple por el teorema 2.4 y por la definicion 2.11.
Caso 2. U es un modelo no estandar.

Consideremos el submodelo U; = (Fin(), +, f, s7, (0)*)*. Notemos que
Uy <. U por definiciéon y veamos que 7 es isomorfo a ;.

Veamos que i : N — Fin(4) definida como i(n) = (s"0)" es un isomorfis-
mo.

Sean n,m € N tales que n # m. Entonces, n = n # m, por lo que
i(n) = (s"0)* # (s™0)" = i(m). Es decir, i(n) # i(m), por lo que i es inyec-
tiva.

Notemos que 7 es sobreyectiva por definicion de F'in(4l), por lo que basta
ver que para cada n,m € N sucede que (I) i(sn) = ssi(n), (II) i(n +m) =
i(n) +5i(m) y (III) i(n-m) = i(n) - i(m).

ZVeéase la definicion 2.6.
Y44, -t v sy representan las restricciones de +*, ' y s% a Fin().
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(1) Sea k = sn. Entonces, n = k = sn, por lo que szi(n) = s'i(n) =
sH(sm0)" = (s" ) = (s*0)¥ = i(k) = i(sn).

(11) Sea k = n + m. Entonces, n = k = n + m, por lo que i(n) +i(m) =
i(n)+%i(m) = (s"0)*+*(sm0)* = (s"™0)¥ = (s*0)¥ = i(k) = i(n+m).

(111) Sea k = n - m. Entonces, n = k = n - m, por lo que i(n) -y i(m) =
i(n) *i(m) = (s"0)% H (sm0)* = (s"™0)* = (s*0)* = i(k) = i(n - m).

Por lo tanto, n es isomorfo a 4.

Es asi que 1 admite un encaje elemental en cualquier modelo 4 de la

aritmética. Es decir,  es un modelo primo de esta tltima.
O

A continuacion mostramos varias propiedades de los modelos no estandar
de la aritmética, lo que nos permitird tener una mejor idea de como estan
estructurados.

Teorema 2.8. Sea 4 un modelo no estandar de la aritmética. Si a € Fiin(Ll)
y be Dy\Fin(), a <" 0.

Demostracion. Sea x una variable y definamos para cada n € N, ¢, una
formula con variable libre x como sigue:

= g eslaformulaz #0y

= Y1 = (o AT # 5"H0).
Es decir, ¥, = (z #0 A x # S0 A -+ A x # s"0).

Notemos que para cualquier n € N, sucede que 7 = Vz (i, < = > s"0).
Sea a = (s"0)%, para algiin n € N.

Como 1 = Vx(¢, < = > s"0), en particular sucede i = Vz (¢, < = >
s"0).

Como U = (b # 0Ab # sOA -+ Ab # s"0), podemos deducir que
U= (b> s"0). Es decir, U = b > a. O
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Teorema 2.9. Sean ¢(z) una formula de Lag y 4 un modelo no estandar
de la aritmética. Entonces:

a) U = ¢la] para toda a € Fin(Ll) si y solo si U = ¢[b] para toda b e Dy.

b) U = ¢[b] para toda b € Dy\Fin(Ll) si y solo si U = ¢[a] para toda
a € Fin(4), salvo una cantidad finita.

c) U = ¢[b] para alguna b € Dy\Fin(Y) si y solo si U = ¢[a] para una
infinidad de a € Fin(4).

Demostracion. a) Notemos que se cumple la cadena de equivalencias :

U = ¢la] para toda a € Fin(i) < paratodan € N U = ¢(s"0) <
para toda n € N,n E ¢(s"0) < paratodan € Nynp &= ¢(n) < n =
Vep(z) < U= Veg(r) < U = ¢[b] para toda b e Dy.

b) Notemos que se cumple la cadena de implicaciones:

Para toda b € Dy\Fin(U), 4 = ¢(b) = para toda b € Dy\Fin(), U =
(Ve(z > b= ¢(x))) = existe b € Dy tal que U = (Vz(z > b = ¢(x))) =
U E yVe(z >y = ¢(x)) = n E JyVa(z > y = ¢(x)) = existe k €
N tal que para toda n > k,n = ¢(n).

Reciprocamente se cumple la cadena de implicaciones:

Para toda n > k,n &= ¢(n) = n E Va(r > s*0 = ¢(z)) = U = Vo(z >
sk0 = ¢(z)) = para toda b e Dy\Fin({), U = ¢[b].

¢) Se cumple por b).
U

Corolario 2.1. La expresion “x es finito” es indescriptible mediante una
formula de L 4p.

Demostracion. Si existiera ¢(x) una formula tal que para toda a € Dy, U =
¢la] siy solo si a € Fin(4), se tendria una contradiccion con el teorema 2.9
a). Por lo tanto, dicha férmula no puede existir. O
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Definicion 2.12. Sea S = s : {{ — 4. Definamos la funcién predecesor
p: U — 4 como

[ b, siysolosidl=a>0,yS0b)=a
p(a)—{o’ sia = (0)*

En forma similar, podemos extender a 4 las deméas funciones y relaciones
definibles de 7.

Definicién 2.13. Sean x,y € Dy. Definimos la relacion ~ como
r~y<dneNS"zr=yv Sy =ux).

Proposicién 2.1. 1) ~ es una relacion de equivalencia.

2) 0~z siy solosiaze Fin(U) (por lo que ~ no es definible en Lg).

3) Sia<b<cyan~ c, entonces a ~ b.

Demostracion. 1) Veamos que ~ es reflexiva, simétrica y transitiva.

Reflexividad.

Sea x € Dy y notemos que S%r = z, por lo que In € N(S"x = v S"z = x).
Por lo tanto, z ~ x.

Simetria.

Sean z,y € Dy tales que x ~ y. Entonces, In € N(S"z =y v S"y = z),
que es equivalente a In € N(S™y = z v S"x = y), por lo que y ~ x.

Transitividad.

Sean z,y,z € Dy tales que x ~ y e y ~ 2. Entonces, In € N(S"z =
yvS"y =ux)y Ime N(S"y = zv Sz = y). Consideremos los siguientes
casos:

Caso 1. S"x =y A S™y = 2.

Entonces, Stz = z, por lo que 3k € N(S*¥z = z v S¥2 = ). Por lo
tanto, r ~ z.
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Caso 2. S"x =y A Sz =y.

Sin < m, S™"™x = z; en caso contrario, S" ™z = x, por lo que
Jk e N(S*z = 2 v S*z = ). Por lo tanto, = ~ 2.

Caso 3. S"y =2z A Sy = 2.

Analogo al caso 2.

Caso 4. S"y=x A Sz =y.
Analogo al caso 1.

Por lo tanto, ~ es una relacién de equivalencia.

2) Sea x € Dy tal que 0 ~ z. Entonces, 3n € N(S"0 = z v S"z = 0) y como
n k= —3y(Sy = 0), solo puede suceder que S™0 = x, por lo que x € Fin(Ll).

Notemos, ademas, que si existiera una formula ¢(x,y) de Lag tal que
= ¢la,b] < (a ~ b), se cumpliria que a € Fin(i) < U = a ~ 0, lo que
contradice al corolario 2.1.

3) Notemos que 4 = S™a = ¢ para algin n € N, por definicion del orden y
de ~. Puesto que n = Vo, y,z[t <y < zaAs'z =z= (y=srvy=
s2av - vy=s"12)],se cumple que U Fa<b<cASa=c= (b=
Savb=S%av--vb=.5"a).

Luego, 3k € N(S*a = b) y, por lo tanto, a ~ b.

Definicion 2.14. 1) Dado a € Dy, sea a/~ = {b € Dyl|a ~ b}.
2) Sea U/~ = {a/~|a € Dy}.

Definicién 2.15. Sean a/~,b/~ € i/~. Podemos definir un orden en {/~
como a/~ < b/~ siysolosia b, ya<b.

Teorema 2.10. Sea a € Dy.Entonces:

1) Siae Fin(4), entonces a/~ = Fin(Ll).
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11) Sia € Dgy\Fin(4), entonces {a/~, <, S.) es isomorfo a (Z, <, o), donde
S. es la restriccion de S a a/~ y o es la funcion sucesor de los niimeros
enteros.

Demostracion. Sea a € Dy,.

1) Por la proposicion 2.1.2), a € Fin() si y solo si a ~ 0, por lo que
0 € a/~. Como ~ es transitiva, se tiene que Vz(x ~ 0 = z € a/~), por
lo que Fin(i) < a/~. Como a/~ < Fin() por definicion de a/~, se
tiene que a/~ = Fin(4).

11) Notemos que a/~ = {b € Dy|dn € N[b = p™(a) v b = S"a]}, por
definicion de ~.

Definamos f : Z — a/~ como

B Ska sik=>=0.

fk) = { p*a) sik<O.
Veamos que f respeta el orden y la funcién sucesor.

e Sean x,y € Z tales que x < y y consideremos los siguientes casos:

Caso 1. x <y < 0.

Entonces, f(z) = p~*(a) y f(y) = p¥(a). Como —y < —zx,
p~*(a) < p~Y(a) por definicion del predecesor. Es decir, f(z) <
f(y)-

Caso 2. r <0 <y.

Entonces, f(x) = p~™(a) y f(y) = SYa. Como p~*(a) < a < S
por definicion de sucesor y predecesor, f(z) < f(y).

Caso 3.0 <z <y.

Entonces, f(z) = S*ay f(y) = SYa. Como = < y, S%a < SYa por
definicion del sucesor. Es decir, f(z) < f(y).
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e Sea z € Z y consideremos los siguientes casos:

Caso 1. ox < 0.
Entonces, f(oz) = p=°%(a) = p~*a) = Sp~®(a) = Sf(x) por
definicion de predecesor. Es decir, f(oz) = Sf(z).

Caso 2. ox = 0.
Entonces, f(ox) = S7%a = S*"a = SS%a = Sf(x) por definicion
de sucesor. Es decir, f(oz) = Sf(z).

Por lo tanto, (a/~, <, S.) es isomorfo a (Z, <, o).

O

Teorema 2.11. Sea 4 un modelo no estandar de la aritmética. Entonces:

1) Para cualesquiera a,b € Dy, si a/~ < b/~, entonces existe un elemento
c€ Dy tal que a/~ < ¢/~ < b/~.

2) Y = {i/~, <) tiene un primer elemento, pero no segundo elemento ni
ultimo elemento.

Demostracion. 1) Seaa < b. Como i & Vr,y3z(z+2 = v+yvz+z = 2+Sy),
existe ce Dy talque lEc+c=a+b0UE=c+c=a+ 5b.

Consideremos el caso en que ¢ + ¢ = a + b (en el otro caso se procede
de forma anéloga, por lo que lo omitiremos). Por lo tanto, ¢ es la media
aritmética de a y b. Veamos que a/~ < ¢/~ y que ¢/~ < b/~.

a)a/~ < c/~.

Como U E=Vr,y,z(r<yArz+z=x+y=x<z),tenemos que a < cy
por tanto, a/~ < ¢/~.

Supongamos que a/~ = ¢/~. Entonces, existe m € N tal que i = S™a =
c. Pero paratodan e N, 4 £ Vo, y, 2(x+y = 2+2r2 = S = y = S¥x),

por lo que Y = b = S?a y, por tanto, a ~ b .

Por lo tanto, a/~ < ¢/~.
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b)c/~ < b/~.

Como U =Vr,y,z(z <ynz+z=x+y=2z<y), tenemos que c < by
por tanto, ¢/~ < b/~.

Supongamos que ¢/~ = b/~. En tal caso, existe m € N tal que i = S™c =
b. Pero paratodan e N U = Ve, y, z(z+y = 2z+z2Ay = S"z = 2z = S"x),

por lo que U = ¢ = S™a y, por tanto, a ~ c.

Por lo tanto, ¢/~ < b/~.

2) Como U E Vz—(z < 0), Fin(H) = 0/~ es el primer elemento de I'.

Por 1), para cualquier b € Dy\Fin(), existe ¢ € Dy tal que Fin(i) <
¢/~ < b/~, por lo que no puede haber un segundo elemento.

Como U = Vz(z + 2 = S"r = x = S™0), a + a no puede estar en la
misma clase de equivalencia que a, para todo a € Dg\Fin(i). Asi que
U Ea+a>ay, por tanto, I’ no puede tener ultimo elemento.

O

Con base en los teoremas 2.3, 2.11 y 2.10, podemos concluir que para
cualquier modelo no estandar de la aritmética 4, ' = (4/~, <) tiene tipo
de orden w + (w4 w*) - n, donde w es el tipo de orden de N, w + w* es el tipo
de orden de Z y 7 es el tipo de orden de Q.

012

Figura 2.1: Representacion grafica de w+ (w+w*)-n. Intuitivamente, es como
si “pegaramos” la recta racional al final de la recta natural, sustituyendo cada
nimero racional por una recta entera.



2.2. Definiciones, diferencias y similitudes 47

2.2. Definiciones, diferencias y similitudes

Definicién 2.16. Sea 7' una teoria axiomatica de primer orden. Decimos
que T es consistente si para cualquier formula B de Ly no sucede que 1 B
y Fr —B.2

Definicién 2.17. Sea T una teoria axiomatica de primer orden con nume-
rales y operadores para la negacion y cuantificacion universal. Decimos que

T es w-consistente si para toda formula A(z) de Ly, sucede que si -7 A(k)
para toda k € N, entonces £ Jx—A(z).

Definicién 2.18. Sea T una teoria axiomética de primer orden que contiene
a AR. Decimos que T es correcta si sus teoremas son verdaderos en el modelo
estandar de la aritmética.

Intuitivamente, una teoria es consistente cuando no es contradictoria;
es w-consistente cuando no puede probar enunciados existenciales que so6lo
son validos en los modelos no estandar, y es correcta cuando no prueba
enunciados aritméticos falsos en el modelo estandar.

Si bien hay cierta similitud entre las definiciones anteriores, también hay
cierta diferencia entre ellas, como muestran los siguientes teoremas y ejem-
plos.

Teorema 2.12. Si una teoria aritmética de primer orden es correcta, enton-
ces es consistente.

Demostracion. Sea T una teoria aritmética de primer orden correcta, 7 el
modelo estdndar de la aritmética y supongamos que 7' no es consistente.
Entonces, existe una formula B de Ly tal que 7 B y 1 —B, por lo que al
ser 1" correcta se tiene que n = B 'y n = —B. Por lo tanto, B es verdadera y

a la vez falsa en 7.
Luego, dicha B no puede existir y, por lo tanto, T" es consistente. O

Ejemplo 2.1. Supongamos que AR, la aritmética recursiva, es consistente
y consideremos a G su enunciado de Godel. Por el primer teorema de Go-
del, sabemos que G es verdadero pero no demostrable en AR, por lo que
ARy = AR U {—G} es consistente. Sin embargo, AR; es incorrecta, pues el

3 Alternativamente se puede definir que una teoria es consistente si existe una formula
B de Lt tal que /7 B.
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enunciado —G es falso en el modelo estandar de AR.

Por otro lado, si en vez de considerar AR; = AR u {—G}, consideramos
ARy = AR u {G}, tenemos que ARy si es correcta, ya que el enunciado G
es verdadero en el modelo estandar de AR. Puesto que el teorema de Godel
se cumple en cualquier extension de AR, existiran dos enunciados Gy y G,

tales que |7£ARO GOJ }7£ARO _‘GOJ %ARl Gl y |7£AR1 _'Gl'

Procediendo de la misma manera como lo hicimos con AR, podemos
construir las extensiones ARy = ARy u {Go}, ARyy = ARy u {—Gy},
ARy = ARy U {G1} y ARy = AR; U {—G1}. De las cuales, solo ARy
es correcta. Si repetimos el procedimiento, podemos generar las siguientes
extensiones:

AYANEYANEVA

ARooo  ARoon  ARoo  ARopn  ARioo ARin ARpno ARin

T A T A T A T A S A S AT

De las cuales, so6lo las que se encuentran en la diagonal izquierda (i.e.
aquellas cuyo subindice esta formado unicamente por ceros) son correctas.

Por lo tanto, el hecho de que una teoria sea consistente no necesariamente
implica que sea correcta.

Teorema 2.13. Si una teoria axiomética de primer orden es w-consistente,
entonces es consistente.
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Demostracion. Sean T una teoria axiomética de primer orden w-consistente,
A(x) una formula de Ly que tiene a x como tnica variable libre y B(z) =ges
A(z) A—A(z). Entonces, —B(n) es instancia de una tautologia, por lo que
—B(n) para todo namero natural n. Luego, por w-consistencia, £ 3z B(z).
Por lo tanto, T" es consistente. O

Ejemplo 2.2. Consideremos a AR, la aritmética recursiva, y a CON =g
Vo—PR(z,"0 = 1'). El enunciado CON interpretado en la metateoria a
través del codigo de Godel, afirma la consistencia de AR. Por el segundo
teorema, de Godel, sabemos que si AR es consistente entonces T = AR v
{—=CON} también lo es. Sin embargo, T no es w-consistente, pues para todo
nimero natural n, ¢ =PR(7i,'0 = 1") y 7 JzPR(x, 0 = 17).

Por lo tanto, el que una teoria sea consistente no necesariamente implica
que sea w-consistente.

El teorema 2.12 junto con el ejemplo 2.1 muestran que el concepto de
correctud es mas “fuerte” que el de consistencia. De la misma manera, el teo-
rema 2.13 junto con el ejemplo 2.2 muestran que el concepto de w-consistencia
es més “fuerte” que el de consistencia.

El objetivo de este capitulo fue definir los conceptos de consistencia, w-
consistencia y completud, ademas de hacer notar sus similitudes y diferencias.
Para lograrlo, fue necesario introducir algunos conceptos y resultados previos
propios de la teoria de modelos y de la teoria de ordinales. En el siguiente
capitulo definiremos el concepto de complejidad Kolmogoérov y resaltaremos
algunas de sus caracteristicas.
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Capitulo

Complejidad Kolmogoérov

Dentro de la teoria matematica de la informacién, se conoce como entropia
a cualquier cantidad que permita medir la indeterminacion de una variable.
Usualmente se define de la siguiente manera:

Definicién 3.1. Supongamos que una variable x es capaz de tomar valores
en un conjunto finito X que contiene N elementos. Definimos la entropia de
x como H(x) =logy, N. Cuando tomamos un valor especifico, digamos = = a,
entonces eliminamos dicha entropia y obtenemos la “informacién” contenida
en a, dada por I(a) = log, N.

En 1968 A. N. Kolmogoérov present6 un articulo titulado Tres enfoques
para la definicion cuantitativa de informacion |9], en el cual define una nue-
va forma de medir la “informacién” contenida en un nimero a través de la
cantidad de informacion requerida para generarlo mediante un algoritmo. En
este capitulo presentamos dicha definicion, primero de manera intuitiva y
después de manera formal, mediante tres definiciones distintas (pero equiva-
lentes): a través de las funciones recursivas, los lenguajes de programacion y
las maquinas de Turing.

3.1. Idea intuitiva

Consideremos los siguientes algoritmos que aproximan 7 y la raiz cuadra-
da de un ntimero natural x.

ol
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Algoritmo de Gauss-Legendre para
aproximar 7.

Algoritmo babil6énico para aproximar

NG

1
1. Téomense ag =1, by = —, pg = 1
0 0 V2 Po
1
y to = 1
n b’ﬂ
2. Definase a,,1 = a4 ;_ .
3. Definase b, 11 = vapb,.

4. Definase p,,1 = 2p,.

5. Definase t, 41 = t,—pn(an—an41)?.

(a, + by)?

6. T~
m i,

1. Tomense dos nimeros by h tales
que bh = .

2. Si h ~ b, vaya al paso 6; si no, vaya
al paso 3.

h+b

3. Hagase b = ;
2
4. Hagase h = %

5. Vaya al paso 2.

6. \/x ~ b.

Se antoja que una forma de medir la cantidad de “informacion” contenida
por estos nimeros podria ser a través de la cantidad de renglones que po-
seen los algoritmos que los generan. Con base en esta idea, tendriamos que
K(m) =6y K(y/x) = 6. Sin embargo, esta idea resulta poco 1til, ya que la
“informacion” contenida por 4/x deberia variar dependiendo de si el resultado
es un numero entero, racional o irracional. Ademas, intuitivamente, cualquier
numero trascendente deberia poseer una mayor “informacion” que cualquier

ntmero algebraico.

3.2. Definicion formal

A continuacion daremos tres definiciones de la complejidad Kolmogorov

de un numero z.
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Definicién 3.2. Sean {(,},ey una enumeracion de las funciones recursivas?
de un argumento y x un nimero. Definimos la complejidad Kolmogoérov de
xz como K(z) = pn(p,(0) = z).

Definicién 3.3. Sean {M;};cy una enumeracion de las méaquinas de Turing?
de un argumento, U(a,b) una maquina de Turing universal y = un nimero.
Definimos la complejidad Kolmogorov de z como K(x) = pi(U(i,e)lx). Es
decir, es el menor 7 tal que M;(e)|x.

Definiciéon 3.4. Sea £ un lenguaje de programacion fijo. Definimos la com-
plejidad Kolmogorov (con respecto a £) de z (K (x)) como la longitud (en
bits) del programa mas pequeno que imprime z y se detiene.?

La idea detras de estas definiciones es poder precisar la nociéon de “infor-
macion” contenida por un namero de forma simple. Asimismo, Kolmogorov
define una nueva clase de nimeros a los que llama aleatorios, que son aquellos
nameros z tales que K(x) > x. Es decir, un niimero es aleatorio cuando se
requiere una gran cantidad de informacion para generarlo.

Notemos que con estas definiciones si se cumple que K(m) > K(4/x).
Para esto, consideremos la definicion 3.4 y los siguientes programas que los
generan:

Programa que genera 7.
#include<stdio.h>
#include<math.h>
int main(void){

int n;

long double a[6],b[6],pl6],t[6],pi=0.0;
al0]l=1;

b[0]=1/8qrt(2.0);

plol=1;

t[01=1.0/4.0;

for (n=1;n<6;n++){
a[n]=(aln-1]1+b[n-11)/2.0;
b[nl=sqrt(aln-1]1*b[n-11);
plnl=2 . 0xp[n-1];

!Para un estudio detallado de las funciones recursivas véase [18],[14].

2Para un estudio detallado de las méquinas de Turing véase [1].

3Si bien estas tres definiciones son equivalentes, en los siguientes capitulos utilizaremos
unicamente la definicién 3.3, pues es la que mejor se adecua al propésito de este trabajo.
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t[n]l=t[n-1]*pow(aln-1]1-alnl,2));
pi=pow(alnl+b[n],2)/(4.0%t[n]);}
printf ( ,pi);
return 0;}
Programa que genera /.
#include<stdio.h>
int main(void){
int n;
float x,y=1,e= ;
printf ( );
scanf ( ,&n) ;
X=n;
while(x-y>e){
x=(x+y)/2;
y=x/n;}
printf ( ,N,X)
return 0;}

De acuerdo con los programas anteriores y la definicion 3.4, se tiene que
K(m) < 1456 y K(+/z) < 840, por lo que K(m) > K(y/x). Ademaés, también
se cumple que K (m) > m, por lo que 7 resulta ser un nimero aleatorio. Por
otro lado, la aleatoriedad de /x dependera del valor de x.

Con el proposito de clarificar las definiciones anteriores y mostrar que la
complejidad de un nimero puede variar considerablemente, segtin la defini-
cion de complejidad Kolmogoérov utilizada, presentamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.1. Consideremos el nimero 2 y aproximemos su complejidad
Kolmogo6rov mediante cada una de las tres definiciones anteriores.

s Consideremos la numeracion de Godel de Lyg

vV - - () R C = 0 s Ko T P,r(1<k<n)
L T S A A A l l l
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23+4n 17+4(t, + k)i

y la funcion recursiva ssxg. Entonces, de acuerdo con la numeracion de Godel
anterior, tenemos que yssxo = 219 - 319 . 523 = 7.26413416875 x 10°. Luego,
como ss0 = 2, tenemos que K(2) < 7.26413416875 x 10%.

tt, es el enésimo ntmero triangular: t, = 1 +2 + ... + n.
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= Consideremos la maquina de Turing M descrita en el ejemplo 1.3,
cuyo nimero de descripcion es 31332253117311332263111F ~ 3.1 x 10?2,
Como M |10 y 2 en sistema binario es 10, tenemos que K(2) < 3.1 x
1022,

= Consideremos el lenguaje de programaciéon C y el programa

#include<stdio.h>

int main(void) {
printf (“27);
return 0;}

cuya ejecucion simplemente imprime el nimero 2 y que tiene una longitud
de 464 bits (58 bytes). Entonces, de acuerdo con nuestra definicion, tenemos
que K(2) < 464. Como puede verse en este ejemplo, la complejidad Kolmo-
gorov de un namero puede diferir, por varios 6rdenes de magnitud, segin la
definicion utilizada.

El concepto de complejidad Kolmogorov, previamente definido, tiene di-
versos resultados y aplicaciones interesantes. Algunos de ellos son el teorema
de Chaitin, que enunciaremos y demostraremos en el siguiente capitulo, el
hecho de que el conjunto de niimeros no aleatorios es un conjunto simple( i.e.
es recursivamente numerable y su complemento es un conjunto infinito sin
subconjuntos recursivamente numerables)®, o su aplicacion a la inteligencia
artificial en tests alternativos al de Turing’.

En este capitulo definimos el concepto de complejidad Kolmogoérov tanto
de manera intuitiva como de manera formal. Hicimos notar cémo la com-
plejidad de un nimero puede diferir considerablemente, segiin la definicion
utilizada, y mencionamos algunas de sus aplicaciones. En el siguiente capi-
tulo explicaremos brevemente el primer teorema de Goédel y demostraremos
el teorema de Chaitin, que tendra un papel importante en el capitulo 5.

tVease la seccién 1.2.3.2
6Véase [14] pp. 261-263
TVease [5].
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Capitulo

Incompletud y consistencia

En este capitulo introducimos los conceptos de completud e incompletud
de una teoria de primer orden, discutimos brevemente el primer teorema de
incompletud de Godel y demostramos el teorema de Chaitin.

4.1. Completud

El concepto de completud se aplica a las teorias axiomaticas de primer
orden. Al respecto, daremos algunos ejemplos de teorias completas con el
proposito de aclarar la definicion dada.

Definicién 4.1. Sea T una teoria axiomética de primer orden. Decimos que
T es completa si para cualquier formula cerrada (i.e. que no tiene variables
libres) B de Ly se cumple que 1 B 6 7 —B.

Algunas teorias de primer orden completas son la de Tarski para la geo-

metria euclidiana, la aritmética de Presburger y la teoria de campos alge-
braicamente cerrados con caracteristica fija.

4.2. Primer teorema de incompletud de Godel

En 1931 Goédel enuncié sus dos teoremas de incompletud y demostro el
primero de ellos en un articulo titulado Sobre proposiciones formalmente
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indecidibles en Principia Mathematica y sistemas afines I [4]. En la demos-
tracion de su primer teorema utiliza un argumento basado en las paradojas
de Richard y del mentiroso que a continuacion bosquejamos y analizamos.

La demostracion procede de la siguiente manera:

A través de una funcién inyectiva que a cada simbolo del lenguaje de
la aritmética le asigna un numero natural, Godel codifica las formulas del
lenguaje de la aritmética en niimeros naturales. Posteriormente muestra que
las propiedades y relaciones metateoricas entre las formulas y demostracio-
nes pueden expresarse como propiedades y relaciones entre sus nimeros de
Godel mediante la codificacion anterior. Esto es de vital importancia, pues la
codificacién permite expresar a través de predicados recursivos propiedades

importantes como “ser el nimero de Godel de una prueba”, “ser el niimero de

Godel de una prueba de la formula con nimero de Godel 27, “ser un teorema de
AR”. Dichas propiedades se pueden codificar con las formulas PRUEBA(x),

PR(z,y) y TEO(z) que intuitivamente! se definen como sigue:

» PRUEBA(x) siy solo si x es el namero de Godel de una sucesion de
formulas tal que cada féormula de la sucesiéon es un axioma o puede
deducirse a partir de las formulas anteriores a ella mediante alguna de
las reglas de inferencia de AR.

s PR(x,y) siy solo si z es el nimero de Godel de una prueba de la
formula con namero de Gédel y. Es decir, z satisface PRUEBA(z) y
satisface que y es el nimero de Godel de su ultima formula.

» TEO(x) siy solo si existe y tal que PR(y, x).

Una vez logrado esto, Godel construye un enunciado G que indirectamente
afirma ser indemostrable en la aritmética y demuestra que si la aritmética es
consistente, entonces (£ 2z G. Del mismo modo, prueba que si la aritmética
es w-consistente, entonces £ 4z —G.

De esta manera, Godel no s6lo demuestra la existencia de enunciados
indecidibles, sino que también muestra explicitamente céomo construir uno
de ellos para cada sistema que contenga una formalizacion de la aritmética
recursiva.

Si bien la demostracion que ofrece Gddel es bastante ingeniosa, también
es demasiado compleja, pues requiere de un aparato teérico muy extenso y

!Para una definicion formal de estas formulas, véase [18], pp. 124,125
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de una formula cuya autorreferencia es confusa a primera vista. Esto moti-
vO que mateméaticos como Boolos y Chaitin dieran pruebas alternativas que,
si bien no muestran explicitamente un enunciado indecidible, si demuestran
su existencia de un modo més simple. En la siguiente seccién enunciamos y
probamos el teorema de Chaitin, cuyo argumento utiliza complejidad Kol-
mogorov.

4.3. Complejidad e Incompletud: El teorema de
Chaitin

En 1971 Chaitin publicé un articulo titulado Complejidad computacional
y el teorema de incompletud de Gédel [2], en el cual muestra la existencia
de enunciados aritméticos verdaderos e inderivables dentro de la aritmética
de un modo sencillo. A continuacién enunciamos y demostramos el teorema
dado por Chaitin en dicho articulo.

En la demostracion del teorema de Chaitin, serd necesario utilizar lo
siguiente:

Definicion 4.2 (Condiciones de derivacion de Hilbert y Bernays). Una for-
mula P(x) cuya unica variable libre es xq es un predicado de prueba para un
sistema SF' si para todos los enunciados A y B de Lgr se cumple lo siguiente:

D1. Si -gr A, entonces gp P("A")!
D2. bgr P("A") —» P("P("A")")
D3. fgr (P("A — B') A P("A")) — P('B")

Lema 4.1. En particular, la formula TEO(z¢) =ge; 371 PR(z1,70) es un
predicado de prueba para AR.

Omitimos la demostracion del lema 4.1 debido a su complejidad y exten-
a2
sion.

Lema 4.2. Si AR es w-consistente y -4z TEO("¢'), entonces —4r ©.

tVéase Convenciones y notaciones.
ZPara una demostracion completa de este lema véase [18], capitulo 7.
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Demostracion. Supongamos que K- ar . En tal caso, los enunciados
~ PR(0,"¢"),~ PR(1,"¢"),...,~ PR(k, "), etc.

son verdaderos. Como —P R(z1, x¢) representa a esta relacion en AR, tenemos
que

AR _'?R<67 rgp‘l)a ~ar _'?R<17 rgp‘l)a o, AR _'?R(];:7 r801)7 etc.

Por hipotesis, AR es w-consistente, de modo que I£ar 3z PR(x1, '), es
decir, £ ar TEO('¢"). Por contraposicion en la metateoria, tenemos que si
Far TEO("¢"), entonces 4r ¢. O

Lema 4.3 (Teorema s-m-n de Kleene). Sean {¢; }ien ¥ {gol(?)}ieN los conjuntos
de funciones parcialmente computables de uno y dos argumentos respectiva-
mente. Para toda i € N y para toda (z,y) € Dom(ap§2)), existe una funcion

total computable s : N> — N tal que @y, (z) = <p§2)(93, Y).
Demostracion. Consideremos la familia de funciones goz(?) (x,y) con y fijo y
x,t variando sobre N.

Fijando el valor de y, digamos y = k, podemos dar para cada 7 € N una
maquina de Turing M que computa <pi2 (x, k) como sigue:

Supongamos que 7; es una mdaquina de Turing tal que al iniciarse sobre
una cinta en la que se encuentra escrito z, mueve el cabezal hasta el final de z,
deja un espacio en blanco, imprime k, regresa el cabezal a su posicion inicial
y se detiene. Entonces, M = T, o T; computa g0§2)(93, k) y su indice puede
calcularse a partir de 4, k. Es decir, existe una funcién total computable!
s:N? — N tal que g0 (z) = oD (z, k). O

Lema 4.4 (Teorema de la recursion). Sean {Tj}ren una enumeracion de
maquinas de Turing, {px}ren €l conjunto de sus funciones asociadas? y f :
N — N una funcion total computable. Entonces, existe n € N tal que Ty, ~
T,. A dicho n se le conoce como punto fijo de f.

!La computabilidad de s es posible por la tesis de Church-Turing.
2Una funcién computable ¢ est4 asociada a una maquina de Turing T si sus dominios
coinciden y T'(z)|¢(x) para todo x en su dominio.
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Demostracion. Consideremos la funcion ¢ : N> — N definida como

_ [ fow(r)  Sigy(a)l
b(x,y) = { No definida  Si ¢, (x)1,

mediante la cual se podria hacer una diagonalizacion para obtener el indice
buscado. Sin embargo, esto no es posible, ya que ¢,(z) no necesariamente
esta definida para cada .

Utilizando el lema 4.3, podemos construir una funcion s : N — N to-
tal computable a partir de (z,y) tal que s(z) = f o p,(x) para cada
z € N. Tomando m € N tal que ¢,, = s e i = @,(m), se tiene que

Di = Pom(m) = Ps(m) = Pfopm(m) = Pr()- Es decir, ¢; = ).

Por lo tanto, T; >~ T};. O

Nota: Puesto que K (z) se define mediante una minimalizacion, la existencia
del correspondiente término dentro de AR podria no ser cierta. Para corregir
eso, introduciremos la relacion recursiva C'(x,y) definida como

Cl2,y) =aes (Ty(e)}x A Vz(z <y = —(T3(c)]2))),

que representa a la relacion aritmética “ K (z) = y” dentro de AR. Con base en
ello, las relaciones “K (x) > y” y “K(x) < y” se representan respectivamente
como “C(x,z) Az >y y “Iz(z < y A C(x,2))”. Con la finalidad de hacer
més comoda la lectura de estas formulas, las abreviaremos como “K (z) = 1,
“K(z) >y" y “K(z) < y’ respectivamente.

Teorema 4.1 (de Chaitin). Sea K(y) la complejidad Kolmogorov de y. Si
AR es w-consistente, entonces existe una constante ¢ tal que £ ag K(y) > ¢
para todo nimero natural y.

Demostracion. Sean {Tj}ren una enumeracion de maquinas de Turing, m € N
y T, la maquina definida intuitivamente como sigue:

T,.(¢) = “Encuentra el menor niimero natural z tal que z es (el nimero de
Godel de) una prueba de K(y) > m para algin namero natural y, imprime
dicho y sobre su cinta y se detiene.”

Sea [ : N — N una funciéon recursiva total tal que f(m) = n, donde n y
m son los mencionados anteriormente. Por el lema 4.4, existe ¢ € N tal que
T. ~ Ty y tal que
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Tt (¢) = “Encuentra el menor nimero natural z tal que = es (el nimero de
Godel de) una prueba de K (y) > ¢ para algin nimero natural y, imprime
dicho y sobre su cinta y se detiene.”

Luego, como T, ~ Ty, se tiene que

T.(¢) = “Encuentra el menor niimero natural x tal que z es (el nimero de
Godel de) una prueba de K (y) > ¢ para algin nimero natural y, imprime
dicho y sobre su cinta y se detiene.”

Veamos que c es la constante buscada.

Supongamos que T.|*. Entonces, ar JoPR(x, "K(y) > ¢') por defini-
cion de T,. Como por definicion de TEO se cumple que 3zPR(x, 'K (y) >
¢') = TEO("K(y) > ¢), tenemos que -4z TEO("K(y) > ¢'). Luego, por
la hipotesis de w-consistencia y por el lema 4.2, -4z K(y) > c. Sin embar-
go, T.| también implica por definicion que T.|y. Por lo tanto, -z K(y) < c.

Por lo anterior, -4z (K(y) > ¢) A (K(y) < c)'

Por lo tanto, T,1 es decir, -4z —32PR(x, "K (y) > ¢'), o equivalentemen-
te, -ar “TEO("K(y) > c'). Luego, por la hipotesis de que nuestra teoria es
(w-)consistente, sucede que £ ag TEO("K (y) > ¢'). Por la definicion 4.2-D1,
podemos concluir que £ ar K(y) > c.

Por lo tanto, i~ g K (y) > c para todo nimero natural y. a

En este capitulo explicamos brevemente el primer teorema de Godel,
enunciamos y demostramos los teoremas s-m-n de Kleene y de la recursion,
que formaron parte esencial de la demostracion del teorema de Chaitin. En
el siguiente capitulo explicaremos brevemente una demostracion del segundo
teorema de Godel dada por Kikuchi y posteriormente demostraremos este
teorema, utilizando una formalizacion del teorema de Chaitin.

tVéase Convenciones y notaciones.



Capitulo

Segundo teorema de Godel

En este capitulo damos una idea intuitiva de lo que el segundo teorema
de Godel dice, analizamos brevemente la demostracion dada por Kikuchi en
1997 y, finalmente, hacemos una demostracion mas simple utilizando una
formalizacion del teorema 4.1.

5.1. Idea intuitiva

Mientras que el primer teorema de Godel afirma que si la aritmética
es consistente, entonces es incompleta, el segundo afirma que en particular
la aritmética es incapaz de probar el enunciado que afirma su consistencia.
Tradicionalmente, la prueba de esto se basa en demostrar que 45 CON —
G, donde CON es un enunciado de L g que afirma la consistencia de AR y
G es el enunciado de Godel, pues si CON pudiera demostrarse dentro de la
teoria, G también podria ser probado. Sin embargo, el primer teorema nos
muestra que esto no es posible.

5.2. Demostracion dada por Kikuchi

En 1997 Kikuchi publicé un articulo titulado Kolmogorov complezxity and
the second incompleteness theorem [8], en el cual da una nueva demostra-
cion del segundo teorema de Godel, utilizando el teorema de Chaitin. Dicha
demostracion requiere diversos conceptos y teoremas previos que a continua-
cibn mencionamos y explicamos sin demostrar, pues sus demostraciones son
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extensas y no son relevantes para el resto de esta tesis.

Definicion 5.1 (Diagrama elemental). Sea M una estructura correspondien-
te a un lenguaje L. Si L(M) es una extension de L que se obtiene al anadir a
L un simbolo de constante ¢, por cada elemento a de M, entonces M puede
verse como una estructura correspondiente a L(M) en la que los simbolos
de L se interpretan de la misma manera que antes y cada simbolo de cons-
tante ¢, se interpreta como su correspondiente elemento a. Al conjunto de
enunciados de L(M) que son verdaderos en M se le conoce como diagrama
elemental de M.

Definicién 5.2. Sean 7" una extension recursivamente axiomatizable de AR
vy Lir = Lar U C, con C un conjunto de nuevos simbolos de constante.
Decimos que una formula ¢(x) de Lag define un modelo de T en una teoria
S si puede demostrarse dentro de S que el conjunto

{o : 0 es un enunciado de L4g que satisface ¢('c')}

forma un diagrama elemental de un modelo de 1" con dominio C.

Teorema 5.1. Existe una formula TRy (x) en Lag que define un modelo de
T en AR+ CON(T).

Definicion 5.3. Sean 90T y 9V estructuras de Lyg. Decimos que 9 es una
extension final de M (M <, M) si M < M y M’ = a < b para todo a € M
y para todo b € M\ IN.

Definicion 5.4. Sean 9t un modelo de AR y 9 un modelo de T'. Decimos
que M es una extension final definible de M (M <, M) si M <, M y

METEO('¢') =M & ¢,
M= TRp("07) < M = ¢
para alguna formula TRy (x) de Lag.

Corolario 5.1. Sea 9t un modelo de AR. Entonces, 9 satisface CON(T)
si y solo si 9 tiene una extension final definible que es modelo de T'.

Lema 5.1. Para todo niimero natural a, existe b < a+1 tal que a+1 < K(b).

Lema 5.2. r Vady(y <z + 1Az + 1< K(y)).
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Utilizando lo anterior y una formalizacion del teorema 4.1, que demostra-
remos mas adelante (proposicion 5.1), podemos proceder con la demostracion
dada por Kikuchi.

La idea intuitiva detras de su demostracién es tomar un modelo 9%, de
la aritmética junto con un ntmero ap < ¢ + 1, donde ¢ es la constante del
teorema 4.1, que satisface ser el primer nimero con complejidad Kolmogo-
rov mayor que c. Puesto que esta propiedad no puede demostrase en AR,
su negacion puede anadirse como axioma consistentemente, por lo que 91,
también satisface el enunciado que afirma la consistencia de la nueva teoria
T+ K(ao) < C.

Luego, por el corolario 5.1, podemos asegurar la existencia de 91, una
extension final definible de 91,. Si nuevamente tomamos un elemento a; <
c + 1 que satisface ser el primero con complejidad Kolmogérov mayor que c,
podemos repetir el proceso anterior y dar una extension final definible 915 de
M;. Ademas, podemos asegurar que ag < ap, pues al ser 9; una extension
final definible de 9y, se cumple que M, = a < b para todo a € My y para
todo b € My \IMN.

Si repetimos los procedimientos anteriores ¢ veces maés, obtendremos una
sucesion My <4 My Sy ... Sg Mo de modelos de la aritmética y una
correspondiente sucesion ag < a; < ... < a..2 de elementos estrictamente
creciente. Sin embargo, esto no es posible, pues habriamos encontrado ¢ + 2
numeros menores que ¢ + 1. Por lo tanto, concluimos que debe existir al
menos un modelo de la aritmética que no satisface el enunciado que afirma
su consistencia, y por el teorema de completud de Godel, dicho enunciado no
puede ser demostrable dentro de la aritmética. A continuacién hacemos un
bosquejo de la demostracion formal.

Teorema 5.2. Si T' es consistente, CON(T') no es demostrable en T'.

Demostracion. Supongamos que 1" es consistente y que cualquier modelo de
T satisface CON(T). Puesto que T es consistente, podemos asegurar que
tiene al menos un modelo, digamos 9y. Por el lema 5.2 y por el principio
del buen orden, existe ay < ¢ + 1 tal que

Mo = ¢ < K(ag) A Va(z < ag — K(z) < c).

Por la proposicion 5.1, My = =T EO("K (ag) > ¢').

¢ es la constante del teorema 4.1.
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Por lo tanto, My = CON(T + K(ag) < c). Luego, por el corolario 5.1,
My tiene una extension final definible 99t;. Ahora, si nuevamente tomamos
el menor elemento a; < ¢ + 1 tal que 9, = ¢ < K(a1), tenemos que IM; =
K(a) < ¢ para todo a < ag, y M = K(ag) < ¢, pues My es modelo de
T + K(ag) < c. De este modo, sucede que MM, = Vo(r < ap — K(x) < ¢),
por lo que necesariamente ag < a;.

Si repetimos lo anterior ¢ + 1 veces més, tendremos una sucesion My Sy
M Sg ... Sq Mo de modelos de T' y una sucesion estrictamente creciente
de nimeros ag < a; < ... < @ey2. Sin embargo, esto no es posible, pues cada
a; debe ser menor o igual que ¢ + 1.

Por lo tanto, si T es consistente, existe un modelo de T" que no satis-
face CON(T). Luego, por el teorema de completud de Godel, tenemos que
CON(T) no es demostrable en 7. O

5.3. Demostracion del segundo teorema de
Godel

En 2010 Kritchman y Raz publicaron un articulo titulado The surprise
examination paradoz and the second incompleteness theorem [10], en el cual
dan una demostracion del segundo teorema de Godel a partir del teorema de
Chaitin. Como vimos en la seccion anterior, esto ya habia sido realizado por
Kikuchi en 1997. No obstante, la prueba de Kritchman y Raz es mucho mas
sencilla, pues no recurre a la teoria de modelos. En esta seccion daremos una
prueba del segundo teorema de Gddel basada en la de Kritchman y Raz.

Antes de demostrar el segundo teorema de Godel necesitamos probar la
siguiente proposicion:

Proposicién 5.1 (Formalizacion del teorema 4.1).
—ar CON — Va—TEO("K(z) > ¢")

Demostracion. Procedamos por contraposicion en AR.

Consideremos el predicado extendido de Kleene T'(x,y, z,w), el cual es
recursivo y cuya definicion es

1 si M,(y)lw en z pasos,

Ti(z,y,z,w) = { 0 en cualquier otro caso.
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Tomemos el enunciado de consistencia CON =4 =T EO("¢ A —¢") (con
¢ cualquier formula de L,g) y una funcion recursiva total f : N — N con
punto fijo! ¢ tal que

dz,n|T1(f(c),e,z,n) = 1]

y
Jy < 2[T1(f(c),e,y, ukPR(k, "K(n) > c¢')) = 1].

La lectura metatedrica del primer enunciado afirma que existen dos ni-
meros naturales z,n tales que My()(e) converge a n en x pasos. La lectu-
ra metateorica del segundo enunciado afirma que existe un nimero natural
y < x tal que Myy(e) converge al menor nimero natural k tal que k es el
namero de Godel de una prueba del enunciado K (n) > ¢, en y pasos.

Por el lema 4.4, My, ~ M., por lo que

dz,n|[Ti(c,e,z,n) = 1]

y

Jy < z[Ti(c,e,y, ukPR(k,"K (n) > ")) = 1],

cuya lectura metateorica afirma que existen dos nimeros naturales x, n tales
que M.(e) converge a n en x pasos, y que existe un nimero natural y < x
tal que M.(e) converge al menor nimero natural & tal que k es el nimero
de Godel de una prueba del enunciado K(n) > ¢, en y pasos. Es decir, afir-
man la existencia de la maquina utilizada en la demostracion del teorema 4.1.

Puesto que estos enunciados son teoremas de AR siy solo si el enunciado
In[TEO("K(n) > c')] es teorema de AR, supongamos que 4 In[TEO("K(n) >
¢")]. Entonces, en AR podemos probar lo siguiente:

Ivease el lema 4.4.
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1. Far I[TEO("K(n) > c")] Hip.

2. Far I|TEO("K(n) >c')] — M.| Def. de M.,

3. g M. M.P 1,2.

4. tagr 3z, n|[Ti(c,e,2,n) = 1] Consec. de 3.

5. Far K(n) <c Por 4 y def. de

K(z).

6. Far TEO("K(n)<c") Def. 4.2-D1 a 5.

7. bar 3y < z[Ti(c,e,y,ukPR(k,"K(n) > ¢') = 1] Consec. de 3.

8. tar IkPR(k,"K(n) > c") Consec. de 7.

9. Far IJPR(j,"K(n) < ") Def. de TEO a 6.
10. Far PR(ky, "K(n) > ¢") Regla C' a 8.
11. +4r PR(jy, 'K(n) <c) Regla C. a 9.
12. ag PRUEBA(k,) Def. de PR a 10.
13. +ar PRUEBA(j) Def. de PR a 11.
14. ag PRUEBA(ky) A PRUEBA(jo) Conj. 12 y 13.
15. +ar (PRUEBA(ky) AN PRUEBA(j0)) — Véase [18] pp. 214-
16. ap PRUEBA(ko * jo) M.P. 14 y 15.
17. Far PRUEBA(ky *jo* "K(n) > c A K(n) <c') Def. de PRUEBA.
18. Far PR(mg,"K(n) >c A K(n) <c')? Def. de PR a 17.
19. 4z 3MPR(m,"K(n) >c A K(n) <c') Regla F4 a 18.
20. +ar TEO('K(n) >cA K(n)<c") Def. de TEO a 19.
21. 4 ~CON Equiv. a 20.
22. g IN[TEO("K(n) > ¢')] - ~CON T.D. 1-21.

Por contraposicion en AR, -ap CON — ¥n—TEO("K(n) > ¢"). O

Teorema 5.3 (segundo teorema de Godel). Si AR es consistente, entonces

#ar CON.

Demostracion. Consideremos {T;};ey una enumeracion de maquinas de Tu-
ring con 3 simbolos. Notemos que solo hay (6n)?" maquinas de Turing con 3
simbolos y n estados®.

Por la proposicion 5.1, sabemos que 45 CON — Ya—TEO("K (x) > ¢').
Por lo que en particular sucede que

2mo =ko*jox "K(n)>cA K(n)<c.
3Esto es debido a que hay 6 posibles movimientos: moverse a la derecha, moverse a la
izquierda, escribir blanco, escribir 0, escribir 1 y detenerse.
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-ar CON — Va[z < (6¢)* - “TEO('K(z) > ¢")] (»).
Sea m = Card({r e N: x < (6¢)* A K(x) > c})t.

Veamos (por induccion) que si -4z CON, entonces 4 (m = i+ 1) para
todo i < (6¢)? + 1 (lo cual contradecira su definicion).

Caso base: Como hay (6¢)?* maquinas de Turing con 2 simbolos y ¢ esta-
dos, existe al menos un nimero x < (6¢)% tal que K (z) > ¢, por loque m > 1.

B Supongamos que m = 1, entonces existe un Gnico = < (6¢)* tal que
K(z) > ¢y cualquier otro y < (6¢)** cumple que K (y) < c.

~ Como ar Ky) <cy ar m = 1, el x para el cual no se prueba que
K(z) < ¢, debe cumplir que K(z) > c. Es decir, si m = 1, entonces existe x
tal que —ar K(x) > ¢, lo cual no puede suceder si AR es consistente.

Por lo tanto, m > 1, es decir, m > 2.

Hipotesis de induccion: Supongamos que para toda 1 < z < (6¢)* + 1,
con z < i se cumple que 4 (m = i).

Paso inductivo: Sea x =i + 1. Por demostrar, 45 (m =i + 1).

Sea r = (6¢)% — 4.

Por deﬁgicién de m, Far (m = 1) — Jqy1,...,yr < (60)26[([((%) <
) A ... A (K(y) <c)]t

Por la definicion 4.2 y por el hecho de que TEO(z) es un predicado
de prueba para AR, sabemos que t-ar VYyly < (6¢)* — (K(y) < ¢ —
TEO('K(y) <))l

tVease Convenciones y notaciones.
a1, Ty S KP(T1, ., T0) Zaer. 371,20 ([Vij(L < i, <n— (i #j — 3 #
)] A [(Ym(l <m<n— am <k) A Pla,...,z,)]).
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Luego, Far (m =14) = Jay1, ..., yr < (6¢)*[TEO('K (1) < c') A... A
TEO('K(y,) < )]

Entonces, para cada yi,...,y, < (6c)* distintos entre si y para todo

x < (60)% tal que = # y1,..., Yy, se tiene que ap (m = i) — [((K(y) <
Ao A(K(y) <c) — (K(z) > o).

Luego, por la definicion 4.2, -ap TEO('m = i') — ([TEO('K(y1) <
¢)AN...ATEO('K(y,) <c')] > TEO('K(z) > ¢")).

Por lo anterior, -ag (m = i A TEO('m = i')) — 3z[z < (6¢)* A
TEO("K(x) > c')], que es equivalente a -ag TEO('m = i') — [(m = i) —
Jz(z < (6¢)* ATEO("K(x) > ¢"))].5

Como por hipotesis de induccion ar (m = i), Fagr TEO('m = i) por
la definicién 4.2-D1.

Por lo que 45 (m = 1) — Jz[z < (6¢)* A TEO("K(z) > c")].

Por contraposicion, 4 Vz[r < (6¢)* — —-TEO('K(z) > ¢')] —
—(m =1).

Luego, por (*) y transitividad de la implicacion’, -5 CON — —(m = 1i).
Como por hipotesis -4r CON, g —(m = 1).
Por lo anterior y por la hipotesis de induccion®, -4z (m =i + 1).

En particular, -4z m > (6¢)*. Como ar m < (6¢)* por definicion de

m, entonces 4r [m > (6¢)*] A [m < (60)26]!

Por lo tanto, £ ag CON.

5Pues la conjuncién es conmutativay ((A A B) - C) = (A — (B — C)).
(P—>Q).(Q—>R) (P—R).
SPuesz>y=(x>yvae=y,r>y=x=>2y+1y(PvQ),—-Q+ P.



Capitulo

Conclusiones

Para concluir este trabajo, haremos una breve recapitulacion del mismo
y destacaremos algunos puntos.

En el primer capitulo definimos y explicamos los conceptos de funcion re-
cursiva, funcion recursiva primitiva, méquina de Turing y maquina de Turing
universal, que tuvieron un papel esencial en las definiciones y demostraciones
de los capitulos 3, 4 y 5.

En el segundo capitulo comenzamos introduciendo algunas definiciones y
resultados propios de la teoria de modelos y de la teoria de ordinales, que
posteriormente nos ayudaron a definir y comparar los conceptos de consis-
tencia, w-consistencia y completud.

En el tercer capitulo definimos el concepto de complejidad Kolmogorov,
hicimos notar que la complejidad de un ntmero puede variar considerable-
mente dependiendo de la definicion utilizada y mencionamos algunas de sus
aplicaciones.

En el cuarto capitulo explicamos brevemente el primer teorema de Go-
del, demostramos el teorema s-m-n de Kleene, el teorema de la recursion y el
teorema de Chaitin, cuya formalizacién tuvo gran importancia en el capitulo
D.

En el quinto capitulo dimos una explicacion intuitiva de la demostraciéon
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6. Conclusiones

del segundo teorema de Godel hecha por Kikuchi y presentamos una demos-
tracion mas simple utilizando una formalizacion del teorema de Chaitin.

Ante la existencia de miltiples demostraciones previas del segundo teo-
rema de Godel, nos parece prudente resaltar la importancia de la que pre-
sentamos:

A diferencia de muchas demostraciones existentes, la nuestra es mera-
mente sintactica.

El argumento es mas claro desde un punto de vista intuitivo y mas
facil de entender. En términos simples, hemos demostrado que si la
aritmética fuera capaz de probar su propia consistencia, seria posible
encontrar dos nimeros naturales a y b tales que a < by a > b, lo cual
claramente es imposible.

Al utilizar como herramienta principal el teorema de Chaitin, nuestra
demostracion muestra claramente que hay una fuerte y poco evidente
relacion entre la logica matemaética y la teoria matemética de la infor-
macion, las cuales, al ser parte de las matemaéaticas puras y aplicadas
respectivamente, a simple vista pueden parecer muy distantes.

La relacion mencionada en el punto anterior es poco evidente, ya que
se debe hacer una triangulacion a través de la teoria matemética de
la computacion, mediante el teorema s-m-n de Kleene (lema 4.3) y
mediante el teorema de la recursion (lema 4.4) para notarla.
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