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Capitulo 1

Geometria y fisica

La teorfa de cuerdas propone una nueva manera de entender la fisica, con ciertas ventajas (y
desventajas) sobre otras teorias de campos. Para empezar, consigue de manera natural una teoria
(clasica) que contiene la relatividad general. Simultdneamente, aparecen teorias de norma de Yang-
Mills que contienen las simetrias del modelo estandar. Finalmente, es una teoria que, en la mayoria
de los escenarios estudiados, requiere la existencia de supersimetria en el espacio-tiempo, una de
las propuestas mas prometedoras en la fisica de particulas. Sin embargo, la teoria es inicamente
consistente en un espacio-tiempo de diez dimensiones. De estas dimensiones, cuatro corresponderian
al espacio-tiempo que experimentamos diariamente, mientras que se propone que las dimensiones
extra adquirieron en la historia del cosmos la estructura de distintos espacios compactos y un
tamano diminuto que escapa a toda deteccion. El objetivo del presente trabajo es el estudio de
algunos de estos espacios de compactificacion, cuya caracterizacién completa es fundamental para
poder entender las construcciones provenientes de la teoria de cuerdas y cuyas consecuencias podrian
ser detectables [BBSOT].

Los espacios de compactificacién en la teoria de cuerdas pueden ser variedades (diferenciables
o algebraicas) o espacios con un numero finito de singularidades de curvatura (como los orbifo-
lios). Entre las opciones usuales para compactificar se encuentran S! y productos de estos, también
llamados toros TO. Sin embargo, no son las tinicas. Debido a su simplicidad, los orbifolios toroida-
les [DHVWSH], resultado de cocientes TC/Zy, N € {3,4,6,7,8,12}, han sido objeto de una intensa
actividad cientifica en busqueda de modelos capaces de reproducir las observaciones en la fisica
de particulas elementales (ver e.g. refs. [FIQS90, KRZ05, KKKO07, NRSRV(9, (OTPMRS1S]). Sin
embargo, también debido a su simplicidad, sus variaciones geométricas y topoldgicas son (tal vez
demasiado) limitadas, lo cual podria repercutir negativamente en las consecuencias fenomenolégicas
que emergen de ellas.

En escenarios que incluyen supersimetria, se sabe que los espacios de compactificacion conocidos
como variedades de Calabi-Yau (CY) son quizd las estructuras geométricas mas prometedoras en el
contexto de la fenomenologia de cuerdas [CHSWS5]. Ademads, también es conocido que los orbifolios
toroidales, prolificos fenomenolégicamente, son limites singulares de estas variedades. Por lo tanto,
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desde el punto de vista matematico, una caracterizacion y clasificacion completa de estas variedades
representarian una contribuciéon importante a la fisica.

De manera relativamente técnica, las variedades de CY son variedades con tres estructuras
compatibles (una estructura compleja, una estructura de Riemann y una estructura simpléctica),
cuyo tensor de curvatura de Ricci es nulo en todo punto. Es decir, una CY es un espacio suave en D
dimensiones complejas, con una métrica definida localmente en cada punto (o, mas precisamente,
en el espacio tangente asociado a cada punto) con la cual R,, = 0, y dotado de una 2-forma
diferencial w cerrada y no degenerada. Estas cualidades, asi enunciadas, nos recuerdan el lenguaje de
geometria diferencial de la relatividad general, pero la tecnologia matematica para comprenderlas
adecuadamente estd por encima de los conocimientos bésicos que ahi aprendemos, aunque sus
aplicaciones sean similares. Uno de los propésitos de esta tesis es precisamente proporcionar un
compendio de los elementos de geometria analitica y geometria algebraica que estan detras de la
definicién de una variedad de CY.

Quiza el ejemplo clasico mas sencﬂl(ﬂ de una variedad de CY es la superficie cuartica de Fermat.
Este ejemplo pertenece a una cierta familia de superficies: las superficies K3, nombradas por A. Weil
en honor a Kodaira, Kummer y Kahler [Kod64]. Estos espacios ocupan dos dimensiones complejas o
cuatro dimensiones reales. Este tipo de superficies tiene la caracteristica de contener elementos que
no sélo tienen estructura de variedad diferenciable, sino que también tienen estructura de variedad
algebraica [MS99, [GH94]. De hecho, se le llama “cudrtica” porque esta superficie puede expresarse
como el conjunto de ceros de: un polinomio de orden 4 en las variables de un espacio de cuatro
dimensiones (complejas).

Las variedades K3, a pesar de ser las variedades de CY (no triviales) mds sencillas, son de
gran interés en la fisica. Como en el caso del toro, las superficies K3 igualmente aparecen como
parte de las compactificaciones de teorias de cuerdas. Por ser espacios bidimensionales complejos,
permiten compactificar consistentemente cuatro de las diez dimensiones de la teoria de cuerdas,
i.e. conducen a teorias efectivas de campos en seis dimensiones, como un primer paso hacia la
fenomenologia observable. Usando este esquema, por ejemplo, se ha llegado a establecer conexiones
o dualidades a través de compactificaciones en distintas K3 entre las diferentes cuerdas heterdticas
con grupos de norma SO (32) y Es x Eg [AG96]. De similar relevancia es su utilidad para revelar
en qué sentido las compactificaciones de dichas teorias de cuerdas en variedades K3 se relacionan
con compactificaciones en orbifolios del tipo T*/Zy [HT07]. Asimismo, de forma relativamente
mas reciente, las K3 también se han empleado para establecer la dualidad entre compactificaciones
de cuerdas tipo IIA y heteréticas compactificadas en espacios fibrados con base P! y fibra K3
en la tipo ITA y T* en la heterética [AL96]. El potencial de esta tltima dualidad no ha sido del
todo conseguido debido, en parte, a que no todos los detalles de las variedades K3 son conocidos.
Por ello, en bisqueda de entender mejor estas superficies, aqui se estudia su clasificacion y sus
equivalencias como superficies algebraicas o analiticas.

Por el otro lado, ambos ejemplos de variedades CY no sélo presentan estructura de variedad

'El toro en una dimensién compleja es un ejemplo de CY aun més sencillo, pero varias de sus propiedades son
triviales, por lo que no es posible apreciar en este las cualidades de las CY.



compleja, sino que, en ciertos casos, admiten estructura de variedad algebraica. Las herramientas
de geometria algebraica se construyen sobre el lenguaje del algebra abstracta, donde los anillos de
polinomios, ideales y campos tienen un papel fundamental, y donde los espacios de estudio son
los conjuntos de ceros de un numero finito de polinomios, llamados conjuntos algebraicos. Estos
conjuntos se pueden considerar como curvas y superficies algebraicas, como lo son las coénicas,
elipsoides, hiperboloides, paraboloides, asi como sus andlogos de dimensién superior, y se genera
una topologia 77 donde los cerrados son conjuntos algebraicos. Ademas, se introduce el concepto
de gavilla en el lenguaje de teoria de categorias, que permite asignar a cada espacio topoldgico
una estructura algebraica y preserva equivalencias. Por ejemplo, si dos espacios topoldgicos son
homeomorfos, sus espacios de funciones continuas respectivas son isomorfos, y de la misma manera,
con espacios de funciones diferenciables y funciones homeomorfas, asi como sus grupos de cohomo-
logia. Con estas herramientas, se pueden introducir dos teoremas de relacién: el primer teorema de
Geometrie algebraique et geometrie analytique (abreviado usualmente como GAGA) que establece
un isomorfismo entre grupos de cohomologia de un mismo espacio considerando su estructura de
variedad algebraica y variedad diferenciable compleja, y el teorema de Chow, que establece que
una subvariedad diferenciable compleja cerrada del espacio proyectivo tiene estructura de variedad
algebraica [Ser56]. De esta manera, el toro T2 hereda una estructura de variedad algebraica, por el
teorema de Chow, y una superficie K3 algebraica puede ser tratada como una variedad algebraica,
por el primer teorema GAGA. Estas herramientas se presentan en el capitulo [3]

Considerando las distintas estructuras de una variedad de CY, es necesario entender las relacio-
nes entre las mismas. Es aqui donde entra el problema de clasificacién dependiendo de la estructura
que se considere. Es decir, es posible que dos espacios sean difeomorfos entre si, pero que dicho
difeomorfismo no sea un holomorfismo. Con esta idea, se aportan en este trabajo dos ejemplos
clasicos de clasificacion de variedades complejas: la clasificacién del toro y la clasificacién de las
superficies K3.

En el primer caso, se sabe que la clasificacién de estructura topoldgica y estructura diferenciable
real estan bien estudiadas y son triviales. Sin embargo, el estudio de su estructura compleja tiene
gran importancia. Por un lado, desde el punto de vista matemaético, el toro complejo tiene estructura
de variedad algebraica y se identifica con una curva eliptica, a partir de donde surgen las variedades
algebraicas abelianas [Kob93]. Por el otro lado, desde el punto de vista fisico, el estudio de los
médulos 7 que generan la estructura compleja del toro aparecen naturalmente, por ejemplo, en el
estudio de simetrias de sabor en modelos de teorias de cuerdas con dimensiones compactificadas en
toros [NRSV20bl NRSV20d, NRV20, NRSV20a, BKN™20al.

El segundo caso es similar: las estructuras topolégicas y diferenciables de las superficies K3 ya
estan clasificadas, pero la estructura compleja y la estructura algebraica atin no han sido estudiadas
completamente. En este caso, existen diferentes teoremas de clasificacién, como lo es el teorema de
Kodaira y los teoremas de Torelli que seran discutidos con detalle en la seccién

De manera mas especifica, esta tesis se enfoca en el estudio de las distintas clasificaciones de estos
dos ejemplos concretos de variedades de CY. Con este fin, se introducen herramientas de geometria
compleja y geometria algebraica, las definiciones necesarias para entender a las superficies K3 y
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se estudian los problemas de clasificacién mencionados. La organizacién de la misma se presenta a
continuacién.

Organizacion de la tesis

El capitulo |2 introduce herramientas de geometria diferencial compleja. La seccién generaliza
la nocién de variedad diferenciable a variedad compleja, presenta la nocién de biholomorfismo y
en la subseccién [2.1.1] se presentan ejemplos clasicos de variedades complejas, como las superficies
de Riemann y el espacio proyectivo complejo. La seccién presenta la estructura compleja de
un espacio vectorial de dimensiéon par y lo extiende a los espacios tangentes. De esta manera se
introduce un haz complejo sobre la variedad y los campos holomorfos y anti-holormofos. En la
seccién se complejifica los espacios de formas para generar formas complejas y en la seccion
se utiliza esa complejificacién para entender la estructura simpléctica y extender tensores de
geometria diferencial a geometria compleja en la seccién Una herramienta de clasificacién
importante es la cohomologia de una variedad, por lo que en la seccion [2.5]se introducen los grupos
de cohomologia de de Rham y de Dolbeault, junto con algunos resultados como el teorema de
isomorfismo de de Rham, asi como algunos caracteres numéricos. Para terminar el capitulo, en la
seccién [2.6] se introduce la nocién de variedad de Kéhler, y en la seccién [2.6.1] se muestra que los
ejemplos mencionados en la seccion tienen estructura de variedad de Kéhler.

En el capitulo [3] se construyen herramientas de geometria algebraica. Los conceptos generales
como conjunto algebraico, gavilla, variedad algebraica y variedad algebraica afin, asi como la nocién
de isomorfismo, se introducen en la seccién La seccion se encarga de un ejemplo importante
en el estudio de superficies K 3: el espacio proyectivo complejo es una variedad algebraica y se estudia
su estructura. En la seccién [3.3] se introducen teoremas que relacionan variedades algebraicas y
variedades analiticas, por lo que el calculo de los grupos de cohomologia se simplifica. Finalmente,
en la seccién |3.4] se presenta un ejemplo en el que se utilizan las herramientas presentadas hasta
ahora: la curva eliptica compleja es una variedad algebraica difeomorfa al toro, que ademés hereda
una estructura de grupo abeliano.

Con estas herramientas, en el capitulo[dse introducen las superficies K3. Para esto, en la seccién
[4.1] se explica brevemente en qué consiste la conjetura de Calabi y en la seccién se definen dichas
superficies. En la seccién se estudian sus grupos de cohomologia construyendo su diamante de
Hodge y notando que el segundo grupo de cohomologia tiene un producto interno. Este capitulo
concluye con la seccién [£.4] mostrando un ejemplo de una superficie K3, la superficie cudrtica de
Fermat.

En el Capitulo [5]se introduce el problema de clasificacion y la clasificacion de las dos variedades
de Calabi-Yau presentadas. En la seccién se introduce el problema, de clasificacién, recurriendo a
herramientas de teoria de categorias. En la seccién [5.2| se muestra la clasificacion de las estructuras
complejas en el toro mediante el estudio de los médulos y la construccion del espacio de médulos.
En la seccién [5.3] se introducen los principales teoremas de clasificacién de superficies K3, como lo
son el teorema de Kodaira, y dos teoremas, usualmente conocidos como teoremas de Torelli.



Finalmente, se incluye tres apéndices, donde se introducen algunas definiciones y resultados
que se utilizan frecuentemente. El Apéndice [A] introduce la nocién de orientabilidad en variedades,
donde se prueban dos resultados acerca de la orientabilidad de variedades complejas. El Apéndice
esta dividido en una seccién de dlgebra y una de topologia, con la finalidad de auxiliar al lector no
especializado en el estudio de este trabajo. Por tltimo, el Apéndice [C] presenta el cdlculo explicito
de la métrica de Fubini-Study, mencionada en la seccion [2.6.1
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Capitulo 2

Elementos de geometria compleja

Este capitulo es dedicado a la construccién de las herramientas necesarias para poder entender
las superficies K3 desde el punto de vista analitico. Algunos resultados importantes de las varie-
dades y relaciones entre distintos puntos de vista de estas variedades son presentados. Ademas,
se generalizan nociones de geometria diferencial real, como la métrica riemanniana y el tensor
de curvatura de Ricci, y se introducen nuevos operadores, incluidos la estructura semi-compleja,
las formas simplécticas y métricas hermitianas. Finalmente, se introducen variedades de Kahler,
utilizando los ejemplos que se introducen en las secciones anteriores.

Una aclaracién en cuanto a la notacién es necesaria. Se utilizard la convencién utilizada por
John Lee [Leeld]: los elementos de una base para un espacio vectorial V' serdn denotadas con indice
abajo, e;, mientras que las componentes del espacio dual V* seran denotadas con un indice arriba
el Los indices i, 7, k, | toman valores en {1,...,n}. Las dimensiones de una variedad se denotan por
nym.

2.1 De variedades diferenciables a variedades complejas

Para poder iniciar el estudio de geometria compleja, se necesita primero definir las variedades
complejas. Estas surgen como una generalizacién de variedades diferenciables y heredan propiedades
de ellas. Entonces, primero, se define una variedad diferenciable [Leel3].

Definicion de variedad diferenciable. Una variedad diferenciable M de dimensién n es un
espacio topolégico de Hausdorff y que cumple el segundo axioma de numerabilidad (ver Apéndice
[B.2), junto con una coleccién de pares {(Ua, ¢ )}, donde {U,}, es una cubierta abierta (ver
Apéndice YV ¢q : Uy = R™ es un homeomorfismo, para cada «, tales que

¢ao¢gl : ¢5 (UgﬂUa) — da (UaﬂU/j) (2.1)

es infinitamente diferenciable y con inversa infinitamente diferenciable, si U, N Ug # @.

7
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A partir de esta definicién se llega a diversos resultados de interés. Por ejemplo, las varieda-
des son localmente compactas; esto es, para cada punto existe un sistema de vecindades que son
compactasﬂ Ademsds, a partir de esta definicién se llega igualmente al siguiente resultado:

Proposicién. Toda variedad diferenciable es paracompacta.

Este resultado es 1til, dado que ser paracompacto implica a su vez la existencia de una particién
de la unidad. Ademads, esta particién de la unidad es suave, lo que permite pegar suavemente campos
vectoriales y tensoriales. Estos teoremas de extensién se pueden consultar, por ejemplo, en [Leel3].

Hay que notar que en libros de referencia como Milnor [MS17], no se pide que las variedades
cumplan el segundo axioma de numerabilidad, lo cual implicaria que existen variedades diferencia-
bles que no son paracompactas. Al momento de querer introducir campos tensoriales, esto presenta
un problema, dado que aun estando definidos tensores en una vecindad, sin una particiéon de la
unidad no necesariamente se puede pegarlos suavemente.

Utilizando esta definicién como base, se define primero un mapeo holomorfo. Asi como en el
andlisis complejo de una variable, se tiene la siguiente definicién [Nak03].

Definicién. Un mapeo f : C" — C es holomorfo, si para cada z; (la j-ésima entrada de C"), f
satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann

o _ov w0 22)
Oz Oyj dyj  Ox;

donde u y v representan la descomposicién en la parte real y la parte imaginaria de la funcién f,
respectivamente, y z; = x; +1iy;, j = 1,...,n. Entonces, se define un mapeo holomorfo de C" a C™
como un mapeo cuyas coordenadas f; son holomorfas, en el sentido explicado anteriormente, para
cada i = 1,...,m [Nak03].

Ya con estas definiciones, la nocién de variedad compleja se extiende de la definiciéon de variedad
diferenciable [SD09].

Definicion. Una variedad compleja M de dimensién compleja n es un espacio topoldgico de
Hausdorff que cumple el segundo axioma de numerabilidad, junto con una cubierta abierta y mapeos
{(Uq, ¢a )}, donde ¢ : Uy — C™ son homeomorfismos, tales que si U, N Ug # @, o # 3, entonces

qf)aod)ﬂ : qb@ (UaﬂUﬂ) — P (UaﬂUg) (2.3)

son biholomorfos; esto es, son holomorfos en el sentido antes establecido y con inversa holomorfa. A
los pares (Uy, ¢o) al igual que en geometria diferencial real, se les conoce como cartas holomorfas.

Como a los mapeos ¢, se les pide que sean homeomorfismos, se evita asi que las entradas de
¢ sean constantes, y por tanto, la matriz jacobiana no se anula y tiene rango maximo. Entonces,
una variedad compleja tiene una estructura de variedad diferenciable subyacente, mientras que una
variedad diferenciable no necesariamente tiene la estructura de variedad compleja. Como se muestra
en Complex Manifolds and Contact Manifolds [SD09], para que una variedad diferenciable admita
una estructura de variedad compleja, es necesario que la dimensién real de la misma sea par.

Note que R" es localmente compacto por el teorema de Heine-Borel.
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Definicion. Un mapeo entre variedades, F' : M — N, es un mapeo holomorfo si, para todas
las cartas (V3,1g) en M y (Uq, ¢a) en N, el mapeo

bao Fors " 65 (V) = da (Ua) (2.4)

es holomorfo, dada la definicién anterior. Se nota inmediatamente que la caracteristica de ser
holomorfos no depende de las cartas elegidas. Si F' tiene un mapeo inverso F~! tal que F'~! es un
mapeo holomorfo, entonces F' es un biholomorfismo.

Dadas las definiciones, es necesario introducir la nociéon de equivalencia en el caso de variedades
complejas. Esta nocion se discutird mas a fondo en los capitulos siguientes, pero para poder empezar
a entenderlo, se tiene el siguiente resultado, del cual se da una prueba.

Teorema. Dadas dos variedades complejas, M y N, con M compacta, y un mapeo holomorfo
F: M — N, entonces F' es constante.

Demostracion: Sean M y N como en la hipétesis y F' holomorfo. Dado que M es compacta,
entonces, para cualquier mapeo f: N — C, se tiene que h = |f o F)| : M — R alcanza su maximo.
Luego, si h alcanza su maximo en el interior de M, entonces h es constante, por el teorema del
modulo méaximo. Como f es cualquier mapeo, entonces F' es constante.

2.1.1 Ejemplos de variedades complejas

Ejemplo 0. El ejemplo inmediato de una variedad compleja es C", donde la carta estd dada por
(C™, Id). La verificacién de que esta es una carta holomorfa es inmediata.

Ejemplo 1. Como se muestra en [Nak03, cap.8], la esfera S? admite estructura de variedad
diferenciable, y, aunque hay varias maneras de demostrar que es variedad, en este caso se utiliza la
proyeccion estereografica para construir la estructura de variedad compleja. Para esto, sea (z,y, z) €
S2. Cualquier punto (x,y,2) € S?\ {(0,0,1} representa un punto en C, dado por X + i =

(X,Y) = (&, 1&), mientras que un punto (z',3,2') € S?\ {(0,0,—1)} representa otro punto
(no necesariamente distinto) X’ + Y’ = (X', Y’) = (%/Z,, %) Esta proyeccién se muestra en

la figura y se puede estudiar desde un curso basico de geometria analitica. Sin embargo, el
punto interesante, dada la representacién compleja de los puntos, es el siguiente: X’ + 1Y’ es una
funcién holomorfa de X + Y. Efectivamente, definiendo Z = X +iY y W = X’ +4¢Y”, primero se
recuerda que estos son los puntos que representan coordenadas en la esfera, y pueden ser distintos.
Sin embargo, como se estd tratando a la interseccién de las dos cartas (ya que se quiere verificar
que los mapeos son holomorfos), los puntos representados son los mismos. Entonces

. —1 —wyl—2z xz—iwyl—z -1—z
W=xX 4y =2"W_274 — _7
T 1+z 1421-2 1-21+2 “1+z2
(1-2? _—(1-2?% _- 1 1
:Z( z) :Z( Z):Z 1
1— 22 x2 + y? X24+Y2 7

que claramente es holomorfo.
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w1 + wa

w2

(a) Proyeccion estereogréfica. (b) Representacién del toro complejo 2D.

Figura 2.1: (a) La proyeccién estereografica asigna a un punto (z,y, z) de S? un punto 7= +igZ; en el plano

complejo, y asigna al polo norte (0,0, 1) el punto al infinito co. (b) Los niimeros complejos w, we € C generan
una rejilla A (wy,wq) € C. Los puntos 0,wq,ws y wy + wo son los vértices de un paralelogramo, llamado
paralelogramo fundamental de la rejilla A (w1, ws). Para todo punto z € C, existe w en el paralelogramo tal
que z ~ w. En particular, los lados del paralelogramo estédn relacionados con los lados del mismo color.

Ejemplo 2. El toro complejo. El ejemplo clasico de una variedad compleja, y que sirve para
explicar qué es un espacio de médulos, es el toro 2-dimensional. Primero, se recuerda que el toro
hereda una topologfa cociente bajo una identificacién, donde S' x I/~ =~ S! x S!, con I = [0,1]
el intervalo unitario con la topologia de subespacio. Sin embargo, el espacio bajo el que se hace la
identificacién original resulta que se puede representar, nuevamente, como un cuadrado unitario,
médulo la relacién de equivalencia, dada por la regla (s,t) ~ (x,y) si y sélo si (62”5,62“’) =
(ezi”z,e%”y). Es decir, I x I/~~ S! x S! (ver Apéndice . Sin embargo, lo que se quiere
es poder trabajar con cualquier rejilla generada en el plano complejo. Para esto, sean wi,ws €
C dos elementos linealmente independientes sobre R. Se define la rejilla generada por estos dos
elementos como A (wi,wz) = {nw + mws|n,m € Z}. Nétese que en la construccién topoldgica se
realizaron dos identificaciones, que corresponde a los bordes del cuadrado unitario, pero se trabaja
unicamente en este espacio. Se define, entonces, el toro complejo como C/A (wy,ws). Esto resulta
en una identificacién similar a la hecha anteriormente, con el gran cambio que ahora se trabaja
con todo el espacio, y es generado a partir de dos elementos. Se hace notar que z ~ w si y sélo
sl z —w = nwy + mwsa, n,m € Z. De esto, se genera un paralelogramo, que tiene como vértices a
0, w1, ws, w1 + we. Es facil notar que cualquier punto del plano se identifica con algiin punto dentro
del paralelogramo. Mas aun, resulta que los bordes del paralelogramo se identifican con los bordes
opuestos. En la figura [2.1b|se muestra como se hace esta identificacién, identificando lados opuestos
del paralelogramo.

Entonces, el espacio generado al identificar los bordes del cuadrado unitario es topoldgicamente
el mismo espacio generado al identificar todo el espacio con el paralelogramo, dada la relaciéon
de equivalencia anterior. Sin embargo, la palabra topoldgicamente es la clave del problema. Este
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problema se abordard ma&s adelante.

Por ello, se debe estudiar la estructura compleja que hereda el toro al generarlo de esta manera.
Como ya se sabe que cada punto del espacio se identifica con algiin punto en ese paralelogramo,
basta encontrar los mapeos que van de C/A(w1,ws) a algin subconjunto abierto de C. Sin embargo,
esto resulta trivial dado que, como se discuti, esta forma de generar al toro resulta similar a la
forma de generarlo utilizando identificaciones en el sentido topoldgico.

Ejemplo 3. El espacio proyectivo. Para el propdsito de este trabajo, este ejemplo es de gran
utilidad. Por tanto, se hace un estudio minucioso de su estructura como en [Nak03].

El espacio proyectivo complejo, denotado por CP", se genera de la siguiente manera: sea
C™ = C" \ {0}. Dos elementos, z,y € CM+tD* estan relacionados si existe A € C* tal que z = \y.
Naturalmente, este espacio hereda una topologia cociente usual y una estructura de variedad diferen-
ciable usual. Sin embargo, esta estructura no necesariamente debe de ser una estructura compleja.

Si z = (20,...,2n) € C", se denotard a su clase de equivalencia por [z : ... : 2z,] € CP"
En particular, a las z; se les nombra las coordenadas homogéneas. En la construccién, se pide
que z # 0, sin embargo, cada una de las z; puede valer 0 en algtin punto. Entonces, definase
Ui = {[20y - Ziy ooy 2n |€ CP" : z; # 0}. Como, en particular, z; € C, y dado que [z,...,2,] =
[Az0, ..., Azp], entonces se puede definir las coordenadas inhomogéneas como fg = % Aunque se
puede trabajar de manera indistinta dada la relacion de equivalencia, es preferible trabajar con las
coordenadas inhomogéneas. En este caso, un elemento en U; se escribe como [5? el 51”]
Por simplicidad, se denota estas coordenadas como [ﬁ? D fﬂ Entonces, la carta consiste de U;
como conjunto abierto y el mapeo

o U; — c" (2'5)
[59 Dt & = (20/ 200 0/ 7)) (2.6)

Basta entonces demostrar que los mapeos de transicién son holomorfos. Esto es, se quiere demostrar
que el mapeo

gj0¢; " i (UiNU;) = ¢ (Ui NUy)

es holomorfo, si U; NU; # @. Sea p € ¢; (U; NUj)). Entonces, p es de la forma (20/z;, ..., 2n/2i).
Por tanto, ¢; ' (p) = (&) :..: &M € U; nUj. Como ¢ (p) € Uj, se puede reescribir como
[{? U 5;7‘}, por lo que ¢; ((Z)Z._l(p)) = (20/%j, ..., 2n/%j). Por tanto, cada entrada se puede ver
como (z/2;)(zi/2;). Claramente, estos mapeos son holomorfos. Por tanto, CP" es una variedad
compleja.

Notamos lo siguiente: C/~ consiste unicamente de un punto, que equivale a todo el plano
complejo. En efecto, sea z € C. Sin pérdida de generalidad, |z| = 1. Entonces, existe ¢ : [0, 27] — S!
tal que ze'?([0,27]) = S'. Se sigue que C/~ corresponde a un solo punto porque todo el plano se
puede identificar con cualquier punto. El mismo caso sucede si se considera R/~.

El primer caso no trivial es CP = CP!. La siguiente afirmacién es necesaria: CP ~ S2, es decir,
existe un biholomorfismo ¢ : CP — S2.



12 CAPITULO 2. ELEMENTOS DE GEOMETRIA COMPLEJA

Demostracion de la afirmacion. Sea (z1,2z2) € C? y sea [21,20] € CP. Utilizando las cartas
propuestas, sea U; C CP, tal que z; # 0. Entonces, ¢1 : Uy — C dada por ¢ [22/21] = 22/21 es
biyectiva. Andlogamente con Us y ¢o. Estos mapeos se pueden reescribir como ¢ : CP — C U {oc}
dado por ¢ [z1/20] = 21/z2 si 20 # 0y ¢[21/22] = o0 si z2 = 0. Nuevamente, esta funcién es
biyectiva. La continuidad estd dada por la topologia de CPP y de C. Por tanto, CP ~ C U {co}, que
es la esfera de Riemann.

Ejemplo 4. Superficies de Riemann. Las superficies de Riemann tienen algunas caracteristicas
interesantes que merece la pena discutir en este trabajo. Ya se han presentado dos ejemplos, el
toro complejo y la esfera de Riemann. Para comenzar su estudio, se tiene la definicién de Farkas y
Kra [FK92].

Definicion. Una superficie de Riemann es una variedad compleja conexa M, de dimension
compleja dime = 1.

Este ejemplo es importante ya que el toro y la esfera de Riemann son complejos.

En particular, como las superficies de Riemann son variedades de dimension real 2, se pueden
estudiar desde el punto de vista de la geometria diferencial real. Para superficies compactas, se puede
definir una triangulacién y la caracteristica de Fuler-Poincaré. Entonces, conociendo la relacién
entre la caracteristica de Euler-Poincaré y el género de una superficie compacta se puede llegar
a algunos resultados que seran de utilidad més adelante. En particular, si ¥ es una superficie de
Riemann compacta, se define el género de la superficie como g (X) = Q_X?(Z), donde x (X) es la
caracteristica de Fuler-Poincaré. De esta manera, la esfera tiene género 0, el toro 1, el n-toro n,...
Al momento de discutir cohomologia y la conjetura de Calabi, se notara que esta férmula clasifica

inmediatamente al toro como una variedad de Calabi- Yau.

2.2 Estructura compleja J y complejificacién del espacio tangente

Una herramienta importante para poder entender variedades de Kahler es la estructura semi-
compleja J. En esta seccién se habla acerca del primer planteamiento de esta estructura, asi como
una manera de entender al espacio tangente de una variedad compleja como un espacio vectorial
complejo.

Se inicia, entonces, estudiando el caso de R?". Se sabe que este espacio es topolégicamente equi-
valente a C", haciendo la identificacion (21, ..., Zp; Y1, ooy Un) > (21500 2n) = (X1 + Y1, ooy Ty + 1Yn)-

En el caso concreto n = 1, se sabe: (z,y) — 2z = = + iy. En este caso, las rotaciones en R? en el
sentido contrario de las manecillas del reloj, estan dadas por Ry (z,y) = (cos 8z — sin 8y, sin 6z + cos Oy).
En el caso de C, las rotaciones estdn dadas por la multiplicacién compleja por € z. Un simple célcu-
lo demuestra que las rotaciones, aunque estén representadas por distintos operadores, resultan en el

mismo vector. Si se toma la rotacién con 6 = 7, ez =iz = —y+ix, resultando en la identificacién

Para poder introducir las complejificaciones de espacios vectoriales, se introduce la matriz Jy =
((1) 61) en el caso de R?, mientras que en el plano complejo resulta en la multiplicacién por i.
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Jo = (10d _éd> (2.8)

para R?”, donde —Id es la matriz identidad en n dimensiones.

Esta matriz se puede generalizar a

Nétese entonces cémo actiia esta matriz en un vector dado en R2?

Jo(T1, oy T3 YLy ooy Un) = (—YLy ooy —Yni T1y ooy Tn) - (2.9)

En la identificacién hecha anteriormente, es importante notar el orden de la parte real y la parte
imaginaria. FEntonces, la identificacion en este caso, queda de la siguiente manera:

(—YLy e =Yn; Ty eeey Tn) = (—Y1 +9T1, ooy —Yn + 1) =0 (21, .y 20) (2.10)

donde z; = x;+1y;. Asi, se entiende a la estructura Jy como multiplicacién por la unidad imaginaria.
Mads ain, existe una generalizacién de esta forma J a espacios vectoriales [MS99).

Definiciéon. Dado un espacio vectorial real V', una estructura compleja J es un mapeo J : V —
V, tal que J? = —Id, donde Id es el mapeo identidad en V.

Asi, Jy recibe el nombre de estructura compleja del espacio euclidiano, pero se nota que no es
tnica, sino que existen distintas J que satisfacen J? = —Id. En este caso particular, igualmente
existen variaciones de Jy que satisfacen la definicion.

En particular, se quiere entender a los espacios tangentes como espacios vectoriales sobre C.
Para llegar a eso, primero se define la multiplicacién por un complejo.

Definicion. Dado un espacio vectorial real V' con una estructura compleja J, la multiplicacién
por un numero complejo a + ib se define por la regla

(a+ib)w = aw+ bJw (2.11)

donde w es un vector cualquiera en el espacio V.

El caso de interés es el espacio tangente a una variedad compleja en un punto. Para esto,
considérese el espacio tangente a la variedad desde el punto de vista diferenciable. En este caso,
localmente, se ve al espacio tangente 7, M como un espacio expandido por el conjunto

0 o 0 0
G 2 By B (242

A partir de esta base, se define los vectores siguientes, que corresponden a tomar la parte real e
imaginaria de la coordenada para construir un vector tangente:

0 1o oy o _1(o 2 .
0z 2\ 0xJ Z@yj ' 0z 2\ 0xJ Zayj ’ ’
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Se hace notar que estos vectores son linealmente independientes. Ademas, el conjunto

0 o 0 0
{812(17...782/”/78217...782,1}7 (2.14)

es una base para el espacio tangente complejo, que se denota como TpMC.
En este caso, se imponen las relaciones que cumple el operador J en T),M. Esto es, se pide que
el operador cumpla

0 0 0 0
Ji. — A Jf _ T A = 1,...777,. 215
oxd Oyl 0yJ oxJ J ( )
Asi como se definié J, se nota que es una estructura compleja sobre el espacio T, M. Ahora,
para extenderla a T, M C. nétese cémo actia en % y %

0 .0

g2 ;0 o __ ;9
021 "9z 0zJ

—f—
0zi’

= j=1,..,n. (2.16)

Esto indica que los eigenvalores de J son +i. Con estas condiciones, se define una descomposicién
del espacio tangente complejo como

T,M® =T,M* & T,M", (2.17)

donde Tp]\/[jE = {Z € Tp]\l‘C 2 JZ = iz’Z}. A un vector en T, M ™" se le llama un vector holomorfo,
mientras que a un vector en T, M~ se le llama vector antiholomorfo.

De esta manera, se construye un haz tangente, pero como un haz vectorial complejo, utilizando
una particion de la unidad para pegar suavemente los campos. Entendiendo entonces a estos haces
tangentes complejos, se puede obtener mas informacién. En las siguientes secciones se utiliza este
tipo de complejificaciones para poder entender aspectos topoldgicos utilizando herramientas de los
grupos de cohomologia complejos. Sin embargo, un resultado que se utiliza a partir de este momento
se puede encontrar en Milnor [MSI7] (ver Apéndice [A)).

Teorema. Dada una variedad compleja con haz vectorial complejo, este tiene una orientacién
en el haz tangente real.

2.3 Formas diferenciables complejas
Al igual que en el caso real, para poder estudiar formas complejas primero se debe de encontrar la
base del espacio tangente, y a partir de ella, encontrar el espacio dual. Asi, se definen las formas

complejas como sigue:

dzl = da? + idy?, dzl = da? —idy/, j=1,..n. (2.18)
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Se cumplen, entonces, las siguientes relaciones:
9 , ) :
<dzj, 8zi> =) <dz7, 821> =] (2.19)

9 o,
J _ 5 —
<dz ’8zi> =0 <dz ’8zi> =0 (2.20)

donde (a,v) = a (v), con a una 1-forma y v un vector.

Uno de los aspectos a estudiar es el comportamiento global de vectores y tensores, por lo que se
generaliza utilizando el haz tangente y el haz cotangente. Sea T'M el haz tangente de la variedad.
Como la variedad es riemanniana, se puede construir un marco ortogonal para esta variedad (usando
el método de Gram-Schmidt para variedades de Riemann [Leel3]), y se define el marco

{Z},.., 2" 2", .., 2"}, (2.21)

con representacion local definida como en de la seccién anterior. Usando esto, se define el haz

cotangente como el espacio dual del haz tangente. En este caso, las secciones se definen como los

elementos duales al marco ortogonal; localmente, estas formas tienen la estructura definida en .

Noétese lo siguiente: en el caso de formas diferenciales reales, el espacio producto tensorial tiene un

cierto rango, que se puede ver como el namero de multiplicandos. En el caso de formas diferenciales

complejas, este rango depende de las formas holomorfas y antiholomorfas que componen el producto.
En el caso de una 1-forma compleja, se nota que se puede descomponer como

a=> e + ) pde, (2.22)
i=1 j=1

con oy, B € C,4,j = 1,...,n, donde se nota que la 1-forma se descompone en una parte holomorfa y
una antiholomorfa. Entonces el producto tensorial se puede descomponer en ¢ 1-formas holomorfas
y s 1-formas antiholomorfas, tales que se tiene la descomposicién para un (g, s)-tensor

B=Bir,igiinyngs 02" @ . ® d2" @ dF @ ... ® dZP, (2.23)

Bgs €C,14,7,q,5 =1,...,n. Nétese que la definicién no excluye la posibilidad dz' = dz* si i, # ;.
De esta manera, si v es un tensor de rango p, entonces se puede descomponer como

Y= D Vg2 ® .0 d2 @ AP ® .. @ dE. (2.24)
’L'lyjre{].,...,n}
s+q=p
Recordemos que en dlgebra tensorial, el producto tensorial de tensores antisimétricos no siempre
resulta en un tensor antisimétrico, siendo el cldsico ejemplo la representacién local de una métrica
riemanniana, que consiste en la suma de productos tensoriales de 1-formas, pero que resulta ser
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simétrico [Leel3|. Por tanto, es importante utilizar en este caso, como en el caso real, el producto
cuna.

Para lograr esto, primero se debe entender cémo estd descrito el espacio de formas complejas.
Este estudio sera relevante mas adelante, al estudiar grupos de cohomologia. Por lo pronto, se tiene
la siguiente definicién:

Definicién. Dada una variedad compleja M de dimensién compleja n, una (g, s)-forma compleja
es un (g, s)-tensor vy que es antisimétrico en el sentido real. Es decir, v satisface

Y (V15 ey Viy ovey Uy oy Ugepes) = SGN(T)Y (V15 +0s Vjy Vi ooy Ugps) (2.25)

con vy € TM, 1,5, = 1,...,q + s, y 0 la permutaciéon que manda v; — v; y v; — v;, y deja los
demds elementos fijos. El espacio Q%% (M) es el espacio de todas las (g, s)-formas complejas y
tiene estructura de espacio vectorial, bajo la adiciéon puntual. Esto es, si p € M y 71,72 son dos
(g, s)-formas, el par (p,v;) € Q@) (M), 7 =1,2, y la suma y la multiplicacién por escalares estan
definidas por
Alp,) + (p72) = (0, A+ 72) - (2.26)

El producto cuna de formas complejas resulta de la generalizacién del producto cunia de formas
reales. Esto es, se hace el producto tensorial de dos formas complejas, y luego se le aplica el operador
alternante. Descrito de una mejor manera.

Definicién. Dadas una (r, s)-forma a y una (p, ¢)-forma 3, el producto cuna se define como

A QU (M) x QP9 (M) — QPETa+s (1)

QA B (VU1 eey Upgy W1, vy Wpq)

_(r+s+p+9g)!
(r+s)!(p+q)!

S (ot ) B (st i) - (220
TESr+s+p+q
donde Ugy(j) € {V1, ey Vps, Wiy ooy Wpg ), 4 = 1, 00s 7 + 8+ P+ ¢, ¥ Srysipiq €8 el grupo simétrico o
grupo de permutaciones.

Ademds, se deben notar, dado que se esta trabajando con formas complejas, los siguientes haces:

Definicién. El espacio Q™° (M) es el espacio de (r,s) formas definidas sobre la variedad M,
donde una forma « en ese espacio se descompone como un producto cuna de r 1-formas holomorfas
y s 1-formas antiholomorfas, y tiene estructura de haz vectorial considerando la adicién puntual
definida en .

Por la descomposicién hecha anteriormente, se puede expresar a una p-forma como una com-
binacién lineal de (r, s)-formas, sujetas a la restriccién r + s = p. Siguiendo con este argumento,
se nota que el Unico elemento que tienen en comun es la forma 0, por lo que se sigue el siguiente
resultado [Nak03].

Proposicién. Dada una variedad compleja M, el espacio de p-formas se puede descomponer
como la suma directa de espacios de formas complejas, como sigue

M) = @ o) (M) (2.28)
r+s=p
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Los ultimos dos conceptos que se necesitan para introducir las herramientas utilizadas de teoria
de cohomologia, son la derivada exterior y los operadores de Dolbeault.

Definicién. Dada una variedad diferenciable M, y el espacio de p-formas QP (M), la derivada
exterior se define como

d: QP (M) — QP (M) (2.29)

Oy, ..

a=a;  ;dz"" A Ada' s da= < v p) dz? Adz™ AL Adar. (2.30)
Utilizando esta definicién y la descomposicién dada en la proposicion anterior, se debe de llegar
a una descomposiciéon adecuada del operador d, de tal manera que actie sobre la parte holomorfa
y sobre la parte antiholomorfa.
Definicién. Dada una variedad compleja M y el espacio de (g, r)-formas sobre M, Q%" (M),
los operadores de Dolbeault se definen como

9 : QI (M) — QI (M)
= iy, gty A2 A L AdZ S AAE A LA AET

8ai17"~’iQ’j17"'7jT

o dz! Adz AL AdZl AdE A LA dET (2.31)

81 QI (M) — Qo1 (M)
=iy, g gige 42 A AR ADE A LA AET

aail"“}iqnjlw'wjf‘

B dz' Adz AL Adzl AdET A LA AT (2.32)

donde los indices i, j,l € {1,...,n} y se utiliza la convencién de suma de Einstein. Por la descom-
posicién de una p-forma en (g, s)-formas, es claro que los operadores de Dolbeault estan definidos
igualmente en QP (M).

2.4 Geometria simpléctica

Una herramienta importante para entender a las variedades de Kahler es la geometria simpléctica,
una rama de la geometria, que, en un principio, parecera no tener una relacién con lo que se ha
construido hasta este momento. Sin embargo, como se mostrara al final de la seccién, la geometria
compleja y la geometria simpléctica tienen una relacion muy estrecha, por lo que se podré trabajar
tanto con una como con otra geometria. Para esto, primero se introduce las herramientas basicas
de este tipo de geometria, y se empieza a construir, a partir de esto, la geometria hermitiana, de
donde la geometria de Kéhler se sigue con unas pocas condiciones extra.
Se empieza, entonces, con una definicion sencilla.
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Definicion. Dado un espacio vectorial V', se define una forma simpléctica w como un operador
bilineal que satisface

e Antisimetria: w (z,y) = —w (y, x) para cualesquiera z,y € V,
e No degeneracién: para z € V, w(z,y) =0 Yy € V implica z = 0.

Al par (V,w) se le conoce como espacio vectorial simpléctico [MS99]. En el caso en el que la forma
sea conocida, se puede omitir y se habla tnicamente de V' como un espacio vectorial simpléctico.

Usando esto como base, se extiende el concepto al espacio tangente en un punto de una variedad.
Se debe de notar lo siguiente: la estructura compleja J tinicamente se puede construir en espacios
vectoriales de dimensién par. Por tanto, como T,M hereda la dimensién de la variedad M, se le
pide a M que sea de dimensién par.

Notese que en la definicién en un espacio vectorial ya se utiliza el término forma, aunque
no necesariamente se pueda hablar de diferenciabilidad. Por tanto, la definicién de una forma
simpléctica suave en una variedad diferenciable debe cumplir tanto la definicién de forma en el
sentido geométrico, como en el sentido algebraico.

Definicion. Una forma diferenciable simpléctica w en M es una forma diferenciable, no dege-
nerada, cerrada. Esto es, satisface:

e w(X,Y) = —w (V. X),
e w(X,Y)=0 VY €TM entonces X =0,
e dw =0,

donde X,Y son campos vectoriales definidos en la variedad y la tercera condicién es la definicién
de una forma cerrada [MS99].

Notese lo siguiente: dada la 2-forma w, se nota que el producto cunia de n veces w, wA ... Aw, no
se anula, por lo que una variedad M es orientable [MS99]. Este resultado es andlogo al mencionado
en la seccién 2.2

Estas formas simplécticas estan definidas localmente. Dada la existencia de una particién de
la unidad en la variedad, se puede definir globalmente una forma simpléctica. A su vez, se puede
construir, sin considerar la métrica intrinseca de la variedad, una métrica riemanniana. Considérese
una variedad con una estructura semi-compleja J. Se dice que la forma simpléctica w es compatible
con la estructura semi-compleja J, si se satisface

e w(X)Y)=w(JX,JY),
o w(X,JX)>0.

A partir de esta definicién, se nota que la segunda condicion indica la existencia de una métrica
riemanniana. El siguiente resultado ademas establece la existencia no sélo de métricas riemannianas,
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de manera local, sino de métricas hermitianas, que son parte fundamental de la geometria de Kahler
introducida mas adelante.

Proposicién. Dada una vecindad U de un punto p en M, con una estructura simpléctica w y
J una estructura semi-compleja, las siguientes condiciones son equivalentes

1. J es compatible con w,

2. Laforma g : TM xTM — R, definida por g (X,Y) = w (X, JY) es simétrica, positiva definida
y J-invariante,

3. La forma H : TM x TM — C, dada por H (X,Y) = w(X,JY) + iw (X,Y) es compleja
lineal en Y y compleja anti-lineal en X, satisfaciendo H (X,Y) = H (Y, X)) y la parte real es
positivo definida.

La construccion, sin embargo, de una una estructura simpléctica y una estructura semi-compleja
en la variedad parece ser un resultado poco trivial. Sin embargo, la siguiente proposicién resuelve
este problema.

Proposicién. Dada una variedad 2n dimensional M, se satisface

e Para cada 2-forma no degenerada w en M, existe una estructura semi-compleja J que es
compatible con w.

e Para cada estructura semi-compleja J en M, existe una 2-forma no degenerada w que es
compatible con J.

Esta proposicién es un resultado importante por la siguiente situacién. La primera afirmacién
indica que, dada una estructura simpléctica w en M, M hereda una estructura de variedad semi-
compleja. Es decir, existe una estructura semi-compleja J sobre M, que ademés es compatible. Sin
embargo, nétese la segunda afirmacion: dado que una variedad compleja tiene una estructura semi-
compleja J intrinseca, entonces una variedad compleja es necesariamente una variedad simpléctica.

Dado que muchos resultados deben entenderse no sé6lo de manera local, sino también de manera
general, se debe introducir la nocién de haz vectorial simpléctico. Este simplemente es una genera-
lizacién, y, dado que la variedad ya se considera que tiene una forma simpléctica w definida, sélo
es una formalizacién de esta nocién.

Definicién. Dada una variedad M, un haz vectorial simpléctico, denotado (F,w) sobre M es
un haz vectorial real 7 : E — M con una forma simpléctica definida w, en cada fibra F,, tal que
w varfa suavemente con p € M.

Dada esta definicién, se nota que una forma simpléctica global, w, es una seccién del espacio total
E* A E*. Ademsds, la nocién de isomorfismo resulta natural: dos haces simplécticos son isomorfos
si y sélo si existe un mapeo lineal ¢ : B} — Es tal que ¢¥* (w2) = wy, donde ¢* es el pull-back (ver
Apéndice ecuacion B.6) asociado a 1.

Como ya se sabe por la proposiciéon anterior, existe una estructura semi-compleja J definida en
la variedad. Entonces, el siguiente teorema establece inmediatamente la relacién entre dos haces
simplécticos.
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Teorema. Dos haces simplécticos (F1,w1) y (F2,w2) son isomorfos si y sélo si sus haces vecto-
riales complejos son isomorfos.

Finalmente, antes de entrar a la definicién de variedad de Kéhler, se introduce la nocién de
integrabilidad de la esctructura semi-compleja.

Definicién de integrabilidad. Una estructura semi-compleja J en M se dice que es integrable
si, dado un atlas (Uy, ¢q), J se puede representar como la matriz Jy en coordenadas locales, esto
es

Té (q) o J, = Joo T (q) : T,M — R*™, (2.33)

0, en otras palabras, los mapeos de transicién son holomorfos. En este caso, se llega nuevamente
a la relaciéon que ya se obtuvo anteriormente. Es necesaria hacer la siguiente distinciéon: como
se mencioné anteriormente, el tensor J : TM — TM se conoce como estructura semi-compleja,
donde M es una variedad diferenciable, no necesariamente compleja. Por el otro lado, si M es
una variedad compleja, al atlas que se definié anteriormente en la Seccién {(Vg,0p)} se le
conoce como estructura compleja. Cuando M es una variedad compleja, el tensor J se conoce como
estructura compleja. Sin embargo, dada N cualquier otra variedad diferenciable, la existencia de
I : TN — TN una estructura semi-compleja, no implica que N sea una variedad compleja. Por
eso, la nocién de integrabilidad es importante al querer distinguir entre variedades complejas y
semi-complejas.

El siguiente teorema da un resultado que facilita la verificacion de si una estructura semi-
compleja es o no integrable. Para esto, supongase que se tiene la forma w y la estructura J asociada
a la forma simpléctica.

Teorema de integrabilidad. Dada una variedad simpléctica (M,w), una estructura semi-
compleja J es integrable si y sélo si el tensor de Nijenhuis

Ny :TM x TM — TM (2.34)
(X,Y) = [JX,JY] - [X,Y] - J([JX,Y |+[ X, JY]), (2.35)

se anula, donde [,] : TM x TM — TM es el bracket de Lie usual, y X y Y son cualesquiera dos
campos tensoriales.

Claramente, en una variedad compleja esta condicién se satisface trivialmente. Se sigue que
una variedad es compleja si el tensor de Nijenhuis se anula. Ademas, se nota que este tensor es
antisimétrico, por lo que los términos a calcular se reducen.

2.4.1 Descomposicion de tensores y operadores caracteristicos en geometria de
Riemann en variedades complejas

Para poder descomponer la métrica, se recuerda nuevamente que, utilizando una particiéon de la
unidad, se puede extender una métrica de Riemann local a toda la variedad, de tal manera que
varie suavemente. Esto es, se puede escribir a la métrica como

g= gijdxi ® dat, (2.36)
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n

donde i,j =1, ...,2n y se usa la convencion de suma de Einstein. Entonces, sea {%, %}mu:l una
base local para el espacio tangente complejo, de tal manera que g actia como
Juv () =0p <3§W (;j,,) (2.37)
Guw (P) =9p (a(zw a(;) (2.38)
9w (P) =0p ((;;, aan> (2.39)
9uw () =0p <£u, ag,,) (2.40)

de donde, dada la simetria de la métrica riemanniana, se sigue la simetria de los indices complejos.
Ahora, dada g no sélo métrica riemanniana, sino también hermitiana (es decir, que es invariante
ante el operador J: ¢(JX,JY)(p) = ¢g(X,Y) (p) [Nak03]), se siguen ficilmente los siguientes
resultados:
Afirmacion: 1. Dado X campo vectorial, JX es ortogonal a X bajo una métrica hermitiana.
Prueba. Dada g métrica hermitiana, entonces

g(JX,X)=g(J?X,JX) = —g(JX,X), (2.41)

de donde se sigue que g (JX, X) = 0.
2. Dada la base {32, 5% }+ 9w = g = 0.

Prueba. Como g, = g %, ai,)» entonces
o 0 0 0 0 0 o 0
—gl — V=g =)= f— f— | = —g [ —, — 2.42
Iuw g(@z“’@z”) g( Ozi’ 8z“) g<zé)z“’28z”> g(@z“’c‘)z”)’ (242)
donde se utilizé el hecho que J % = i%. La demostracién en el caso gzz es andloga, ahora

considerando el eigenvalor —i. Por tanto, una métrica hermitiana se puede escribir, utilizando las
coordenadas complejas, como

g = gupd2" ® d2” + gpdzF @ dz". (2.43)

Otra de las cosas que interesan estudiar es como derivar en una variedad. En este caso, como
la derivada de Lie de un campo con respecto a otro estd dada por los corchetes de Lie, basta con
estudiar el caso de la derivada covariante, de donde, como se sabe, surgen las nociones de curvatura.

De geometria riemanniana real, se recuerda que la derivada covariante, con respecto a un campo,
debe satisfacer ciertas condiciones ( [Lee97, cap.4,cap.5]). En este caso, se utiliza unicamente la
derivada covariante de un campo con respecto a otro y se considera que esta dada por la conexion
de Levi-Civita. Entonces, cldsicamente, utilizando la base {%}n se tiene

=1’
) )
V s =Tk

250 = Tiggr (2.44)
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Siguiendo esta idea, se tiene, utilizando la base compleja de campos vectoriales, que

o ., 0

Vg — = —_—
37 02V MY 922

(2.45)
Entonces, el problema de derivar covariantemente en variedades complejas resulta en el mis-
mo problema de derivar covariantemente en variedades riemannianas, que es calcular los simbolos
de Christoffel. Como menciona Nakahara [Nak03|, esto se puede realizar como se explica a conti-
g . o _ @b X ‘
nuacién. Primero, se nota que, dado que 77z = 7%, entonces I'z; se define de manera andloga a
Ff;l, y, por lo mismo, F/’\W = 1“29. Ademds, los coeficientes de Christoffel con indices holomorfos y
anti-holomorfos mezclados se anulan. Para probar esto, se encuentra una férmula para calcular los
. )\ . , )\ .
mismos y se nota que I';; depende de gy, y por la simetria, I';, igual se anula. Entonces basta
encontrar dicha férmula para terminar la demostracién. Esto se hace como sigue.
Como en geometria riemanniana real, se debe pedir a la conexiéon que cumpla la condicién de

compatibilidad con la métrica. Esto es, se debe satisfacer
Viguw = 0, Viguw =0, (2.46)

donde ya se considera que las componentes que no se anulan de una métrica hermitiana tienen
términos cruzados. De acuerdo a John Lee [Lee97, cap.5], la condicién de compatibilidad con la
meétrica puede reescribirse, en el caso real, como

Vg(X,Y)=g(VX,Y)+g(X,VY), (2.47)

por lo que se puede reescribir la condicién de compatibilidad como

0 o 0
A Jur = Vedur = Vk a4 a-» 2.48
§2n I Vigur =Vg (82” 8z”> ( )
o 0 0 0
=g | Vs, 5= 2 Veas, 2.49
g ( OzH 82”) tg (82“ an) (249)
g 0
=g (), —, — 2.
1 (Phigne o) (2.50)
donde la primera igualdad se da ya que g, es una funcién con valores en M. Por tanto,
0
g2 9~ I}, 0n = 0. (2.51)
Y, analogamente,
0 A
ﬁg’ul—/ — Fﬂﬁgﬂj\ = O (252)

A partir de estas dos ecuaciones se puede calcular los simbolos de Christoffel. Entonces, lo
ultimo que falta traducir del lenguaje de la geometria riemanniana real a la geometria riemanniana
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sobre variedades complejas son los criterios de curvatura. Para poder entender qué es la curvatura,
se puede recurrir a Lee [Lee97] en cuanto a la construccién de estos tensores.
Con base en [Lee97], el endomorfismo de curvatura se define como el operador

R(X,Y,Z)=VxVyZ - VyVxZ —Vxy]Z (2.53)

La idea de este operador es la siguiente: dado un campo vectorial cualquier, Z, al transportarlo
paralelamente a lo largo de un campo, por ejemplo, Y, y luego transportarlo a lo largo de X, en un
espacio euclideano, debe igualar al mismo vector transportado, pero primero a lo largo de X, y luego
de Y. El término final, es conocido como el término de torsion. Dado que usualmente X y Y son
campos conjugados, este término desaparece. Entonces, el endomorfismo de curvatura usualmente
se escribe considerando unicamente los dos primeros términos. Otro resultado, mostrado en [Lee97],
refiere a la multilinealidad de este operador, por lo que es un tensor. Como este tensor se evalta
en tres campos vectoriales, puede considerarse como un vector con tres componentes covariantes y
una contravariante. Es decir,

;0 j k !
que, ademas, cumple las condiciones de simetria y antisimetria conocidas. La construccién del
tensor de curvatura de Riemann es inmediata de este tensor. El tensor de curvatura de Riemann,
comunmente denotado por R es un tensor R : TM xTM xTM xTM — R, definido por la siguiente
regla de correspondencia:

R(X,Y,Z,W)=g(R(X,Y.Z),W), X.Y.ZW €TM, (2.55)

de donde se sigue la siguiente observacion: el endomorfismo de curvatura y el tensor de Riemann
no son el mismo tensor, sin embargo, sus componentes estan relacionadas por la ecuaciéon

Rijkl = 9is Ry, (2.56)

por lo que, para evitar confusién, se utilizard, de ahora en adelante, R para denotar indistintamente
al tensor de Riemann.

Dadas las relaciones anteriores para la métrica y para los simbolos de Christoffel, Nakahara [Nak03]
muestra que las inicas componentes que no se anulan son

Ri[w = aﬁrz’j)n (257>
R§W = 9,155 (2.58)

Finalmente, definiendo G = det (g ), se define la forma de Ricci como
Ric = —i0;0, log (G) d2* A dz¥, (2.59)

a partir de lo cual suele denotarse como Ric(g), dada su dependencia en la métrica. En caso de
que la métrica sea fija, entonces no se hara explicita la dependencia.
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2.5 Cohomologia en variedades complejas

El uso de herramientas de topologia algebraica es de vital importancia, por lo que en esta seccion
se estudian algunas que se utilizan cuando se clasifican los objetos que son de interés para este
trabajo.

Primero, se hace una breve visita a los grupos de cohomologia singular. Para una explicacién
detallada de la construccién de los mismos, se puede referir a Milnor y Stasheff [MS17], Apéndice A.
Brevemente, estos grupos de cohomologia se construyen, al igual que otros grupos de cohomologia,
utilizando simplejos euclidianos singulares (ver Apéndice, y se considera que tienen coeficientes
sobre un grupo. Milnor y Stasheff construyen de esta manera distintas clases caracteristicas. En
particular, las clases de Chern, como se verd mas adelante, serdn importantes en el estudio de
variedades de Calabi-Yau, y por tanto en la superficies K3. Para entender la construccién de la
primera clase de Chern, debe primero tenerse en cuenta la estructura de haz vectorial complejo.

Siguiendo las ideas de [MS17], un haz vectorial complejo se define como un haz vectorial
sobre un espacio base, B, tal que cada fibra tiene la estructura de un espacio vectorial complejo.
Como se ha complejificado el haz tangente anteriormente, para los casos en que interesa que son
las variedades diferenciales complejas, sin perder generalidad las clases de Chern estardn definidas
sobre las variedades en las que se trabaja.

Sin embargo, para facilitar el estudio de los grupos de cohomologia y entenderse desde un punto
de vista geométrico, se deben introducir los grupos de cohomologia de de Rham y de Dolbeault.
Para esto, se recuerda que una forma diferencial « es cerrada si da = 0 y exacta si existe f tal que
a = df. Un resultado facil de verificar implica que d> = 0, por lo que toda forma exacta es cerrada.

Entonces, uno de los objetivos de estudiar el grupo de cohomologia de de Rham es estudiar qué
tan no exacta es una forma. Esto se vera de manera mas precisa al entender la siguiente definicion:

Definicién. Dado 27 (M) = kernel de d : QP (M) — QPTY (M) y %P (M) =imagen de d :
Q=L (M) — QP (M), se define el p-ésimo grupo de cohomologfa de de Rham como el espacio
vectorial cociente (ver Apéndice

HY, (M) = 27 (M) |2 (M) . (2.60)

Para entender de forma intuitiva esta definicién, se puede considerar cualquier forma «, cerrada.
Cualquier otra forma, [3, cerrada, relacionada con « (suele decirse que o'y 8 son cohomdlogas),
hara que « sea exacta. Ademas, el grupo de cohomologia de de Rham no sélo es un grupo, sino que
es un espacio vectorial expandido sobre los reales.

Dado que muchas caracteristicas topolégicas interesantes residen en los grupos de cohomologia
singulares, bastaria encontrar alguna relacién entre los grupos de cohomologia singulares y el grupo
de cohomologia de de Rham para poder estudiar la topologia de la variedad desde un punto de
vista geométrico. De manera inversa, se puede entender la geometria y las formas definidas en dicha
variedad al estudiarlo desde un punto de vista topoldgico.

Siguiendo la linea de pensamiento propuesta en [Leel3|, se recuerda el teorema de Stokes para
variedades con frontera y formas con soporte compacto (es decir, que el dominio donde no se anulan
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es compacto), con el propdsito de esbozar la demostracion del teorema de de Rham. En la seccién
nuevamente se utiliza este teorema, por lo que es importante enunciarlo.

Teorema de Stokes. Dada M una variedad suave, orientada, de dimensién n con frontera, y
w una (n — 1)-forma con soporte compacto en M, entonces se satisface

/M dw = /aMw. (2.61)

Este teorema se puede particularizar a diferentes casos, como lo son los resultados clasicos del
calculo multivariable, comunmente conocidos como teorema de Gauss, de Stokes y de Green. Sin
embargo, se puede reformular, por ejemplo, para variedades esquinadas (cornered manifolds), asi
como a cadenas. Para esto, se piensa en las cadenas utilizadas en la construccién de p-simplejos en
un espacio topoldgico cualquiera, y se busca que tenga extensiones suaves. Haciendo esto, se puede
definir, entonces, una cadena suave como una cadena con una extension suave. En este contexto,
se reformula el teorema de Stokes para cadenas suaves [Leel3].

Teorema de Stokes para cadenas suaves. Si ¢ es una p-cadena suave en una variedad suave
M,y w es una (p — 1)-forma en M, entonces

/acw = /de. (2.62)

Dado que la teoria de cohomologia con formas estd en relacion con la teoria de integracién
en variedades, puede, en principio, que este teorema parezca fuera de lugar en esta seccion. Sin
embargo, utilizando este teorema se puede definir un homomorfismo de la siguiente manera

7 w]ld = / o, (2.63)

donde [ dw es la integral de dw alo largo de ¢, [w] € HYp (M) y [c] € H, (M,R), el p-ésimo grupo de
homologfa. Es claro que # : HY, (M) — H,, (M : R) es un homomorfismo, llamado homomorfismo
de de Rham. Aunque varios resultados interesantes se pueden mencionar sobre este homomorfismo,
el principal resultado que se utilizara en este trabajo expresa la respuesta al problema propuesto
en un principio.

Teorema de de Rham. El homomorfismo de de Rham es un isomorfismo.

Es decir, ya se puede trabajar indistintamente con el p-ésimo grupo de cohomologia de de Rham
o con el p-ésimo grupo de homologia singular con coeficientes reales. Esto significa que los objetos
que en un principio unicamente daban nociones geométricas (volumen, érea, distancias) ahora estan
proporcionando informacién acerca de la topologia de la misma variedad. Y viceversa. Si se tiene
informacién acerca del grupo de homologia singular, como conexidad y paralelizabilidad, entonces
se tiene informacién acerca de cémo trabajar con las formas complejas, y se recupera la geometria.

Como ya se empezd a trabajar no sélo con formas diferenciales reales sino también con formas
complejas, debe intentar entenderse, igualmente, si se puede construir un grupo de cohomologia
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de formas complejas, asi como su relacion con los grupos de cohomologia singular y grupos de de
Rham.

En el caso complejo, como se expuso la seccién anterior, existen dos operadores, cuya suma
resulta en el operador derivada exterior. Como se menciond, estos operadores de Dolbeault repre-
sentan una derivada exterior homolomorfa y una anti-holomorfa. La eleccién entre qué operador
utilizar para generar el grupo de cohomologia deseado parece ser indiferente, pero por convencién
se utiliza el operador anti-holomorfo.

Definicién. Dados los espacios de formas complejas, Q™% (M), se define Zg’s (M) como el Kernel
de d: Q" (M) — Q" (M) ya Bgs (M) como la imagen de 0 : Q"= (M) — Q"% (M). Entonces,
se define el (r, s)-grupo de cohomologia como

HY (M) = Z5° (M) /BY* (M) . (2.64)

Como se menciond anteriormente, el espacio de p-formas reales expandidas sobre los complejos
(es decir, que se tiene una base considerando la estructura subyaciente de variedad diferenciable)
se puede descomponer en espacios de (g, r)-formas complejas. De la misma manera, el grupo de
cohomologia de de Rham se puede descomponer como la suma directa de los grupos de cohomologia
complejos subyacientes. Esto es:

Proposicién. Dada una variedad compleja M, el grupo de cohomologia de de Rham se des-
compone como

HY, (M) = @ HY (M). (2.65)
g+r=p

De esta manera, ya se puede trabajar indistintamente con grupos de cohomologia de de Rham,
singulares, o de Dolbeault. Esto serd una herramienta muy ttil al momento de querer entender la
clasificacién, en donde se entendera a estos grupos como rejillas, y se buscard encontrar relaciones
con otras rejillas de un rango similar.

2.5.1 Diamante de Hodge

Un tdltimo punto a discutir para finalmente pasar a geometria de Kéhler son los nimeros de Hodge
v los nimeros de Betti, asi como el diamante de Hodge. Para esto, se supone que se tiene una
variedad compleja M de dimension n.

Definicion. Los ntimeros de Hodge se definen como

WPt = dimHE (M), (2.66)

y los ntimeros de Betti como
b, = dimH%, (M) . (2.67)

También se define la caracteristica topoldgica de Euler-Poincaré como x (M) = Z?ZO (=1)"b;. El
ntimero h!Y suele nombrarse igualmente la irreqularidad de M y py (M) = h™ el género geométri-
co |[GHO94].
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Por ejemplo, para una variedad de dimensién compleja 2, el diamante de Hodge es el arreglo
que contiene a los nimeros de Hodge de la siguiente manera [GH94]

hO’O
hl,O h071
h2:0 L o2, (2.68)
h2,1 h1’2
h2’2

Para los casos de dimensién mayor o menor, la construcciéon del diamante es similar. Resulta que
los nimeros de Betti son invariantes topoldgicos. Es decir, si se tienen dos espacios topoldgicos,
X y Y con sus respectivos p-ésimos grupos de cohomologia, y se satisface que X es homeomorfo
a Y, entonces HP (X,R) ~ HP (Y,R), y por lo tanto, by (X) = bx (V). Esta afirmacién se puede
reformular por contrapuesta: si by (X) # by (Y), entonces HP (X,R) 2 HP (Y,R). Esto ultimo
implica que X y Y no son homeomorfos.

2.6 Variedades de Kahler

Utilizando las herramientas construidas hasta aqui, se da la siguiente definiciéon de variedad de
Kéhler(consultar, por ejemplo, la definicién de McDuff [MS99]).

Definicién. Una variedad de Ké&hler es una variedad simpléctica (M, J,w), donde J es una
estructura semi-compleja integrable compatible con la forma simpléctica.

Notese que la definicién pide que el operador semi-complejo sea integrable, dado que, de no serlo
asi, seria inicamente una variedad simpléctica, con su forma semi-compleja intrinseca. Nuevamente,
los ejemplos mas comunes de variedades de Kéahler son las superficies de Riemann y el espacio
euclideano R?".

Como se ha hecho hasta este momento, se sabe que se puede entender a los espacios desde distin-
tos puntos de vista: desde el punto de vista complejo, el punto de vista geométrico, el simpléctico, y
el topoldgico. Los ejemplos de la seccién son variedades complejas, y por las proposiciones de
la seccion existe una estructura de variedad simpléctica. Usando estas herramientas se puede
estudiar las variedades desde un punto de vista geométrico. Con este fin, se introduce la métrica
de Kahler.

Definicién. Una variedad de Kéhler es una variedad compleja (M, J, g), donde J es la estructura
compleja y g es una métrica compatible con J, donde la forma asociada w es cerrada. A la métrica
g se le llama métrica de Kdhler.

En particular, recordando a los operadores de Dolbeault introducidos anteriormente, se puede
encontrar una funcién . : M — C llamada potencial de Kdhler [Nak03], tal que, al aplicarle 0 y
0 resulta en una forma de Kihler

w = 100X . (2.69)
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Ademas, debe notarse que una forma de volumen definida en las variedades de Kéhler es
D=w'"=wA .. A\w, (2.70)

donde n es la dimensién compleja de la variedad de Kéahler. Como se muestra en el Apéndice
Al w™ # 0. Es importante notar de la demostracién presentada que se requiere del uso de la
compatibilidad de w, g y J, por lo que, dada cualquier otra 2-forma 7 que no cumpla las condiciones
de compatibilidad de la seccién puede cumplir ™ = 0.

Se notard en la siguiente seccion un ejemplo 1til de una variedad compleja y compacta que,
sin embargo, no es Kéhler. Ademas, por completez, se notara la estructura de Kéahler del espacio
complejo n-dimensional, ya que las estructuras de Kéahler impuestas en el toro complejo y en el
espacio proyectivo complejo resultara de utilizar en cierta medida estos resultados.

2.6.1 Ejemplos de variedades de Kahler

Al principio de esta seccion se dieron dos ejemplos sin su demostracion. Para los siguientes ejemplos,
que ya se desarrollaron anteriormente como variedades complejas, se dard una estructura de variedad
de Kahler. La construccién de estos ejemplos se puede consultar en [Nak03].

Ejemplo: el espacio complejo n-dimensional. Este espacio hereda la estructura compleja dada
por la accién de Jy, definido en . La métrica es la métrica usual del espacio plano. La forma
simpléctica es w = %Z?Zl dad Ady! = %Zzzl dz* A dzH*. Con esta estructura y utilizando la
métrica usual heredada de R?", (C", Jy, g) es una variedad de Kihler.

Ejemplo: la variedad de Hopf S' x S? como variedad compleja, compacta, riemanniana, que no
admite métricas de Kéhler.

Se sabe que tanto S' como S? son paralelizables, por lo que su producto S' x S? es paralelizable.
Esto es, existen campos vestoriales definidos en la variedad que no se anulan y son linealmente
independientes. Por esto, se puede elegir una base linealmente independiente {E1, Eo, E3, E4} del
haz T (Sl X S3), donde E; es un campo definido en S, y Ey, E5, E4 son los campos en S3. Con
estos campos, se define un operador J de la siguiente manera

J:TM — TM,
JE1:E2 JEQZ_Ela
JEs=FE, JE,=—Es.

Ademas, se satisface

(B, Es] = Ex, (2.71)
(B3, Ey] = By, (2.72)
[E4, Eo] = E3, (2.73)
[Ey, Ej] = 0. (2.74)



2.6. VARIEDADES DE KAHLER 29

Entonces, como Ny, el tensor de Nijenhuis definido en (2.35), es multilineal sobre C*° (M), basta
con ver c6mo se comporta en la base para probar que S' x S? es una variedad compleja. Esto es

Ny (Ei, Ej) = [JE;, JE;| — [E;, Ej] — J ([ Ey, JE; |+ JE;, Ej ),

para cada ¢,57 = 1,2, 3,4. Es claro por las propiedades del bracket de Lie que si ¢ = j, entonces el
resultado es trivialmente 0. Por otro lado, si i =1 o j = 1, entonces, el tensor se reduce a

Ny (El, Ej) = [EQ, JEj] —J [EQ, Ej] s (2.75)

donde se supone sin pérdida de generalidad que ¢ = 1. Si j = 2, trivialmente se satisface Nj (E1, Eq) =
0. Si j = 3, el primer término resulta —FEs3 y el segundo +FE3, por lo que nuevamente se anula. De
la misma manera, si j = 4, entonces el primer término es —F,, mientras que el segundo resulta en
Ey4, por lo que, nuevamente, el tensor se anula. La antisimetria del mismo da los resultados inver-
sos. Anédlogamente, si i = 2, como JE; = —Fj, el célculo es similar (dado que, por construccién,
[E1, Ej] = 0). Por tanto, falta verificar el caso i =3 y j = 4, de la siguiente manera

Ny (E3,E4) = [JEg,JE4] — [E'g,E4] — J([JE3,E4]+[E3,JE4])
= — [E4, B3] — [E3, Ey] — J ([ B4, By ]+ B3, —E3])
=0, (2.76)

por lo que, finalmente, J es integrable y H = S' x S? es compleja. Ademés, por su paralelizabilidad,
se puede escoger un marco {1, &2,&3,&4}, por el cual se puede construir una métrica riemanniana.
Sin embargo, como se resalta en [DSKZ16], este tipo de variedades no admite una estructura de
Kaébhler.

Ejemplo: el toro complejo C™/A. Como se hizo en la demostracién de su estructura compleja
(ver seccién , el toro es localmente holomorfo a pequenos dominios abiertos en C". De esta
manera, la estructura de variedad de Kéahler se hereda al toro. Esto se muestra a continuacién en el
caso n = 1. Para esto, nétese lo siguiente: como C/A (wy,ws) ~ S' x S!, entonces es paralelizable
y existen dos campos F; y Ep linealmente independientes y que no se anulan. Como T,C ~ C,
para toda p € C, existen dos campos E; y Es en TC tales que <E1(p), EQ(p)> =T,Cy E; (p) =
E; (p) modA (w1, ws), con i = 1,2. De la misma manera, la estructura riemanniana g, la estructura
simpléctica w, y la estructura compleja J de C se heredan a C/A (w1, w2), por lo que C/A (wy,ws)
es una variedad de Kéhler.

En general, como muestra McDuff [MS99], toda superficie de Riemann es de Kéahler.

Ejemplo: el espacio proyectivo complejo CP". Utilizando las coordenadas homogénea introduci-
das en la seccion se define un potencial de Kéhler de la manera

n

, (2.77)
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donde, usando el cambio de coordenadas, se nota que los potenciales, en cartas traslapadas, se
transforman de forma que

00log H; = 00log K}, i#k, i,k=0,..,n, (2.78)
por lo que definen a la misma métrica y a la misma forma de Kéahler
w =1i00.X , (2.79)

donde ya no es necesario el uso del subindice. El cdlculo realizado en el Apéndice [C] muestra que
esta forma estd dada de la siguiente manera:

wei——t IS EES A adg - S ¢Efagh nagl | (2.80)
(Troge) = s y

y la métrica asociada, llamada métrica de Fubini-Study [Nak03], es positiva definida y estd dada
por

g=HY ey (A ©dg +d& @ dgt) —H Y &8 |dgf 0 dg/ +dg wde?|,  (281)

§=0 a=0 a,b=0

donde H = %
(Zro€E)
La importancia de esta métrica se debe a que en este trabajo se estudian subvariedades N del
espacio proyectivo complejo, por lo que heredan la estructura de Kahler y la métrica de Fubini-

Study, dado el pull-back (ver Apéndice [B.2)) asociado a la inclusién i : N < CP".



Capitulo 3

Elementos de geometria algebraica

Como se menciond anteriormente, las superficies K3 pueden estudiarse desde dos puntos de vista
distintos, la geometria diferencial compleja y la geometria algebraica. En este capitulo se introdu-
cen conceptos y resultados basicos de geometria algebraica, se presentan brevemente dos teoremas
importantes que relacionan estas dos ramas, y se construyen dos ejemplos clasicos: el espacio pro-
yectivo complejo y las curvas elipticas complejas.

Para un estudio més profundo de geometria algebraica puede referirse al primer libro de Kenji
Ueno [Uen00] y al libro digital de Milne [Mill7]. Para los conceptos de dlgebra abstracta y algunos
resultados béasicos se puede referir al Apéndice

3.1 Variedades algebraicas

La idea de variedades algebraicas es similar a la de las variedades diferenciables: dado un conjunto
X, para cada punto z € X se encuentra una vecindad abierta U y una funciéon f: U — V C K",
donde K es un campo arbitrario. Al igual que para las variedades diferenciables, f debe cumplir
biyectividad y ser una funcién birregular o birracional, V es un conjunto algebraico y U se dice
que es una variedad algebraica afin. Entonces, para entender el concepto de variedad algebraica,
primero se debe entender qué es una variedad algebraica afin, para lo cual es necesario introducir
el concepto de conjunto algebraico. A partir del estudio de estos conjuntos, se definen funciones
polinomiales, regulares, birregulares, y se construyen anillos de coordenadas.

Definiciéon de conjunto algebraico. Sea K un campo y K" el espacio resultante de hacer el
producto cartesiano de K n veces. Sea K [z1, ..., 2] el anillo de polinomios con coeficientes en K. Sean
fi,.y fi € Kx1, .., 2], [ un indice. Se define el conjunto algebraico V (f1, ..., f;) como el subconjunto
de K" tal que los polinomios fi, ..., f; se anulan en los elementos de ese subconjunto [Uen00]. Esto
es

V(fi, 1) ={(21,00, 20 ) EK" ¢ fo( 21,00y 2n)=0, =1,...,1}. (3.1)
Dado un ideal I generado por estos polinomios (ver Apéndice B.1)), es decir, I = (f1,..., fi) =
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{pnfi+..+afi:g9; €Klz,...,z,],j =1,...,1}, el conjunto algebraico con el que se trabaja, de-
notado V (I) coincide con el grupo algebraico construido anteriormente.

Dos teoremas que son de importancia son los teoremas de ceros de Hilbert. El primero, llamado
el teorema débil, asegura la no vacuidad de los conjuntos algebraicos, mientras que el segundo,
llamado tnicamente teorema de Hilbert, asegura la relacién entre ideales [Uen00].

Teorema Débil de Ceros de Hilbert. Si el ideal I no contiene a la identidad (es decir,
I #Klz1,...,2y,]), entonces V (I) # @.

Un corolario, que igualmente recibe el nombre de teorema débil de ceros, establece la forma
en la que un ideal maximal se genera: dado (aq,...,a,) € K", un ideal maximal se genera como
M = (x1 — ai,...,Tn — ap). Se nota que V (M) = {(ai, ..., an )} [Uen00].

Siguiendo algunos resultados concernientes a los conjuntos algebraicos, se propone lo siguiente:
si V es un conjunto algebraico, entonces V' es un conjunto cerrado. Con esto como premisa, entonces,
se define la topologia de Zariski.

Definicién de topologia de Zariski. La topologia de Zariski de K" estd dada por los com-
plementos de conjuntos algebraicos. Un subconjunto X de K™ hereda la topologia de subespacio.

Hay dos resultados interesantes: la topologia de Zariski no es Hausdorff y la topologia no se
conserva bajo producto topolégico. El primer resultado es inmediato, dado que en K, los cerrados
consisten de puntos finitos, por lo que los abiertos son infinitos y su interseccién nunca serd nula.
Los casos para dimensiones mayores son similares. El segundo se sigue del hecho de que cualesquiera
productos finitos de conjuntos finitos no puede ser infinito. Entonces, por ejemplo, una parabola es
un conjunto algebraico en R?, pero nunca podremos encontrar dos conjuntos algebraicos en R cuyo
producto sea igual al descrito por la parabola.

Como se explicard méas adelante, el estudio de la relacién entre variedades algebraicas y va-
riedades diferenciables depende de unos objetos conocidos como gavillasﬂ Para entender el caso
particular de las variedades algebraicas, se debe de entender primero el ideal de un conjunto.

Definicion. Dado un conjunto cualquiera U C K", se define IU como el subconjunto de
Kz, ...,xy] que se anula en U.

Un resultado inmediato es IU es un ideal. En particular, es un ideal radical. Esto significa que
para cada g” € IU, con N un entero positivo, entonces g € IU. Varios resultados concernientes a
este tipo de ideales se encuentra en [Uen00]. Un resultado que se mencionard por su importancia
es el siguiente

Teorema de Ceros de Hilbert. Dado K un campo algebraicamente cerrado (ver Apéndice
B.1), L C K|z1,...,an) un ideal y V = V (L), entonces

VL =1V (L), (3.2)

donde /'L es el radical de L. Esto significa que, si f € v/L, entonces existe n € N tal que f* € L.

Antes de proceder a algunos ejemplos que ayudaran a entender a las variedades algebraicas,
se daran algunas definiciones que igualmente seran de utilidad para entender el enfoque de este
capitulo. Para estas construcciones, se puede consultar [Mill7].

'"Hay que notar que en inglés existe la diferencia entre variedad algebraica (variety) y diferenciable (manifold).
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Definicion. Dados dos conjuntos algebraicos U C K™,V C K", una funcién ¢ : U — V se dice
polinomial si, para todo p € U, existen fi, ..., fn, € K|z1, ..., 2] tales que ¢ (p) = (f1(p), -, fu(D)).

Definiciéon. Dado un conjunto algebraico V' C K", una funcién ¢ : V. — K se dice que es
regular si para todo p € V existe f € K|x1,...,z,], ¢ (p) = f (p). Al conjunto de funciones regulares
se le denota por Oy .

Se nota que Oy es un subanillo (ver Apéndice del conjunto de todas las funciones al campo.

Definicién. El anillo de coordenadas de un conjunto algebraico V' C K" se define como K [V] =
Kz1,...,xzs) /IV.

De teoria de categorias (ver Apéndice , se puede definir una categoria sobre un espacio
topolégico (X, 7), denotada Top (X), donde los objetos son abiertos de X, y los morfismos son
f:U — V, definidos por

(i: US>V} siUCV,

Mor (U, V) ::{ o SUZV

Usando esto como predmbulo, se define una pregavilla como un funtor contravariante F :
Top(X) — Ab, donde Ab es la categoria de grupos abelianos. Esto permite la siguiente defini-
cion.

Definicién. Sea X un espacio topoldgico y F' una pregavilla con valores en Ab. F es una gavilla
si se satisface lo siguiente:

e Si U es abierto, U = U;c; Ui, vy f € F(U), tal que F(zgz) : F(U) — F(U;) satisface
F (zgz) (f) = 0,Vi, entonces f = 0.

o Sea U = J,c; Ui, {fi € F(U;)}, que satisface F (ig:mU) : F(U;) — F (U; N U;) tal que

U .U; ..
F (zg;m,]j) (f)=F (ZUZOUJ_) (f;) Vi, j (3.3)
entonces, existe f € F (U) tal que F' (zgl) (f) = fi, para toda i.

Continuando con esta definicién, un espacio anillado es un par (X, 0x), donde X es un espacio
topoldgico y Ox es una gavilla sobre X con valores en anillos conmutativos [Vail6].

En particular, la relacién entre el anillo de funciones regulares esta relacionado con el anillo de
coordenadas por el siguiente teorema.

Teorema. El anillo de coordenadas de V' y el anillo de funciones regulares sobre V' son isomorfos.

Se nota que el anillo de coordenadas de un conjunto algebraico define una gavilla sobre ese
conjunto. Entonces, para entender relaciones entre conjuntos algebraicos, se debe entender a la
categoria de espacios algebraicos. Con este fin, se define el isomorfismo en la categoria de espacios
anillados.

Definicién. En la categoria de espacios anillados, (X, Ox) v (Y, Oy) son isomorfos si existen
(f, ") (X,0x) = (Y,0y) y (9,9%) : (Y,0y) — (X, Ox) morfismos de espacios anillados, tales
que (g,9%) o (f, f*) = (ix,i%) y (f, f*) o (9,97) = (iv,1%).
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Con estas definiciones en mano, se define finalmente el objeto de estudio de este capitulo.

Definicién. Una variedad algebraica afin es un espacio anillado (X, O ), tal que existe V' C K"
algebraico, para n > 1, tal que (X, Ox) ~ (V, Oy ).

Sin embargo, normalmente se habla de variedades algebraicas y no sélo variedades algebraicas
afines, asi que falta pedirle una condicion extra. Ademas, como se menciond, un conjunto cualquier
con la topologia de Zariski no es Hausdorff. Este axioma de separabilidad es indispensable para
poder construir variedades topoldgicas, por lo que se le debe de pedir una condicién adicional a este
tipo de conjuntos y variedades algebraicas afines para poder trabajar. A diferencia de Ueno [Uen00)],
se utiliza la definicién dada por Milne [Mill7], que ofrece una construccién méas técnica.

Definicién. Una prevariedad algebraica es un espacio anillado (V, &) con V' compacto tal que
cada punto de V tiene una vecindad U tal que (U, Oy (U)) es isomorfo al espacio anillado de
funciones regulares sobre el campo. A los U se les conoce como subvariedades algebraicas. Una
prevariedad algebraica V' se dice que es separable si se satisface el siguiente axioma de separacion:
para cada par de mapeos regulares ¢1, ¢2 : Z — V, Z una variedad algebraica afin, el subconjunto
de Z donde estos coinciden es cerrado. Finalmente, una wvariedad algebraica es una prevariedad
separable.

Se nota que estas definiciones retoman la nocién de localidad utilizadas al construir variedades
topolégicas. Aunque el problema de no ser Hausdorff sigue presente, la compacidad y la separa-
bilidad cumplen un andlogo. Es facil notar que muchas variedades son espacios algebraicos. Los
siguientes ejemplos, analogos a las variedades complejas, arrojan un poco de luz sobre la defini-
cién. El caso trivial, como siempre, es C". Como IC = (0), entonces Ocn = C|z1, ..., z,]. En este
caso, el isomorfismo estd dado por (f, f*) = (Id,Id*), con Id : C — C la funcién identidad. La
demostracién se sigue facilmente.

Los ejemplos usuales estdn dados por los mismos ejemplos que se estudian en un curso de
geometria analitica. Estos son, la parabola, la elipse, la hipérbola, en el caso del plano, mientras
que en el espacio euclidiano tridimensional se recurre a sus analogos: paraboloides, elipsoides, etc.
Por su importancia en este trabajo, se introduce primero el ejemplo del espacio proyectivo complejo
como variedad algebraica y més adelante se introduce el ejemplo de las curvas elipticas complejas.

3.2 Espacio proyectivo complejo

En la siguiente seccién se mostrara una manera, en algunos casos mas sencilla, de calcular grupos de
cohomologia de variedades algebraicas, asi como la relacién entre variedades algebraicas y analiticas.
Para esto, se tiene que entender la estructura del espacio proyectivo como variedad algebraica, asi
como sus subvariedades.

En este contexto, se muestra de la misma manera que en el caso analitico que CP" es una
variedad algebraica [Uen00]. Sean U; los subconjuntos de CP" tales que, si [z, ..., 2,] € U;, entonces
z; # 0. Entonces los mapeos ¢; : U; — C™ son biyecciones, como se sabeﬂ Por tanto, se induce

2En [Uen00] se utiliza la convencién ¢; : C* — U, pero para ser consistentes con la convencién usada en el capitulo
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una topologia en cada U;, de tal manera que se puede considerar a cada U; como el espacio afin
C™. Con este mapeo, se debe entender cémo se comportan en las intersecciones, con el proposito
de entender la gavilla de esta variedad algebraica.

Para ¢ = 0,...,n, el mapeo ¢; : U; — C™ es biyectivo y es una funciéon regular, entonces
of 2 Clz1, .oy 2n] = C(Uy), el pull-back de ¢; (ver Apéndice es un isomorfismo de anillos,
donde C (Uj;) es el anillo de coordenadas, y actia como

OF (f(21,e2n)) = f(E.6],.... €1, (3.4)

donde gg ,7=1,...,i—1,94+1,...,n, son las coordenadas inhomogéneas definidas en la secciénm
Entonces C (U;) ~ C [ 9, ...,§f_1,§:f+1, ,§ﬂ

Ya que se tiene la construccién del espacio complejo como variedad algebraica, es necesario
mostrar cémo se pueden encajar variedades algebraicas de un espacio afin C"*! en el espacio
proyectivo CP".

Dado f € C [z, ..., z,) un monomio (es decir, f = az(2]"...2]"")), el grado de f se define como
grad (f) = mo +m1 + ... + my,. Dado un polinomio cualquiera g € C [z, ..., z,], se dice que

_ . ] 7
g= g Qi Ty e Ty (3.5)
i17"'7in
es un polinomio h ¢ i todos 1 i0s iy i adt e ai b ] mi d ]
polinomio homogéneo si todos los monomios aj, ... j, 27" -...- @y tienen el mismo grado m, y e

grado de g es grad (g) = m. De la misma manera se puede homogeneizar un polinomio anadiendo
una variable extra, como se muestra en el caso de las curvas elipticas en [Kob93].

Entonces, considérese el conjunto algebraico V (g) donde g es un polinomio homogéneo. Sea
z = (20, .., 2n) € V (g). Por definicién, esto significa que g (z) = 0. Como g es homogéneo, se puede
escribir como

g(z)= Z Qmgemn 2 e 2n ™ (3.6)
donde pg...m,, € C. Ahora, sea w € [z : ... : z,] € CP". Evaluando el polinomio g en w se tiene
™my Mn
mo+...+mn=
= Z Qg A0 - 250 AT g
mo+...+mn=m
= Z amo...mn)\m*zgno Z,T”
mo+...+mn=m
=)\" Z Qmgemn 2 " e 2"
mo+...+mn=m
=0, (3.7)

anterior, se utilizard ¢; : U; — C".
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ya que z € V (g). Por tanto, w € V (g), que a su vez implica [zg : ... : z,] € V (g). Entonces se
dice que V (g) es un conjunto algebraico proyectivo. Utilizando el anillo de coordenadas de CP" se
induce un anillo de coordenadas en V' (g), por lo que resulta en una variedad algebraica [Mil17].

3.3 Principio GAGA y teorema de Chow

Como en el capitulo anterior, es necesario estudiar la estructura de los grupos de cohomologia de
las variedades algebraicas. En general, calcular los grupos de cohomologia, y en particular los de
de Rham (como se menciona en [Leeld]), puede resultar complicado. Las variedades algebraicas no
son la excepcién. Sin embargo, existe una manera en la que se pueden calcular indirectamente. Por
esto, en esta seccion se enuncia este principio, asi como un resultado casi inmediato del mismo, que
es el teorema de Chow [Ser56].

En su articulo Géométrie algébrique et géométrie analytique [Serb6](que de ahora en adelante
se nombrard simplemente GAGA), Jean-Pierre Serre presenta diversos resultados que permiten
estudiar en general a las variedades algebraicas desde un punto de vista analitico, utilizando espacios
auxiliares. El primer lema que postula es el siguiente.

Lema (1 de GAGA).

e La topologia usual de C" es mas fina que la topologia de Zariski. Esto es, denotando la
topologia usual como 7 y a la topologia de Zariski como 7z, se satisface que 77 C 7.

e Los conjuntos cerrados en la topologia de Zariski son variedades analiticas.
e SiUCC™, U cC™y f:U— U es un mapeo regular, entonces f es holomorfa.

e Con las hipétesis de el punto anterior, si f es un isomorfismo regular, entonces es un isomor-
fismo analitico.

Demostracion:

e Dado que U € 77 implica que U = V (g4, ..., g-), entonces, por continuidad de las funciones
polinomiales, U es abierto en la topologia 7.

e Analogamente, considerando la topologia usual en un conjunto cerrado, un polinomio es ho-
lomorfo, y por tanto, el conjunto algebraico es analitico.

e Como toda funcion polinomial es analitica, se sigue, por lo que el dltimo punto se demuestra
igual.

Ademds, se recuerda que una variedad algebraica se construye al igual que una variedad com-
pleja, probando que para todo punto existe una vecindad U, y una funcién ¢ : U, — V racional y
con inversa racional, donde V' es un conjunto algebraico. Como en el caso diferencial, a los pares
(Uq, o) se les nombra cartas algebraicas y se tiene la siguiente proposicion.
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Proposicién (2 de GAGA). Sobre una variedad algebraica X existe una unica estructura
de espacio analitico, tal que para toda carta ¢ : V — U, el conjunto V abierto en la topologia
de Zariski es abierto en la topologia usual y ¢ es un isomorfismo analitico de V', con la topologia
inducida de X, sobre U, con la estructura analitica definida en el lema anterior.

A este espacio dotado de una estructura analitica se le denota X“". Por el Lema 1, la topologia
de X es mas fina que la topologia de X. Pensando a an como operador, se nota que conserva
productos, se comporta bien en los subespacios cerrados y convierte a las funciones regulares entre
variedades algebraicas en funciones analiticas entre variedades analiticas [Ser56].

Se debe recordar y siempre tener en cuenta que, aun asi, el espacio X es distinto que el espacio
X% aunque tengan el mismo conjunto subyaciente.

Con la construccién de este nuevo espacio se puede empezar, en este mismo, a utilizar herra-
mientas construidas anteriormente en geometria diferencial compleja. Para poder calcular grupos
de cohomologia, sin embargo, faltan algunas herramientas. Dada la nueva topologia en el espacio
analitificado X%, se debe analitificar a la gavilla. Asi, considérese a la gavilla % sobre X. La
topologia dada a .% es la topologia débil inducida por las proyecciones 7 : .# — X. Entonces, .#’
serd dotado de la topologfa débil, dada por «’ : F' — X", Por tanto, se define la analitificacion
de F como la extensién de la gavilla .’ en todas las funciones holomorfas sobre X%". Se denota
por

FN = F' @ H. (3.8)

Con las definiciones de espacio y gavillas analitificadas, se propone un homomorfismo entre
grupos de cohomologia de la siguiente manera: dada una seccién s : U — % con U un abierto (en
la topologia de Zariski), se puede considerar como una seccién s’ en .%’. Se define la aplicacién
a(s) = s ®1 € Z9. La aplicacion e se define como €(s) = a(s). Resulta que, de esta manera,
e : HP (X, .7) — HP(X,.Z) es un homomorfismo. Mas atin, el siguiente teorema asegura la
biyectividad.

Teorema 1 (de GAGA). Para toda gavilla algebraica coherente .# sobre X, y para todo
entero p > 0, el homomorfismo

¢: H? (X, Z) — HP (X, F), (3.9)

es un isomorfismo.

Este teorema asegura que, para realizar cédlculos, ya no es necesario calcular los grupos de
cohomologia de una variedad algebraica, sino que basta calcular su analitificacion, calcular la ana-
litificacién de la gavilla y calcular los grupos de cohomologia de estos pares analitificados.

Antes de enunciar los teoremas importantes adicionales, nétese que una gavilla coherente puede
ser un espacio de formas, un espacio de funciones continuas, algebraicas u holomorfas. Entonces,
considérese una variedad algebraica X, dos gavillas sobre X, % y ¢, y sus analitificaciones corres-
pondientes.

Teorema 2 (de GAGA). Dadas . y ¢, todo homomorfismo analitico de .#%" sobre ¥"
proviene de un homomorfismo algebraico de .# sobre ¥.
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Teorema 3 (de GAGA). Para toda gavilla analitica coherente .# sobre X, existe una gavilla
algebraica coherente .% sobre X tal que #%" es isomorfa a .#. Més aun, esta gavilla es tinica, salvo
isomorfismo.

Estos dos teoremas, a diferencia del primero, no seran tan recurridos durante el texto, sin
embargo, una aplicacién directa es el siguiente teoremaE].

Teorema de Chow. Una subvariedad analitica X en CP" es una variedad algebraica.

El resultado que prueba Chow requiere que X sea compacta, lo cual es inmediato si inicamente
se le pide que sea cerrado, ya que la compacidad se hereda a espacios cerrados. Por otro lado, en
la prueba de Serre es donde entran los teoremas 2 y 3. Ademads, presenta otros resultados que se
derivan de sus resultados, como la invarianza de los ntimeros de Betti.

El teorema 1 y el teorema de Chow se utilizan en la construccién de superficies K3 y para
demostrar la relacién entre su estructura algebraica y analitica, como se muestra en el siguiente
capitulo.

Antes de proceder a dicha construcciéon se construye aqui el siguiente ejemplo, en el que se
utilizan algunas herramientas que se han discutido.

3.4 Curvas elipticas complejas

La discusién en esta seccién estd basada en [Kob93] y pretende mostrar la relacién entre las he-
rramientas de geometria analitica y geometria algebraica. Considérese el polinomio f € C |z, y]
definido como

flz,y)=9°—az®—bx —c, (3.10)

con a, b, c € C. El conjunto algebraico correspondiente se denotara por E = V (f) y se denominard
curva eliptica compleja. Es claro que E C C2. Sin embargo, en el estudio de curvas elipticas suele
utilizarse preferentemente el espacio proyectivo como espacio ambiente para poder entender el
comportamiento de la misma al infinito. Por esto se propone el polinomio F' € C [z,y, z] dado por
F(z,y,z)=z2"f (%, g), donde m = 3, por ser el maximo de los grados de los monomios de f. En
este caso se tiene

F(x,y,2) = 2y° — ax® — bxz® — ¢2°, (3.11)

de modo que F (z,y,1) = f (z,y). Es claro, por la discusién hecha en la Seccién que E =V (F)
es un subconjunto algebraico de CIP?, por lo que analizar el comportamiento de las soluciones de F'
permite entender el comportamiento de f en puntos al infinito. Se nota que para cualquier z # 0
tal que [z :y: 2] € E, se tiene [z/z:y/z: 1] € Ey f (2,4) =F[z/z:y/z: 1], ya que

2z

Flx/z:y/z:1] = F(z/z,y/z1) = (%)2 —a (g)?, v e= f (f y) . (3.12)

z z 2’z

3El primero en demostrar el teorema, y por el cual recibe el nombre, fue Wei-Liang Chow en su articulo On
Compact Complex Analytic Varities [Cho49] en 1949. Jean-Pierre Serre lo demostré en [Ser56] cuatro afios después.
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Por el otro lado, si z = 0, entonces [z :y: 0] € E si y sélo si —az® = 0. Esto es, [z :y:0] =
[0:y:0]=10:1:0] corresponde al punto al infinito. Esto abarca los dos casos de anélisis para z.

Ahora, considérese nuevamente la rejilla L = A (wq,w2) que se introdujo en el capitulo anterior.
Se dice que una funcién h meromorfa en C es una funcidn eliptica relativa a L si h(z +1) = h(z),
donde [ € L. Es decir, es una funcién doblemente periédica. Claramente, una funcién eliptica esta
determinada completamente en el paralelogramo fundamental generado por wy y ws.

Se define la funcién & : C — C llamada Z-funcién de Weierstrass, como

9(2):2@(2:L)=37+Z < ! 1>, (3.13)

0A4lEL (z-0* P

donde sin perder generalidad, L = A (wy, w2). Son importantes entonces las siguientes proposiciones.

Proposicién. La Z-funcién converge absoluta y uniformemente para z € K C C\ L, donde
K es compacto.

Proposicion. & es una funcién eliptica relativa a L y su tinico polo es un polo doble en cada
punto de la rejilla L.

A partir de esto se introduce el espacio de funciones elipticas relativas a una rejilla L, denotado
por &7, y Koblitz [Kob93| muestra algunos resultados concernientes a su estructura algebraica. Por
ejemplo, el subespacio de funciones elipticas pares es generado por la &—funcién como el anillo
ET =C(2)

Antes de mostrar la importancia y la razoén por la que se introdujo el concepto de funciones
elipticas, se debe notar cémo se comporta la derivada total de la &-funciéon. Como mostré Ko-
blitz [Kob93|, la #-funcién converge uniformemente, por lo que la derivada de la misma esté bien
definida. A partir de esto, la derivada total de & es

P (2)==-) 2 (3.14)

leL (Z o l)3‘

de donde #" es una funcién par eliptica y se representa como un polinomio ciibico en & (z) [Kob93].
Para finalizar, nétese que & (w1/2), & (w2/2) y & (w1/2 + ws) son raices de 2’2 (), por lo que

P2 (2) = c(P(2)=P () (P(2)=2 (5N (P(2)=2(wi/2+w2)), (3.15)

con ¢ € C. Entonces, se define el mapeo 1 : C/L = C/A (w1, ws) — CP? con la siguiente regla de
correspondencia

2 [P(2): P'(2):1], (3.16)
0—1[0:1:0], (3.17)
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v los siguientes pardmetros

g2 (L) =60 > 174, (3.18)

0£leL

g3 (L) =140 > 17°, (3.19)
0#£leL

donde [ = nw; + mws, n,m € N. Los coeficientes g2 (L) y g3 (L) se calculan explicitamente en la
seccién 6 del capitulo 1 del libro de Koblitz [Kob93|. Dadas estas expresiones, se obtiene la ecuacién
diferencial

P'(2)* = [(2(2)), (3.20)

donde
f(x)=42® — gy (L)xz — g3 (L) € Clz]. (3.21)

Como £ (z) satisface la ecuacion diferencial, se llega al siguiente resultado, que da la impor-
tancia del estudio de curvas elipticas complejas.
Proposicién. El mapeo ¢ : C/L :— E es biyectivo y analitico, donde

E =V (y* —42° + g2(L)x + g3(L)) - (3:22)

Adems3s existe el mapeo inverso y estd bien definido.

De esta proposicién se destacan dos implicaciones inmediatas. Primero, dado que C/L es un
grupo abeliano bajo la suma médulo L, entonces F hereda una operacién binaria que le da estructura
de grupo abeliano, donde la suma de dos puntos se da geométricamente y el neutro es el punto al
infinito. Por esta razon, se dice que una curva eliptica es una variedad abeliana. La construccién de
esta operacién se detalla en la seccién 7 del primer capitulo de Koblitz [Kob93].

El segundo hecho importante se da como resultado del teorema de Chow: dado que se encajo una
curva eliptica en el espacio proyectivo y el mismo tiene estructura de variedad algebraica, entonces
por el mapeo 1, se puede encajar el toro en el espacio proyectivo. Ademsds, es cerrado y como CP?
es compacto, aplicando el teorema de Chow, se sigue que el toro es una variedad algebraica. Por su
estructura de grupo, entonces es una variedad algebraica abeliana.



Capitulo 4

Superficies K3

Con las herramientas construidas hasta este momento, se puede, finalmente, introducir a los espacios
de interés de este trabajo. Como se ha repetido, se pueden ver desde dos distintos puntos de
vista, los cuales estdn estrechamente relacionados. Entonces, se introduciran algunos ejemplos de
superficies K3, desde estos dos puntos de vista, y luego se introducirdn herramientas necesarias
para su clasificacién.

4.1 Breve visita a la conjetura de Calabi

Estudiando variedades complejas, asi como se ha hecho con las variedades riemannianas, se ha
buscado un invariante ante transformaciones. Este invariante puede estar dado por distintos objetos
o caracteristicas, dependiendo de la nocién que se quiera estudiar. Por ejemplo, en superficies
compactas, el género resulta un invariante topoldgico, asi como los axiomas de separacién. Como se
mencionard en el siguiente capitulo, estos invariantes permiten construir la clasificacion. Se sabe que
el invariante, bajo isometrias, en geometria diferencial de superficies, resulta la curvatura gaussiana.
Entonces, surge la duda: ;jhabra, en el analogo n-dimensional, alguna cantidad que se conserve? Se
sabe que el tensor de Riemann se conserva bajo isometrias, pero entonces, jel tensor de Ricci se
debe de conservar bajo estas isometrias?

De acuerdo a Yau [Yau77], la idea de la conjetura de Calabi es la siguiente: dada una variedad
de Kahler M, dada su métrica y su tensor de Ricci, g y Ric, entonces %Ric es O-cerrada, y ademads
representa a la primera clase de Chern ¢; (M) € H? (M,Z). Dada esta construccién, la conjetura
es la pregunta inversa: dada una (1,1) —forma cerrada #Z = ﬁRﬁdzi A dZ que representa a la
primera clase de Chern, jse puede encontrar una métrica g tal que —2miZ sea el tensor de Ricci
asociado a dicha métrica?

Conjetura (de Calabi). Dada una variedad de Kéhler compacta, existe una métrica de Kahler
g tal que Ric (g) € 2mc; (M). Es decir, el tensor de Ricci asociado a la métrica representa a la primera
clase de Chern.

41
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De aqui surge entonces la nocién de variedades de Calabi-Yau, por ser Yau el primero en mostrar
esta conjetura. Primero, hay que notar en la conjetura, la hipdtesis que se impuso: de acuerdo a
Yau [Yau77], la conjetura de Calabi es la enunciada anteriormente, pero sin imponer la hipdtesis de
compacidad. Como en este trabajo se utilizan superficies K3, la hipdtesis de la compacidad sobre
M es por completitud.

Con esto en mente, una variedad de Calabi-Yau es una variedad de Kahler con curvatura de
Ricci Ric = 0. Una definicién andloga consiste en pedir a la primera clase de Chern que se anule,
por la conjetura de Calabi.

Sin embargo, hay que notar que este teorema es un teorema de existencia de una métrica
hermitiana, pero no dice como calcular explicitamente dicha métrica. Por lo tanto, en el caso de las
variedades de Calabi-Yau con parametrizacion conocida, como el toro, se puede calcular la métrica
y el tensor de Ricci y puede resultar que no se anule.

4.2 Definiciones y primeros resultados

La siguiente definicién citada por Kodaira en [Kod64] es la que se usa a lo largo del trabajo, y se
muestra su relacion con una definicién utilizada mas frecuentemente.

Definicion. Una superficie K3 es una superficie .S compacta, compleja, sin singularidades, con
primera clase de Chern ¢ (S) = 0.

Entonces, por definicion, es claro que una superficie K3 es inmediatamente una variedad de
Calabi-Yau.

Ademés, siguiendo el trabajo de Kodaira, dado un elemento F € H' (S, 0*), este elemento
representa un haz lineal complejo sobre S, donde &* es la gavilla multiplicativa de funciones ho-
lomorfas sobre S. Si uno revisa la construccién de Milnor de las clases de Chern, se nota que se
hace la construccién utilizando clases de Euler [MS17]. Por el otro lado, en el texto de McDuff y
Salamon se deben verificar algunos axiomas anteriormente, pero el céalculo de la primera clase de
Chern para variedades de dimensién real 2 resulta un calculo simple [MS99]. En general, el célculo
de clases caracteristicas resulta técnica y en pocos textos elementales se explica. Sin embargo, se
puede considerar el siguiente homomorfismo de grupos de cohomologia [Vail6)]

c1: HY (S,0%) — H?(S,7), (4.1)

donde O* representa la misma gavilla multiplicativa de funciones holomorfas. Entonces, se tiene el
siguiente resultado:

Proposicién. Una superficie K3 es una superficie S, compacta, compleja, sin singularidades,
y con primer grupo de cohomologia H' (M, 0*) = 0.

Demostracion. Dado que ¢; es un homomorfismo de grupos, entonces ¢; (F') = ¢; (0) = 0.

La importancia en este trabajo de los teoremas GAGA citados anteriormente se muestra en
el siguiente resultado. Para esto, considérese que S es una superficie y &' su gavilla de funciones
regulares, y S %" sus analitificaciones.



4.3. COHOMOLOGIA EN SUPERFICIES K3 43

Proposicién. Si (5, 0) es una superficie K3 en el sentido algebraico, entonces (S, 0%") es
una superficie K3 en el sentido analitico.

Demostracion. Dado que H' (S, €) = 0, por el primer teorema de GAGA se sigue que H! (S, ") =
H'(S,0) =0, por lo que se sigue que (S, 6%) es una superficie K3.

Sin embargo, el inverso no necesariamente es cierto. Como menciona Huybrechts [Huy15], existen
construcciones de ejemplos de superficies K3 analiticas que no necesariamente tienen una represen-
tacion algebraica.

4.3 Cohomologia en superficies K3

Los resultados concernientes a la clasificacion de superficies K3 utilizan invariantes topolédgicos.
Como se mostrard en el siguiente capitulo, el problema de clasificacién puede interpretarse como
un problema de teoria de categorias, ya que HP es un funtor contravariante en la primera entrada
y covariante en la segunda [Vail6]. En esta seccién se presentan algunos resultados que serdn de
utilidad en el ejemplo de la siguiente seccién, y ademas se calcula el diamante de Hodge para una
superficie K3 arbitraria.

Como se menciono en el capitulo [2| el diamante de Hodge para una variedad compleja es el
siguiente arreglo

h0,0
hl,O hO,l
h2,0 hl,l h0’2, (42)
h1,2 h2’1
h2’2

donde hP4 representa la dimensién del grupo de cohomologfa HE (M).

El teorema de clasificacién de Kodaira-Enriques [GH94] distingue distintas superficies por tres
invariantes topoldgicos: su irreqularidad ¢ = h™, su género geométrico Dg = h?0 y su nimero de
Kodaira . Dicho teorema establece que una superficie K3 satisface ¢ =0, p; =1y k = 0.

Por definicién de superficie K3, se tiene que A0 = h%! = 0. El siguiente teorema es una versién,
en cierto aspecto, méas débil que el teorema de dualidad de Poincaré. Sin perder generalidad, el
siguiente resultado se nombrara igualmente dualidad de Poincaré.

Teorema de dualidad de Poincaré. Sea M una variedad compacta y orientable de dimensién
n. Si k es un natural menor que n, entonces existe un isomorfirsmo

entre el k-ésimo grupo de homologia de M con coeficientes en los racionales y el n — k-ésimo grupo
de cohomologia de M con coeficientes en los racionales.

A partir de este teorema, se deduce que b* = b, por lo que h*! = h12 = 0. Esto se entiende
de la siguiente manera: toda 1-forma cerrada es exacta, asi como toda 3-forma cerrada es exacta.
Por el otro lado, esto no necesariamente es cierto para las 2-formas y para las 4-formas.
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El caso del grupo H° (M) es inmediato. Dado que no existen —1-formas, entonces el grupo
#A° = 0. Por el otro lado, el conjunto de funciones f tales que df = 0 es el espacio C, por lo que
HgR (M) = C, y por tanto, h%? = h22 = 1.

El dltimo caso es para el segundo grupo de cohomologia. Por el teorema de Kodaira-Enriques,
Pg = h?0 = h%2 =1y Ky = 0. Por definicién, la caracteristica de Euler-Poincaré est4 dada por

x (M) = dim H3 (M) 4 dim H3p (M) 4+ dim Hjp (M) = 2+ 2 4+ hY =4 4 pbY (4.4)

por lo que basta calcular dicha caracteristica x para completar la construccién. Por la férmula de

Noether [GH94]

1 1

X (On) = KK + x (M) = S (M), (45)

ya que Kj; = 0, mientras que, por Riemann-Roch [GH94]

de donde x (M) = 24. Por tanto, h'*! = 20. Entonces, el diamante de Hodge est4 dado por

1
0 0
1 20 1 (4.7)
0 0
1

Entre los teoremas de clasificacién destacan los teoremas de Torelli, que consideran que el
segundo grupo de cohomologia tiene estructura de R-médulo con un producto interno definido.
Para esto, el producto propuesto es el producto cup, definido de la siguiente manera.

Definicién de producto cup. Sean [a],[3] € H3, (M). El producto cup es la asignacién
bilineal —: H3, (M) x H2p (M) — R, con regla de correspondencia [Kod64]

(ol (8) = fa] = 8] = [ ans. (48)

de donde se siguen las siguientes condiciones por propiedades de la integral y el producto cuna.
Proposicién. El producto cup — satisface las siguientes condiciones:

e El producto cup — no depende del representante,
e El producto cup — es bilineal y simétrico,

e El producto cup — es no singular.
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Demostracién. Sean [a],[8] € H3p (M) y v € [a], n € [8]. Por definicién, existen &, 6 1-formas
tales que v = a+ d¢é y n = B + df. Entonces

mvm=/Mwn:/M<a+d§>A<5+de>

:/ aAB+andd+dEAB+dEAdD
M

o

=[o] — {41, (4.9)

donde los términos cuyos factores son formas exactas desaparecen por el teorema de Stokes. Efec-
tivamente, nétese el primer caso

/a/\dﬁz—/ d9/\0<:—/ dONa)=— 9/\042—/0/\&20. (4.10)
M M M oM 2

La condicién de bilinealidad y simetria se siguen de las propiedades del producto cufia y la
integral. En efecto, notemos que a A 3 = (—1)2+2 BAay fs AAB=X[,;anp.

Finalmente, la no singularidad del producto cup se sigue del teorema de dualidad de Poincaré
([@3): como H3, (M) ~ H? (M,R) ~ Hy (M,R) ~ H? (M,R)", entonces H? (M) ~ H?(M)" y —
es no singular(consultar [BT82, cap.1,sec.5]).

4.4 Un ejemplo de una superficie K3

Utilizando la idea del dltimo teorema de Fermat, una superficie de Fermat en CP? se define mediante
el polinomio [Mill7]

f(x1, e, 3, 14) = .Clicll + .TU%I + l’g + %Zl, xr1,x2,x3,x4 € C, (4.11)

donde a d > 3 se le denomina el rango de la superficie, y la superficie se denotara por S%& = V (f).
Utilizando la hipétesis de K = C, este polinomio tiene solucién no trivial para d par.

Concentrémonos en el caso més sencillo con d = 4. El espacio resultante se conoce como la
superficie cudrtica de Fermat. Para demostrar que ésta se trata de una superficie K3, se utilizara
la estructura analitica. Es decir, se utilizard el espacio analitico ((SH), ¢%"). Como St C CP?,
desde un punto de vista puramente conjuntista, entonces (ng)‘m hereda una métrica de Fubini-
Study (ecuacién (2.81])) inducida por el pull-back (ver Apéndice[B.2] ecuacién (B.6)) de la inclusién
i: (S3)¥ — (CP?)™. Por tanto, es una variedad de Kihler. Ademas, como S es cerrada en la
topologia de Zariski, es cerrada en la topologia usual y como CP? es compacto y la compacidad
se conserva por cerrados, entonces (S}%)a” es compacta. Hasta el momento, se tiene entonces que
(S%)9" es una variedad de Kéhler y es compacta.
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Para finalizar la demostracion, se debe considerar un teorema debido a Lefschetz [GH94]. Para
poderlo enunciar, recordemos que un haz de linea positivo L es un haz vectorial de rango 1, tal que
existe una métrica en L con curvatura R y satisface que (i) R es una (1,1) —forma positiva.

Teorema de hiperplano de Lefschetz. Sea M una variedad compleja, compacta de dimensién
compleja n y V C M una hipersuperficie suave con un haz de linea positivo L, entonces el mapeo

H?(M,Q) — H1(V,Q) (4.12)

inducido por la inclusién ¢ : V < M es un isomorfismo para ¢ < n—2 y es inyectivo para ¢ = n — 1.

Este teorema ayuda directamente a calcular los nimeros de Betti de hipersuperficies. Nétese
que dim (S%)lm =2 =dim ((C]P’3) — 1, y por tanto es una hipersuperficie. Entonces, por el teorema
del hiperplano de Lefschetz, se satisface que ¢ (S%)an =gq (C]P’?’) = 0. Es claro, por lo tanto, que
c1 (S%)an = 0. Esto prueba finalmente que S% es una variedad compacta de Kéhler en 2 dimensiones
complejas con primera clase de Chern nula; es decir, es una superficie K3.



Capitulo 5

El problema de clasificaciéon y
primeros resultados

En los capitulos anteriores se han construido las herramientas necesarias para entender el problema,
de clasificacién de superficies K3, incluidas las mismas superficies. Para poder construir y entender
como se pueden clasificar estas superficies, primero se presenta el problema de clasificacién en
general. Para entender mejor este problema, se estudia la clasificacién del 2-toro desde un punto
de vista cldsico y con esta idea, se procede a la clasificacion de las superficies.

5.1 El problema de clasificacion

En varias teorias matematicas, dos objetos A, B son indistinguibles si existe una relacion de equi-
valencia ~ tal que A ~ B. De esta manera, se pueden construir diferentes equivalencias entre dos
objetos que, en un principio, pueden ser diferentes. Por ejemplo, la igualdad = representa una
relacion de equivalencia. Como otro ejemplo, sea f : X — Y una funcién continua entre espacios
topolégicos. Dos puntos en X, por ejemplo, z1, z2, son equivalentes si f(z1) = f(x2). Es claro que
la relacion es de equivalencia. Igualmente, bajo la accién de un grupo se puede encontrar relaciones
de equivalencia (como se hizo en los Capitulos 2 y 3). En el trabajo presente se utilizard la nocién
de equivalencia dada por isomorfismos.

Es claro que la nocién de un isomorfismo (como fue planteada en el apéndice y no solo en
el sentido de conjuntos con estructura algebraica) representa una relacién de equivalencia. No sélo
eso, sino que la siguiente proposicion relaciona isomorfismos en una categoria con isomorfismos en
otra categoria.

Proposicién. Dadas dos categorias ¢ y Z y un funtor covariante o contravariante (ver Apéndice
F:% — 2,si Ay B son dos objetos isomorfos en %, entonces F(A) y F(B) son isomorfos
en 9.

Demostracion. Como A y B son isomorfos, existe f : A — B isomorfismo. Sea g : B — A tal que

47
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fog=1pygof=14. Como F es funtor covariante, F'(f)o F(g) = F' (fog) = F(1p) = 1ppm) vy
F(g)oF(f)=F(goF)=F(la) = 1p). Es claro que F'(f) y F'(g) son inversas mutuamente. Por
tanto, F'(A) y F(B) son isomorfos en Z. La demostracién cuando F' es contravariante es andloga.

En el caso cuando una de las categorias es, por ejemplo, Topﬂ dos espacios topologicos con
punto base (X,z9) y (Y,y0) y dado un homeomorfismo f : X — Y, con f(z9) = yo, el grupo
fundamental 7 representa un funtor covariante y m (X, zo) ~ 71 (Y, yo). Este ejemplo es ttil para
la siguiente afirmacién.

Afirmacién. Dados X y Y dos objetos en una categoria ¥ y un funtor F : € — 92, si
F(X) ~g F(Y), entonces no necesariamente X ~¢ Y.

Aqui se presenta un contraejemplo. Considérese entonces m (R*\{ (0,0)},(1,0)). Es decir, el
grupo fundamental del plano euclidiano, perforado en el origen. Se sabe que

m (R*\{ (0,0) },(1,0)) ~ m (S*,(1,0)), (5.1)

pero R?\ {(0,0)} 2 S'.

Se debe ademds notar que existen nociones de equivalencia mas fuertes o con maés informacién
que otras. Por ejemplo, considerando variedades diferenciables M y N de dimensién finita n, se
puede tener tres equivalencias: la equivalencia como espacios topoldgicos (dada por homeomorfis-
mo), la equivalencia como variedades diferenciables (dada por difeomorfismos) y la equivalencia
geométrica (dada por isometrias). Se hace notar que, si M y N son difeomorfas, entonces inme-
diatamente son homeomorfas. Ademds, si son isométricas, dado que las isometrias se definen como
funciones diferenciables, entonces es claro que son difeomorfas.

Con esto en mente, como se mostrara en este y el siguiente capitulo, el estudio del toro y de las
superficies K3 se tiene que enfocar en resolver distintas preguntas

e ;Bajo qué nocién son equivalentes?

e ;Dados dos objetos, X y Y en alguna categoria, que puede ser de variedades diferenciables,
algebraicas, complejas, simplécticas o riemannianas, qué condiciones tengo que poner a los
objetos que puedo asociarles mediante un funtor, F'(X )y F(Y), para que X y Y sean isomorfos
en esa categoria?

5.2 Primera clasificacion del toro

Como se mencioné anteriormente, el problema de clasificacién depende de la categoria en la que se
esta trabajando. Dicho de otra manera, depende de la estructura que se les dé a los espacios y a
los mapeos entre ellos. En el caso del toro, la clasificacion topoldgica y la clasificacion geométricaﬂ
son inmediatas a partir de los siguientes resultados.

'Los espacios topoldgicos con un punto base, es decir, (X, z), donde z € X.

2A partir de este capitulo se referird como estructura geométrica o clasificacién geométrica cuando se refiera
al sentido diferenciable real, y estructura compleja o clasificacién compleja cuando se trate del sentido diferencial
complejo.
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Proposicién. Toda variedad topoldgica compacta M de dimensién real dim = 2 admite una
triangulacion.

Por consiguiente, se puede considerar a la caracteristica de Euler-Poincaré x en esa variedad,
y la clasificacién topoldgica de superficies compactas queda completamente determinada de esta
manera, dada la siguiente proposicion.

Proposicién. Dadas dos superficies compactas, M y N, si x (M) = x (N), entonces M ~ N,
topoldgicamente.

Resulta que, entonces, cualesquiera dos toros complejos son homeomorfos. Como en el caso de
las superficies K3, igualmente se puede calcular la primera clase de Chern. Siguiendo la férmula
dada por McDuff [MS99], la primera clase de Chern estd dada por c¢; (M) = %XT(M) Se nota
que esta férmula corresponde al género de una superficie compacta, por lo que, si T" es el toro
complejo, entonces ¢1 (T') = 0. Es decir, el toro T, dada su estructura compleja, admite estructura
de variedad de Calabi- You. Mas aun, la clasificacién de variedades diferenciables puede forzarse
al tener una variedad y un conjunto cualquiera. Considérese la siguiente construccion: sea M una
variedad diferenciable y X un conjunto, tal que existe f : X — M. Entonces, la topologia 7¢
generada por las intersecciones finitas de imagenes inversas de abiertos en M, (;c; f 1 (U;) tal que
U; € Ti e I es un conjunto de indices, hace a (X, 7f) en una variedad diferenciable difeomorfa a
M.

Demostracion. Considerando las cartas (diferenciables) (U;, ¢;) de M, sea

Ui, ¢) = (71U, ¢io f), (5.2)

llamado el pull-back de (U;, ¢;). Claramente, { f _1(Ui)} es una cubierta abierta de X y si U;NU; #
@, entonces f~HU;) N f7L(U;) £ 0y

giofolpiof)  =giofof et =piog;!, (5.3)

que es diferenciable. Ademaés, dada ¢; y ¢;, si U; N U; # &, el mapeo

giofol(piof) " =g¢jofof o7t =pj00 ", (5.4)

que es diferenciable. Esto termina la demostracién.

Aunque la carta pull-back no es necesaria para probar que un mapeo es difeomorfo, se sigue el
siguiente resultado.

Corolario. Sea M una variedad diferenciable y {(U;, ¢;)} un atlas diferenciable. Dado un
mapeo biyectivo f : M — M, entonces (M, { (U;, ¢;) }) es difeomorfa a (M, { f*(U;, ¢i) }).

Esta discusién sirve para motivar el siguiente paso en la clasificacion, que a su vez refina la
clasificaciéon geométrica. Recuérdese que dados wy,ws € C tales que wy/wy ¢ R, se construye un
Z-médulo (ver Apéndice como A (wy,w2) = (w1, ws),. Es decir,

A (wy,we) = {nw; +mws € C:n,m € Z}, (5.5)
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de tal manera que T (wy,ws) = C/A (w1, ws). Esta construccién ya se dio en la seccién El
interés de esta seccién reside en la siguiente pregunta: jqué condiciones se deben imponer sobre w}
y wh para que generen un toro biholomorfo al generado por wy y wa? La respuesta se conoce y se
da a continuacién [Nak03].

Considérese el mddulo 7 = g—f tal que Im(7) > 0. Se considera el siguiente grupo que actia
sobre C

SL(2,7) = {A = <Z Z) ta,b,c,d € Z Adet(A) = 1} (5.6)

llamado el grupo especial lineal de orden 2 y coeficientes enteros y el grupo cociente {+Idc}
PSL(2,Z)=SL(2,Z)/{xIdc}. (5.7)
Proposicién. Dados dos pares de generadores wy, wy y w, wj, entonces es equivalente

e Los médulos A (w1, ws) y A (w), wh) coinciden;

(i) =2() o

Demostracion. Como en [Nak03], supéngase que existe A € PSL (2,Z) tal que

/ b

() =4 ()= (2 5) (), 6

Wy Wy c d) \wy
por lo que w] = aw; + bwe € A (wi,ws) y wh = cwy + dws € A (w1, ws). Entonces A (w], wh)
A (w1, w2). De manera andloga, como det (A) = 1, existe la inversa A~! € PSL (2,7),y A (w1, ws)

A (wh, wh). Por tanto, A (w], wh) = A (w1, ws).

Por el otro lado, si A (w1, ws) = A (w],w)), entonces a wy y we se les considera combinaciones

lineales con coeficientes enteros de w) y wj, y viceversa. Esto es,

w1\ fa b\ (W)  [a b\ [d VY [w P g
-CYED-C YE YE). wrnecarcs  m

de donde A = (‘; g) yA = (‘C‘,/ gl/) son inversas y det (A) = 1, lo que concluye la demostracion.
Entonces jcudl es la relacién entre el toro T (wi,wz) y T (1,7)? Para poder responder es-
ta pregunta, se consideran mapeos entre dos toros no necesariamente similares, h : T (w1, wz) —
T (wh,wh), y su levantamiento entre los espacios cubrientes h* : C — C tal que estos mapeos conmu-
tan con las proyecciones. El teorema siguiente que cuenta como un caso particular para superficies
de Riemann de un teorema expuesto en la seccién aclara el panorama de esta pregunta.
Teorema. Dado un mapeo holomorfo f : M — N entre superficies de Riemann, si M es

compacta, entonces f es constante o suprayectiva.

e Existe A € PSL(2,7) tal que

-
C
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Demostracion. Como los holomorfismos son abiertos, entonces f(M) es abierto en la topologia
de N. Ademés, como M es compacta, la compacidad se conserva bajo funciones continuas, por lo
que f(M) es compacto, y por tanto, cerrado. Como N es conexo, por ser superficie de Riemann,
entonces f(M) = N, lo que concluye la demostracién.

Continuando con la discusién, se nota que este ultimo teorema senala ya dos condiciones para
que dos toros (que son superficies de Riemann compactas) sean equivalentes: i) que la funcién sea
holomorfa y i) que el toro sea compacto. Falta entonces verificar la condicién de inyectividad y que
haya una inversa continua. Esta linea légica se puede entender como lo muestra Tromba [Tro92]:
dado un mapeo holomorfo h entre dos toros, con diferente estructura compleja, se puede levantar
a un mapeo h* entre los espacios cubrientes (que no es otra cosa que C) tal que h y h* conmutan
con las proyecciones asociadas a cada toro. Sin embargo, dado que hay una infinidad continua
de paralelogramos, estos no necesariamente son biholomorfos. Por tanto, se propone la siguiente
afirmacién:

Afirmacién. Dos toros T' (wi,wz) = T (wy, w)) son equivalentes si y sélo si L = Z—i

Antes de pasar a la demostracién, se hacen notar dos caracteristicas importantes de este re-
sultado: primero, demostrar esta afirmacion inmediatamente implica las equivalencias entre toros
generados por w; y we y aquellos generados por 1 y el médulo 7 (ver figura . Segundo, esta
afirmacion es distinta a la proposicién demostrada anteriormente que implica la existencia de una
matriz invertible que relaciona a dos pares distintos de generadores.

Demostracidn de la afirmacion. Dado 7 = we/wy y 7 = wh/w), si 7 = 7/, entonces A (1,7) =
A(1,7"), por lo que los toros generados son equivalentes. Ahora, si dos toros son biholomorfos
T (1) ~ T ('), entonces existe un mapeo h : T (1) — T (7') que se levanta a h* : C — C. Como

w1 + wo
T = wg/wl
Wa 147
l/wl
—
w1
C 1 C

Figura 5.1: La transformacién z — z/w; preserva dngulos y escala longitudes. Los generadores wy y wsy se
transforman en 1 y wq /w1, respectivamente. Se define el mddulo como 7 = ws/w;. El paralelogramo con
vértices 0, wy, we v wy + wo es equivalente al paralelogramo con vértices 0, 1, 7 y 1+ 7. Por ello, generan el
mismo toro.
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h* es biyectiva, entonces h*(z) = az + b, por lo que, aplicando sin pérdida de generalidad una
traslacién, h* = az. Més ain, como debe conservar los bordes del paralelogramo, se tiene h*z = z,
por lo que 7 = 7.

Dada la proposicién anterior, dos médulos generadores en principio distintos generaran al mismo
toro si existe A € PSL(2,7Z) tal que

at +b
'T,: m, (511)

con A = (2%). Como se eligié 7 con Im(t) >0, 7 € H = {(z,y)e R?:y > 0}. A este punto se
reduce el problema del espacio de mddulos del toro. Ya se tiene qué condiciones se deben imponer
sobre 7 y 7/ para que generen al mismo toro, entonces el espacio modular del toro, que se denotard
por . , estd dado por:

My =H/PSL(2,7). (5.12)

Este espacio se piensa como las clases de equivalencia de todos los médulos que generan al toro
que son equivalentes por una transformacién de Mobius con coeficientes enteros.

El problema, claramente, no acaba en este punto. El siguiente tema a estudiar es la estructura
de este espacio, ya que H es una variedad diferenciable, y PSL (2,Z) actia sobre H. Es claro que
un teorema de variedad cociente [Leel3] no aplica en este caso, dado que PSL (2,7Z) es discreto
y por tanto no es de Lie. Sin embargo, el razonamiento siguiente, explicado por Koblitz [Kob93)]
muestra graficamente cémo se comporta el espacio 7.

Proposicién. El espacio de médulos .Zp estd dado por

—_

1
///TZ{zEH:—2§Re(z)§2/\1§|z|}. (5.13)
Este espacio también se llama dominio fundamental (ver ﬁgura.

Demostracion. Siguiendo la idea de Koblitz [Kob93l pag.100] considérese las siguientes trans-
formaciones

11
0 -1 1
S = (1 0 > T (5.15)

que son generadores de SL (2,Z). La idea de la demostracién se divide en dos partes. La primera
es mostrar que cualquier punto 7" € H se mapea a la regién propuesta .#7 bajo una serie finita de
transformaciones, y por tanto estd identificado con algin 7 € .#7. La segunda es demostrar que,
dados dos 7,7 € My, T A T'.
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N[
_|_
“S
N|—
_|_
o

Figura 5.2: Todo médulo 7 € H se relaciona con un punto 7y en el dominio fundamental .Zr, y los elementos
del interior de .#Z7 no se relacionan entre si. Las fronteras marcadas de color azul en el primer cuadrante se
relacionan con las fronteras azules del segundo cuadrante, y los segmentos rojos del primer cuadrante con
los segmentos rojos del segundo cuadrante.

SeateHy~y= <CCL Z) € PSL(2,7). Entonces, y7 = %£b

cT+d y
ar +b ar +b  cT+d
I :I =
m (77) m(m’—l—d) [(CT—I-d)(c?-i-d)]
 m actT + adt + beT + bd
B ler + d|?
I adt + beT
N ler +d|?
ad — be
— <|c7' " d|2> Im(7)
Im(7)
=\ 5.16
ler +d|?’ (5.16)

de donde, por un lado, Im(y7) estd acotado superior e inferiormente, por lo que existe 4 tal que

Im (y'7) es maximal. Es claro que existe j € Z tal que —3 < Re(7Y4'r) < 3. Sin pérdida de

generalidad, supéngase de una vez que —% < Re(y'7) < % Supdéngase ademas, por contradiccién,
que |¥'7| < 1. Entonces

/

YT
Im(M~'7) = Imw >1Im (7/'7), (5.17)

que contradice que Im(4'7) sea maximal.
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Para terminar la demostracién, basta probar que si 71,7 € #7p, entonces 7 £ To, 0 T| ~ Ty
para puntos en la frontera. Primero, notemos que, para cualquier 7 en el interior de .#7, dada
una traslacién, T%r & #r. De la misma manera, para 7 en el interior de .#7, dada S, tenemos
|ST| = 1/|7| < 1. Ahora, para generar contradiccién, supéngase que existe v € PSL (2,7Z) tal que
Y71 = T2 ¥, sin pérdida de generalidad, supéngase que Im (72) > Im (71 ). Por esta hipétesis, se sigue
la siguiente desigualdad |cm + d| < 1, ya que

Im (71)

Im (1) :7|c7_1 P (5.18)
Im (72)

) 5.19

“lery +d|? ( )
Im (y77)

I S 5.20

lery + d|?’ ( )

de donde se sigue la desigualdad propuesta. Ahora, nétese que, dado que

e + d|* = (cRe(r1) + d + icIm(r)) (cRe(r1) + d — iclm(r1)) = (cRe(r1) + d)* + (cIm(r1))?,
(5.21)
se deduce |c| < 2, puesto que I'm (11) > 1. A partir de aqui, se desprenden distintos casos:

1. ¢ =0y d = +£1. En este caso, la transformacién v es la identidad o v = £(} 1), de donde
y11 = T2 si Re (1) = £1/2.

2. ¢ = +1 y d = 0. Para satisfacer la desigualdad |cm| = |r1| > 1, entonces v = TS, con T y
S dados por las ecuaciones y , respectivamente. Si a = 0, entonces 79 = 1/71 y
|T2| = 1/|m1| = 1, por lo que 75 vive en el segmento de circulo. Si, por el otro lado, a = +1
(ya que, si |a] > 1, entonces 71 no se encontraria en el dominio fundamental), entonces

leé—i-i@,y

1 3 1 3 1 3
=9n =T'S <2+¢‘§> :T<—2+i\2[> :2+i\2[=T1, (5.22)
y, de la misma manera, si 7 = —% + z§ ya=—1.

3.c=d==x1l,y1 = —% + z@ En este caso, v es de la forma v = T*ST = T° <(1) _11> Si

0 -1 1 V3 -1 1 V3
72_<1 1><_2“2>_~“2“2_“’ (5.23)

mientrasquesia:1y7-2:T7-1:7-1+1:%_|_Z'

a = 1, entonces
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4. c=—-d==4+1lymn = % +i§. Para el dltimo caso, notamos que v = T (_11 _01> Sia=0,

entonces
1 V3 -1 1 3
7'2:'7<+7/> = — = -+ = T1, (524)
1 /3
2 2 Ly 2 2
mientras que, si a = —1, entonces 179 =y = T lrn=n-1= —% + z§

Esto prueba la proposicién.

Como se mencioné anteriormente, este es un primer acercamiento a la clasificacién del toro, en
la que se muestran equivalencias entre estructuras complejas. Al principio de esta seccién se probd
que la primera clase de Chern se anula, ademés de que, como se mostré en el segundo capitulo,
el toro obtiene una estructura de variedad de Kéhler, por lo que la clasificacion de tinicamente la
estructura compleja no engloba todas las estructuras a estudiar en este caso, pero termina con la
clasificacion de variedades de Calabi-Yau de dimension compleja 1.

5.3 Clasificacién de superficies K3

El ejemplo de la superficie cuartica de Fermat presentado en la seccién [4.4] establece la estructura
geométrica diferenciable real de cualquier superficie K3. Esto se sigue ya que cualesquiera dos
superficies K3 son difeomorfas entre si. Sin embargo, como se ha enfatizado a lo largo de este trabajo,
las distintas estructuras generan distintas clasificaciones. Esta seccion se encarga de enunciar estos
resultados y sus espacios de médulos.

Esta seccién se inicia entonces notando que usando los términos de Kodaira [Kod64], si S es
deformacién de una superficie Sp, entonces S y Sy son difeomorfas [KS58]. Nétese el siguiente
resultado.

Proposiciéon. Si Sy es una superficie K3 y S es una variedad diferenciable difeomorfa a Sy,
entonces S es una superficie K3.

Demostracion. Como Sy y S son difeomorfas, entonces son homeomorfas y los grupos de coho-
mologia se conservan. Ademads, la estructura de Kéhler se conserva. Por tanto, se sigue que S es
una superficie K3, demostrando la proposicién.

Este resultado tnicamente establece cémo distinguir una superficie compleja y concluir que es
una superficie K3. Sin embargo, no establece la relacién entre dos superficies K3 cualesquiera.
Para esto, el siguiente resultado debido a Kodaira y conjeturado por Weil y Andreotti [Kod64] es
fundamental estableciendo dicha relacién.

Teorema de Kodaira. Toda superficie compleja K3 es una deformacion de una superficie
cudrtica en un espacio proyectivo CP3.

La demostracién presentada por Kodaira de este resultado consiste en la construccién de dicha
superficie y resulta, por lo que se mencioné anteriormente, en el siguiente corolario.

Corolario. Cualesquiera dos superficies K3 son difeomorfas entre si.



CAPITULO 5. EL PROBLEMA DE CLASIFICACION Y PRIMEROS
56 RESULTADOS

De esta manera, la clasificaciéon diferenciable de las superficies K3 estd completamente dada.

Antes de proceder a refinar la clasificacién como se hizo en el caso del toro, es conveniente
mostrar la importancia de este teorema de clasificaciéon de Kodaira. Para esto, consideremos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo. Considérense tres polinomios de seis variables complejas, f1, fa, f3 € C|[z1, ..., zg], con
grado 2. Entonces V (f;) € CP°,i = 1,2,3, de donde Vic = V (f1, fa, f3) = V (f1)NV (f2)NV (f3) C
CP3. Ademés, supongamos que I (Vi¢) = (F1, F3) con F1, Fy € Clxy, ..., z6]. Entonces V¢ es una
superficie K 3.

Demostracion. Recurriendo a la analitificacion, Vi es una variedad de Kéhler. Ademaés, dadas
las siguientes inclusiones

Vie CV (f1,f2) SV (f1) € CP, (5.25)
se tienen los siguientes homomorfismos de grupos de cohomologia
HY (CP,0%) = H' (V(1),0%) = H (V(f1, f2),0%) = H' (Vic, 07), (5.26)

de donde se sigue que es isomorfismo, por el teorema del hiperplano de Lefschetz.

A Vic se le conoce como la interseccion completa de tres cuadricas en el espacio proyecti-
vo [GH94]. Por el Teorema de Kodaira y su corolario, entonces, V¢ es equivalente a la superficie
cuartica de Fermat. Sin embargo, esta equivalencia se da como variedades diferenciables, no nece-
sariamente como variedades complejas o como variedades algebraicas. Por ello, el estudio de estas
dos estructuras y sus equivalencias se debe refinar. Para esto, se utilizan los teoremas de Torelli
que se enuncian a continuacion.

Al estudiar la clasificacién de superficies de Riemann, Torelli probé que su estructura esta-
ba determinada completamente de la siguiente manera: si X es una superficie de Riemann y
J (X) su variedad jacobiana (ver Apéndice [B.2), entonces X queda completamente determinada
por J (X) [Wei09].

Es notable, a diferencia de la construccién con interpretacion geométrica presentada en la seccién
anterior, que este resultado se basa en la cohomologia de las variedades. Como se definid, una
superficie K3 es compleja, compacta, sin singularidades y ademas c¢; = 0. Por el teorema de Calabi-
Yau, se puede reinterpretar utilizando la curvatura de Ricci. Sin embargo, un contraejemplo usual
es el siguiente: considérese el toro como variedad diferenciable y su parametrizacién usual (6, ¢).
Al calcular la métrica riemanniana y la curvatura de Ricci, uno se da cuenta de que, al contrario
de lo que se espera por ser una variedad de Calabi-Yau, ésta tltima no se anula. Por tanto, es
necesario poner dichas hipétesis en términos del invariante topoldgico en lugar de la curvatura. De
esta manera, las hipdtesis de los teoremas de clasificacién de superficies K3 consisten en analizar la
estructura de los grupos de cohomologia. Por ejemplo, el teorema de Kodaira y su corolario tienen
como hipdtesis que la clase caracteristica ¢; se anula. Dado el teorema de clasificacién de Kodaira-
Enriques, diferentes superficies complejas no signulares pueden tener primera clase de Chern no
nula [GH94], por lo que esa hipétesis es bastante restrictiva.

Por otro lado, nétese que una superficie K3 tiene primer y tercer grupo de cohomologia triviales,
por lo que no aportan un refinamiento a la clasificacién. Mientras, los grupos de cohomologia H"
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y H* tienen dimensién 1, por lo que, como espacios vectoriales, son isomorfos. Entonces, el grupo
de ayuda en la clasificacién es el segundo grupo de cohomologia H?, en los llamados teoremas de
Torelli.

Estos dos teoremas, divididos en el teorema algebraico y el teorema analitico, se basan en
el teorema de Torelli, y consideran distintas estructuras adicionales sobre el segundo grupo de
cohomologia H? (S,7). Como se mostré en la secciéon existe una forma bilineal y simétrica
en este grupo, dada por por el producto cup. Por ello, si S es una superficie K3, se dice que
(H 2(5, Z),~—) es una reticula. De esta manera, se propone una reticula modelo, llamada reticula
caracteristica, denotada por Ags. Esta reticula se construye usando tres copias del hiperplano
superior y dos de la reticula Eg, de donde Axs = H? @ H? @ H? @ (—Eg) @ (—Eg), por lo que
la forma bilineal asociada tiene una signatura (3,19) [PSST7I]. Esto es, para la matriz asociada a
la forma bilineal en Ags, (, ), existe una matriz invertible (no necesariamente ortogonal), tal que
existen 3 elementos vy, va,v3 € Agg con (v;,v;) > 0, y 19 elementos, w;, con (wj, w;) <0 [Lan02].

Sea S una superficie K3 y consideremos el segundo grupo de cohomologia singular con coefi-
cientes enteros H? (S,7Z). Se dice que (S, ¢) es una superficie marcada si ¢ : H? (S,7) — Ak3 es
una isometria de reticulas. Es decir, si [a] y [8] son elementos de H? (S, Z), entonces

[o] — (8] = (dla],0[B]), (5.27)

donde (, ) es la forma bilineal de Ags.

En la seccién [2.5] se descompuso el operador d en los operadores de Dolbeault, de forma que
d = O + 0. En particular, para todo elemento [a] € H? (M, Z) se tiene d[a] = 0. Por ello, para la
forma de Kihler w, se tiene [w] € H? (S,Z). De esta manera, el estudio del grupo de cohomologia
H? (M, Z) se puede emprender desde el estudio de la forma w.

Con esto, se formula el siguiente teorema, debido a Sapiro y Safarevi [PSST1].

Teorema de Torelli algebraico. Sea (S, ¢) una superficie K3 algebraica marcada. Esta su-
perficie esta determinada tnicamente por sus periodos.

En otras palabras, se tiene que el estudio de la clasificacién de las superficies K3 marcadas
dependen tinicamente de la estructura de Hodge sobre el segundo grupo de cohomologia. Dado que
las superficies K3 son variedades de Kéahler, entonces esta estructura de Hodge esta dada por el
isomorfismo dado en la seccién 2.5

Hgp (S) ~ H2° (S) & Hy' (S) @ Hy? (5), (5.28)
donde S es la superficie, H(%R es el segundo grupo de cohomologia de de Rham, y HP*? es el p, g-ésimo
grupo de cohomologia de Dolbeault, con p,q € {0,1,2}.

Con este resultado en mente, se propone un espacio de médulos de superficies K3 marcadas. Para

ello, se dice que dos superficies marcadas (S, @) y (S’, ¢') son equivalentes si existe un biholomorfismo
g:S — 5, de acuerdo a la definicién en tal que

pog =4¢, (5.29)
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donde g* : H%(S',Z) — H?*(S,Z) es el pull-back de g (ver Apéndice [B.2). Dada esta relacién de
equivalencia, se tiene que el espacio de mdédulos estd dado por

N={(5,0)}/~. (5.30)

La estructura de este espacio se estudia detalladamente en las notas de Huybrechts [Huy15],
en donde utiliza herramientas como el mapeo periddico y dominios de periodos. Sin embargo, se
notan dos hechos importantes con respecto a este espacio: primero, N es un espacio que no es
Hausdorff. Este fue el mismo problema encontrado al estudiar variedades algebraicas en un principio,
donde recurrimos al principio GAGA (ver seccién para conseguir espacios analitificados que si
cumplieran el segundo axioma de separacion. Por ello, se podrian aplicar en este caso las mismas
herramientas para volverlo una variedad. Segundo, y més importante, es que N (o N®*) es un
espacio de dimensién 20.

Asi como se entendi6 el espacio de médulos del toro, donde cada punto representaba una es-
tructura compleja distinta, de la misma manera se entiende este espacio de moédulos: cada punto
p=1[(S,¢)] € N representa una superficie K3 S y una isometria ¢ : H2(S,Z) — Ags3. En otras
palabras, N contiene a todas las superficies K3 marcadas.

Como se noté en la seccién como toda superficie K3 algebraica es analitica, entonces la
clasificacién dada por el teorema de Torelli algebraico igual aplica a un subconjunto de las superficies
K3 analiticas. Sin embargo, la clasificacién de las superficies K3 analiticas requiere otras hipétesis
sobre el segundo grupo de cohomologia H?(S,Z). La formulacién y demostracién del siguiente
teorema se deben a Burns y Rapoport [BR75], y los detalles de estas hipdtesis adicionales se
pueden encontrar, por ejemplo, en las notas de Huybrechts [Huy15].

Teorema de Torelli analitico. Sean S y S’ dos superficies K3 y ¢* un isomorfismo

¢*: H*(S,Z) — H* (5',Z) , (5.31)
tal que ¢*
e preserva las estructuras de Hodge en las extensiones sobre los complejos,
e manda el cono VT (S) en el cono V* (57), y
e manda la clase de un divisor efectivo en un ciclo efectivo.

Entonces ¢* es inducido por un tnico isomorfismo ¢ : S’ — S.

La segunda hipétesis requiere una estructura adicional sobre H? (S,Z). En general, se define
el cono de un espacio vectorial con un tensor bilineal definido como todos aquellos vectores x que
satisfacen (z,z) > 0. En el caso de las superficies K3, se define el cono V' (S) como la componente
conexa de H'!'(S) que satisface (z,z) > 0, x € H! (S). Por el otro lado, la tercera hipéte-
sis establece relaciones entre los grupos libres generados por las subvariedades de las respectivas
superficies [Huy15].
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Se debe notar lo siguiente: en el teorema de Torelli analitico no se pide que las superficies
K3 sean marcadas. Al no pedir esta hipdtesis, se piden las hipdtesis adicionales sobre los conos,
los divisores y ciclos. Por ello, la relativa facilidad que uno obtiene al pasar de K3 algebraicas
a analiticas usando el principio GAGA, se pierde al momento de clasificarlas. Por lo mismo, las
herramientas de geometria algebraica son, igual que las técnicas usuales que conocemos de geometria
diferencial, indispensables y deben ser consideradas mas seguido en el estudio de teoria de cuerdas
y sus compactificaciones.
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Capitulo 6
Discusion

En este trabajo se presentaron distintas herramientas y resultados. Algunos de ellos se encuentran
en libros de referencia para estudiantes de fisica, como el texto de Nakahara [Nak03|], aunque en
frecuentemente se omiten las pruebas o detalles de las mismas. Otras herramientas, tales como las
construcciones de geometria algebraica, suelen no abordarse en este tipo de libros. En especial para
jovenes con interés en compactificaciones de la teoria de cuerdas, los detalles omitidos resultan de
gran relevancia con el objetivo de resolver las preguntas abiertas de esa area de estudio (estabili-
zacién de médulos, métricas inducidas, clasificaciéon de modelos, etc.). Hagamos un recuento de lo
que se logré en este trabajo.

En el capitulo [2| se introdujeron primero las variedades diferenciables complejas partiendo de la
idea de variedad diferenciable, y se probé un teorema de funciones holomorfas. En la seccién [2.1.1]
se completaron detalles de la demostracién de que ciertos espacios son variedades complejas. En el
caso del espacio proyectivo complejo CP, se mostré que es equivalente a la esfera de Riemann S,
y se introdujo el concepto de superficie de Riemann, crucial e.g. en el estudio de las interacciones
en teorfa de cuerdas [MS95, BKNT20b].

En la seccién se discutié por qué se construye un operador J, que se denomina estructura
compleja, utilizando como punto de partida el ejemplo conocido R?® ~ C", y se extendié a espacios
vectoriales de dimensién par. A diferencia del enfoque, por ejemplo, de Shaikh y De [SD09], este
enfoque permite entender al operador J no sélo como multiplicaciéon por la unidad imaginaria 4,
sino que igualmente permite entenderse como una rotacién de 7 radianes en el subespacio generado
por dos vectores complejos linealmente independientes.

En la seccién [2.3] se introduce un enfoque de las formas diferenciables complejas desde el punto
de las formas diferenciables reales, traduciendo las operaciones algebraicas del algebra tensorial real,
y construyendo los haces de formas ) y esbozando la idea de la demostracion de la descomposicién
de un grupo de p-formas reales en términos de (r, s)-formas complejas, con la condicién r + s = p.

La seccion introduce un nuevo concepto de la geometria de Kéhler: la geometria simpléctica.
La geometria simpléctica ofrece un nuevo enfoque a través de una 2-forma cerrada, y ademds esta
estrechamente relacionada con la geometria compleja y la geometria de Riemann. Esto se prueba
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en la primera proposicién. Ademads, utilizando una estructura compleja J, se introduce el concepto
de integrabilidad y un teorema que establece esta condicién.

En la seccion [2.4.1] se traducen los tensores de la geometria riemanniana real a la geometria
diferencial compleja. Para ello, se prueban algunas afirmaciones y se completan algunos detalles
faltantes en la demostracién de Nakahara [Nak03].

En algunas referencias consultadas (por ejemplo, las notas de Huybrechts [Huyl15]) se hacen
referencias implicitas a teoremas de relacién entre grupos de cohomologia singulares, por lo que
en la seccién se mencionan explicitamente dichos teoremas. De igual manera, se explica la
importancia de los nuimeros de Hodge y de Betti como invariantes topoldgicos y por qué son
importantes al estudiar el problema de clasificacién.

Finalmente, en la seccién [2.6]se introducen las variedades de Kahler desde los puntos de vista de
geometria compleja y de geometria simpléctica. Al construir algunos ejemplos, se hacen las pruebas
completas y se muestra la importancia del teorema de integrabilidad en un contraejemplo: una
variedad compleja y compacta que, sin embargo, no es de Kahler.

Como se mostré a lo largo del trabajo, la introduccion de la geometria algebraica permite dar un
diferente enfoque a las variedades de Kéahler. El libro de referencia de Nakahara [Nak03], desafortu-
nadamente, no las introduce. Por ello, el capitulo [3|inicia introduciendo las herramientas basicas de
geometria algebraica, utilizando las nociones de conjunto algebraico de Kenji Ueno [Uen00], pero
construyendo las variedades algebraicas de acuerdo a la definicién de James Milne [Mill7]. Esto
constituye una contribucién importante para los fisicos interesados en esta drea de estudio.

Dada la importancia del espacio proyectivo complejo, en la seccién se prueba que, asi como
es una variedad compleja, también es una variedad algebraica. Igualmente se prueba que si un
punto es elemento de un conjunto algebraico generado por un polinomio homogéneo, entonces la
clase de equivalencia es subconjunto del mismo conjunto algebraico, introduciendo asi los conjuntos
algebraicos del espacio proyectivo complejo.

Dos teoremas fundamentales en el trabajo se presentan en la seccion La misma importancia
de los mismos es tal que permite trabajar, hasta cierto punto, indistintamente con variedades
complejas o variedades algebraicas. Esto se muestra primero en la seccién [3.4] en donde, siguiendo
la idea de Koblitz [Kob93]|, se prueba que un toro tiene estructura de variedad algebraica, por un
lado, o que una variedad algebraica tiene estructura de grupo abeliano.

En el capitulo[dse discute primero la conjetura de Calabi en la seccién[4.1] enfatizando que es un
teorema de existencia, mas no establece la construccién de una métrica que cumpla las consecuencias
del teorema. Esto representa una pregunta abierta que podria explorarse en el futuro.

Con la definicién de Kodaira [Kod64], se introducen finalmente las superficies K3. Dada la difi-
cultad para calcular clases de Chern a la manera de Milnor [MS17] y McDuff [MS99], se considera
a la primera clase de Chern como un homomorfismo de grupos de cohomologia, siguiendo a Vais-
man [Vail6]. Con ello, se prueban dos proposiciones: primero, si S es una superficie, basta pedirle
que su primer grupo de cohomologia sea trivial para que sea K3, y segundo, si S es una variedad
K3 en el sentido algebraico, entonces su analitificacién S°" igualmente es una variedad K3.

En la seccién 4.3[se calcula el diamante de Hodge a la manera de Griffiths [GH94] y se muestra
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que el segundo grupo de cohomologia tiene un producto interno definido como la integral del
producto cuna de dos formas.

Para finalizar el capitulo 4] se prueba que un conjunto algebraico definido por un polinomio
de grado 4 es una superficie K3. Para ello, se utiliza el teorema 1 de GAGA y se nota que dicho
conjunto es una variedad de Kéhler, y utilizando el teorema del hiperplano de Lefschetz, resulta en
una superficie K3, que ademas es de Calabi-Yau.

Una vez introducidas todas las herramientas matematicas necesarias, en el capitulo |5[se empieza
a estudiar el problema de clasificacién, objetivo de esta tesis. Para ello, utilizando relaciones de
equivalencia, se prueba un resultado utilizando herramientas de teoria de categorias: si dos objetos
son isomorfos en una categoria y existe un funtor a otra categoria, entonces sus imdgenes son
isomorfas. De la misma manera, se da un contraejemplo de por qué el inverso no es cierto.

En la seccion [5.2] se explica el problema de la clasificacion del toro, y se prueban los resultados
fundamentales de la clasificacién de los toros complejos, completando los detalles de las pruebas de
Nakahara [Nak03] y utilizando las ideas presentadas por Tromba [Tro92]. Suele darse por hecho la
estructura del espacio de médulos del toro, por lo que se prueba que el espacio de modulos del toro
estd dado como una franja delimitada por un segmento de arco y dos rectas verticales.

Finalmente, se introduce el problema de clasificacion de las superficies K3, y se nota que dada
una superficie K3, Sy, cualquier otro espacio difeomorfo a Sy igualmente es una superficie K3.
Como estas superficies tienen estructura de variedad riemanniana, variedad compleja, simpléctica
y ademds algebraica, se delimitan los distintos casos. Para ello, se mencionan tres teoremas de
clasificacion. Primero, el teorema debido a Kodaira establece la clasificacion a nivel diferenciable,
concluyendo que cualesquiera dos superficies K3 son difeomorfas. Los siguientes dos teoremas,
conocidos como teoremas de Torelli, establecen la clasificacion en los casos algebraicos y complejos.
Se discuten entonces brevemente dichos teoremas, notando las ventajas y desventajas de los mismos
en el caso algebraico y en el caso complejo.

Extensiones de este trabajo

Utilizando las herramientas estudiadas en la elaboracion de este trabajo, ya que entendemos mejor
la estructura de las superficies K3, se pueden emplear distintas expresiones de estas variedades
como espacios de compactificacion de una teoria de cuerdas 10-dimensional. Presumiblemente, esto
conduciria a diferentes teorias cudnticas de campos en 6 dimensiones espacio-temporales. Explo-
tando la equivalencia de las K3, uno deberia ser capaz de llegar a condiciones de consistencia
relacionados tal vez con la cancelacién de anomalias [Erl94].

Otra extension natural de este trabajo, més ligada al formalismo desarrollado, es la clasificacién
de variedades de Calabi-Yau en 3 dimensiones complejas, fundamentales para conectar las teorias de
cuerdas con su fenomenologia 4-dimensional supersimétrica. En particular, algunos de los resultados
mostrados son invariantes dimensionales. Por ello, seria interesante explorar extender los resultados
de GAGA a variedades de Calabi-Yau de interseccién completa (CICYs, por su abreviacién en
inglés), como el ejemplo mostrado en la seccién
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Apéndice A

Orientabilidad en variedades
complejas

El concepto de orientabilidad es fundamental en el estudio de variedades diferenciables, en particular
en la teoria de integracién. Este concepto surge del estudio de espacios vectoriales. En este apéndice
se describen brevemente estos conceptos y se dan dos demostraciones acerca de la orientabilidad
de las variedades complejas y de Kéhler, que se mencionan en el trabajo.

Definicion de espacio vectorial orientable. Sea V' un R-espacio vectorial de dimensién n y
£ una base. Se dice que una base ' de V tiene la misma orientacién que £ si existe T' € GL (n,R)
tal que T8 = B'. Si det (T) > 0, se dice que V con la base 8 estd positivamente orientado, y si
det (T') < 0, negativamente orientado.

Dado que GL (n,R) es disconexo, se tienen tinicamente dos orientaciones posibles, la positiva o
negativa. Ademas, la orientacién se puede definir a partir de una n-forma [Leel3].

Proposicién. Sea V' un espacio vectorial de dimensién n y una n-forma 2 € V* A ... AV*. El
conjunto de las bases ordenadas {( vy, ..., v, ) } tales que Q2 (vy, ..., v,) > 0 determinan una orientacién
para V.

De manera andloga, se define una orientacion para una variedad diferenciable M: se dice que
M es puntualmente orientable si para todo p € M existe una orientaciéon para 7,M. De la misma
manera que en la proposiciéon anterior, se puede definir una orientacién en una vecindad de p € M
mediante n-formas [Leel3].

Proposicién. Sea M una variedad diferenciable de dimensiéon n > 1. Cualquier n-forma no
nula € en M determina una orientacién, tal que €2, determina una orientacién para T,M, p € M.

La relacién fundamental entre la geometria de una variedad riemanniana y su orientacién esta
dada por el siguiente resultado.

Proposicién. Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensién n. Existe una unica n-forma
Q) que determina la orientaciéon de M, tal que

Q(Ey, ... Ey) =1, (A1)
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donde (Ej;),; es un marco ortonormal para M.

Esta n-forma €2 se llama forma riemanniana de volumen, o elemento de volumen riemanniano.
Este resultado asegura que para cualquier variedad de Riemann orientada, dicha forma existe.
Ahora, se proponen y muestran los casos de interés.

Proposicién. Una variedad compleja M de dimensién n con haz tangente complejo TMC es
orientable en el haz real subyaciente T'M.

Demostracion. Sea V un C-espacio vectorial de dimensién dimc (V). Sea {ay, ..., an } una C-base
de V. Entonces = {a1,ia1,...,an,ia,} es una R-base de V, que representa una orientacién para
V' como R-espacio vectorial. Como GL (n,C) es conexo (notemos que det (GL(2,C)) = C\ {0}),
tenemos

GL(n,C) — C\ {0} —» R™, (A.2)

donde la segunda funcién estd dada por la norma. Por tanto, GL (n,C) ~ GL* (2n,R), esto es, la
base  determina una orientacién positiva. Y esto es valido para cada C-espacio vectorial.

Ahora, sea (Eq, ..., E,) un marco local para TMC. Entonces (El,El, ...,En,En)p es una ba-
se orientada positivamente para 71,M. Como cada T,M es un espacio positivamente orientado,
entonces la variedad real M con haz tangente real T'M es orientable.

Proposicién. Una variedad de Kahler es orientable.

Demostracion. Recordamos que en una variedad de Kéhler tenemos una forma de Kdhler, w. En
este caso, tenemos una variedad de dimensién real 2n, y la 2-forma que determinaré la orientacion
serd w. Para ello, hay que notar que w™ es una 2n-forma que satisface w™ # 0. Esto se hace para
cada fibra T, M.

La demostracion se sigue de los dos lemas siguientes. Considérese entonces V' = T, M un R-
espacio vectorial de dimensién real 2n, y w una forma simpléctica en V. Se considera la estructura
compleja J compatible con w en V', de donde w (u,v) = g (Ju,v).

Lema 1. Existe una base {e;, f;} tal que w(e;,e;) =w (fi, fx) =0,y

w (e, fj) = {é i;j, (A.3)

para i, j, k., l=1,...,n.

Demostracion. La demostracion se hace por induccién sobre la dimensién de V. Sea n = 1. Sea
e1 € V un vector normal (g (e1,e1) = 1) y f1 = Jei. Entonces {ey, fi} es base de V. De aqui, se
tiene

0=w(e1,e1) =w(Jer,Jer) =w(f1, f1),
lo que prueba la primera condicién. Ademas, se tiene
w(er, fi) = w(e1, Jer) = g (e1,e1) = 1,

que prueba la base de induccién.
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Supdngase que es valido para n — 1. Sea n tal que dimg (V) = 2n. Sea W C V un subespacio
propio de dimensién 2n — 2. Por hip6tesis de induccién, existe una base {e1, ..., €n—1, f1, .-y fn-1}
ortonormal de W tal que w (e;,e;) = w (fi, fj) =0, y w(es, fj) = 0ij, 4,5 =1,...,n— 1,y 0 la delta
de Kronecker.

Sea W el espacio ortogonal a W, y sea {g1, h1} una base ortonormal para W, tal que Jg1 =
hi. (De esta manera, esta base satisface las implicaciones del teorema). Como {gi1,h;} satisfacen
w (g1, h1) = 1, para terminar la demostracion basta mostrar que w (e;, 91) = w (fj, h1) = w (&5, h1) =
w(fj, ) =0,Vi,j=1,..,n— 1. Para ello, nétese que

0=g(ei,g1) =wl(e Jg1) =w(es, h1),

de donde w (e;, h1) = 0. Los otros tres casos son similares. Esto prueba el lema 1.

Con este resultado, entonces w = > ; e A fF. El siguiente lema finalmente prueba que w™ # 0.
Lema 2. Dada la expresion local de la forma simpléctica w, se tiene
wh = k! > ef AL A Nei A (A.4)

1< <2<, < <n

Demostracion. Nuevamente, se hace induccién, pero sobre k. En el caso en el que k£ = 1,

wk = w! = w, y no aclara la idea de la demostracién. Sea k = 2. Entonces

n n n n
w? = (Zef/\f{k> A (Ze}‘/\f{*) =Y ENSAGAF Y NI NN S
=1 i=1

i=1 i=1

n n n
=) EASTNEGNFTHENTASNSs D SN NETfi+ o+ > e NfFAERN
=2 =3 =1

=2 > NSNS

1<i<j<n

Esto prueba la base de induccién.
Se supone que es valido para k£ — 1. Entonces

n
k k—1
WP =Pt Aw=(k—-1)! > e ANFa N Ner  AFE T AD eEn S
1<iy<..<ig_1<n j=1
=k-1D|k > e NN NESNFTA L NE, AN
1<i1 <ia<...<j< . ig—1<n
=kl > NN NE NS (A.5)

1< <. <ip<n

En particular, si k = n, se tiene w™ = nlej A f{ A...Aej, A fr. Por tanto, w™ (e1, ..., €n, f1, ..., fn) =
nl # 0.
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Apéndice B
Definiciones y algunos resultados

En esta tesis, se utilizan de manera recurrente algunos conceptos y resultados que no se definen
explicitamente. El propésito de este apéndice es proporcionar algunas de las definiciones, propo-
siciones y teoremas de dlgebra y topologia relevantes en este trabajo para facilitar la lectura del
trabajo. Estos elementos son expuestos aqui sin demostracion, refiriendo al lector, en algunos casos,
a libros de consulta.

B.1 Algebra

Las definiciones de grupos y anillos presentadas en esta seccién se pueden encontrar en los libros de
Laveaga [GL14] y de Avella [AMCSI17]. Las definiciones de ideales, morfismos, médulos y teoremas
de isomorfismo, asi como las definiciones de teorias de categorias se pueden consultar en el libro de
Lang [Lan02].

Definicion de relacion de equivalencia. Dado un conjunto A, una relacion de equivalencia en
A, denotada por ~, satisface

e Sia€ A, a~ a (reflexividad),
e Sia,be Asia~b, entonces b ~ a (simetria),
e Sia,bce A,a~by b~ c, entonces a ~ ¢ (transitividad).

Dado a € A, se denota [a] su clase de equivalencia que consiste de b € A tal que a ~ b. Se define
A/ ~ el espacio de particion dado por A/ ~= {[a]: a € A}.

Definicién de grupo. Sea un conjunto G con una operacién *. (G, *) es un grupo si
e ax(bxc)=(axb)x*c (asociatividad)

e decG:axe=exa=a,Va € G (existencia del neutro)
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e Dadaa e G, € G:axb=>bxa=e (existencia del inverso)

Kernel e imagen de funciéon entre grupos. Dada f una funcién entre dos grupos, G y H,
se define el kernel de f como ker (f) = {g€ G : f(g)=-en}, y la imagen de f como Im(f) =
{heH:(JgeG)(f(g)=h)}

Definicién de anillo. Un anillo (R, +,*) es un conjunto R junto con dos operaciones binarias,
llamadas suma y producto, denotadas + y *, respectivamente, que satisfacen las siguientes propie-
dades, para cualesquiera x,vy, z € R:

e (x+y)+z=z+(y+2),

e rt+y=y+uw,

e 0eR:24+0=0+2z==x,
eVicRIweR:w+r=2+w=0,
o (xxy)*xz=1xx(yx*z),

o rx(y+z)=zxy+ax*z.

Anillo conmutativo. Si la operacién producto * es conmutativa, se dice que el anillo es conmu-
tativo.

Un anillo conmutativo se llama dominio entero en el caso de que, para cualesquiera x,y € R, si
z*y =0, entonces zt =00y =0.

Teorema. Un anillo conmutativo R es un dominio entero si y sélo si para toda z,y,z € R, si
T xy =%z, entonces y = z, con = # 0.

Definicion de homomorfismo de anillos. Dada ¢ : R — S, z,y € R. ¢ es un homorfismo de
anillos si

e p(z+y)=0o(x)+¢(y)
* p(zxy)=¢(z)od(y)
° d)(lR):ls.

Si ¢ es una funcion biyectiva, se dice que ¢ es un isomorfismo de anillos. Si S y R son dos anillos,
se dice que S es un subanillo de R si es un subconjunto de R y es un anillo bajo las operaciones
inducidas. La interseccién arbitraria de subanillos es un anillo. La nocién de kernel e imagen de la
funcién ¢ se definen analogamente a la nocién en el caso de grupos.

Definicion de kernel de un homomorfismo. El kernel de un homomorfismo ¢ es el subcon-
junto de R: ker (¢) = {r € R: ¢(r)=0g}; y la imagen de ¢ es el subconjunto de S: Im (¢) =
{seS:3reR:¢(r)=s}.
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Definicion de ideal. Dado un anillo R, un ideal I C R es un subconjunto que es subgrupo bajo
la suma y es cerrado bajo multiplicacién por la izquierda y la derecha.

Definicién de anillo cociente un ideal. Una relacién de equivalencia: x ~ y siy sélosi z = 4y € T
si z,y € R. Entonces, R/I (definido como las clases de equivalencia o cosets derechos) tiene una
estructura natural de grupo, bajo la suma. Definiendo a la suma como

(a+I)x(b+I)=ab+1 Va,be R.

Proposicién. R/ es un anillo bajo las operaciones naturales, y se llamara el anillo cociente.

Primer Teorema de Isomorfismo. Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos. Entonces, el
mapeo inducido

¢ : R/ker(¢) — Im(o)
a+ ker(¢) — ¢(a)
es un isomorfismo de anillos.

Definicion de campo algebraicamente cerrado. Un campo K se dice algebraicamente cerrado
si cualquier polinomio f € K|[z] tiene al menos una raiz en K. Por ejemplo, C es algebraicamente
cerrado. R no es algebraicamente cerrado ya que el polinomio z? — 1 no tiene raiz en R.

Definicién de R-mdédulo. Un médulo izquierdo sobre un anillo R D(usualmente R-médulo) es un
grupo abeliano M que satisface los axiomas

e Sir,s € R,a € M, entonces (r + s)a =ra+ b,

e Sir,s € R, a € M, entonces (rs)a = r(sa),

e Sire R, a,be M, entonces r (a+b) = ra + rb,

e Para toda a € M, 1ga = a, con 1g la identidad multiplicativa de R.

A menos que se diga lo contrario, siempre se utilizan R-mdédulos izquierdos, y se dicen simplemente
R-médulos.

Definicion de categoria. Una categoria 4 consiste de dos clases, llamadas objetos Obj y clases
ajenas para cualesquiera dos objetos A, B llamados los morfismos y denotado por Mor (A, B) con
una ley de composicién

o : Mor (A, B) x Mor (B,C) — Mor (A4,C), (B.1)

que satisface los siguientes axiomas

Un R-médulo derecho se define de manera andloga y cuando R es abeliano con respecto a la multiplicacién,
ambos R-médulos coinciden.
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e La composicién o estd bien definida y es asociativa,

e Para cada objeto A existe 14 € Mor (4, A) tal que

o(falA):fa O(]-A’g):.ga (B2)

con f € Mor (B,A) y g € Mor (A, B).
Ejemplos de categorias son las categorias de espacios topoldgicos Top donde los morfismos son
funciones continuas, las categorias de grupos Gps y grupos abelianos Ab donde los morfismos son
homomorfismos de grupos y homomorfismos de grupos abelianos, respectivamente. Se define un
isomorfismo f en una categoria % como una funcién tal que, si f € Mor (4, B), existe g € Mor (B, A)

de modo que o f,g) = 14 y o(g, f) = 15. En los ejemplos anteriores, el isomorfismo en Top son los
homeomorfismos, en Gps son los isomorfismos de grupos, etcétera.

Definicion de funtor. Un funtor covariante es una aplicacién F' entre dos categorias, € y %,
denotado F' : ¢ — Z tal que, si A es un objeto de <7, F'(A) es un objeto de Z ysig: A — B,
entonces F'(g) : F(A) — F(B) sujeto a las siguientes condiciones

e Sig:A— Byh:B— C entonces F (hog) = F(h)o F(g),
e Para todo A, F(14) = 1p(4

En el contexto de la definicién anterior, un funtor contravariante G revierte las flechas: Si
g: A — B, entonces G(g) : G(B) = G(A), con la primera condicién reescrita como

e Sig: A— Byh:B— C,entonces G (hog) =G(g) o G(h).

B.2 Topologia

Las definiciones de topologia general presentadas en este apéndice se pueden consultar en el libro
de Casarrubias y Tamariz [CSTMI5].

Axiomas de separacién en espacios topoldgicos. Dado un espacio topolégico (X, 7), U,V
abiertos, F, G cerrados, x,y € X, se dice que un espacio es

o Tpsi|Un{z,y} =1,
e T si {z} es cerrado para toda z € X,
e T (o de Hausdorfl) si x # y, existen U,V € T talesque x € U,y € VyUNV = g,

e T3 sidado F cerradoy x € X \ F, existen U,V € T talesque s c UUF CV yUNV =g,y
ademas es Tp,

e T3 5 si dadas las hipétesis anteriores, existe g : X — [0, 1] continua tal que g(z) =0y g |p =1,
y ademas es Ty,
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e T, si para cualesquiera F, G cerrados con FNG = &, existen U,V € 7 tales que F CU,G C
yUNV =d, y ademas es T;.

Definicién de base y segundo axioma de numerabilidad. Dado un espacio topolégico (X, 1),
una base para la topologia es un subconjunto % C 7 tal que para cualquier A € 7, existe B4 C A
tal que A = () Z%a. El peso de un espacio topolégico es el cardinal

W (X, 1) =sup{|#|: & es base para (X, 7)}. (B.3)
Si W (X, 7) < |N|, se dice que (X, 7) cumple el seqgundo azioma de numeracion (denotado por 2AN

usualmente).

Definicion de conexidad, conexidad por trayectorias y componente conexa. Un espacio
topolégico X se dice conezo si no existen U,V € 7, U,V Sy UNV = talesque X =UNV.
Un espacio topolégico se dice conexo por trayectorias si para cualesquiera dos puntos z,y € X
existe ¢ : [0,1] — X continua tal que ¢(0) = x y ¢(1) = y. Un subconjunto Y se dice que es una
componente conexa en X si 'Y es conexo y si V es conexoy Y C V, entonces Y =V.

Definicion de compacidad y paracompacidad. Un espacio topoldgico se dice compacto si para
cualquier cubierta abierta % existe una subcubierta abierta %* C % finita. Un espacio topoldgico
es paracompacto si toda cubierta abierta % tiene un refinamiento localmente finito ¥. Es decir,
para todo punto x € X, existe U abierto, € U, tal que |{W € ¥ : WNU # @}| es finito.

Definicién de pull-back. (Consultar [Leel3]). Sean dos variedades diferenciables M y N, un
difeomorfismo F' : M — N, una funcién f € C*° (N), un campo vectorial X : N — T'N y un campo
tensorial A: N — TP (T'N).

e El pull-back de f por F se define como F* (f) € C* (M) con regla de correspondencia
F*(f)= foPF, (B.4)
que es continua y diferenciable.
e El pull-back de X por F se define como F* (X): M — TM vy tiene regla de correspondencia
F*(X)=dF'oXoF, (B.5)
que esta bien definida y es suave.
e El pull-back de A por F se define como F* (A) € TP (T'M) con regla de correspondencia
F*A(vi,...,vp) = A(dF(v1),...,dF(vp)), (B.6)

donde dF' : TM — TN representa el mapeo tangente de F'.
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Definicién de simplejo euclidiano singular. (Consultar [MSI7]). El n-simplejo estandar es el
conjunto convexo A" C R™*! definido por

A= {(to, ...,tn): t; >0,0=0,....n,tg+ ... +tp, = 1} . (B7)

Si X es un espacio topoldgico, cualquier aplicacién continua o : A™ — X se llama un n-simplejo
singular.

Definicién de grupo de Picard y variedad jacobiana. (Consultar [?, cap.17]). Dada una
variedad diferenciable M, el grupo de Picard se define como el primer grupo de cohomologia de M
con coeficientes en la gavilla multiplicativa, y se denota por Pic (M) = H!' (M, 0*). La variedad
jacobiana de M, J (M), es la componente conexa que satisface 0 € J (M) C H' (M, 0*).



Apéndice C

Meétrica de Fubini-Study

Como se menciono en la seccién el potencial, la forma y la métrica de Kéahler no dependen

de las coordenadas. Por ello, el potencial introducido en la seccién se utiliza sin el subindice :
T — K.

Dado p € CP", existe i con 0 < i < n tal que p € U;, y dado el potencial £ de la seccién
podemos reescribirlo como

1o Y [el] =108 Y€, (1)
=0

donde §] = z—J son las coordenadas inhomogéneas definidas en la seccion Por definicién de
potencial de Kéhler, tenemos que la forma de Kahler es

w = i00X .
Para calcular w, aplicamos 0 y 0 por pasos. Entonces, tenemos

n

= 0 SNSPEE R
0K = Z@l log ) ¢l&] | d&;
=0 51 7=0

)
y ofﬂs 4”2 Opdé; (C.2)
Jj= ? =

Z@ dé;,

Z?Ogjzl()
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y aplicamos 9 como

00N =0———— 3 €ldE,
Zg O z Z0
Z ot Y ofjfz ;
R — Z%Zék dek e — S €lghdeh A de!
(Z?:o 555?) | =0 k,1=0
1 n . n _ n B B
- Z&f&i Sdagbndg - Y elgfdek ndg | (C.3)
() = i o
de donde, finalmente, tenemos
w=i———— Z%Zd& NdE — ST ElErdel A dE| (C.4)
(Z? ofjf) J=0 k,l=0

Como U; ~ C™, entonces podemos considerar los campos E, y Ej, que son duales a d&f y dfl,
respectivamente. Como notamos en la seccién H d¢s (Eb) = (, para cualesquiera dos valores de
ayby dgz (E}) = 0, igualmente para cualesqulera dos valores de a y b.

Maés aun, recordemos que JE, = iE, y JE; = —iFE,. Con esto, calculamos las componentes de
la métrica de Fubini-Study. Primero notamos
Jab = 39 (Ea, Eb) =W (Ea, JEb) = w (Ea, Eb) = 0, (C5)

por la observacién de una forma antiholomorfa actuando en un vector holomorfo. De la misma
manera, gz = 0. Esto ya lo esperabamos dado que queremos que g sea hermitiana.

Para concluir, calculamos las componentes con indices mixtos. Sea H = (Elj) . Entonces
i0&l¢
7=0
95 =w (Ea, JE}) = —iw (Eq, Ey)
N i —k “ ok =
=HY &Y df AdE (Eo By) — H Y €E/def A dE; (B, By)
§=0 k=0 k,1=0
=HY &80, -H > 686,05
j=0 k=0
n .
. —a
—H Y &&6,;— HEE, (C.6)

=0
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y de manera andloga
n
s b
ga = HY &€ 00 — HE'E,,
§=0
por lo que la métrica de Fubini-Study queda dada por

- a =b = —a
9= 950 @d& + Y gad€; ©dg
a,b=0 a,b=0

—HY_ 8> (A 0ag; +dg @ dgr) — H Y €E [der © dg] + dg; @ d ]
=0

a=0 a,b=0

(C.8)
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