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Introduccion

Los algoritmos genéticos son técnicas de optimizacién inspiradas en la teoria de la
evolucién, que forman parte de las llamadas metaheuristicas, y han resultado muy uti-
les en problemas de optimizacién combinatoria. Estos procedimientos operan a través de
bisquedas iterativas y estocdsticas, imitando (con operadores) cada uno de los agentes que
producen evolucién, como lo son: mutaciones, deriva genética, migracién y seleccién natu-
ral. Resultan una opcién atractiva por su capacidad de aproximar soluciones de problemas
“NP” ! en un tiempo razonable.

Un algoritmo genético puede ser clasificado de acuerdo a su funcién objetivo en dos clases:
mono-objetivo, cuando la funcién a optimizar tiene por codominio a los niimeros reales, y
multiobjetivo, si su codominio es un espacio vectorial real. En el segundo caso, un concepto
muy relevante es el de dominancia de Pareto, pues a través de este se define el criterio de
optimalidad, sin hacer uso de un orden total de los elementos (pues R™ no es un conjunto
ordenable).

En este trabajo se explora la relaciéon entre los algoritmos genéticos multiobjetivo y el
analisis de regresion lineal multiple, principalmente en la seleccién de modelos y en la re-
gresién dispersa no convexa. Pues son problemas de optimizacién combinatoria donde se
busca un subconjunto de variables para crear un modelo que sea adecuado de acuerdo
a sus respectivas funciones objetivo. La seleccion de modelos se guia primordialmente de
encontrar modelos que minimicen criterios de seleccién y la regresién dispersa no convexa
penaliza la suma de cuadrados sumando ntimero de variables explicativas multiplicado por
un factor positivo.

El objetivo de esta tesis es mostrar y justificar el uso de un algoritmo genético multi-
objetivo en el proceso de seleccién de modelo de regresién lineal multiple. Para alcanzar
este propdsito, se argumentara que es vélido el uso del algoritmo demostrando que la Fron-
tera de Pareto que calcula (para la funcién objetivo que se propondra) contiene todos los
“buenos modelos” (para la definicién de un “buen modelo” que se plantea). Donde, ejem-
plos de buenos modelos son: el que seleccionaria el AIC, el BIC, el Cp de Mallows 6 modelos
de regularizacién dispersa no convexa, entre otros.

La exposicién de los temas se divide como a continuacién se muestra:

Andlisis de Regresion: En el primer capitulo se expone la teoria de andlisis de regresién
lineal multiple (s6lo resultados conocidos).

e De la Seccion 1 a la 5 se muestran algunos elementos béasicos como: los estimadores,

LEl lector interesado en esta clase de problemas puede dirigirse a Garey, M., Johnson., D. (1979).



2 Introduccion

el teorema de Gauss-Markov y pruebas de hipétesis asociadas a los supuestos
del modelo lineal.

e En la Seccién 6 se presentan los tres modelos lineales con regularizacién, dos de
ellos muy conocidos (Lasso,Regresion dispersa no convexa y Ridge), y la relacién
que tienen con el estimador tradicional.

Algoritmos Genéticos: El capitulo de algoritmos genéticos muestra los conceptos nece-
sarios para comprender el funcionamiento de ésta clase de procedimientos de optimi-
zacion.

e De las Secciones 7 a la 11 se expone la teoria general de algoritmos genéticos.

e En la 12 se indica los mecanismos del algoritmo de optimizacién multiobjetivo
NSGA-II con el proposito de hacer comprensibles las modificaciones que se rea-
lizan en la Seccion 13.

e Particularmente, la Subseccién 13.2 presenta dos resultados originales: se especifica
la funcién objetivo que se utiliza en la optimizacién multiobjetivo y se muestra
su relacion con la regresion dispersa no convexa .

Seleccion de Modelos: En esta parte de la tesis se presentan los algoritmos y criterios
clasicos de seleccién de modelo, pero tambien se exponen elementos originales del
trabajo como:

e Definicién de “Buen criterio”.

e Ejemplos de “buenos criterios” como AIC, BIC y Cp de Mallows.

e Y una proporcién que vincula los “buenos criterios” a la frontera de Pareto.
Simulaciones: El capitulo “Simulaciones” se escribié para respaldar los resultados alcan-

zados en el presente trabajo; para esto se realizaron 100 simulaciones donde se genera

de manera aleatoria datos que permiten emular el proceso de selecciéon de modelo de
regresiéon lineal multiple y se analiza la informacién generada.

Conclusiones: Finalmente se presentan los resultados de las simulaciones del NSGA-II
adaptado a regresion lineal, algunas observaciones sobre el uso del algoritmo en la
practica y las conclusiones finales.



Analisis de regresiéon

En este capitulo se parte de una explicacién general de los objetivos que se tienen en el
proceso de modelado de datos, se listan (a manera de ejemplo) algunas técnicas de utilidad,
se presenta de manera breve los resultados mas basicos del andlisis de regresion lineal
multiple: los supuestos del modelo, los estimadores, el teorema de Gauss-Markov, pruebas
de hipdtesis y por tltimo se exponen modelos lineales con regularizacion (particularmente
la regresién dispersa no convexa).

1. El problema de regresion

En investigacién cuantitativa muchas veces se desea conocer el proceso generador del
fenémeno de estudio (o de una parte bien definida del mismo) para poder describirlo, ana-
lizarlo, predecirlo o comprender la relaciéon que existe entre las variables del problema de
investigacién. La mayoria de las veces este proceso es desconocido o inobservable, pero in-
vestigarlo metodolégicamente es posible, primero es necesario que las observaciones estén
estructuradas en variables Xy,...,X,, para poder plantear el problema en términos ma-
tematicos.

Asi, la cuestion consiste en encontrar una relacién desconocida R C [TV, X, que caracteri-
ce el comportamiento conjunto de las variables de acuerdo con el objetivo de investigacion.
Si en el andlisis, una variable destaca como dependiente principal (Y), se puede plantear
a la relacién (R) como una funcién y a la variable dependiente (Y) como imagen de R.

Para dar una funcién adecuada, se debe cumplir que:

= El dominio y codomino sean apropiados para las variables, es decir, que cubra todos
los posibles valores que estas puedan tomar.

= Kl algoritmo de busqueda de R debe ser lo suficientemente robusto para que sea capaz
de encontrar una funcién sobre el espacio que planteen las restricciones del problema,
y ademas:

= Contar con un criterio para se pueda cumplir que:

e R ajusta suficientemente bien a los datos.

e Se evita el sobre ajuste, que sucede cuando R describe tUnicamente los datos
contenidos en las observaciones pero no al proceso.



4 Analisis de regresion

En resumen:

Sea Y una variable aleatoria que se le nombraré variable dependiente o respuesta y sean
X4,..., X, variables a las que se les llamard variables predictivas, covariables o regresoras.
Se abreviard X = (X4,...,X,,) al vector de variables predictivas. El problema de regresién
consiste en aproximar la funcién R tal que Y = R(X), es decir, estimar

R(x) = B[YX =x] = [ yplylx)ax.

2. Regresion lineal miltiple

El analisis de regresién lineal multiple es una de las técnicas mas renombradas dentro
del analisis de datos (en la teorfa y la préctica), basicamente se supone que la variable
respuesta (Y) es una combinacién lineal de las variables regresoras Xi,...,X, y se desea
encontrar el vector de parametros que determinen de manera Unica a ésta funcién lineal.

Entre las principales ventajas del andlisis de regresion lineal se encuentran:

Puede predecir.

Reconoce las variables relevantes de las que no aportan.

Modela de forma relativamente sencilla.

Y el uso préactico de la misma cuenta con una amplia guia tedrica.
Y su principal desventaja es:

= No todos los fenémenos son lineales o linealizables por lo que no se puede aplicar a
cualquier tipo de datos.

Algunas otras técnicas usadas en regresién o extraccién de patrones (descritas de manera
muy burda) son:

Redes neuronales Una técnica inspirada en el funcionamiento del sistema nervioso,
donde de igual forma se tienen covariables X; para una variable respuesta Y (ambas en R).
FEn ésta técnica no se supone linealidad o una forma funcional entre la variable respuesta
y las variables explicativas. Para funciones continuas cuenta con algunos resultados de
andlisis matemdatico que garantizan la existencia de una red (de un tipo especifico) que
sea tan proxima a la variable dependiente (Y) como se quiera (si se tienen las variables
correctas), para la clasificacién cuenta con otros resultados (véase Barron, A. R., [1989]).
Esta técnica ha tenido éxito en problemas donde las técnicas maés clasicas resultan dificiles
de aplicar como clasificacién o reconocimiento de patrones en imagenes, voz 6 procesamiento
de senales, y son una opcién a otros como el pronodstico de series econdmicas o financieras.
El proceso para obtener los pardmetros de una red es lento (en comparaciéon con el anélisis
de regresion lineal) y se debe tener consideraciones para evitar el sobre-ajuste, el modelo
no cuenta con interpretacién (inicamente capacidad predictiva).
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Regresiéon simbdlica Es una aplicacién de la programacién genética al problema de
regresion. En ésta, dados simbolos y operaciones, se busca una relacién mediante una
ecuacién implicita f(Y,Xy,...,X,) =0 de la variable respuesta Y y sus covariables X;,
esto tanto en la forma de la ecuacién como en los pardametros. Se puede tomar Icke, 1.,
Bongard, J. C., (2013) como texto de referencia.

Modelos de series temporales Cuando la variable dependiente (Y) tenga una estruc-
tura dindmica (que dependa del tiempo) se han propuesto miltiples modelos estadisticos
para modelarla (Y;), como los ARIMA, GARCH, VAR, o los modelos de espacios de
estados. Cada uno con sus propios supuestos y resultados para la seleccién de modelo,
algunos de ellos aceptan covariables X; continuas o discretas con o sin influencia temporal.
Comunmente se considera a Y; como variable continua en un tiempo ¢ que toma valores
enteros Z. Revisar Box, G. E., Jenkins, G. M., Reinsel, G. C., Ljung, G. M. (2015) para

mas informacion.

Modelos lineales generalizados Los modelos lineales generalizados son una generali-
zacién del andlisis de regresion lineal que surge de un arreglo de una combinacién lineal de
las covariables y dos funciones G, V' y una constante C.

Donde: »
Gpi) = Bjwi;
=0
y
Var[Y;] =CV(u)
con

E[Y;] = wi.

Donde la funcién G describe como interacttian la respuesta media de la variable dependien-
te con la combinacién lineal de las covariables y V relaciona la varianza con la respuesta
media. C es una constante de dispersién. Véase McCullagh, P., Nelder, J. A. (1989).

El investigador debe ponderar las ventajas y desventajas para decidir la técnica adecuada
para modelar sus datos.

3. Supuestos

A continuacion se presentan los supuestos del modelo de regresiéon lineal multiple.

1. La variable respuesta es la imagen de una funcién lineal R(x) : R? — R de las variables
regresoras y una variable aleatoria £ (p es el ntimero de regresores).

p
Yi = R(i1,..., Tip,€i) = Y Bjxij+€i
=0

con
;0 — 1.

Usando notaciéon matricial se expresa como:

Y =XB+e. (1)



6 Anélisis de regresion

Donde:
Y1
Y = :
Yn 7 nx1
es el vector de observaciones,
1 r12 ... Tip
1 $272 - $27p
X =
1 zpo .. Ty nx(p+1)
es una matriz constante,
Bo
8 Ej1
Bp (p+1)x1
es el vector de parametros y
€1
€2
E =
En /) nx1
es un vector aleatorio.
2. Los regresores Xj,..., X, son variables independientes y cada observacion z; ; es una

constante conocida.
3. El vector de pardmetros 8 es un vector constante desconocido.

4. El vector de residuales € proviene de una distribucién normal multivariada N (0, aQInm)
con ¢ una constante positiva e I, la matriz identidad de tamano n.

De los supuestos, se puede demostrar que:

4. Estimacion

Para llegar a un primer estimador de Y (se escribird como Y') se supondra que se tienen
identificadas todas las variables que intervienen en la variable dependiente (que ademas
estan incluidas en los datos) y que se cuenta con mas observaciones que variables.

Como se veia, uno de los supuestos es que la variable respuesta (Y) es lineal en fun-
cién de las covariables, luego al calcular su esperanza se observa que queda en términos de
los estimadores de los parametros (8), por lo que encontrarlos serfa un primer paso.

A~ ~ p -~
ElY]=Y =XB=> Bjz;.
j=0
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4.1. Estimacién de los pardmetros del modelo (/5)

Intuitivamente, un buen modelo haria que la distancia entre los valores observados Y;
y los esperados (}A’Z) no sea muy grande, pero hay muchas formas de definir ésta distancia,
la manera més sencilla (ya que es diferenciable) para calcular una estimaciéon de B es
definiendo la misma como la suma de los cuadrados de las diferencias entre cada observaciéon
y el hiperplano definido por el estimador.

Y=Y (v;-Y)% 2)

Si se toma como criterio la suma de cuadrados de lo residuales o errores (Ecuacién (2), se
abreviard como SCFE), entonces se encontrard B minimizando ésta expresion. La optimi-
zacion se obtendrd derivando respecto a cada f;.

SCE=3 ei=3 (Yi=Y:)’ =Y _(Yi—fo—Prir -~ Bprip)”. (3)
Derivando la Ecuacién (2) respecto a cada 3;:
ISCE &
08, > 2(Yi— fowio — frin - — Bpip) (—wi ) (4)
J i=1

CON Tj,0 = 1.

Seguido de igualar a cero,

0SCE n
= Z(Yz - 50332',0 - 51%,1 T Bpm’i,p)xi’j =0. (5)
9B; i—1

Si X « representa el vector fila nimero i y X, ; el vector columna nimero j la expresion
anterior puede reescribirse como:

n
0=> z;(V;— X .B) =X, ;(Y - XB).
i=1
Y como se repite para cada j, se puede visualizar como:

0pr1)x1 = X' (Y = XB).

Entonces
X'Xpg=X'Y. (6)

La Ecuacién (6) es conocida como las ecuaciones normales de regresién en su forma matri-
cial.

A continuacién se muestran las constantes de estas ecuaciones:

n D1 T, e D i1 Tp,i i=1Yi
D1 %1, Z?:ﬂ%,z‘ e i 1T 3 i1 1Y

n n n 2 n
D1 pi 21 Tpilli - i=1Tp,i > ie1 p,iYi
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De la Ecuacion (6) se desprende el estimador por minimos cuadrados para B siempre que
la matriz (X'X) ! exista (que se garantiza si se cumple el supuesto de no colinealidad).

B =(X'X)"X'Y. (7)

Para comprobar que E es el punto que minimiza (2) se usara el criterio de la segunda
derivada. De (4) se obtiene la segunda derivada parcial respecto del parametro j:

PSCE &
7252—1:1-- —x;;) > 0.

Observando que es mayor a cero ya que no se cuenta con variables constantes y por la
desigualdad de Cauchy—Schwarz también se cumple que:

O*SCE 9*SCE  9SCE* = - =
- =) 222 ) 222,) = () 2w jai ) > 0.
05 0B 0m0m o )22~ (2 2

i=1

Por lo que se confirma que se trata de un punto minimo. Ahora que se cuenta con el
estimador, lo mas natural es querer conocer la esperanza y varianza, asi que se calcularan.

e (Cdlculo de la esperanza

e Cilculo de la varianza

»
s

\
4
N

(X'X) "' Xe)']
) IXElee'| X (X/X) 7!
) IX (DX (X'X) 7!

Var[B] = o*(X'X) . (9)

Bien, ya se conoce la varianza, pero ;jpuede haber otro estimador de menor varianza? El
siguiente teorema da la respuesta para los estimadores lineales e insesgados.
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4.2. Teorema Gauss-Markov

El teorema de Gauss-Mérkov indica que el estimador de minimos cuadrados es el mejor
estimador (por ser el de menor varianza) en la clase de los estimadores lineales e insesgados,
es decir, es un método éptimo de aproximacion de los pardmetros del modelo.

Teorema 4.1. Dadas las hipdtesis del modelo de regresion lineal, el estimador de B por
minimos cuadrados ordinarios (B = (X X)"'X'Y) es el estimador lineal de varianza mini-
ma.

Demostracion. Sea B un estimador lineal e insesgado de B, como este estimador es lineal
deberia tener una forma como la siguiente:

B =BY.

Donde E es un vector de (p+1) x1, Y es de tamafio n x 1 y B es una matriz de tamatio
(p+1) xn.

Sacando la esperanza condicional a la matriz de disefio de cada lado de la anterior ecuacion:

E[B|X] = BE[Y|X]
= BE[XB +¢|X]
— BXB+BE[|X]
= BXS.

De estas lineas se puede concluir que BX =1, ya que E es insesgado.

Sin pérdida de generalidad es vélido reescribir B como B = (X'X)~!X’' + D para algu-
na matriz D de tamaifio (p+1) xn (ya que D es capaz de contener —(X'X)~!X', ademés,
con ésta notacion B puede reducirse a la proyeccién del estimador de minimos cuadrados
cuando D = 0,4 1)xn)-

Del hecho de que BX =1 y de la forma de B es posible ver que [(X'X) !X’ +D|X =1
entonces I+ DX =1, por lo que DX = 0,1 1)x(p+1)- Aplicando lo que se ha visto a la forma
original de 5 : _

B=BY =B(XB+¢)=8+Be.

Luego 8 — B = Be, con esta informacion se puede calcular la matriz de varianzas-covarianzas.

E[(B - B)(B— B)'|X] = E[(Be)(Be)'|X]
=[E[Bee'B/]
= BE[ee'|B’
=B(c’I)B’
=o’BB’.

Es decir Var[B] = 0?BB’. Desarrollando la tiltima expresién:

BB’ = [(X'X)"'X'+ D|[(X'X)" X'+ D]
= (X'X)"1X'X(X'X)™! +(X'X)"'X'D’ + DX(X'X)"! + DD".
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Y como se mostré DX = 0,4 1)x(p+1) (también X'D' = 0(p+1)x(p+1)); por lo tanto BB =
(X'X)~!1+DD’. Por lo tanto:

Var[B] = Var[B] +o°DD'.

Como DD’ es definida no negativa, entonces la expresion anterior es minima en cada una
de las estradas de la matriz Var[8] cuando D = O(p+1)x1- Y se expresa como Var[ﬂ] =

Varlf). O

4.3. Estimacién de la varianza de los residuales (o?)

Antes de dar el estimador de la varianza, un poco de notacion.

Se nombrarda SCR a la suma de los cuadrados de las diferencias entre el valor del hi-
perplano y la media simple de la variable dependiente, también se referird a esto como
suma de cuadrados de la regresion.

SCR=Y (Y;-Y)~ (10)
i=1
Se reescribe la Ecuacién (3) para poner énfasis en SCE
SCE = Z Z (Y; —Y3)% (11)
=1

Se llamara suma de cuadrados totales (SCT') a la suma de los cuadrados de las diferencias
de las observaciones de la variable dependiente Y y su media.

n
SCT=> (Y;-Y)*
i=1
Usando la notacién anterior, se puede descomponer la suma de cuadrados totales en la
suma de los cuadrados de la regresiéon mas la de los residuales.

SCT = SCR+ SCE. (12)

La ecuacién anterior expresa que la SCT (que es proporcional al estimador de la varianza
de Y) se puede descomponer como la suma de los elementos, donde SCR representa la
parte que se puede explicar a partir el modelo y la SCE como su complemento. Ahora se
derivara (12):
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Solo falta mostrar que (3, &Y; —Y > " ,&)=0,y esto se cumple ya que > I, &Y, =0
y 2i1& =0.

(>"i=1€i=0) La demostracién de este hecho es inmediato pues es la primera ecuacién

normal (8%’;’? =0).

(3", &Y; =0) Se probaré la igualdad usando notacién matricial.

=0 (pues X'XB = X'Y).

Las expresiones de las sumas de cuadrados en notacién matricial son las siguientes:

~ 1
SCR=BX'Y - =-Y'1,,1,. Y. (13)
n
SCE =8&= (Y - XB) (Y - XB). (14)
n
1
1
Donde 1,,x1 =
1

nx1.

Para estimar los residuales € se usa el estimador mas natural, que es la diferencia en-
tre el valor observado y el plano estimado & = Y; — X;3.

> c
Si se pensara usar el estimador de la varianza por el método de momentos ==t se
obtiene un estimador sesgado (que coincide con el de méxima verosimilitud), pero a partir
de este se avanza a uno insesgado.

SCE

MSE=——.
n—p—1

n—p—1 n—p—1 n—p—1

n 2
. g .
Para demostrar que <! es un estimador con sesgo, se calculara el valor esperado de

(Y - XB) (Y - XB).
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Se llamard P = X(X’X)~!'X’. Es facil comprobar que P una matriz idempotente y
P=P =P2
(Y- XB) (Y - XB) = (Y~ PY)'(Y - PY)
=YY-YPY-(PY)Y+PYPY
=YY-YPY-YPY+YPPY
=YY -YXPY
=Y (I-P)Y.

Dado que
I-P)YY=(I-P)(XB+e)
=XB+e+PXB+Pe
=IXg+1Ie—PXB—Pe (16)
=XB—-XB+1e—Pe
=(I-P)e.

Y también es valida la ecuacién transpuesta:
Y(I-P)=€(1-P).
De lo anterior se concluye que:
(Y —XB) (Y - XB) =¢'(I-P)e.
De esto se desprende lo siguiente:
E[(Y — XB) (Y — XB)] = E[¢’e] - E[¢'Pe]. (17)

Evaluando los términos del lado derecho de la ecuacion anterior

Traza{E[e'Pe|} = E[Traza{e'Pe}]
=E[Traza{ee'P}]
=Traza{E[e'|P}
=Traza{c*P}
= o?Traza{P}
= o?p.

Lo tltimo se debe a que Traza(P) = Traza(I) = p. Aplicando desde la Ecuacién (18) a la
Ecuacién (17) se obtiene:

E{(Y -XB) (Y -XB)} = o*(n—p—1). (20)

De (20) se deduce el estimador insesgado.
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4.4. Estimacion por maxima verosimilitud

Hasta el momento el texto se ha guiado por argumentos geométricos para deducir los
estimadores del modelo de regresién lineal y se mostré que es un buen estimador por el Teo-
rema Gauss-Markov. Ahora el interés es encontrar los estimadores de maxima verosimilitud.

Se partird de la densidad conjunta de los residuales (bajo los supuestos de independen-
cia de los residuales y normalidad).

Fle.8.0%) = (5" exp(—%ze'e).
O equivalentemente:
F(€.8.0%) = (g )" expl(—5 5 (¥ = XB) (Y ~ XB)) 1)

Por definicién, los estimadores de maxima verosimilitud para B8 y o2 son los puntos (B y
2 respectivamente) tales que maximizan (21), que por lo comin se encuentran usando
las derivadas parciales del logaritmo de tal funcién, ya que el logaritmo respeta los puntos
méaximos (al ser creciente) simplificando los cdlculos y ambas funciones son continuas y
diferenciables. Procediendo:

o

dlog(f) _ (Y —XB)' (Y - XpB) -0
0B 0B '

Observando la expresién anterior se puede ver que se han encontrado las ecuaciones nor-
males.

X'XB8=X'Y.

Por lo tanto el estimador de 8 es el mismo que por minimos cuadrados. Luego, para estimar
o2 se toma la derivada parcial respecto de este pardmetro.

2D XY X8 0

Asi, el estimador de o se expresa como:

o (Y-XB)(Y-Xp)

n

5. Validacion del modelo de regresion lineal

Después de conocer un buen estimador y su varianza, es deseable tener evidencia de
que se cumplen los supuestos del modelo. Es decir, se pretende proporcionar validaciones
graficas de normalidad de los residuales, pruebas de su independencia y homocedasticidad,
ademads de poder verificar que las variables que se incluyen en el modelo realmente influyen
en el proceso que genera los datos. En este sentido, se han desarrollado técnicas para
brindar tales evidencias. Se mostraran algunas.
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5.1. Independencia de los residuales

Una de las consecuencias de la estimacién de los pardmetros via minimos cuadrados
ordinarios es la dependencia lineal de los residuales.

&= (Yi—Bo—w1iB1— —pifp)
=1 =1

)

|
M=

n n
Yi—nfo—B1Y w1i——Bp Y Tpi
i=1

=1

|
’ —

La ultima ecuacion se sigue de la condicién expresada en (5), lo que prueba que cada uno
de los residuales se puede obtener con el resto. Aun asi, se trata de mantener controlada
la dependencia verificando que no existe correlacién serial de los residuales.

Prueba Durbin-Watson

La prueba Durbin-Watson se desarrolla para probar la dependencia entre &; y &;_1.
Hp:0=0vs Hy:0#0.
En esta prueba la hipodtesis alternativa asegura que g4 = ge;—1 + v¢. Donde

1. v; para t=1,...,n son variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das que se generan a partir de una normal N(0,0?), para una constante o2 positiva.

2. |o| < 1, o es llamada autocorrelacién a un paso de los residuales.

3. El orden cronolégico t es el orden de los residuales, es decir, de acuerdo al orden con
el que se encuentran las observaciones originales.

Estadistico de prueba

Sici(ei—ei1)?
n 2 :
i=15;

d =

Para esta prueba se han calculado tablas de valores criticos dy, y dy que auxilian a delimi-
tar la region de no rechazo (si dy < d < 4 —dy entonces no se rechaza la hipdtesis nula).
Si se rechazara la hipdtesis nula, implicaria que el modelo de regresion no ha terminado
de explicar el componente sistematico que existe entre la variable respuesta y sus regre-
sores. Otra posible consecuencia es la no linealidad, en tal caso, se debe proponer alguna
transformacion para resolver el problema (Durbin, J., Watson, G.S. [1950]).

5.2. Normalidad de los residuales

La mayor parte de las pruebas de hipo6tesis de normalidad como Kolmogérov-Smirnov,
Shapiro-Wilk, Jarque-Bera, o de Geary suponen que la muestra es independiente e idénti-
camente distribuida, y como se muestra en (22) esto no ocurre, asi, lo mas apropiado es
comprobar la normalidad a través de la curtosis, un qqplot o un histograma.
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Histograma

Un histograma es una grafica de barras que representa la distribuciéon de una muestra
a lo largo de su rango, agrupando los datos por clases. Cada clase estara representada por
un rectangulo, donde comparten el mismo tamafio de base y la altura es proporcional a
la frecuencia de la clase. Se dird que un elemento estd en determinada clase si su valor se
encuentra en la base del rectangulo. Es decir:

Sea
s Xq,...,X,, es una muestra.
» R=Mazx{Xy,...,X,} — Min{Xy,...,X,} el rango muestral.

= K el ntmero de clases, se sugieren las siguientes opciones:

o K =/n.
e Formula de Sturges : K = 1+ logy(n).

e Regla de Scott: K = (2n)'/3.

RIQ
n

e Regla de Freedman—Diaconis: K = 2 donde RIQ es el rango intercuartil

muestral.

) . R . R
C; = [Mm{Xl,...,Xn}—l—(]—1)?,Mm{X1,...,Xn}—|—]?]
para j=1,.... K.

Entonces el histograma de frecuencias relativas es la representacion de la funcién:

i=1(L(@i)c;)

f(z) =

si z € Cj.

Y el histograma de frecuencias absolutas:
f(Z):Z(l(CUi)Cj) si z € Cj.

Donde 1(x;)¢; es la indicadora de z; sobre el conjunto Cj.

Se comprobara si una muestra proviene de una distribucién normal, si el observador con-
sidera que no existe una gran diferencia entre el histograma de frecuencias relativas y la
gréfica (especialmente en la moda y las colas) de la densidad de una normal N (j,52) (para
[i v 62 convenientes, en el caso de los residuales se puede considerar ;=0 y 2 como la
méxima verosimil o bien, considerarla 62 = 1 si se estandarizan los residuales).
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En las siguientes imagenes se muestran dos histogramas comparados contra la densidad

de una normal:

Histograma de una muestra N(0,1)

02 03 04

Densidad

00 041

Abscisas

Figura 1: Histograma de frecuencias re-
lativas de una muestra normal estandar
de tamano 250 calculado por la regla de
Sturges contra la densidad de una normal
N (f1,62) para los parametros maximo ve-

Histograma de una muestra T de Student

0.20

Densidad
0.10

0.00

T T T T 1
-10 -5 0 5 10

Abscisas

Figura 2: Histograma de frecuencias re-
lativas de una muestra T de Student con
3 grados de libertad de tamano 250 cal-
culado por la regla de Sturges contra la
densidad de una normal N(j1,62) para

rosimiles. los parametros maximo verosimiles.

QQ-plot

Si F'x y Gy son funciones de distribucién cualesquiera y sea u tal que 0 <u < 1, se
nombrard como F* a la funcién tal F(u)* := Inf{xz: F(x) > u}, y a la grafica formada por
los las tuplas (Fx(u)*,Gy (u)*) para toda u € (0,1) como QQ-plot de G sobre F.

Cuando Y es tal que Y ~ aX +0, es decir X esta correlacionada con Y, entonces el QQ-plot
muestra una relacion lineal, ya que:

Gy (u) = Inf{z:Gy(z) > u}

:Inf{x:FX(mT_b) > )

=Inf{ax+b: Fx(x)>u} (23)
=a Inf{z: Fx(x)>u}+b
=a F%(u)+0.
Esto ya que Gy (z) = P(Y <z)=P(aX +b <) = P(X < %2) = Fx(*7).
Si quisiera comparar la distribucién de los dos muestras Xi,..., X, y Y1,...,Y, (en princi-
pio del mismo tamafo), se pueden formar tuplas con los estadisticos de orden (X (Z-),Y(i))
parai=1,...,n, con la idea de que si la distribucién de las variables dependen linealmente

una de la otra, entonces los estadisticos (X OR Y(l)) formarian una recta, ya que la fraccién
de la muestra de los i-ésimos estadisticos deberia ser la misma en cada muestra.
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Normal estdndar contra normal estindar En la siguiente imagen se ve un QQ-
plot de dos muestras que provienen de la misma distribucién.

QQ-Plot Normal contra Normal

Muestra Normal 2
0
|

Muestra Normal 1

Figura 3: QQ-plot de dos muestras normales estdndar de tamano 250.

Muestra normal estdndar contra sus cuantiles esperados El siguiente QQ-plot
exhibe la relacién de una muestra normal estandar contra los cuantiles esperados.

QQ-Plot Normal

Muestra Normal
0
1

2
|

[ols)

3
1

Cuantiles esperados

Figura 4: QQ-plot de una muestras normales estandar de tamaifio 250 contra sus cuantiles
esperados.
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T de Student contra normal estdandar Aqui se ven dos muestras de diferentes
distribuciones que no forman una relacion lineal. Se puede comprobar la normalidad de

QQ-Plot Normal contra T de Student

o

10

og

Muestra T de Student

10
[

Muestra Normal

Figura 5: QQ-plot de una muestra t con 2 grados de libertad contra una muestra de una
normal estandar, ambas de tamano 250.

X1,.

.., Xp formando las tuplas (X(;),E[X(;)]) donde E[X(;] es el valor esperado de la i-

ésima estadistica de orden de una normal N(0,1), puesto que una combinacién de normales
es normal.

Box-Plot

Un Box-plot o diagrama de caja y brazos es una grafica donde se visualiza los cuartiles,
el maximo y el minimo de una muestra. Es ttil para mostrar asimetrias en las colas de la
distribucién asi como la curtosis.

Pasos para crear un Box-plot Dada una muestra Xi,...,X,,.

1.
2.

Ordenar la muestra (X(qy,...,X(n))-

Calcular los primeros 3 cuartiles, el maximo y minimo de la distribuciéon. Donde los
cuartiles se calculan de la siguiente forma:

Flp)=inf{re R:p< F(z)}.

Con F' la funcién de distribuciéon muestral y p = 0.25,0.5,0.75.

. Sobre una recta, seleccionar un segmento como unidad de medida y marcar sobre

ésta las estadisticas calculadas en el paso anterior.

. Trazar un segmento de recta perpendicular (de tamafio igual a la unidad u otro que

se considere conveniente) sobre los cuartiles y dos rectas paralelas al eje que formen
un rectangulo que tenga por lados primer y tercer cuartil.
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Simetria de la distribucién Cuando una distribucién es simétrica (o asimétrica), su
box-plot hereda esta propiedad mostrando una proporcion insesgada (sesgada a la izquierda
o derecha) de los cuartiles. A continuacién se muestra el histograma y el Box-plot de una
muestra Ji-cuadrada (sesgada a la izquierda):

Box-plot

Histograma de una distribucién Ji-cuadrada de una Ji-cuadrada

0.08

Densidad
0.04

0.00

Abscias Unidad de medida

Figura 6: Histograma contra Box-plot de una muestra Ji-cuadrada de 10 grados de libertad
de tamafio 250.

Curtosis La curtosis es una medida que sirve para comparar la cantidad de varianza
que es producida por cuan alejadas estan las observaciones de su media. Usando integracién
por partes, se puede mostrar que E[Z*] = 3 para Z ~ N(0,1). Ahora, para cualquier variable
aleatoria X con E[X*] < inf, E[X] =y o > 0, se define la curtosis de X como:

Entonces, a medida que la curtosis aumenta los datos son mas proximos a su media. Si la
curtosis disminuye, los datos se agrupan hacia las colas de la distribucién. A partir de que
la tinica distribucién con curtosis 0 es una normal estandar, se clasifican las distribuciones
de la siguiente forma:

» Leptocurtica, cuando y2(X) > 0.
» Mesocurtica, cuando y2(X) = 0.
» Platicurtica, cuando ~v2(X) < 0.

Dicho lo anterior, de una muestra normal se espera un box-plot que muestre una dis-
tribucidén mesocurtica, simétrica respecto de la mediana y que la distancia entre el primer
y segundo cuartil sea aproximadamente la misma que la del segundo al tercero. Aplica
lo mismo para las observaciones maxima y minima, se espera sean simétricas respecto de
la mediana y la diferencia con el primer y tercer cuartil (respectivamente) sea la misma
(aproximadamente).
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Unidad de medida

Figura

Densidad
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Analisis de regresion

Distribuciones segtn su curtosis

S

T T 1
Leptocirica Mesocirtica Platicartica

: Box-plot como herramienta para comparar la curtosis.

Leptocirtica Mesocurtica Platicurtica
~ -
- g g
© ©
i o o
w | o
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8 o 8 o
z =
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o
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o
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Figura 8: Histogramas segiin su curtosis

Box-plot de
una muestra normal estandar

Unidad de medida

Figura 9: Box-plot de una muestra normal estandar de tamafno 250.
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5.3. Homocedasticidad

Para probar el supuesto de homocedasticidad es posible auxiliarse de la prueba de
Levene. Esta prueba se usa para demostrar la igualdad de las varianzas de m > 2 poblaciones
normales X; ~ N (u;,02).

Prueba de Levene
HO:J%:(;'%:-'-ZUZ1
Vs
H,:3k e {1,...,m} tal que o2 # ajz para alguna j # k.

Entonces, para aplicar la prueba se necesita formar m grupos (estos quedan al criterio
del investigador). Cada grupo contiene n; observaciones. El estadistico de prueba es el
siguiente:

n—m Y- 1”3(

L- >_
le 12 1(D; D)

Donde:

m
n= an.
j=1

X' Z?il fﬂji_
nj B

Dﬂ - ’XJZ Xj|‘

b, - >it1 Dji
nj

El estadistico L, es el estadistico de la tabla ANOVA aplicado a la variable D (distancia)
L~ F(m—1,n—m). Se rechazard la hip6tesis nula si para alguna particiéon de los residuales
se consigue que L > Fy 1 n—mi1-a-

Para solucionar el problema de la heterocedasticidad se puede intentar con una trans-
formacién de variables ¢ dar una estimaciéon por minimos cuadrados generalizados.

Existen otras pruebas que evitan el hecho de tener que formar grupos, por ejemplo, la
prueba Breusch-Pagan o la de White, estas trabajan con regresiones auxiliares donde la
variable respuesta son residuales y contra las variables explicativas del modelo original, si
se encuentra una relacién significativa entonces, se ha probado la heterocedasticidad de los
residuales.

El contraste de Breusch-Pagan es sensible a la no normalidad de los residuales y se requiere
que el investigador proponga el tipo de regresion auxiliar. Algunas opciones encontradas en
la literatura son:

Breusch and Pagan, 1979:

612 =aptar X+ +apXip.

Glesjer, 1969:
€; = O + 041Xi1 +-+ Othip.
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Harvey 1976, Godfrey 1978:
log(ef) =apt+ar X+ + OépXip.

La prueba de White propone colocar en la regresién el producto de las variables explicativas
a pares:

p p p P

2 2

e; = oo+ E O[inj+ E ap+inj+ E E ahXinik
j=1 j=1 J=1k=1

donde h(1,1) =1, h(i,j) =h(i,j— 1)+ 1y h(i+1,5) =h(i,j+p+1) es el indice de las
constantes. En ambos casos la hipdtesis a contrastar es

Hy:an=---=o;=0vs H,:Jk € {1,...,1} tal que ay, #0.
En Breusch, T.S., Pagan, A.R. (1979) y White, H.(1980) se profundiza sobre el tema.

5.4. Hipodtesis sobre los coeficientes
El modelo de regresién particionado
Antes de continuar se mostraran algunos resultados que ayudaran a probar la relevancia

de las variables en el modelo de regresion.

Supdngase que se cuenta con una particién B = [B1,82] de los pardmetros del modelo
de regresion lineal multiple, donde (sin pérdida de generalidad) B; contiene las primeras
p1 variables y B2 las restantes, es decir, el modelo quedaria planteado como:

Y =X 81+ X282 +€.

Con X; y X5 matrices que contienen n observaciones de las primeras y ultimas p; y po
variables respectivamente, (X = [X1,X3]). Retomando las ecuaciones normales (6), estas
se reescriben como:

X1X1B1 + X XoB2 = XY, (24)
X5Xi181 +X5XoB2 = X5Y. (25)
Esto se obtiene de la siguiente manera:
X'XB=X'Y < (X;X3)(X1X3) (g;) = (X;X,)'Y
X/ g1\ _ (X,
= (g)xx) (3)=(x)Y
X'X1 X' Xo B o h. <4
= (Gxxx) B)=()Y
Estimadores del modelo particionado

Como se vio anteriormente, el estimador de 8 por minimos cuadrados es aquel que
resuelve las ecuaciones normales, lo que se hara a continuacién es mostrar la forma que ad-
quiere con una particién de sus parametros resolviendo el sistema de ecuaciones matriciales.

Multiplicando a (24) por X5,X;(X}X;)™! igualando los términos constantes de B; para
ambas ecuaciones.

X5X1 81+ [X5X1 (X X)X XaB = X1 Y. (26)
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Restando de (26) la ecuacién (25) se elimina el término de /31, quedando:
{X5Xs — X5X1 (X X1) ' X[ Xo}Br = X5Y — X5X, (X Xy) ' X] Y. (27)

Definiendo la proyecciéon P; de forma andloga a P, P; = X;(X}X;) !X/ para i = 1,2. Se
puede reescribir la ecuacién (27) como:

{XLXy — XP1 X0 B2 = XY — XLP, Y.
X5(I-P1)Xofr =X5(I-P1)Y.
Entonces, el estimador por minimos cuadrados para B2 queda como:
B = {XLI—P )X} 'XL(I—-P))Y. (28)
Si de la ecuacién (25) se despeja 51 se obtiene su estimador en términos de ,Bg

B = (X)X1) T XN (Y — Xofa). (29)

Algunos resultados de utilidad

La hipétesis que el modelo Y = X +¢ tiene residuales € normales, independientes e
idénticamente distribuidos es de gran utilidad para desarrollar pruebas de hipétesis. A con-
tinuacién algunos resultados de probabilidad que serviran posteriormente:

Sea X ~ N(p,%) con media g y matriz de dispersion D(X) = X.

Proposicién 5.1. Si T es una transformacion tal que TST =1y TT =%~ entonces

Proposicién 5.2. Si X~ N(u,X) de dimension n, entonces (X —p) L~ X —p) ~ x%(n).

Proposicién 5.3. SiU ~ x%(m) y V ~ x2(n) son dos variables independientes que distribu-
yen Ji-cuadrada de m y n grados de libertad respectivamente, entonces, la suma distribuye
Ji-cuadrada de m+n grados de libertad (U +V) ~ x*(m+n).

Proposicién 5.4. Si U ~ x%2(m) y V ~ x?(n) son dos variables independientes que distri-
buyen Ji-cuadrada de m y n grados de libertad respectivamente, entonces, la division de
las variables divididas por sus grados de libertad distribuye como una F' de m y n grados

de libertad F = ™ ~ F(m,n).

Proposicién 5.5. Si z~ N(0,1) y v~ x%(n) son dos variables independientes, entonces

la transformacion t = \/% tiene una distribucion T de Student de n grados de libertad
v/n

t~t(n).

Distribuciones relacionadas con los coeficientes del plano de regresién
En esta parte del texto se tratara algunas distribuciones que estan relacionadas al es-

timador 8.

Sabiendo que una combinacién lineal de variables aleatorias normales se distribuye como
otra variable aleatoria normal, y fijandose en el hecho de que Y ~ N(Xp,02I) se obtiene:

B~ N(B,o*(X'X)™ ). (30)
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Ya que B es un estimador lineal. Ademé&s con distribuciones marginales:
Bi ~ N(B1,0*{X|(I-P2)X,} 7). (31)
B2 ~ N(B2,0° {X5(I-P1)X5} ). (32)

donde p1+ps =p+1 con p el nmero de variables del modelo completo.

Entonces, aplicando desde el resultado (5.1) de la lista anterior a (30) se obtiene que:
o (B~ B)X'X(B~B) ~x* (k). (33)
Y para (31) y (32):
o7 %(B1—B1) X (I-P2)X1(B1 = B1) ~ x*(p)-
0" (B2 — B2) Xy (T - P1)Xa (B2 — B2) ~ X (p2)-
Los residuales estimados & =Y — X8 son una deformacién del ruido €, ya que & = (I-Pe.

Para ver la relacion, solo se debe notar que de la definicién de P se verifica que PX =X
y aplicando esto a (16) se tiene que

£=(1-P)Y
= (I-P)(XB+¢)
=IXB+Ie—PXB —Pe
=1Ie —Pe
= (I-P)e.

Asi, se observa que no es posible obtener la distribucién muestral del ruido directamente,
pues I —P no es invertible. Pero, es posible factorizar I — P como un el producto CC’ con C
una matriz de n x (n —p) de columnas ortogonales que sean ortogonales a las columnas de
la matriz de disefio X, es decir C'X =0y C'C =1. Se verd como se aplica ésta factorizacién:

Por un lado se sabe que Y ~ N,,(X8,0%I), lo que implica que C'Y ~ N, (0,5%I), o equiva-
lentemente 0~ 'C’"Y ~ N(0,I). Por lo tanto:

o Y'CCY =0 2(Y-XB)(Y-XB) ~x*(n—p—1). (34)
Por las proposiciones (5.1) y (5.2).

Por otro lado, B — B ~ N(0,,0%(X'X)™!) y del resultado de la proposicién (5.2):
o 2 (B—B)X'X(B~B) ~ *(p)- (35)

Observando que XB =PY y Y- XB = (I—P)Y son proyecciones con una matriz de
varianzas-covarianzas diagonal (esto es una implicacién del hecho de que P es una matriz
idempotente y simétrica; se comprueba observando que P'(I—P) =0,,), y si suponemos que
ambas son normales, por (34) y (35) se puede concluir que son variables independientes.

Entonces:
(B—B)X'X(B—B) L. A
:(Y_XB;W:W(ﬂ—ﬂ)lxlx(ﬂ—ﬂ)"’F(p»n—P—l)- (36)
n—p—1

Se procede de manera andloga (de (31)) para cualquier 3 € RPT! con el estadistico:

L By By XTI - P1)X(Bo— Ba) ~ Flpan—p—1). (37)

F =
P202
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Significancia de la regresion

Un caso particular importante de la distribucion (36) sucede en 5 = 0,, pues en este
punto el estadistico F' sirve para mostrar que al menos un parametro del modelo tiene
relacién con la variable dependiente (Y).

Asi, el contraste de hipétesis es el siguiente:
Hy:p1=---=B,=0 vs H,:3j tal que g; #0.
El estadistico de prueba se reduce a la forma:

1
P62

B'X'XA. (38)

ANOVA A manera de resumen se puede mostrar una tabla llamada ANOVA donde se
divide la variabilidad de la variable respuesta Y de acuerdo a la fuente de la misma.

Cuadro 1: ANOVA

Fuente de Variacién Suma de cuadrados Grados de libertad Cuadrado medio Estadistico F

Regresion SCR p MSR F=M3R
Residual SCE n—p—1 MSE
Total SCT n—1

_ SCR _ _SCE
Donde M SR = =y MSE = mep—T

Algunas observaciones:

= SCFE tiene n—p—1 grados asociados, donde p+1 es el nimero de parametros que
tienen que ser estimados.

= SCR tiene p grados de libertad, uno por cada parametro estimado.

= SCT esta asociado a n —1 grados de libertad, que corresponde a la suma de los
grados de libertad de SCE y SCR.

Significancia de las variables regresoras

Otro caso particular relevante sucede cuando B2 = 0p, pues se contrastan las hip6tesis:

Ho:ﬁQIZ,Bgzz-”:ﬁQm =0vs Hy:3j Conﬂgj#o jE{l,...,pQ}.

La prueba mostrard si se puede descartar un subconjunto de variables (82) del modelo de
regresion o no en términos de la suma de cuadrados de dos modelos. El primero con 85 =0,
es decir, bajo la hipétesis nula y el segundo con todas las variables (H,). Se llamard SCE)
y SCE, a la suma de cuadrados de los errores bajo Hy y H, respectivamente. Entonces el
estadistico se expresa como a continuacion:

SCE,—SCE, / P2
F =

) (39)
SCEa/n—p—l
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Cuando la hipétesis afecta a solamente un pardmetro 3; de 8 (es decir B2 es un vector de
una sola entrada), es estadistico toma la siguiente forma:

A,_ *\2
in(ﬁz2 A1) ~F(l,n—p-—1).
0~ Wi

Donde wj; es el i-ésimo elemento de la matriz (X'X)~!. O equivalentemente:

5.5.

=
|

ey
<%

No multicolinealidad

El supuesto de que las variables regresoras son independientes entre si, no siempre se

puede garantizar. No hay un método seguro para detectar la multicolinealidad pero existen
multiples signos para indicar su presencia. Se muestran algunos:

= Tener un R? alto, con los coeficientes de las pruebas t no significativos o relativamente

altos.
Coeficientes de correlacién simple o parciales altos en valor absoluto.

Estadisticos F significativos para alguna regresion auxiliar.

Se llamaré regresién auxiliar, a cada una de las regresiones que toman a la covariable
X; como variable respuesta contra los demés regresores. Para cada regresion auxiliar
se debe calcular el estadistico:

R: vy )P |
(1 - R:%Z:rgxp)/(n —pP— 1)

F,=

Que distribuye como una distribucién Fj, ,_p—1 con n el nimero de observaciones,

p+1 el nimero de pardmetros incluyendo el intercepto, R2 . el coeficiente de
iL2...Tp

determinacién de la regresién auxiliar.

Si F' sobrepasa el valor critico para el nivel de significancia seleccionado, no se recha-
zard que la variable X; esta correlacionada con alguno de las variables explicativas
de la regresiéon auxiliar.

Observando el rango de los eigenvalores de la matriz de covariables X. Aplicado la
siguente regla a los eigenvalores de X o equivalentemente aplicando la condicién del
indice.

__ méx(eigenvalores)
Sea k = min(eigenvalores) *

Si 100 < k <1000 existe una correlaciéon de moderada a grave, si k excede 1000
entonces existe una correlacion severa.

Alternativamente, si C'I = Vk entonces, si 10 < C'I < 30 existe una correlacion de
moderada a grave, si C'I excede 30 entonces existe una correlacién severa.
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» Observando el factor de inflacién de la varianza (VIF). Se define el VIF, como:

Donde se aplicara una regla similar a la del CI. Si 1 < VIF <5 la correlacion se consi-
dera de nula a moderada, si VIF > 5 se considera grave. Una implicacién importante

de ésta definicién es

o2

Var[B;] = ﬁvm
2y

Es decir, la varianza del estimador Bz es proporcional al VIF.

Los ntimeros que se dieron como referencia para k, CI 6 el VIF se encuentran en tex-
tos tan antiguos como Farrar y Glauber 1967, pero con una computadora con un sistema
operativo de 64 bits Windows 8.1 Pro y un procesador Intel(R) Core(TM) i5-4570 CPU @
3.20GHz 3.20 GHz se pudo invertir la matriz X’X con una correlacién de 0.99999 mediante
el siguiente codigo:

#Se descarga las librerias necesarias
if ('require("MASS")) install.packages ("MASS")

#Se fija la semilla
semilla=2175
set.seed(semilla)

#n es el tamano de muestra
n = 5000

#mu, ro y sigma son los parametros para generar los datos
#correlacionados mediante wuna normal multivariada

mu = c(0,0)

ro = 0.99999

sigma = matrix(c(l,ro,ro,1),2)

#X es la matriz de datos
X = MASS::mvrnorm(n,mu,sigma)

#Se muestra la correlacion de los datos
print (cor(X)[1,2], digits = 5)
X = cbind(rep(1,dim(X)[2]),X)

#Se invierte la matriz la matriz de disento
D = t(X) %*% X
DInv = solve(D)

#Se comprueba que D y DInv son matrices inversas
(D %*% DInv)
(DInv %*% D)

6. Modelos lineales con regularizaciéon

Cuando se observa el estimador de minimos cuadrados (8 = (X'X)"1X'Y) y su varian-
za (Var[B] = 02(X'X)™1) se puede ver que ambos dependen de (X'X)™L. Lo que implica
que sélo se puede utilizar el estimador de minimos cuadrados cuando (X'X)™! existe, que
excluye los casos donde las variables son linealmente dependientes o se tienen mas variables
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que observaciones (alta dimensionalidad), ademas que son sensibles a correlaciones en la
matriz de diseno (correlaciones fuertes inflan la varianza y norma del estimador, lo que
facilita el sobre-ajuste).

Una forma de atacar estos problemas es penalizar la norma de los pardmetros (f;), de
ésta manera se limita la influencia que tiene cada variable en el modelo y al mismo tiempo
disminuye la varianza del estimador (pues se reduce el area de busqueda). En este senti-
do, se puede plantear una funciéon de “perdida’sobre los parametros que caracterizan al
modelo.
L(B) = | Y = XB|* + R(B).

Donde R(fB) es una funcién que debe penalizar la norma del vector 8 (8 = (B1,....8p))-
Comtunmente no se penaliza 3y y se estima como una media 50 =Y para que se pueda esti-
mar como un plano al origen (Y — Bg) BiXy -+ ,BpX Asi, sin pérdida de generalidad
se supondra:

=1
n
> wi;=0 (40)
=1
Vi XX;=1 (41)

Geométricamente (41) evita que el rango de cada variable X; influya en la norma del
vector (recordando B = (X'X)7!X'Y) y (40) garantiza que Y | Y; = B1 30 @1+ +
Bp > ieq Tip =0. Estas son condiciones importantes pues se usaran en céalculos posteriores.

A partir de aqui, se llamara 8™¢ al estimador de minimos cuadrados.

6.1. Regresion Ridge

La forma mas sencilla (porque es diferenciable) de aplicar regularizacién a los pardme-
tros B es definir R(B) = AY-¥_, 87 para alguna A > 0. Quedando la funcién de perdida
como:

L(B) = Y = XB|*+ X8I (42)
Tomando la derivada de la funcién de perdida respecto de B:
L
L(m = -2X'(Y —XB)+2)8.
B
Se encuentra el estimador como:
ridge — (X'X 4+ A\I)'X'Y. (43)

Ahora se veran algunas de sus propiedades.

e No es un estimador insesgado
E[BY"] = B[(X'X +AI) ' X'Y]
= (X'X + M) X'E[Y]
= (X'X + A1) X'XB.
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° E[Afidge] — 0 cuando A — o0

lim E[B{) = [ lim (X'X +A1)X'XB = 0,.

lim

A—00

Las siguientes relaciones aplican cuando (X’X)~! existe:
ARidge . .z >

o j3) estd en funcién de B.

Se define P =(X'X + \I)"'X'X
P38 =P,(X'X)"'X'Y
= [(X'X) N (XX + D) 1 (X'X)"IX'Y
= (X)X + D)1 X'X(X'X)'X'Y
= (X'X+AI)'X'Y
__ nRidge
— pRide

De lo anterior se desprende que Var[Afidge] = P,\Var[’ﬁ\]P/)\.
° Var[Afidge] — 0 cuando A\ — oo.

Iim Var[B¥¢) = lim o?Py(X'X)"'P} =0,.
A—00 A—00

° Var[Afidge] < Var[ﬁmc].

Var[ﬁmc] — Var[Bfidge] = ch[(X’X)_1 - P,\(X’X)_IP’/\]
= P {[I+ AX'X) 1 (X'X) T T+ A(X'X) '] = (X'X) '} P
= 0P A[2A(X'X) 2 + M (X'X) *IP),
= o[ X'X + A 20T+ X3(X'X) T {[X/X 4+ ALY

Como la ultima matriz estd compuesta por la multiplicacién de matrices definidas no

negativas, se deduce que las entradas de la diferencia entre las matrices de varianzas-

covarianzas son no negativas. Por lo tanto, las entradas de la matriz de varianzas covarianzas

del estimador tradicional son mayores o iguales a las del estimador de la regresién Ridge
ARidge ame

(Var[B," "] 2 Var[B™]).

6.2. Regresion Lasso

La Regresion Lasso es un modelo de regresion lineal que minimiza la siguiente funcién:
L(B) = Y = XB*+ |81 (44)

Donde A >0y [|B]l1 =7, 18l

Lo primero que se observa es que esta funciéon no es diferenciable, por lo que requerira
unas herramientas matematicas distintas a las que se usaron para derivar las formulas de
los estimadores de minimos cuadros y Ridge. En seguida se mostraran los resultados nece-
sarios para comprender el método de estimacion de una forma intuitiva, el lector que deseé
profundizar en el tema puede revisar N. Z. Shor, 1985.
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Subgradiente de funciones convexas

Proposicién 6.1. S7 f :[a,b] — R es una funcion diferenciable, entonces:

e f:]a,b] =R es convexa siy sélo siV g € [a,b] I c(t) = f(xo)+ f'(x0)(t —x0) parat € [a,b]
tal que f(x) > c(x) = f(x0) + f'(z0)(z — o).

Cota inferior de una funcién convexa y diferenciable

Abscisas
0
|

Ordenadas

Figura 10: Gréfica de una funcién convexa y diferenciable (f(z)) y una funcién que la acota
inferiormente (c(t)).

Esta tultima proposicién expresa que para una funcién convexa se puede encontrar otras
funciones que sean cota inferior (que puede ser importante si nuestro objetivo es encontrar
un minimo) y ademds menciona la forma funcional de las mismas. Esto serd importante
pues una de estas cotas podria indicar cuando se encuentre el punto minimo.

Definicién 6.1. Subgradiente
Se dice que un vector g € R™ es subgradiente de una funcion convezxa f:R™ =R en x si:

() > f(@)+ g (t—)
vV te Domy.

De la definicién es inmediato notar que si g = 0,, € R" es subgradiente de x, entonces
X es el punto minimo de la funcién pues:

ft) = f(x) +0,,(t —x)

vVt € Domy.

Ademés, algunas otras propiedades son las siguientes:

e Si f es convexa siempre existe al menos un vector subgradiente para cada punto en el
dominio.

e Si f es diferenciable entonces g = v/ f(x) es el tinico subgradiente para f en x.
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Definicién 6.2. Subdiferencial
Al conjunto de todos los subgradientes g de una funcién convexa f:R™ — R en un punto
x se le llamard subdiferencial de f en x y se denotara por 0 f(x).

Por ejemplo:

Sea |o|:R — RT la funcién valor absoluto. Es bien conocido que el valor absoluto no
es una funcién difereciable, pero sus subdiferenciales permiten comprobar que el minimo
de la funcién se alcanza en cero.

—x siz<O0
|lz]=< 0 siz=0 (45)
T sixz>0.

{1} paraz<0
Szl =< [-1,1] siz=0 (46)
{1} para z > 0.

En la siguiente imagen se puede ver algunas de las rectas tangentes (con pendiente en 6|0|)
a la funcién en cero.

Subdiferencial de la funcion Valor Absoluto en 0

¥ f(x)=[x]
% “Ein-0+0)
o [ |
a | T
o
< o
cfx) = 0(x-0p+0 cfx) = 0(x-0H0
(}'I —gix) = 040040 ) = 0. 4044
I I I I I
4 2 0 2 4
Ordenadas

Figura 11: Gréafica de algunas rectas con pendiente en 4|0].

Una propiedad que se usard es la llamada regla de la suma de subgradientes, que per-
mite abrir el subgradiente de una suma como suma de dos subgradientes. Queda expresada
en la siguiente proposicion:

Proposicién 6.2. Sean f y g funciones convexras semicontinuas inferiores, sea x € Dom N
Domyg, entonces, p € 6h(x) tal que existen s € 6 f(x) yt € dg(x) con p=s+t.

Lasso con un sélo parametro

Ahora se dedica el texto a encontrar el minimo de la funcién de perdida ||[Y — Xg|% +
Al|B||l1 con las herramientas que se han visto en esta seccién: Supéngase que f = 1 mini-
miza la funcién L(3), entonces el subdiferencial 6 L(3;) debe contener al vector cero como

subgradiente, es decir:
=X (Y =X 81) +Ad|B1] = 0. (47)
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De lo anterior se desprende la expresién:
, A
XY =X181) = 55\51 .
Como las variables estdn estandarizadas (X} X; = 1) se consigue despejar 31 como:
; A
pr=X1Y - 55\51\-

Analizando la tltima expresiéon por casos:

Caso: 1 <0.
A
ﬁ1<0<:>X’1Y—§(—1)<0
A
<:>X’1Y<—§.
Caso: 1 =0.
A
51:0@396[—1,1]:X’1Y—§gzo
A A
s0e [X’lY—g,X’lYJrE]
& [X[Y|< g
Caso: ;1 > 0.

A
b1 >O<:>X’1Y—§(1)>0
A
& X’1Y>§.

En resumen
X/ Y+3 para X|Y < -3

: A
fi=4 0 si | XY <5 (48)
XY -2 para X{Y > 2.
Para simplificar la notacién se creard una funcién:

r—A parax < —\
Ux(z)=4¢ 0 si|z| <A (49)
r— A\ para x> A

Entonces Bl =Uy2 (X1Y), y sumado al hecho de que X} X; =1 se reescribe X|Y como el
estimador de minimos cuadrados 5™¢.Por lo tanto:

Blesso = U,\/2(»§{nc)-
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Lasso con una matriz de diseinio ortogonal
Cuando se tiene una matriz de disefio ortogonal (X'X =1), el estimador de Lasso se

obtiene siguiendo el mismo procedimiento que para una sola variable. Procediendo:

Supéngase que B minimiza la funcién de perdida. Se encontrard el vector cero dentro
del subdiferencial.

P
—2X/ (Y =Xu1B)+A> _4|B;] =0. (50)
i=1
De lo anterior se desprende la expresién:

A p
X/(Y - XB) = 5 Y0181
i=1
Y por hipétesis (X'X =1) se consigue despejar B como:
A p
B=X'Y -3 0Bl
i=1
Y por el razonamiento que se vio en el caso de una variable
(X'Y);+5 para (XY); <3
Bi=4 0 si |(X'Y);] <3 (51)
(X'Y); -5 para (X'Y); > 3.
Y finalmente R R
B0 = Uy pa(B7) V3.
Método de descenso por coordenadas

En un caso mas general, solamente se supondra que la matriz X’X es invertible, entonces
se puede encontrar la siguiente relacion:

p
—2X(Y = X_;8—j— B;X;)+ A 88| =0.
=1

Donde:

X_; es la matriz compuesta de todas las columnas de X excepto la ntmero j y B_;
estd definido de una forma similar.

Luego de desarrollar y considerando la estandarizacion (X;XJ = 1) se obtiene una solucién
para cada [3;.

_ A
Bj = X5(Y =X _jB) = 5018]. (52)

Se puede observar que el estimador f; estd en términos de los demdas pardmetros (B_;),
entonces no se ha conseguido una forma cerrada. Sin mencionar que el anélisis en el caso
donde X'X es invertible.

En general se utiliza el siguiente algoritmo conocido como “Método del descenso por coor-
denadas” para estimar los parametros:
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1. Inicializar 8 =0.
2. Para j=1,...,p, hacer lo siguiente:

2.1. Calcular los residuales parciales.
Res; =Y - ) X;3;.
i#]
2.2. Inicializar 8; = B}”C por minimos cuadrados.
Bj = Res;-Xj.

2.3. Actualizar 3; con la solucién de una sola variable.

Bi = UA/2(/§§HC)-

3. Verificar la convergencia, en caso contrario ir al segundo paso.

Interpretaciéon geométrica

Hasta ahora sélo se ha mostrado las funciones de perdida en su forma lagrangiana, pero
a continuacion se reescribirdn como problemas de optimizacion convexa (esto es posible por
la Dualidad de Lagrange).

Regresiéon Ridge
B¢ = argming |[Y — XB][3
Sujeto a ||B]|3 < t;.

Como es bien conocido la norma dos la restriccién |B|3 < t; forma un 4rea de bisqueda
dentro (e incluyendo la frontera) de una circunferencia de radio ¢;.

Regresiéon Lasso
B> = argming | Y — XB3
Sujeto a ||B]]1 < t.

Y las restricciones con la norma uno ||8||; <t forman diamantes (o cuadrados rotados) al
redor del origen.

Ahora, ambas restricciones limitan el espacio, pero sélo la norma uno crea esquinas en
el area de busqueda, lo que facilita que se estimen coeficientes como cero. A continuacion
las gréaficas de las regresiones Lasso (a la izquierda) y Ridge (a la derecha). En ambas se
muestra el drea de busqueda en color verde al rededor del origen y el estimador por minimos
cuadrados rodeado de elipses cuyos ejes dependen de la desviacién estandar del estimador
de cada S;.
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Figura 12: Intepretaciéon grafica de las regresiones Lasso (a la izquierda) y Rid-
ge (a la derecha). T. Hastie, R. Tibshirani, J. Friedman. (2001). Recuperado de
https://web.stanford.edu/ hastie/Papers/ESLIIL.pdf.

6.3. Regresion dispersa no convexa

Hasta el momento se ha visto como estimar los pardmetros de un modelo de regre-
sién lineal dadas las variables correctas, se ha planteado como calcular los parametros de
modelos con regularizacién (comtinmente se calcula para el modelo que contiene todas las
variables) a través de funciones convexas, diferenciables y no diferenciables (con las normas
IIx|l1 ¥ [Ix|l2). Ahora es de interés encontrar un método de estimacién con una funcién de
riego que penalice los pardmetros con la norma cero (||x||p), que es una norma no convexa
(en general normas ||z||, con 0 <p < 1 no son convexas):

L(B) = Y =XB[3+Al|Bllo- (53)

Para A > 0. Donde la norma cero es un caso limite:

Q|

p
. 2 — ¢ .19
||><||o—élg%IIXIIq—;g%(;:1 i)
Con:

Hm|:p-]q— 0 SiIiZO
e—0""" 1 1 six#0.

Regresion dispersa no convexa con una matriz de diseno ortogonal

Como es de suponerse, la optimizacion de funciones no convexas es en general complejo,
pero en [14] se demuestra que el punto minimo de (53) cuando la matriz de diseno es
ortogonal y estandarizado es el siguiente (se omite la demostracion):

~ X;Y siX;Y >V
Ao ={ 0 si |X;Y] < VA (54)
X;Y siX;Y<—VA

Para j=1,...,p.
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Alternativamente en [9] se crea un algoritmo que proporciona exactamente la misma solu-
cién partiendo del estimador de Lasso, llamado Lass —0:

Se llamaréd Soporte(B) = {i|||Billo = 1}.
Sea F'={i:||Billo =1}.
Sea C = (||B1ll0s-- -, 1Bnllo)-

Donde B™¢ es estimador de minimos cuadrados para el modelo que sélo considera las
variables que se encuentran marcadas con uno en el soporte, es decir:

Brc = (DX'XD) 'DX'Y.

Con D = diag(C).

Lass—0:

1. Inicializar B como el estimador de Lasso con la misma .
2. Calcular F' = Soporte(B).

3. Calcular 8 como B}?C = DX'Y (recordando que X'X =1).
4. Actualizar F' = Ipg.

5. Para cada i € F calcular 09 = Bl

6. Para cada i ¢ F calcular (V) = "%161

7. Calcular B’ = argming; 1Y —XBD(Z+ X8 |o.

8. Si [[Y=XB[3+\IBo <Y —XB|3+A|Bllo hacer B =" y regresar al punto cuatro.
En caso contrario 8 es el resultado.

Proposicién 6.3. Asumiendo que X es ortogonal y estandarizado, la solucion de Lass—0
es el punto minimo de la funcion L(B) = || Y — XB||?>+ X|Bllo (51).

Demostracion por casos:

Caso A =4. Como X =4, se tiene que % =/ (que son los umbrales de (51) y (54)), enton-
ces los soportes son idénticos y ambos estimadores coinciden con los 3's de minimos
cuadrados.

Por lo tanto gLess—0 = gNo,
Caso A > 4. Demostracién por casos:

Supéngase que se puede eliminar alguna de las variables que se encuentran en la
solucién (51) (demostraciéon por reduccion al absurdo).

Como 4 < X se sigue que 4\ < A\? entonces VA < %)\, es decir el umbral de
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Lasso es menos restrictivo que el de (51) (manda mas variables a cero), por lo
que F'BNO D) Fﬂlasso.

Se toma k € Fglasso y B* = A’]}Ek (se removié la variable nimero k). Para que 8*
se aceptada como mejora tiene que ocurrir que (segin el paso ocho de Lass—0):

Y = XB*[3+ A8 llo <|[Y = X853+ AlBllo
Y =XB*[3+A(IBllo—1)  <I[Y —XB]13+AllBllo
Y -XB3-Y -XB[3 <A
Desarrollando ||Y — X8]|3:
IY —XB|3 = (Y - XB)' (Y - XB)
=(Y'-BX) (Y -XB)
— Y'Y -Y'XB-BX'Y +BX'XB
=Y'Y - Y'XB—B'X"Y +|B|3 por ser X ortogonal.
Regresando a ||[Y — XB*|3 — 'Y — X|I3.
1Y =XB*[3— 'Y =XB[3 =(Y'Y - Y'XB" ~ B*'X"Y +|8"[3).
~(YY-Y'XB-BXY +|Bl3)
=Y'X(B-B")+ (B —B")X"Y — (|8I3 - 18°[15)-
Donde (8—8%) = (01,.-.,0k—1, Bk, 0k41,--.,0p), entonces Y'X(8—B*) =[Y'X(B—
B
Luego
Y =XB*|13— 1Y = X8B3 = 28x(X'Y)x — B
Por lo tanto
26,(X"Y) — B < A
B <A
= A <\ (ya que |(XY)g| > A\, pues B #0)
=<1l

Por lo tanto no es posible remover alguna variable de las que se encuentran
contenidas en el soporte de (51).

Supdngase que Lass — 0 agrega alguna de la variable.

Procediendo de la misma forma que en el caso anterior
1Y =XB[I3— Y = XBl5 < —A
= —(X'Y)2 < -\
= (X'Y)2 >\
= |(X'Y)i| > VA
= |8,°| > 0.
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Es decir, es posible agregar solo las variables que se encuentren en el soporte de

B,

De ambos casos, se observa que si Fgng O Fiiasso (Lasso tiene menos variables en su
soporte que la solucién de Ny) Lass — 0 sélo puede agregar variables al soporte que
estén contenidos en Fgn, .

Caso A < 4. Este caso se sigue de un argumento analogo al caso anterior.
Como A <4 = A\2 <4X= \/2 <V Asi, Flgiasso O Fgny, Lasso es més restrictivo que
la solucién en (54). Supdéngase que Lass — 0 elimina alguna variable, entonces:
1Y —XB*[3~ 'Y - XB|13 < A
= O < A
= X, Y| < VA
= B0 =
Se asume que Lass — 0 agrega una variable a su soporte, entonces:
Y —XB*|3 —IY = XB3 < —A
= (X'Y)2 >\
= ‘XkY‘ > A
= B0 > 0!

Por lo tanto, no se pueden agregar variables.

Asi, aplicando reiteradamente los soportes coinciden. La interpretacion de este resultado
es que la estimacién de Lasso es cercano (en términos de soporte) a la solucién (54).
Regresion dispersa no convexa sin alta dimensionalidad

Se dedicaréd todo el siguiente capitulo para explicar el algoritmo de optimizaciéon pro-
babilistica que se usara para ésta tarea.



Algoritmos genéticos

Los algoritmos genéticos son algoritmos heuristicos de optimizaciéon bio-inspirados en
la evolucién, de busqueda estocastica, utilizados en optimizaciéon combinatoria donde los
algoritmos tradicionales no resulten aplicables, eficientes 6 como una opcién a estos.

Surgen de la idea de que la evolucién, desde un punto de vista matematico, es un pro-
ceso de optimizacién en el cual una o mas poblaciones que intercambian material genético,
sometidas a una presion selectiva, van descartando a los individuos menos aptos para tener
descendencia, de esta forma, los individuos con caracteristicas (heredables) mas adecuadas
tendran mayor probabilidad de que su descendencia esté en las siguientes generaciones,
haciendo que cambie la frecuencia de aparicién de ciertos genes (entre generaciones). Asi,
el cambio acumulativo forma la evolucién.

Se identifican como factores de evolucién, la mutacién, la deriva genética, la migracion
y la seleccion natural. Cada uno tiene su interpretacion en los algoritmos genéticos.

7. Codificacion

Cada ser vivo cuenta con alguna estrategia o mecanismos de supervivencia, de alguna
forma, cada organismo representa una posible solucién al problema de jcémo sobrevivir en
el mundo natural? Imitando esta situacion, los algoritmos genéticos plantean que cada pun-
to en el espacio de busqueda es un posible poblador. Pero, ; como representar esta situacién?

Como es sabido, el ADN es la molécula que dirige el desarrollo y actividades de cada
célula, este material es transmitido a la descendencia mediante su duplicacién. El ADN se
encuentra contenido en cromosomas, cada cromosoma se divide en genes, cada gen codifi-
ca una proteina especifica. Asi, cada cadena de genes determina las caracteristicas fisicas
posibles de cada individuo, es decir, para cada individuo existe una codificacién tinica que
lo representa.

Los organismos cuyos cromosomas se organizan por pares o pareados son llamados di-
ploides, para los que no se encuentran pareados, se les da el nombre de aploides.

En este trabajo solo se consideran representaciones aploides de las posibles soluciones.
Se llamara poblador a cada punto candidato a solucién.

Para escoger una representacion adecuada se debe considerar tanto la funciéon a optimizar,
como el contexto del problema. Aqui, se muestran algunas de ellas:

39
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Representacion binaria. La representacion binaria estd formada tinicamente por los
caracteres 0,1 y es, de todas las representaciones, la que codifica con la menor cantidad
de simbolos. Una de sus caracteristicas es que cualquier otra representaciéon puede ser
expresada en binario (con una codificaciéon mas extensa que la original).

Representacién ternaria, cuaternaria y hexadecimal. La representacion ternaria,
cuaternaria y hexadecimal son aquellas en donde solo se usan tres, cuatro y diez simbolos
{0,1,2} , {0,1,2,3} , {0,...,9,A4, B,C, D, E, F'} respectivamente. Estas representaciones son
mas compactas que la binaria y representa variables categéricas u ordinales, con a lo mas
tres, cuatro o diez elementos. Claramente, son casos particulares de representaciones con
n € N simbolos.

Algo interesante de notar es que el ADN tiene una representacién cuaternaria, pues se
compone solo de cuatro proteinas { Adenina,Citosina, Guanina,Timina}.

Representaciéon entera. Esta representacién usa los simbolos de los niimeros naturales
para expresar problemas con variables ordinales o categéricas en un rango finito.

Representacion real. La representacién real usa niimeros reales como alfabeto, se usa
para la optimizacién en dominios continuos. En la practica, se limita el nimero de decimales
a una precisién suficiente para el investigador.

Representacién mixta 6 hibrida. Cuando el domino de la funcién objetivo estd com-
puesto por mas de un tipo de variables (categéricas, ordinales, continuas), se puede consi-
derar una representacién donde cada gen tenga su propio alfabeto. A esta codificacién se
llamaré mixta o hibrida.

8. Poblacién

“Las poblaciones, no los individuos, son las unidades de evolucién”

(Barbadilla A. 2010).

Se entenderd por poblacién, a un grupo de organismos que habitan en una misma re-
gién geografica, al mismo tiempo y con la capacidad de intercambiar material genético.
Se llamara genoma al conjunto de todos los genes de una poblacion. Considerando que la
carga genética de cada individuo permanece constante durante toda su vida, la variabilidad
genética sélo puede surgir a partir de una poblacién.

Los algoritmos genéticos usan matrices M, 5, con entradas en el alfabeto apropiado, como
representacion del genoma de una poblaciéon. Donde 7 es el niimero de organismos y s el
numero de genes de cada uno de ellos. Comtnmente se inicializa cada matriz M, s de for-
ma aleatoria, donde se usa una distribucién uniforme con soporte discreto para alfabetos
discretos y sobre algin rango definido por el investigador en caso de continuos. O se podria
inicializar de manera distinta si se cuenta con informacién adicional sobre la localizacion
de los puntos 6ptimos.
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Existen multiples algoritmos genéticos que funcionan con mas de una poblacién a la vez,
teniendo una relaciéon importante con el cémputo distribuido, pero en este trabajo sélo se
escribe para una poblacién.

9. Operadores genéticos

9.1. Operador de mutaciéon

Una mutacién es un cambio aleatorio en la secuencia de ADN de un individuo y es la
principal fuente de variabilidad en el genoma de la especie.

Una alta tasa de mutacién aumenta la probabilidad de adaptacién de una especie a cam-
bios ambientales a través de generar individuos con oportunidad de adaptarse a los mismos,
pues a mayor tasa, mayor exploracién de variantes genéticas. Pero al mismo tiempo, la ma-
yoria de las mutaciones son desfavorables para los individuos que las porten pues pierden
adaptacién a las condiciones actuales. Cada especie y gen posee su propia tasa de mutacion,
adaptada a sus necesidades.

El operador de mutacién de los algoritmos genéticos imita el proceso biolégico de mutacién
a través de cambios aletarios en la codificacién del individuo reemplazando los simbolos de
su representacion por otros dentro del mismo alfabeto. Para lograr lo anterior, se recorre
cada gen (i) y se cambia con probabilidad p;. Comunmente se usa la misma tasa en todos
los genes e individuos.

Para alfabetos finitos. Siempre que el alfabeto sea finito (casos particulares de repre-
sentaciones enteras como la binaria, ternaria, cuaternaria 6 hexadecimal) el cambio alea-
torio de simbolo puede provenir de una distribucién uniforme discreta, teniendo la ventaja
de que cada simbolo aparece con la misma frecuencia. En la practica, los alfabetos siempre
son finitos.

Para alfabetos subconjuntos de R. Si se tiene un alfabeto muy extenso, en muchas
ocasiones es conveniente tratarlo como si estuviera compuesto por ntumeros reales (supo-
niendo que se puede asociar a elementos de R), por lo que es ttil establecer diferentes
estrategias de mutaciéon. Lo mas natural es trabajar con un operador de mutaciéon que pro-
ponga modificaciones a través de simular alguna variable aleatoria continua cuyo soporte
cubra el rango del alfabeto. La mutaciéon mas tradicional en este tipo de situaciones es
sumar un niimero generado de una variable aleatoria normal N (0,0?) al gen a mutar (para
alguna o2 propuesta).

Para representaciones mixtas. Se dird que una representacién es mixta, si genes dis-
tintos tienen diferentes alfabetos. Asi, el operador de mutaciéon debe estar adaptado al
alfabeto de cada gen para poder cubrir todo tipo de representaciones.

A continuacién se muestra el pseudo-cdédigo del operador de mutacion tradicional:

1. Determinar el largo de la cadena (C1C>...Cs) del cromosoma (esto se define desde la
representacion).

2. Definir p € (0,1) la probabilidad de mutacién del gen.
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3. Definir 62 > 0 si se usan genes con representacién continua, y contar m el niimero de
elementos en el alfabeto en caso de que se usen genes discretos.

4. Desde ¢ =1 hasta s repetir los pasos del 5 al 7.
5. Generar un numero aleatorio X de una variable aleatoria Bin(1,p).
6. Si X =0 saltar al nimero 7, en caso contrario:

6.1. Si el gen es discreto aplicaré lo siguiente:
6.1.1. Generar un nimero aleatorio Y de una variable aleatoria discreta Unif(1,m).
6.1.2. Asignar a C; el simbolo nimero Y (6 equivalentemente Y').
6.2. En caso contrario:
6.2.1. Generar un ntimero aleatorio Z de una variable aleatoria N(0,0?).
6.2.2. Asignar a C; el nimero C; + Z.

7. Aumentar en 1 el valor de <.

9.2. Operador de cruzamiento

La deriva genética es el proceso estocédstico que sortea material genético de la descen-
dencia de una poblacion, teniendo una fluctuacion aleatoria en las frecuencias de los alelos
de una poblacién a sus descendientes, donde solo es posible transmitir los alelos presentes
en los padres. Si en el proceso se pierde un alelo, este no vuelve a aparecer. De esta forma,
la deriva genética actia como una fuerza que disminuye la variabilidad del genoma, en este
sentido es un proceso opuesto a la mutacién.

John Holland integra la deriva genética a los algoritmos genéticos como un operador que
llamo de cruzamiento por punto, donde se sortea un ntimero j € {2,...,s—1} de una dis-
tribucién uniforme discreta, que parte el material genético de cada padre en dos bloques,
el primero (M; 1.;) que contiene los genes que van desde 1 hasta j, el siguiente bloque con-
tiene los restantes(Mi,(jH):S) del padre . De combinar los bloques M; 1.; con My, (j11).s ¥
My 1.5 con M (j41).s de los pobladores i y k respectivamente se producen dos cadenas, que

se nombraran como “hijos”.

Dadas las cadenas (Hy1H12...H15) y (H21Haz2...Ha s) el operador de cruzamiento gene-
raria otras dos cadenas de acuerdo al siguiente pseudo-codigo:

Sin pérdida de generalidad, se cruzaran los pobladores i = 1,2.

Se nombrard Hy, = (Hp, 1Hp ... Hp,s) con h € {1,2} a las cadenas resultantes del proceso,
ambas de tamano s.

1. Determinar el largo de las cadenas s.
2. Generar un ntmero aleatorio j de una distribucién Unif(2,s—1) discreta.
3. Desde h =1 hasta 2 repetir los pasos 3.1 y 3.2.

3.1. Desde k=1 hasta s repetir los pasos del 3.1.1 al 3.1.3.
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3.1.1. Sea una variable entero p tal que, si k < j hacer p=h en otro caso p=3—h.
3.1.2. Hacer Hh,k = Cp,k'
3.1.3. Hacer k=k+1.

3.2. Hacer h=h-+1.

9.3. Operador de seleccién

“A esta conservacién de las variaciones y diferencias individuales favorables y a
la destruccion de las que son perjudiciales, la he llamado seleccién natural
o supervivencia de los mas aptos”

(Charles Darwin, 1859).

La selecciéon natural es un proceso de reproducciéon que limita la tasa de reproduccién de
variantes alélicas y favorece las que mejoren la adaptacién de la especie y requiere de los
siguientes tres factores:

1. Variacién fenotipica. Para una caracteristica de la especie, debe existir diferencias
entre los individuos de la especie (es decir, debe haber variedad).

2. Reproduccién diferencial. Se dice que la reproducciéon de un organismo es diferencial
cuando se produce por causa de al menos una diferencia que esté presente compa-
rado con otros organismos de su especie, es decir, debe existir una relacién entre la
adaptacién de los individuos y la probabilidad de reproduccion.

3. Herencia de la variacién. Debe existir una relaciéon entre el material genético y el
fenotipo (caracteristicas observables) del organismo.

Asi, el efecto de estos factores a lo largo de las generaciones produce la evolucién (es decir,
se trabaja de manera acumulativa).

Traduciendo los elementos de la seleccién natural a un lenguaje en términos mas ma-
tematicos:

1. La variaciéon fenotipica indica que Fpy; no es una funcién constante.

2. La reproduccion diferencial se traduciria como la existencia de un método de discri-
minacién donde se seleccionen los pobladores mejor adaptados (auxilidndose de la
funcién objetivo) con mayor probabilidad para aplicarles el operador de cruzamiento.

3. Y la herencia de la variacion se puede interpretar como la existencia de una depen-
dencia entre Fop;(x) y su descendencia.

Los puntos 1 y 3 hablan de la funcién a optimizar y se considera que estd dada por el propio
problema. Centrandose en 2, los algoritmos genéticos llaman “Operador de seleccion” al
método que permite hacer la discriminaciéon de los pobladores que se reproduciran de los
que no. También hay que mencionar que el operador de seleccion depende de si el problema
es multiobjetivo o no (mono-objetivo), es decir si g =1 6 ¢ > 1.

Para los problemas mono-objetivos las propuestas de operador de seleccién mas comunes
son:
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Seleccién por ruleta o proporcional

Este operador asigna probabilidades de seleccién proporcionales a la adaptacion del
individuo. El individuo mas apto serd el que tendra mayor probabilidad de ser selecciona-
do, en este caso el problema de optimizacién se observa como uno de maximizacién y se
requiere que Fpyp; sea una funcién positiva.

El operador queda como a continuacion:

1. Calcular la suma de los fitness.

M
Sp=>_fi

i=1

2. Para el primer poblador se define el rango R; como:
Ry = (Ri1,R12) = (0, %)
!
3. Para cada i =2,..., M se define el rango R; como:
Ri=[Ri1,Ri2)=[Ri—12,Ri—12+ b{;)

4. Generar un numero aleatorio U de una distribuciéon Unif(0,1).

5. Se seleccionard al poblador z; tal que U € R;.

La seleccién por ruleta es, desde un punto el punto de vista del muestreo estadistico, el
mismo procedimiento que se usa en la obtencién de una muestra aleatoria con probabi-
lidades de seleccién proporcional al tamano, y el poblador elegido es aquel asociado a la
ultima estadistica de orden. Cochran, W. G. (1977) es un libro de referencia para el lector
interesado en muestreo.

Seleccion por torneo

La seleccién por torneo empieza por tomar un subconjunto aleatorio, de una distribu-
cién uniforme sobre la poblacién, de tamano 7T toma un subconjunto de la poblacién y a
partir de éste, seleccionar al poblador con mejor adaptacion. Asi, para aplicar este operador
se necesita que el usuario defina un ntimero T con T € {2,...,7}. Luego, el operador queda
como a continuacién:

1. Para cada i =1,...,r generar un nimero aleatorio U; de una distribucién Uni f(0,1).
2. Calcular las estadisticas de orden Uy),...,Ur.
3. Seleccionar el poblador X; tal que:

fi=min{f;|U; € {Uqy,...,Um)}}.

Este operador es anédlogo al procedimiento que se realiza para tomar una muestra aleatoria
simple de una poblacién para luego elegir el poblador que esta relacionado a la primera
estadistica de orden pues para este caso se ve el problema de optimizacién como uno de
minimizacién.
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Seleccién por ranking

La seleccién por ranking es una selecciéon proporcional a una funcién que se llamard
Ranking que es una transformacion de la funcién objetivo, la posiciéon que toma el poblador
en un ordenamiento (de acuerdo a la funcién objetivo) y un pardmetro Ps que se nombrara
por “presiéon de seleccién”. Procediendo:

j—1
Ranking(i) =2 — Ps+2(Ps — l)ifl

Donde:

e El poblador i posee el valor objetivo f; que es la j-ésima estadistica de orden, es decir
fi= 1)
o 1 <P, <2.
Asi el pseudo-codigo es el siguiente:
1. Calcule las estadisticas de orden f(qy,..., f(;)-

2. A cada poblador X; se le asociard el nimero Rank; = Ranking(i).

3. Para el primer poblador se define el rango R; como:

Ry =[R1,1,R12) = [0,Ranky).

4. Para cada i =2,...,r se define el rango R; como:

Ri=[R;i1,Ri2) = [Ri—12,Ri—12+ Rank;).

5. Generar un nimero aleatorio U de una distribucién Unif(0, R, 2).
6. Se seleccionara al poblador z; tal que U € R;.

Una de las caracteristicas de este tipo de seleccién es que controla la esperanza del ntimero
de ocasiones que se elige al poblador mejor adaptado, pues ésta esperanza es el parametro
de seleccion.

Cuando se habla de un algoritmo genético multiobjetivo, las estrategias de selecciéon son
algo mas complejas por el echo de que no se pueden ordenar los elementos de RY, a continua-
cién se presentan brevemente algunas tacticas exitosas para crear operadores de seleccion
para g > 1:

1. Basadas en agregacién: Este grupo ataca el problema a través de convertir una funcién
multiobjetivo a una mono-objetivo. Por ejemplo, a partir de la suma ponderada de
cada uno de las entradas del vector de valores Fop;(x).

2. Basadas en la poblacion: En esta clase de operadores de seleccion se usa la tactica de
crear subpoblaciones por la seleccion de ruleta aplicada a cada una de las componentes
del vector Fopj(x) y luego se cruzan las mismas, asi garantizan que los mejores
pobladores de cada entrada de la funcién fitness genere descendencia (con cierta
probabilidad).
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Basadas en el concepto de optimalidad de pareto: En este caso la seleccién se realiza
con la idea de que un poblador x; es preferible a uno x2 si y sélo si todas las entradas
del vector Fppj(1) son mas (al menos una) o igual de optimas que las de Fopj(22) y
cuando esto no se cumple, se prefiere al individuo que aporte mayor diversidad.

Posteriormente se describirdn conceptos importantes para los algoritmos multiob-
jetivo, la persona que deseé més informacion puede dirigirse a Chaman I. C., 2012.

Vista de alto nivel de un algoritmo genético

En esta seccion se articulan los elementos de los algoritmos genéticos, el pseudo-codigo
es el siguiente:

1.

2.
3.

Inicializacién de la poblacion:

En esta fase se genera la poblacion inicial, generalmente de manera aleatoria.

e Para una representacién binaria es habitual inicializar el genoma con entradas
simuladas de una distribucién Bernoulli de pardmetro 0.5.

e Con un alfabeto entero, se hace un sorteo de sus elementos donde la probabilidad
de aparicién es homogénea.

e Y para alfabetos subconjuntos de los reales, lo mas frecuente es formar la ma-
triz de poblacién a partir de entradas simuladas de una distribucién uniforme
continua sobre un rango propuesto por el investigador.

Calcular la funcién objetivo para cada poblador.

Evaluar si se ha cumplido la condicién de paro.

Las condiciones de paro pueden ser diversas, entre las mas comunes se encuentran:

e Parar el algoritmo cuando exista un poblador cuyo fitness sobrepase el minimo
previamente definido por el usuario.

e Terminar la ejecucién cuando se cumpla un tiempo de calculo o un nimero de
generaciones.

e Finalizar el algoritmo si las mejoras entre generaciones no son relevantes.

e Alguna combinacion de las anteriores.
Crear nuevos cromosomas a partir de la poblacién actual:

4.1. Para cada poblador: aplicar el operador se seleccion para escoger una pareja.
4.2. Para cada pareja: aplicar el operador de cruce.
4.3. Para los descendientes de cada pareja: aplicar el operador de mutacion.

. Seleccionar los supervivientes y regresar al paso 3.

Para mantener fijo el tamano de la poblacion se debe seleccionar los individuos que
formaran la préxima generacién, los criterios mas comunes son:

Por fitness Sélo los mejores pobladores sobreviven (padres e hijos).

Por edad Soélo los mejores desentiendes sobreviven.



11. Algoritmos genéticos multiobjetivo 47

11. Algoritmos genéticos multiobjetivo

Intuitivamente un algoritmo genético se considera multiobjetivo si estd preparado para
optimizar una funcién Fpp;(x) : RP — R? para ¢ > 1, es decir, cuenta con la capacidad de
minimizar mas de una funcién simultdneamente (que corresponden a las entradas del vector
Fopj(x) = (F1(x), ..., Fy(x))). Para aclarar la idea de éptimo en problemas multiobjetivo se
introduce la definicién de dominancia.

Definicién 11.1. Dominancia de Pareto
Se dice que & domina a x2 (T) < x2) si:

Para toda i =1,...q se cumple F;(x1) < Fi(x2) y existe iy tal que F; (x1) < F,(x2).

Desde el punto de vista de la Dominancia de Pareto, una solucién x es optima si no
es dominada por algtin otro elemento del espacio de biisqueda, a este conjunto se llamara
Frontera de Pareto.

Dominancia de Pareto

o | e s,
D . Conjunto dominado por X1
E ] -
TR S A . ; - .
o .. - 'I.. - : s * O
4 . s, Xt .-,
. . . o :
L= . '. LI ]
e | | | | | |
0.0 02 04 06 08 10
F1(x)

Figura 13: Gréafica donde se muestra el conjunto (constituido por el area y frontera de color
gris) dominado por el punto ;.

12. NSGA-II

El algoritmo NSGA-II (Nondominated Sorting Genetic Algorithm IT) es un algoritmo
genético multiobjetivo de optimizacién continua que usa los siguientes procedimientos:

12.1. Ordenamiento rapido no dominado

Del procedimiento que se presenta a continuacion se deduce un tipo de orden para los
elementos de una poblacién a partir de particionar la misma en clases (que se llamaran
fronteras), donde la primera (F7) contiene todos los elementos que ningun poblador puede
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dominar (dentro de la misma muestra de pobladores), los elementos de la segunda clase
(F») s6lo pueden ser dominados por elementos en Fi, y los de F3 s6lo por elementos en Fj
6 Fy y asi sucesivamente.

1. Para cada pe M.

1.1. Sea S, =0 (conjunto de elementos dominados por p).
1.2. Sea n, =0 (ntimero de elementos que dominan a p).
1.3. Para cada q € M:
1.3.1. Si p<¢q (p domina q):
Sp=SpU{q}.
Si p > q (¢ domina p):
ny =n,+ 1.
1.4. Sin,=0:
DPrank = 1 (rango del elemento p).
Fy = F1 U{p} (se define la primera frontera de Pareto).

2. Sea i =1 un contador que corre sobre el nimero de fronteras.
3. Mientras F; # ()

3.1. Sea Q =10.
3.2. Para cada p € F;:
3.2.1. Para cada g € Sp:
3.2.1.1. ng=ng—1.
3.2.1.2. Si n, = 0:
Qrank = 1+ 1.
Q@=QU{q}.
3.3. Hacer i =1+1.
3.4. Hacer F; = Q.

12.2. Crowding distance

Si se quisiera seleccionar el subconjunto de las mejores soluciones (con alguna cardina-
lidad) dentro de una frontera F;, ya no se podria tomar la eleccién de acuerdo al criterio
de dominancia, pues ninguno de sus elementos puede dominar a otro dentro de la misma
frontera F; (por construccién); se debe tomar algin criterio auxiliar. En este sentido la
“Crowding Distance” es una herramienta que permite ordenar los elementos de mayor a
menor para poder tomar los primeros mejores. Se calcula de acuerdo al siguiente método.

1. Sea [ =|I| (JI| es la cardinalidad de I).
2. Para cada i € I hacer I[i]gistance = 0 (inicializar la distancia como 0).
3. Para una de las entradas (m) de los vectores de la funcién objetivo:

1.1. I=sort(I,m) (ordenar I de acuerdo a la entrada m).

1.2. I[1]gistance = I[l]distance = 00 (se asegura que los valores extremos se encuentren
en los primeros lugares).
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1.3. Para ¢ =2 hasta (I —1):

1.3.1- I[i]distance = .
I[i]distance + (I[Z + ]—]dismnce,m - I[Z - ”dismnce,m)/( ;:Luw - ﬁlmn).

Donde I[i]gistance,m €s €l valor de la funcién objetivo en la entrada m para
el poblador 3.

12.3. Operador Crowded-Comparison

El operador Crowded-Comparison <,, es una funcién que dados dos pobladores, deter-
mina cual es la “mejor” soluciéon de acuerdo a los siguientes atributos:

1. Rango i,qnk (se calcula en el ordenamiento rapido no dominado).
2. Crowding distance g;stance-

Definiciéon 12.1. Operador Crowded-Comparison

Se dice que i <, j si:
irank < jrank 0 ((irank = jrank) Yy (idistance = jdistance))'

12.4. Operador de seleccion por Crowded-Comparison

El operador de seleccién que usa el NSGA-II utiliza el proceso de torneo de M individuos
apoyado por el operador Crowded-Comparison para elegir el mejor poblador.

12.5. Operador de cruzamiento (SBX)

NSGA-IT usa un operador de cruzamiento llamado “Simulated Binary Crossover (SBX)”
1. Sea w; un nimero generado de una distribucién Unif(0,1), para i = 1,2.
2. Para i =1,2 calcular:

. {(Qu)nclﬂ Siu; <1/2

2(1— ul)]_ﬁ en otro caso.
3. Calcular:
X = (1/2)[(1+81) X + (1= 1) XE).

X5t = (1/2)[(1— B2)X] + (14 52) X5].
Donde:
® 7). es un nimero no negativo.
e X!, X% son las soluciones de la generacién ¢.

o X!iT X!t s la descendencia.



50 Algoritmos genéticos

12.6. Operador de mutaciéon polinomial

El operador de mutaciéon polinomial funciona de la siguiente manera:

1. Se simula una observacién mutar ~ Ber(p).

Si mutar = 0 entonces regresar Yt = X!*! en caso contrario:
1.1. Se simula observacién r ~ Unif(0,1).

1.2. Calcular: )
(2r) im+1 Sir<1/2

d= 1
[1—2(1—wu;)]™m+T en otro caso.

1.3. Arrojar como salida: Y = X! (XEH — XU+,

Donde:

® 1), €s un nimero no negativo.

e X! es la solucién a mutar.

o X es un vector con los limites superiores de cada variable de decisién.
e X es un vector con los limites inferiores de cada variable de decisién.

Y!*! es la solucién después de aplicar el operador de mutacion.

12.7. NSGA-II (vista de alto nivel)

Como se dijo anteriormente, NSGA-II es un algoritmo genético multiobjetivo y ahora
se mostrard como interactuan los procedimientos que se acaban de mostrar:

1. Generar la poblacién inicial M (de tamafio r y posiblemente generada de una distribu-
cién uniforme sobre el espacio de busqueda).

2. Evaluar cada elemento en M.
3. Ranquear M (usando el “Ordenamiento rapido no dominado” y la “CrowdingDistance”).

4. Seleccionar los r mejores pobladores (con 7 el tamano de la poblacién definido por el
usuario, auxilidndose del operador Crowded-Comparison [<y]).

5. Evaluar la condicién de paro, si no se cumple:

5.1. Elegir r individuos con el Operador de Seleccién por Crowded-Comparison.

5.2. Aplicar el Operador de Cruzamiento (SBX) para crear una segunda poblacién
(@)

5.3. Aplicar el Operador de Mutacién Polinomial (a los elementos de Q).
5.4. Combinar la nueva poblacién con la original (M = M UQ).

5.5. Continuar a partir del punto 2.
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Crear la poblacién inicial de

Ewvaluar la poblacién

tamano N
—} Present‘alr la Ranquear la poblacién (IIc:mbinar la poblac.ién
poblacion original y la descendiente
F 3

Seleccionar los N mejores
individuos (por ranking v
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Aplicar el Operador de
Mutacién
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criterio de paro?
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Figura 14: Diagrama de flujo del algoritmo NSGA-II.
13. NSGA-II adaptado a regresion lineal

13.1. Codificacion binaria para regresién lineal

Para poder aplicar un algoritmo genético en la buisqueda de un o algunos modelos de
regresion lineal (para cualquiera que sea la funcién objetivo) es necesario tener una co-
dificaciéon que represente a los mismos, pues a partir de ésta se definird el operador de
mutacién y se definird el método para inicializar la poblacién.

El modelo de regresiéon lineal estimado descompone cada observacién de la variable de-
pendiente Y en una combinacién lineal de las covariables X,...,X:

P
Y, = Zﬁjwz‘j-
j=0
Con z;; =1 para j = 0.

La teoria de regresiéon lineal propone un método para poder llegar a los estimadores B;
partiendo de los datos y muestra sus propiedades, particularmente que son estimadores
consistentes. Es decir, si se pudiera incrementar el niimero de observaciones tanto como
se quisiera se tendria una aproximacién al modelo real como se desee. Donde j3; “X0sila
variables X; no se encuentra en el modelo que crea la variable Y.

Pero es bien conocido que introducir todas las variables dentro del modelo no siempre
es lo mejor, pues incrementa la varianza de la estimacién. Por lo que surge la necesidad
de tener un método para poder seleccionar un subconjunto adecuado de variables (que es
equivalente a suponer que ; = 0 para algunas j). Asi, cada modelo puede ser codificado
como un vector v € {0,1}? donde:
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0. indica que Bj =0.
1. indica que Bj es el estimador de minimos cuadrados.

Es importante mencionar que para decodificar un vector binario a un modelo de regresion,
lo primero es fijar las §; =0 y después calcular el estimador de minimos cuadrados de cada
parametro, pues esto es equivalente a eliminar las columnas j de la matriz de diseno.

13.2. Funcién objetivo

Como se ha dicho al final del capitulo anterior, nuestro objetivo es proponer un algo-
ritmo capaz de encontrar el punto minimo de la funcién de perdida (53) de un modelo de
regresion lineal que penalice los parametros con la norma cero. Se reescribe la funcién para
tenerla presente:

L(B) = Y =XB5+lBllo-
Con A > 0.

De observar lo anterior es intuitivo proponer la funcién objetivo como:

Rg:{0,1}? — NxR™"
amc amc||2 (55)
Re(V) = (I1B™lo, IY —XB™[3).

Donde ™€ es el estimador de minimos cuadrados del modelo que sblo considera las
variables que se encuentran marcadas como 1 en V, es decir, X; se encuentra en el modelo
siv; =1.

w Frontera de Pareto de RG(v)
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Figura 15: Gréfica de una tipica Frontera de Pareto de la funcién descrita en (55) calculada
mediante el algoritmo NSGA-IT adaptado.
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Proposicién 13.1. BN minimiza (53) entonces existe un vector v en la frontera de Pareto
de R¢ tal que si B™ es la estimacion de la regresion con soporte v, entonces B¢ = BNo,

Demostracion:
Primero se mostrara que S0 tiene que ser el estimador de minimos cuadrados:

Sea A > 0.
Sea S = Soporte(ENO) y ,Eg”c el estimador de minimos cuadrados con las variables del

soporte de V0. Como la norma dos es convexa se tiene:

Y — Xﬁglcllg <Y - XBNo 12 (ya que ,/B\gnc es el punto minimo para la norma dos)

1B2°ll0 < 11B™]lo (por construccién).

: : ame||2 2No (12
Y se observa que se tiene que dar la igualdad en Y —XBZ°|5 < ||[Y —XB™||5, de lo
contrario BNo no serfa punto minimo. Y como la norma dos es convexa (tiene un unico
punto minimo) se concluye que:

BNO _ Bgzc

En lo que resta de la demostracién solo se escribira 8 para referirse al punto minimo de la
ecuacion (53).

El paso que sigue es mostrar que las soluciones de (53) para cualquier A > 0 se encuentran
en la frontera de Pareto, y que cualquier punto en la frontera de Pareto es solucién de (53)
para alguna A > 0.

=) Supoéngase que f minimiza (53) para A > 0.

Sea m = ||B|lo, SCE = ||Y —XB||3 y P = (n,SCE). Se mostrard por reduccién al
absurdo que P es un punto en la frontera de Pareto.

Supéngase que existe un punto Q en la frontera tal que Q <P (Q domina P) con
Q = (ng,SCEQ). Por definicién de dominancia:

SCEqg+Amg < SCE+Am
VA > 0.
Entonces P no minimiza (53)!.

Por lo tanto no existe Q que domine P, luego P un punto en la frontera de Pa-
reto.

Para demostrar la proposiciéon inversa, se dara por supuesto que la frontera de Pareto es
convexa, en general este supuesto no se cumple, pero nos limitaremos a las que asi lo hagan.
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Proposicion 13.2. Para cada vector v en la frontera de Pareto de Rg, que se supondrd
conveza, existe al menos una A > 0 tal que B con v= Soporte(B) minimiza (53).

Demostracion:

<) Sea Rg = {P;|P; = (i,SCE;) para i =1,...,m} con m < p la frontera de Pareto con-
vexa de (55).

Para fijar ideas, se vé que ocurre si B; y B tuvieran el mismo valor de acuerdo a
(53) para la misma A >0 con ||Billo =14y ||Bjllo=17.
Sin pérdida de generalidad i < j.

SCE;j+\j=SCE; + \i
Aj—Xi=SCE; — SCE;
(j—i)A=SCE; — SCE;

N SCE; — SCE; .
(J—1)

La dltima ecuacién exhibe punto de referencia a partir del cual es méas preferible un modelo a

otro, de acuerdo a la A seleccionada. Entonces, si se quisiera que el modelo con mas variables

CE;—SCE

en el soporte sea la solucién, se deberia fijar A < % (pues penaliza el nimero de

. . . E;—SCE;
variables favoreciendo la suma de cuadrados), y en caso contrario \ > % Con esto

en mente se desarrollard la demostracion.

(i=m). Supdéngase que B; es la estimacién del modelo completo.
Como ||Bi]|o toma el valor méximo en la frontera de Pareto, entonces:

A< w Vj < n.
(n—J)
Por lo que cualquier A tal que 0 < A < min{% |7 <n} seleccionaria el modelo

completo (el modelo con todas las variables en su soporte).

1 =0). Supdéngase que j3; es la estimacién del modelo con ||B;||op = 1.
g
Como ||Bi]|o toma el valor minimo en la frontera de Pareto, entonces:

|~ SCE~SCE,

- V1 < 7.
B (-1 /

Por lo que cualquier A tal que A > méx{ SCE(;%%CEJH < j} seleccionaria el modelo

con ||Billo =1 (el modelo con menos las variables en su soporte).

Hasta esta parte de la demostracion no se ha usado el supuesto de convexidad, lo que
indica que los modelos completo y de menor cardinalidad en el soporte siempre son
seleccionados por alguna .
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(0 <i<m). Supdngase que 0 < i < m, entonces si A > 0 minimizara (53) deberfa cumplirse
lo siguiente:

SCE;+Xi < min{SCE; +\j} & Ai < min{SCE; — SCE; +\j}
JF J7

A< SRR s <

SCE,;—SCE; L
= <A Si< .

Por lo tanto:

SCEy, — SCE;

i , SCE;—SCE;
<A< _—
=) } <A< min{

G } Vj<i<k. (56)

. Qué garantiza que exista alguna A que cumpla (56)? Procediendo:

max{

Por comodidad se escribird f(i) para referirse a SCE;.
Por definicion de convexidad:
fltz+(1=t)y) <tf(z)+(1-1)f(y) para0<t<.

Sean j < i < k, entonces se puede tomar t = %, por lo tanto 1 —t= %,
r=jyy=k. Luego:

De esta dltima desigualdad se sigue que el intervalo en el que estd contenida la A
necesaria no es vacio.

Resumiendo, la frontera de Pareto de (55) contiene el punto minimo de (53), cualquiera
que sea la A y en caso de que la frontera sea convexa, ambos conjuntos son idénticos. Asi,
la B que genera cada punto en la frontera se puede entender como la estimacién B que
minimiza la suma de cuadrados de los residuales que contiene a lo mas m variables, con
0<m<p.

Emsgaii = argming 1Y — X,BH%

Sujeto a ||B]|o < m.
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Numero de variables vs Lamda
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Figura 16: Grafica de la relacion entre la eleccion del factor A > 0 y el niimero de variables
que se encuentran en el modelo que minimiza (53).

13.3. Operadores adaptados

Los operadores que se usaran para el NSGA-II con una codificacién binaria son los mas
clasicos:

Operador de Seleccidn. Se realizara la seleccién para cruzamiento queda sin modifica-
cion.

Operador de Cruzamiento. El operador de cruzamiento es el descrito en (9.2).

Operador de Mutacién. Y las mutaciones como en (9.1).

13.4. NSGA-II adaptado (vista de alto nivel)
Las adaptaciones que se realizaron sobre NSGA-II fueron las siguientes:

Adaptacién de los Operadores. Se modificaron los operadores de Cruzamiento y Mu-
tacion para hacerlos compatibles con la codificacién binaria de los modelos lineales

Creacion de una lista tabii. Se crea una lista de modelos tabti con el fin de garantizar
que todos los pobladores sean evaluados e introducidos en la poblacién a lo mas una
vez. Se justifica en el hecho de que se considera que los cdlculos para la obtencion de
los parametros de un modelo es mas costoso que realizar la busqueda, ademas que le
brinda variabilidad a la poblacién.

Hibridacién en la inicializacién. Se inicializa la poblacién a partir de codificar los mo-
delos producidos por regresiones Lasso, para cada A (evitando repeticiones).

Con estas modificaciones, el pseudo-cédigo es el siguiente:
1. Generar la poblacién inicial M a partir de codificar las regresiones Lasso.
2. Agregar todos los pobladores a la lista tabt.

3. Evaluar cada elemento en M.
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4. Ranquear M (usando el “Ordenamiento rapido no dominado” y la “CrowdingDistance”).

5. Seleccionar los r mejores pobladores (con 7 el tamano de la poblacién definido por el
usuario, auxilidndose del operador Crowded-Comparison [<y]).

6. Evaluar la condicién de paro, si no se cumple:

6.1. Elegir r individuos con el Operador de Seleccién por Crowded-Comparison.
6.2. Aplicar el Operador de Cruzamiento para crear una segunda poblacién (Q).
6.3. Aplicar el Operador de Mutacién (a los elementos de Q).

6.4. Eliminar los nuevos pobladores (elementos de @)) que se encuentren en la lista
tabu.

6.5. Agregar los nuevos pobladores restantes a la lista tabu.
6.6. Combinar la nueva poblacion con la original (M = M UQ).

6.7. Continuar a partir del punto 3.

Crear la poblacion inicial de A I lacion inicial
tamanoc N decodificande —’ gregar Ia I;J_Ot &;Cltt:’n inicial a
regresiones Lasso a lista tabu

Presentar Evaluar la poblacién ‘— (l:olmbmarla poblac.u)n
_’ la original y la descendiente
poblacién ’
h. .4

Eliminar los nuevos
pobladores que se
encuentren en la lista tabu

Ranquear la poblacidn

F

h. 4

Seleccionar los N mejores
individuos (por ranking y
crowdingdistance)

Aplicar el Operador de
Mutacion

:5e cumple el
criterio de paro?

No ’ Aplicar el Operador de ’ Aplicar el Operador de

Seleccion Cruzamiento

Figura 17: Diagrama de flujo del algoritmo NSGA-II.
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13.5. Software

En el apéndice se pone al alcance del lector los diferentes operadores y funciones del
algoritmo NSGA-IT adaptado (en R versién 3.5.3), encontrandose en orden alfabético. Tam-
bién se halla empaquetando en el archivo RNSGA2_1.0.0.tar en la liga:

https://drive.google.com/drive/folders/1rVXUq5j-6pADNXnffV1r_-WqPrS8nebLU?usp=sharing

Donde podra descargar un paquete con extension “tar” compuesto de 19 funciones, un
codigo de simulacién y una tabla (llamada .2nalisis”[sin acentos]) con estadisticas de éstas,
utilizando un software de distribucion libre y especializado en computo estadistico llamado
R (www.r-project.org), en la versiéon 4.0.2

Ahora se mostrard una descripcién del contenido del paquete:

Funciones
cruzar: Genera los pobladores hijos a partir de dos pobladores.

extinsion: Realiza las acciones del operador de reemplazo. Selecciona los pobladores que
sobreviven (contintian en la poblacién) entre la poblacién original y su descendencia.

extraer_adn: Codifica un modelo de la clase “Im” como un vector binario.

formular: Decodifica un vector binario a un objeto de la clase “formula”, que es el paso
es un insumo para calcular un objeto “lm”.

generar_datos: Genera una matriz con observaciones de un plano de regresién simulado.

inictar_poblacion: Imitando a Lass — 0, iniciar_poblacion calcula las estimaciones de la
regresion Lasso y las codifica para tomarlas como punto de arranque. Si la poblacién
es de un tamano mayor a los elementos que se pueden obtener por Lasso; se mutan
los logrados hasta alcanzar el tamafio poblacional.

instalar_paquetes: Instala los paquetes de los que depende RN SGA2_1.0.0.tar, s6lo si no
se encuentran. En otro caso no realiza alguna accién al respecto.

modelar: Decodifica un vector binario a un objeto de la clase “Im”.
mutar: Realiza las funciones del operador de mutacién.

panel: Crea un histograma y una grafica de dispersién la funcién objetivo sobre la pobla-
cién en formato de panel.

rangos: Es una funcién que cambia un tipo “list” a tipo vector la lista que contiene el
ranking de cada poblador.

reemplazo_secuencial: Realiza una buisqueda local de modelos 6ptimos con el mismo
ntmero de variables partiendo de un vector binario. Mas adelante se le dedica es-
pacio para explicar el método.
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Funciones Objetivo

Las restantes funciones y el cédigo de simulacién se merecen una explicacién mas de-
tallada por el impacto que pueden tener en los resultados del algoritmo. Pero si se desean
mas detalles de las ya presentadas, se puede dirigir a la ayuda contenida dentro del mismo
paquete. El cddigo estd comentado en espanol, omitiendo tildes para evitar problemas de
compatibilidad con codificaciones no compatibles con el espanol.

Funciones objetivo. De acuerdo a (55) la funcién objetivo “canénica” se puede expresar
de la siguiente forma: Donde adn es la codificacién binaria y datos la matriz de datos.

Pero gracias a la flexibilidad de los algoritmos genéticos es posible reducir el espacio de
bisqueda (equivalente a imponer restricciones a la funcién objetivo) sin implicar un cambio
en la representacién. Por ejemplo:

Es comin querer especificar si el modelo a estimar cuenta o no con intercepto, asi, se
puede penalizar los modelos sin intercepto (o con el) con un valor que sea peor que todos
el rango de la funcién objetivo. R cuenta con el valor Inf para expresar esta situacion.
Cuando X que tiene un valor que se pueda considerar despreciable, la funcién anterior posee
un impacto relevante, pues el algoritmo arroja los modelos de regresiéon Lasso de menor
soporte. Importante pues la estimacién Lasso no siempre es tinica, aunque ese es un tema
que va mas lejos que los objetivos de esta tesis. Véase Tibshirani, Ryan J. (2013).

Una observacion interesante es que en ninguna de las funciones objetivo cuenta los ce-
ros de la estimacién, ni siquiera en Lasso. Esto estd justificado, pues si se estimara una
variable con el valor exacto de cero, entonces existiria una codificacién con un cero (al
menos) mas. Asi que la evolucién se encarga de que los soportes coincidan.

Lo siguiente es explicar la funcion principal, RNSGAII. Esta funcién se encarga de coor-
dinar los demés operadores y funciones para poder emular la evolucién. Y cuenta con trece
parametros que se explican a continuacién.

Parametros de la funcion RNSGAII

Datos: Es la matriz que contiene las observaciones del plano de regresion, tanto la depen-
diente (Y), como las explicativas.

cl: Asigna un nimero de ntcleos de procesamiento para la ejecucién paralelizada del algo-
ritmo.

funcion. fit: Texto con el nombre de la funcién objetivo.

hibridar: Esun valor entero que indica la ciclicidad de la hibridacién del algoritmo genético
con el algoritmo de reemplazo secuencial (se aplica a toda la poblacién). Hibridar
ayuda a disminuir el tiempo de convergencia del algoritmo. Pero por default, se
asigna Inf, lo que significa que no hay hibridacién.

indxtorneo: Numero de individuos de la poblacién involucrados en la seleccién por torneo.
Por default se asigna un 10%.
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iteraciones: Numero maximo de generaciones.

parametros Vector de textos que representan objetos que se replicardn en los ntcleos de

procesamiento para poder ejecutar la funcién de valuacién.

poblacion_i: Parametro que contiene una matriz binaria. Este parametro permite inicializar

manualmente la poblacién.

pmg: Probabilidad de mutacién de un gen, se considera constante para todos los genes.
Por default se le asigna 1/dim(datos)[2], para que en esperanza se modifique un sélo

gen.

psm: Probabilidad de selecciéon de mutacién. Por default se mantiene en un 5 %.

nmdls: Tamano de la poblacién.

Tparol: Numero de segundos maximo que puede durar el algoritmo.

Tparo2 Numero de generaciones en las que si no hay un cambio, se termina la ejecucion.

FEn resumen, lo primero que nos planteamos en la funcién objetivo considerando las restric-
ciones necesarias, se eligen los parametros del algoritmo genético (probabilidad de seleccién,
probabilidad de mutacién, tiempo de paro, tamano de poblacién, niimero de individuos por
torneo, etc.). Se inicializa la poblacién, puede ser aleatoria o mediante algiin otro método,
esto se justifica ya que la convergencia del RN SGAII esta garantizada por su elitismo (la

primera frontera de Pareto es un estado absorbente).

A Modelo Real

Modelo en la
frontera 1
Modelo en la
ultima frontera

promedio
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Figura 18: Gréfica de una poblacién de modelos de regresion lineal inicializada aleatoria-

mente.
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Figura 19: Convergencia del RNSGAII.
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Atn falta explicar el cdédigo para el estudio de simulacién, pero esto se hara hasta el

ultimo capitulo.



Seleccion de modelos

Como se menciond anteriormente, en investigacién cuantitativa se puede tener diferen-
tes objetivos respecto del proceso de andlisis de datos, puede ser un objetivo predictivo,
descriptivo o de contraste de hipdtesis, pero en todos los casos se debe contar con uno o va-
rios modelos que cumplan caracteristicas especificas para alcanzar la meta de investigacién.

Ahora, encontrar tales modelos puede no ser una tarea sencilla pues (en general) conforme
el ntimero de variables predictivas crece, el niimero de posibles modelos crece exponencial-
mente. Particularmente en andlisis de regresion lineal, cuando los datos estan formados por
p variables explicativas, se tienen 2P — 1 posibles modelos.

Con la finalidad de atacar esta dificultad se han creado multitud de técnicas y criterios
para apoyar a seleccionar el (los) modelo(s) mas adecuado(s). En esta parte de la presente
tesis se trataran los criterios de seleccién de modelo mas conocidos y su relacién con el
algoritmo que se ha propuesto en el capitulo anterior.

14. Criterios de seleccion

Un criterio (o procedimiento) de seleccion es una funcién C': M x D — R con M el
conjunto de todos los modelos de regresién lineal multiple dadas n observaciones de la
variable dependiente Y y sus covariables Xy,...,X, (se agruparan estas variables en una
matriz que se nombrara con la letra D). Se dice que C selecciona un modelo M si:

—

M = argmin ;e C(M, D).

Los criterios de seleccién son métodos que asignan una valoracién (en R) a cada modelo
de M de acuerdo a sus caracteristicas e informacién disponible. De esta forma, se trata
de aplicar un principio global a todos los modelos para inducir un orden de preferencia
(auxilidndose del orden de R). Asi, un criterio crea orden pero no indica o reduce el espacio
de busqueda del modelo que selecciona, mientras que los procedimientos de seleccién si
establecen el algoritmo de btsqueda.

Lo que se verda a continuaciéon son algunos de los criterios de seleccion aplicados a la

eleccién de modelos de regresion lineal, supondrd que X'X es una matriz diagonal y con
varianza (G2) de los residuales desconocida.

62
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14.1. AIC

El AIC, o criterio de Akaike, fue propuesto por Hirotsugu Akaike en 1970, y se calcula
como a continuacién:

AIC =2k —log(f) (Expresion general)

E o7
= glog(ﬁ) +k (Expresiéon para modelos lineales). (57)
n

Donde:
» k es el namero de variables explicativas (k < p).
= f es la verosimilitud del modelo dados los datos.
= 7n el nimero de observaciones.

s SCFE es la suma de cuadrados de los residuales.

14.2. BIC

El BIC es un criterio de seleccién de modelos propuesto por Gideon E. Schwarz desde
un punto de vista bayesiano. Estd definido de acuerdo a la préxima ecuacion:

BIC = klog(n) —2log(f) (Expresion general)
SCE. k 58
= glog( L) + §log(n) (Expresién para modelos lineales). (58)

14.3. Coeficiente R? y R? ajustado

El coeficiente de determinacién miltiple (o R?) es un indicador calculado a partir de
la descomposicién de la suma de cuadrados (12) que mide la proporcién de la varianza que
es explicada por el modelo de regresion:

_ SCR SCE

2
R
R=ser SCT

(59)

Donde SCR y SCE representan la suma de cuadrados de la regresion y de cuadrados
totales, expresadas en las ecuaciones (13) y (14) respectivamente.

Es inmediato notar 0 < R? < 1. En este caso el criterio es de maximizacién (el més cercano
a 1 es el mejor), aunque hay que tener en cuenta que el modelo completo siempre es el que
minimiza la suma de cuadrados de los errores (SCE), por lo que no penaliza la complejidad
del modelo (medida como por el nimero de variables).

El R? ajustado es definido como:

9 n—1 (SCE
R n—p—l)SCT'

ajustado —

1—(

El R? ajustado es una transformacién del R? que busca penalizar el niimero de regresores
para obtener modelos més parsimoniosos.
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14.4. (), de Mallows

El C, de Mallows fue propuesto por Colin Lingwood Mallows como:

SCE

=2
oc ompleto

Cp= — (n—2k).

Donde G%Omplew es el estimador de la varianza de los residuales del modelo con todas las
variables.

El AIC, BIC, Cp de Mallows seleccionan el modelo que minimice la expresién mientras

que el R? y thzjustado eligen maximizandola.

En Foster, D. P. and George, E. I. (1994) se propone una forma canénica de los crite-
rios de seleccién de variables, en el caso donde la varianza de los residuales es desconocida
() como:

Yo = argmin, cp[SCE, + ko*7].

Donde 7 es una penalizaciéon que depende de los datos.

Y se muestra que tanto el AIC, BIC y C), se pueden reescribir en la forma canénica,
se vera el C), como ejemplo:

C,=06"2[SCE —k5~22] —n.

N ~2 ~
Donde 7 = 2%;, que claramente 7 — 2 cuando n — oo.

De manera similar se puede encontrar el parametro que sanciona el ntimero de parametros

del AIC y BIC:

AIC: Tac =2+ O0[(55E) —1]2.

no?

BIC: #prc = log(n)+O[(5<E) —1]2.

no?

Asi, se puede ver que Ta;c — 2y Tprc — log(n).

Si se observa la funcién de perdida de la regresién dispersa no convexa (53) y la forma
canénica de los criterios de seleccién de variables se observa que tienen la misma forma.
Y como se mostraba en (13.1), todas las soluciones a (53) se encuentran en la frontera de
Pareto de la funcién (55). Entonces la conclusién es que la frontera de Pareto debe contener
los mejores modelos (de acuerdo a los criterios de la forma candnica).

La conclusién anterior es muy natural, pues desde el punto de optimizaciéon multiobjetivo,
la forma canénica es parte de las estrategias basadas en agregacién que se mencionaban en
la seccién de los operadores de seleccion. Ahora, es de interés saber si la frontera de Pareto
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que se calculo con NSGA-II contiene otra clase de criterios de seleccién. Para poder aclarar
esto se escribe la siguiente definicién.

Definicion 14.1. Buen criterio en el sentido de Pareto

Se dice que C : RT x N = R es un buen criterio o procedimiento en el sentido de Pare-
to (o sélo buen criterio) si cumple que:

e Para cualquier kg fija, con ko € {0,...,p}, C(SCE,ky) es una funcion creciente.

Donde p es el niumero de covariables en los datos, k es la norma cero de los pardmetros
del modelo a evaluar y SCFE la suma de cuadrados de los errores.

Ahora se mostrara algunos ejemplos de “buenos criterios”, usando derivadas parciales
para mostrar que cumplen la definicidn:

e Criterios de la forma candnica.

OV
=1>0.
oscE 17"
e El AIC con o2 desconocida y n fija.
0AIC n?

0.

9SCE _ 25CE ~

e El BIC con ¢? desconocida y n fija.

8BIC’_ n’ S
OSCE 2SCE

0.

e El R?

ajustado*

En este caso se calcula para 1 —szusmda, pues se definié “criterio de seleccion de

variables” desde el punto de vista de maximizacion.

n—1 SCFE
n—k—l)SCT
., n—1 SCFE
_(n—k—ﬁSCR+SCE‘

1— R? (

ajustado —

Luego:
a(l B R?zjustado) o n?

95CE  a2scE "

e El criterio Amemiya (Amemiya, T. 1976):

El criterio se calcula como:
n+k

n—=k

(1—R?).
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Donde R? es el coeficiente R cuadrado. O equivalentemente:

(n+k) SCE
n—k’SCR+SCE’

Entonces
dAmemiya  n+k SCR

9SCE ~ n—1 (SCR+SCE)?

0.

e La prueba F contra el modelo de todas las covariables.
Sélo para tener a la mano el estadistico de la prueba F se reescribe como:

n—k:—l)SCEo—SCEA
k SCE4

Donde SCEj es la suma de cuadrados bajo la hip6tesis nula (bajo el modelo reducido)
y SCFE 4 bajo la alternativa. Entonces:

F=(

oF n—k—1 1

o5cE, ~ % Jscm, "

Proposicién 14.1. La frontera de Pareto de la funcidn objetivo (55), bajo los supuestos
del modelo de regresion lineal, estd compuesta (en la mayoria de los casos) por todos los
modelos que son seleccionados por algin buen criterio en el sentido de Pareto y sélo por
estos.

Demostracién: Se demostrard que la frontera de Pareto de (55) contiene todos los mo-
delos que pueden ser seleccionados por algin buen criterio.

=) Sea M un modelo en la frontera de Pareto. Hay que demostrar que M es elegido por
algtin buen criterio.

o~

Sea (s la estimacion asociada al modelo M. Como M es un modelo de la fron-
tera, se cumple que:

By = argming | Y — X3
Sujeto a [|B]|o = ko.
Sea C' un buen criterio en el sentido de Pareto. Entonces:

M =argminy ey C(|[Y — XBul[3,1Blo)
Ya que C(SCE, kg) es creciente para cualquier kg fija.

Por lo tanto, todos los puntos de la frontera de Pareto son eleccién de al menos
un buen criterio.

<) Sea M la eleccién de un buen criterio C. Se demostrara por reduccién al absurdo que
M es un punto en la frontera de Pareto.

Sea M un modelo que domine a M (M <M ) y sean B IR B 1 las estimaciones

asociadas a los modelos M y M respectivamente.
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Como M < M, entonces ||[Y — X3 <Y - XBMH2 y || M]lo < || M]fo.

M”2

Viendo que no puede ocurrir la igualdad en el ntimero de regresores:

Ya que en ese caso ||Y—X,§A7[H§ < ”Y_XBMH% con el mismo numero de varia-

bles. Luego M seria la eleccién de C, pues es creciente!.

Por lo tanto HY—X,B 5y HMHO < HM\HO

<Y -XBl3

M”2
Como HM llo < HM lo entonces, en la mayoria de los casos se puede buscar un mo-
delo M* que sea anidado con M y que ||M*|jo = ||M||0, es decir, se forma a M* de
agregar variables a M hasta alcanzar el nimero de M. Los casos donde no se puede
encontrar es cuando al agregar variables la estimacién por minimos cuadrados los
calcula como cero.

Entonces:

IY -XBg I3 <IY-XBglls  (*)

<Y -XB

MH% (por ser C creciente).

* En la mayoria de las ocasiones y por la unicidad del estimador de minimos cuadra-
dos (el soporte de M* no se puede tener dos B’s que minimicen la suma de cuadrados
de los errores).

3 2 2. 2
Por lo tanto [|[Y —XB.[15 <Y —XB ;5
Por lo que se concluye que la mayoria de las ocasiones M estard en la frontera de
Pareto.

De todos los casos se concluye la igualdad de los conjuntos (en la mayoria de los
casos).

Asi, la proposicion anterior aclara que clase de modelos se puede encontrar en la frontera
de Pareto de nuestra funcién objetivo. Otra pregunta natural seria, jes posible agregar mas
entradas a (55)7, la respuesta es que si, pero sélo tiene sentido agregar funciones que no
sean “buenos criterios”, ya que de lo contrario no habria cambio en la frontera.

Regresando al ejemplo de la prueba F, los modelos de la frontera de Pareto bajo esta
estrategia de seleccién, se pueden interpretar como los modelos que minimizan la probabi-
lidad de rechazar la hipétesis nula.
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Frontera de Pareto de la prueba F
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Figura 20: Frontera de Pareto de la prueba F. Ejemplo simulado en el software R version
3.5.3.

15. Algoritmos de busqueda de modelos

En esta secciéon se tratara algunos de los algoritmos de construccién de modelos de
regresiéon lineal y su relacién con la frontera de Pareto.

15.1. Backward

Backward, en términos generales, es un algoritmo que simplifica modelos con un buen
ajuste para terminar en uno que simplifique el primero y conserve el ajuste en algtin rango.
El método comienza con un modelo que ofrezca una suma de cuadrados relativamente
pequena y partiendo de esto, ir simplificando el modelo (quitando regresores), perdiendo
el menor desempeno posible en la muestra. Asi, el algoritmo termina en a lo mas en p
iteraciones (p el nimero total de regresores). En la siguiente lista se muestra el algoritmo.

1. Definir el criterio de seleccion.
2. Definir la condicién de paro.
3. Calcular My, un modelo con k > 0 regresores, por default k& = p.

4. Para j = k hasta que se cumpla la condicién de paro 6 se llegue al modelo vacio (con 0
regresores), hacer lo siguiente:

4.1. Calcular los j modelos, que contienen todas las variables de M; excepto una.

4.2. Escoger el mejor de modelo de acuerdo al criterio establecido, llamarlo Mj_1.

5. Regresar el modelo Mj, ., donde ky,ip = min{j|j < k}.
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15.2. Forward

De manera dual a Backward, Forward comienza con un modelo simple, y se agregan
regresores hasta alcanzar la condicién de paro. La idea es lograr un buen ajuste agregando
sélo las mejores variables. De igual manera, el algoritmo termina en a lo mas p iteraciones.
A continuacién los pasos de Forward.

1. Definir el criterio de seleccion.

2. Definir la condicién de paro.

3. Calcular M}, modelo con k < p regresores, por default k£ =0.

4. Para j = k hasta que se cumpla la condiciéon de paro 6 se llegue a p, hacer lo siguiente:

4.1. Calcular los k£ — j modelos, que contienen todas las variables de M; méas una.

4.2. Escoger el mejor de modelo de acuerdo al criterio establecido, llamarlo M.
5. Regresar el modelo My, ., donde kyjqp = max{j|j > k}.

Como se menciond, cuando X'X es diagonal, la solucién que presentan en Goran Marjano-
vic, Magnus O. Ulfarsson, Alfred O. Hero IIT (2015) se presenta una solucién a (53), que
se reescribe para hacer una observacion.

~ X;Y siX;Y >V
BYo=<0 si |X;Y] <V
X;Y si X;Y < -V

En la expresién anterior se observa que el nimero de variables estimadas con cero depende
de v\, que es una funcién estrictamente creciente. Luego, si se incrementa el valor de \; se
quitan variables del soporte y no vuelven a entrar para cualquier valor mayor a la A actual.
Entonces, el conjunto de soluciones (que coincide con la frontera de Pareto) es un grupo
de modelos que estdn anidados.

Asi, cuando X'X es diagonal, se tiene la garantia de que los modelos de la frontera de
Pareto estdn anidados (es decir, si se toma un par de modelos, el de menos variables se
encuentra anidado en el de mas).

Como se puede notar, tanto Backward como Forward, construyen conjuntos de modelos
anidados que por lo normal comienzan de un modelo en la frontera de Pareto (el modelo
con todos los regresores y sin regresores estan en la frontera por ser el mas simple y el de
mejor ajuste, respectivamente). Y si ademds se usa un buen criterio en el sentido de Pareto
(como lo es la prueba F), se tiene la conclusién que ambos algoritmos coinciden con la
frontera de Pareto.

La conclusién anterior es muy natural al comparar los algoritmos mencionados con Lass—0,
pues se observa que los pasos de Lass — 0 coinciden con Backard o Forward si toman un
mismo punto de partida.

Ahora se vera el algoritmo propuesto por Efroymson, M. A. en 1960, mas conocido co-
mo “Stepwise”.
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15.3. Stepwise

Stepwise es un algoritmo que mezcla los principios de los dos anteriores. De igual ma-
nera que Forward, empieza con un modelo simple y agrega variables hasta construir un
modelo adecuado, pero cada iteracién revisa que todas las variables aporten al modelo y de
ser necesario quita alguna. La idea es poder corregir variables que en iteraciones anteriores
fueron candidatas viables para el modelo final, pero que en presencia de otras ya no lo sean.

Aunque en general, Stepwise engloba un grupo de algoritmos para la elecciéon de modelos,
aqui se mostrard el procedimiento basado en la prueba F.

1. Definir dos p-valores, uno de entrada 0 < a, <1 y otro de salida 0 < a5 < 1.

2. Calcular M}, modelo con k regresores (k < p donde p es el nimero total de variables),
por default se inicializa k =0 (sin covariables).

3. Evaluar si alguna variable que no se encuentre en My es significativa con un nivel .
Si no se encuentra; la solucion del algoritmo es M. En caso contrario, continuar.

4. Calcular My, 1, el modelo anidado a M}, agregando la variable con el menor estadistico F:

SCE), — SCEy41

B SCE = G+ )= 1]

5. Evaluar si alguna variable que se encuentre en M1 no es significativa con un nivel as.
St es el caso, eliminar la variable con menor estadistico F (se llamara a este modelo
M), luego hacer My, = M};. En caso contrario hacer k =k +1.

SCE), — SCEy41

P SCE -G+ D) - 1]

6. Regresar al punto 3.

15.4. Reemplazo secuencial

El reemplazo secuencial es un método de busqueda local donde se parte de un modelo
(M) de k variables explicativas de un total de p. Para cada variable explicativa (i) y por
cada variable exd6gena a M, se crea un modelo con que sélo difiera a M por la variable
ntmero i (que es reemplazada por una variable exdgena). Se revisa si alguno de los modelos
tiene menor SC'E que M y en caso afirmativo se toma como modelo inicial y se repite el
proceso hasta que ya no se pueda mejorar la SCE.

Se aclararan estas ideas al ver el pseudo-cédigo.
Sean Xi,...,X,, las covariables contenidas en los datos.

Sin pérdida de generalidad, sea M :=<Y = By + 121+ -+ Brxx > el modelo inicial.

1. Calcular la suma de cuadrados de los residuales del modelo SCE),.
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2. Inicializar i = 1.

3. Calcular la suma de cuadrados de los errores SC'E; ; para cada par X; (variable endége-
na) y X; (variable exdgena).
Donde:

M; ; :=<Y = Bo+fro1+- -+ Bic1wi—1 + Bz + Big1Tig1 + -+ Brag > .

4. Si SCEy > min{SCE; j|j > k} entonces:

M= argmln{SC’Ez’ﬂSC'E(Ml,])}

5. Si hubo un cambio de modelo entonces regresar al paso 3. En caso contrario se ha
terminado.

15.5. Busqueda exhaustiva

Como se mencioné al principio de la seccién, el nimero de modelos posibles cre-
ce exponencialmente con cada variable, especificamente para 50 variables se tendrian
1,125,899,906,842,623 posibles modelos. Claramente no es viable hacer una busqueda por
fuerza bruta con una computadora de escritorio en un espacio de miles de billones de mo-
delos o mayor.

La forma mas comun de atacar este problema es adaptar el algoritmo de ramificacion
y poda al contexto de regresion, ejemplos de esto son Beale et al. (1967), Hocking y Leslie
(1967), LaMotte y Hocking (1970) entre otros.

La mayoria de las estrategias se guian por dos hechos:

e Para modelos anidados la suma de cuadrados es decreciente respecto del ntimero de
variables:

SCE(M;) < SCE(M2) <= 1B llo > 1Basllo-

e En general, no todas las variables aportan a la variable dependiente (Y) y ordenarlas
apoya a evaluar primero a los mejores modelos.

Observando como funciona:

Supéngase que se cuenta con Xi,...,X,, variables. Y se desea encontrar el mejor modelo
de p variables.

Se puede empezar a clasificar los modelos por aquellos que contienen la variable X; y
los que no, en este caso, la divisién crea dos ramas. De igual manera se puede volver a
organizar los modelos en los que contienen X de las que no, y asi sucesivamente. Cortan-
do cada rama cuando se ha llegado al punto donde sus elementos cuentan con p variables
explicativas.
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Figura 21: Ramificaciéon de todos los modelos con constante para cuatro variables explica-
tivas.

Ahora supdngase que se han valuado modelos (de izquierda a derecha) llegado al punto
de analizar la sub-rama donde se encuentran los modelos sin el regresor X1, entonces en esta
rama la suma de cuadrados de residuales son mayores o iguales a la de SCE(Xs,...,X)).
Luego, si ya se ha encontrado un modelo M tal que SCE(Xa,...,X,) > SCE(M) hace
innecesario evaluar la sub-rama donde no se encuentre la variable X;.

En el siguiente ejemplo, se supondra que se cuentan con cuatro variables explicativas
vy se desea encontrar el modelo que minimice la suma de cuadrados. El proceso seria el
siguiente:

1. Se ordenan los modelos en forma de arbol.

2. Se evaluan las SCE de los modelos que se encuentren en las hojas del arbol, de
izquierda a derecha.

3. Si en algiin momento se encuentra un par de modelos, M, y M, donde SCE(M,) <
SCE(My) donde el primero tenga menos variables que el segundo; se puede cortar la
rama del segundo.

Por ejemplo: L
Mg :=<Y = o+ 1 X1 >

My :=<Y = fBo+ BaXo+ B3 X3+ Ba X4 >

Donde SCE(Mg) < SCE(My). Entonces ya no seré necesario calcular la SCE para
los modelos anidados con M.
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Figura 22: Ejemplo de poda en el arbol de modelos con constante para cuatro variables
explicativas.



Simulaciones

Para comprobar los resultados se generaron datos simulados de modelos de regresiéon
lineal multiple que cumplen las siguientes caracteristicas:

e El nimero de covariables en la matriz de datos es 50.
e Se fija el niimero de observaciones en 100.

e Sesimula el soporte de la regresién “real” como un vector de observaciones Bernoulli(u)
con u ~ Unif(0,1), para obtener modelos donde cualquier niimero de variables sea
posible con igual probabilidad.

e Se simulan las pendientes de las variables en el soporte como observaciones de una
Normal(0,1).

e Las observaciones de las variables explicativas se simulan de una Normal(01,X).

Donde 01¢p es el vector de medias de tamano 100 y ¥ es la matriz de varianzas-
covarianzas.

Se toma la ¥ =1, (con p el niimero de variables) 6 se construye como X = A7 Apx,

donde las entradas de Ay, se obtienen de una distribucién Cauchy(0,1) (ya que de
esta forma se obtienen correlaciones bajas, medias y altas) y se estandariza (se ajustan
las varianzas igual a 1).

e Cuando se calcula la variable dependiente, se centra en cero si el modelo no tiene
intercepto.

Se cuida que la proporcién entre los modelos con intercepto y sin intercepto sean iguales.
Se tiene la misma consideracion para la proporcién entre experimentos que usa la identidad
como matriz de varianzas-covarianzas de los que no.

Para poder contrastar los resultados del algoritmo propuesto, se aplicaran los siguientes
métodos a la busqueda de modelos de regresiéon (implementados en la funcién regsubsets
del paquete leaps de R versién 3.5.3) :

e Backward
e Blisqueda exhaustiva
e Forward

e Reemplazo Secuencial

74



75

En cada ejecucion se evaluaran los siguientes elementos:

Cuadro 2: Diccionario de datos de las simulaciones.

Titulo Descripcién

Semilla Numero de semilla

Intercepto Numero booleano; 1 := indica que el modelo simulado contiene intercep-
to, 0 := otro caso.

M D _Ortonormal | Namero booleano; 1 := indica que las variables son ortogonales y estan-
darizadas, 0 := otro caso.

m Ntmero de variables del modelo “real”.

SCRes Suma de cuadrados de los residuales del modelo “real”.

Metodo Nombre del algoritmo de busqueda.

Tiempo Tiempo de ejecuciéon en segundos.

M(m) Suma de cuadrados de los residuales del modelo con (m) variables.

AlIC Menor AIC producido por el algoritmo de bisqueda.

M_AIC Numero de variables en la regresiéon con el mejor AIC.

BIC Menor BIC producido por el algoritmo de busqueda.

M_BIC Nuamero de variables en la regresiéon con el mejor BIC.

cP Menor Cp de Mallows producido por el algoritmo de bisqueda.

M CP Numero de variables en la regresiéon con el mejor Cp de Mallows.

AMEMIY A Menor coeficiente del criterio propuesto en Amemiya, T. (1976) produ-
cido por el algoritmo de busqueda.

M_AMFEMIY A | Namero de variables en la regresion con el mejor AMEMIYA.

Antes de mostrar los resultados se explicara la estructura del codigo para mayor clari-
dad.

Simulaciones en R project

En la proxima pagina se desarrollan comentarios ttiles para la comprensiéon del cédigo
de simulacién y los resultados, la rutina completa se encuentran al final del apéndice de la
tesis.

1. Lo primero es descargar los paquetes que se usaron en la programacién, se realiza
con la siguiente linea:

#Se instalan los paquetes necesarios
RNSGA2::instalar_paquetes ()

2. Se crea una matriz para respaldar los datos de interés de cada simulacion.

#analisis es un data frame que contiene las estadisticas de cada ejecucion.

analisis<-as.data.frame(matrix(nrow=1,ncol=67))

colnames (analisis)<-c("Semilla", "Metodo","Tiempo","Intercepto","MD_Ortonormal",
"M","SCRGS","M AIC”,"AIC","M BICII’HBICII’HM CP","CP",
"M_AMEMIYA","AMEMIYA", pasteO("M",0:51))

3. Se inicializa la semilla de ntiimeros aleatorios, el niimero de covariables, el tamafio de
muestra y se declara un indice auxiliar (en ese orden).
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5.1.

5.2.

Simulaciones

#semilla que fija las simulaciones
semilla <-1

#numero de wvariables

n_var <-50

#numero de obserwvaciones

tm <- 100
#indice que corre sobre las filas de la matriz de analisis
k<-1

Se declara una funciéon que calcula el AIC, BIC, CP, AMEMIYA, SCE y el namero
de variables de los modelos que se obtienen de los algoritmos evaluados.

#se creara una funcion para crear una matrir con el numero de wvariables
#y cuatro criterios de seleccion de modelos: AIC, BIC, CP, el criterio
#de Amemiya y la suma de cuadrados de los residuales.
criterios<-function(modelos){...}

Dentro de un ciclo de 100 simulaciones:

while(semilla <= 100){...}

Se fija la semilla de niimeros aleatorios.

set.seed(semilla)

Se simulan datos por casos, con una matriz de disefio general u ortogonal y con o sin
intercepto.

if ((semilla %% 4)==1){...}

# 1: SE SIMULA UN MODELO SIN INTERCEPTO CON MATRIZ DE DISENO ORTOGONAL
if ((semilla %% 4)==2){...}

# 2: SE SIMULA UN MODELO CON INTERCEPTO CON MATRIZ DE DISENO ORTOGONAL
if ((semilla %% 4)==3){...}

# 3: SE SIMULA UN MODELO SIN INTERCEPTO CON MATRIZ DE DISENO GENERAL
if ((semilla %% 4)==0){...}
# 4: SE SIMULA UN MODELO CON INTERCEPTO CON MATRIZ DE DISENO GENERAL

Donde:

Lo primero es guardar el tipo de simulacién.

# 1: SE SIMULA UN MODELO SIN INTERCEPTO CON MATRIZ DE DISENO ORTOGONAL
analisis$Semillal[k] <- semilla
analisis$Intercepto[k] <- FALSE
analisis$MD_Ortonormal [k] <- TRUE

Se generan los pardmetros de la regresién simulada (betas y soporte), la varianza de
los residuales es igual a la unidad.

#se simulan los parametros del modelo
adn <- c(0,rbinom(n_var,1,runif (1)))
betas <- rnorm(mn_var+1)*adn
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Se construyen tanto la variable respuesta como las covariables, las ultimas de una

normal centrada en el origen con una matriz de covarianzas “Sigma”.

#y generan los datos del mismo sin correlaciones entre covariables
datos <- RNSGA2::generar_datos(betas,adn,tm,Sigma = diag(n_var))
datos <-as.data.frame (datos)

datos$y <- datos$y - mean(datos$y)

5.3. Se calculan y respaldan los valores del modelo con todas (y sélo) las variables ade-

cuadas.

#estimamos el modelo simulado

modelo <- RNSGA2::modelar (adn, datos)
analisis$M[k] <- sum(adn)

analisis$SCRes [k] <- sum(modelo$residuals"2)
rm(modelo)

5.4. Después se ejecuta el método de bisqueda.

analisis$Metodo[k]<-"Backward"
tiempos<-system.time(

backward <- leaps::regsubsets(y~., data = datos,
method="backward",
nvmax = 20,

intercept=analisis$Intercepto [k],
really.big=TRUE)
)

backward <- summary(backward)$which

#calculando los modelos
modelos_backward <- apply(backward,1l,
function (x){RNSGA2::modelar (
if (analisis$Intercepto[k]){x}else{c(0,x)},
datos)})

Se genera una lista de modelos de regresion lineal, donde cada elemento tiene un

numero de variables diferente a los demas.
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Algoritmo: Backward
Caso: Ortogonal
250 Semilla: 1
N
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Figura 23: Gréfica de la lista de modelos que se pueden obtener mediante Backward con

los datos de la primera simulacién (caso ortogonal).

El paso anterior se repite para cada uno de los algoritmos de biisqueda de modelos,
por lo que se obtendran 5 listas. Asi, para comparar los resultados de los métodos se
calculan algunas estadisticas sobre las listas (véase el diccionario de datos).

5.5. Se guardan las estadisticas de cada lista de modelos. La tabla con los valores res-
paldados se encuentra dentro del paquete RNSGA2 con el nombre “analisis” (sin

acentos) .

#evaluando el tiempo de ejecucion
analisis$Tiempo [k] <- tiempos[1]

#se agregan las sumas de cuadrados de los residuales a la tabla de analisis

analisis [k,
sapply(paste0("M",MatrizCriterios$NumVar),
function (nombre){

which(nombre==colnames (analisis))})] <- MatrizCriterios$SCE

#se agregan los wvalores del modelo selecctionado
analisis [k,
sapply(colnames (MatrizCriterios[,-c(1,6)]),
function (nombre){
which(colnames (analisis)==nombre)})
] <- apply(MatrizCriterios[,-c(1,6)], 2, min)

#y su numero de wariables
analisis [k,

sapply (c("M_AIC","M_BIC","M_CP","M_AMEMIYA"),

function (nombre){
which(colnames (analisis)==nombre)})
] <- apply(MatrizCriterios[,-c(1,6)],
3
function(valor){

MatrizCriterios$NumVar [which.min(valor)]

b

k<-k+1
analisis[k,c(1,4,5,7,8)]<-analisis[k-1,c(1,4,5,7,8)]

La estructura del cédigo se repite para cada algoritmo.
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Es importante mencionar que el analisis de resultados se realizé por casos, para respal-
dar las proposiciones del caso ortogonal.

Modelos por Algoritmo

1000

- & Backward

B o Exhaustiva
— v Forward
= RNSAGI
<> Reemplazo

Devianza
600
I

200
|

MNumero de Variables
Caso Ortogonal

Figura 24: Cuadro comparativo de las listas de modelos de la primera simulacién (caso
ortogonal sin intercepto).

Modelos por Algoritmo

o]

= 4 Backward
@ o Exhaustiva
N o2 +  Forward
o = = RNSAGI
Fr o < Reemplazo
O o -

o

[Tp] el nlnlnlag

0 10 20 30 40 50

Numero de Variables
Caso General

Figura 25: Cuadro comparativo de las listas de modelos de la tercera simulacién (caso
general sin intercepto).

Asi, se repitié 100 veces el experimento y los resultados fueron los siguientes.

Resultados

En el cuadro 3 se encuentra la media de las diferencias de los valores que toman los
criterios de seleccién (AIC, Amemiya, BIC, y Cp de Mallows) de los modelos elegidos de
acuerdo con el AIC, Amemiya, BIC 6 Cp de Mallows producidos por cada uno de los al-
goritmos de buisqueda, cuando X'X es una matriz diagonal.
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Por ejemplo, si se quisiera comparar el desempeiio de Reemplazo secuencial contra el
NSGA-IT comparado por AIC, se calcularia lo siguiente:

Y99, min{ AIC(Reemplazo,k,t)|k =1,...,50} —min{ AIC(NSGAIIL k,t)|k =1,...,50}
50 '

Donde AIC(Reemplazo,k,t) es el AIC del modelo con k variables producido por el método
de Reemplazo en la simulacién ntimero ¢t y andlogamente AIC(NSGAIIL,k,t).

En la tabla se encuentra el valor 0.02382, que significa que en promedio el AIC produ-
cido por el método de Reemplazo Secuencial es 0.02382 méas grande que el obtenido por
NSGA-II, cuando X’X es una matriz diagonal. Andlogamente, si se quisiera comparar la
busqueda exhaustiva contra el NSGA-II se obtendria el valor -0.00090, que implica que
el AIC de la bisqueda exhaustiva es en promedio 0.00090 méas chico que el del NSGA-II
(comparando modelos con el mismo niimero de variables) en el caso X'X diagonal. Este

Cuadro 3: Diferencia de los valores de los criterios de seleccién por algoritmo (caso X'X
diagonal).

Caso: X'X diagonal

Criterio Algoritmo

Backward
Fxhaustivo
Forward
NSGA-II
Reemplazo

Backward || 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | -0.00090 | -0.02473
Exhaustivo || 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | -0.00090 | -0.02473
AIC Forward 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | -0.00090 | -0.02473

NSGA-II 0.00090 | 0.00090 | 0.00090 | 0.00000 | -0.02382
Reemplazo || 0.02473 | 0.02473 | 0.02473 | 0.02382 | 0.00000

Backward || 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | -0.00306 | -0.00019
Exhaustivo || 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | -0.00306 | -0.00019
Amemiya Forward 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | -0.00306 | -0.00019

NSGA-II 0.00306 | 0.00306 | 0.00306 | 0.00000 | 0.00287
Reemplazo || 0.00019 | 0.00019 | 0.00019 | -0.00287 | 0.00000

Backward || 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | -0.00284
Exhaustivo || 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | -0.00284
BIC Forward 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | -0.00284

NSGA-II 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | -0.00284
Reemplazo || 0.00284 | 0.00284 | 0.00284 | 0.00284 | 0.00000

Backward || 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | -0.01287
Exhaustivo || 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | -0.01287
CP de Mallows | Forward 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | -0.01287

NSGA-II 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | -0.01287
Reemplazo || 0.01287 | 0.01287 | 0.01287 | 0.01287 | 0.00000
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cuadro muestra que cuando X'X diagonal:

= En promedio, Backward, Forward y la biisqueda exhaustiva obtienen el mismo desem-
peno en todos los criterios de seleccién.

= Comparando el NSGA-II contra el Reemplazo Secuencial, se observa que NSGA-ITI es
més eficiente que el Reemplazo en 3 de los 4 criterios (AIC, BIC y Cp de Mallow).

El cuadro 4 contiene la misma informacién que 3 para los casos donde X'X no es
diagonal. En la tabla anterior se puede observar que:

Cuadro 4: Diferencia de los valores de los criterios de seleccién por algoritmo (caso general).

Caso: X'X no diagonal
= 2 o = S
Criterio Algoritmo e 2 E &) =
g < S) 0 5]
& & = - =
Backward 0.00000 | 10.86199 | 3.74865 | 9.84769 | 9.34917
Exhaustivo || -10.86199 | 0.00000 | -7.11334 | -1.01429 | -1.51281
AIC Forward -3.74865 | 7.11334 | 0.00000 | 6.09904 | 5.60052
NSGA-II -9.84769 | 1.01429 | -6.09904 | 0.00000 | -0.49852
Reemplazo || -9.34917 | 1.51281 | -5.60052 | 0.49852 | 0.00000
Backward 0.00000 | 18.01484 | 12.87194 | 17.17827 | 16.63456
Exhaustivo || -18.01484 | 0.00000 | -5.14290 | -0.83656 | -1.38027
Amemiya Forward -12.87194 | 5.14280 | 0.00000 | 4.30633 | 3.76262
NSGA-II -17.17828 | 0.83656 | -4.30633 | 0.00000 | -0.54371
Reemplazo || -16.63456 | 1.38027 | -3.76262 | 0.54371 | 0.00000
Backward 0.00000 | 17.72783 | 12.48193 | 16.78224 | 16.43139
Exhaustivo || -17.72783 | 0.00000 | -5.24589 | -0.94558 | -1.29643
BIC Forward -12.48193 | 5.24589 | 0.00000 | 4.30031 | 3.94945
NSGA-II -16.78224 | 0.94558 | -4.30031 | 0.00000 | -0.35085
Reemplazo || -16.43139 | 1.29643 | -3.94945 | 0.35085 | 0.00000
Backward 0.00000 | 13.21897 | 7.56921 | 12.46936 | 11.89593
Exhaustivo || -13.21897 | 0.00000 | -5.64975 | -0.74960 | -1.32303
CP de Mallows Forward -7.56921 | 5.64975 | 0.00000 | 4.90015 | -4.32671
NSGA-II -12.46936 | 0.74960 | -4.90015 | 0.00000 | -0.57343
Reemplazo || -11.89593 | 1.32303 | -4.32671 | 0.57343 | 0.00000

= NSGA-II obtiene mejores resultados promedio que cualquier otro algoritmo de buisque-
da diferente a la exhaustiva.

» Backward y Forward fueron los métodos peor evaluados en cualquiera de los cuatro
criterios.

Las dos tultimas tablas comparan los métodos de bisqueda a través de la diferencia pro-
medio que producen en los criterios de selecciéon. El proximo cuadro compara los algoritmos
de bisqueda A y B a través de la frecuencia con la que A produce mejores (estrictamente
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menores) AIC, Amemiya, BIC 6 Cp de Mallows que B.

Por ejemplo, supéngase que se quiere comparar NSGA-II contra Forward usando el
BIC, entonces se calcularia lo siguiente:

50
E1&:1 1 (min{AIC(NSGAII k,t)|k=1,...,50}<min{ AIC (Forward,k,t)|k=1,...,50}]

Como NSGA-II no gener6é un mejor AIC que Forward cuando X'X es diagonal; toma
el valor de 0. En cambio, cuando X'X es no diagonal, toma el valor 37 porque NSGA-II
genero 37 veces un mejor AIC que Forward.

Cuadro 5: Numero de modelos preferibles por algoritmo de bisqueda y criterio de seleccién.

X’'X diagonal X’'X no diagonal
HHEIEE EIE B
Criterio Algoritmo AR § S e g 2 § S e
g 2|l zlElQ0|g| %z 2|9 &
3| = o | ) b=t < o n )
RlA[ 5 Ale A E 5~
Backward 0010113 0]10]22] 1 3
Exhaustivo || O | O [ O | 1 | 3 ||49| 0| 49|29 | 39
AIC Forward 0Oj]0[O0O| 1328|0071 1
NSGA-II 0]0[O0|0] 3148|049 ]| 0 |29
Reemplazo || O | O | 0| 1| 0 || 47| 0|48 |15| 0
Backward O(o0ol0]1]1 00|20 2
Exhaustivo || O | O [ O | 1 | 1 || 49| 0|49 | 31 |40
Amemiya Forward 0O(ojoj1j1ij30}j0f0;] 1|1
NSGA-II 0O[0[O0O |0 1147,0149] 0 |29
Reemplazo || O | O [ 0| 1| 0 || 48| 0|48 |14 0
Backward 0j]0|0|0]|1 00100
Exhaustivo || O | O [ 0| O | 1 || 50| 0]39]22]23
BIC Forward 0]0]0|0] 1140|001 4| 2
NSGA-II 0/0|O0O|0] 150|037 0114
Reemplazo || O | O [ 0| 0| 0 (49| 0|36 |15| 0
Backward 0j]0]0|0] 3 00| 6 1
Exhaustivo || 0 | O | O | 0| 3 |[49 | 0 | 44 | 26 | 36
CP de Mallows Forward 0]0]0|0] 314100 1 0
NSGA-II 0]0[O0O|0] 3148|043 ]| 0 |25
Reemplazo || O | O [ 0| O | 0 ||49|0|40| 10| O

En esta tltima tabla se observa que:

» Backward y Forward empatan con la buisqueda exhaustiva cuando X'X es diagonal,
en caso contrario, son los métodos peor evaluados en todos los criterios.

= NSGA-II obtiene mejores resultados en todos los criterios que cualquier otro algoritmo
de btisqueda diferente a la exhaustiva si X’X es no diagonal.

Las préximas dos tablas muestran las diferencias promedio de comparar las sumas de
cuadrados de los residuales de modelos producidos por diferentes métodos de busqueda
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pero con las mismas variables.

Por ejemplo: Imaginese que se desea comparar la btsqueda exhaustiva contra NSGA-II
usando la suma de cuadrados de los residuales (SCR), asi se realizaria el siguiente calculo:

¥ ,SCR(Ezhaustiva,k,t) — SCR(NSGAII,k,t)
50

Asi, en el caso X'X diagonal, la busqueda exhaustiva tiene modelos con una SCR menor
(0,00722 en promedio) con respecto a NSGAG-II.

I /50.

Cuadro 6: Diferencia entre la suma de cuadrados de los residuales de algoritmos de btisqueda
fijando el ntimero de variables (caso X’'X diagonal).
Caso: X'X diagonal

Algoritmo

Backward
Exhaustivo
Forward
NSGA-II
Reemplazo

Backward || 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | -0.00722 | -0.06333
Exhaustivo || 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | -0.00722 | -0.06333
Forward 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | -0.00722 | -0.06333
NSGA-II 0.00722 | 0.00722 | 0.00722 | 0.00000 | -0.05569
Reemplazo || 0.06333 | 0.06333 | 0.06333 | 0.05569 | 0.00000

Cuadro 7: Diferencia entre la suma de cuadrados de los residuales de algoritmos de btisqueda
fijando el nimero de variables (caso general).

Cuadro comparativo de algoritmos por SCR.
Caso: X'X no diagonal

Algoritmo

Backward
Exhaustivo
Forward
NSGA-II
Reemplazo

Backward 0.00000 | 0.88666 | 0.31333 | 0.72333 | 0.54541
Exhaustivo || -0.88666 | 0.00000 | -0.85166 | -0.61083 | -0.61500
Forward -0.31333 | 0.85166 | 0.00000 | 0.79541 | 0.58666
NSGA-II -0.72333 | 0.61083 | -0.79541 | 0.00000 | -0.13500
Reemplazo || -0.54541 | 0.61500 | -0.58666 | 0.13500 | 0.00000

En este ultimo cuadro se observa que:

» Backward y Forward empatan con la buisqueda exhaustiva cuando X'X es diagonal,
en caso contrario, son los métodos peor evaluados en todos los criterios.

= NSGA-II obtiene mejores resultados en todos los criterios que cualquier otro algoritmo
de buisqueda diferente a la exhaustiva si X’X es no diagonal.

Ahora se compararan cada par de algoritmos (A, B) apoyandose en el concepto de
Dominancia de Pareto, calculando la media de los porcentajes del niimero de modelos ge-
nerados por B que son dominados por algin elemento de A.
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Por ejemplo, si se quisiera comparar el Reemplazo Secuencial contra NSGA-II, entonces se
calcularia lo siguiente:

50 . , . . s
ZkilH(Modelo(Reemplazo,k:,t) es dominado por algin modelo de NSGAIT en la simulacién

20
=1 50

Donde Modelo(Reemplazo,k,t) es una funcién que regresa un vector (k, SC'R) con el nime-
ro de variables k y la suma de cuadrados de los residuales de la semilla ntimero t. Asi, el
0,666 % de los modelos generados por NSGA-II estan dominados por algtin modelo generado
por Reemplazo Secuencial.

Cuadro 8: Cuadro comparativo de algoritmos por dominancia de Pareto (caso X'X diago-
nal).

X’X diagonal

Algoritmo

Backward
Exhaustivo
Forward
NSGA-II
Reemplazo

Backward || 0.000% | 0.000% | 0.000% | 0.708% | 6.333%
Exhaustivo || 0.000% | 0.000% | 0.000% | 0.708% | 6.333%
Forward 0.000% | 0.000% | 0.000% | 0.708% | 6.333%
NSGA-II 0.000% | 0.000% | 0.000% | 0.000% | 6.333%
Reemplazo || 0.000% | 0.000% | 0.000% | 0.666% | 9.791%

Cuadro 9: Cuadro comparativo de algoritmos por dominancia de Pareto (caso general).
X'X no diagonal

Algoritmo

Backward
Exhaustivo
Forward
NSGA-II
Reemplazo

Backward 0.000% | 0.000% | 32.250% | 9.875% | 18.625%
Exhaustivo || 88.666% | 0.000% | 85.166% | 61.083% | 61.500%
Forward 63.583% | 0.000% | 0.000% | 2.666% | 12.125%
NSGA-II 82.208% | 0.000% | 82.208% | 0.000% | 41.666 %
Reemplazo || 79.791% | 0.000% | 77.375% | 28.625% | 6.291%

En los ultimos dos cuadros se verifica que:

» Backward y Forward empatan con la biisqueda exhaustiva cuando X’'X es diagonal en
0.000 %, es decir, no hay modelo que domine a los que generan Backward 6 Forward.

= NSGA-II obtiene mejores resultados en todos los criterios que cualquier otro algoritmo
de buisqueda diferente a la exhaustiva si X’X es no diagonal.

= Reemplazo secuencial es el inico algoritmo de bisqueda que puede generar modelos
que dominen a otros encontrados por si mismo, esto sucede porque los busca de
manera independientemente.

D /50.
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Ahora se explicardn los resultados obtenidos via simulacién mediante la teoria expuesta:

1. La proposicién (14.1) muestra que un modelo es elegido por un “buen criterio” si y s6lo
si pertenece a la frontera de Pareto de la funcién propuesta en (55).

De acuerdo a lo demostrado anteriormente, AIC, Amemiya, BIC y Cp de Mallows
son buenos criterios, y el modelo que seleccionan debe estar en la frontera de Pareto,
por lo que no deberia ser dominado por algin otro. Y en las simulaciones vemos
que la bisqueda exhaustiva siempre obtuvo las mejores evaluaciones (por todos los
criterios) y ninguno de sus modelos es dominado por ninguno de los 4 métodos en
cualquier caso.

2. Si X'X es diagonal, todas las variables estdn estandarizadas y normalizadas; variando
el parametro « de Backward y Forward, se calcula la frontera de Pareto de la funcién
(55).

Como se observd, el desempeno de Backward y Forward fue equivalente al de la
busqueda exhaustiva cuando X'X es una matriz diagonal.

3. Como consecuencia de la proposicién anterior, el algoritmo NSGA-IT adaptado, sélo
puede superar los resultados de Backward o Forward cuando X'X no es diagonal.

Como NSGA-II busca la frontera de Pareto, y como tanto Backward como Forward
la obtienen en el caso particular mencionado, no es posible que NSGA-II mejore sus
resultados. En realidad, cualquier otro método de btisqueda basado en “buenos crite-
rios” de seleccién, dominancia de Pareto o regularizacién dispersa no convexa puede
a lo mas empatar sus resultados.

Si X'X no es diagonal, entonces la adaptacién de NSGA-II, puede superar (y lo
hace si tiene suficiente tiempo) los resultados de Backward o Forward.

Para terminar la evaluaciéon de los algoritmos se compararan los tiempos medios de ejecu-
ciéon medidos en segundos.

Cuadro 10: Tiempos medios (en segundos) de ejecucién de los algoritmos de busqueda por
Casos.

| Algoritmo | X'X diagonal || X'X no diagonal

Backward 0.00269 0.00541
Exhaustivo 1445.84692 7361.97666
Forward 0.00769 0.00291

NSGA-II 503.68500 2154.69375
Reemplazo 0.10923 0.14041
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Es facil notar que la buisqueda exhaustiva y NSGA-II son mucho més costosos que Back-
ward, Forward 6 el Reemplazo Secuencial, pero al mismo tiempo son los mejor evaluados
por otras métricas, en consecuencia, el uso de estas técnicas debe considerar el tiempo de
ejecucion disponible. Algo interesante es notar que el reemplazo secuencial ofrece buenos
resultados en relativamente poco tiempo.

Por ultimo se mostraran dos tablas interesantes de acuerdo con las proposiciones que se
han mostrado.

Por la proposicién (13.1), se sabe que si un modelo es resultado de estimar un modelo
lineal con regularizacién dispersa no convexa, entonces ese modelo se encuentra en la fron-
tera de Pareto de la funcién (55). Es decir, la frontera de Pareto contiene todos los modelos
de regularizacién dispersa no convexa, pero ;jqué sucede con el enunciado inverso? Aqui
no se demuestra la proposicién inversa, pero en (13.2) se exhibe que cuando la frontera
de Pareto de la funcién (55) es convexa, entonces todos los modelos que se encuentren en
la misma, también se pueden obtener por regularizacién dispersa no convexa. Asi, por la
hipétesis de convexidad, usar un modelo en la frontera de Pareto es equivalente a hacer
regularizacién dispersa no convexa.

Pero, ;cuando sucede que la frontera de Pareto sea convexa? En el texto no se da una
respuesta, pero evaluando directamente la convexidad de la frontera de Pareto de cada una
de las simulaciones, nos puede dar una idea. La tabla préxima muestra la frecuencia con
la que la frontera sea convexa de acuerdo a los casos de la matriz X'X.

Cuadro 11: Convexidad de la frontera de Pareto de las simulaciones.

Casos | XX diagonal || X’X no diagonal |
Frontera convexa 50 0
Frontera no convexa 0 50

Lo anterior sugiere que la frontera de Pareto es convexa si y sélo si X'X es diagonal,
examinar ésta proposicion es importante, pues de ser cierta, significaria que usar Back-
ward o Forward (cuando X'X es diagonal) es equivalente a hacer regularizacién dispersa
no convexa. Una consecuencia de lo anterior es que no son véalidos los estimadores, los
intervalos de confianza y muchos de los resultados que ocupan el supuesto de considerar
que la regresion cuenta con todas las variables correctas.

Como se ha visto, los modelos que son seleccionados por criterios como el AIC, Ame-
miya, BIC 6 Cp de Mallows, se encuentran en la frontera de Pareto, entonces es interesante
analizar la equivalencia que sugieren los datos pues en el caso adecuado, usar AIC, Ame-
miya, BIC, Cp de Mallos 6 cualquier otro “buen criterio” es equivalente a estimar con
regularizacién dispersa no convexa.



Conclusiones

Al inicio de este trabajo el objetivo era encontrar un caso particular donde el uso del
NSGA-II tuviera una ventaja respecto de los algoritmos existentes, y tal suceso ocurre
cuando las variables independientes no son ortogonales, pero en el caso contrario ocurria
que el algoritmo genético no superaba los resultados de los métodos clasicos de seleccion de
variables (Backward y Forward), incluso tomando muchos recursos computacionales. Ese
comportamiento se podria explicar como un problema de programacién, como un inconve-
niente con funcién objetivo, 6 simplemente como el hecho de que Backward y Forward ya
generaban la frontera que busca el NSGA-II.

Cuando ya se hayan descartado las primeras dos opciones; s6lo queda pensar en de-
mostrar la dltima proposicién, y esto se alcanzé como un corolario del primer teorema del
articulo de Herlands, De-Arteaga, Neill y Dubrawski 2015, que habla de la relaciéon entre
la regresion dispersa no convexa y Lasso.

Ademas de lo anterior, se logran demostrar algunas relaciones entre los criterios de
seleccién de modelo y la frontera de Pareto. Estos resultados se resumen en los siguientes
puntos:

1. Se propone una definicién de “buen criterio” y se demuestra que el AIC, Amemiya, BIC
y Cp de Mallows son “buenos criterios”.

2. Un modelo es elegido por un “buen criterio” si y sélo si pertenece a la frontera de Pareto
de la funcién objetivo que se nombré como canonica.

Como consecuencia, la frontera de Pareto de la funcién canodnica permite encontrar
los modelos elegidos por cualquier “buen criterio”.

3. Cualquier modelo lineal con regularizacion dispersa no convexa se encuentra en la fron-
tera de Pareto de la funcién candnica.

4. Cuando la frontera de Pareto de la funciéon canénica es convexa se cumple la proposicion
inversa del punto anterior, todos los modelos en la frontera se pueden ver como un
modelo con regularizacién dispersa no convexa.

.Y si la frontera de Pareto no es convexa?, en ese caso solo tenemos asegurado que la

frontera contiene todas las soluciones por regularizacién (dispersa no convexa) y por
criterios de seleccion. Es decir, contiene modelos que con propiedades interesantes y
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por lo tanto queda justificada la aproximacién a estos mediante el uso del algoritmo

NSGA-IIL

5. Cuando las covariables son ortogonales, todos los modelos de la frontera de Pareto de la
funcién canoénica son modelos que resultan de el algoritmo de selecciéon de variables
Backward 6 Forward para algin nivel de significancia («) adecuado, se tiene que
considerar que las variables independientes deben estar estandarizadas, normalizadas
y s6lo se consideran modelos sin el intercepto.

6. Como consecuencia de la proposicién anterior, el algoritmo NSGA-IT adaptado, sélo
puede superar los resultados de Backward o Forward cuando las covariables no son
ortogonales.

Con variables explicativas ortogonales cualquier método de biisqueda basado en “bue-
nos criterios” de seleccion, dominancia de Pareto o regularizacién dispersa no convexa
puede a lo mas empatar los resultados de Backward o Forward.

7. NSGA-II tiene ventajas practicas sobre otros métodos, por ejemplo:

e Paralelismo implicito.
e El criterio de paro puede ser definido en términos del tiempo.

e Es un algoritmo elitista, por lo que solo puede mejorar o mantener las soluciones
entre generaciones. Particularmente 1til si se inicializa la poblaciéon con algin
método de optimizacion.

e Se puede agregar restricciones al conjunto de busqueda, asignando valores maxi-
mos a los modelos que no cumplan las restricciones. Por ejemplo: modelos con
intercepto, modelos que no rechacen la normalidad de los residuales, etc.



Apéndice

En esta parte del apéndice se encuentran cada una de las funciones que componen el

cddigo del algoritmo RNSGAII en orden alfabético:

#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
cr

#
#
#
#
#
#
#
#

cruzar

@title Operador de cruzamiento

@description A partir de dos wectores de largo m con entradas binarias,

crea una matriz de entradas binarias de dimensiones 2 z n a partir de los mismos.
@param adn vector de entradas binarias: representa un modelo de regresion lineal.
Donde, si en la posicion p, el wvector tiene 0:= la wvariable p no se encuentra en
la regresion, 1:= la wvariable p se encuentra en la Tegresion

y p=1 representa la contante al origen.

@return Vector de 2n con entradas en {0,1}.

Qexzamples

library (RNSGA2)

(adni1<-rbinom(10,1,0.5))

(adn2<-rbinom(10,1,0.5))

(cruzar (adnl, adn2))

uzar<-function (adnl,adn2){

#esta funcion regresa una matriz con la cruza de dos pobladores
n_var<-length(adnl)-1

adnl<-as.numeric (adnl)

adn2<-as.numeric (adn2)

#se genera un numero entero entre 2 y el numero de wvartables
#con probabilidad uniforme
bloque<-as.integer (runif (1,2, (n_var+1)))

#los descendientes se representaran por la matriz "hijo"
hijo<-matrix(nrow=2, ncol=(n_var+1))
hijo[1,]<-c(adnl[1:bloquel,adn2[(bloque+1):(n_var+1)])
hijo[2,]<-c(adn2[1:bloque],adnl[(bloque+1):(n_var+1)])
return(c(hijo[1,],hijo[2,1))

extincion

@title Operador de rTeemplazo

@description Crea un vector de enteros que representa a los pobladores que pasan
a la siguiente generacion.

@param cd Lista que contiene la crowdistance de cada elemento de la poblacion
agrupados por frontera.

@param n_mdls Entero positivo: que representa el numero de pobladores.

@param ranking Ranking que contiene el numero de poblador agrupados por frontera.
@return Vector de enteros de tamago n_mdls.

extincion<-function(n_mdls,ranking,cd){

#Esta funcion selecciona a los pobladores que sobreviven

#1 es un indice que corre sobre el numero de fronteras

i<-1

#sobrevivientes es wuna matriz que contiene a los pobladores
#de la proxzima generacion
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}

#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
ex

#
#
#
#
#
#
#
#

Apéndice

sobrevivientes<-c ()
while (length(sobrevivientes)<n_mdls){
#si1 al agregar los elementos de la frontera i no se rebasa
#el nC:mero de pobladores, entonces sobrevive toda la frontera
if ((length (ranking [[i]])+length(sobrevivientes))<=n_mdls){
sobrevivientes<-c(sobrevivientes ,ranking [[i]])
}Yelsed{
#en caso contrario, se seleccionan a los elementos de mas diversidad
#auxz contiene la crowdistan de los elementos de la frontera
aux<-cd[ranking [[i]]]
#auz ordena de mayor a menor crowdistan
aux<-order (aux, decreasing=TRUE)
#se seleccionan los mas diversos
aux<-aux [1:(n_mdls-length(sobrevivientes))]
#se agregan a lo sobrevivientes
sobrevivientes<-c(sobrevivientes ,ranking[[i]] [aux])
}
i<-i+1
}

return(sobrevivientes)

extraer_adn

@title Codificacion de modelos de regresion

@description Esta funcion codifica el soporte de una regresion como un
vector binario.

@param modelo Objeto de tipo Im.

@param mnombres Vector de textos que contiene el nombre de las wvartiables.
@return Vector com entradas en {0,1F}.

@exzamples

library (RNSGA2)

umodl<-c (1, rbinom(14,1,0.5))

betas<-rnorm(15)*vmodl

tam_mues<-30

datos<-generar_datos (betas, wvmodl, tam_mues)
datos<-as.data. frame (datos)

modelo<-1m(y ~ warl + war2 + wvarlO, data= datos)
(exztraer_adn (modelo, colnames (datos)))

traer_adn<-function(modelo ,nombres=nombres){
#esta funcion codifica la variables que tiene el modelo
#como wuna cadena binaria. Donde 1 si se incluje la j-esima wvarible
#y O en otro caso.
#el primer espacio se reserva para la ordenada al origen
adn<-as.numeric (nombres %in% all.names (formula(modelo)))
if (is.na(modelo$coefficients["(Intercept)"])[[1]1]1){
adn[1]<-0
}Yelsed{
adn[1]<-1
}

return (adn)

formular

@title Decodificacion de modelos de Tegresion

@description Esta funcion decadifica un vector binario (el soporte de una
regresion) como un objeto de la clase ’formula’.

@param adn Vector binario.

@param nmnombres Vector de textos que contiene el nombre de las wvartables.
@return Objeto de la clase formula.

@ezamples

library (RNSGA2)



#7 wmodl<-c(1,rbinom(14,1,0.5))
#’ betas<-rnorm(15)*vmodl
#’ tam_mues<-30
#° datos<-generar_datos (betas, wmodl, tam_mues)
#’ datos<-as.data. frame (datos)
#° formular (vmodl, colnames (datos))
#J
formular<-function(adn, nombres=nombres){
#esta funcion de codifica una cadena binaria a una erpresion
#de tipo formula (ej. y~z)
if ((sum(adn)==0)|((adn[1]l==1)&(sum(adn)==1))){

if (sum(adn)==1){
#s1 el modelo solo tiene constante regresa algo similar a y 1

formula<-pasteO (nombres[1],""1",collapse="")
Yelsed{
#si1 el modelo no tieme wariables ni constante regresa algo similar a y~ 0
formula<-pasteO(nombres[1],""0",collapse="")}
}else{
#en caso contrario devolvera wuna ezpresion del tipo y zl+xz2+...+zxn
#(si no tiene constante y~ O+zl+z2+...+zn)

arn<-order (adn,decreasing=TRUE) [1: sum(adn)]

if (arn[1]==1){
arn<-arn[-1]
vrbls<- paste(nombres[arn],collapse="_+,")
}elsed{
vrbls<- paste(c(0,nombres[arn]),collapse=",+ ")
}
formula<-as.formula(paste (nombres[1],"”",vrbls,collapse=""))
}

return(formula)

generar_datos

#’ @title Generacion de datos para simulacion
#’ @description Genera una matriz de tam_mues observaciones simuladas
#’ de una recta de parametros ’betas’.
#’ @Oparam betas Vector real que representa los parametros de la regresion,
# incluyendo la contante en primer termino.
#’ @param ds ds es la desviacion estandar de los residuales.
#’ @Oparam tam_mues Entero positivo, representa el numero de observaciones
#’ del plano de regresion.
#’ @param Sigma Matriz de Vartianzas-Covartianzas de las covartiables.
#’ @param vmodl Vector binario que representa el soporte de la Tegresion, es
#’ dectir 0:= beta_i = 0 contra 1:= beta_t '= 0.
#’ @return Matriz de tam_mues = nm_var + 1 con entradas en los reales.
#’ Q@exzamples
#’2 library (RNSGA2)
#° (vmodl<-c(1,rbinom(14,1,0.5)))
#° (betas<-rnorm(15)*vmodl)
#’ tam_mues<-10
#° generar_datos (betas, wvmodl, tam_mues)
generar_datos<-function(betas,vmodl, tam_mues,Sigma = diag(length(betas)-1),ds=1){
#esta funcion simula datos de una regresion
#betas es el wector de parametros
#vmodl es la codificacion de la regresion
#tam_mues es el numero de observaciones que se calculan con la rTegresion
#ds es la desviaction estandar de los residuales
n_var<-length(betas)-1
#se obtiene la matriz de disenio a partir de una normal multivariada
mu <- rep(0,n_var)
x1<-MASS::mvrnorm(n=tam_mues, mu=mu, Sigma=Sigma, empirical = TRUE)
x1<-matrix(x1,nrow=tam_mues)
colnames (x1)<-pasteO("var",1:n_var)
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#)
#J
#)
#}
#J
#)
#J
#)
#J
#)
#}
#J
#)
#J
#)
#J
#)
#J
#J
#)
#J
in

#se simulan los residuales de una mnormal estandar
ruido<-rnorm(tam_mues ,0,ds)

#se calcula los walores esperados de la regresion
Z<-betas [1]+apply (t(betas[2:(n_var+1)]1*t(x1)),1,sum)
y<-Z+ruido

rm(ruido)

#se correlacionan las variables que no incluya el modelo
libres<-which(vmodl==0)

x<-cbind (y,x1)

nombres<<-colnames (x)

listal<<-list (upper = paste("”",paste(nombres[2:(1+n_var)],
collapse=",+,")), lower = "1)

if (all(is.na(x))){
x<-generar_datos (betas,vmodl, tam_mues,Sigma)
}

return (x)

intciar _poblacion

@title Inicializa una poblacion de NSGAII adaptado

@description Crea wuna matriz de n_mdls x n_var que representa

a la poblacion inicial del algoritmo gemetico, genmerada del soporte
de las regresiones tipo Lasso y modificaciones aleatorias.

Donde n_mdls es el numero de individuos contenidos por la

poblacion e ’i’ es un indice que corre sobre las filas de la matriz
(de 1 hasta m_mdls).

@param poblacion Matriz de n = n_var con entradas en {0,1},

con vectores que se desean incluir en la poblacion inicial.

@param n_mdls Entero positivo: que representa el numero de pobladores.

Apéndice

@param n_wvar Entero positivo: representa el numero de variables consideradas

para el analisis de regresion.

@return Matriz de n_mdls = n_var con entradas en {0,1}.
Qexzamples

library (RNSGA2)

ymodl<-c (1, rbinom(14,1,0.5))

betas<-rnorm(15)*vmodl

tam_mues<-10

datos<-generar_datos (betas, wvmodl, tam_mues)

iniciar_p (5,10, datos)

iciar_poblacion<-function(n_mdls, n_var=(dim(datos)[2]-1),
poblacion=c(), datos=datos){

#Esta funcion inicializa la primera generacion del lagoritmo gemetico

#n_mdls es el numero de pobladores

#n_var es el numero de columnas menos una que cuenta cada pobdblador

#poblacion es wuna matriz y un parametro opcional, por si se quiere

#inicializar la poblacion manualmente

#se wverifica que no se sobrepase el numero de modelos
lim_m<-min(n_mdls,exp ((1+n_var)*log(2)))
n_mdls<<-lim_m
num<-1 #la wvariable "num" es un contador del numero de pobladores
#Si1 nmo se ingresa wuna poblacion inicial se sustituye
if (class(poblacion)=="NULL"){
solucion_lasso <- glmnet::glmnet(scale(datos[,-c(1)]),
datos[,c(1)]-mean(datos[,c(1)1))
solucion_lasso $beta<-t(as.matrix(solucion_lasso$beta))
poblacion<-t(apply(solucion_lasso$beta,l,function(fila){
sapply(fila, function(a){if(a==0){0}else{1}})
M)
poblacion<-rbind (poblacion,rep(1l,dim(poblacion) [2]))
poblacion<-rbind(poblacion,rep(0,dim(poblacion)[2]))
poblacion<-unique (poblacion)



#
#
#
#
#
#
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#
#
#
#
#

poblacion<-rbind(
cbind (rep(0,dim(poblacion)[1]) ,poblacion),
cbind(rep(1,dim(poblacion) [1]),poblacion)
)

}elseq{
dimensiones<-dim(poblacion)
if (dimensiones [2] !'=(1+n_var)){
print ("Error en_ el numero de columnas de;la,poblacion inicial™")
solucion_lasso <- glmnet::glmnet(scale(datos[,-c(1)]),
datos[,c(1)] -mean(datos[,c(1)]))
solucion_lasso $beta<-t(as.matrix(solucion_lasso$beta))
poblacion<-t(apply(solucion_lasso$beta,l,function(fila){
sapply(fila, function(a){if(a==0){0}else{1}})
)
poblacion<-rbind (poblacion,rep(l,dim(poblacion) [2]))
poblacion<-rbind (poblacion ,rep(0,dim(poblacion) [2]))
poblacion<-unique (poblacion)
poblacion<-rbind(
cbind (rep(0,dim(poblacion) [1]),poblacion),
cbind(rep(1,dim(poblacion) [1]) ,poblacion)
)
}Yelsed{
#se quitan los repetidos
poblacion<-unique (poblacion)
dimensiones<-dim(poblacion)
if (dimensiones [1]>n_mdls){poblacion<-poblacion[1:n_mdls,]}
num<-dimensiones [1]
}
rm(dimensiones)
}
#hasta tener el numero deseado de modelos gemerados aleatoriamente
while (num<lim_m){
i<-as.integer (runif (1,1,dim(poblacion) [1]1+1))
poblacion<-rbind (poblacion ,mutar (poblacion[i,],1,1/dim(poblacion) [2]))
#se wverifica que cada modelo sea diferente
poblacion<-unique (poblacion)
num<-dim (poblacion) [1]
}
colnames (poblacion)<-c("Intercepto", colnames(datos)[-c(1)])
rownames (poblacion)<-rep("",dim(poblacion) [1])
return(poblacion[1:n_mdls,])

instalar_paquetes

@title Instala los paquetes wusados por RNSGA2

@description Instala los paquetes mnecesarios (en caso de que nmo se
encuentren instalados) para poder ejecutar tanto el algoritmo principal
(RNSGAII), ejemplos y simulaciones:

’doParallel’, ’foreach’, ’glmnet’, ’lars’, ’leaps’, ’lmtest’, ’MASS’,
‘Matrixz’, ’mipfp’, ’nsga2R’, ’olsrr’, ’parallel’ y ’stats’

Q@exzamples

library (RNSGAZ)
Instalar ()
instalar_paquetes<-function (){
paquetes<-c("doParallel", "parallel", "nsga2R", "MASS", "stats", "foreach"
"Imtest", "leaps","lars","olsrr","glmnet","Matrix","mipfp")

}

paquetes <- paquetes[!(paquetes %in’ installed.packages()[,"Package"])]
if (length(paquetes)) install.packages (paquetes)
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modelar

#’ @title Decodificacion de modelos de regresion
#’ @description Esta funcion decodifica un vector binario (el soporte
#° de una regresion) como un objeto de la clase ’Ilm’.
#’ Oparam adn Vector binario que representa el soporte de una regresion.
#’ @param datos Data frame con entradas reales, donde las columnas
#’ representan wvariables.
#’ @return Objeto de la clase Im.
#’ Qexzamples
#’ library (RNSGA2)
#’ wmodl<-c(1,rbinom(14,1,0.5))
#’ betas<-rnorm(15)*vmodl
#’ tam_mues<-30
#’ datos<-generar_datos (betas, wvmodl, tam_mues)
#° datos<-as.data. frame (datos)
#° (modelar (vmodl, datos))
#)
modelar<-function (adn,datos){
nombres<-colnames (datos)
if (sum(adn)==0){
formula<-as.formula(pasteO(nombres[1],""0",collapse = ""))
}elseq
if ((sum(adn)==1)&&(adn[1]==1)){
formula<-as.formula(pasteO(nombres[1],""1",collapse = ""))
}Yelsed{
formula<-formular (adn,nombres)
}
}
modelo_adn<-stats::1lm(formula,data=datos)

}

mutar

#’ @Otitle Operador de mutacion
#’ @description Esta funcion realiza cambios aleatorios en el wvector ’adn’
#° que no modifican sus dimensiones, unicamente sus entradas (o gemes), con
#’ una probadbilidad ’psm’ de seleccion y una probadbilidad ’pmg’ de cambio de
#’ 0 a 1, o de 1 a O.
#’ @param adn vector de dimension ’n’ de entradas binarias: que Tepresenta
#’ al adn que va mutar.
#’ @param pmg numero real entre 0 y 1: probabilidad ’pmg’ de cambio de 0 a
#’ 1, o de 1 a O.
#’ @param psm numero real entre 0 y 1: probabilidad de seleccion de un gen
#’ para sortear la mutacion.
#’ @return Vector conmn ’n’ entradas binarias.
#’ Qexzamples
#’ library (RNSGA2)
#’ set.seed (0)
#’ psm<-0.5
#’ pmg<-1
#’ (adn<-rbinom(15,1,.5))
#’ mutar (adn,psm,pmg)
#J
mutar<-function (adn,psm,png){

adn<-as.vector (adn,"logical")

if (rbinom(1,1,psm)==1){

mutaciones<-which(rbinom(length(adn),1,pmg)==1)
if (length(mutaciones)>0){
x<-sapply(adn[mutaciones],function(g){if (g==FALSE){TRUE}else{FALSE}})
adn[mutaciones]<-x}

}

adn<-as.numeric (adn)

return (adn)
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panel
#’ 0Otitle Grafica de los wvalores objetivos
#’ @description Esta funcion grafica los valores objetivos de una poblacion.
panel <- function(x, ...){

#
#
#
#
#
#
#
#
#

usr <- par("usr"); on.exit(par(usr))

#se define la region donde se graficara

par (usr = c(usr[1:2], 0, 1.5) )

histograma <- hist(x, plot = FALSE)

saltos <- histograma$breaks;

Num <- length(saltos)

y <- histograma$counts; y <- y/max(y)

rect (saltos[-Num], 0, saltos[-1], y, col="deepskyblue3", ...)
#para dibujar los histogramas

rangos

@title Cambio de lista a wector los rangos de la poblacion
@description Esta funcion transforma el ranking (que es un objeto tipo
lista) en un vector de enteros que representa el numero de frontera en
la cual se encuantra cada poblador (en el mismo orden).

@param objetivos Matriz que contiene la waluacion de los pobladores.
@param ranking Ranking que contiene el numero de poblador agrupados
por fromntera.

@return Vector de enteros con ’n_mdls’ numero de entradas.

rangos<-function(objetivos ,ranking){

#
#
#
#
#
#
#
#
#
re

#esta funcion transforma el ranking (que es un objeto tipo lista)
#en un wvector de enteros que representa el numero de frontera
#en la cual se encuantra cada poblador (en el mismo orden)
#se inicializa el rango de todos los pobladores en 0
rnkIndex <- integer (dim(objetivos)[1])
#se asician los pobladores a los rangos
i <-1
while (i <= length(ranking)) {

rnkIndex [ranking [[1]]] <- i

i<-1i+ 1
}

return(rnkIndex)

reemplazo_secuencial

@title Reemplazo Secuencial
@description Optimiza un vector binario que rTepresenta un modelo
de regresion. Este algoritmo se usara para hibridar al NSGA-II adaptado.
@param adn vector de entradas binarias: representa un modelo
de regresion lineal.
@param cl Un objeto de la clase c("SOCKcluster", "cluster").
@param datos Matriz de datos: donde la primera columna contiene
la variable dependiente.
@return Vector binario de n_wvar + 1 con entradas en {0,1}.
emplazo_secuencial<-function(adn,
datos,
cl = parallel::makeCluster (parallel::detectCores()-1)){
parametros=c("modelar","datos","formular")
cambio<-TRUE
while (cambio) {
cambio<-FALSE
for(i in c(which(adn[-c(1)]==1)+1)){
SCE<-sum (RNSGA2::modelar (adn,datos)$residuals ~2)
m0<-sum (adn)
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#

}
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vecinos<-t (sapply (
which(adn==0),
function (j){
vecino<-adn
vecino[i]<-0
vecino[jI<-1
return(vecino)
D))
SCEs<-foreach(i=c(1:dim(vecinos) [1]),
.combine=cbind,
.export=parametros) %dopar’% {
tryCatch(sum(modelar (vecinos[i,],datos)$residuals”2),
error = function(e){Inf}) }
if (min (SCEs)<SCE){
cambio<-TRUE
adn<-vecinos [which.min (SCEs),]
}
}

adn

RNSGAII

@title NSGAII adaptado para el uso en problemas de regresion lineal
@description Algoritmo de optimizacion multiobjetivo adaptado al

problema de regresion lineal multiple.

@param cl Un objeto de la clase c("SOCKcluster", "cluster").

@param datos Data frame con entradas reales, donde las columnas
representan variables.

@param funcion.fit Nombre de la funcion objetivo.

@param hibridar Entero, que representa la ciclicidad de hibridacion.
@param indxtorneo Entero positivo menor o tgual a n_mdls, que

representa el numero de participantes en los torneos de seleccion.

@param tteraciones Numero de iteraciones del algoritmo.

@param parametros Vector con cadenas de texto que representan

objetos necesarios para la valuacion de la funcion objetivo.

@param poblacion_i Matriz con entradas binarias que representa

tndividuos que se desea que aparezcan en la poblacion inicial.

@param pmg Probabilidad de mutacion.

@param psm Probabilidad de seleccion de mutacion.

@param n_mdls Entero positivo: que representa el numero de pobladores.
@param Tparol Numero de segundos maxzimos que puede durar la ejecucion.
@param Tparo2 Numero de generaciones en las que no ha ocurrido una mejora
en la primera frontera y se considera que se ha alcanzado la Frontera de Pareto.
@return Objeto de la clase ’list’ que contiene la frontera de Pareto de los
modelos de regresion lineal, la wvaluacion del la funcion objetivo y el historico
de todos los elementos ewaluados durante la ejecucion.

@ezamples

library (RNSGA2)

ymodl<-c (1, rbinom(14,1,0.5))

betas<-rnorm(15)*vmodl

tam_mues<-30

datos<-generar_datos (betas, wvmodl, tam_mues)

datos<-as.data. frame (datos)

RNSGAII (datos,iteraciones=50)

RNSGAII<-function(datos,

cl = parallel::makeCluster (parallel::detectCores()-1),
funcion.fit="valuar",

hibridar=Inf,

indxtorneo=max(as.integer (.1*n_mdls),2),
iteraciones=1000,
parametros=c("modelar","datos","formular"),
poblacion_i=c(),

pmg=1/dim(datos) [2],



psm=.05,

n_mdls=2*dim(datos) [2],

Tparol=Inf,

Tparo2=100){
tiempo<- proc.time () [3]
print ("####HGHGHG SRR ARG E R AR A B A B A B SR AR B A B A BB H BB SHEHEH ")
print ("#LuuuuuuuuuuuuuwINICTANDOLLALEJECUCION Luuuuuuuuuuuuu#™)
print ("####HGHGHGH AR ARG HGH B AR AR A B AR AR AR BB E BB H BB S HEHEH ")
#se mombrar algunas wvariables auxziliares para la ejecucion del codigo
#el numero de columnas es un dato que se mecesita frecuentemente y se
#guarda en una variable global (mumcol)
numcol<-dim(datos) [2] -1
#se guardan los nombres de los operadores de cruzamiento y mutacion
op.cruzamiento<-"cruzar"
op.mutacion<-"mutar"
n_var<-dim(datos) [2]-1
#parametros contiene informacion de las wvariables del ambiente global
#que se deben pasar a cada cluster de procesamiento paralelo
parametros<-c(parametros, op.cruzamiento, op.mutacion,

funcion.fit, "poblacion", "psm", "pmg")
dimensiones <- dim(datos)
#se inicializa la poblacion
poblacion<-iniciar_poblacion(n_mdls,numcol ,poblacion_i,datos)
#se observa el numero de entradas de la funcion objetiwvo
n_funciones<-length(do.call(eval(as.symbol (funcion.fit)),
list (poblacion([1,],datos)))
#se llama la libreria "foreach" para poder ejecutar el codigo en paralelo
library(foreach)
#se guarda el ambiente para poder pasarlo a las ejecuciones en paralelo
ambiente<-environment ()
#se registra el numero de clusters
doParallel::registerDoParallel(cl)
#se pasan los parametros
parallel::clusterExport(cl, parametros, envir=ambiente)
#se evalua cada elemento de la poblacion
objetivos<-foreach(i=c(1:dim(poblacion)[1]),
.combine=cbind, .export=parametros) Jdopar’ {
do.call(eval(as.symbol(funcion.fit)),list(poblacion[i,],datos))
}

objetivos<-as.data.frame(t(objetivos))

#la matriz muestra guarda todos los elementos evaluados durante la ejecucion

muestra<-foreach(i=c(1:dim(poblacion) [1]),
.combine=cbind, .export=parametros) Y%dopary {
pasteO(poblacion[i,],collapse = "")
}
muestra<-as.data.frame (t(muestra))
#renombrando columnas
colnames (muestra)<-"Poblador"
muestra<-cbind (muestra,objetivos ,0)
colnames (muestra) [dim(muestra) [2]]<-"Generacion"
#se grafica para poder mostrar el progreso durante la ejecucion
tryCatch (
if (min(objetivos[,1]) !=Inf){pairs(objetivos ,6 panel=panel.smooth, cex = 1,
pch = 19, bg="blue", diag.panel=panel,
cex.labels = 1, font.labels=1)},
error=function(x){0})

#se inicializa el contador del numero de gemeraciones
generacion<-1

#calculando el numero de fromtera para cada poblador
ranking<-nsga2R::fastNonDominatedSorting(objetivos)

objRange <- apply(objetivos, 2, max) - apply(objetivos, 2, min)
rnkIndex <- rangos(objetivos,ranking)

objRange<-as.numeric (objRange)

#los modelos sustituidos en las wultimas Tparo2 generaciones
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sustituciones<-rep (Inf, Tparo2)
oldw <- getOption("warn"
options(warn = -1)

while (
tryCatch (
(generacion<=iteraciones)&(sum(sustituciones)>=1),
error=function (e){TRUE}

)
){
print("####################################################")
print (pasteO0("Generacion,", generacion, collapse = " "))

for(f in 1:length(ranking)){

print (paste0("Pobladores en la, frontera,",f, ":.,", length(ranking[[£f]]) ))
}
#guardando la primera frontera para calcular el numero de nuevos modelos
f1_anterior<-ranking[[1]]
#calculando crow distance
cd<-nsga2R::crowdingDist4frnt (cbind (poblacion,rnkIndex),ranking,objRange)

#seleccionando los elementos para cruzamiento
poblador2<-nsga2R::tournamentSelection(cbind (cbind (poblacion,rnkIndex),
apply(cd,1,sum)) ,n_mdls, indxtorneo)[,1:(1+n_var)]

#creando a la nueva genmeracion de pobladores
ngeneracion<-foreach(i=c(1:n_mdls),
.combine=cbind, .export=parametros) j%dopar¥ {
cruzar (poblacion[i,],poblador2[i,])
}
ngeneracion<-t(ngeneracion)
ngeneracion<-rbind(ngeneracion[,1:(n_var+1)],
ngeneracion[,(n_var+2):(2*x(n_var+1))])
rm(poblador2)
#mutando la nueva generacion
ngeneracion<-foreach(i=c(1l:dim(ngeneracion)[1]),
.combine=cbind, .export=parametros) Y%dopar’ {
mutar (as.integer (ngeneracion[i,]) ,psm, pmg)

}

#se eliminan elementos repetidos
ngeneracion<-t(ngeneracion)
#se hibrida el algoritmo
if (hibridar!=Inf){
if (generacion¥%hibridar==0){
for(i in 1:n_mdls){
print (pasteO0("Optimizando el poblador numero: " ,i))
optimizado <- reemplazo_secuencial (as.numeric(poblacion[i,]),datos, cl)
ngeneracion<-rbind(ngeneracion,optimizado)
}
}
}

ngeneracion<-unique (ngeneracion)
#pobladores es wuna variable auxziliar para respaldar la nueva generacion en "muestra”
pobladores<-foreach(i=c(l:dim(ngeneracion)[1]),
.combine=cbind, .export=parametros) Y%dopar? {
pasteO(ngeneracion[i,],collapse = "")
}
pobladores<-t(pobladores)
#se eliminan repetidos
repetidos<-foreach(i=c(1:dim(ngeneracion)[1]),
.combine=cbind, .export=c("muestra","pobladores")) Y%dopar’% {
x<-which(muestra[,1]==pobladores[i,]) [1]
if (is.na(x)){x<-0}
if (length (x)==0){x<-0}
#if(is.nan(z)){z<-0}
X
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}
ngeneracion<-ngeneracion[which(repetidos==0),]
#evaluando la nueva gemeracion
if (is.null(dim(ngeneracion)) !=TRUE){
if (dim(ngeneracion) [1]1>0){
objl<-foreach(i=c(l:dim(ngeneracion) [1]),
.combine=cbind, .export=parametros) Jdopar’ {
do.call(eval(as.symbol(funcion.fit)),list(ngeneracion[i,],datos))
}
obji<-t(obj1)
poblacion<-rbind(poblacion ,ngeneracion)
objetivos<-rbind (objetivos ,objl)

pobladores<-pobladores [which(repetidos==0)]
pobladores<-as.data.frame(pobladores)

colnames (pobladores)<-"Poblador"
pobladores<-cbind (pobladores ,objl,generacion)

colnames (pobladores) [dim(pobladores) [2]]<-"Generacion"
muestra<-rbind (muestra,pobladores)

}
rm(ngeneracion, pobladores)
#Calculando en numero de frontera de cada poblador
ranking<-nsga2R::fastNonDominatedSorting(objetivos)
objRange<- apply(objetivos, 2, max) - apply (objetivos, 2, min)
objRange<-as.numeric (objRange)
rnkIndex <- rangos(objetivos,ranking)
#calculando el numero de nuevos modelos en la primera frontera
sustituciones [1:(Tparo2-1)]<-sustituciones [2:Tparo2]
sustituciones [Tparo2]<-length(which(!(ranking[[1]] %in% f1_anterior)))
#calculando la crow distance
cd<-nsga2R::crowdingDist4frnt (cbind (poblacion,rnkIndex),ranking,objRange)
#seleccionando los elementos que pasaran a la siguiente iteracion
superv<-extincion(n_mdls,ranking,apply(cd,1,sum))
superv<-superv [order (superv)]
#calculando estadisticas para el usuario
print (pasteO("Numero,de modelos evaluados: ",
dim(poblacion)[1]-n_mdls, collapse = " "))

poblacion2<-poblacion [superv,]
objetivos2<-objetivos [superv,]
poblacion<-poblacion2
objetivos<-objetivos2
rm(poblacion2,objetivos2)
ranking<-sapply (ranking,function(x){which(superv %in% x)})
quitar<-which(sapply(ranking, function(x){length(x)l})==0)
if (length(quitar) !=0){

ranking<-ranking[-quitar]

}

print (pasteO("Nuevos_ modelos en,la,primera frontera, :,",
sustituciones [Tparo2], collapse = ","))

print (paste0("Total de modelos evaluados: ",
dim(muestra)[1] , collapse = "_ "))

#n_mdls-length (which (c(1:n_mdls) Jin} superv))

rnkIndex<-rnkIndex [superv]

objRange <- apply(objetivos, 2, max) - apply (objetivos, 2, min)
objRange<-as.numeric (objRange)

tryCatch(
if (min(objetivos[,1]) !=Inf){pairs(objetivos, panel=panel.smooth,
cex = 1, pch = 19, bg="blue",
diag.panel=panel, cex.labels = 1,
font.labels=1)},error=function(x){0})

print (pasteO("Tiempo,de ejecucion: ",
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as.integer (100* (proc.time () [3] -tiempo)) /100,
"useg.ydey", Tparol, " seg."))
if ((proc.time () [3]-tiempo)>Tparol){ generacion <- Inf}
#fin del ciclo
generacion <- generacion+l
}
#se termina la ejecucion en paralelo
parallel::stopCluster (cl)

#se da formato a los resultados
ranking<-nsga2R::fastNonDominatedSorting(objetivos)

poblacion <- poblacion[ranking[[1]],]
objetivos <- objetivos[ranking[[1]],]

poblacion <- matrix(as.matrix(poblacion), nrow= dim(poblacion)[1])
poblacion <- as.data.frame(poblacion)

rownames (poblacion) <- 1l:dim(poblacion) [1]

colnames (poblacion) <- colnames(datos)

colnames (poblacion) [1] <- "Intercepto"

nombres0 <- colnames(objetivos)

objetivos <- matrix(as.matrix(objetivos), nrow= dim(objetivos)[1])
objetivos <- as.data.frame(objetivos)

rownames (objetivos) <- 1:dim(objetivos) [1]

colnames (objetivos) <- nombresO

rownames (muestra) <- 1:dim(muestra)[1]

#se arroja la primera frontera de pareto al usuario
#junto con sus wvalores objetivos

resultados <- list ()

orden <- order (apply(poblacion, 1, sum))
resultados$MatrizPob <- poblacion[orden,]
resultados$MatrizValObj <- objetivos[orden,]
rm(ranking,objetivos ,poblacion)

#la muestra de modelos ewvaluados
resultados$Muestra<-muestra

rm (muestra)

return(resultados)

options(warn = oldw)

valuar

valuar<-function (adn,datos){
#Se inicializan los walores de la wvaluacion como O
#(valores por default)
x1<-x2<-0

#s1 adn es un objeto de la clase adn se extrae su soporte
if (base::class(adn)=="1m"){
modelo<-adn
adn<-extraer_adn(adn,nombres = colnames (datos))
}elseq
#en caso contrario se crea un modelo para poder evaluar el mismo
if (sum(adn)<=Matrix::rankMatrix(datos[-c(1)]1)[1]1){
modelo<-modelar (adn,datos)
}else{x1<-x2<-Inf}
}

if (x1==0){
#evaluando el modeo
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x1<-stats::deviance (modelo)
x2<-sum (adn)

}

x<-c(x1,x2)
names (x) <- c("Devianza","NumParametros")
return (x)

valuar_conIntercepto

valuar_conIntercepto<-function(adn,datos){
#Se inicializan los wvalores de la wvaluacion como O
#(valores por default)
x1<-%x2<-0

#s1 adn es un objeto de la clase adn se extrae su soporte
if (base::class(adn)=="1m"){
modelo<-adn
adn<-extraer_adn(adn,nombres = colnames (datos))
Yelse{
#en caso contrario se crea un modelo para poder evaluar el mismo
if (sum(adn)<=Matrix::rankMatrix (datos[-c(1)]1)[11){
modelo<-modelar (adn,datos)
Yelse{x1<-x2<-Inf}
}

#evaluando las restricciones
if (adn[1]1==0){x1<-x2<-Inf}

if (x1==0){
#evaluando el modeo
x1<-stats::deviance (modelo)
x2<-sum (adn)

}

x<-c(x1,x2)
names (x) <- c("Devianza","NumParametros")
return (x)

valuar_sinIntercepto

valuar_sinIntercepto<-function(adn,datos){
#Se inictalizan los walores de la wvaluacion como 0
#(valores por default)
x1<-%x2<-0

#s1 adn es un objeto de la clase adn se extrae su soporte
if (base::class(adn)=="1m"){
modelo<-adn
adn<-extraer_adn(adn,nombres = colnames (datos))
Yelseq{
#en caso contrario se crea un modelo para poder ewvaluar el mismo
if (sum(adn)<=Matrix::rankMatrix (datos[-c(1)]1)[1]1){
modelo<-modelar (adn,datos)
}else{x1<-x2<-Inf}
}

#evaluando las restricciones
if (adn[1]1==1){x1<-x2<-Inf}

if (x1==0){
#evaluando el modeo
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x1<-stats::deviance (modelo)
x2<-sum (adn)

}

x<-c(x1,x2)
names (x) <- c("Devianza","NumParametros")
return (x)

valuar_ad

valuar _ad<-function (adn,datos){
#Se inicializan los wvalores de la wvaluacion como O
#(valores por default)
x1<-x2<-0

#el wvalor de lamda es pequentio para que las betas
# estimadas sean cercanas al estimador por mco
lamda <- 0.0000001
#si adn es un objeto de la clase adn se extrae su soporte
if (base::class(adn)=="1m"){
modelo<-adn
adn<-extraer_adn(adn,nombres = colnames (datos))
}else{
#en caso contrario se crea un modelo para poder ewvaluar el mismo
if (sum(adn)<=2){
modelo<-modelar (adn,datos)
x1<-stats::deviance (modelo)
Yelseq
modelo<-glmnet::glmnet (
as.matrix(datos[,-c(1,1+which(adn[-c(1)]==0))1),
datos[,c(1)],
lambda = lamda,
intercept = if(adn[1]==0){FALSE}else{TRUE})
}
Y<-predict (modelo ,newx=as.matrix(datos[,-c(1,1+which(adn[-c(1)]==0))1))
x1 <- sum((datos[,1]1-Y)"2)

#evaluando el modeo
x2<-sum (adn)

x<-c(x1,x2)
names (x) <- c("Devianza","NumParametros")
return (x)

Cédigo de las simulaciones

#’ @title Simulaciones
#’ @description A continuacion se muestra el codigo que genera simulaciones
#’ del RNSGAII para compararlo con algunos metodos y criterios de seleccion
#’ de modelos en analisis de regresion.
#’ Qexzamples
#Se instalan los paquetes mecesarios
RNSGA2::instalar_paquetes ()
#analisis es un data frame que contiene las estadisticas de cada ejecucion.
analisis<-as.data.frame(matrix(nrow=1,nco0l=68))
colnames (analisis)<-c("Semilla", "Metodo","Tiempo","Intercepto","MD_Ortonormal",
"RMM" s nyn s "SCRes" s "M_AIC" R "ATIC" R "M_BIC" s "BIC" s "M_CP" s ngp" s "M_AMEMIYA" s "AMEMIYA" s
pasteO("M" ,0:51))
#semilla que fija las simulaciones
semilla <-1
#numero de variables



n_var <-50
#numero de observaciones
tm <- 100
#indice que corre sobre las filas de la matriz de analisis
k<-1
#se creara una funcion para crear una matrir con el numero de variables
#y cuatro criterios de seleccion de modelos: AIC, BIC, CP, el criterio
#de Amemiya y la suma de cuadrados de los residuales.
criterios<-function(modelos){

NumVar <- sapply(modelos,function(modelo){

sum (RNSGA2::extraer _adn(modelo,colnames (datos)))})

AIC <- sapply(modelos, olsrr::ols_aic)

BIC <- sapply(modelos, function(x){olsrr::ols_sbic(x,
RNSGA2::modelar (rep(1,n_var+1),datos))})

CP <- sapply(modelos, function(x){olsrr::ols_mallows_cp(x,
RNSGA2::modelar(rep(1,n_var+1) ,datos))})

AMEMIYA <- sapply(modelos, olsrr::ols_apc)
SCE <- sapply(modelos, function(modelo){sum(modelo$residuals”~2)})

return(cbind (NumVar ,AIC,BIC,CP,AMEMIYA,SCE))

}

#iniciando la ejecucion

while(semilla <= 100){
RABBHBBAABRABRRABEHRBHRABREABRABBRBBRABRABRARBHABRHABRABRABRRBBRABRARRARRHRRRH
# SELECCION DE LA SEMILLA #
RARBAABHABRARRARRABRABRABRARBRRBRABRARRARRARRABRABRABRRBRRARRARRARRARRH
set.seed(semilla)
RARBAABHABRARRARRARRARRARRARBRABRABRARRARRARRARRABRARBRABRABRARRARRAREH
# SIMULACION DEL MODELO DE REGRESION #
EEEFEFEF I ETEFEFEFIFIETEFEFEFIEIETETEFEFIFTIFILETEFEFEFIEIETEFEFEFIETETEFES

if ((semilla %% 4)==1){

# 1: SE SIMULA UN MODELO SIN INTERCEPTO CON MATRIZ DE DISENO ORTOGONAL
analisis$Semillal[k] <- semilla

analisis$Intercepto[k] <- FALSE

analisis$MD_Ortonormal [k] <- TRUE

#se simulan los parametros del modelo
adn <- c(0,rbinom(n_var,1,runif (1)))
betas <- rnorm(n_var+1)*adn

#y generan los datos del mismo sin correlaciones entre covartiables
datos <- RNSGA2::generar_datos(betas,adn,tm,Sigma = diag(n_var))
datos <-as.data.frame(datos)
datos$y <- datos$y - mean(datos$y)

}

if ((semilla %% 4)==2){
# 2: SE SIMULA UN MODELO CON INTERCEPTO CON MATRIZ DE DISENO ORTOGONAL

analisis$Semillal[k] <- semilla
analisis$Intercepto[k] <- TRUE
analisis$MD_Ortonormal [k] <- TRUE

#se simulan los parametros del modelo
adn <- c(l,rbinom(n_var,1l,runif (1)))
betas <- rnorm(n_var+1)*adn

#y generan los datos del mismo sin correlaciones entre covartiables
datos <- RNSGA2::generar_datos(betas,adn,tm,Sigma = diag(n_var))
datos <-as.data.frame (datos)

#datos$y <- datos$y - mean(datos$y)
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}

if ((semilla %% 4)==3){
# 3: SE SIMULA UN MODELO SIN INTERCEPTO CON MATRIZ DE DISENO GENERAL

analisis$Semillal[k] <- semilla
analisis$Intercepto[k] <- FALSE
analisis$MD_Ortonormal [k] <- FALSE

#se simulan los parametros del modelo
adn <- c(0,rbinom(n_var,1,runif (1)))
betas <- rnorm(m_var+1) *xadn

#y generan los datos del mismo con correlaciones entre covartiables
A<-matrix(rcauchy(n_var~2), n_var)
Sigma <- t(A)%*x%A
Sigma<-sapply(1:dim(Sigma)[1], function(i){
sapply (1:dim(Sigma) [1], function(j){
Sigmali,jl/(sqrt(Sigmali,il*Sigmalj,jl))
Db

datos <- RNSGA2::generar_datos(betas,adn,tm,Sigma = Sigma)
datos <-as.data.frame(datos)
datos$y <- datos$y - mean(datos$y)

}

if ((semilla %% 4)==0){
# 4: SE SIMULA UN MODELO CON INTERCEPTO CON MATRIZ DE DISENO GENERAL

analisis$Semillal[k] <- semilla
analisis$Intercepto[k] <- TRUE
analisis$MD_Ortonormal [k] <- FALSE

#se simulan los parametros del modelo
adn <- c(l,rbinom(n_var,1,runif (1)))
betas <- rnorm(m_var+1)*adn

#y generan los datos del mismo con correlaciones entre cowvartables
A<-matrix (rcauchy(n_var~2), n_var)
Sigma <- t(A)%*%A
Sigma<-sapply(1:dim(Sigma) [1], function(i){
sapply (1:dim(Sigma) [1], function(j){
Sigmal[i,jl/(sqrt(Sigmali,il*Sigmalj,jl))
»H

datos <- RNSGA2::generar_datos(betas,adn,tm,Sigma = Sigma)
datos <-as.data.frame(datos)
#datos$y <- datos$y - mean(datos$y)

}

#estimamos el modelo simulado

modelo <- RNSGA2::modelar (adn, datos)
analisis$M[k] <- sum(adn)

analisis$SCRes [k] <- sum(modelo$residuals”2)
rm(modelo)

#Estimacion Backward

analisis$Metodo [k]<-"Backward"

tiempos<-system. time (

backward <- leaps::regsubsets(y~., data = datos,

method="backward",
nvmax=n_var,
intercept=analisis$Intercepto [k],
really.big=TRUE)

)

backward <- summary(backward)$which

#evaluando el tiempo de ejecucion



105

analisis$Tiempo [k] <- tiempos[1]

#calculando el rango de la matriz de modelos
analisis$RMM[k] <- Matrix::rankMatrix(backward)

#calculando los modelos
modelos_backward <- apply(backward,1l,
function(x){RNSGA2::modelar (
if (analisis$Intercepto[k]){x}else{c(0,x)},
datos)})

#se evaluan los criterios de seleccion
MatrizCriterios <- criterios(modelos_backward)
MatrizCriterios <- as.data.frame(MatrizCriterios)

#se agregan las sumas de cuadrados de los residuales a la tabla de analisis
analisis [k,
sapply (paste0("M",MatrizCriterios$NumVar),
function(nombre){which(nombre==colnames (analisis))})] <- MatrizCriterios$SCE

#se agregan los wvalores del modelo seleccionado
analisis [k,
sapply (colnames (MatrizCriterios[,-c(1,6)1),
function (nombre){
which(colnames (analisis)==nombre)})
] <- apply(MatrizCriterios[,-c(1,6)], 2, min)

#y su mnumero de wvartables
analisis [k,
sapply (c("M_AIC","M_BIC","M_CP","M_AMEMIYA"),
function (nombre){
which(colnames (analisis)==nombre)})
] <- apply(MatrizCriterios[,-c(1,6)],
2,
function(valor){
MatrizCriterios$NumVar [which.min(valor)]

B

k<-k+1
analisis[k,c(1,4,5,7,8)]<-analisis[k-1,c(1,4,5,7,8)]

#Estimacion por busqueda exzhaustiva

analisis$Metodo [k]<-"Exhaustivo"

tiempos<-system.time (

regsubset <- leaps::regsubsets(y~.,

data = datos,
method="exhaustive",
nvmax=n_var,
intercept=analisis$Intercepto[k],
really.big=TRUE)

)

regsubset <- summary(regsubset)$which

#calculando los modelos
modelos _regsubset <- apply(regsubset,1,
function (x){RNSGA2::modelar (
if (analisis$Intercepto[k]){x}else{c(0,x)},
datos)})

#evaluando el tiempo de ejecucion
analisis$Tiempo [k] <- tiempos[1]

#se evaluan los criterios de seleccion
MatrizCriterios <- criterios(modelos_regsubset)
MatrizCriterios <- as.data.frame(MatrizCriterios)

#se agregan las sumas de cuadrados de los residuales a la tabla de analisis
analisis [k,
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sapply (pasteO("M",MatrizCriterios$NumVar),
function (nombre){
which(nombre==colnames (analisis))})] <- MatrizCriterios$SCE

#se agregan los walores del modelo seleccionado
analisis [k,
sapply (colnames (MatrizCriterios[,-c(1,6)1),
function (nombre){
which(colnames (analisis)==nombre)})
] <- apply(MatrizCriterios[,-c(1,6)], 2, min)

#y su mnumero de wvartables
analisis [k,
sapply (c("M_AIC","M_BIC","M_CP","M_AMEMIYA"),
function (nombre){
which(colnames (analisis)==nombre)})
] <- apply(MatrizCriterios[,-c(1,6)],
2,
function(valor){
MatrizCriterios$NumVar [which.min(valor)]

B

k<-k+1
analisis[k,c(1,4,5,7,8)]<-analisis[k-1,c(1,4,5,7,8)]

#Estimacion Forward

analisis$Metodo [k]<-"Forward"

tiempos<-system.time (

forward <- leaps::regsubsets(y~., data = datos,

method="forward",
nvmax=n_var,
intercept=analisis$Intercepto [k],
really.big=TRUE)

)

forward <- summary(forward)$which

#calculando los modelos
modelos_forward <- apply(forward,l,
function (x){RNSGA2::modelar (
if (analisis$Intercepto[k]){x}else{c(0,x)},
datos)})

#evaluando el tiempo de ejecucion
analisis$Tiempo [k] <- tiempos[1]

#se ewvaluan los criterios de seleccion
MatrizCriterios <- criterios(modelos_forward)
MatrizCriterios <- as.data.frame(MatrizCriterios)

#se agregan las sumas de cuadrados de los residuales a la tabla de analisis
analisis [k,
sapply (paste0("M",MatrizCriterios$NumVar),
function (nombre){
which(nombre==colnames (analisis))})] <- MatrizCriterios$SCE

#se agregan los walores del modelo seleccionado
analisis [k,
sapply(colnames (MatrizCriterios[,-c(1,6)]1),
function (nombre){
which (colnames (analisis)==nombre)l})
] <- apply(MatrizCriterios[,-c(1,6)], 2, min)

#y su numero de wartables
analisis [k,
sapply (c("M_AIC","M_BIC","M_CP","M_AMEMIYA"),
function (nombre){
which(colnames (analisis)==nombre)})
] <- apply(MatrizCriterios[,-c(1,6)],
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function(valor){
MatrizCriterios$NumVar [which.min(valor)]

b

k<-k+1
analisis[k,c(1,4,5,7,8)]<-analisis[k-1,c(1,4,5,7,8)]

#Estimacion por NSGA-II
analisis$Metodo [k]<-"NSGA-II"
tiempos<-system.time(
NSGAII<-RNSGA2::RNSGAII(
funcion.fit = if (analisis$Intercepto[k]){
"valuar _conIntercepto"}else{
"valuar_sinIntercepto"
},
datos=datos,
cl = parallel::makeCluster (parallel::detectCores())
))

#calculando los modelos
modelos _nsgaii <- apply(NSGAII$MatrizPob,
1,
function(x){
RNSGA2::modelar (x,datos)})

#evaluando el tiempo de ejecucion
analisis$Tiempo [k] <- tiempos[1]

#se ewvaluan los criterios de seleccion
MatrizCriterios <- criterios(modelos_nsgaii)
MatrizCriterios <- as.data.frame(MatrizCriterios)

#se agregan las sumas de cuadrados de los residuales a la tabla de analisis

analisis [k,
sapply (paste0("M",MatrizCriterios$NumVar),
function (nombre){

which(nombre==colnames (analisis))})] <- MatrizCriterios$SCE

#se agregan los walores del modelo seleccionado
analisis [k,
sapply (colnames (MatrizCriterios[,-c(1,6)]),
function (nombre){
which(colnames (analisis)==nombre)})
] <- apply(MatrizCriterios[,-c(1,6)], 2, min)

#y su numero de wartables
analisis [k,
sapply (c("M_AIC","M_BIC","M_CP","M_AMEMIYA"),
function (nombre){
which(colnames (analisis)==nombre)})
] <- apply(MatrizCriterios[,-c(1,6)],
2,
function(valor){
MatrizCriterios$NumVar [which.min(valor)]

1))

k<-k+1
analisis[k,c(1,4,5,7,8)]<-analisis[k-1,c(1,4,5,7,8)]

#Estimacion Reemplazo Secuencial

analisis$Metodo [k]<-"Reemplazo Secuencial"

tiempos<-system.time (

seqrep <- leaps::regsubsets(y~., data = datos,

method="seqrep",
nvmax=n_var,
intercept=analisis$Intercepto [k],
really.big=TRUE)
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seqrep <- summary(seqrep)$which

#calculando los modelos
modelos_seqrep <- apply(seqrep,1,
function (x){RNSGA2::modelar (
if (analisis$Intercepto[k]){x}else{c(0,x)},
datos)})

#se evaluan los criterios de seleccion
MatrizCriterios <- criterios(modelos_seqrep)
MatrizCriterios <- as.data.frame(MatrizCriterios)

#evaluando el tiempo de ejecucion
analisis$Tiempo[k] <- tiempos[1]

#se agregan las sumas de cuadrados de los residuales a la tabla de analisis
analisis [k,
sapply (paste0("M",MatrizCriterios$NumVar),
function (nombre){
which(nombre==colnames (analisis))})] <- MatrizCriterios$SCE

#se agregan los walores del modelo seleccionado
analisis [k,
sapply(colnames (MatrizCriterios[,-c(1,6)]),
function (nombre){
which(colnames (analisis)==nombre)})
] <- apply(MatrizCriterios[,-c(1,6)], 2, min)

#y su numero de wartables
analisis [k,
sapply (c("M_AIC","M_BIC","M_CP","M_AMEMIYA"),
function (nombre){
which(colnames (analisis)==nombre)})
] <- apply(MatrizCriterios[,-c(1,6)],
2,
function(valor){
MatrizCriterios$NumVar [which.min(valor)]

»
#salvamos los resultados
write.csv(analisis,file=""/analisis.csv")
k<-k+1

analisis[k,] <- rep(NA,dim(analisis) [2])

if (semilla<10){
save.image (paste0("~/Simulacion_00",semilla,".RData"))
Yelseq{
if (semilla<100){
save.image (paste0(""/Simulacion_0",semilla,".RData"))
Yelse{
save.image (paste0("~/Simulacion_",semilla,".RData"))
¥
}

semilla<-semilla+1
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