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Introducción

El estudio de anillos comenzó en el siglo XIX pero fue hasta inicios del siglo pasado quelogró desarrollarse como una teoría abstracta, hecho al que contribuyeron fuertemente losmatemáticos Emmy Noether y Emil Artin (Keiner, 2007). Así, sus nombres sirvieron paranombrar dos conceptos notables relativos a las condiciones de cadenas: si toda cadenaascendente de submódulos de un R-módulo M se estaciona, es decir si es finita comoconjunto, entonces se dice queM es neteriano. Análogamente, si toda cadena descendentede submódulos de M se estaciona, entonces M se llamará artiniano.El presente trabajo tiene por objetivo demostrar el teorema 3.15, que es una caracte-rización de los anillos semiprimos, neterianos izquierdos e isoartinianos izquierdos. Esteúltimo concepto es una generalización del término de anillo artiniano y cuenta con larespectiva generalización del término de anillo neteriano. Ambos fueron definidos porFacchini y Nazemian (2016) inspirados en las respectivas definiciones de anillos artinia-nos y neterianos pero utilizando también el concepto de isomorfismo. Así, un R-módulo
M es isoartiniano si satisface una condición de cadenas descendentes que únicamenterequiere que la cadena se estacione en submódulos isomorfos.Puesto que el objetivo del trabajo es, como ya se mencionó, la demostración delteorema 3.15, los tres capítulos de los que consta están destinados a construir la teoríanecesaria para poder hacer dicha demostración.En el capítulo 1, buscamos obtener algunos resultados de anillos semiprimos. Coneste fin, nos basamos en Lam (1991) para construir la teoría necesaria para definir elsignificado de que un anillo sea semiprimo. La última parte de la sección 1.3 nos otorgaalgunas afirmaciones relativas a todos los anillos semiprimos y la sección 1.4 se desvíaligeramente del tema para introducir algunos resultados de la parte singular de un anilloque serán de utilidad en el capítulo 3 y finalmente, para demostrar un teorema querelaciona los anillos semiprimos con los anillos no singulares. Estas últimas partes delcapítulo, están basados en McConnell y Robson (1987) salvo 1.19, que es un resultadoobtenido de Goodearl (1976).El segundo capítulo tiene como tema principal dos posibles dimensiones definidas
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vi INTRODUCCIÓN
para un R-módulo. A saber, la dimensión de Krull y la dimensión uniforme o de Goldie.Para definir el primer concepto, necesitamos establecer previamente el significado de ladesviación de un conjunto parcialmente ordenado que Rentschler y Gabriel (1967) definencomo un natural pero que aquí definiremos como un ordinal tomando como guía el librode McConnell y Robson (1987), de donde se inspira el capítulo a excepción de 2.9 y 2.19que provienen del texto de Dung et al. (1994). Además, se consultaron el libro de Gordony Robson (1973) para la sección de dimensión de Krull y el libro de Chatters y Hajarnavis(1980) para la sección dedicada a dimensión uniforme.Finalmente, el capítulo tres concluye con la caracterización de los anillos semipri-mos isoartinianos izquierdos y neterianos izquierdos. Para esto, a lo largo del capítuloseguimos los resultados de Facchini y Nazemian (2016).Se incluye un anexo que explica algunos resultados de teoría de Morita necesariosen el capítulo tres, a saber: que existe un isomorfismo de retículas entre las retículas desubmódulos entre un R-módulo M y la imagen de éste bajo un determinado funtor, que lapropiedad de ser neteriano es Morita invariante y que un anillo R es Morita equivalentecon el anillo de matrices cuadradas finitas con coeficientes en R . Estos resultados seobtuvieron del libro de Anderson y Fuller (1974).Para concluir esta introducción, sólo resta señalar que trabajaremos, en general, con
R-módulos e ideales izquierdos de un anillo asociativo R con elemento unitario, por loque no usaremos notación especial cuando esto sea claro. En caso contrario, usaremosla notación usual para distinguir si son izquierdos, derechos o bilaterales.



Capítulo 1

Anillos semiprimos

1.1. Ideales primos

Definición 1.1. Sea P � R un ideal bilateral. Decimos que P es primo si cada vez que
AB ≤ P para cualesquiera ideales bilaterales A,B ≤ R , se satisface que A ≤ P o B ≤ P .

Notemos que, para cualesquiera ideales bilaterales I, A, B ≤ R , se satisface que
(I + A)(I + B) ≤ I + AB

pues, si tomamos un elemento de (I+A)(I+B), éste será de la forma∑n
i=1 xiyi con xi ∈ I+Ay yi ∈ I + B. A su vez, tendremos que existen pi, qi ∈ I , ai ∈ A y bi ∈ B tales que

xi = pi + ai y yi = qi + bi,
de modo que

n∑
i=1 xiyi =

n∑
i=1 (pi + ai)(qi + bi)

= n∑
i=1 (piqi + pibi + aiqi) + n∑

i=1 aibi,
donde el primer sumando es un elemento de I por ser un ideal bilateral y el segundo esun elemento de AB, que es justo lo que necesitábamos.Ahora recordemos que todo ideal I � R está contenido en un ideal máximo P � R . Sieste ideal no fuera primo, entonces existirían A,B ≤ R tales que AB ≤ P pero A � P y
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2 CAPÍTULO 1. ANILLOS SEMIPRIMOS
B � P . Así que P + A = P + B = R porque P es máximo. En consecuencia

R = (P + A)(P + B) ≤ P + AB = P ,
lo cual es una clara contradicción al hecho de que P es un ideal máximo. La conclusiónde esto es que todo ideal bilateral de R está contenido en un ideal primo.Podemos demostrar, por inducción sobre n ∈ N, que si P ≤ R es primo y A1, . . . , Anson ideales bilaterales de R tales que A1 · · ·An ≤ P , entonces Ai ≤ P para alguna
i ∈ {1, ..., n}.La propiedad se satisface para n = 2, por definición de ideal primo. Además, si laafirmación es válida para n y A1 · · ·An+1 ≤ P entonces

A1 · · ·An ≤ P o bien An+1 ≤ P
porque P es un ideal primo. En el primer caso, la hipótesis de inducción nos indica queexiste i ∈ {1, . . . , n} tal que Ai ≤ P . En consecuencia, al considerar ambos casos podemosafirmar que Ai ≤ P para alguna i ∈ {1, . . . , n+ 1}.
Proposición 1.2. Si P < R es primo, entonces existe un ideal I ≤ P mínimo con la
propiedad de ser primo.

Demostración. Consideremos el conjunto
A = {I ≤ R | I es primo e I ≤ P}.

Es claro que (A,≥) es un COPO y que A 6= ∅ porque P ∈ A. En consecuencia, vamos ausar el Lema de Zorn para demostrar la existencia de un mínimo en el conjunto A.Sea {Iλ}λ∈Λ una cadena de elementos de A, ⋂{Iλ}λ∈Λ es un ideal de R que satisfaceque si A,B ≤ R son tales que AB ≤ ⋂{Iλ}λ∈Λ, entonces AB ≤ Iλ para cada λ ∈ Λ. Comotodo Iλ es primo, obtenemos que
A ≤ Iλ o bien B ≤ Iλ.

Ahora supongamos que A,B � ⋂
{Iλ}λ∈Λ, es decir que existen λ1, λ2 ∈ Λ tales que

A � Iλ1 y B � Iλ2 . Como {Iλ}λ∈Λ es una cadena, podemos suponer, sin perder generalidad,que Iλ1 ≤ Iλ2 . Sin embargo, esto implica que B ≤ Iλ2 debido a que si A � Iλ1 entonces
B ≤ Iλ1 ≤ Iλ2 .



1.1. IDEALES PRIMOS 3
Esta contradicción nos muestra que al menos uno de los ideales A o B debe estar con-tenido en ⋂{Iλ}λ∈Λ.Por lo tanto, ⋂{Iλ}λ∈Λ ∈ A es una cota superior de la cadena con el orden ≥, por loque podemos aplicar el Lema de Zorn para concluir la demostración.
∴ Existe I ≤ P mínimo con la propiedad de ser primo.

Diremos que P < R es un primo mínimo si es un ideal primo que no contiene propia-mente a otro ideal primo. De la proposición anterior, es inmediato que todo ideal primocontiene un ideal primo mínimo.
Proposición 1.3. Sean P < RRR y a, b ∈ R . Son equivalentes:

1. P es primo.

2. Si (RaR)(RbR) ≤ P entonces a ∈ P o b ∈ P .

3. Si aRb ≤ P , entonces a ∈ P o b ∈ P .

4. Si A,B ≤ RR son tales que AB ≤ P , entonces A ≤ P o B ≤ P .

5. Si A,B ≤ RR son tales que AB ≤ P , entonces A ≤ P o B ≤ P .

Demostración. Únicamente demostraremos las equivalencias de las afirmaciones 1, 2, 3 y4. Esto se debe a que demostrar que las primeras tres afirmaciones son equivalentes a 5 sehace de manera análoga a la demostración de su equivalencia con 4. Dicha demostraciónla lograremos demostrando las implicaciones
1 =⇒ 2 =⇒ 3 =⇒ 4 =⇒ 1.

Sean P primo y supongamos que (RaR)(RbR) ≤ P . Como RaR y RbR son idealesbilaterales de R , entonces
RaR ≤ P o bien RbR ≤ P

por definición de ideal primo. Por lo tanto, a ∈ P o b ∈ P .Si se satisface el inciso 2 y aRb ≤ P , entonces
(RaR)(RbR) = R(aRb)R ≤ P

debido a que P es bilateral. En consecuencia, podemos usar el inciso 2 para obtener
a ∈ P o b ∈ P .



4 CAPÍTULO 1. ANILLOS SEMIPRIMOS
Supongamos que 3 es válido para P y tomemos A,B ≤ RR tales que AB ≤ P y A � P .Lo último implica que A \ P 6= ∅, así que podemos elegir a ∈ A \ P y b ∈ B arbitrarios.De este modo

a(Rb) ≤ AB ≤ P .
Por la afirmación 3, tenemos que a ∈ P o b ∈ P , sin embargo habíamos seleccionado
a 6∈ P , por lo que b ∈ P para b ∈ B arbitraria, lo que implica que B ≤ P .
∴ A ≤ P o bien B ≤ P .

Finalmente, si se satisface la proposición 4, entonces 1 es válido porque todo idealbilateral es, en particular, un ideal izquierdo.
La proposición anterior nos otorga diversas maneras de determinar si P es un idealprimo, sin embargo todas ellas son muy parecidas entre sí, por lo que encontraremossituaciones en las que no podremos demostrar que un ideal es primo con ninguna deellas. Para enfrentarnos a esta situación, necesitamos 1.5, 1.6 y el concepto que definimosa continuación.

Definición 1.4. Decimos que ∅ 6= S ⊆ R es m-sistema si para todo par de elementos
a, b ∈ S existe r ∈ R tal que arb ∈ S.
Corolario 1.5. Un ideal P < R es primo si y sólo si R \ P es un m-sistema.

Demostración. Supongamos que P es primo y que R \ P no es un m-sistema, de modoque podemos seleccionar a, b ∈ R \P tales que cada r ∈ R satisface arb 6∈ R\P . Dichode otro modo, arb ∈ P para toda r ∈ R , es decir que aRb ≤ P .Así que, por 1.3, a ∈ P o b ∈ P . Sin embargo, ambas opciones contradicen la elecciónde a y b, por lo cual queda demostrada la implicación.
∴ Si P < R es primo, entonces R\P es un m-sistema.

Recíprocamente, si P < R no es primo, tendríamos la existencia de a, b ∈ R tales que
aRb ≤ P y a, b ∈ R \ P . Así, todo r ∈ R satisface que arb 6∈ R \ P , es decir que R \ Pno es un m-sistema.
∴ Si R \ P es un m-sistema, entonces P < R es primo.
Proposición 1.6. Sean S ⊆ R un m-sistema y P < R un ideal máximo en R con la
propiedad P ∩ S = ∅, entonces P es primo.



1.1. IDEALES PRIMOS 5
Demostración. Sean P < R y S ⊆ R como en la hipótesis, pero supongamos que P noes primo, es decir que existen a, b ∈ R tales que

(RaR)(RbR) ≤ P y a, b 6∈ P .
Notemos que (P + RaR) ∩ S 6= ∅ debido a que a 6∈ P implica

P � P + RaR ≤ R
y a que P es máximo con la propiedad de tener intersección vacía con S. Análogamente,tendremos que (P + RbR) ∩ S 6= ∅.Tomemos s ∈ (P + RaR) ∩ S y s′ ∈ (P + RbR) ∩ S. Como s, s′ ∈ S y S es un m-sistema, entonces existe r ∈ R tal que srs′ ∈ S. Además, como P , RaR y RbR sonideales bilaterales, tenemos

srs′ ∈ (P + RaR)R(P + RbR) ≤ (P + RaR)(P + RbR).
Sin embargo, ya habíamos visto que, para cualesquiera ideales I, A, B se satisface(I + A)(I + B) ≤ I + AB, en particular

(P + RaR)(P + RbR) ≤ P + (RaR)(RbR),
por lo que podemos concluir las pertenencias

srs′ ∈ P + (RaR)(RbR) ≤ P y srs′ ∈ S.
Pero esto contradice la hipótesis P ∩ S = ∅, así que no es posible que las suposicionesque hicimos inicialmente se satisfagan.
∴ P es primo.

Finalicemos esta subsección viendo que el conjunto √A, definido en 1.7, es un idealde R , lo cual es una consecuencia inmediata del teorema 1.8.
Definición 1.7. Sea A ≤ R un ideal bilateral. Si A 6= 0, definimos el radical de A como

√
A =̈ {s ∈ R | ∀S m-sistema (s ∈ S =⇒ A ∩ S 6= ∅)}.



6 CAPÍTULO 1. ANILLOS SEMIPRIMOS
Teorema 1.8. Para cualquier ideal A ≤ R distinto de cero se cumple la igualdad

√
A =⋂{P ≤ R | P es primo y A ≤ P}

Demostración. Sea B = ⋂
{P ≤ R | P es primo y A ≤ P}. Demostraremos ambas con-tenciones.Veamos que √A ⊆ B. Ya habíamos visto que todo ideal está contenido en un idealprimo, así que podemos tomar s ∈ √A y P � R primo tal que A ≤ P . Por 1.5, R \ P esun m-sistema, así que s ∈ R \ P , implica

A ∩ (R \ P) 6= ∅
por la definición de √A, lo cual contradice la suposición A ≤ P .Como no es posible s ∈ R \ P , entonces debe ocurrir s ∈ P . Sin embargo, la elecciónde P fue arbitraria salvo la propiedad A ≤ P , de modo que s ∈ P para cada P ≤ R primoque satisfaga A ≤ P .
∴
√
A ⊆ B.

Para demostrar la segunda contención, supongamos que s 6∈ √A, es decir que existeun m-sistema S ⊆ R que satisface s ∈ S y A ∩ S = ∅. Debido a que
A = {I ≤ R | I ∩ S = ∅}

es un conjunto parcialmente ordenado por la inclusión de conjuntos y A ∈ A, entoncesdemostraremos que existe un ideal máximo en A mediante el lema de Zorn.Sea {Iλ}λ∈Λ ⊆ A una cadena de elementos de A. Es claro que ⋃λ∈Λ Iλ es un idealbilateral de R y que si existiera s ∈ (⋃λ∈Λ Iλ) ∩ S, entonces s ∈ Iλ ∩ S para alguna
λ ∈ Λ, lo cual contradice que Iλ ∈ A. Por lo tanto, ⋃λ∈Λ Iλ es una cota superior de lacadena. Podemos concluir que existe un ideal P � R máximo con la propiedad de que suintersección con S es vacía.Gracias a 1.6, sabemos que P es primo. Además s 6∈ P porque P es máximo en elconjunto A. Así, existe un ideal primo P tal que A ≤ P pero s 6∈ P o, lo que es lo mismo

s 6∈
⋂
{I ≤ R | I es primo y A ≤ I} = B.

∴ B ⊆
√
A

∴
√
A = ⋂{P ≤ R | P es primo y A ≤ P}.
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1.2. Ideales semiprimos

Definición 1.9. Decimos que C � R es un ideal semiprimo de R si para cualquier ideal
A ≤ R se cumple que A2 ≤ C implica A ≤ C .
La definición de ideal semiprimo es, claramente, una generalización del concepto de idealprimo. En consecuencia, todo ideal primo es, en particular, un ideal semiprimo.
Proposición 1.10. Sean C ≤ R y a ∈ R . Son equivalentes:

1. C es semiprimo.

2. Si (RaR)2 ≤ C entonces a ∈ C .

3. Si aRa ≤ C entonces a ∈ C .

4. Si A ≤ RR es tal que A2 ≤ C , entonces A ≤ C .

5. Si A ≤ RR es tal que A2 ≤ C , entonces A ≤ C .

Demostración. La similitud con 1.3 es evidente, así que tampoco necesitamos demostrarla equivalencia de las cuatro primeras afirmaciones con la quinta.Sea C ≤ R semiprimo y supongamos que (RaR)2 ≤ C . Ya que RaR es un idealbilateral de R , entonces RaR ≤ C , en particular, a ∈ C . Por lo tanto, hemos demostradoque 1 implica 2.Si ahora suponemos que se satisface el inciso 2 y que aRa ≤ C , entonces
(RaR)2 = R(aRa)R ≤ C .

En consecuencia, a ∈ C , es decir que 3 es válido.Ahora demostraremos que la tercera afirmación implica a la cuarta. Así, si A ≤ RR estal que A2 ≤ C , entonces podemos tomar a ∈ A. Si juntamos esto con el hecho de que Aes un ideal izquierdo de R , obtenemos
a(Ra) ≤ A2 ≤ C ,

lo que implica, por 3, que a ∈ C . Como a ∈ A es arbitraria, podemos concluir que A ≤ C ,es decir que se cumple 4.Finalmente, 1 se sigue de 4 porque todo ideal bilateral de R es, en particular, un idealizquierdo de R .
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Análogamente a lo que hicimos con los ideales primos, ahora vamos a definir el con-cepto de n-sistema y veremos su relación con los ideales semiprimos.

Definición 1.11. Sea S ⊆ R . Decimos que S es un n-sistema si para todo a ∈ S existe
r ∈ R tal que ara ∈ S.
Proposición 1.12. Un ideal C � R es semiprimo si y sólo si R \ C es un n-sistema.

Demostración. Sea C semiprimo y supongamos que R \ C 6= ∅ no es un n-sistema. Estoúltimo significa que existe a ∈ R \ C tal que no hay ninguna r ∈ R que satisfaga
ara ∈ R \ C o, dicho de otro modo, aRa ≤ C . Como C es semiprimo, podemos usar lasequivalencias de la proposición anterior para concluir que a ∈ C , lo cual no es posible.
∴ Si C es semiprimo, entonces R\C es un n-sistema.

Ahora supongamos que C no es semiprimo, de forma que existe a ∈ R tal que aRa ≤ Cpero a 6∈ C . Ya que a ∈ R \C y para todo r ∈ R se cumple que ara ∈ C , entonces R \Cno es un n-sistema.
∴ Si R\C es un n-sistema, entonces C es semiprimo.

Como mencionamos al principio, el objetivo de esta sección es establecer algunaspropiedades de los anillos semiprimos. Veremos que este concepto se define a partirdel concepto de ideal semiprimo. Así, para seguir avanzando, necesitamos relacionar laspropiedades de ideales primos con el concepto de ideal semiprimo.Ésta será la última parte de la subsección que concluirá con el teorema 1.14 peroantes necesitamos establecer una relación entre los n-sistemas y los m-sistemas, lo queharemos en el siguiente lema.
Lema 1.13. Sean N ⊆ R un n-sistema y a ∈ N , entonces existe un m-sistema M ⊆ N tal
que a ∈ M .

Demostración. Sabemos que, como N es un n-sistema, entonces para cada n ∈ N existe
r ∈ R tal que nrn ∈ N . Sea a ∈ N , definamos M = {an}n∈N recursivamente como

a0 =a
an+1 =anrnan
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donde rn ∈ R es tal que anrnan ∈ N . De este modo, es claro que M ⊆ N y que a ∈ M ,así que sólo falta demostrar que M es un m-sistema.Sean an, am ∈ M . Por la construcción de M , n = m implica que existe rn ∈ R tal que

anrnam = anrnan = an+1 ∈ M .
Así que supondremos que n 6= m y, en particular, que n < m.Consideremos amram con r ∈ R arbitrario. Notemos que podemos sustituir am de lasiguiente manera

amram = (am−1rm−1am−1)ram.
Si m− 1 6= n, podemos sustituir la primera incidencia de am−1 en el segundo término dela igualdad anterior como

amram = (am−2rm−1am−2)rm−1am−1ram.
Si seguimos así, eventualmente lograremos igualar amram a una expresión cuyo primertérmino sea an, es decir que tendremos

amram = an(ran+1rn+1an+2rn+2 · · ·amrm)am ∈ anRam.
En resumen, amRam ≤ anRam.Por la construcción de M , es claro que am+1 ∈ amRam. De esta manera, la contenciónanterior implica que existe s ∈ R tal que

ansam = am+1 ∈ M .
∴ M es un m-sistema.
Teorema 1.14. Sea C ≤ R . Son equivalentes:

1. C es semiprimo;

2. C = √C ;

3. C es una intersección de ideales primos.

Demostración. Supongamos que C es semiprimo y demostremos C = √C . La contención
C ≤

√
C se sigue de la igualdad obtenida en el teorema 1.8. Es decir

C ≤
⋂
{P ≤ R | P es primo y C ≤ P} = √C .
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La segunda contención la conseguiremos por contrapuesta. Sea a ∈ R \ C . Debido aque N = R \ C es un n-sistema, entonces existe un m-sistema M ⊆ R tal que M ⊆ N y

a ∈ M . Gracias a la contención de M en N obtenemos
M ∩ C ⊆ N ∩ C = ∅.

Es decir que existe un m-sistema M tal que a ∈ M pero M ∩C = ∅. Usando la definiciónde √C , concluimos que a 6∈ √C .
∴ C = √C .

Ahora notemos que si C = √C , entonces C es la intersección de los ideales primosque lo contienen. Por lo tanto, podemos afirmar que 2 implica 3.Finalmente, si C es intersección de ideales primos, entonces C = ⋂{Pi}i∈I . Suponga-mos que A ≤ R es tal que A2 ≤ C . Para cada i ∈ I se sigue que A2 ≤ Pi y como Pi esprimo, entonces A ≤ Pi. Por lo tanto
A ≤

⋂
{Pi}i∈I = C .

∴ C es semiprimo.
1.3. Anillos semiprimos

Definición 1.15. Decimos que el anillo R es semiprimo si 0 ≤ R es un ideal semiprimo.
Es inmediato que la definición anterior es equivalente a afirmar que I2 = 0 implica

I = 0 para cualquier ideal I ≤ R .Dos ejemplos sencillos de anillos semiprimos son los dominios enteros y los anillossimples. En el primer caso, si tenemos 0 6= I ≤ D para un dominio D, entonces existe a ∈ Idistinto de cero que satisface 0 6= a2 ∈ I2, con lo que concluimos que D es semiprimo.Por otro lado, si R es un anillo simple, entonces R2 = R 6= 0 para el único ideal de Rdistinto de cero.Por otro lado, de acuerdo al teorema 1.14, si 0 ≤ R es semiprimo, entonces es laintersección de un conjunto de ideales primos, {Pi}i∈I . En consecuencia⋂
{P � R | P es primo} ≤⋂{Pi}i∈I = 0,

es decir que si R es semiprimo, entonces 0 ≤ R es la intersección de todos los ideales
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primos de R . Evidentemente, si 0 es la intersección de todos los ideales primos, entoncestodo ideal A ≤ R tal que A2 = 0 está contenido en cada ideal primo de R , es decir que 0es un ideal semiprimo de R y, en consecuencia R es un anillo semiprimo. En conclusión,

R es semiprimo ⇐⇒ 0 =⋂{P � R | P es primo}.
De hecho, como todo ideal primo contiene un ideal primo mínimo, entonces⋂

{P � R | P es primo mínimo} =⋂{P � R | P es primo} = 0.
La siguiente proposición nos da algunas propiedades de los anuladores de los idealesbilaterales de un anillo semiprimo. Únicamente necesitamos recordar que los anuladoresizquierdos son ideales izquierdos de R , que los anuladores derechos son ideales derechosde R y que los anuladores son ideales bilaterales de R . La notación que usaremos es

l.ann(A) (respectivamente r.ann(A)) para el anulador izquierdo (resp. derecho) de A y
ann(A) para el anulador bilateral de A.
Proposición 1.16. Sean R un anillo semiprimo y A � R , entonces se cumplen las siguien-
tes afirmaciones:

1. r.ann(A) = l.ann(A);
2. ann(A) es el único seudocomplemento de A en R ;

3. ann(A) = ⋂{P ≤ R | P es primo mínimo y A � P};

4. RAR es uniforme si y sólo si ann(A) es un ideal primo mínimo;

5. A ⊂
es
R si y sólo si ann(A) = 0;

6. Si A no está contenido en ningún ideal primo mínimo de R entonces A ⊂
es
R .

Demostración.1. Sea X = r.ann(A), de manera que AX = 0, luego
(XA)2 = X (AX )A = 0.

Ya que A ≤ R es un ideal bilateral, entonces XA es un ideal derecho de R . Graciasa 1.10, sabemos que 0 ≤ R es semiprimo si y sólo si I2 ≤ 0 implica I ≤ 0 paracualquier ideal derecho IR ≤ RR . Por lo tanto, XA = 0, así que concluimos
r.ann(A) = X ⊆ l.ann(A).
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∴ r.ann(A) = X ⊆ l.ann(A).Análogamente, obtendremos la segunda contención y, en consecuencia, la igual-dad de ambos ideales.Notemos que el inciso 1 indica que el anulador izquierdo y el anulador derecho de Ason, en realidad, un único conjunto: el anulador de A. Por esta razón, a partir del inciso2 hablaremos únicamente del ideal bilateral ann(A) ≤ R .2. Como A y ann(A) son ideales bilaterales, entonces

(A)(ann(A)) ≤ A ∩ ann(A) = 0.
Por otra parte, si I ≤ R es un ideal bilateral tal que A ∩ I = 0, entonces

IA ≤ A ∩ I = 0 y AI ≤ A ∩ I = 0,
es decir que I ≤ ann(A). De este modo, cualquier ideal cuya intersección con A sea0, debe estar contenido en ann(A).
∴ ann(A) es el único seudocomplemento de A en R .3. Sea B = ⋂{P � R | P es primo mínimo y A � P}. Ya que

A ≤
⋂
{P � R | P es primo mínimo y A ≤ P},

entonces
A ∩ B ≤

⋂
{P � R | P es primo mínimo y A ≤ P} ∩ B=⋂{P � R | P es primo mínimo} = 0.

De manera que A ∩ B = 0, y como ann(A) es el único seudocomplemento de A en
R , obtenemos que B ≤ ann(A).Por otra parte, A(ann(A)) = 0 ≤ P para cualquier ideal primo mínimo P; enconsecuencia, si A � P , se debe cumplir ann(A) ≤ P . En particular, ann(A) debeestar contenido en B, la intersección de los ideales primos mínimos que no contienen
A.
∴ ann(A) = ⋂{P ≤ R | P es primo mínimo y A � P}.4. Supongamos que A es uniforme y que A′ ≤ A es distinto de cero. Notemos que

ann(A)A′ ≤ ann(A)A = 0
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implica ann(A) ≤ ann(A‘). Además, como A es uniforme y A′ 6= 0, tenemos que(

A ∩ ann(A′)) ∩ A′ = 0,
así que A∩ann(A‘) = 0 y, dado que ann(A) es el único seudocomplemento de A en
R , obtenemos la contención ann(A′) ≤ ann(A). Es decir que los anuladores de A yde cualquiera de los ideales distintos de cero contenidos en A coinciden.

Ahora veamos que ann(A) es un primo mínimo de R . Sean B,C ≤ R tales que
BC ≤ ann(A). Si AB = 0 entonces B ≤ ann(A), así que vamos a suponer AB 6= 0en lo que sigue. Por hipótesis, A(BC ) = 0, de manera que C ≤ ann(AB) y AB ≤ A.Gracias a la observación que acabamos de hacer, sabemos que ann(AB) = ann(A),de manera que C ≤ ann(A). Así, ann(A) es un ideal primo.

Finalmente, si tuviéramos un ideal primo P0 ≤ ann(A), entonces A � P puesen caso contrario, A ≤ ann(A), es decir que A2 = 0 y, en consecuencia A = 0, por loque A no puede ser uniforme. Así, el inciso 3 implica
ann(A) =⋂{P ≤ R | P es primo y A � P} ≤ P0.

∴ ann(A) es un ideal primo mínimo de R .
Recíprocamente, sean ann(A) un ideal primo mínimo y 0 6= B ≤ A. Notemosque B � ann(A) pues, en ese caso,

B ≤ ann(A) ≤ ann(B)
implicaría B2 = 0. Sin embargo, como R es semiprimo, tendríamos que B = 0, locual contradice la elección de este ideal. Además, sabemos que

ann(B) =⋂{P � R | P es primo mínimo y B � P} ≤ ann(A),
con lo que concluimos que ann(A) = ann(B).

Ahora supongamos que C ≤ A es tal que B ∩ C = 0. Debido a que ann(B) esel único seudocomplemento de B en R , entonces C ≤ ann(B). Esto implica
C ≤ A ∩ ann(A) = 0,

es decir que C = 0.
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∴ A es uniforme.

5. Como ann(A) es el único seudocomplemento de A en R , entonces se sigue la dobleimplicación
A ⊂

es
R ⇐⇒ ann(A) = 0.

6. Sabemos que ⋂{P � R | P es primo mínimo} = 0 debido a que R es un anillosemiprimo. Además, por el inciso 3, también tenemos que
ann(A) =⋂{P � R | P es primo mínimo y A � P}.

Si ahora suponemos que A no está contenido en ningún ideal primo mínimo de R ,entonces
{P � R | P es primo mínimo} = {P � R | P es primo mínimo y A � R},

lo que implica que las intersecciones de ambos conjuntos son iguales.
∴ ann(A) = 0.

Para finalizar, recordemos que todo ideal de R = ∏n
i=1 Ri, donde n ∈ Z+ y R1, . . . , Rnson anillos, es un producto directo de ideales de los anillos Ri. Es decir que

I ≤ R ⇐⇒ I = n∏
i=1 Ii para Ii ≤ Ri.

Una consecuencia de esta propiedad es que todo producto directo finito de anillossemiprimos es un anillo semiprimo, pues si I = ∏n
i=1 Ii es tal que I2 = 0 y tomamos∑m

j=1 ajbj ∈ I2i , entonces ηi(aj ), ηi(bj ) ∈ I para cada j . Así que
ηi

 m∑
j=1 ajbj

 = m∑
j=1 ηi(aj )ηi(bj ) ∈ I2 = 0,

lo que implica que I2i = 0 para toda i ∈ {1, ..., n}. Sin embargo, como cada Ri es semiprimo,se sigue que Ii = 0 y, en consecuencia, I =∏n
i=1 Ii = 0.
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1.4. La parte singular de R

Recordemos que
Z (M) = {x ∈ M | (0 : x) ⊂

es
R}

es un submódulo de M que se conoce como la parte singular de M . Más aún
Z : R-Mod −→ R-Mod

es un prerradical en la categoría de los R-módulos izquierdos, así que el diagrama
M N

Z (M) Z (N)
f

f |

conmuta para cualesquiera M,N ∈ R-Mod y f ∈ HomR (M,N). Además decimos que Mes singular si Z (M) = M y que M es no singular si Z (M) = 0.Si ahora definimos
ζ(M) = {x ∈ M | Ex = 0 para algún E ⊂

es
R}

y tomamos m ∈ Z (M), entonces (0 : m) ⊂
es
R , de modo que

(0 : m) ⊂
es
R y (0 : m)m = 0,

es decir que m ∈ ζ(M). Por otra parte, si tenemos m ∈ ζ(M), entonces existe E ⊂
es
R talque Em = 0 y, ya que

E ≤ (0 : m) ≤ R ,
entonces (0 : m) ⊂

es
M . En consecuencia, ζ(M) ⊆ Z (M) y, por lo tanto, se da la igualdad
Z (M) = {x ∈ M | Ex = 0 para algún E ⊂

es
R}.

El objetivo principal de esta última sección es obtener la proposición 1.18, pero tam-bién incluiremos la demostración de 1.19 que será de ayuda en capítulos posteriores.
Proposición 1.17. Si R satisface CCA en anuladores izquierdos, entonces Z (R) es nilpo-
tente.
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Demostración. Para simplificar la notación, tomemos A = Z (R) y notemos que

A ≥ A2 ≥ A3 ≥ · · ·
genera la cadena ascendente de anuladores izquierdos

l.ann(A) ≤ l.ann(A2) ≤ l.ann(A3) ≤ · · ·
Como R satisface CCA en anuladores izquierdos, existe n ∈ N tal que toda k ≥ n satisface
l.ann(An) = l.ann(Ak ).Si An+1 6= 0, existe a ∈ A tal que aAn 6= 0. Así que

X = {(0 : a) ≤ R | aAn 6= 0} 6= ∅
está parcialmente ordenado por la inclusión de conjuntos. Además, si

C = {(0 : ai)}i∈I ⊆ X

es una cadena, podemos asegurar la existencia de (0 : aj ) ∈ C tal que toda i ∈ I cumple(0 : aj ) ≥ (0 : ai) debido que, por hipótesis, R satisface CCA en anuladores izquierdos.Lo último significa que toda cadena está acotada superiormente por un elemento de X.Por el Lema de Zorn, existe a ∈ R tal que (0 : a) es un elemento mayor del conjunto X yademás a 6= 0 porque aAn 6= 0.Ahora trabajaremos con b ∈ A arbitrario. Notemos que (0 : a) ⊆ (0 : ab) porque si
x ∈ (0 : a), entonces xab = 0 · b = 0 y que, por otro lado, b ∈ A implica que (0 : b) ⊂

es
R .Dado que a 6= 0, tenemos que (0 : b)∩Ra 6= 0. En consecuencia, existe r ∈ R tal que

ra 6= 0 y rab = 0, entonces r /∈ (0 : a) pero r ∈ (0 : ab), es decir que
(0 : a) ( (0 : ab).

La única manera de que esta contención propia no contradiga la elección de a es que(ab)An = 0, pero habíamos elegido b ∈ A arbitrario, así que aAn+1 = 0, esto es que
a ∈ l.ann(An+1) = l.ann(An)

o, equivalentemente, que aAn = 0, lo que también contradice la elección de a.Puesto que la contradicción proviene de suponer que An+1 6= 0, sólo nos queda aceptarla igualdad, que es exactamente a lo que queríamos llegar.
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∴ A = Z (R) es nilpotente.
Proposición 1.18. Si R es semiprimo, entonces no contiene ideales nilpotentes distintos
de 0. Más aún, si R también satisface CCA en anuladores izquierdos, entonces R es no
singular.

Demostración. Supongamos que R es semiprimo y que contiene un ideal nilpotente A 6= 0.Sea n el menor entero positivo que satisface An = 0. Como A 6= 0 entonces
2(n− 1) = 2n− n = n ≥ 2.

En consecuencia (An−1)2 ≤ An = 0. Como R es semiprimo, esto significa que An−1 = 0, locual es una contradicción a la elección de n.
∴ R no tiene ideales nilpotentes distintos de cero.Ahora supongamos que R satisface CCA en anuladores izquierdos. Por la proposiciónanterior, sabemos que Z (R) es nilpotente, pero el único ideal nilpotente de R es 0 ≤ R .
∴ Z (R) = 0.
Proposición 1.19. Sea

0 A B C 0f g

una sucesión exacta y f un monomorfismo esencial, entonces C es singular.

Demostración. Basta demostrar la contención C ≤ Z (C ), así que comencemos tomando
c ∈ C . Debido a que g ∈ HomR (B,C ) es suprayectivo, existe b ∈ B tal que g(b) = c.Ahora consideremos (_ · b) ∈ HomR (R,B) y notemos que, como f es un monomorfismoesencial, Im(f ) ⊂

es
B, así que

I=̈(_ · b)−1(Im(f )) = {r ∈ R | rb ∈ Im(f )} ⊂
es
R .

Notemos que xb ∈ Im(f ) = Ker(g) para toda x ∈ I , así que
xg(b) = g(xb) = 0,

de modo que Ig(b) = 0. Finalmente, como I es esencial en R , concluimos la pertenencia
c = g(b) ∈ Z (C ).
∴ Z (C ) = C .



18 CAPÍTULO 1. ANILLOS SEMIPRIMOS
Consideremos el caso N ⊂

es
M , de modo que

0 N M M/N 0i ρ

es una sucesión exacta donde i ∈ HomR (N,M) es un monomorfismo esencial. En conse-cuencia, la proposición 1.19 implica que, si N es esencial en M , entonces Z (M/N) = M/N.



Capítulo 2

Dimensiones

2.1. Dimensión de Krull

Como veremos a lo largo de esta sección, la dimensión de Krull de un R-módulo se definea partir del concepto de desviación de un conjunto parcialmente ordenado.Por esta razón, la primera parte de la sección se enfoca en demostrar algunas propie-dades de la desviación de un COPO A. Ésta será la única parte del presente trabajo enel que supondremos que los objetos mencionados son conjuntos parcialmente ordenadoso bien, elementos de estos conjuntos. Posteriormente seguiremos trabajando como hastaahora.
Desviación de un COPO

Definición 2.1. Sea (A,≤) un COPO. Decimos que A satisface la condición de cadenasdescendentes (resp. condición de cadenas ascendentes), abreviado CCD (CCA), si cual-quier cadena descendente (ascendente) de elementos de A es constante después de unacantidad finita de elementos de la cadena.
Definición 2.2. Sean (A,≤) un COPO y a, b ∈ A con a ≤ b. El intervalo [a, b] es elconjunto definido por [a, b] = {x ∈ A | a ≤ x ≤ b}.

Parafrasearemos la primera definición diciendo que A satisface CCD si para todacadena descendente de elementos de A,
a0 ≥ a1 ≥ a2 ≥ · · · ,

19
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existe n ∈ N tal que ak = an para toda k ≥ n. Evidentemente, tendremos una afirmaciónanáloga en el caso en que A satisfaga CCA.Notemos que siempre podemos tomar los intervalos [an+1, an] de la cadena descen-dente {an}n∈N ⊆ A. Nos referiremos a {[an+1, an]}n∈N como el conjunto de intervalos dela cadena {an}n∈N o, simplemente, como los intervalos de la cadena.Es necesario resaltar que, como subconjuntos de A, todos estos intervalos son con-juntos parcialmente ordenados con la inclusión de conjuntos. Usaremos esto para hacerla siguiente definición.
Definición 2.3. Sea A un COPO. Definimos la desviación de A, denotada dev (A), mediantelos siguientes casos:1. Si A = ∅, entonces dev (A) = −1.2. Si A 6= ∅ satisface CCD, entonces dev (A) = 0.3. Si α 6= 0 es un ordinal, entonces dev (A) = α si se cumplen las dos siguientescondiciones:(a) dev (A) 6= β para cualquier β < α ;(b) si {an}n∈N es una cadena descendente de elementos de A, entonces

dev
([an+1, an]) < α

para casi toda n ∈ N.Si A 6= ∅ y no existe un ordinal α tal que dev (A) = α , diremos que A no tiene desviación.
Notemos que, si A 6= ∅ no satisface CCD pero satisface el inciso 3(a) de la definiciónanterior, entonces

dev (A) ≥ α ,
aunque no podremos afirmar la igualdad sin más información.En cambio, si A satisface el inciso 3(b), nos faltaría comprobar que no exista ningúnordinal β < α tal que dev (A) = β para poder afirmar que dev (A) = α . Lo único quepodemos decir con certeza es

dev (A) ≤ α .
En particular, se sigue que A tiene desviación.Ahora demostraremos las siguientes tres propiedades de la desviación de un COPOarbitrario.
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Lema 2.4. Si A tiene desviación y B ⊆ A, entonces dev (B) ≤ dev (A).
Demostración. Supongamos que dev (A) = α . Comenzaremos haciendo la demostraciónpara los casos particulares α = −1 y α = 0 para después proceder por inducción sobrelos ordinales.Si α = −1, entonces A = ∅ y, en consecuencia B = ∅. Así

dev (A) = −1 = dev (B).
Si α = 0, entonces A satisface CCD. Si B 6= ∅, toda cadena de subconjuntos de B esuna cadena de subconjuntos de A, por lo que B también satisface CCD. Esto implica que

dev (B) ∈ {−1, 0} para cualquier B ⊆ A, de donde se sigue la desigualdad que buscamos.Ahora supongamos que todos los subconjuntos de un conjunto X con desviación menorque α tienen una desviación menor o igual a la de X .Sea A tal que dev (A) = α y tomemos B ⊆ A y {bn}n∈N una cadena descendente deelementos de B. Ya que
{bn}n∈N ⊆ B ⊆ A,

entonces estamos trabajando con una cadena descendente de elementos de A, de donde
dev

([bn+1, bn]) < α
para casi toda n ∈ N. Esto implica que B satisface el inciso 3(b) de la definición 2.3, asíque dev (B) ≤ α .
∴ dev (B) ≤ dev (A).
Lema 2.5. Sea A un COPO, entonces:

1. sup{dev([a, b]) | a, b ∈ A} ≤ dev (A) ≤ sup{dev([a, b])+ 1 | a, b ∈ A}.
2. Si x ∈ A, entonces

dev (A) ≤ sup{dev([a, b] + 1) | a, b ∈ A y a 6= x}.

Demostración. Comencemos con el primer inciso. Debido a que [a, b] ⊆ A, entonces
dev

([a, b]) ≤ dev (A)
para cualesquiera a, b ∈ A.
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∴ sup{dev ([a, b]) | a, b ∈ A} ≤ dev (A).

Por otro lado, cualquier cadena descendente {an}n∈N ⊆ A cumple la desigualdad
dev

([an+1, an]) < dev([an+1, an])+ 1 ≤ sup{dev([a, b])+ 1 | a, b ∈ A}.
∴ dev (A) ≤ sup{dev([an+1, an])+ 1 | a, b ∈ A}.

La última desigualdad completa la demostración del inciso 1, así que ahora procede-remos a demostrar la segunda parte del lema. Notemos que si fijamos x ∈ A, entoncesen toda cadena {an}n∈N ⊆ A existe a lo más un intervalo [am+1, am] tal que am+1 = x y
am 6= x . En consecuencia, obtenemos que las desigualdades

dev
([an+1, an]) <dev([an+1, an])+ 1

≤ sup{dev([a, b])+ 1 | a, b ∈ A y a 6= x}

son válidas para casi toda n ∈ N.
∴ dev (A) ≤ sup{dev([a, b])+ 1 | a, b ∈ A y a 6= x}.
Proposición 2.6. Si A satisface CCA entonces A tiene desviación.

Demostración. Sea A un COPO que satisface CCA y supongamos que [a, b] carece dedesviación para algunos a, b ∈ A, de manera que
X=̈{x ∈ A | [x, b] no tiene desviación} 6= ∅.

Es claro que X ⊆ A está ordenado parcialmente por la inclusión de conjuntos. Además, si
{ai}i∈I 6= ∅ es una cadena de elementos de X que carece de una cota superior, entoncespodemos construir una cadena

a1 < a2 < a3 < · · · ,
situación que contradice la hipótesis de que A satisface CCA. Por el Lema de Zorn, Xtiene un elemento máximo al que denotaremos a.Notemos que cada intervalo [x, y] ⊆ [a, b] con a < x tiene desviación por la elecciónde a, así que podemos usar 2.5 para obtener la desigualdad

dev
([a, b]) ≤ sup{dev([x, y])+ 1 | x 6= a},
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cuyo segundo término es un ordinal debido a que la desviación de cada intervalo [x, y]con x 6= a existe, lo que a su vez implica que dev([a, b]) también existe.Esta última aseveración, nos obliga a admitir que todo intervalo [a, b] ⊆ A tienedesviación y, por lo tanto, también existe el supremo del conjunto de desviaciones de losintervalos de A. En conclusión,

dev (A) ≤ sup{dev([a, b])+ 1 | a, b ∈ A},
es decir que A tiene desviación.
La dimensión de Krull

Recordemos que la retícula de submódulos de un R-módulo M ,
L(M) = {N ⊆ M | N es submódulo de M},

es un conjunto parcialmente ordenado bajo la contención de conjuntos. De esta forma, esnatural hacer la siguiente definición.
Definición 2.7. Sea M ∈ R-Mod. Definimos la dimensión de Krull de M como:

K.dim(M) = dev
(
L(M)).

Si dev(L(M)) no existe, entonces diremos que M no tiene dimensión de Krull o que ladimensión de Krull de M es infinita.
La definición que acabamos de dar nos permitirá demostrar fácilmente propiedadesde la dimensión de Krull usando los previos resultados de la desviación. Así, si M tienedimensión de Krull y N ≤ M , entonces dev(L(M)) existe y

K.dim(N) = dev
(
L(N)) ≤ dev(L(M)) = K.dim(M).

Esto implica que todo submódulo de M tiene dimensión de Krull menor o igual que la de
M . Además, es claro que M es neteriano si y sólo si L(M) satisface CCA como conjuntoparcialmente ordenado. En consecuencia, la proposición 2.6 implica que todo R-móduloneteriano tiene dimensión de Krull.
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Antes de continuar, notemos que podemos parafrasear la definición 2.3 para obteneruna definición de dimensión de Krull de M que no utilice explícitamente el concepto dedesviación. Sólo debemos recordar que, si K ≤ N ≤ M , entonces existe un isomorfismode órdenes parciales [K,N ] ∼= L (N/K ) .

De esta forma, K.dim(M) queda definido con los siguientes incisos:1. Si M es artiniano, entonces K.dim(M) = 0.2. Si α 6= 0 es un ordinal, diremos que K.dim(M) = α si se satisface:(a) K.dim(M) 6= β para cualquier β < α .(b) Si {Nn}n∈N es una cadena descendente se submódulos deM , entonces K.dim(Nn/Nn+1) <
α para casi toda n ∈ N.

Esta interpretación de la definición de dimensión de Krull nos permitirá demostrar consencillez los siguientes dos resultados.
Lema 2.8. Sean M,N ∈ R-Mod. Si M ∼= N , entonces K.dim(M) = K.dim(N).
Demostración. Procederemos por inducción sobre K.dim(M) = α para demostrar quetodo R-módulo isomorfo a M tiene dimensión de Krull menor o igual que α .El caso α = 0 es inmediato debido a que esta igualdad implica que M es artiniano.Puesto que esta propiedad se conserva bajo isomorfismos, entonces N también es arti-niano y, en consecuencia,

K.dim(N) = 0 = α .
Supongamos ahora que la afirmación se cumple para todo ordinal menor que α . Como

K.dim(M) = α , entonces cualquier cadena descendente {Nn}n∈N de submódulos de Msatisfará K.dim(Nn/Nn+1) < α para casi toda n ∈ N.Sea φ ∈ HomR (M ′,M) un isomorfismo de R-módulos izquierdos y tomemos {N ′n}n∈N,una cadena descendente de submódulos de M ′. Notemos que
φ(N ′n+1) ≤ φ(N ′n) ≤ M ,

de modo que {φ(N ′n)}n∈N es una cadena de submódulos de M tal que φ(N ′n) ∼= N ′n paracada n ∈ N. En consecuencia,
K.dim

(
φ(N ′n)/φ(N ′n+1)) < α
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ocurre para casi toda n ∈ N.Por otro lado, la asignación

x +N ′n+1 7−→ φ(x) + φ(N ′n+1)
es un isomorfismo entre N ′n/N ′n+1 y φ(N ′n)/φ(N ′n+1), de modo que podemos usar la hipótesis deinducción para obtener que

K.dim(φ(N ′n)/φ(N ′n+1)) < αpara casi toda n ∈ N.
∴ K.dim(M ′) ≤ α .

Por lo anterior, si N y M son isomorfos, entonces se cumplen simultáneamente lasdesigualdades
K.dim(N) ≤ K.dim(M) y K.dim(M) ≤ K.dim(N).

∴ K.dim(M) = K.dim(N).

Proposición 2.9. Sean M ∈ R-Mod y N ≤ M . Entonces M tiene dimensión de Krull si y
sólo si N y M/N tienen dimensión de Krull. Además,

K.dim(M) = sup{K.dim(N),K.dim(M/N)}.
Demostración. Supongamos que M tiene dimensión de Krull. Ya vimos que esto implicaque N también tiene dimensión de Krull y

K.dim(N) ≤ K.dim(M).
Por otra parte, si {Kn}n∈N es una cadena descendente de submódulos de M/N, enton-ces existe {K ′n}n∈N, una cadena descendente de submódulos de M tal que cada n ∈ Nsatisface

N ≤ K ′n ≤ M y Kn = K ′n/N.
Gracias al isomorfismo (K ′n/N)/(K ′n+1/N) ∼= K ′n/K ′n+1, obtenemos

K.dim(Kn/K ′n+1) = K.dim(K ′n/K ′n+1) < K.dim(M)
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para casi toda n ∈ N. Por lo tanto, M/N tiene dimensión de Krull y además

K.dim(M/N) ≤ K.dim(M).
∴ sup{K.dim(N),K.dim(M/N)} ≤ K.dim(M).

Ahora supongamos que N y M/N tienen dimensión de Krull. Sea
α = sup{K.dim(N),K.dim(M/N)}

y tomemos {Ln}n∈N, una cadena descendente de submódulos de M . En consecuencia,
{N ∩ Ln}n∈N es una cadena descendente de submódulos de N y {(N + Ln)/N}n∈N es unacadena descendente de submódulos de M/N. Por lo tanto, las siguientes desigualdadesocurren simultáneamente para casi toda n ∈ N:(i) K.dim(N ∩ Ln/N ∩ Ln+1) < K.dim(N);(ii) K.dim((N + Ln/N)/(N + Ln+1/N)) < K.dim(M/N).
También tenemos los siguientes isomorfismos e igualdades:(iii) Ln+1 + (N ∩ Ln)/Ln+1 ∼= N ∩ Ln/Ln+1 ∩N ∩ Ln = N ∩ Ln/N ∩ Ln+1;(iv) Ln/Ln+1 + (N ∩ Ln) = Ln/Ln ∩ (N + Ln+1) ∼= Ln + (N + Ln+1)/N + Ln+1 = N + Ln/N + Ln+1

∼= (N + Ln)/N/(N + Ln+1)/N.
Veamos que K.dim(Ln/Ln+1) < α . Si {Km}m∈N es una cadena descendente de submódulosde Ln/Ln+1, entonces existe K ′m ≤ M tal que

Ln+1 ≤ K ′m ≤ Ln y Km = K ′m/Ln+1

para toda n ∈ N. Ya que Ln+1 ≤ Ln+1 + (N ∩ Ln) ≤ Ln, entonces partimos la cadena en losconjuntos
A = {K ′m | K ′m ≤ Ln+1 + (N ∩ Ln)} y B = {K ′m | Ln+1 + (N ∩ Ln) ≤ K ′m}.

Si K ′m ∈ A, entonces
Ln+1 ≤ K ′m+1 ≤ K ′m ≤ Ln+1 + (N ∩ Ln),

de manera que obtenemos el isomorfismo
Km/Km+1 = K ′m/Ln+1/K ′m+1/Ln+1 ∼= K ′m/K ′m+1
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donde Km, Km+1 ≤ Ln+1 + (N ∩ Ln)/Ln+1, es decir que

{Km = K ′m/Ln+1 | K ′m ≤ Ln+1(N ∩ Ln)}
es una cadena de submódulos de Ln+1 + (N ∩ Ln)/Ln+1. En consecuencia, usamos la definiciónde la dimensión de Krull y la observación (III) para obtener que, para casi toda m ∈ N,se cumplen las desigualdades

K.dim(Km/Km+1) < K.dim
(
Ln+1 + (N ∩ Ln)/Ln+1)= K.dim
(
N ∩ Ln/N ∩ Ln+1) = β.

Por otra parte, si K ′m, K ′m+1 ∈ B, tenemos
Ln+1 + (N ∩ Ln) ≤ K ′m+1 ≤ K ′m ≤ Ln,

de manera que existen los isomorfismos
Km/Km+1 = K ′m/Lm+1/K ′m+1/Lm+1 ∼= K ′m/K ′m+1 ∼= K ′m/(Ln+1 + (N ∩ Ln))/(K ′m+1/Ln+1 + (N ∩ Ln))

donde K ′m/Ln+1 + (N ∩ Ln), K ′m+1/Ln+1 + (N ∩ Ln) ≤ Ln/Ln+1 + (N ∩ Ln). Ahora pocedemos de manera análogaal caso anterior pero utilizando la observación (IV) para obtener que las desigualdades
K.dim

(
Km/Km+1) = K.dim

(
K ′m/(Ln+1 + (N ∩ Ln))/K ′m+1/(Ln+1 + (N ∩ Ln)))

< K.dim
((N + Ln)/N/(N + Ln+1)/N) = γ

ocurren para casi toda m ∈ N.
Notemos que el único caso que no se encuentra representado en los dos casos ante-riores es cuando

K ′m+1 < Ln+1 + (N ∩ Ln)/Ln+1 < K ′m,
pero esto no afecta el hecho de que demostramos que

K.dim
(
Km/Km+1) < sup{β, γ}

se da para casi toda m ∈ N.
∴ K.dim(Ln/Ln+1) ≤ sup{β, γ} para casi toda n ∈ N.
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Sin embargo, las observaciones (I) y (II) implican que

sup{β, γ} < α.
Así que podemos concluir que K.dim(Ln/Ln+1) < α para casi toda n ∈ N, esto nos permiteafirmar que K.dim(M) existe y

K.dim(M) ≤ α .
Sin embargo, habíamos visto que la existencia de la dimensión de Krull implica ladesigualdad α ≤ K.dim(M).

∴ K.dim(M) = sup{K.dim(N),K.dim(M/N)}.
Módulos críticos, módulos monoformes y módulos comprimibles

Cerraremos el tema de dimensión de Krull con algunos resultados que relacionan esteconcepto con los conceptos de R-módulos críticos, uniformes y comprimibles.
Definición 2.10. Sean M un R-módulo y α un ordinal.Decimos que M es α-crítico si K.dim(M) = α y, para todo cociente propio L de M , setiene que K.dim(L) < α . Decimos que M es crítico si existe un ordinal α tal que M es
α-crítico. Finalmente, un ideal izquierdo I ≤ R es crítico si I es crítico como R-móduloizquierdo.

Como todo cociente de M es isomorfo a M/N para algún N ≤ M , entonces la condiciónde la existencia de un cociente propio cuya dimensión de Krull sea menor que α en ladefinición anterior es equivalente a la existencia de N ≤ M distinto de cero tal que
K.dim(M/N) < α .Es fácil ver que si M es α-crítico, y M ′ ∼= M , entonces M ′ es α-crítico pues yademostramos que el isomorfismo implica

K.dim(M) = α = K.dim(M ′).
Por otro lado, si N ′ ≤ M ′ es distinto de cero, entonces podemos asegurar la existenciade N ≤ M tal que N ∼= N ′. En consecuencia, también obtenemos que M/N ∼= M ′/N ′, así

K.dim(M ′/N ′) = K.dim(M/N) < α .
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Ahora supongamos que M es α-crítico, de manera que todo N ≤ M distinto de cerocumple K.dim(M/N) < α . Sabemos que

α = K.dim(M) = sup{K.dim(N),K.dim(M/N)},
así que la desigualdad anterior implica que K.dim(N) = α . Por otra parte, si tomamos
K ≤ N distinto de cero, entonces N/K ≤ M/K . De este modo, tenemos

K.dim(N/K) ≤ K.dim(M/K) < α ,
por lo cual, todo cociente propio de N tiene dimensión de Krull menor que α . En conclu-sión, todo submódulo de un módulo α-crítico también es α-crítico.Finalmente, notemos que todo S ∈ R-Mod simple es 0-crítico. Esto se debe a que
K.dim(S) = 0 por ser artiniano y a que el único cociente propio de S es S/S = 0 cuyadimensión de Krull es K.dim(0) = 0. En consecuencia, todo módulo artiniano contieneun submódulo 0-crítico. Esta observación corresponde a un caso particular del siguienteteorema.
Teorema 2.11. Todo módulo distinto de cero que tenga dimensión de Krull contiene un
submódulo crítico.

Demostración. Sea M 6= 0 con dimensión de Krull. Tomaremos α , el menor ordinal talque existe N0 ≤ M distinto de cero que satisface K.dim(N0) = α .Si N0 no es α-crítico, entonces existe 0 6= N1 ≤ N0 tal que K.dim(N0/N1) = α . Además,
K.dim(N1) ≤ K.dim(N0) = α

y la elección de α implican que K.dim(N1) = α .Si N1 no es α-crítico, repetimos el procedimiento para hallar N2 tal que
K.dim(N1/N2) = α y K.dim(N2) = α .

Repetimos este procedimiento para obtener la cadena descendente {Nn}n∈N de submó-dulos de N0. Por la definición de dimensión de Krull, debe existir una cantidad finita de
n ∈ N tales que

K.dim(Nn+1/Nn) = α ,
es decir que la cadena es finita.
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∴ M tiene un submódulo N 6= 0 que es α-crítico.
Definición 2.12. Decimos que M es monoforme si todo f ∈ HomR (N,M), con N ≤ M , esmonomorfismo o el morfismo cero.

Notemos que, para demostrar que M es monoforme, basta tomar N ≤ M distinto decero y demostrar que todo f ∈ HomR (N,M) es un monomorfismo o el morfismo cero. Estose debe a que la implicación es inmediata cuando N = 0.Concluiremos la sección de dimensión de Krull con la demostración de la proposición2.15, para lo cual necesitaremos el siguiente teorema.
Teorema 2.13. Todo R-módulo α-crítico es monoforme.

Demostración. Sean M α-crítico y N ≤ M distinto de cero. Si f ∈ HomR (N,M) no esel morfismo cero, entonces Im(f ) 6= 0. En consecuencia, Im(f ) también es α-crítico y, enparticular
K.dim

(
Im(f )) = α .

Ahora utilizamos el isomorfismo Im(f ) ∼= M/Ker(f ) para obtener las igualdades
α = K.dim

(
Im(f )) = K.dim(M/Ker(f )).

Ya que M/Ker(f ) es un cociente de M cuya dimensión de Krull es igual a α , entonces
M/Ker(f ) no puede ser un cociente propio de M , pues eso contradiría la suposición de que Mes α-crítico. La única manera de que esto ocurra es que Ker(f ) = 0 o, equivalentemente,que f sea monomorfismo.
∴ M es monoforme.
Definición 2.14. Decimos que M es comprimible si para todo N ≤ M distinto de ceroexiste un monomorfismo f ∈ HomR (M,N).
Proposición 2.15. Si M 6= 0 es comprimible y tiene dimensión de Krull, entonces End(M)
es un dominio entero.
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Demostración. Comencemos viendo que si M 6= 0 es comprimible y tiene dimensión deKrull, entonces M es crítico.Sabemos que M 6= 0 contiene un submódulo N 6= 0 que es α-crítico para algúnordinal α gracias a que M tiene dimensión de Krull. Por otra parte, el hecho de que Msea comprimible implica la existencia de un monomorfismo f ∈ HomR (M,N), de formaque

M ∼= Im(f ) ≤ N .
Así que podemos concluir que M es α-crítico.Por el teorema anterior, tenemos que M también es monoforme, así que sólo restademostrar que el anillo de endomorfismos de un módulo monoforme es un dominio entero.Sean f , g ∈ End(M) distintos de cero, de modo que f y g son monomorfismos. En conse-cuencia, la composición fg también es monomorfismo y, en particiular, fg 6= 0 debido aque M 6= 0.
∴ End(M) es dominio entero.
2.2. Dimensión uniforme

Terminaremos el capítulo con algunos resultados sobre la dimensión uniforme o deGoldie. En particular, nos interesa la dimensión uniforme de los anillos semisimples, asíque usaremos varios de los resultados del capítulo anterior.
Módulos con dimensión uniforme finita

Recordemos que M es uniforme si cada uno de sus submódulos distintos de cero esesencial en M . Y notemos que esta definición es equivalente a decir que M no contienesumas directas de submódulos distintos de cero.Esta observación motiva la definición de dimensión uniforme que veremos más ade-lante. Sin embargo, comenzaremos estudiando resultados del caso particular donde Mtiene dimensión uniforme finita, concepto que definimos a continuación.
Definición 2.16. Diremos que M tiene dimensión uniforme finita (o dimensión de Goldiefinita) si M no contiene ninguna suma directa infinita de submódulos de M distintos decero. En caso contrario, diremos que M tiene dimensión uniforme infinita.

Notemos que la definición y la obsevación que la precede implican que todo módulo
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uniforme tiene dimensión uniforme finita.Asimismo, si M es neteriano y ⊕n∈NNn ≤ M es una suma directa de submódulosdistintos de cero de M , podemos construir la cadena ascendente

N0 ≤ N0 ⊕N1 ≤ N0 ⊕N1 ⊕N2 ≤ · · ·
que se detiene en algún natural n. Esto implica que toda suma directa de submódulosdistintos de cero es finita y, por lo tanto, M tiene dimensión uniforme finita.Para finalizar, si tomamos N ≤ M y M tiene dimensión uniforme finita, entonces Ntiene dimensión uniforme finita debido a que toda suma directa de submódulos de N esuna suma directa de submódulos de M .Ahora veamos algunos resultados que necesitaremos para definir la dimensión unifor-me de M .
Lema 2.17. Si M 6= 0 tiene dimensión uniforme finita, entonces M contiene un submódulo
uniforme distinto de cero.

Demostración. Si M es uniforme entonces no hay nada que demostrar, así que supondre-mos que M no es uniforme. Esto quiere decir que existen N1, K1 ≤ M tales que
N1, K1 6= 0 y N1 ∩ K1 = 0.

Si algunos de los submódulos N1 o K1 es uniforme, hemos terminado; en caso contrario,continuamos.Es claro que N1 ⊕ K1 ≤ M . Además, como K1 no es uniforme, existen N2, K2 ≤ K1tales que N2, K2 6= 0 y N2 ∩ K2 = 0. Por la construcción de N2 y K2, se sigue que
N1 ∩N2 = 0 y N1 ∩ K2 = 0, así que obtenemos la suma directa

N1 ⊕N2 ⊕ K2 ≤ M .
Nuevamente podemos comprobar si alguno de los submódulos N2 o K2 es uniforme y, encaso contrario, repetir el procedimiento con N3, K3 ≤ K2 distintos de cero y tales que
N3 ∩ K3 = 0.Si procedemos de esta manera, hallaremos n ∈ N tal que Nn o Km es uniforme, puesen caso contrario, estaríamos construyendo una suma directa infinita de submódulos de
M distintos de cero.
∴ M contiene un submódulo uniforme distinto de cero.



2.2. DIMENSIÓN UNIFORME 33
Lema 2.18. Si M tiene dimensión uniforme finita, entonces M contiene un submódulo
esencial que es suma directa finita de submódulos uniformes.

Demostración. Gracias al lema anterior, sabemos que M tiene un submódulo uniforme
M1 6= 0. Si M1 no es esencial en M , entonces existe X ≤ M tal que X 6= 0 pero M0∩X = 0.Debido a que X ≤ M y a que M tiene dimensión uniforme finita, X también tienedimensión uniforme finita y, en consecuencia, contiene un submódulo uniforme M2 6= 0.Además

M1 ∩M2 ≤ M1 ∩ X = 0,
así que obtenemos la suma directa M1 ⊕M2 ≤ M .Si M1 ⊕M2 no es esencial en M , repetimos el procedimiento anterior para obtener
M3 ≤ M y la suma M1 ⊕M2 ⊕M3 ≤ M . Continuamos así hasta hallar n ∈ N tal que

n⊕
i=1 Mi ⊂es M .

Dicha n debe existir porque M no contiene sumas directas infinitas debido a que sudimensión uniforme es finita y ademásMi 6= 0 para cada i ∈ {1, . . . , n} por la construcciónde estos submódulos.
En este lema ya podemos ver un candidato para definir la dimensión uniforme de M .Sin embargo, aún necesitamos ver que este natural es único, lo cual haremos en 2.20,haciendo uso del siguiente lema.

Lema 2.19. Sea
⊕n

i=1Ui ⊂es M tal que cada Ui 6= 0 es un submódulo uniforme de M .
Entonces, N ≤ M es esencial en M si y sólo si N ∩ Ui 6= 0 para cada i ∈ {1, ..., n}.
Demostración. Por definición de submódulo esencial, es inmediato que siN ⊂

es
M entonces

N ∩ Ui 6= 0 para cada i.Trabajemos entonces con N ≤ M tal que N ∩ Ui 6= 0 para toda i. Usaremos inducciónsobre n para demostrar que
N ∩ (U1 ⊕ · · · ⊕ Un) ⊂es U1 ⊕ · · · ⊕ Un

para toda n ∈ N.El caso base es inmediato gracias a que 0 6= N ∩ U1 ≤ U1. Como U1 es uniforme, sesigue que N ∩ U1 ⊂es U1.
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Ahora supongamos que la afirmación se cumple cuando la suma está compuesta deexactamente n sumandos. Sea K ≤ U1 ⊕ · · · ⊕ Un+1 distinto de cero y tomemos k ∈ Kcon k 6= 0. Ya que podemos expresar a k como

k = u1 + · · ·+ un+1
con ui ∈ Ui para cada i, entonces debe existir i ∈ {1, ..., n+1} tal que ui 6= 0. Asumiremos
un+1 6= 0 sin perder generalidad.Esta propiedad de un+1 implica que Run+1 6= 0 con Run+1 ≤ Un+1 y Un+1 uniforme,por lo cual

Run+1 ⊂es Un+1.Por otro lado, sabemos que la intersección N ∩ Un+1 ≤ Un+1 no es cero, así que
(N ∩ Un+1) ∩ Run+1 6= 0,

es decir que existe r ∈ R tal que run+1 ∈ N y run+1 6= 0.Consideremos ahora
rk = r(u0 + · · ·+ un+1) = ru0 + · · ·+ run+1

y notemos que rk 6= 0 debido a que run+1 6= 0 y a que la suma de los submódulos Ui ≤ Mes directa. Tomemos x = ru0 + · · · + run para demostrar que K ∩ N 6= 0 mediante loscasos x = 0 y x 6= 0.Si x = 0, entonces 0 6= rk = x + run+1 = run+1.Como k ∈ K y como elegimos r ∈ R de tal manera que run+1 ∈ N , entonces rk ∈ K ∩N .En conclusión, K ∩N 6= 0.Si x 6= 0, entonces el submódulo Rx ≤ U1⊕ · · · ⊕Un es distinto de cero. Por hipótesisde inducción, tenemos que
N ∩ (U1 ⊕ · · · ⊕ Un) ⊂es U1 ⊕ · · · ⊕ Un.

Por lo tanto, la intersección
N ∩ Rx = N ∩

((U1 ⊕ · · · ⊕ Un) ∩ Rx)
tiene un elemento y 6= 0. Puesto que y ∈ Rx , podemos tomar s ∈ R tal que y = sx y así,
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llegamos a que sx , run+1 ∈ N y k ∈ K , de forma que

srk = sx + srun+1 ∈ K ∩N .
Además, sx 6= 0, por lo que srk 6= 0 gracias, otra vez, a que la suma de los submódulos
Ui es directa. En resumen, K ∩N 6= 0 para cualquier K ≤ U1⊕· · ·⊕Un+1 distinto de cero.
∴ N ∩ (U1 ⊕ · · · ⊕ Un) ⊂es U1 ⊕ · · · ⊕ Un para toda n ∈ N.

Sólo resta demostrar que N es esencial en M . Esto ocurre porque
N ∩ (U1 ⊕ · · · ⊕ Un) ⊂es U1 ⊕ · · · ⊕ Un ⊂es M

implica N∩ (U1⊕· · ·⊕Un) ⊂es M . Y de esta afirmación, junto con la cadena de contenciones
N ∩ (U1 ⊕ · · · ⊕ Un) ≤ N ≤ M , se sigue lo que buscamos.
∴ N ⊂

es
M si y sólo si N ∩ Ui 6= 0 para cada i ∈ {1, ..., n}.

Teorema 2.20. Sean M ∈ R-Mod con dimensión uniforme finita y

U1 ⊕ · · · ⊕ Un ⊂es M
una suma directa finita de submódulos uniformes de M . Entonces se cumplen las siguien-
tes afirmaciones:

1. Cualquier suma directa de submódulos distintos de cero de M tiene a lo más n
sumandos.

2. Una suma directa de submódulos uniformes de M es esencial en M si y sólo si tiene
exactamente n sumandos.

Demostración. Enfoquémonos en el primer inciso. Sea ⊕k
j=1Nj ≤ M con Nj ≤ M distintode cero para cada j ∈ {1, ..., k}. Sólo debemos demostrar que k ≤ n para llegar a lo quequeremos.Debido a que la suma de los submódulos Nj 6= 0 es directa, entonces

W1 = N2 ⊕ · · · ⊕Nk
no es esencial en M. De acuerdo al lema 2.19, esto significa que existe i ∈ {1, ..., n} talque W1 ∩ Ui = 0. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que i = 1, de forma que
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obtenemos la suma directa

U1 ⊕ (N2 ⊕ · · · ⊕Nk ) = U1 ⊕W1 ≤ M .
Ahora repetimos el mismo procedimiento para U1 ⊕N3 ⊕ · · · ⊕Nk ≤ M . Es claro que

W2 = N3 ⊕ · · · ⊕ Nk no es esencial en M debido a que U1 ∩W2 = 0, así que podemossuponer, utilizando el lema 2.19 y sin pérdida de generalidad, que U2∩W2 = 0. Obtenemosla suma directa
U1 ⊕ U2 ⊕N3 ⊕ · · · ⊕Nk ≤ M .

Continuando de esta manera, notamos que podemos sustitur cada uno de los submó-dulos Nj por un Uj de manera que j1 6= j2 implica Uj1 6= Uj2 . En consecuencia, la cantidadde submódulos Nj es menor o igual a la cantidad de submódulos Ui.
∴ k ≤ n.

Ahora demostremos la doble implicación del inciso 2 tomando ⊕k
j=1Nj ≤ M tal quecada Nj 6= 0 es uniforme.Supongamos que ⊕k

i=j Nj es un submódulo esencial en M . Notemos que tanto ⊕n
i=1Uicomo ⊕k

j=1Nj satisfacen las hipótesis del inciso 1, así que cualquier otra suma directade submódulos distintos de cero tendrá a lo más tantos sumandos como la cantidad desubmódulos Ui y Nj . En particular, k ≤ n y n ≤ k y, por lo tanto, n = k .Finalmente, supongamos que ⊕n
j=1Nj no es esencial en M. Esta afirmación implicaque existe X ≤ M tal que

X 6= 0 pero ( n⊕
j=1 Nj

)
∩ X = 0.

Así que obtuvimos la suma directa
N1 ⊕ · · · ⊕Nn ⊕ X ≤ M

con n+ 1 sumandos, lo cual contradice el inciso 1. En consecuencia, ⊕n
j=1Nj es esencialen M .

∴
⊕k

j=1Nj ⊂es M si y sólo si k = n.

Tal como habíamos advertido, este teorema indica que, si M tiene dimensión uniforme
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finita, entonces el entero positivo n tal que

n⊕
i=1 Ui ⊂es M ,

donde Ui 6= 0 son submódulos uniformes de M , no depende de la elección de los submó-dulos Ui. Gracias a esto, podemos hacer la siguiente definición.
Definición 2.21. Definimos la dimensión uniforme (o dimensión de Goldie) deM , denotadapor u.dim(M), como el entero positivo n tal que existen U1, . . . , Un ≤ M uniformes ydistintos de cero que satisfacen

n⊕
i=1 Ui ⊂es MSi dicho entero positivo no existe, diremos que M tiene dimensión uniforme infinita.

Para la siguiente proposición, necesitamos recordar que si ⊕i∈IMi ≤ M es una su-ma directa de submódulos de M y φ ∈ HomR (M,N) es un monomorfismo, entonces
φ(⊕i∈IMi) =⊕i∈I φ(Mi).Esto se debe a que las dobles implicaciones

x ∈ φ
(⊕

i∈I

Mi

)
⇐⇒ x = φ

( n∑
k=1 mik

) = n∑
k=1 φ(mik ) con mik ∈ Mik y n ∈ N

⇐⇒ x ∈
∑
i∈I

φ (Mi)
implican la igualdad φ(⊕i∈IMi

) =∑i∈I φ(Mi).Por otro lado, si fijamos j ∈ I y tomamos x ∈ ∑i 6=j φ(Mi) ∩ φ(Mj ), obtenemos que
x = φ(∑n

k=1mik ) para algunos n ∈ N y mik ∈ Mik con ik 6= j para k ∈ {1, ..., n} y
x ∈ φ(Mj ). En consecuencia

φ
(

n∑
k=1 mik −mj

) = φ
(

n∑
k=1 mik

)
− φ(mj ) = 0.

Puesto que φ es monomorfismo por hipótesis, esta última igualdad implica que
m∑
k=1 mik = mj ∈

(⊕
i6=j Mi

)
∩Mj = 0.
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En consecuencia, x = φ(mj ) = 0, de donde se sigue que ∑i 6=j φ(Mi)∩φ(Mj ) = 0 para j ∈ Iarbitrario. Por lo tanto, podemos concluir que la suma ∑i∈I φ(Mi) es directa.
Proposición 2.22. Sean M,M ′ ∈ R-Mod con dimensión uniforme finita y N ≤ M . Enton-
ces se satisfacen las siguientes afirmaciones:

1. u.dim(N) ≤ u.dim(M).
2. u.dim(N) = u.dim(M) si y sólo si N ⊂

es
M .

3. Si M ∼= M ′, entonces u.dim(M) = u.dim(M ′).
Demostración. El primer inciso es sencillo de demostrar debido a que toda suma directade submódulos de N distintos de cero es una suma directa de submódulos de M distintosde cero. En consecuencia, dicha suma es finita y, más aún, tiene a lo más u.dim(M) ∈ Z+sumandos.
∴ u.dim(N) ≤ u.dim(M).

Ahora veamos el segundo inciso. Si suponemos
u.dim(N) = u.dim(M) = n,

entonces toda suma directa de submódulos distintos de cero de N tiene a lo más nelementos. De hecho, si ⊕n
i=1Ui es tal que Ui ≤ N es uniforme y distinto de cero paratoda i ∈ {1, ..., n}, entonces

U1 ⊕ · · · ⊕ Un ⊂es M y U1 ⊕ · · · ⊕ Un ≤ N ≤ M ,
es decir que N es esencial en M .Para la segunda implicación, recordemos que si u.dim(N) = k , existen U1, . . . , Uksubmódulos de N uniformes y distintos de cero tales que

U1 ⊕ · · · ⊕ Uk ⊂es N .
Ya que N es esencial en M , entonces

U1 ⊕ · · · ⊕ Uk ⊂es M .
Concluimos utilizando el teorema anterior, el cual nos indica que el hecho de que ⊕k

i=1Uisea esencial en M implica que k = n.
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∴ N ⊂

es
M si y sólo si u.dim(N) = u.dim(M).

Demostremos el último inciso de la proposición. Si φ ∈ HomR (M,M ′) es un isomor-fismo, entonces toda suma directa de submódulos de M va a dar a una suma directa desubmódulos de M ′ bajo φ. Además, el hecho de que φ es un isomorfismo también implicaque
φ(N) = 0 ⇐⇒ N = 0

para cualquier N ≤ M .De esta forma, si ⊕i∈I Ni ≤ M es una suma directa de submódulos de M distintosde cero, entonces ⊕i∈I φ(Ni) ≤ M ′ es una suma directa de submódulos distintos de cerode M ′. Así, tenemos que |I| ≤ u.dim(M ′), es decir que toda suma directa de submódulosdistintos de cero de M tiene a lo más u.dim(M ′) sumandos.Sin embargo, con el mismo argumento se puede justificar que toda suma directa desubmódulos distintos de cero de M ′ tiene a lo más u.dim(M) sumandos. En particular,obtenemos las desigualdades
u.dim(M ′) ≤ u.dim(M) y u.dim(M ′) ≥ u.dim(M).

∴ u.dim(M) = u.dim(M ′).
Corolario 2.23. Un R-módulo M tiene dimensión uniforme finita si y sólo si satisface CCA
en seudocomplementos.

Demostración. SeaM un R-módulo con dimensión uniforme finita. Supongamos que existeuna cadena ascendente de seudocomplementos en M ,
N0 < N1 < N2 < · · ·

Notemos que si Ni es seudocomplemento de Ki en M , entonces Ni es seudocomple-mento de Ai = Ni+1 ∩ Ki en Ni+1. Esto se debe a que, por construcción, Ai, Ni ≤ Ni+1 sontales que
Ai ∩Ni = (Ni+1 ∩ Ki) ∩Ni = 0.

Por otra parte, si L ≤ Ni+1 ≤ M es tal que L ∩ Ai = 0 y Ni ≤ L entonces L = Ni porque
Ni es seudocomplemento de Ki en M .Además, Ai 6= 0 porque, en caso contrario, tendríamos que

Ni+1 ∩ Ki = Ai = 0 y Ni < Ni+1,
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contradiciendo la suposición de que Ni es seudocomplemento de Ki en M . Por lo tanto,
Ai 6= 0 es seudocomplemento de Ni en Ni+1.Ahora vamos a ver que M no tiene dimensión uniforme finita porque, para toda n ∈ Nexiste una suma directa de submódulos de M distintos de cero, a saber:

A1 ⊕ · · · ⊕ An+1 ≤ M .
Esto lo demostramos por inducción sobre n. Ya que el caso base n = 0 es inmediato pues
A1 ≤ M es distinto de cero, supongamos que la suma de los primeros n submódulos Aies directa. Por construcción, Ai ≤ Nn+1 para toda i ≤ n, así que A1 ⊕ · · · ⊕ An ≤ Nn+1 y,en consecuencia, (A1 ⊕ · · · ⊕ An) ∩ An+1 ≤ Nn+1 ∩ An+1 = 0,
que es lo que queríamos y con lo que concluimos que M no tiene dimensión uniformefinita.Recíprocamente, si M satisface CCA en seudocomplementos y ⊕i∈Z+ Ni es una sumadirecta de submódulos de M, entonces podemos construir recursivamente una cadenaascendente de seudocomplementos

K1 ≤ K2 ≤ K3 ≤ · · ·
tomando K1 un seudocomplemento de ⊕i>1Ni en M y Kn+1 un seudocomplemento de⊕

i>n+1Ni que contenga a Kn.En consecuencia, existe n ∈ Z+ tal que Kn = Kk para todo k ≥ n, es decir quetodas las sumas ⊕i>k Ni tienen un mismo seudocomplemento Kn. En particular, como(⊕
i>nNi

)
∩ Kn = 0, tenemos( ⊕
i>n+1Ni

)
∩ (Nn+1 ⊕ Kn) = ( ⊕

i>n+1Ni ∩Nn+1)+ ( ⊕
i>n+1Ni ∩ Kn

) = 0,
de donde se sigue que Nn+1 = 0 debido a que Kn ≤ Nn+1⊕Kn y Kn es seudocomplementode ⊕i>n+1Ni en M .Si ahora suponemos que Nj = 0 para toda n < j < k , entonces podemos usar losmismos argumentos para demostrar que Nk = 0, pues trabajaríamos con la suma directa⊕

i>nNi = (⊕i>k Ni
)
⊕Nk . En conclusión, toda suma directa de submódulos distintos decero es finita, con lo que obtenemos que M tiene dimensión uniforme finita.

∴ M tiene dimensión uniforme finita si y sólo si satisface CCA en seudocomplementos.
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La dimensión uniforme de anillos semiprimos

En esta última parte del capítulo trabajaremos con ideales izquierdos y con idealesbilaterales de R . Esto se debe a que algunas propiedades se definen exclusivamente paraun lado mientras que el concepto de anillo semiprimo se define, como ya vimos, a partirde ideales bilaterales.En particular, en el siguiente teorema, sólo trabajaremos con ideales bilaterales pueslos resultados de dimensión uniforme para R-módulos izquierdos se extienden para R-bimódulos tomando submódulos bilaterales en la definición. Por lo tanto, haremos uso detodos los resultados que ya vimos pero aplicados al bimódulo RRR de dimensión uniformefinita.
Teorema 2.24. Sea R un anillo semiprimo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. RRR tiene dimensión uniforme finita.

2. R tiene una cantidad finita de ideales primos mínimos.

3. R tiene un cantidad finita de anuladores.

4. R satisface CCA en anuladores.

Demostración. Como R es un anillo semiprimo, usaremos constantemente las afirmacionesdemostradas en la proposición 1.16.Veamos que 1 implica 2. Sea n =u.dim(RRR ) ∈ Z+, de forma que existen idealesuniformes U1, . . . , Un ≤ R tales que ⊕n
i=1Ui ⊂es R . En consecuencia,

Pi = ann(Ui) ≤ R
es un ideal primo mínimo y ann(⊕n

i=1Ui) = 0.Vamos a demostrar que el producto P1 · · ·Pn = 0. En primer lugar, notemos que
P1 · · ·Pn ≤ P1 ∩ · · · ∩ Pn

porque P1 · · ·Pn ≤ Pi debido a que cada Pi es un ideal bilateral de R . Ya que esto ocurrepara cada uno de los ideales Pi, entonces obtenemos la contención mencionada.Por otra parte, ⋂n
i=1 Pi ≤ ann(⊕n

i=1Ui) porque x ∈ ⋂n
i=1 Pi implica que xUi = 0 paratoda i ∈ {1, ..., n}. Así que cualquier u1 + · · ·+ un ∈⊕n

i=1Ui satisface que
x(u1 + · · ·+ un) = xu1 + · · ·+ xun = 0,
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es decir que P1 · · ·Pn ≤ ann(⊕n

i=1Ui) = 0.Así, tenemos la contención P1 · · ·Pn = 0 ≤ P para cualquier ideal primo mínimo P < R ,por lo que existe i ∈ {1, .., n} tal que Pi ≤ P . Al ser P un ideal primo mínimo, se sigueque Pi = P . Esto significa que los únicos ideales primos mínimos de R son precisamente
P1, ..., Pn.
∴ R tiene una cantidad finita de ideales primos mínimos.

Ahora supongamos que R tiene n ∈ N ideales primos mínimos. y veamos que R tieneuna cantidad finita de anuladores Debido a que, para cada ideal A ≤ R , se cumple laigualdad
ann(A) =⋂{P ≤ R | P es primo mínimo y A � P},

entonces sólo puede haber tantos anuladores como elementos en ℘({Pi}ni=1), es decir que
R tiene 2n ideales anuladores.
∴ R tiene una cantidad finita de anuladores.

Para la penúltima implicación, notemos que cualquier cadena ascendente de anula-dores de R tendrá a lo más tantos elementos como anuladores tenga R . Así, si R tieneuna cantidad finita de anuladores, entonces R satisfará CCA en ideales anuladores.Finalmente, recordemos que todo anulador ann(A) ≤ R es seudocomplemento de
A ≤ R , así que toda cadena ascendente de anuladores es, en particular, una cadenaascendente de seudocomplementos. Esto significa que si R satisface CCA en anulado-res, entonces R satisface CCA en seudocomplementos y, por 2.23, RRR tiene dimensiónuniforme finita.
Definición 2.25. Decimos que x ∈ R es un elemento regular izquierdo (resp. derecho) de
R si rx = 0 (resp. xr = 0) implica r = 0.Diremos que x es regular si es regular izquierdo y regular derecho.

De acuerdo a la definición, x ∈ R es regular izquierdo si y sólo si no es divisor derechodel cero y ocurre lo análogo cuando x es regular derecho y regular. Esta definiciónfacilitará la demostración de los dos últimos resultados del capítulo.
Proposición 2.26. Sea R un anillo semiprimo, no singular izquierdo y tal que RR tiene
dimensión uniforme finita. Si x ∈ R es regular izquierdo, entonces x es regular y además
Rx ⊂

es
R .
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Demostración. Como x ∈ R es regular izquierdo, entonces el R-morfismo

(_ · x) : R −→ Rx

r 7−→ rx

es inyectivo, por lo que (_ · x) es un isomorfismo entre R y Rx . Por lo tanto
u.dim(R) = u.dim(Rx).

lo cual a su vez implica que Rx ⊂
es
R .Por otra parte, si tomamos y ∈ r.ann(x), entonces rxy = 0 para cualquier r ∈ R .Dicho de otro modo
Rx ⊂

es
R y (Rx)y = 0,

por lo que y ∈ Z (R) = 0. En conclusión, r.ann(x) = 0.
∴ r es regular.

Notemos que si M es un R-módulo tal que N ⊂
es
M y x ∈ M , entonces

(N : x)=̈{r ∈ R | rx ∈ N} ⊂
es
R .

Esto de debe a que si tenemos I ≤ R distinto de cero, entonces pueden darse dos distintoscasos para Ix ≤ M .Si Ix = 0, entonces todo elemento a ∈ I satisface ax = 0 ∈ N . Por lo tanto, I ≤ (N : x)y entonces
I ∩ (N : x) = I 6= 0.

Por otra parte, si Ix 6= 0, entonces Ix ∩N 6= 0 debido a que N es esencial en M . Asíque existe a ∈ I tal que a 6= 0 y ax ∈ N , es decir que
I ∩ (N : x) 6= 0.

Esto concluye la demostración de que el ideal (N : x) es esencial en R . Usaremos estaafirmación para demostrar la siguiente proposición.
Proposición 2.27. Sea R un anillo semiprimo, no singular izquierdo y tal que RR tiene
dimensión uniforme finita. Si RE ≤ RR , entonces:

1. E tiene un elemento x tal que l.ann(x) ∩ E = 0.
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2. E ⊂

es
R si y sólo si existe x ∈ E regular en R .

Demostración. Para demostrar el primer inciso, notemos que E = 0 satisface
l.ann(0) ∩ E = 0.

Si E 6= 0, vamos a considerar el caso en el que E es uniforme y posteriormente loutilizaremos para demostrar el caso en que E no es uniforme.Supongamos que E es uniforme. Notemos que E 6= 0 implica E2 6= 0 porque R essemiprimo, de modo que existen x, y ∈ E tales que xy 6= 0. Si A = l.ann(y) ∩ E 6= 0,entonces A ⊂
es
E debido a que E es uniforme, lo cual a su vez implica que

(A : x) = {r ∈ R | rx ∈ A} ⊂
es
R .

Por otra parte, (A : x)xy = 0 pues si tenemos r ∈ (A : x), entonces
rx ∈ A ≤ l.ann(y),

de donde se sigue que rxy = 0 para cualquier r ∈ (A : x). En consecuencia obtenemoslas contenciones (A : x) ≤ l.ann(xy) ≤ R , así que podemos utilizar el hecho de que (A : x)es esencial en R para concluir que
l.ann(xy) ⊂

es
R .

Sin embargo, esto implica que xy ∈ Z (R), pertenencia que genera una contradiccióndebido a que xy 6= 0 y Z (R) = 0.
∴ Si E es uniforme, entonces l.ann(y) ∩ E = 0.

Para el caso general, notemos que RE ≤ RR tiene dimensión uniforme finita, de modoque contiene un ideal uniforme U1 ≤ E . Ya vimos que, bajo esta circunstancia, existe
a1 ∈ U1 tal que l.ann(a1) ∩ U1 = 0.Si ocurriera que l.ann(a1) ∩ E 6= 0, entonces existirían un ideal uniforme

U2 ≤ l.ann(a1) ∩ E
y un elemento a2 ∈ U2 tal que l.ann(a2) ∩ U2 = 0. Notemos que los ideales Ra1 y
Ra2 son distintos de cero puesto que a1, a2 6= 0 y veamos que la suma de Ra1, Ra2,e I = l.ann(a1) ∩ l.ann(a2) ∩ E es directa. Por construcción, se dan las contenciones
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Ra1 ≤ U1, Ra2 ≤ U2 ≤ l.ann(a1) e I ≤ l.ann(a1) ∩ l.ann(a2) así que

Ra2 ∩ I ≤ l.ann(a2) ∩ U2 = 0 y Ra1 ∩ (Ra2 ⊕ I) ≤ U1 ∩ l.ann(a1) = 0.
Por lo tanto, obtenemos Ra1 ⊕ Ra2 ⊕ I ≤ E .Si I 6= 0, continuamos con este procedimiento hasta encontrar k ∈ Z+ tal que

l.ann(a1) ∩ · · · ∩ l.ann(ak ) ∩ E = 0.
La existencia del entero positivo k está garantizada gracias a que la desigualdad concero para cada k ∈ Z+ implicaría que podemos hallar una suma de ideales distintosde cero con k + 1 sumandos, lo cual contradice la hipótesis de que RR tiene dimensiónuniforme finita.Finalmente, definamos x =∑k

i=1 ai ∈ U1⊕· · ·⊕Uk ≤ E , de tal manera que la igualdad
l.ann(x) = l.ann(a1) ∩ · · · ∩ l.ann(ak ),

que se satisface debido a que la suma es directa, implica lo que buscábamos.
∴ l.ann(x) ∩ E = 0.

Ahora vamos a demostrar el inciso 2. Si E es esencial en R , en particular es distintode cero, por lo que podemos usar la primera parte de la proposición para encontrar x ∈ Etal que
l.ann(x) ∩ E = 0.

Sin embargo, esta igualdad implica l.ann(x) = 0 debido a que E es esencial en R . Ahoraestamos en condiciones de usar 2.26 para concluir que x es regular.Por otra parte, si x ∈ E es regular, en particular es regular izquierdo. De esta manera,
Rx es esencial en R y además Rx ≤ E ≤ R .
∴ E ⊂

es
R .
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Capítulo 3

Módulos isosimples, isoartinianos e
isoneterianos

3.1. Propiedades básicas

Definición 3.1. Decimos que M 6= 0 es isosimple si M ∼= N para todo N ≤ M distinto decero.Decimos que M es isoartiniano (respectivamente isoneteriano) si para cualquier ca-dena descendente (resp. ascendente) de submódulos de M
M0 ≥ M1 ≥ M2 ≥ · · ·

existe n ∈ N tal que Mk
∼= Mn para cada k ≥ n.Finalmente, diremos que un anillo R es isoartiniano izquierdo si RR es isoartiniano.Definimos análogamente los conceptos de isoneteriano izquierdo e isosimple izquierdopara el anillo R .

De esta definición, se sigue que si M es isosimple, entonces cada uno de los submó-dulos distintos de cero de M también es isosimple.Además, si N ≤ M y M es isoartiniano, entonces N también es isoartiniano debido aque toda cadena descendente no vacía de submódulos de N es una cadena descendenteno vacía de submódulos de M . El mismo argumento sirve para demostrar que si M esisoneteriano, entonces todos sus submódulos también lo son.Una última observación antes de continuar es que, si existe un isomorfismo
M M ′,φ

47
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entonces cada N ≤ M satisface N ∼= φ(N). Así, si M ′ es isoartiniano y

N0 ≥ N1 ≥ N2 ≥ · · ·
es una cadena descendente de submódulos de M , obtenemos la cadena descendente desubmódulos de M ′

φ(N0) ≥ φ(N1) ≥ φ(N2) ≥ · · ·En consecuencia, existe n ∈ N tal que φ(Nn) ∼= φ(Nk ) para cada k ≥ n y, por lo tanto,
Nn ∼= φ(Nn) ∼= φ(Nk ) ∼= Nk ,

es decir que M también es isoartiniano.Análogamente obtenemos que si M ′ es isoneteriano, entonces M es isoneteriano. Ade-más, si M ′ es isosimple y N ≤ M entonces
N ∼= φ(N) ∼= M ′ ∼= M ,

por lo que la propiedad de ser isosimple también se conserva bajo isomorfismos.
Lema 3.2. Para todo M son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. M es isoartiniano.

2. Si F es una familia no vacía de submódulos de M , entonces existe N ∈ F tal que
si K ∈ F es tal que K ≤ N , entonces K ∼= N .

3. Si C es una cadena descendente no vacía de submódulos de M , entonces existe
N ∈ C tal que si K ∈ C es tal que K ≤ N , entonces K ∼= N .

Demostración. Para demostrar que el inciso 1 implica el 2, tomemos una familia F 6= ∅de submódulos de M . Supongamos que M no satisface el inciso 2, de modo que podemosencontrar N0, N1 ∈ F tales que N1 ≤ N0 pero N1 � N0.Ya que M no satisface el inciso 2, entonces existe N2 ∈ F tal que N2 ≤ N1 y N2 � N1.Procediendo de esta manera, construimos la cadena descendente
N0 ≥ N1 ≥ N2 ≥ · · ·

donde Nn+1 � Nn para toda n ∈ N, es decir que M no es isoartiniano. En conclusión, si
M es isoartiniano, entonces también satisface el segundo inciso.
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La implicación del segundo al tercer inciso es inmediata considerando que toda cadenano vacía de submódulos de M es, en particular una familia no vacía de submódulos de M .Finalmente, si M satisface el inciso 3 y

N0 ≥ N1 ≥ N2 ≥ · · ·
es una cadena descendente de submódulos de M , entonces existe un elemento N de lacadena tal que K ∼= N para todo K ≤ N que también sea un elemento de la cadena. Sinembargo, esto implica la existencia de n ∈ N tal que

Nn = N ∼= K = Nk

para todo k ≥ n. Por lo tanto, M es isoartiniano.
Este lema implica que, si M es isoartiniano, tenemos que la familia de submódulos de

M
A = {N ≤ M | N 6= 0} 6= ∅

contiene un elemento N tal que N ∼= K para todo K ∈ A tal que K ≤ N . Esto significa
N ∼= K para todo K ≤ N distinto de cero o, de manera más concisa, N es isosimple.En consecuencia, todo R-módulo isoartiniano distinto de cero contiene un submóduloisosimple.El lema puede reescribirse para obtener un resultado análogo para R-módulos isone-terianos. De hecho, estas equivalencias implican que todo M 6= 0 isoneteriano contieneun submódulo propio N tal que N ∼= K si K ≥ N .
Proposición 3.3. Si S es isosimple, entonces S es cíclico, neteriano y uniforme.

Demostración. Supongamos que S es isosimple. Ya que S es isomorfo a cualquiera desus submódulos distintos de cero, entonces S ∼= Rs para todo s ∈ S \ 0.
∴ S es cíclico.

Por otra parte, si S 6= 0, todo submódulo S ′ ≤ S distinto de cero satisface S ∼= S ′, esdecir que todo submódulo de S es cíclico, en particular S ′ es finitamente generado.
∴ S es neteriano.

Ahora notemos que todo R-módulo neteriano M 6= 0 contiene un submódulo uniformedistinto de cero. La implicación es inmediata si M es uniforme, por lo que asumiremos que
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no lo es, de manera que M contiene submódulos distintos de cero que no son esenciales.De esta forma, el conjunto

X = {N � M | N es seudocomplemento de un submódulo distinto de cero en M}
es no vacío, así que podemos usar queM es neteriano para encontrar un elemento máximode X al que llamaremos N . Tomemos U ≤ M seudocomplemento de N en M que contengaal submódulo distinto de cero cuyo seudocomplemento es N . Afirmamos que U 6= 0 esuniforme.Sean U ′, K ≤ U tales que U ′ 6= 0 y U ′ ∩K = 0. Si u′ ∈ U ′ ∩ (N +K ), entonces existen
n ∈ N y k ∈ K tales que u′ = n+ k . Por lo tanto

n = k − u′ ∈ N ∩ (K + U ′) ≤ N ∩ U = 0,
por lo que U ′ ∩ (N + K ) = 0. Por la maximalidad de N en X y dado que N ≤ N + K y
U ′ 6= 0, concluimos que N = N + K , en particular K ≤ N , es decir

K ≤ N ∩ U = 0.
Por lo tanto, U ′ es esencial en U y U es uniforme, lo que concluye lo que queríamos ver.Regresando al R-módulo isosimple S, sabemos que S contiene un submódulo S ′ 6= 0uniforme por ser neteriano. Así, ya que S ∼= S ′, concluimos que S también es uniforme.

Para demostrar la siguiente proposición, notemos que si D es un dominio entero y
x ∈ D es tal que x 6= 0, entonces el epimorfismo

(_ · x) : D −→ Dx

d 7−→ dx

es biyectivo porque la igualdad dx = 0 se satisface si y sólo si d = 0.
Proposición 3.4. Son equivalentes para un domino D:

1. D es isoartiniano izquierdo.

2. D es isosimple.

3. D es un dominio de ideales principales.



3.1. PROPIEDADES BÁSICAS 51
Demostración. Supongamos que D es isoartiniano izquierdo, por lo que existe S ≤ Disosimple. En consecuencia, para toda x ∈ S distinta de cero tenemos los isomorfismos
S ∼= Dx y Dx ∼= D. Por lo tanto, D ∼= S y, en particular, D es isosimple.Recíprocamente, sean D isosimple y

I0 ≥ I1 ≥ I2 ≥ · · ·
una cadena descendente de ideales de D. Es claro que si In = 0 para alguna n ∈ N,entonces

Ik = 0 = Inpara cada k ≥ n, lo cual implica el isomorfismo entre Ik e In. Sin embargo, In 6= 0 paracada n, implica
In ∼= D ∼= I0.En cualquiera de los dos casos, tenemos que la cadena se transforma en una cadena deideales isomorfos entre sí después de una cantidad finita de elementos.

∴ D es isoartiniano si y sólo si es isosimple.
Para terminar, demostraremos las equivalencias entre 2 y 3. Si D es isosimple e I ≤ D,entonces I = 0 o I ∼= Dx para cualquier x ∈ I \ {0}. En particular, todo ideal de D escíclico, es decir que D es un dominio de ideales principales.Por otro lado, si D es un dominio de ideales principales e I ≤ D es distinto de cero,tenemos que I = Dx para alguna x ∈ I \ {0}. Ya que (_ · x) ∈ HomD(D,Dx) es unisomorfismo, entonces I = Dx ∼= D. Esto significa que D es isosimple.

∴ D es isosimple si y sólo si D es dominio de ideales principales.
Para el siguiente lema, usaremos el concepto de anillos Morita equivalentes y, enparticular que la retícula de submódulos de todo R-módulo izquierdo M es isomorfaa la retícula de submódulos del S-módulo izquierdo FM y que los funtores preservanisomorfismos. La construcción de la teoría de Morita necesaria para demostrar el lemapuede encontrarse en el anexo.

Lema 3.5. Ser isoartiniano (resp. isoneteriano o isosimple) es una propiedad Morita in-
variante.

Demostración. Haremos únicamente la demostración para módulos isoartinianos pues lademostración para módulos isoneterianos y para módulos isosimples es análoga.
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Sean R y S anillos Morita equivalentes y

F : R-Mod −→ S-Mod
G : S-Mod −→ R-Mod

los funtores bajo los cuales las categorías R-Mod y S-Mod son equivalentes. Demostra-remos que M ∈ R-Mod es isoartiniano si y sólo si FM ∈ S-Mod es isoartiniano.Supongamos que M es isoartiniano y que F 6= ∅ es una familia de submódulos de FM .Si tomamos iK≤M , el morfismo inclusión de K en M , entonces
Λ: L(M) −→ L(FM)

K 7−→ Im(FiK≤M)
es un isomorfismo de retículas. De esta manera, el conjunto

G = {K ≤ M | Λ(K ) = N para alguna N ∈ F}

es no vacío.Ya que G 6= ∅ es un conjunto de submódulos de M y M es isoartiniano, entonces existe
K ∈ G tal que todo K ′ ∈ G con K ′ ≤ K satisface el isomorfismo K ′ ∼= K .Además, la pertenencia K ∈ G significa que existe N ∈ F tal que N = Λ(K ). Si N ′ ∈ Fes tal que N ′ ≤ N , entonces existe K ′ ∈ G tal que Λ(K ′) = N ′. Debido a que Λ es unisomorfismo de retículas y Λ(K ′) ≤ Λ(K ), entonces

K ′ ≤ K y K ′ ∈ F,
así que existe un isomorfismo f ∈ HomM(K,K ′).Como F preserva monomorfismos y epimorfismos, podemos afirmar que

Ff ∈ HomS(FK, FK ′)
es un isomorfismo y que

FiK≤M ∈ HomS(FK, FM) y FiK ′≤M ∈ HomS(FK ′, FM)
son monomorfismos. De esta manera

N = Im(FiK≤M) ∼= FK ∼= FK ′ ∼= Im(FiK ′≤M) = N ′.
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∴ FM es isoartiniano.

Recíprocamente, si FM es isoartiniano y F 6= ∅ es una familia de submódulos de M ,entonces
G = {Λ(K ) | K ∈ F} 6= ∅

es una familia de submódulos de FM . En consecuencia, existe K ∈ F tal que
Λ(K ) ∼= Λ(K ′)

para toda K ′ ∈ F que satisfaga Λ(K ′) ≤ Λ(K ).Así, si K ′ ∈ F es tal que K ′ ≤ K , usamos el hecho de que Λ es un isomorfismo deretículas para obtener Λ(K ′) ≤ Λ(K ) y los isomorfismos
FK ∼= Im(FiK≤M) = Λ(K ) ∼= Λ(K ′) = Im(FiK ′∼=M) ∼= FK ′.

Como G también preserva monomorfismos y epimorfismos y existe un isomorfismo natural
GF −→ 1R−Mod, entonces

K ∼= GFK ∼= GFK ′ ∼= K ′.
∴ M es isoartiniano.
∴ Ser isoartiniano es una propiedad Morita invariante.

Teorema 3.6. Todo módulo isoartiniano M contiene un submódulo esencial que es suma
de submódulos isosimples de M .

Demostración. Sea S el conjunto de las familias independientes de submódulos isosimplesde M . Como M es isoartiniano, entonces contiene un submódulo isosimple S, de formaque {S} ∈ S.Entonces tenemos que S 6= ∅ está ordenado parcialmente por la inclusión de conjuntos.Además, si {Fi}i∈I ⊆ S es una cadena, entonces⋃{Fi}i∈I es una cota superior de la cadenaen S. Para la demostración de esta afirmación, basta ver que ⋃{Fi}i∈I es una familiaindependiente de submódulos isosimples de M pues es evidente que Fi ⊆
⋃
{Fi}i∈I paracada i ∈ I .Por una parte, si S ∈ ⋃{Fi}i∈I , entonces existe i ∈ I tal que S ∈ Fi y así concluimosque S es isosimple. Por otra parte, si tenemos S, S ′ ∈ {Fi}i∈I tales que S 6= S ′, podemoshallar i, j ∈ I tales que S ∈ Fi y S ′ ∈ Fj . Ya que {Fi}i∈I es una cadena, tenemos que
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Fi ⊆ Fj o Fj ⊆ Fi, de manera que

S, S ′ ∈ Fi o bien S, S ′ ∈ Fj .
Así, como Fi y Fj son familias independientes, concluimos que S∩S ′ = 0 por la desigual-dad de S y S ′. De este modo, {Fi}i∈I tiene una cota superior en S.Usando el Lema de Zorn, podemos tomar F = {Si}i∈I , un elemento máximo de S. Si⊕

i∈I Si ≤ M no es esencial en M , existiría N ≤ M distinto de cero tal que
N ∩

⊕
i∈I

Si = 0.
Ya queN 6= 0 es isoartiniano por ser un submódulo deM , entonces contiene un submódulo
S 6= 0 isosimple tal que

S ∩
(⊕

i∈I

Si
)
≤ N ∩

(⊕
i∈I

Si
) = 0,

de manera que
F ( F ∪ {S} ∈ S,

lo cual es una clara contradicción a la maximalidad de F en S.
∴ Existe ⊕i∈I Si ⊂es M con cada Si ≤ M isosimple.

Notemos que el anillo de endomorfismos de un módulo isosimple es un dominio en-tero. Esto se debe a que, si S es isosimple, todos sus submódulos distintos de cero sonisomorfos a S. En particular, para cada S ′ ≤ S distinto de cero, existe un monomorfismo
S ′ S,

es decir que S es un R-módulo comprimible. Además, S es neteriano y, por lo tanto, tienedimensión de Krull. De este modo, S satisface las hipótesis de 2.15, y podemos concluirque EndR (S) es un dominio entero.Terminaremos esta sección con el siguiente lema.
Lema 3.7. Un producto directo de anillos R = ∏i∈I Ri es isoartiniano izquierdo si y sólo
si I es finito y cada Ri es isoartiniano izquierdo.
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Demostración. Demostraremos que I es finito por contrapuesta. Supongamos I = N ydefinamos

Tn =∏
t≥n
Rt .

Veamos que {Tn} es una familia de ideales de R tal que Tn � Tm si n 6= m y que formanla cadena descendente
T0 ≥ T1 ≥ T2 ≥ · · ·

Notemos que podemos considerar a cada Tn y a cada Rn como R-módulos izquierdosusando como acción la correspondiente restricción del producto en R . Ahora consideremosla familia de anuladores
l.ann(Tn) ={(ai) ∈ R | ∀(xi) ∈ Tn ((aixi) = 0)}={(ai) ∈ R | ∀t ≥ n (at ∈ l.ann(Rt))}

y la familia de monomorfismos ηn ∈ HomR (Rn, R).Si tomamos n < m y llamamos 1n al neutro multiplicativo de Rn, entonces ηn(1n) estal que
ηn(1n)(xt) = ηn(xn)para todo (xt) ∈ R , es decir que ηn(1n)(xt) = 0 si y sólo si xn = 0. En consecuencia,

ηn(1n) 6∈ l.ann(Tn) pero ηn(1n) ∈ l.ann(Tm).
Ahora consideremos un morfismo arbitrario

f : Tn −→ Tm

y (xt) ∈ Tn tal que xn 6= 0, entonces ηn(1n)(xt) = ηm(xn) 6= 0 pero f (xt) ∈ Tm implica
f
(
ηn(1n)(xt)) = ηn(1n)f (xt) = 0,

es decir que no existe ningún monomorfismo de Tn a Tm y, en consecuencia, no existeningún isomorfismo entre Tn y Tm.
∴ R no es isoartiniano.

Así que podemos concluir que, en cualquiera de las dos implicaciones, I es finito. Ahoraprocederemos a demostrar que R es isoartiniano si y sólo si cada Ri es isoartiniano.
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Comencemos suponiendo que R es isoartiniano y que

I0 ≥ I1 ≥ I2 ≥ · · ·
es una una cadena descendente de ideales izquierdos de Rj para j ∈ I arbitraria. Notemosque si (xi) ∈ ηj (In+1), entonces (xi) = ηj (x) para alguna x ∈ In+1 ≤ In, así que (xi) ∈ ηj (In),es decir que obtenemos la siguiente cadena descendente de ideales izquierdos de R :

ηj (I0) ≥ ηj (I1) ≥ ηj (I2) ≥ · · ·
Ya que R es isoartiniano, existe n ∈ N tal que ηj (Ik ) ∼= ηj (In) para toda k ≥ n.

Además, Ik ∼= ηj (Ik ) porque ηj es monomorfismo. En consecuencia, si k ≥ n tenemos
In ∼= ηj (In) ∼= ηj (Ik ) ∼= Ik .

∴ Todo Rj es isoartiniano izquierdo.
Recíprocamente, supongamos que R = ∏n

i=1 Ri para alguna n ∈ Z+ y que cada Ri esisoartiniano. Sea
I0 ≥ I1 ≥ I2 ≥ · · ·una cadena descendente de ideales izquierdos de R . Sabemos que cada Ik es un productodirecto de ideales de los anillos Ri, es decir que Ik =∏n

i=1 I(k,i) con
RiI(k,i) = ηi(Ik ) ≤ RiRi.

Notemos también que el conjunto {I(k,i)}k∈N forma una cadena descendente de ideales de
Ri, pues si x ∈ I(k+1,i), entonces existe (xt) ∈ Ik+1 ≤ Ik tal que ηi(1i)(xt) = x , por lo que
x ∈ I(k,i). En resumen,

I(0,i) ≥ I(1,i) ≥ I(2,i) ≥ · · ·es una cadena descendente de ideales izquierdos de Ri para cada i ∈ {1, ..., n}.
Como cada Ri es un anillo isoartiniano izquierdo, existen m1, ..., mn ∈ N tales que

I(k,i) ∼= I(mi,i) para cada k ≥ mi. Sea m = máx{m1, ..., mn} y notemos que, si k ≥ m
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entonces existe una familia de isomorfismos φi ∈ HomRi(I(m,i), I(k,i)). Así que

φ : n∏
i=1 I(m,i) −→

n∏
i=1 I(k,i)(xi) 7−→ (
φi(xi))

es un isomorfismo de Im =∏n
i=1 I(m,i) a Ik =∏n

i=1 I(k,i).
∴ R es isoartiniano izquierdo.
3.2. Anillos semiprimos e isoartinianos izquierdos

Lema 3.8. Sea R isoartiniano izquierdo, entonces R es semiprimo si y sólo si la inter-
sección de los anuladores de los R-módulos isosimples es cero.

Demostración. Sea R semiprimo e isoartiniano izquierdo. Si
I =⋂{ann(RM) ≤ R | RM es isosimple} 6= 0,

entonces existe RS ≤ R I isosimple debido a que R I ≤ RR es isoartiniano. De esta manera,tenemos que
RS ≤

⋂
{ann(RM) ≤ R | RM es isosimple} ≤ ann(RS)

es decir que S2 = 0. Pero el hecho de que R sea semiprimo implica que S = 0, lo cual esuna contradicción a que RS sea isosimple.
∴ I = 0.

Ahora supongamos que I = 0 y que R es isoartiniano izquierdo y tomemos K ≤ R talque K 2 = 0. Vamos a demostrar que K = 0.Sea S un R-módulo izquierdo isosimple. Si KS 6= 0, entonces S ∼= KS ≤ S bajo unisomorfismo φ ∈ HomR (S,KS). Definimos
ψ : KS −→ K 2S∑

kisi 7−→
∑

kiφ(si) = φ
(∑

kisi
)

que es un monomorfismo debido a que φ también lo es. Además, si tomamos la suma∑
kixi ∈ K 2S con ki ∈ K y xi ∈ KS, entonces existe si ∈ S tal que φ(si) = xi para cada

i; es decir que ∑
kixi =∑ kiφ(si) = ψ(∑ kisi).
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∴ ψ ∈ HomR (KS,K 2S) es isomorfismo.

Recordando que K 2 = 0, obtenemos que S = 0 mediante los isomorfismos
S ∼= KS ∼= K 2S = 0.

Pero esto no es posible porque S es isosimple, así que debe ocurrir que KS 6= 0. Y comoesto ocurre para cualquier ideal isosimple izquierdo, entonces
K ≤

⋂
{ann(M) ≤ R |R M es isosimple} = 0.

∴ R es semiprimo.
Sean I ≤ R y x ∈ I; consideremos el morfismo

( _ · x) : I −→ Ix

a 7−→ ax

Ya que Im( _ · x) = Ix y que Ker( _ · x) = (0 : x) ∩ I , entonces Ix ∼= I/(0 · x) ∩ I. Usaremos esteisomorfismo para demostrar el siguiente lema.
Lema 3.9. Todo anillo semiprimo e isoartiniano izquierdo es no singular izquierdo.

Demostración. Supongamos que Z (RR) 6= 0. Como Z (RR) ≤ R y R es isoartiniano izquier-do, entonces Z (RR) es isoartiniano, así que contiene un ideal isosimple RS.Como S es isosimple y R es semiprimo, tenemos que S2 6= 0. Así, existe s ∈ S tal que
Ss 6= 0, de modo que obtenemos los isomorfismos

S ∼= Ss ∼= S/(0 : s) ∩ S,
por lo que podemos tomar el isomorfismo φ ∈ HomR (S/(0 : s) ∩ S, S).Obtenemos el diagrama

S S/(0 : s) ∩ S Sρ φ

donde ρ es el epimorfismo natural. La composición φρ ∈ EndR (S) es un epimorfismopero, como S es neteriano por ser isosimple, esto implica que φρ es un isomorfismo. Sin
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embargo, esto sólo es posible si ρ es un monomorfismo así que

x ∈ (0 : s) ∩ S ⇐⇒ ρ(x) = x + ((0 : s) ∩ S) = 0
⇐⇒ x = 0.

Por lo tanto, (0 : s) ∩ S = 0. Pero esta última igualdad no es posible porque S 6= 0por ser isosimple y (0 : s) ⊂
es
R , debido a que s ∈ RS ≤ Z (RR). Ya que la contradicciónproviene de suponer que Z (RR) 6= 0, entonces hemos terminado.

∴ Z (RR) = 0.
Sea RS ≤ RR un ideal isosimple de R . Definamos

IS =∑{R I ≤R R | I ∼= S}

y notemos que IS es un ideal izquierdo de R por ser suma de ideales izquierdos de R .De hecho, IS es una suma de ideales isosimples izquierdos de R debido a que todos lossumandos son isomorfos a S. El siguiente lema nos dará una condición suficiente paraque IS sea un ideal bilateral de R .
Lema 3.10. Sean R un anillo no singular izquierdo y RS ≤ RR isosimple. Entonces IS es
un ideal bilateral de R .

Demostración. Vamos a demostrar que para cualesquiera x ∈ R e I ≤ R tal que I ∼= S secumple que el ideal izquierdo Ix ≤ R está contenido en IS . La contención es inmediatacuando Ix = 0, así que supondremos que Ix 6= 0.En primer lugar, notemos que (0 : x) ∩ I 6= 0 implica que (0 : x) ∩ I ⊂
es
I debido a que Ies uniforme por ser un ideal isosimple de R . Por lo tanto, si a ∈ I , entonces

A = ((0 : x) ∩ I : a) = {r ∈ R | ra ∈ (0 : x) ∩ I} ⊂
es
R .

Pero r ∈ A si y sólo si ra ∈ I y r(ax) = 0, es decir que A ≤ (0 : ax) o, equivalentemente,
A(ax) = 0 con A ⊂

es
R .Sabemos que lo último implica que ax ∈ Z (R) y, ya que R es no singular, entonces

ax = 0 para todo a ∈ I . Así que Ix = 0, lo cual es una contradicción a lo que habíamossupuesto inicialmente.Así, (0 : x) ∩ I = 0 e Ix ∼= I/(0 : x) ∩ I. En consecuencia, Ix ∼= I ∼= S, es decir que Ix es un
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ideal isosimple izquierdo de R y entonces

I ≤
∑
{I ≤ R | I ∼= S} = IS .

En conclusión, para cada x ∈ R y ∑ai ∈ IS , obtenemos(∑
ai
)
x =∑aix ∈ IS ,

por lo que IS es un ideal derecho de R . Sólo faltaría demostrar que, para toda r, s ∈ R y
a ∈ IS se satisface la igualdad r(as) = (ra)s, pero esto se sigue de la asociatividad delproducto en R .
∴ IS ≤ RRR .
Lema 3.11. Todo anillo semiprimo e isoartiniano izquierdo satisface CCA en anuladores.

Demostración. Sea R un anillo semiprimo e isoartiniano izquierdo y tomemos una cadenaascendente de anuladores de R
A1 ≤ A2 ≤ A3 ≤ · · · ,

de modo que también tenemos la cadena descendente de ideales
ann(A1) ≥ ann(A2) ≥ ann(A3) ≥ · · ·

Como R es isoartiniano izquierdo y cada ann(Ai) es un ideal bilateral de R , entoncesexiste n ∈ N tal que ann(An) ∼= ann(Ak ) para toda k ≥ n.Veamos que An = Ak si k ≥ n. Sabemos que cada Ai es el anulador de un ideal de R ,digamos Ai = ann(Bi) para Bi ≤ R . Así, para cada b ∈ Bn se satisface la igualdad Anb = 0.Por otra parte, conocemos la existencia de un isomorfismo φ ∈ HomR
(
ann(Ak ), ann(An)),de modo que existe b′ ∈ ann(Ak ) tal que b = φ(b′). En consecuencia,

ab = aφ(b′) = φ(ab′) = 0
para cualquier a ∈ Ak , es decir que b ∈ ann(Ak ). Por lo tanto, Bn ≤ ann(Ak ).

Se sigue que BnAk = 0, de donde inferimos que Ak ≤ ann(Bn) = An. Además, porhipótesis, sabemos que An ≤ Ak . Por lo que podemos concluir la igualdad An = Ak paracualquier k ≥ n.
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∴ R satisface ACC en anuladores.

Para los últimos resultados, vamos a trabajar con un anillo R semiprimo e isoartinianoizquierdo. En primer lugar, veremos que si tomamos S, S ′ ≤ R isosimples y no isomorfosentre sí, entonces ISIS′ = 0.Comencemos notando que SS ′ 6= 0 pues, en caso contrario, podríamos hallar s′ ∈ S ′tal que Ss′ 6= 0. Sin embargo, bajo esta suposición, tenemos que Ss′ ∼= S ′ debido a que
Ss′ ≤ S ′ y a que S ′ es isosimple. Por otro lado, sabemos que R es no singular graciasa 3.9, así que tenemos todas las hipótesis de 3.10. En la demostración de este últimolema, vimos que Ss′ ≤ IS , de manera que también tenemos el isomorfismo Ss′ ∼= S. Enconclusión S ∼= S ′, lo cual contradice la suposición inicial.Así que SS ′ = 0 para cualesquiera ideales isosimples S y S ′ no isomorfos entre sí. Sitomamos x ∈ ISIS′ , entonces x es una suma finita de la forma

x =∑aibi con ai ∈ I ∼= S y bi ∈ J ∼= S ′.
Como I � J , entonces aibi = 0 para cada i, por lo que podemos concluir que x = 0 paracada x ∈ ISIS′ , es decir

ISIS′ = 0.
Otra propiedad importante que satisface R es el hecho de que, si S1, . . . , Sn son idealesisosimples, entonces ∑n

i=1 ISi es directa. Sin pérdida de generalidad, demostraremos que
N =̈ IS1 ∩ (IS2 + · · ·+ ISn) = 0.

Notemos que si la igualdad no se da, entonces 0 6= N ≤ RR contiene un ideal isosimple
S ′. Por un lado, S ′ ≤ IS1 y S ′ ≤ IS′ . Si S ′ � S1, entonces

(S ′)2 ≤ IS1IS′ = 0,
de manera que S ′ = 0 porque R es semiprimo. Esto contradice el hecho de que S ′ ≤ Nsea isosimple, así que debemos concluir que S ′ ∼= S1.Por otra parte, S ′ ≤ IS2 + · · · + ISn así que, si S ′ no es isomorfo a ningún Si con
i ∈ {2, ..., n}, entonces

(S ′)2 ≤ (IS2 + · · · ISn)IS′ = IS2IS′ + · · ·+ ISnIS′ = 0.
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Ya que otra vez llegamos a una contradicción, entonces tenemos que S ′ ∼= Si para alguna
i ∈ {2, .., n}.Sin embargo, ahora tenemos otra contradicción, a saber:

S1 ∼= S ′ ∼= Si con i 6= 1.
Como este último absurdo proviene de suponer N 6= 0, entonces sólo nos queda admitirque N = 0 y que, en consecuencia, tenemos la suma directa finita

IS1 ⊕ · · · ⊕ ISn .
Finalmente, demostramos en 3.11 que todo anillo R semiprimo e isoartiniano izquierdosatisface CCA en anuladores. Pero esto es equivalente a que RRR tenga dimensión uni-forme finita (2.24). Así que podemos concluir que existe una cantidad finita de ideales ISy, por lo tanto, también hay una cantidad finita de ideales isosimples salvo isomorfismo.Para el próximo teorema, necesitamos tener en cuenta la siguiente definición.

Definición 3.12. Decimos que R es un anillo de Goldie izquierdo si satisface CCA enanuladores izquierdos y si RR tiene dimensión uniforme finita.
Teorema 3.13. Sea R un anillo semiprimo e isoartiniano izquierdo. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1. R es neteriano izquierdo.

2. R es un anillo de Goldie izquierdo.

3. RR tiene dimensión uniforme finita.

4. Si S ≤ RR es isosimple, entonces existe x ∈ IS tal que (0 : x) ∩ IS = 0.

5. Si S ≤ RR es isosimple, entonces IS es suma directa finita de ideales isosimples
izquierdos de R .

6. RR es suma directa finita de ideales isosimples izquierdos.

Demostración. Demostraremos, en primer lugar, las equivalencias de las cuatro primerasafirmaciones. Posteriormente, demostraremos que éstas son equivalentes al quinto incisoy finalizaremos demostrando la equivalencia con el inciso 6.
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Supongamos que R es neteriano izquierdo, es decir que R satisface CCA en idealesizquierdos. En consecuencia, para toda suma directa de ideales izquierdos ⊕i∈N In ≤ R ,podemos construir la cadena ascendente

I1 ≤ I1 ⊕ I2 ≤ I1 ⊕ I2 ⊕ I3 ≤ · · ·
que se estaciona en un término n ∈ Z+, esto es que ⊕n

i=1 Ii = ⊕k
i=1 Ii para toda k ≥ n.Pero dicha igualdad sólo puede ocurrir si Ik = 0 para cada k > n, por lo que la sumadirecta sólo tiene n ∈ Z+ sumandos distintos de cero. Por lo tanto, RR tiene dimensiónuniforme finita.Por otra parte, todo anulador izquierdo en R es un anulador bilateral porque R essemiprimo así que R satisface CCA en anuladores izquierdos.

∴ R es anillo de Goldie izquierdo.
La implicación de 2 a 3 es inmediata pues, por defiinición, un anillo de Goldie izquierdotiene dimensión uniforme finita como R-módulo izquierdo.

∴ RR tiene dimensión uniforme finita.
Si R es semiprimo, no singular y tal que RR tiene dimensión uniforme finita, entonces2.27 asegura que todo ideal bilateral E ≤ R tiene un elemento x tal que (0 : x) ∩ E = 0.En particular, si tomamos E = IS , obtenemos la afirmación 4.

∴ Existe x ∈ IS tal que (0 : x) ∩ IS = 0.
Ahora veremos que 4 implica 1. Para esto, utilizaremos el hecho de que R tiene unacantidad finita de ideales isosimples salvo isomorfismos, digamos S1, . . . , Sn. Gracias alinciso 4, sabemos que para cada i, existe xi ∈ ISi tal que (0 : xi)∩ ISi = 0, así que definimos

x = x1 + · · ·+ xn.
Debido a que la suma de los ideales ISi es directa, entonces

(0 : x) = n⋂
i=1(0 : xi)

Además, si (0 : x) 6= 0, podríamos tomar S ≤ (0 : x) isosimple. Como S1, . . . Sn son todoslos ideales isosimples de R salvo isomorfismos, entonces S es isomorfo a algún Si. Enconsecuencia,
S ≤

( n⋂
i=1(0 : xi)) ∩ ISi ≤ (0 : xi) ∩ ISi = 0,
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lo cual contradice el hecho de que S es isosimple. Por lo tanto, (0 : x) = 0.Esta última igualdad implica que (_ · x) ∈ HomR (R,Rx) es un isomorfismo, de ma-nera que RR ∼= RRx . Además con el mismo argumento tenemos que RT ∼= R (Tx) para
T =⊕n

i=1 ISi ≤ RR y R (Tx) ≤ RRx . Prosiguiendo de este modo, obtenemos la cadenadescendente de ideales izquierdos
RR ≥ RT ≥ R (Rx) ≥ R (Tx) ≥ R (Rx2) ≥ R (Tx2) ≥ · · ·

Observemos que la igualdad (0 : x) = 0 implica que
(_ · x) : Ixn −→ Ixn+1

es un isomorfismo para cualesquiera R I ≤ RR y n ∈ Z+. Luego, debido a que R esisoartiniano izquierdo, existe n ∈ Z+ tal que Rxn ∼= Txn y entonces
RT ∼= RTxn ∼= RRxn ∼= RR

Entonces tenemos que RT ∼= RR y que
T = IS1 ⊕ · · · ⊕ ISn =∑{RS ≤R R |R S es isosimple},

así que concluimos que R también es suma de ideales isosimples izquierdos, digamos
R =∑

j∈J
RSj ≤

∑
{RS ≤ RR | RS es isosimple} = T ≤ R .

Por lo tanto, R = T .De hecho, dado que 1 = ∑k
j=1 sj para alguna k ∈ Z+ y algunos sj ∈ Sj , entonces Res una suma finita de ideales isosimples izquierdos. Y, puesto que cada Sj es neterianoizquierdo, entonces R =∑k

j=1 Sj es neteriano izquierdo.
∴ RR es neteriano.

Ahora vamos a demostrar que las afirmaciones equivalentes 1 y 3 implican la 5. Enprimer lugar, recordemos que como RR es isoartiniano, entonces contiene un ideal R I ≤ RResencial en R que es suma directa de ideales isosimples. Así, por 2.27, existe x ∈ I regularen R .De manera análoga a la demostración de la implicación anterior, existen tanto unacadena descendente
R ≥ I ≥ Rx ≥ Ix ≥ Rx2 ≥ Ix2 ≥ · · ·
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como n ∈ Z+ tales que Rxn ∼= Ixn. Como x es regular, entonces R ∼= I y, por lo tanto, Res una suma directa de ideales isosimples izquierdos. Sin embargo, RR tiene dimensiónuniforme finita, por lo que toda suma directa de ideales izquierdos de R es finita, es decirque existe m ∈ N tal que

R = m⊕
j=1 Tjpara T1, . . . , Tm ideales isosimples izquierdos de R .Notemos que, para cualquier j ∈ {1, .., m}, Tj ∼= Si para alguna i ∈ {1, .., n} debido aque S1, ..., Sn son todos los ideales isosimples de R salvo isomorfismos. En consecuencia,∑

{Tj | Tj ∼= Si} ≤ ISi ,
así que veremos la otra contención para obtener la igualdad de ambos conjuntos. Parasimplificar la notación, sólo demostraremos la contención para i = 1.Si x ∈ I1 ≤ R , entonces x se escribe de manera única como suma finita de elementosde los ideales Tj , es decir

x = t1 + · · ·+ tm.
Pero si Tj ∼= Si, entonces tj ∈ Tj ≤ ISi , de forma que podemos reescribir la suma anteriorcomo

x = a1 + · · ·+ andonde cada ai es la suma de los elementos tj tales que Tj ∼= Si, por lo cual ai ∈ ISi . Sinembargo, x también se escribe de manera única como suma de elementos de los ideales
ISi como

x = x + 0 + · · ·+ 0,
por lo que ai = 0 si i 6= 1. Puesto que la suma de los ideales Tj es directa, eso significaque cada tj = 0 siempre que Tj � S1. Concluimos que IS1 ≤ {Tj | Tj ∼= S1} y entonces

ISi =∑{Tj | Tj ∼= Si}.
Finalmente, como sólo existe una cantidad finita de ideales Tj , entonces cada uno delos conjuntos {Tj | Tj ∼= Si} también es finito, que es justo lo que queríamos demostrar.

∴ Cada ISi es una suma directa finita de ideales isosimples izquierdos de R .
Para terminar de demostrar la equivalencia de 4 con los incisos anteriores, veremosque si R satisface 4, entonces RR tiene dimensión uniforma finita. Nuevamente utili-



66 CAPÍTULO 3. MÓDULOS ISOSIMPLES, ISOARTINIANOS E ISONETERIANOS
zaremos el hecho de que hay un conjunto finito de ideales isosimples izquierdos salvoisomorfismos S1, ..., Sn y un ideal esencial en R que es suma directa de ideales isosimples,digamos ⊕

j∈J

Tj ⊂es R .
Como tenemos la siguiente cadena de contenciones

⊕
j∈J

Tj ≤
∑
{S ≤ R | S es isosimple} = n⊕

i=1 ISi ≤ R ,
entonces ⊕n

i=1 ISi ⊂es R .Por hipótesis sabemos que cada ISi es una suma directa finita de ideales isosimplesizquierdos, es decir que existen T1, ..., Tm ≤ R isosimples y tales que
T1 ⊕ · · · ⊕ Tm ⊂es R .

Ya que cada Tj es uniforme por ser isosimple, tenemos una suma finita de ideales uniformesesencial en R , lo cual implica que toda suma directa de ideales izquierdos distintos decero es finita.
∴ RR tiene dimensión uniforme finita.
Ahora sólo resta demostrar que las primeras cinco afirmaciones son equivalentes a lasexta. Para comenzar, si suponemos que R satisface 4 y 5, entonces R =⊕n

i=1 ISi y cada
ISi es una suma finita de ideales isosimples. Así, R =⊕n

j=1 Tj para Tj isosimples.
∴ R es una suma finita de ideales isosimples izquierdos.

Por otra parte, si R = ⊕m
j=1 Tj con cada Tj ≤ R isosimple izquierdo, entonces R esuna suma finita de ideales neterianos izquierdos.

∴ R es neteriano izquierdo.
Proposición 3.14. Sea R 6= 0. Entonces

θ : Mn×n
(
EndR (R)) −→ EndR

(
R (n))

donde θ (fij ) se define mediante la regla de correspondencia

θ (fij )(x) = η1
 n∑

j=1 f1jπj (x)
+ · · ·+ ηn

 n∑
j=1 fnjπj (x)
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es un isomorfismo de anillos.

Demostración. Sea x ∈ R (n). Notemos que θ (fij ) está bien definido debido a que πi(x) ∈ Rimplica fijπi(x) ∈ R . De esta forma, para cada j ∈ {1, ..., n}, tenemos ∑n
i=1 fijπi(x) ∈ R y,en consecuencia

θ (fij )(x) = n∑
i=1 ηi

 n∑
j=1 fijπj (x)

 ∈ R (n).
Además, como πj , fij y ηi son R-morfismos, entonces

θ
((fij ) + (gij ))(x) = n∑

i=1 ηi
 n∑

j=1 (fij + gij )πj (x)
 = n∑

i=1 ηi
 n∑

j=1 fijπj (x) + gijπj (x)


= n∑
i=1 ηi

 n∑
j=1 fijπj (x)

+ n∑
i=1 ηi

 n∑
j=1 gijπj (x)


=θ (fij )(x) + θ (gij )(x)

∴ θ
((fij ) + (gij )) = θ (fij ) + θ (gij ).

θ
((fij )(gij ))(x) =θ ( n∑

k=1 fikgkj
) = n∑

i=1 ηi
 n∑

j=1
(

n∑
k=1 fikgkj

)
πj (x)


= n∑

i=1 ηi
 n∑
k=1 fik

 n∑
j=1 gkjπj (x)

 = n∑
i=1 ηi

 n∑
k=1 fikπkηk

 n∑
j=1 gkjπj (x)


= n∑

i=1 ηi
 n∑
k=1 fikπk

 n∑
k=1 ηk

 n∑
j=1 gkjπj (x)

 = n∑
i=1
(

n∑
i=1 fikπk

(
θ (gkj )(x)))

=θ (fik )(θ (gkj )(x))
∴ θ

((fij )(gij )) = θ (fij )θ (gij ).Finalmente, debido a que (In)ij = 1 si y sólo si i = j y (In)ij = 0 en cualquier otro caso.Entonces
θ (In)(x) = n∑

i=1 ηi
 n∑

j=1 (In)ijπj (x)
 = n∑

i=1 ηi
(
πj (x)) = x .

∴ θ es un morfismo de anillos.
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De hecho, θ es un monomorfismo debido a que la igualdad θ (fij ) = 0 ocurre si paratodo x ∈ R (n) se cumple que θ (fij )(x) = 0, es decir que cada ηi((fij )x) = 0 para cada i. Enparticular, si ek ∈ R (n) es tal que

πj (ek ) =
1 si j = k0 si j 6= k

.
entonces, para toda i ∈ {1, ..., n}, se satisface

0 = n∑
j=1 fijπj (ek ) = fij (1).

Es decir que toda fij es la función cero y, por lo tanto, (fij ) = 0.Más aún, si f ∈ EndR(R (n)), entonces podemos escribir f (ej ) ∈ R (n) como
f (ej ) = n∑

i=1 ηi(a(i,j)) para algunos a(i,j) ∈ R ,
de manera que definimos fij (m) = maij ∈ R para cada m ∈ R . Ya que cada x ∈ R (n) esde la forma x =∑n

j=1 ηj (xj ) =∑n
j=1 xjej para algunos xj ∈ R , entonces

f (x) =f  n∑
j=1 xjej

 = n∑
j=1 xjf (ej ) = n∑

j=1 xj
( n∑
i=1 ηi

(
a(i,j)))

= n∑
i=1
j=1
ηi(xja(i,j)) = n∑

i=1
j=1
ηifij (xj ) = n∑

i=1 ηi
 n∑

j=1 fijπj (x)


es decir que f = θ (fij ).
∴ θ es un isomorfismo de anillos.

Teorema 3.15. Un anillo R es semiprimo, isoartiniano izquierdo y neteriano izquierdo si
y sólo si R es un producto directo finito de anillos de matrices sobre dominios de ideales
principales.

Demostración. En primer lugar, veamos que HomR (S, T ) = 0 si S y T son ideales isosim-ples izquierdos de R no isomorfos entre sí. Sea f ∈ HomR (S, T ), si Ker(f ) = 0, entonces
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Im(f ) 6= 0 debido a que S 6= 0. Por lo tanto,

T ∼= Im(f ) ∼= S/Ker(f ) = S/0 ∼= S,
lo cual habíamos supuesto falso, así que Ker(f ) 6= 0.La desigualdad implica que

Ker(f ) ⊂
es
S

porque S es un ideal uniforme de R , así que S/Ker(f ) es un ideal singular de R , es decirque Z (S/Ker(f )) = S/Ker(f ). Además, Z (T ) = 0 debido a que RT ≤ RR y RR es no singular.Sabemos que el diagrama
S/Ker(f ) T

Z (S/Ker(f )) Z (T )
φ

φ|

conmuta y que φ| es un monomorfismo, así que
S/Ker(f ) = Z (S/Ker(f )) = 0.

Pero esta última igualdad implica que S = Ker(f ), es decir que f = 0.
∴ HomR (S, T ) = 0

Ahora veremos que HomR (ISi, ISj ) = 0 si i 6= j . Gracias al teorema anterior, sabemosque
ISi = T(i,1) ⊕ · · · ⊕ T(i,mi) e ISj = T(j,1) ⊕ · · · ⊕ T(j,mj )para mi, mj ∈ Z+ y RT(i,k), RT(j,k) ≤ RR ideales isosimples izquierdos tales que T(i,k) ∼= Siy T(j,k) ∼= Sj .Si tomamos f ∈ HomR (ISi, ISj ), podemos hacer la siguiente composición para cuales-quiera r ∈ {1, ..., mi} y s ∈ {1, ..., mj}:
T(i,r) ⊕mi

k=1 T(i,k) ⊕mj
k=1 T(j,k) T(j,s).η(i,r) f π(j,s)

Así, π(j,s)fη(i,r) ∈ HomR
(
T(i,r), T(j,s)) = 0. En consecuencia, todo x = ∑mi

r=1 x(i,r) ∈ ISi satis-
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face

f (x) = mj∑
s=1 π(j,s)(f (x)) = mj∑

s=1 π(j,s)f
( mi∑
r=1 x(i,r)

)

= mj∑
s=1 π(j,s)f

( mi∑
r=1 η(i,r)(x(i,r))) = mj∑

s=1
mi∑
r=1 π(j,s)fη(i,r) (x(i,r)) = 0,

por lo que f = 0.
∴ La suma EndR (IS1) + · · ·+ EndR (ISn) es directa.

Por otra parte, el hecho de que ISi sea una suma directa de ideales isomorfos a Siimplica la existencia de isomorfismos φj ∈ HomR
(
T(i,j), Si) para cada j ∈ {1, ..., mi}.Definamos φ ∈ HomR

(
ISi, S

(mi)
i
) como
φ

 mi∑
j=1 tj

 = mi∑
j=1 φj (tj ),

y notemos φ es un isomorfismo.Si φ(∑n
j=1 tj) = 0, entonces φj (tj ) = 0 y, en consecuencia, tj = 0 para cada j , de modoque ∑mi

j=1 tj = 0. Además, si (xj ) ∈ S(mi)
i , entonces para cada xj ∈ Si existe tj ∈ T(i,j) talque φj (tj ) = xj , es decir que

(xj ) = φ

 mi∑
j=1 tj

 = φ

 mi∑
j=1 tj

 .
Gracias a la proposición anterior, tenemos los isomorfismos

ISi
∼= Smii

∼= Mmi×mi
(
EndR (Si)),

de forma que
R = IS1 ⊕ · · · ⊕ ISn ∼= Mm1×m1

(
EndR (S1))⊕ · · · ⊕Mmn×mn

(
EndR (Sn)).

Para terminar, recordemos que ya habíamos visto que el anillo de endomorfismos decualquier módulo isosimple es, de hecho, un dominio, así que sólo resta ver que los idealesde EndR (Si) son principales. Para simplificar la notación, tomaremos
R ∼= Mm1×m1(D1)× · · · ×Mmn×mn(Dn)
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con cada Di un dominio entero. Sabemos que RR es isoartiniano, luego cada Mmj×mj (Dj )también es isoartiniano, como ya habíamos visto en 3.7. Finalmente, como ser isoartinianoes una propiedad Morita invariante, tenemos que cada Di también es isoartiniano y, por3.4, cada Di es un dominio de ideales principales.
∴ R ∼= Mm1×m1(D1)× · · · ×Mmn×mn(Dn) donde cada Di es un DIP.

Ahora supongamos que
R ∼= Mm1×m1(D1)× · · · ×Mmn×mn(Dn)

donde Di es un dominio de ideales principales o, equivalentemente, Di es isoartinianoizquierdo. Ya que todo ideal izquierdo de Di es finitamente generado, entonces Di tambiénes neteriano izquierdo.Sabemos que las propiedades de ser isoartiniano izquierdo y neteriano izquierdo sonMorita invariantes y que también se conservan bajo productos directos finitos, así quellegamos a que cada Mmi×mi(Di) es isoartiniano izquierdo y neteriano izquierdo y, enconsecuencia, R es un anillo isoartiniano izquierdo y neteriano izquierdo.Solamente resta ver que R es semiprimo. Para esto, demostraremos que cadaMm×m(D)es semiprimo para cualesquiera m ∈ Z+ y D dominio entero. Usaremos la caracterizaciónque relaciona los ideales semiprimos con los m-sistemas.Sea (aij ) ∈ Mm×m(D) distinta de la matriz cero, es decir que existen al menos doselementos r, s ∈ {1, ..., m} tales que ars 6= 0. Definimos (eij ) ∈ Mm×m(D) como
eij =

1 si i = s y j = r0 si i 6= s o j 6= r

De manera que, si (xij ) ∈ Mm×m(D) es tal que (xij ) = (aij )(eij )(aij ), entonces
xrs = m∑

l=1
k=1

arlelkaks = ars · 1 · ars = a2
rs

y a2
rs 6= 0 se sigue de que ars 6= 0 es un elemento del dominio D. En conclusión, (xij ) 6= 0por lo que Mm×x(D) \ 0 es un n-sistema o, equivalentemente, 0 ≤ Mm×m(D) es un idealsemiprimo.Entonces tenemos que cada Mmi×mi(Di) es un anillo semiprimo y, por lo tanto, elproducto directo de estos anillos y R también son anillos semiprimos.

∴ R es semiprimo, isoartiniano izquierdo y neteriano izquierdo.
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Apéndice

Equivalencias de Morita

Para una categoría C , denotaremos por Obj(C ) a la colección de objetos de la categoría ypor C (A,B) al conjunto de morfismos entre los objetos A y B. Si C y D son dos categoríasy F : C → D y G : D → C son dos funtores tales que existe un isomorfismo natural
η = {ηA : FA→ GA | A ∈ Obj(C )} con el que el diagrama

FA FB

GA GB

F (f )
ηA ηB

G(f )
conmuta para cualesquiera A,B ∈ Obj(C ) y f ∈ C (A,B), entonces escribiremos F ∼= G.Así, las categorías C y D son equivalentes si existen dos funtores

F : C −→ D y G : D −→ C

tales que GF ∼= 1C y FG ∼= 1D .
Algunas propiedades de la categoría R-Mod

Para cada anillo asociativo con elemento unitario, definimos la categoría R-Mod cuyosobjetos son los R-módulos izquierdos y cuyos morfismos son los R-morfismos. Notemosque, de esta manera, la categoría R-Mod satisface la siguiente definición.
Definición A.1. Sea C una categoría. Decimos que C es preaditiva si C (A,B) es un grupoabeliano para cualesquiera A,B ∈ Obj(C ) y la composición de morfismos es bilinear.
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Dada una colección de objetos {Ai}i∈I de la categoría C , un producto de la familia esun objeto A junto con una colección de morfismos {πi : A → Ai}i∈I que satisfacen, paracualquier X ∈ Obj(C ) y cualquier familia {fi : X → Ai}i∈I , que existe un único morfismo

f : X → A tal que πif = fi para cada i ∈ I .
A Ai

X

πi

fi
f

Análogamente, un coproducto de una familia de objetos {Bi}i∈I es un objeto B juntocon una colección de morfismos {ιi : Bi → B}i∈I tal que, para toda familia {gi : Bi → Y }i∈I ,existe un único morfismo g : B → Y tal que el siguiente diagrama conmuta:
Bi B

Y

ιi

gi
g

Por otro lado, decimos que f : A→ B es el morfismo cero si satisface simultáneamentelas igualdades fg1 = fg2, para cualesquiera g1, g2 ∈ C (B, Y ), y h1f = h2f , para cuales-quiera h1, h2 ∈ C (X, A). Si C es una categoría en la que cada conjunto C (A,B) tiene unmorfismo cero, denotaremos a éste por 0: A→ B.Un núcleo de f ∈ C (A,B) es un objeto Ker(f ) = K junto con un morfismo ker(f ) =
κ : K → A que satisfacen:1. fκ = 0;2. si ξ : X → A satisface fξ = 0, entonces existe un único γ : X → K tal que ξ = κγ.
Dualmente, definimos el conúcleo de f : A → B como un objeto Coker(f ) = T junto conel morfismo coker(f ) = τ : B → T que satisfacen:1. τf = 0;2. si ξ : B → Y satisface ξf = 0, entonces exite un único γ : T → Y tal que ξ = γτ .
Definición A.2. Decimos que C es una cateogoría abeliana si satisface las siguientespropiedades:

1. C es preaditiva;2. toda familia finita de objetos tiene producto;3. todo morfismo tiene núcleo y conúcleo;
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4. f : Coker(ker(f ))→ Ker(coker(f )) es un isomorfismo para toda flecha f .
Puesto que el producto categórico coincide con el producto directo en R-Mod, todafamilia finita de R-módulos {Mi}ni=1 tiene un producto categórico dado por el R-módulo∏n

i=1Mi y la familia de R-morfismos {πj ∈ HomR (∏n
i=1Mi,Mj )}nj=1.Por otra parte, el núcleo de f ∈ HomR (M,N) es el R-módulo Ker(f ) junto con lainclusión i ∈ HomR (Ker(f ),M). Es clara la igualdad fi = 0 y además, si ξ ∈ HomR (X,M)es tal que fξ = 0, entonces Im(ξ) ≤ Ker(f ), así que podemos considerar la correstricción

ξ |Ker(f )∈ HomR (X,Ker(f ))
que satisface ξ = iξ |Ker(f ). La unicidad de ξ |Ker(f ) se sigue del hecho de que la igualdad
ξ = ig para alguna g ∈ HomR (X,Ker(f )) implica que g(x) = ig(x) = ξ(x) para cada
x ∈ X . Esto demuestra que todo R-morfismo tiene núcleo.Análogamente, para f ∈ HomR (M,N), consideramos el R-módulo N/Im(f ) y el epimor-fismo natural ρ ∈ HomR (N, N/Im(f )) que satisface ρf = 0. Si ξ ∈ HomR (N, Y ) es tal que
ξf = 0, entonces Im(f ) ≤ Ker(ξ). Consideramos la asignación

γ : N/Im(f ) −→ Y

n+ Im(f ) 7→ ξ(n)
que está bien definida como función gracias a la contención arriba señalada. Además,como cualquier R-morfismo γ ′ ∈ HomR (N/Im(f ), Y ) que satisface ξ = γ ′ρ cumple

γ ′(n+ Im(f )) = γ ′ρ(n) = ξ(n) = γ(n+ Im(f )),
tenemos que γ es el único R-morfismo con las propiedades señaladas. Por lo tanto, todo
R-morfismo tiene un conúcleo.Finalmente, si tomamos f ∈ HomR (M,N), el conúcleo de la inclusión ker(f ) = i ∈
HomR (Ker(f ),M) es el R-módulo M/Ker(f ) y que el núcleo del epimorfismo natural coker(f ) =
ρ ∈ HomR (N, N/Im(f )) es el R-módulo Im(f ). Sabemos que siempre se da el isomorfismo

M/Ker(f ) ∼= Im(f ),
así que concluimos que R-Mod es una categoría abeliana.Prosigamos con algunos conceptos de categorías. Diremos que una categoría I espequeña si su colección de objetos es un conjunto. Así, si I es una categoría pequeña y
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F : I → C es un funtor con C una categoría arbitraria, decimos que {αi : F (i) → X}i∈I ,conjunto de morfismos de la categoría C , es una familia compatible si para cada λ : i→ jse satisface la igualdad αi = αjF (λ).Si I es una categoría pequeña, un colímite para el funtor F : I → C es un objetoĺım
−→
F ∈ Obj(C ) junto con una familia compatible {ψi : Fi→ ĺım

−→
F}i∈I que satisface que si

{ξi : F (i)→ Y }i∈I es otra familia compatible, entonces existe una única flecha ξ : ĺım
−→
F → Ytal que el siguiente diagrama conmuta para todo par i, j ∈ I:

Fi ĺım
−→
F

Y

ψi

ξi ξ

Un funtor F : I → C , donde I es un conjunto parcialmente ordenado tal que, para cua-lesquiera i, j ∈ I existe k ∈ I tal que i ≤ k y j ≤ k , se llama sistema directo y el colímitede un sistema directo se llama límite directo. Notemos que, si los sistemas directos siem-pre existen en una categoría C , entonces podemos definir el funtor ĺım
−→

: Fun(I, C ) → C ,donde:
• Fun(I, C ) es la colección de sistemas directos I → C ;
• F 7→ ĺım

−→
F ;

• si η : F → G es una transformación natural entre los funtores F,G : I → C cuyos co-límites constan de las familias compatibles {ψi : Fi→ ĺım
−→
F}i∈I y {ξi : Gi→ ĺım

−→
G}i∈Irespectivamente, entonces ĺım

−→
(η) es el morfismo que hace conmutar el diagrama

Fi Gi ĺım
−→
G

ĺım
−→
F

ηi

ψi

ξi

ĺım
−→

(η)

La existencia de esta flecha se garantiza gracias a que {ξiηi : Fi → ĺım
−→
G} es unafamilia compatible.

La demostración de que las asignaciones anteriores constituyen un funtor se sigue,en primer lugar, del hecho de que el diagrama conmutativo
Fi Fi ĺım

−→
F

ĺım
−→
F

1Fi
ψi

ψi

1 ĺım−→F
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implica que ĺım

−→
(F1Fi) = 1ĺım

−→
F . Además, si tenemos tres funtores F,G,H ∈ Fun(I, C ),cuyos colímites tienen respectivamente a las familias compatibles {ψi : Fi → ĺım

−→
F}i∈I ,

{ξi : Gi → ĺım
−→
G}i∈I y {φi : Hi → ĺım

−→
H}i∈I , y las transformaciones naturales η : F → G y

µ : G → H , entonces obtenemos el diagrama conmutativo
Fi Gi Hi ĺım

−→
H

ĺım
−→
G

ĺım
−→
F

ηi

ψi

µi

ξi

φi

ĺım
−→

(µ)

ĺım
−→

(η)
ĺım
−→

(µη)

que implica la igualdad ĺım
−→

(µη) = (ĺım
−→
µ) (ĺım

−→
η). Con esto concluimos que ĺım

−→
es un funtor.En una categoría abeliana C , decimos que Z ∈ Obj(C ) es un objeto cero si, para cada

A ∈ Obj(C ) tenemos que C (A, Z ) = {0} y C (Z, A) = {0}. Denotaremos a los objetos cerocomo 0. Diremos además que
0 A1 A2 A3 0f g

es una sucesión exacta si Im(f ) = Ker(g), donde la imagen de f se define mediante laigualdad Im(f ) = Ker(coker(f )). Finalmente, un límite directo F : C → D es exacto sicada vez que tenemos una sucesión exacta como la anterior, tenemos que
0 FA1 FA2 FA3 0Ff Fg

también es una sucesión exacta.Decimos que A ∈ Obj(C ) es un generador para C si cualesquiera B1, B2 ∈ Obj(C ) ytoda g ∈ C (B1, B2), distinta de la flecha cero, satisfacen fg 6= 0 para alguna f ∈ C (A,B1).
Definición A.3. Sea C una categoría.1. Decimos que C es cocompleta si ĺım

−→
F existe para cualquier funtor F : I → C con Iuna categoría pequeña.

2. Decimos que C es de Grothendieck si C es cocompleta, tiene un generador y ademássatisface que todo límite directo es exacto.
Para ver que R-Mod es una categoría de Grothendieck, primero veamos que todacategoría en la que existen los coproductos y los conúcleos es cocompleta. Sean I una
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categoría pequeña y F : I → C un funtor. Consideramos el coproducto de la familia {Fi}i∈I ,que denotaremos como el objeto ⊕i∈I Fi y la familia de morfismos {ιj : Fj →⊕

i∈I Fi}j∈I .Notemos que cada morfismo λ pertenece a algún conjunto C (A,B) para A,B ∈ Obj(C );podemos suponer s(λ) = A y t(λ) = B para indicar a cuál de estos conjuntos pertenece
λ. Definimos ηλ = ιt(λ)F (λ) − ιs(λ) para cada flecha λ : s(λ) → t(λ) de la categoría I , demanera que obtenemos la familia {ηλ : F (s(λ)) → ⊕

i∈I Fi}. En consecuencia, existe unaúnica flecha η : ⊕λ F
(
s(λ))→⊕

i∈I Fi tal que ηιs(λ) = ηλ.Sean K = Coker(η), k = coker(η) : ⊕i∈I Fi → K y {ξi : Fi → Y }i∈I una familiacompatible. La propiedad universal del coproducto nos garantiza la existencia de unaúnica flecha ξ : ⊕i∈I Fi→ Y tal que ξιj = ξj para cada j ∈ I y, por lo tanto, la propiedaduniversal del conúcleo asegura la existencia de una única γ : K → Y tal que el siguientediagrama conmuta
Fj

⊕
i∈I Fi K

Y

ιj

ξj

k

ξ γ

De la existencia de γ se sigue que K = Coker(η) y {kιj : Fj → K}j∈I constituyen uncolímite para F : I → C . Concluimos que C es cocompleta.Así, como R-Mod tiene coproductos y conúcleos, concluimos que R-Mod es cocompleta.Además, R ∈ R-Mod es un generador de la categoría pues, para todo f ∈ HomR (M,N),con f 6= 0, existe m ∈ M tal que que f (m) 6= 0; tomando el morfismo ( _·m) ∈ HomR (R,M),obtenemos que
f ( _ ·m)(1) = f (m) 6= 0,

es decir que RR satisface la definición de generador.Ahora vamos a ver que los límites directos son exactos en R-Mod. Primero, notemosque si F : I → R-Mod es un sistema directo, entonces la colección {Fi ∈ R-Mod | i ∈ I}puede verse como una familia {Mi}i∈I de R-módulos. Además, todo morfismo λij : i→ j esla relación de orden, así que Fλij : Fi→ Fj es un R-morfismo tal que Fλii = IdMi o bien,existe k ≥ i, j que satisface Fλik = FλjkFλij . En conclusión, podemos considerar que los
R-morfismos que obtenemos al aplicar el funtor son de la forma αij = Fλij para i ≤ j conlas propiedades señaladas anteriormente.Consideramos la unión disjunta qi∈IMi y, para x ∈ Mi y y ∈ Mj , definimos la relación

x ∼ y ⇐⇒ ∃k ≥ i, j (αik (x) = αjk )
que es de equivalencia. La reflexividad y la simetría se siguen de manera directa. Por
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otro lado, para x ∈ Mi, y ∈ Mj , z ∈ Ml tales que x ∼ y y y ∼ z, existen k ≥ i, j y n ≥ j, lque satisfacen las igualdades αik (x) = αjk (y), αjn(y) = αln(z); además, sabemos que existe
m ≥ k, n y este elemento de I cumple:

αim(x) = αkmαik (x) = αkmαjk (y) = αjm(y) = αnmαjn(y) = αnmαln(z) = αlm(z);
es decir que x ∼ z.

Definimos la suma de x, y ∈ qi∈I Mi/∼ a partir de los representantes. Si xi ∈ Mi es unrepresentante de x y yj es un representante de y, entonces existe k ≥ i, j , de maneraque
x + y = [αik (xi) + αjk (yj )] .

Notemos que la definición de la operación no depende de la elección de los representantesy basta ver que esto sucede cuando tomamos xi1, xi2 representantes de x con i1 ≤ i2 y yjrepresentante de y. Ya que xi1 ∼ xi2 , entonces existe i3 ≥ i1, i2 tal que αi1i3(xi1) = αi2i3(xi2).Además, para k1 ≥ i1, j y k2 ≥ i2, j , tenemos las igualdades
αk1k (αi1k1(xi1) + αjk1(yj )) = αi1k (xi1) + αjk (yj )= αi3kαi1i3(xi1) + αjk (yj )= αi3kαi2i3(xi2) + αjk (yj )= αi2k (xi2) + αjk (yj )= αk2k (αi2k2(xi2) + αjk2(yj ))

para alguna k ≥ k1, k2, i3, j . Obtenemos que (qi∈I Mi/∼,+, 0) es un grupo abeliano donde0 ∈ qi∈I Mi/∼ es el elemento cuyos representantes xi ∈ Mi se caracterizan por la existenciade k ≥ i tal que αik (xi) = 0.

De hecho, qi∈I Mi/∼ es un R-módulo definiendo, para r ∈ R y x ∈ qi∈I Mi/∼, el producto
rx = [rxi] para un representante xi de x . Esta operación tampoco depende de los repre-sentantes porque, si xi ∈ Mi y xj ∈ Mj son representantes de x , entonces existe k ≥ i, jtal que αik (xi) = αjk (xj ). En consecuencia,

αik (rxi) = rαik (xi) = rαjk (xj ) = αjk (rxj ),
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de manera que [rxi] = [rxj]. En particular, las funciones

ιj : Mj −→ qi∈I Mi/∼

xj 7−→
[
xj
]

son R-morfismos tales que ιi = ιjαij para cualesquiera i, j ∈ I , es decir que la familia
{ιj : Mj → qi∈I Mi/∼}j ∈I es una familia compatible.Si {ξj : Mj → N}j ∈I es otra familia compatible, definimos ξ : qi∈I Mi/∼→ N , de maneraque, si xi es un representante de x ∈ qi∈I Mi/∼, entonces ξ(x) = ξi(xi). Notemos que estadefinición tampoco depende del representante pues si xi y xj son representantes de x ,tenemos que

ξi(xi) = ξkαik (xi) = ξkαjk (xj ) = ξj (xj )para alguna k ≥ i, j . Debido a que el diagrama
Mi qi∈I Mi/∼

N

ιi

ξi
ξ

conmuta, entonces qi∈I Mi/∼ junto con la familia {ιi : Mj → qi∈I Mi/∼}j ∈I es el límite directodel funtor F : I → R-Mod. En consecuencia, denotaremos ĺım
−→
Mi = qi∈I Mi/∼.Finalmente, veamos que el límite directo es exacto. Supongamos que

0 F G H 0φ ψ

es una sucesión exacta de sistemas directos con Fi = Mi, Gi = Ni y Hi = Ki para cada
i ∈ I . Como φ y ψ son transformaciones naturales, entonces

0 Mi Ni Ki 0φi ψi

es una sucesión exacta de R-módulos para cada i ∈ I .Definimos ĺım
−→
φi : ĺım

−→
Mi → ĺım

−→
Ni como ĺım

−→
φ(x) = φi(xi) para un representante xi ∈ Mide x ∈ ĺım

−→
Mi. Nuevamente, esta definición no depende de los representantes debido aque el diagrama

Mi Mk

Ni Nk

αik

φi φk

βikconmuta para cualesquiera i ≤ k . Como ĺım
−→
ψi : ĺım

−→
Ni → ĺım

−→
Ki se define de maneraanáloga, obtenemos la sucesión
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0 ĺım

−→
Mi ĺım

−→
Ni ĺım

−→
Ki 0ĺım

−→
φi ĺım

−→
ψi

Veamos que ĺım
−→
φi es monomorfismo. Supongamos que ĺım

−→
φi(x) = 0 y que xi ∈ Mi esun representante de x , de forma que existe k ≥ i tal que φkαik (xi) = βikφi(xi) = 0. Puestoque cada φj es monomorfismo, se sigue que αik (xi) = 0, con lo que concluimos que x = 0.Ahora, sea z ∈ ĺım

−→
Ki con representante zi ∈ Ki. Ya que ψi : Ni → Ki es epimorfismo,existe yi ∈ Ni tal que zi = φi(yi), de manera que φ([y]) = z y, por lo tanto ĺım

−→
ψi essuprayectiva.Para ver que Im(ĺım

−→
φi) ⊆ Ker(ĺım−→ ψi), sea y ∈ Im(ĺım

−→
φi), de manera que existe xi ∈ Mital que φi(xi) = yi para un representante yi de y. En consecuencia, y ∈ Im(φi) = Ker(ψi),así que ψi(yi) = 0 y, por lo tanto ĺım

−→
ψi(y) = 0.Por otra parte, si tenemos y ∈ Ker(ĺım

−→
ψi), entonces ψi(yi) = 0, lo que implica queexiste k ≥ i tal que ψkβik (yi) = γikψi(yi) = 0. De esta manera, obtenemos

βik (yi) ∈ Ker(ĺım−→ ψk ) = Im(ĺım
−→
φk ),

de donde se sigue que αik (yi) = φk (xk ) para alguna xk ∈ Mk . Finalmente, concluimos queĺım
−→
φi([xk ]) = y y, por lo tanto, Im(ĺım

−→
φi) = Ker(ĺım

−→
ψi). Esto termina la demostración deque la sucesión es exacta.

Teoría de Morita

Definición A.4. Decimos que los anillos R y S son Morita equivalentes si R-Mod y
S-Mod son equivalentes como categorías bajo un par de funtores covariantes y aditivos.

Notemos que si F : R-Mod −→ S-Mod es un funtor aditivo y 0 ∈ HomR (M,N) para
M,N ∈ R-Mod, entonces F (0) ∈ HomS(FM,FN) es el morfismo 0. Esto se debe a quela igualdad

F (f ) + F (0) = F (f + 0) = F (f )
ocurre para cada f ∈ HomR (M,N).De la definición, se sigue que si R y S son anillos Morita equivalentes, entoncesexisten un par de funtores

F : R-Mod −→ S-Mod y G : S-Mod −→ R-Mod
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y un par de isomorfismos naturales

η : GF −→ 1R-Mod y ζ : FG −→ 1S-Mod
tales que los siguientes diagramas conmutan para cualesquiera M,M ′ ∈ R-Mod, N,N ′ ∈
S-Mod, f ∈ HomR (M,M ′) y g ∈ HomS(N,N ′):

M M ′ N N ′

GFM GFM ′ FGN FGN ′

f g

ηM

GF (f ) ηM′ ζN
FG(g) ζN′

En particular, podemos expresar a cualesquiera f ∈ HomR (M,M‘) y g ∈ HomS(N,N ′)como las composiciones
f = ηM ′GFfη−1

M y g = ζN ′FGgζ−1
N .

Finalmente, como ηN , η−1
M y G(g) son R-morfismos para cualesquiera R-módulos M,Ny g ∈ HomR (N,M), podemos definir las dos siguientes asignaciones:
φ : HomS(N,FM) −→ HomR (GN,M)

g 7−→ ηMG(g)
θ : HomS(FM,N) −→ HomR (M,GN)

f 7−→ G(f )η−1
M

Lema A.5. Las asignaciones φ y θ son morfismos de grupos abelianos

Demostración. Únicamente demostraremos la afirmación para φ pues la afirmación pa-ra θ se realiza de forma análoga. Comencemos recordando que (HomR (M,M ′),+, 0) y(
HomS(N,N ′),+, 0) son grupos abelianos para cualesquiera M,M ′ ∈ R-Mod y N,N ′ ∈
S-Mod.Ya que φ(g) está definida como la composición

GN GFM M ,G(g) ηM

entonces φ(g) ∈ HomR (GN,M) queda únicamente determinada.
∴ φ es función.
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Por otra parte, si g, g′ ∈ HomS(N,FM), entonces

φ(g+ g′) = ηMG(g+ g′) = ηM
(
G(g) + G(g′))

porque G es un funtor aditivo. De hecho, si x ∈ GN , entonces las propiedades de R-módulos de ηM implican G(g)(x), G(g′)(x) ∈ GFM y las igualdades
ηM
(
G(g) + G(g′))(x) =ηM(G(g)(x) + G(g′)(x))=ηM(G(g)(x))+ ηM(G(g′)(x))=(ηMG(g))(x) + (ηMG(g′))(x).

Es decir que ηM(Gg+ Gg′) = (ηMGg) + (ηmGg′). En conclusión
φ(g+ g′) = φ(g) + φ(g′).

∴ φ es un Z-morfismo.
A partir de aquí, asumiremos que los anillos R y S son Morita equivalentes y usaremosla notación F , G, η, ζ , φ y θ para referirnos, respectivamente, a los funtores, isomorfismosnaturales y morfismos que usamos en las observaciones y en el lema anterior.

Proposición A.6. Para todo par M,M ′ ∈ R-Mod, la restricción de F

F | : HomR (M,M ′) −→ HomS(FM,FM ′)
es un isomorfismo de grupos abelianos. Además, f es monomorfismo (resp. epimorfismo)
si y sólo si Ff también lo es.

Demostración. Para evitar complicar la notación, llameremos F a la restricción del funtora HomR (M,M ′). Ya que HomR (M,M ′) y HomS(FM,FM ′) son grupos abelianos, entonces
F es un morfismo de grupos abelianos debido a que F es un funtor aditivo.Definamos

H : HomS(FM,FM ′) −→ HomR (M,M ′)
g 7−→ ηM ′G(g)η−1

M

que es un Z-morfismo debido a que
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H(g+ h)(x) =ηM ′G(g+ h)η−1
M (x) = ηM ′

(
G(g) + G(h))(η−1

M (x))=ηM ′(G(g)η−1
M (x) + G(h)η−1

M (x)) = ηM ′G(g)η−1
M (x) + η−1

M ′G(h)η−1
M (x)=(H(g) +H(h))(x)

es decir que H(g+ h) = H(g) +H(h).
Además, si suponemos que H(g) = 0, entonces G(g) = 0 se sigue del hecho de que

ηM ′ y η−1
M son isomorfismos y de la definición de H . En consecuencia

g = ζFM ′FG(g)ζ−1
FM = 0,

por lo que H es monomorfismo. Por otra parte, si tomamos f ∈ HomR (M,M ′), entonces
F (f ) ∈ HomS(FM,FM ′) es tal que

H
(
F (f )) = ηM ′GF (f )η−1

M = f ,
así que podemos concluir que H es un Z-isomorfismo cuyo morfismo inverso es F . Con-cluimos que F también es un isomorfismo.
∴ F es un Z-isomorfismo.

Gracias a la igualdad f = ηM ′GF (f )η−1
M , sabemos que f es monomorfismo (respectiva-mente epimorfismo) si y sólo si GF (f ) también lo es. Vamos a ver que F (f ) es monomorfismodemostrando que si h ∈ HomS(K,FM) es tal que F (f )h = 0, entonces h = 0. Bajo lahipótesis,

GF (f )G(h) = G
(
F (f )h) = 0,

y ya que GF (f ) es un monomorfismo, entonces G(h) = 0. Por lo tanto,
h = ζFMFG(h)ζ−1

K = 0.
Recíprocamente, F (f ) es monomorfismo si y sólo si FGF (f ) lo es; de manera que, para

h ∈ HomR (K,M), tenemos que
FGF (f )F (h) = F (GF (f )h) = 0
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implica F (h) = 0. En consecuencia,

h = ηMGF (h)η−1
K = 0.

∴ f es monomorfismo si y sólo si F (f ) es monomorfismo.
Análogamente se demuestra que f es un epimorfismo si y sólo si F (f ) también loes, por lo que también podemos concluir que f es un isomorfismo si y sólo si F (f ) esbiyectivo.

La proposición anterior puede usarse para ver que, si M 6= 0, entonces
F : EndR (M) −→ EndS(FM)

es un isomorfismo de anillos. Sólo quedaría comprobar que F (f )F (g) = F (fg) y F (IdM) =
IdFM pero estas dos propiedades se satisfacen debido a que F es un funtor covariante.
Lema A.7. Si R y S son anillos equivalentes, entonces

φ : HomS(N,FM) −→ HomR (GN,M)
es un isomorfismo de grupos abelianos para cualesquiera M ∈ R-Mod y N ∈ S-Mod.
Además, si M1,M2 ∈ R-Mod y N1, N2 ∈ S-Mod, entonces para cualesquiera

δ ∈ HomR (GN1,M1), γ ∈ HomS(N1, FM1),
h ∈ HomR (M1,M2) , k ∈ HomS(N2, N1)

se cumplen la igualdades

φ
(
F (h)γk) = hφ(γ)G(k) y φ−1(hδG(k)) = F (h)φ−1(δ)k .

Finalmente, γ ∈ HomS(N,FM) es monomorfismo (resp. epimorfismo) si y sólo si φ(γ)
también lo es.

Análogamente,
θ : HomS(FM,N) −→ HomR (M,GN)
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es un morfismo de grupos abelianos que satisface las igualdades

θ
(
kγ ′F (h)) = G(k)θ(γ ′)h y θ−1(G(k)δ ′h) = kθ−1(δ ′)F (h)

para γ ′ ∈ HomS(FM,N) y δ ′ ∈ HomR (M,GN).
Demostración. Sabemos, gracias a la proposición anterior, que

G : HomS(N,FM) −→ HomR (GN,GFM)
es un isomorfismo de grupos abelianos. Definamos

H : HomR (GN,GFM)→ HomR (GN,M)
f 7−→ ηMf

y notemos que H es un isomorfismo de grupos abelianos. En primer lugar,
ηM(f + g)(x) = ηMf (x) + ηMg(x)

implica H(f + g) = H(f ) + H(g), así que H es un Z-morfismo. Además, como ηM esun isomorfismo, entonces ηMf = 0 implica f = 0, es decir que H es monomorfismo.Finalmente, si tomamos f ′ ∈ HomR (GN,M), entonces η−1
M f ′ ∈ HomR (GN,GFM) es talque

ηM(η−1
M f ′) = f ′,

con lo que concluimos que H es un Z-isomorfismo.Ahora notemos que
φ(g) = ηMG(g) = H

(
G(g)),

así que φ = HG es un isomorfismo de grupos abelianos.Tomemos ahora γ, δ , k y h como en la hipótesis. En primer lugar, tenemos que
φ
(
F (h)γk) =ηM2G

(
F (h)γk) = ηM2GF (h)G(γ)G(h)=(ηM2GF (h)ηM1

)(
η−1
M1G(γ))G(h)=hφ(γ)G(h).

De esta igualdad, tenemos que
φ
(
F (h)φ−1(δ)k) = hφ

(
φ−1(δ))G(k) = φ

(
φ−1(hδG(k)))
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así que, por la inyectividad de φ, obtenemos

φ−1(hδG(k)) = F (h)φ−1(δ)k .
Finalmente, queda demostrar que γ ∈ HomR (GN,M) es un monomorfismo (respecti-vamente un epimorfismo) si y sólo si φ(γ) también lo es. Esto se debe a que definimos

φ(γ) = ηMG(γ) donde ηM es un isomorfismo, así que φ(γ) es monomorfismo si y sólo si
G(γ) es monomorfismo, lo cual, como ya vimos, es equivalente a que γ sea monomorfismo.El mismo argumento se sirve para demostrar la afirmación equivalente para epimorfismos.La demostración de la afirmación para θ es análoga.

Notemos que, al tomar el morfismo identidad en lugar de k o h en las igualdades dellema anterior, obtenemos
φ(γk) =φ(F (IdM)γk) = IdMφ(γ)G(k) = φ(γ)G(k)

φ−1(hδ) =φ−1(hδG(IdN)) = F (h)φ−1(δ)IdN = F (h)φ−1(δ).
Estas igualdades las usaremos constantemente en lo que resta del anexo.Si F : R-Mod −→ S-Mod es un funtor aditivo covariante y denotamos iK≤M al mor-fismo inclusión de K en M , entonces

Λ: L(M) −→ L(FM)
K 7−→ Im

(
F (iK≤M)).

es un morfismo de órdenes.En primer lugar, notemos que Λ está bien definida como función debido a que F (iK≤M) ∈
HomS(FK, FM). De esta forma, Im(F (iK≤M)) ≤ FM y F (iK≤M) es un único S-morfismode FK en FM , con lo cual K = L implica

Λ(K ) = Im(FiK≤M) = Im(FiL≤M) = Λ(L).
Por otra parte, si L ≤ K ≤ M , entonces iL≤M = iK≤MiL≤K , de forma que se conservala igualdad cuando aplicamos el funtor F , es decir F (iL≤M) = F (iK≤M)F (iL≤K ). En conse-cuencia, obtenemos

Im(FiL≤M) = Im(FiK≤MFiL≤K ) = FiK≤M
(
Im(FiL≤K )) ≤ Im(FiK≤M),
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es decir que Λ(L) ≤ Λ(K ).
∴ Λ es un morfismo de órdenes.
Proposición A.8. Si R y S son anillos Morita equivalentes, entonces Λ es un isomorfismo
de retículas.

Demostración. Ya sabemos Λ es un morfismo de órdenes. Ahora definamos la función
Γ: L(FM) −→ L(M)

N 7−→ Im
(
φ(iN≤FM))

Vamos a ver que Γ es un morfismo de órdenes y que es inverso de Λ.Notemos que Γ preserva el orden, pues si K ≤ N ≤ FM , entonces A.7 implica
φ(iK≤FM) = φ(iK≤NiN≤FM) = φ(iN≤FM)G(iK≤N), de modo que

Γ(K ) =Im(φ(iK≤FM)) = Im
(
φ(iN≤FM)G(iK≤N))=φ(iN≤FM)(Im(G(iK≤N))) ≤ Im(φ(iN≤FM)) = Γ(N).

Ahora trabajaremos con K ≤ M y con Λ(K ) ≤ FM . Ya que iK≤M es un monomorfismo,entonces F (iK≤M) ∈ HomS(FK, FM) también lo es. En consecuencia
FK ∼= Im

(
F (iK≤M)) = Λ(K ) = Im

(
iΛ(K )≤FM),

por lo que existe un isomorfismo h ∈ HomS
(
FK, Im(F (iK≤M))) tal que satisface la igual-dad F (iK≤M) = iΛ(K )≤FMh, es decir que tenemos el diagrama conmutativo

FK FM

Λ(K )
F (iK≤M )

h iΛ(K )≤FM

En consecuencia
φ(iΛ(K )≤FM)G(h) = φ

(
F (iΛ(K )≤FM)h) = φ

(
F (iK≤M)IdFK) = iK≤Mφ(IdFK ),

donde G(h) ∈ HomR
(
GFK,GIm(F (iK≤M))) y φ(IdK ) ∈ HomR (GFK,K ) son isomorfismoscomo resultado de que h e IdK lo son. De esta manera, tenemos
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ΓΛ(K ) =Im(φ(iΛ(K )≤FM)) = Im
(
iK≤Mφ(IdFK )G(h)−1)

=iK≤Mφ(IdFK )(Im(G(h)−1)) = iK≤Mφ(IdFK )(GFK )=iK≤M(K ) = K .
Por otra parte, si tomamos N ≤ FM , obtenemos el diagrama conmutativo

GN M

Γ(N)
φ(iN≤FM )

k iΓ(N)≤M

donde la inyectividad de φ(iN≤FM) implica que GN ∼= Im(φ(iN≤FM)) = Γ(N), gracias a locual podemos inferir la existencia del isomorfismo k . En consecuencia, podemos aplicarla igualdad de la proposición A.7 para obtener
iN≤FM =φ−1(φ(iN≤FM)) = φ−1(iΓ(N)≤Mk)=F (iΓ(N)≤M)φ−1(k)

donde φ−1(k) ∈ HomS(N,FΓ(N)) es un isomorfismo. Así
ΛΓ(K ) =Im(F (iΓ(K )≤M)) = Im

(
iN≤FM(φ−1(k))−1)

=iN≤FM(Im(φ−1(k))−1) = iN≤FM(N) = N .
En conclusión, Γ es el morfismo de órdenes inverso de Λ. Por lo que podemos concluirque Λ es un isomorfismo de retículas.

Corolario A.9. Sean R y S anillos equivalentes y M ∈ R-Mod, entonces M es neteriano
si y sólo si FM es neteriano.

Demostración. Supongamos que M es neteriano y que
K0 ≤ K1 ≤ K2 ≤ · · ·

es una cadena ascendente de submódulos de FM , entonces existe una cadena ascendentede submódulos de M
N0 ≤ N1 ≤ N2 ≤ · · ·
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tal que Λ(Nn) = Kn para cada n ∈ N. En consecuencia, existe n ∈ N tal que Nn = Nkpara toda k ≥ n y así

Kn = Λ(Nn) = Λ(Nk ) = Kkpara toda k ≥ n.Recíprocamente, si FM es neteriano y
N0 ≤ N1 ≤ N2 ≤ · · ·

es una cadena ascendente de submódulos de M , entonces
Λ(N0) ≤ Λ(N1) ≤ Λ(N2) ≤ · · ·

es una cadena ascendente de submódulos de FM . De este modo, existe n ∈ N tal que,para toda k ≥ n, se satisface Λ(Nn) = Λ(Nk ). Y ya que Λ es un isomorfismo de retículas,esto último implica que Nn = Nk para toda k ≥ n.
∴ M es neteriano si y sólo si FM es neteriano.

A partir de este punto, el objetivo es demostrar que R y el anillo de matrices Mn×n(R)son anillos equivalentes para cualquier n ∈ Z+ y cualquier anillo R . Comenzaremos ha-ciendo algunas observaciones que no involucrarán los resultados previos en este capítulo.
Lema A.10. Sean F,G : R-Mod → S-Mod funtores aditivos covariantes. Si

0 A B C 0f g

es una sucesión exacta corta que se escinde, entonces

0 FA FB FC 0Ff Fg

también es una sucesión exacta que se escinde. Más aún, si η : F −→ G es una trans-
formación natural, entonces ηB es monomorfismo (resp. epimorfismo) si y sólo si ηA y ηC
son monomorfismos (resp. epimorfirmos).

Demostración. Supongamos que
0 A B C 0f g
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es una sucesión exacta corta que se escinde, entonces existe f0 ∈ HomR (B, A) tal que
f0f = IdA. Por lo tanto F (f0) ∈ HomS(FB, FA) es tal que

F (f0)F (f ) = F (f0f ) = F (IdA) = IdFA.
∴ 0 FA FB FC 0F (f ) F (g) es una sucesión exacta que se escinde.

Ahora consideremos el siguiente diagrama:
0 FA FB FC 0
0 GA GB GC 0

F (f )
ηA

F (g)
ηB ηC

G(f ) G(g)

Notemos que, ya que η es una transformación natural, el diagrama entero conmuta y que,gracias a lo anterior, sabemos que ambos renglones son sucesiones exactas.Supongamos que ηB es un monomorfismo. Como F (f ) es un monomorfismo, enton-ces ηBF (f ) = G(f )ηA también lo es, así que podemos concluir que ηA es monomor-fismo. Por otra parte, como la sucesión en R-Mod es exacta, existe un monomorfismo
g0 ∈ HomR (C,B) tal que gg0 = IdC , de modo que obtenemos el diagrama conmutativo

FB FC

GB GC

ηB

F (g0)
ηC

G(g0)
En consecuencia, ηBF (g0) = G(g0)ηC es un monomorfismo y, por lo tanto, ηC también loes. Recíprocamente, si ηA y ηC son monomorfismos y b ∈ FB es tal que ηB(b) = 0,entonces

ηCF (g)(b) = G(g)ηB(b) = 0,
lo que implica que F (g)(b) = 0. Esto significa que b ∈ Ker(F (g)) = Im

(
F (f )), así queexiste a ∈ FA tal que F (f )(a) = b, es decir que

G(f )ηA(a) = ηBF (f )(a) = ηB(b) = 0.
Por la inyectividad de G(f ) y de ηA, tenemos que a = 0. Así que concluimos que b =
F (f )(a) = 0, es decir que ηB es monomorfismo.La demostración para el caso para epimorfismos es análoga.
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Para demostrar la siguiente proposición, recordemos que G ∈ R-Mod es un generadorsi genera a la categoría R-Mod. Usaremos además, que esta definición es equivalente adecir que G genera a RR .

Proposición A.11. Sean P,G ∈ R-Mod, entonces:

1. P es finitamente generado y proyectivo si y sólo si existen P ′ ∈ R-Mod y n ∈ Z+
tales que R (n) ∼= P ⊕ P ′.

2. G es un generador si y sólo si existen R ′ ∈ R-Mod y n ∈ Z+ tales que G(n) ∼= R⊕R ′.

Demostración. Comencemos demostrando la doble implicación del primer enunciado. Co-mo R es generador y P es finitamente generado, entonces existen n ∈ Z+ y un epimor-fismo
R (n) P .f

Como P es proyectivo, la existencia de este epimorfismo implica que Ker(f ) es un sumandodirecto de R (n), es decir que R (n) = Ker(f )⊕N para algún N ≤ R (n) y, de hecho
P = Im(f ) ∼= N .

Por lo tanto R (n) = Ker(f )⊕N ∼= Ker(f )⊕ P , lo que demuestra la afirmación.Para la demostrar la segunda implicación, supongamos que existe un isomorfismo
f ∈ HomR (R (n), P ⊕ P ′) para algún P ′ ∈ R-Mod. Así, la composición

R (n) P ⊕ P ′ Pf πP

es un epimorfismo, es decir que P es finitamente generado. Además, como R es proyectivo,
R (n) también lo es y, finalmente, P comparte esta propiedad. Con esto queda demostradoel primer inciso.

Ahora demostremos la segunda afirmación recordando que si G es generador, entoncesgenera a R como R-módulo izquierdo. Así, como RR es finitamente generado, existen unentero positivo n y un epimorfismo f ∈ HomS(G(n), R). La implicación se concluye demanera análoga al inciso 1 usando que R es proyectivo.Recíprocamente, si G(n) ∼= R ⊕ R ′ para algún R ′ ∈ R-Mod, entonces la composición
G(n) R ⊕ R ′ RπR

es un epimorfismo. Por lo tanto, G genera a R y, en consecuencia, es un generador.
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Antes de continuar con la siguiente proposición, definiremos algunos funtores queserán de utilidad.Si tenemos RUS ,M,N ∈ R-Mod y f ∈ HomR (M,N), entoncesHomR (U,M) yHomR (U,N)son S-módulos izquierdos definiendo sγ mediante

(sγ)(u) = γ(us)
para γ ∈ HomR (U,M) o bien γ ∈ HomR (U,N). Así, la asignación

HomR (U, f ) : HomR (U,M) −→ HomR (U,N)
γ 7−→ fγ

es un S-morfismo izquierdo porque, si tomamos γ, γ ′ ∈ HomR (U,M), s ∈ S y u ∈ U , sesiguen las igualdades
• HomR (U, f )(γ + γ ′) = f (γ + γ ′) = fγ + fγ ′ = HomR (U, f )(γ) +HomR (U, f )(γ ′),
• sHomR (U, f )(γ)(u) = s(fγ)(u) = fγ(us) = f (sγ)(u) = HomR (U, f )(sγ)(u), es decirque sHomR (U, f )(γ) = HomR (U, f )(sγ).
En consecuencia, las asignaciones

HomR (U, _)(M) = HomR (U,M) y HomR (U, _)(f ) = HomR (U, f )
definen un funtor covariante de R-Mod en S-Mod. Además, este funtor es aditivo pues

HomR (U, f + f ′)(γ) = (f + f ′)(γ) = fγ + f ′γ = (HomR (U, f ) +HomR (U, f ′))(γ).
Análogamente, HomR (N,U) es un S-módulo derecho definiendo (γs)(n) = γ(n)s y

HomR (f , U)(γ) = γf es un S-morfismo derecho. Por lo tanto, las asignaciones
HomR (_, U)(M) = HomR (M,U) y HomR (_, U)(f ) = HomR (f , U)

definen un funtor contravariante aditivo de R-Mod a Mod-S. Nos referiremos a estosfuntores como los funtores Hom. Notemos que, usando adecuadamente los funtores Homy las igualdades de A.7, los isomorfismos de grupos abelianos φ y θ resultan transfor-maciones naturales.Por otra parte, si tenemos SUR , M,N ∈ R-Mod y f ∈ HomR (M,N), U ⊗R M es un
S-módulo izquierdo bajo la acción s(u ⊗ m) = (su) ⊗ m para s ∈ S, u ∈ U y m ∈ M .
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Además,

U ×M −→ U ⊗R N(u,m) 7−→ u⊗ f (m)
define un único Z-morfismo

(IdU ⊗ f ) : U ⊗R M −→ U ⊗R N

tal que (IdU ⊗ f )(u ⊗ m) = u ⊗ f (m) para cada u ∈ U y m ∈ M . Más aún, si tenemos
s ∈ S, entonces
(IdU ⊗ f )(s(u⊗m)) = (IdU ⊗ f )(su⊗m) = su⊗ f (m) = s

(
u⊗ f (m)) = s(IdU ⊗ f )(u⊗m),

por lo que (IdU ⊗ f ) es un S-morfismo izquierdo.Considerando además que(
IdU ⊗ (f + f ′))(u⊗m) = u⊗ (f + f ′)(m) = (u⊗ f (m))+ (u⊗ f ′(m))= (IdU ⊗ f )(u⊗m) + (IdU ⊗ f ′)(u⊗m),

obtenemos que las asignaciones
(U ⊗R _)(M) = U ⊗R M y (U ⊗R _)(f ) = IdU ⊗ f

definen un funtor aditivo covariante de R-Mod en S-Mod.Análogamente, ( _ ⊗S U) es un funtor aditivo covariante de Mod-S en Mod-R . Estosdos últimos funtores se conocen como los funtores tensor.Finalmente, recordemos que existen isomorfismos
M ∼= HomR (R,M) y M ∼= R ⊗R M

para toda M ∈ R-Mod. Los cuales están dados respectivamente por
ξ(m) = (_ ·m) con inverso ξ−1(γ) = γ(1) y
χ(m) = 1⊗m con inverso χ−1( n∑

i=1 ri ⊗mi

) = n∑
i=1 rimi.
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Proposición A.12.

1. Para cualesquiera PR , SUR y SN , la función

ν : P ⊗R HomS(U,N) −→ HomS
(
HomR (P,U), N),

definida por ν(p ⊗ γ)(δ) = γδ(p), es una transformación natural en cada variable.
Además, si PR es finitamente generado y proyectivo, ν es isomorfismo.

2. Para cualesquiera RP , RUS y SN , la asignación

µ : HomR (P,U)⊗S N −→ HomR
(
P, (U ⊗S N)),

definida por µ(γ⊗n)(p) = γ(p)⊗n, es una transformación natural en cada variable.
Además, si RP es finitamente generado y proyectivo, µ es isomorfismo.

Demostración. Demostraremos únicamente el primer inciso puesto que la demostraciónde la segunda afirmación es análoga.Para ver que ν es una transformación natural en la primera variable, tomemos H =
HomR (U,N), f ∈ HomR (P,P ′) y definamos

ψ : HomS
(
HomR (P,U), N) −→ HomS

(
HomR (P ′, U), N)

mediante ψ(h)(γ) = h(γf ) = h
(
HomR (f , U)(γ)). Notemos que ψ es un S-morfismo derechodebido a que

• ψ(h+ h′)(γ) = (h+ h′)(γf ) = h(γf ) + h′(γf ) y
• ψ(hs)(γ) = hs(γf ) = h(γfs) = h(γf )s = ψ(h)(γ)s.

Ahora sólo resta demostrar que
P ⊗R HomS(U,N) P ′ ⊗R HomS(U,N)

HomS
(
HomR (P,U), N) HomS

(
HomR (P ′, U), N)

f⊗IdH

νP νP′

ψf

es un diagrama conmutativo, es decir que νP ′(f ⊗ IdH) = ψfνP . Sean p ∈ P y γ ∈
HomS(U,N), entonces

νP ′(f ⊗ IdH)(p⊗ γ) = νP ′
(
f (p)⊗ γ);
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de modo que, al evaluar este morfismo en δ ∈ HomR (P ′, U), tenemos

νP ′(f ⊗ IdH)(p⊗ γ)(δ) = γδ
(
f (p)).

Por otro lado:
ψfνP(p⊗ γ)(δ) = νP(p⊗ γ)(δf ) = γδf (p),

con lo que se concluye la igualdad.Las demostraciones de que ν es transformación natural en la segunda y en la tercervariable se logran análogamente viendo que los siguientes diagramas son conmutativos:
P ⊗R HomS(U,N) P ⊗R HomS(U ′, N)

HomS
(
HomR (P,U), N) HomS

(
HomR (P,U ′), N)

IdP⊗(_f )
νU νU′

ψf

con ψf (h)(δ) = h(fδ) para h ∈ HomS
(
HomR (P,U), N) y δ ∈ HomR (P,U ′) y

P ⊗R HomS(U,N) P ⊗R HomS(U,N ′)
HomS(HomR (P,U), N) HomS(HomR (P,U), N ′)

IdP⊗HomS (U,f )
νN νN′

HomS (H,f )
∴ ν es una transformación natural en las tres variables.

A partir de este punto, supondremos que PR es finitamente generado y proyectivo, demodo que existe un isomorfismo
f : R −→ P ⊕ P ′

para algún P ′ ∈Mod-R . Considerando el monomorfismo ηP ∈ HomR (P,P ⊕ P ′) y elepimorfismo πP ′ ∈ HomR (P ⊕ P ′, P ′), obtenemos una sucesión exacta que se escinde:
0 P R P ′ 0.ηP f−1 fπP′

Aplicando A.10, tenemos que ambos renglones del diagrama
P ⊗R HomS(U,N) R ⊗R HomS(U,N) P ′ ⊗R HomS(U,N)

HomS
(
HomR (P,U), N) HomS

(
HomR (R,U), N) HomS

(
HomR (P ′, U), N)νP νR νP′

son sucesiones exactas cortas que se escinden.
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Por otra parte, tenemos los Z-isomorfismos derechos

R ⊗R HomS(U,N) ∼= HomS(U,N) ∼= HomS
(
HomR (R,U), N),

donde el primer isomorfismo está dado por r ⊗ γ 7→ rγ y el segundo por
κ : HomS(U,N) −→ HomS

(
HomR (R,U), N)

donde κ(f )(δ) = fδ(1) para f ∈ HomS(U,N) y δ ∈ HomR (R,U). Así que, si aplicamosambos isomorfismos, obtenemos la composición
r ⊗ γ 7−→ γr 7−→ κ(γr)

que satisface
κ(γr)(δ) = γrδ(1) = γδ(r) = νR (r ⊗ γ)(δ).

Por lo tanto, νR es la composición de ambos isomorfismos. Con A.10, podemos concluirque νP y νP ′ también son isomorfismos.
∴ P ⊗R HomS(U,N) ∼= HomS

(
HomR (P,U), N).

La definición de que M sea un R-módulo izquierdo que hemos usado hasta este mo-mento depende de la existencia de una acción de R en M . Esta definición es equivalentea la existencia de un morfismo de anillos
λ : R −→ Endl(M),

donde Endl(M) denota a los endomorfismos izquierdos deM como grupo abeliano. Análo-gamente, M es un S-módulo derecho si existe un morfismo de anillos
ρ : S −→ Endr(M)

para Endr(M) el anillo de endomorfismos derechos del grupo abeliano M . Con estasdefiniciones, son equivalentes las afirmaciones:
1. M es un (R,S)-bimódulo;
2. λ : R −→ Hom(MS) es un morfismo de anillos;
3. ρ : R −→ Hom(RM) es un morfismo de anillos.
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Decimos entonces que RM es fiel (resp. balanceado o bien fielmente balanceado) si

λ es inyectivo (resp. suprayectivo o bien biyectivo). Análogamente se definen los tresconcepto para RS usando ρ y para RMS usando ambos morfismos.Sea T = End(RM), de modo que M es un (R, T )-bimódulo a través del morfismo deanillos
IdT : T −→ End(RM),

es decir que m · f = f (m). Definimos entonces BiEnd(RM) = End(MT ), que satisface
λ(r)f (m) = rf (m) = f (rm) = f

(
λ(r)(m)) = fλ(r)(m),

para toda f ∈ T , de manera que λ(r) ∈ BiEnd(RM). En consecuencia, BiEnd(RM) es un
R-módulo derecho.Finalmente, recordemos que para todo par M,N ∈ R-Mod, la traza de N en M sedefine mediante

TrM(N) =∑{Im(h) | h ∈ HomR (N,M)} ≤ M .
Teorema A.13. Sea M = N ⊕ K y definamos el morfismo de anillos

Res : BiEnd(RM) −→ BiEnd(RN)
g 7−→ g|N

entonces el diagrama

R

BiEnd(RM) BiEnd(RN)
λ1 λ2

Res

conmuta. Más aún, si N genera a K , entonces Res es inyectiva.

Demostración. La conmutatividad del diagrama se sigue de que λ2, el morfismo de anillosque hace a N un R-módulo izquierdo, es la restricción de λ1 debido a que N ≤ M .Entonces la igualdad
λ2(r) = λ1(r) = λ1(r)|N = Res λ1(r)se satisface para toda r ∈ R .Ahora supongamos que N genera a K y sean T = End(RM) y b ∈ BiEnd(RM) talque Res(b) = b|N = 0. Debido a que N genera a K y a que M = N ⊕ K , entonces N
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genera a M , de modo que existe un epimorfismo φ ∈ HomR (N,M) que satisface

M = Im(φ) ≤∑{Im(h) | h ∈ HomR (N,M)} ≤ M ,
por lo que M = TrM(N).Vamos a demostrar que TrM(N) = NT . Si m ∈ TrM(N) entonces existen k ∈ Z+,
h1, . . . , hk ∈ Hom(N,M) y n1, . . . , nk ∈ N tales que n = ∑k

i=1 hi(ni), así que podemosdefinir, para cada i ∈ {1, . . . k}:
h′i : M =N ⊕ K −→ M

n+ k 7−→ hi(n)
que están bien definidos como R-morfismos gracias a que la suma es directa; de hecho,estos morfismos satisfacen

n = k∑
i=1 hi(ni) = k∑

i=1 h
′
i(ni) = k∑

i=1 ni · hi,
lo cual implica que n ∈ NT . Por otra parte, para n ∈ NT se satisface la igualdad
n =∑k

i=1 ti(ni) para algunos k ∈ Z+, t1, . . . , tk ∈ T y n1, . . . nk ∈ N; de este modo
n = k∑

i=1 ni · ti|N = k∑
i=1 ti(ni)

para ti|N ∈ HomR (N,M), es decir que n ∈ TrM(N).Finalmente, concluimos que M = TrM(N) = NT y, en consecuencia, obtenemos lasigualdades b(M) = b(NT ) = b(N)T = 0. Por lo tanto b = 0.
∴ Res es inyectivo.
Lema A.14. Sea RPS fielmente balanceado. Entonces RP es generador si y sólo si PS es
finitamente generado y proyectivo.

Demostración. Para demostrar las dos implicaciones, usaremos ambos incisos de la pro-posición A.11.Supongamos que RP es generador. Como RPS es fielmente balanceado, entonces
ρ : S −→ End(RP)
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es un isomorfismo de anillos. En particular, si tomamos s, s′ ∈ S entonces

ρ(ss′) = ρ(s)ρ(s′) = ρ(s) · s′,
por lo que ρ es un S-isomorfismo derecho, es decir que S ∼= HomR (P,PS) como S-módulosderechos. Además, ya que RP es generador, existe R ′ ∈ R-Mod tal que Pn ∼= R ⊕ R ′, asíque obtenemos los siguientes isomorfismos de S-módulos derechos:

Sn ∼= HomR (P,PS)n ∼= HomR (Pn, PS)
∼= HomR (R ⊕ R ′, PS) ∼= HomR (R,PS)⊕HomR (R ′, PS)
∼= PS ⊕HomR (R ′, PS).

∴ PS es finitamente generado y proyectivo.
Ahora supongamos que PS es finitamente generado y proyectivo, de modo que existe

S ′ ∈ Mod-S tal que Pn ∼= S ⊕ S ′ para alguna n ∈ Z+. Por otra parte, para todo par
r, r′ ∈ R se satisface λ(rr′) = λ(r)λ(r′) = rλ(r‘), así que

λ : R −→ Hom(PS)
es un isomorfismo de R-módulos izquierdos. En consecuencia, tenemos la cadena de
R-isomorfismos izquierdos

RPn ∼= HomS(S, RP)n ∼= HomS(Sn, RP)
∼= HomS(P ⊕ P ′, PS) ∼= HomS(P,PS)⊕HomS(P ′, PS)
∼= R ⊕HomS(P ′, PS).

∴ RP es generador.
Notemos que la demostración de este lema es análoga a la que usaríamos para de-mostrar que, dado RPS fielmente balanceado, entonces PS es generador si y sólo si RPes finitamente generado y proyectivo. En particular, RP es un generador proyectivo yfinitamente generado si y sólo si PS también lo es.

Teorema A.15. Sean G ∈ R-Mod y T = End(RG), entonces RG es un generador si y sólo
si

1. RG es fielmente balanceado;
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2. GT es finitamente generado y proyectivo.

Demostración. Sea RG un generador, de modo que existen n ∈ Z+, R ′ ∈ R-Mod y unisomorfismo φ ∈ HomR
(
G(n), R ⊕ R ′). Definimos

µ : BiEnd(G) −→ BiEnd(G(n)) y ψ : BiEnd(G(n)) −→ BiEnd(R ⊕ R ′)
como µ(b)(xi)ni=1 = (b(xi))ni=1 y ψ(b) = φbφ−1 para b ∈ BiEnd(G) y (xi) ∈ G(n). Así, estasdos funciones son monomorfismos de anillos.Ahora consideremos el diagrama

R R R R

BiEnd(G) BiEnd(G(n)) BiEnd(R ⊕ R ′) BiEnd(R)
IdR

λ1
IdR

λ2
IdR

λ3 λ4
µ ψ Res

donde λi son los morfismos de anillos que definen a los anillos de bimorfismos como
R-módulos izquierdos. Notemos que

µλ1(r)(xi) = (λ1(r)(xi)) = (rxi) = r(xi) = λ2(r)(xi),
de forma que el rectángulo izquierdo del diagrama conmuta. Respecto al rectángulo cen-tral, recordemos que todo biendomorfismo de R ⊕ R ′ es, en particular, un R-morfismoizquierdo; en consecuencia φbφ−1 es un R-morfismo para todo b ∈ BiEnd(R ⊕ R ′) y

ψλ2(r)(b) = φλ2(r)(b) = φ
(
rφ−1(b)) = r

(
φφ−1(b)) = rb = λ3(r)b,

por lo que el segundo cuadrado conmuta. Finalmente, sabemos que el último rectánguloconmuta gracias a A.13.De hecho, A.13 también implica que Res es inyectivo pues R genera a R ′ por sergenerador, así que tenemos el monomorfismo Resψµ y el isomorfismo
R BiEnd(R) = End(RR).λ4

Se sigue que λ1 es un monomorfismo debido a que la composición Resψµλ1 = λ4 lo es.Además, si tenemos b ∈ BiEnd(G), entonces existe r ∈ R tal que
Resψµ

(
λ1(r)) = λ4(r) = Resψµ(b),

porque λ4 es suprayectiva, así que λ1(r) = b.
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De este modo, tenemos los isomorfismos

λ1 : R −→ End(GEnd(RG)) e Id : End(RG) −→ End(RG),
por lo que podemos concluir que RGEnd(RG) es fielmente balanceado. Finalmente, por A.14,tenemos que GT es finitamente generado y proyectivo, Además, el primer isomorfismoimplica que RG es fielmente balanceado.
∴ RG es fielmente balanceado y GT es finitamente generado y proyectivo.

La segunda implicación es una consecuencia del lema anterior puesto que, por hi-pótesis RG es fielmente balanceado y el morfismo de anillos IdT es biyectivo. Es decirque RGT es fielmente balanceado. Así, el hecho de que GT sea finitamente generado yproyectivo implica que RG es un generador.
Proposición A.16. Sean F : R-Mod → S-Mod y G : S-Mod → R-Mod funtores aditivos
covariantes y η : F → G una transformación natural. Si tenemos

f : RUT −→ RVT

para los (R, T )-bimódulos U y V , entonces las funciones F (f ) y ηU son morfismos de(S, T )-bimódulos.

Demostración. Notemos que, por la forma en la que están definidos F , G y νU , ya tenemosque U y V son (S, T )-bimódulos y que F (f ) y νU son S-morfismos izquierdos.Veamos que U es un (S, T )-bimódulo. Para esto, sea ρ : T → End(RU) el morfismo deanillos que hace de U un T -módulo derecho. Entonces
ρ′ : T −→ End(SFU)

t 7−→ F
(
ρ(t))

es un morfismo de anillos debido a que ρ es morfismo de anillos y F es funtor aditivocovariante, con lo que concluimos que U es un (S, T )-bimódulo.Para ver que F (f ) es un T -morfismo derecho, sean t ∈ T , x ∈ RFUT y denotemos por
ρ a los morfismos de anillos que definen como (R, T )-módulos a U y a V . Entonces f y
ρ(t) conmutan debido a que f es un T -morfismo y, en consecuencia:

F (f )(xt) = F (f )F(ρ(t))(x) = F
(
fρ(t))(x) = F

(
ρ(t)f)(x) = F

(
ρ(t))F (f )(x) = F (f )(x)t,
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igualdad que implica que F (f ) es un T -morfismo derecho.Finalmente, como νU es transformación natural, entonces el diagrama

FU FU

GU GU

F (ρ(t))
ηU ηU

G(ρ(t))conmuta para cada t ∈ T y x ∈ FU . De esta manera, νU es un T -morfismo derechoporque satisface las igualdades
ηU (xt) = ηUF

(
ρ(t))(x) = G

(
ρ(t))ηU (x) = (ηU (x))t.

Por lo tanto, ηU es un T -morfismo derecho.
A partir de este momento, retomaremos el trabajo con anillos Morita equivalentes. Así,cuando digamos que dos anillos R y S son equivalentes, tomaremos los funtores F y G,los isomorfismos naturales η : GF −→ 1R-Mod y ζ : FG → 1S-Mod y los Z-morfismos φ y θdefinidos al principio del anexo. En particular, la siguiente proposición establece algunaspropiedades Morita equivalentes que necesitaremos.

Proposición A.17. Sean R y S anillos equivalentes y U ∈ R-Mod. Entonces

1. Sean R y S anillos equivalentes, entonces

0 A B C 0f g

es una sucesión exacta corta en R-Mod si y sólo si

0 FA FB FC 0F (f ) F (g)

es una sucesión exacta corta en S-Mod.

2. (M, iα )α∈A es coproducto de (Mα )α∈A si y sólo si (FM,Fiα )α∈A es coproducto de(FMα )α∈A.
3. U es proyectivo si y sólo si FU es proyectivo;

4. RU es generador si y sólo si SFU es un generador.

5. U es finitamente generado si y sólo si FU es finitamente generado.

Demostración.
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1. Debido a que R y S son anillos equivalentes, tenemos el diagrama conmutativo

0 A B C 0
0 GFA GFB GFC 0

f g

GF (f )
ηA

GF (g)
ηB ηC

donde ηA, ηB y ηC son isomorfismos. Puesto que el renglón superior del diagramaes una sucesión exacta corta, entonces el renglón inferior también lo es.Supongamos que la sucesión de arriba es exacta corta. En particular, f es unmonomorfismo y g es un epimorfismo, así que F (f ) es monomorfismo y F (g) esepimorfismo. Demostremos la igualdad Im(F (f )) = Ker
(
F (g)). Ya que

F (g)F (f ) = F (gf ) = F (0) = 0,
tenemos que Im(F (f )) ≤ Ker(F (g)). Por otro lado, K = Ker

(
F (g)) ≤ FM , satisface

F (g)iK≤FM(K ) = F (g)(K ) = 0, entonces
gφ(iK≤FM) = φ

(
F (g)iK) = φ(0) = 0.

Es decir que Im(φ(iK )) ≤ Ker(g) = Im(f ), donde f es un monomorfismo. Usemosel Teorema del Factor para obtener un monomorfismo δ ∈ HomR (A,GK ) tal que
fδ = φ(iK ), de modo que se dan las igualdades

iK = φ−1φ(iK ) = φ−1(fδ) = F (f )φ−1(δ),
considerando φ−1(δ) ∈ HomS(K,FA), concluimos

Ker
(
F (g)) = Im(iK ) = Im

(
F (f )φ−1(δ)) = F (f )(Im(φ−1(δ)))

≤ F (f )(FA) = Im
(
F (f )).

Con lo que concluimos que 0→ FA→ FB → FC → 0 es una sucesión exacta corta.Por otra parte, si
0 FA FB FC 0F (f ) F (g)

es una sucesión exacta, entonces la primera parte de esta demostración implica que
0 GFA GFB GFC 0GF (f ) GF (g)
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también lo es. Por lo tanto, obtenemos el mismo diagrama conmutativo y, de formaanáloga, concluimos que 0→ A→ B → C → 0 es una sucesión exacta.2. Supongamos que (M, iα )α∈A es coproducto de (Mα )α∈A y que tenemos una familia de
S-morfismos gα ∈ HomS(FMα , N) para algún N ∈ S-Mod. De esta forma,

θ(gα ) : Mα −→ GN

es una familia de R-morfismos, así que existe un único f ∈ HomR (M,GN) tal que
θ(gα ) = fiα para cada α ∈ A. En consecuencia, θ−1(f ) ∈ HomS(FM,N) es tal que

gα = θ−1(fiα ) = θ−1(f )F (iα ).
Más aún, cualquier h ∈ HomS(FM,N) tal que gα = hF (iα ) para cada α ∈ A debesatisfacer la igualdad

θ(gα ) = θ
(
hF (iα )) = θ(h)iα ,

por lo que h = θ−1θ(h) = θ−1(f ). Con esto concluimos que (FM,F (iα ))α∈A es co-producto de (FMα )α∈A.Por otra parte, si (FM,Fiα )α∈A es coproducto de (FMα )α∈A y tenemos la familiade R-morfismos fα : Mα → N para algún N ∈ R-Mod, entonces obtenemos la familiade S-morfismos
F (fα ) : FMα −→ FN .

En consecuencia, existe un único g ∈ HomS(FM,FN) tal que gF (iα ) = F (fα ).Además, como
F : HomR (M,N) −→ HomS(FM,FN)

es un isomorfismo, existe f ∈ HomR (M,N) tal que F (f ) = g, es decir que F (fiα ) =
F (fα ), por lo que fiα = fα . Por lo tanto, (M, iα )α∈A es coproducto de (Mα )α∈A.3. Sean U proyectivo, M,N ∈ S-Mod, f ∈ HomS(FU,N) y g ∈ HomS(M,N) unepimorfismo. Para ver que FU es proyectivo, veamos que existe un morfismo h ∈
HomS(FU,M) tal que el diagrama

FU

M N

h f

gconmuta. Consideremos θ(f ) ∈ HomR (U,GN) y G(g) ∈ HomR (GM,GN) que es unepimorfismo debido a que g lo es. Ya que U es proyectivo, existe un R-morfismo
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δ ∈ HomR (U,GN) tal que G(g)δ = θ(f ). De este modo, tenemos las igualdades

f = θ−1θ(f ) = θ−1(G(g)δ) = gθ−1(δ),
con las que inferimos que el diagrama anterior conmuta para h = θ−1(δ) y que FUes proyectivo.Por otro lado, si FU es proyectivo y tenemos f ∈ HomR (U,N) y un epimor-fismo g ∈ HomR (M,N) con M,N ∈ R-Mod, entonces F (f ) ∈ HomS(FU, FN) yel epimorfismo F (g) ∈ HomS(FM,FN) son tales que F (g)h = F (f ) para algún
h ∈ HomS(FU, FM). Además, como

F : HomR (U,M) −→ HomS(FU, FM)
es un isomorfismo por A.7, existe h′ ∈ HomR (U,M) tal que F (h′) = h, es decir que

F (f ) = F (g)h = F (g)F (h′) = F (gh′),
con lo que podemos concluir que f = gh′. Por lo tanto, U es proyectivo.4. Supongamos que RU es un generador. Ya que tenemos GS ∈ R-Mod, existen unconjunto A y un epimorfismo f ∈ HomR (U (A), GS). En consecuencia,

F (U (A)) FGS S,F (f ) ζS

es un epimorfismo. Sin embargo, sabemos que F (U (A)) = FU (A), así que concluimosque FU genera a R y que, por lo tanto, es un generador.Recíprocamente, si SFU es generador, entonces existen un conjunto A y unepimorfismo g ∈ HomS(FU (n), FR) porque FR ∈ S-Mod. Debido a que FU (A) =
F (U (A)) y

F : HomR (U (A), R) −→ HomS(FU (A), FR)
es un isomorfismo, entonces existe f ∈ HomR (U (A), R) tal que F (f ) = g, es decir que
f es un epimorfismo. Con esto se concluye que RU es generador.5. Sea U finitamente generado y supongamos que N ∈ S-Mod genera a FU . Demanera análoga al inciso anterior, obtenemos que GN genera a U , así que existen unconjunto finito A y un epimorfismo f ∈ HomR (GN (A), U). Por lo tanto, la composición

N (A) F (GN (A)) = FGN (A) FU ,ζ−1
N F (f )
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por lo que N genera finitamente a FU . Por lo tanto, FU es finitamente generado.Además, si FU es finitamente generado, entonces GFU es finitamente generadocomo de la primera implicación. Ya que U ∼= GFU , concluimos que U también esfinitamente generado.

Para los últimos resultados, diremos que RP (resp. PS) es un progenerador si es ungenerador proyectivo y finitamente generado. Es inmediato que, para todo anillo R , RRy RR son progeneradores. Notemos además que A.14 implica que si RPS es fielmentebalanceado, entonces RP es un progenerador si y sólo si PS es un progenerador.
Teorema A.18. Definamos P = FR y Q = GS, entonces P es un (S,R)-bimódulo y Q es
un (R,S)-bimódulo tales que

1. SPR y RQS son fielmente balanceados;

2. PR , SP , RQ y QS son progeneradores;

3. SPR ∼= HomS(Q,S) y RQS ∼= HomR (P,R);
4. F ∼= HomR (Q, _) y G ∼= HomS(P, _ );
5. F ∼= (P ⊗R _) y G ∼= (Q ⊗S _).

Demostración. Ya que las demostraciones son análogas, haremos únicamente la primeraafirmación de cada inciso.Sabemos, por A.16, que P = FR es un (S,R)-bimódulo. Además, como el morfismo deanillos que define a R como un R-módulo derecho
ρ : R −→ End(RR)

r 7−→ ( _ · r)
es biyectivo, entonces ρ′ : R → End(PR ), definido por ρ′(r) = F ( _ · r) es la composiciónde los isomorfismos

R End(RR) End(SFR)ρ F

Es decir que PR es fielmente balanceado.Por otro lado, sabemos que RR es progenerador, así que SP es un generador proyectivoy finitamente generado por A.17, es decir que SP es progenerador. De aquí podemos
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concluir dos cosas: la primera, que SP es fielmente balanceado por A.16; y la segunda,que SP también es un progenerador por A.14. Con esto demostramos los dos primerosincisos.Para el tercer inciso, tomemos M ∈ R-Mod y consideremos el isomorfismo de gruposabelianos

φS : HomS(S, FM) −→ HomR (GS,M).
Como φ : HomS( _, FM) → HomR (G_,M) es una transformación natural, entonces φS esun S-morfismo izquierdo. Tenemos entonces los S-isomorfismos izquierdos:

FM ∼= HomS(S, FM) ∼= HomR (Q,M).
Ahora consideramos el diagrama

FM FM ′

HomS(S, FM) HomS(S, FM ′)
HomR (Q,M) HomR (Q,M ′)

F (f )
ξM ξM′

HomS (S,F (f ))
φM φM′

HomR (Q,f )

donde ξ(x) = ( _ · x). Notemos que éste conmuta debido a que el rectángulo superiorsatisface ( __ · F (f )(x))(s) = sF (f )(x) = F (f )(sx) = F (f )( __ · x)(s),
para todo par x ∈ FM y s ∈ S, y a que φ es una transformación natural. Con esto,tenemos el isomorfismo de funtores F ∼= HomR (Q, _ ).En particular, φξ : F → HomR (Q, _ ) es una transformación natural, así que (φξ)R esun isomorfismo de (S,R)-bimódulos. Por lo tanto

SPR ∼= HomR (Q,R).
Para demostrar el isomorfismo del inciso 5, usaremos la proposición A.12 y el iso-morfismo RQS ∼= HomR (P,R), cuya demostración es análoga a la afirmación equivalenterespecto a P . Así, para cada M ∈ R-Mod, tenemos los Z-isomorfismos

FM ∼= HomR (Q,M) ∼= HomR
(
HomR (P,R),M)

∼= P ⊗R HomR (R,M) ∼= P ⊗R M
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para cada M ∈ R-Mod. Por lo que concluimos F ∼= (P ⊗R _ ).
Teorema A.19. Sean

F : R-Mod→ S-Mod y G : S-Mod→ R-Mod

funtores covariantes aditivos. Entonces F y G son inversos categóricos si y sólo si existe
un bimódulo SPR tal que

1. SP y PR son progeneradores,

2. SPR es fielmente balanceado,

3. F ∼= (P ⊗ _ ) y G ∼= HomS(P, _ )
Demostración. La primera implicación se sigue directamente del teorema anterior, puessi F y G son inversos categóricos, entonces R y S son anillos Morita equivalentes. Deeste modo, P = FR satisface las tres afirmaciones.Si SPR satisface los tres incisos anteriores, en particular tenemos los isomorfismos

P ⊗R HomS(P,M) −→ HomS(HomR (P,P),M)
HomS

(
P,P ⊗R M

)
−→ HomS(P,P)⊗R M

por A.12. Además, si SPR es fielmente balanceado, tenemos que R ∼= End(P). Por lo tanto,para F ∼= (P ⊗R _ ) y G ∼= HomS(P, _ ), tenemos
FG(M) ∼= P ⊗R HomS(P,M) ∼= HomS

(
HomR (P,P),M)

∼= HomR (R,M) ∼= M

por un lado y, por otro:
GF (M) ∼= HomS(P,P ⊗R M) ∼= HomS(P,P)⊗R M

∼= R ⊗R M ∼= M .
∴ F y G son inversos categóricos.
Corolario A.20. Para dos anillos R y S, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. R y S son anillos Morita equivalentes;
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2. existe un progenerador PR tal que S ∼= End(PR ).

Demostración. La implicación de 1 a 2 es inmediata por el teorema anterior.Para el regreso, tomemos End(PR ) = T y el isomorfismo de anillos garantizado porlas hipótesis ρ : S → End(PR ). Si M es un (T , R)-bimódulo, entonces existe un morfismode anillos f : T → End(MR ), de modo que fρ es un morfismo de anillos, es decir que Mes un (S, T )-bimódulo. Además, todo T -morfismo f , es un S-morfismo porque
f (sx) = f

(
ρ(s)x) = ρ(s)f (x) = sf (x).

Si PR es progenerador, entonces A.14 implica que PR es fielmente balanceado y TP esfinitamente generado y proyectivo. En consecuencia, SP también es finitamente generadoy proyectivo por la observación del párrafo anterior. Finalmente, como ρ es un isomorfismo,entonces SP es fielmente balanceado.En consecuencia, SPR es fielmente balanceado y PR es un progenerador y, por lo tanto,
SP también es un progenerador. Para terminar, tomamos F = (P⊗R _ ) y G = HomS(P,R),de modo que F y G son inversos categóricos tal como se vio en la demostración delteorema anterior. Por lo tanto, R y S son anillos Morita equivalentes.

Este último teorema implica directamente lo que buscamos. Ya que R es un progenera-dor, entonces R (n) es un generador proyectivo y finitamente generado para toda n ∈ Z+que satisface el isomorfismo Mn×n(R) ∼= End(R (n)
R ). Por lo tanto, concluimos que R y

Mn×n(R) son anillos Morita equivalentes.
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