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? l. INTRODUCCION. 

1.1 Conjuntos de puntos. 

Cada elemento de un conjunto dad~ de númer~s reales queda representado 

por un punt~ de una recta; de esta manera a t~do conjunto de ndmeros le co

rresponde un conjunto de puntos en la recta dada. Aprovechándonos de este 

hecho llamaremos e todo conjunto en el que eada elemento c:s nn número real, 

En forma nnúloga se pueden definir conjuntos planos y de mayor número 

de dimensiones. CadG elemento de un conjunt• de .E. dimensiones es la rou 

ni6n de .E. números reales ( x ( 1 ) , x ( 2 ) , ••• x ( P) ) , y a tul elemento se llama 

punto en el esp,1cio de g dimensiones. 

El continuo p-dimcnsional consiste de todos los puntos de t,ü espacio 

cuando cada uno de los números x{l), x{ 2 ), ..• x(p) tomo. todon los valores -

posibles. La toor1=.l de los conjuntos de puntos es escnc ia.lnente una teo -

rio nritmética y la terminologin y representación geornót1·ic,1s se usan para 

facilitar el estudio y exposici6n pero no son indispons...1bbs. 

Un ejemplo sc!1cillo de conjunto linoal es el conjunto formado por to

dos los númGros ron.los x tales que a < x < b, donde E_ y b son dos númo 

ros renlos dados. A ~sto conjunto so le denomino intorv3lo _cerrado (n,b). 

Si se trt,t,t-!.:.1-Pt; conjunto cuyos ol0m::~ntos .! satist'acon la condición .. -
. • .i: 

a < x < b, se dice q_-" .. o os el int.::.:rvalo abierto (a, b). 
. . 

Cu:::lr,_uicrn do los -

dos conjuntos paru loa cuales se varifica qua a~ x < b 6 a< x < b, ro 

cibon el nombre do intcrvnlos semicorrados {a,b), abiertos en n 6 en b. 

Geomótric~montc puede decirse que el intervolo corr~do (o.,b) coincid0 

con el segmento de racto. cuyos extremos tC;ngnn las obscis,1:3 a y b res,oct_!. 

vumonto. 

Un conjunto li1,actl estó acotado si todo elemento de 61 s::t-isfnce l.'.:i -

cor1dición \xi _=:: o<, do!ldc .,( es un cierto número positivo. 
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Estas eonsider,:.:acion0s se pueden extender o los conjm:tos de cualquier 

número de dimensiones: ~or ejemplo para un conjunto plano en el que cado -

olemento es un p.:·r do números renlos ( ( 1) 
X ' 

( 2)) 
X ' 

:SJ11'.1~~ ( closod __ c_c:;_11) b(2)) al coajunto 

do puntos {x(l), x( 2 )) tolos que a(l).S x(l).S b(l); o< 2 ).s x( 2 ).s b( 2 }. Unn 

céluly __ abi0rto. es el conjunto do puntos (x( l}, x( 2 )) que s.::.:tisf:icon las d_~ 

sigualdados a(l)< x(l)< b(l\ a( 2 )< x( 2 )< b( 2 }, y será somicorrado si 

a(l).S x(l)< b(l); º(2}~ x(2) < b(2). 

Si se toma como imagen de un olomento (x{l), x( 2 )} del conjunto plano, 

el punto de coordonc.1d:1s x(l) y x( 2 ), lo representación gvomótrica de lo c6 

lula cerrada sor6. un rectó.ngulo do lodos parclolos a los ojos. 

Si existen números positivos o<.(l) y o<.( 2 } tolos qu~ lx(l~ ~ Q('(l), 

/x< 2 )/ .So( <2 ) so dico que el conjunto plano ~st6. occt.1do y utilizando 01 

lenguaje goom6tri-::o to1:0:11os que el conjunto dedo ostó :.::,:c.'.):t'r~1do c,n un r,.:c -

t6.ngulo con contra 011 el origen de coordono.dns y de lodos ( :,•urnl'.'J os o los 

ojos} de longitud 2 o<(l) y 2 ~{ 2 ) rospoctivnmontc. 

So llomcr~ cél~~n cerrado (o(l), a( 2 l, ... a{p); b(l), b( 2 ), ••• b(p)) 

1 · d d 1 · d ( ( 1 ) ( 2 ) x( P) ) on e espacio e .E. imonsiones o conJunto o puntos x , x ,••• 

tolos que a(l).S x(l).S b(l); a( 2 }.s x{ 2 ).s b( 2 ); ••• a)p) ~ x(p) ~ b(p). Si -

so cumplen las rlesig'u.~ldades a(l)< x(l)< b(l), ••• a(p)< x(p) < b,}'>, lacé 
' 

lula es nbiertn y si n(l)~ x(l)< b(l), ••• a(p)~ x{p)< b(p) es ~emicerrcdq. 

El conjunto p-dimensional estó acotado si existen números positivos -

c<:,(l),o<::( 2 1, ••• o< (p) para los cueles lx(l)f .!:..,.¿(l), /x< 2 lj ~o<:( 2 ), ••• 

fx(p)f ~ ~(p). 

:·. cualquier intervalo cerrado o célula cerrada. que conter•gn o todos -

los puntos del conjunto d~do, se le do el nombre de L:1terYr:lo 6 célula f'un 

damer..tal. 

Si p~ro. un conjunto no existe intervalo o célulo. fundo.:,1ent:ü, se dice 

que el conjunto n_c:i esté o cotado. Los únicos conjuntos ,~ue se consideren en 



(3) 

este trabo.jo son ~cotados. 

1.11 Punto determinado por una sucesión •onvergente de L1tervnlos o célu -

los. 

Sea (~1 , b1 ), (n2 , b2 ), ••• (an' bn)' ••• une sucesión de intervalos 

cerrados que so.tisfncen las dos condiciones siguientes: 

lu. Un intervalo cur:.lq_uierc. (o, b ) de la suoesi6n est6 comprendido en -
n n 

teromente en el precedente (a 1 , b 1 ); es decir, n > e 1 ; 
n- n- n-- n-

b < b _ 1· n - ·n 

2a. Lns longituaes de estos interv0los. o sean los números b1 - c1 , b2 - a2 , 

• • • b - n , n n 
forman uno sucesión que converge hacia cero, es de 

cir, dr:.do un número e> O arbitrario, se puede encontr~r un número h entero 

Y Positivo tnl que b - a <~ para todos los números m >h. ·· m m e 

Con esto.s hipótesis es vólido el tooremn: Existe un j.'-ur:to .! y sólo 

uno, común a todos los intervalos. 

Si desde un ciGrto valor den se cumple D > n 1 , b_ < b 1 , el 
n n - n n -

punto ~ es int~;rior ~ todos los intervnlos. Si desde un cierto vnlor E:i de 

n se verifica. n = n b < b 1 , el punto x coincide con los extre-
n n - l' n n - -

Si se tr::.to. d!:!_,...~1n sucesión (a1 , b1 ), ••• (nn' bn) .••• de interva-
•'" . 

los abiertos, no necem'.rinmente existe un punto común --: todos ellos, pero 

en el coso de e:ue rrn cumple que n > o 1 , b < b 1 p'.lr:) ur: número ilimi-
- n n- n n-

tndo de volares r.le n, el teoremo resulto válido. 

En un espncio de .E. dimensiones si tenemos una sucesió:, r1e células ce-

rro.d.:is del tipo ( l.1~ 1 ), aL2 ), • • b <2 ) b(?)) t· f · , • • • se 1s nc1er:. n :_ 
(11) (q) do lns condicior,.,Js o. ·· > n 
n - n-1)' 

b(q) - ::ihl...o /1 < q <:P} 
r_ " l- -

" .... ,,e, 

se puede h~cer le misLm nfirmaci6n anterior, o saber: .~x.i.ste un punto 

(x(l), x( 2 ), ••• x(1¡) q_ue pertenecen todas lns células el.e 1~ sucesión y -

es (mico. 

.. 
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Llamamos longitnd de un interv::.üo (a,b) al número :-1ositivo b - a; lln-

~remos diogo~a.l de una i~lulo 

~(b(q) - ,(q))~ i! • Es 

de~ dimensiones al número:

suficiente poro asegurar que:-

b ( q) -· n ( q) -o con 
n n n- oo 

1 ~ q ~ p, el suponer que la di::goi.'.J.l tie1~de n cero 

en las mism-'.ls COl!diciones. 

1.2 Sistema de redes. 

Supongnmos que se divide un intervalo cerrado (n,b) eL m1 sub-inter -

vales por medio de un número fini te de puutos intf3riores, de tcl monern que 

la longitud de cuo.lC1uicrn de estos sub-illtervclos 110 excede e-. u1: •ierto m1-

mero d.> e; se~ n1 el co1~junto de estos wub-intervnlos. 

Si se 3gregnn r..ucvos puntos interiores '.1 (o, b) resul t._' otro co11ju1.1to 

D2 de !!!2 (m2 > m1 ) sub-iLtervnlos, comprendidos o coincic~ie:.do 001:: los pri

meros; y estos nuevos pu~1tos de división pueden elegirse ,fo t.'11 manera que 

lc. loLgi tud de los !!!2 no exceda o UI! número O¿< dt 

Repitie11do el proceso se llega a uno sucesión n1 , D2, ••• Dn• ••• en 

donde cada eleme;:to D es un conjunto finito de sub-intervalos de ( n, b), -
11 

comprendidos o coincü1ic1:do con los sub-intervalos de D 1 y cuya longitud n-
máximn no es m~vor que un cierto número J. . Supci:dremos 

n 

cesión { á',,] es docrs_q_\fr_te ( cr, > dz > ... >J'n > .. ) 
y qul: converge h::~cül curb. 

e.domó.a que l::i su-

• 

J. cc,d.':\ u; o de lon co11ju1;tos D1 , D2 , .. • • D , • • • se lo lle.me. una rdd -
n -

(net) y sG dic0 que ln sucesión [nn J es un sist~ma '=!e __ r:,o_<l_c_s_ c.plicr.ido al -

intorv[:lO ( :i, b). :_ L~ red Dn se le puede llnmnr rod cnósL.1,:, o de ordon _g y 

sus m sub-intervalos se les designfl con el nombr~. do ra-"'.11::-:s (meshcs) do --n 

es:--, rod. En cad~~ r0d del sistema se pueder. ordenar las mallas de izquier-

da a derechc en (a,b). 

2 Si D1 consist;.; de E.! melles de igual lor~gitud, n2 de m m.:'\ll.'.".s do igu~l 

n 
longitud y D do m m~llns de igual longitud, el sisti..;m~ d0 rv(os se lle.ro:::. --~n'.:..._ ___________________________ _ 
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simétrico. 

En la m:1yor pc.rtv de 18.s aplicaciones se consid.,rn;..:. L~s m'.'llns de cn

dn red del sistor:L~ co,no int0rvnlos st::micerrados, ccrr:tdos por la izquiurda 

y abiertos por l:· d~r(.;chn, con excupci6n de ln últir,1:1 .,1~11a que so toma c_q_ 

mo curr::ido.. C01: cst:~ conc'lición r0sultn ll.' propiedad r.my inr ortr-,nt.,;; de quo 

cu~:lqui.,:;r punto .! tl0 (", b) estf.l en u.e.e y solo un::i i,l 'ÜL". ,_¡o lr- red Dn, pa.r.::i 

cuolquL,r vrüor do n. L'1s nmll::is 01. 1:-is que í'igur::1 ol :i:>u1 .. to ~ forr:ia.n un:-,. 

sucesión conv".r·~o:-:t.:, ,- ;_; ir:;tL.rvnlos, sucosión que det0rmiu1. ~ü pur~to ~· 

En algunos e: so~ \>Ul,de convunir tonmr todas los rn:.111:::.s Cúrr~d::1s • .in -

tnles e o.sos un :1_1u1:.to .! do (e, b) puede perturwcer n dos 1.1.~ll=-.s :\dyocentos y 

o todns las subs;.;cucnt .. ,s del sistema; t~l 'punto quedar1 u.0t0rmi1.0do por va.-

rio.s sucosion~s de intorvclos. 

Si Sú trnt:~ d.., c0lulrs de dos o mós dimvusiones, ul sü,t0mr: de redes -

o.plicndo o. ell::.s s..:. , ofino como sigue:: 

Tomemos como _, j ,;llF·lo unn célula de dos dim0ns ion.:is () 1 ), c. ( 2 \ b ('l) b ( 2 ) ) 

trozo.ndo vo.ric.s r0ct:1::; p~.rclolns n los ojos so divid0 osto roctt.r.gulo 01-:. un 

conjunto fit!i to D1 do su'bcólulns r¡:,ctongulnres cuyns dio.eo1-::-.lus no oxcedon 

o. un ci;.;rtod', > o. Cor: nuc.,v:-:s roctns p'."lrolelo.s a los -'j.::s s,. d0t0rMinn un -

nuovo crnr.ju~~to i'il:i to D~ de subcllulns comprendidas o coi1-cidL1:do con lns 

nnt~rior(;s y cuyo.~~.'.'1.gon:üe,s no sobrcpnse:1, c. la <.Ó, 
," 

R0piti-.ndo ,Jl proc0so so obtLno ur.ci sucesión D1 , • D , n do -

conjuntos finitos dJ subcllul:i.s cuy,,s diagon'.:llos son ni. .. 11or0s o iguQlüs qu-, 

los oorrcspondiunt,:s clc.:1~1;;;ntos <f'¡ 

docrvci0r.te y C1,uo convJrgo o. coro. 

de la SUCüS ió1::. <Í l' J'2,···dn' 

Como antes, los conjuntos D Sú les llama rodus; '.:'. c:'d:-. u1;~: de l~s -n 

subcólulcs, mc.lJ.::1_~, y ::-: 1:.: sucesión {nn J sistvmn du ru,<;s ::.:;,üict'do 

lul:--. ccrrad::1 ( o ( 1 ) , n ( 2 \ b ( 1 ) , b ( 2 ) ) • 

1,1 có 

Supor.g::inos qua .-:;i .. D se tom::i cede. m~ülo scmicurrc.dn o :.:o sogún esto 
11 
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criterio: 
lo. Si la iU~'.llu ( ~ (1)' -'-'º; fJ (!) , ~ (l) ) no tiene nin[;l'.L lado común 

con uno de los 1.-,rJ.os de ( (1) a , alª'. 
' 

b(.1) 
' 

bw ) que no contien0n nl punto 

( ' ,, cu) ( ª''' < b<•J y a.ca) < b«> ) se . d a , a es decir si p r toma como sem1cerra a; 

cualquier punto (:x:c.'>, x<")) de ella debe satisfacer las cow::iciones 

e:,(,_C') ,!:: X U} < ¡¡<•J; /(l) 
oc. < 

(U l)tU 
X < ~ • 

2o. Si la mall8. es de la forma ( ..( <.•> , ,?( '''; r, '"1', b '-'J ) con J'i c.iJ < b ' 1
' 

o de la forma (-'. <1>, ~w; b''l , ~<.U) con~'º< be.a> , se tomr' cerrada a lo 

largo del lado coml'.'m con (a''' , a'a. 1 ; bc,J , bu> ) , pero este lndo se toma 

como semicerrado. En otros términos todo punto (x 111 , x <&.J) debe satisfacer 

para la primero célula las desigualdades 

( • -~<1> • _, .(lJ< (Z) l)(¿) ~''':E :X,, < o..... :X < 
~ , - -

y para la segund3 

3o. La única célula no comprendida en los casos nnteriores es la que -

tiene el punto ( b(aJ , bti > ) como uno de los vértices. ..::!stn célula se toma 

cerrada. 

Considerando de esto manera las células de Dn se lleGa 3 la propiedad 

fundamental r1e (}Ue E~l_c,"'""~ier punto de (a Cd, a Ca>; b cu, b (Z >) pertenece u 

una malla y s6lo una ele D , para cualquier valor de n. 'redo punto _x queda 
n -

determinado por un~~~-~esión convergente de mallas 

de ellas a una red di~tinta de la sucesión ( D0 J" 
pertcnccicn do cada una 

• 

Las mallas de una red cualquiern se pueden ordeno.r de v,.:riE.1s manerc.s; 

unn seria torn..·mdo en primer lugar las del primer renglón [1ns de la forma 

(-<'.' 11 >, oi..<' ~ fl''> , b<.2 J.) ordenadas de izquierda a derech3. vospu6s las del 

segundo renglón, de izquierda a derecha también, etc. 

Si las diagonales d'. de las malles de D son iguales y l,~ relación 
n n 

c/'n + 1 

Ón 

co. 

es inrlepenc1icnte ~e .!!, el sistema de redes se dice c.:_ue es s imétri 



(7) 

Si todas l2s !n'-ülos de Dn, paro cunlquier valor de E- sor.. cerro.dos, 

so les llomn sir,11_üomc11tG sistomn de re;des con mallas cerr;-;dps. En este 

cnso un punto (x ''', x <.2 ') dé ( n °' , o e,¿.); b <•' , b ~ > ) puede qued[1r detor 

minado por vori~s sucesiones convergentes de mello.a. 

1.3 Se llrunn y_s,cir~ do un punto.! de un intervalo (~,b) o un intervalo 

(x - ( ' X + 
1 

( 2 ) abierto o cerrcdo, que descanse. ,.rnt.Jr:~,,Kirtc un (n,b); 

los números positivos { 1 y ! 2 , no nocesoriamente igunlc.:s, iuoc:.:on consi -

dornrsc tr.n poquc;Ios como se quiera result1:indo osi ln ve;cL·id~:d ciol punto 

.! t:m pe:quefü1 co1:10 ::i,..i quiera. U1, intervalo (x, x + (. 2 ) ::,e; defino como -

uno vecindad du x n h~ derecho y (x - ! 1 , x) como una vocil:dod de x n ln 

iz<.tuierda; ambos ·~medcr:. sGr abiertos o .cerrados. ¡":,. los extremos ~ y ~ so 

los considere\ únic~1acr:.tu v0cindndcs o ln durocha y a la izquierdo. respec-

tivmnente. 

En ol caso do J2. clim1..,nsiones lo v,..:cindcd cfo un pm~to (x(l), ... 
es LJ célula o.biort.:l o cerrodc (x <•> - e<'>, ••• X cr> - ("~ 

' 1 , 

X (IJ + { e•> , • • • X (P} + t_ (,. J ) 
l 2 

donde los números ( pu0ckn :J;jr ton peque-

ños como se quier.1. 

Un punto (x <.i> , x O > , ••• xfl') ) es punto de o.cumu):a_a_i?_I': del conjunto 

G do 12 dimensiones, si en toda vecindad de 61 existan puI'-tos de G distintos 

do x mismo. Dicho ptmto ! puede o no purt,rnccer el conju::to. 

Un punto nisl_::?__c'!.9_ del conjunto G os todo punto de, G nuu no es de a.cwnu-

.. -~-t . 
lnoi6n de G. ,,;vicle!··ccnt..:.::to existe uno v0cinda d,;l punto aislndo q1,e no con 

tiene m~,s puntos do G quo él mismo. 

Un punto ~t-~__!_i~ o. G os un puLto que no pert,;n-.;ce a G ni es de ncumu

lnción de G. -~xisto unn vecindad del punto exterior quo !lo contiene n nin -

gún punto de G. 

El conjm:to í'orm .. "ldo por todos los pur.tos de o.cumul:.1ció1: l'o un conjunto 

dado G rocib...i el norabr,..: de conjunto derivo.do de G o prime,rn dcriv:':!dn do G -

rz no denoto non e' JfJ oorinnto donizrodo do C' ea dor·oto ron CU zr nsf 01100 
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sivrunente. 

1.4 Operaciones con conjuntos. ~, ~ . ' .~ .. 

Soon G1 , G2 , ••• Gn' .!! conjuntos del mismo núm.cro de dimensiones y 

teniendo o no puntos comunes. Llnmnremos ~ do estos conjuntos al -

conjunto G formado por todos los puntos que portonoce1! .::i. cuando menos -

uno de los conjuntos G. (i = 1,2, ••• n). Se empleo lo. r:.ot .. ció:n 
l. 

G = G1 + G2 + • • • + Gn. 

El conjunto M. tormo.do por los puntos comunes n ~º1! los conjuntos 

G1 , o 2 , • • • G11 se llema producto de dichos conjuntos y se esc.ri be 

M = Gl • G2 • • • G:! • 

En el caso do que dos co11ju1;tos dados ~l y G2 no tor.go.n ningún pu_g 

to en com-0.n, su J)roducto G1 • G2 no cor.tier!e puntos; ol conju, to que no -

contieno punto:J .;e 10 llnmo. conjurt9_ nulo ( null-set) y se, denoto por .Q.; 

asi on este coso result~ria G1 .G2 = O. 

Lo o.dició~1 y 1:1.ultiplicc.ción de co11ju1:tos tie11or: los pror;iodados -

tor1;mlcs asociativa y cor:.mutativn, y la multiplicnció:1 tic:1.C; ad0mñs lu 

distributiva. J',·)r 0jom::~lo porc tres conjuntos L, M y r; to1:omos, 

L + (M+ N) = (L + M) + N; (I.M) N = L(!S.,') 

L + tii = M + L ; L.M = M.L 

L (M + N) = L.M - L.N 

Como casos p~rticulares importantes: 

---,. 
M' + M = M; M.M = M; M +O= M; M.O= O. • 

La diferencio. L - M entre dos cor.jur:.tos cualesquiorn L y M se defi 

ne como el conju:·to de pur.tos de L quo reo forman parte do T.l. 

La propicd:cd distributiva de la multiplicoci6n coi: roTpl,cto o la -

sustracción es vtlidn en cualquier caso. So puedo escribir - - - - - -

L(M - N) = L.M - L.r, dando L,M y N son conjuntos ou[llosquiorn. 

No proson t, dificultad extender las operaciones do üdiciór: y mul -
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tiplicnci6n r: Ul.!. 11-6.:·.1.oro ilimitado de conjuntos, ~·~si, kn~omos que la S.!! 

roo G = G1 + G2 + ••• de los conjuntos elementos do ln sucosi6~ {ºn J 
os el conjunto formndo }Jor todos los puntos que pertenece~:. n cunr:do monos 

uno do los conjur.tos Gi. El producto M = G1 .o2 ••• G ••• os el conjunto 
11 

constituido por los }.)Untos oomur.cs n "to~ los c;onju~:.tos Gi. 

J\Ún 01: cst..; C.'.'..SO de ur. m1moro ilimi todo de f''J.ctoros o sumrmdos- se -

cumpler.. las pro:.Jiodados fonnalos asocin.tivo, conmutotivn y distributiva.. 

1.5 Se usn lo r:.otr.:ción M .!:: G pnrc indicar que todos los y,u1·tos de M son 

puntos do G y so dico quo M es parto o componente de G o que G contiene 

a M, 

La not~ai6n M < G indica que todos los puntos de b so~. pur_tos de G 

pero que nlgu1::.os pu::tos de G no son de M. Evido1:tem0Lto ..::1 conjunto do -

puLtos do G quo no so:: do M os el eonjunto G - M que se dosir;na también 

0011 ol símbolo e 
t 

(r::) y so fo da ol nombro de oomplum.e1l_~_'?.. (¡l; M con res -
pecto n G. Si el c• . .1::.ju~ to G es idéntico n un ir,t orvc: lo '-' o c6lulo fundn -
mor:.t~los so i.lico si1.1ploE1or.to que G - M es ol comp~~rl;_~-~ C(M) de M y se 

pued~ escribir 1~ iGucld~d G - M = C(M) • 

.-~ ur, coLju:.to G so le llri.nm conjuLto ~oda cu:·i:do, y sólo cu~~ndo 

oor:.tione o todos sus in.mtos do acumulación o cunndo -.:is !L~:!:_to. Mñs bro

vomlmt o cuando G' < G. 

Un coi:ju~to 11 es f'.islndo cunndo todos sus puntos so:: ~.:..i_:.;l::1.dos o lo 

que os lo misno, CU'.'l•.do M.M' = O. 
--,-t 

Por comodid::.d dU" ::'qui en ndel:mt(; desigl"!nrcr:ios Col: ~ sir.1plom~te -

al punto (x< 1J, :it.: <1 J, ••• x'P)) y cor: (n,b) n ln cóluln (::,,<n, •• el.P'; b C'J) 

El conjm:to ~'·: es cl011So en ol intorvnlo o célul:~ (n,b) si c,xistú un 

subLltcrvolo o subc,~lulct (o.', B') tal que todos sus pu::.tos sor: do a.cur.iu -

lo.ción de M. 

Se de1.1uco de 1:: definición c.11torior que si u1::. conju::.to J' r,o es denso 
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en (a,b), toclo subi1~t;:irvnlo o subcéluln (n', B') cor..tior.0 ur: subir:tar

vnlo o subcólulc. {'.:',b), todo subint0rvnlo o subcéluln (n',B') contiene 

un subintorvc:lo o subcéluln {c11 , b") en lo que no hny un solo purto del 

conjunto N. 

Mes dcnso_p_r;;.~ns pnrtes de (n,b) si todos los pm:tos <le (n,b) 

son de neumulo.ció;.·_ de M. 

M es ~r:_~o. _c_:~ __ s_~ -~i~ si todos los puntos de M so1~ :'.cunulcción -

del conjunto. -'~s d;,cir M < M'. 

Un conjunto H :.is _Eerfocto cu".ndo os dcLso en sí i,lis2·,10 y os cerra

do. Se debo t.)i.:er H = ll'. 

Densidc.d en m co:1.junto perfecto H. M es denso en :.:: cuer1do todos 

los pu1:tos de H cor.te1üdos en un e iorto in torvo.lo o c6luln ( n', b' ) , -

son do acumulnción do M. 

M es ~o ,.:m tod:is _ partos de H si cunlquier pu'..:to do II es do OC.Y; 

mul~ción do lii .• 

El punto .! del conjunto G os punto interior del con,jm.to si exis

tü un.-:: vocind2.d do .! tnl que todos sus puntos sec.1: de G. U,._ punto .! de 

G quo ost6 en le. frontero dol ilct0rvclo o célula fundomc::t::.,los, se Co_!! 

sider.,,_ como iLtorior o. G cor. respecto n dicho intorv~lp ___ o __ <:_ó~ si --

existo uno vocind.::d de x tc.l que todo ¡..unto de cs,'1 vocind2.d que estt. -

en el intervalo o ccl,lc. fund2-ment::-.les, es pur:to de G. Tnl }/unto no os 
• 

intorior de G con rospucto n un intervalo o célula ~uo contongan al in 

t..::rv~ilo o célul~ i1rülitivos. 

Cu,:mdo toclo purto do G es punto int0rior do dicho C')Ljm1to, se di 

oc que G es un conjur:to abierto. Un conjunto os nbiorto co::. respecto 

n un in~rv~l~ _o __ ~él~l~ si todo punto do ol es punto int.,rior con res

pecto 2. dicho i:-.t..::rvc:lo o cóluln. 

En l~s dos últiE1ets definiciones se puede sustituir el intorvnlo o 
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célula fundamente.les ~)or un e,onjunto perfecto H. En este coso tenemos: 

Un punto .! de M (M 4 H) es interior a M con respecto a H si es un -

punto de H y existe una vecindad de x tal que todos los pu~tos de H que 

figuran en esa vecindnd, son puntos de M. 

Si todos los puntos de M son interiores con respecto a II, se dice 

que l\l. es abierto con 1·especto a H. 

' cont inuac iór_ daremos algunos teoremas referentes o. los conceptos 

definidos en este número ( 1.5). 

1.52 Teorema: La u.e:civ;:;d.:1 de un conjunto c;;ualquierc., e~1 u:1 conjunto -

corro.do. 

Co::wolario: El conjunto G + G' es cerrado cualquier::i l:tue seo el con 

junto G. 

1.53 Teorema: 8i Ges denso en si mismo, G' es porfe~~~· 

1.54 Teorema: 'n complemento C ( G) de un conjunto cerrado G es un con -

junto nbLJrto ~ ;t:e_syecto ~ intervalo o célula fundame;:-1to.les. Reci

progamcnte el complomc:1.to de conjunto abierto s implemento o Dbierto 

con respecto al L:t ,:;rvolo o célula fundamentales, debe S()r seyrado. 

1.55 Teorema: El ~:'.:~_lcmento CH(G) de un conjunto cerrado G(G ~ H y H -
,, 

perfecto) es un conjÚnto abierto con re:specto a H. Recíyr,Jc.:imente•el --

complemento do ur1 conjunto abierto con respecto a H es u~1 conjunto E -

rro.do. 

1..56 Teorema: La suma de un número finito de conjuntos cerrados es un -

1.57 Teorema: Bl proc~ucto de un número infimito o finito do conjuntos -
cerrados, si no es nulo es cerrado. 

.... . .. . 
Corolario: Ln sw.m de u:1 nd.':'tcro tini to o infinito de c·::mjuntos obiertos 

0 es un conjunto nbiert~. 
1.50 Teoremn: F.l proilucto de Uu n mero finito de conjuntos abiertos, si 

es distinto do coro. es obierto. 
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1.6 ];otencia do un conjunto. Conjuntos numerr.bles. 

Las correspondencias biunívocas entre los elementos de r. y !~1 v en -

trc los de E y I: traer. consigo lo correspondencia biunivocn e:1tre los -

0lomentos de L y l'. 1!:sto pf,rmi te definir la potencia de u11 conjunto de 

ln manero siguiente: 

Dos conjuntos tienen lo mismo potencia cunndo se pU·Alc ostr.blecor -

un3 correspondo!.cic. biunívoca entro sus elementos. 

Como ejemplos do conjuntos que tienon 1a :aisma pot:,:·ci:2 por.dromos: 

lo. Dos conjuntos finitos de igunl número de cL;.!;.;L.tos. 

2o. El int;_:rvalo (O,l) y un intervalo cuolquier:i (c.,b). D"~rntn hacor 

¡:-__ X - a 
"j lKtr:i r1ue a cualquier punto !. de ( n, b) lu corresponda -

b - ~-
un punto ~ do (O,l) y reciprocmc.onte. 

establece una corr:,.:J:;o::c~crcic. biuni-

voco. entre toclos los números roolcs y los puntos du (-1,1). 

\~ntre los conju~ tos r:1!.is importru~tes figuran los c_;_uo tL. on lo rlisnm 

pot;Jncio. que el conj'm:to de los números naturales (1,2,;i, .... ). 

J. estos conjui1to,i so les ft '.:!ma, por definición, conjuntos numero. -

bles infinitos. Un conjunto que es finito o numerable ir.fi!Jito recibe 

el nombre de nu.icrable. 

L'1 condición nuc0so.ria y suficiente pnra que un co1iju:1to ~:ec nume

rnblo os que so puedan nu.ra.orr.r sus elc,montos, es decir quo oucdon estos -,. 
ordoi:r:.dos ci: ln formé t~1 , o2 , a 3, • • • habiendo o n6 un últ L.10 ole~ento 

en esta ordon~ci6~. 

Coi: respe;cto c. loo conjuntos nu.'ller!'lbles t0nor.1os los teoremas: 

l. 61 Toorema: Tod:, componente dú un conjunto numer·1blo, es :mr.wrnblo. 

1.62 T0orcr.w: Ur: co1:-junto numernblo d0 conjuntos num-ir."\hl¡_;s, os nume-

rnblo. 

Corolario: El conjunto de los números rncionclcs os aunor::-,ble. 
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l. 63 Toore;ma.: -~1 conjunto K do todos los conjuntos finitos orclonndos -

do ont.;ros ·,,osi tivos, es numero.ble. 

Corolario l: El co&junto K de los ·conjuLtos ordenados do E ente -

ros positivos os numerable. 

Corolnrio 2: El conjunto F de los puntos de coor-do1r~clc:s racionales 

en el esracio p-dimonsionnl, es numerable. 

l. 64 Tooromn: JU conju:i.:to R d0 los números reo.los no os 1mmernble. 

Por ol tuoremc. (lntorior vemos que entre los conjui:tos il·finitos so 

pueden distil:.gu:i.r dos clnscs muy importantes: 

ln. Los conju::tos numerables ilifir:itos que ti-:Jr.,.m lo. 1,dsr,1 .. : poten -

cin que la succ:Ji6r. 1,2,3, ••. , potencio. que s_c d..;sie:-<. coz: la le-

trn o. 

20.. Los conjuntos C!_Ue tiur:en la potencia de los númvros reales o -

potor..cio del conth:uo. Esto potencio se reprosent:1. co": la letru c. 

Todos los conjm:tos i1.fini tos de: pu1:tos cor.oc idos ü:s la teoría de 

conjuntos, yo. seo. lineo.los o do iuoyor número de dimoi:sio: .. .;s, tiúr.:.011 lo. 

potui...cio !! 6 ln -~· Sil, embnrgo no se ha demostrado hnst,1 -~hor:.:: que es-

tns son1Y lns dr:.ic.~e pote1~ci~s posibles pnrn co11ju11tos t1o Jn.mtos. 

Foro. los c0nju,stos do potencio ,f, a tonemos los toor.:,m::is: 

1.65 Teorema: Lo. potcnci~ de un conjunto no 1:umoroblc !10 so nltorn si 

se: suprimo o.l cünjunto cualquier compofamte num.ernble. 
-t. 

;" 
Corolnrio: :i.i!l coi:ju1-to de los números irrncionalos d_, cualqt.P.i.or in 

t0rvnlo ti0~:0 lo pot0ncin c. 

1.66 Toorem.:,: El continuo p-dimensional tiene la potencio. E.• 

l. 67 Teorem.'1: Si L y M son dos conjuntos talos que L1 ( L1 :E L) t ic:no -

la mismo :poto1:cic que M y M1 (M1 ~ M) tiono la nismn potencia que 

• 
L, dc:bei: tcr'..or lo mism..'l potencio.. 

Corolario: Todo conjunto de puntos con una componor:.to do rotencin -

E., dobu sor de la potencia E.• 
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1.7 Números tr.:11:sfinitos. Conjuntos bfon ordenados. 

:Postulemos lo. <:~:istcncin de números quo puodon form,.,rsc :-,plicn.ndo 

los 11::tmndos ªdol3 prir_cipios de gonerr1ción de Cantor". :t!!stos :rrir:.ci

pios son: 

lo. Tod::, 1a'\mcro t icr..e ur. siguh111tu que so form::i agrogm~do nl pri-

mer0 le unidri.d. 

2o. Después do cu~lquier sucosión ilimitndn de números, existo otro 

que es posterior r.'. todos los miembros de esa sucesión y no h'.ly rcir..gún -

número quo sc.:::i su i:un'":dir'.to procoderctc. 

T;:,dos l,:,s :1úrJ.oros c.!.uc siguen estos dos principios s0 ll0.1rw1: núme -

ros trnnsfird_t_o_s_ y_z:d_=i:_11:n).es de.)/\ segundo clase, o a implemento Lúmeros -

ordi1:ales do lt~ St:;gundn clase. 1\ los r.úmeros ordino.les fil:i tos se los -

lln!1.n D1mcros de le. primare clase y so forman pnrtio1~dc dol núnor~, 1 de 

acuerdo con el prü10r pril:cipi0. 

Ejemplos: 

I Despuós de la sucesión 1, 2, 3, ••• 11 1 ••• existe, un númuro do -

la segundo. ele.so, uo ccu(lrdo C·~n el fü,gundo priLcipio •. ':stc número os ol 

prü1ar núm..:r-::: orclir:.al trPr:s:fini to y se lo denoto con la. lc:trn W 

II Partiondo do c.v y aplicar.do el pri:"a1cr principi-::i, lloc.1r.1os a los --

m1IJ.orosw + 1, w + 2,w + 3, ••• w + ~:, ••• Estos números constitu-

yen uno sucesióL, ~tl_?f.º existe ui: númer·, que vieno desphés de; todos 
..., 

ellos, númer:; que dci:Gt::-.rumos por w + l.v = t.v. 2 • -
III El rnl.moro41 .2 +w =w.3 aparece; después de ln sucosióx. 

• 2 + 1, w . 2 + 2, ••• w.2+r., El númer,.) w ( .1. + 1) os el que -

se foma i:nra0dint:-,_r.10~.to después de la sucosiónUJ.n + l,W .L + 2, 

w.r;.+3, ••• 

IV Dcspuós do ln sucesión w, w.2, w.3, •.• tAJ .:r:, vior"e un P.Ú 

2 mero que so ruprosout.:: por el sin1bolo W • Partiendo de este to1:.emos 
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2 2 2 
., + 1, w + 2' IJj + 3, 2 ... w + r., ••• ; ol ~1.úmcro q_ue viene n 

cont inuoo ión oc w 2 + W 

2 2 
Er:. lo. misma formn se lleg'"\ n númcr~s como tAJ + w. 2, w + W. 3, -

. . . l,V 2 + w.n, ... G los que sigue inmedintament~ el núr,1cro 

w2 + w2 = ..,2 l. • 2 2 ..., • 2 Dcspu~s cpr.recon numor0s cono w • . + IA.I • ll + p. 

V El nO;."Jcro inmodiat'.:'mcnte posterior u lns números - - - -

2 2 2 . 2 3 J · w , w .2, w .3 ••• w .11, ••• es W • Partiondl) do IA/ so llogo ::: 

. 3 2 
m1moros de la forun w + IAJ .ra + w.n + p. 

Los ejemplos ::mt_:;ri,)ros son cnsos pnrticulores del tipo 

w ". Pn + w"-! P.,_,~· . . t- w. P, t Po 

on que los t!úmur,)s 11, p , n 1 , ••• p1 , p son nú.:nor JS ,)rJ.innlos fini-
n - n- o 

tos cu:-closquior,] .• 

VI C.,nsidor:...nos 1~-' sucos i6n w, w 2 , w 3, ... JU llÚrJ0jY• siguiente os 

e:l W"'; y pnrti_:;i:t~.~ do ..;stc último te1.omr.1s númcr,.,s de lr: forma: - - - -

..,, ..,¡ '"'" 
Y Después de lo sucosió1: w":W , UJ , , • ,w • · · 

t"ene1:'los · el 
~w 

mir:1oro w • Y todnvío m.d.s, dcspúes do L: succsirSn 
IAI .., '* IAJ w ,.., 

w,w,w, w dc.,bo existir, pcr el s~,gundc principb 

de gonornción, un n(u¡10ro trnnsfinita que puede designnrs-., c . .in f,. 

Como se Vü cunlqui0r m1mcro de la s,Jgunda clase pu...:üe donotcrs0 p,)r 

medio do un nú.,nre; finito de símbolos per:) ne hay lirait.; supC;rior para 

el númoro de siubolo's!.iutilizadc,s e::n las oxprosLmcs do t::los r..úmor~s. 

Los ndmcros do l::i. sogundn clf-\sc se dividen en dl)s uspüci0s; la pri

r.torc 1.~ c,rn.stituyeE los 11Úl1i...;ros que tionon un inm0diato :·.1-:i.tori-,r y quo 

p-,r 1) t::mto 1..:; s .. Jl:. l1i:1itcs do nirigur1a sucesión; p· .. r ojcra::-iL; 1-:,s núiac -

2 w 
ros w + n, UJ + w .2 + 3, w + w + l. L'Js de lo segunda especie o nú-

meros limit0s do una sucesión, vienen inmedintnmcnto dcs::_1u6s do los olo 

r:10r,tos de nlgmr.: sucesión; pr)r cjomplrJ 4 • w w, w+w . .2,c.c, 

Ur1 c,mjm1to ;rdcn.:::do ost6. bien ordenndo si toda c:·1i1p, ,::0:1t0 du 61 tic 
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ne un primor c:Jlo,"1011to. Si se admito que el ~:mjunto de l~s nú.t'llcros de -

lo primero y sogund::i. clcse ost6. bten r:--rdenad".:>, se pueden demostrar los 

teoremas: 

l.? 1 Teorema.: Son N un conjunto infinito de puntos cu vos olcment os or

donnd::s son x1 , x2 , ••• xn, ••• Vnmos n suponer que los i:1dicos de to

d,s los oler.icntos do N son todos los números nntorioros n un cierto nú

r.10ro /d do ln prir.i.,rn o sogunda. clase. En estos c:Jndicioncs c:s pes iblo 

nscgurnr que N úS 11m,10rnb,lo. 

l.?2 Teorcmn: [Joo. l: un conjunto numerable que ol '.)rdenc.rlo do ci..;rto m..."l 

norn quodon sus oler.1.ont-)s 01! la f0rmo x1 , x2 , x, ... Er.toncos cxis n 

to un núr:10ro l de lo pril:iern o segunda clnse que no c,p~1r0ce antro los 

indicas de los e;l.:,r,10ntos .!i pe;ro cunlquior m1moro anterior e l os in -

dic0 do un clomont0 do N. 

l. 8 Anólisis de Lis conjuntos on gonernl. 

Un punto aislado do cualquiC:r c .. ,njunt.:, G os t~l que 0n U!:•rl veciridad 

suficientemente pcquoila. de ese punto, no hny otr,)s puntos de G. Por es

ta rnzón se dice que ur. punto aislado es de grado co~q_ 01~ el c_or..junto. 

Si en todo y;;cind-'1d suficiontor:ic:nte pequeñ/'J. de un pu:.t) do acumulo-

ción do G hny un c:mjm~.to numer,')blc de punt,::>s do G, so dice q_uc tol pun

to os do gro.do 1~w-.lorC1blo ..,n el c,njunto o de grado a 0L e;l cor.juuto. Tnl 

pm:to puedo o no ~1p110cor ol conjunto. 
¡I' 

• En c:iso do o_ue ur, 'punto sea ts.l que en toda vecincbd do €:1 existn -

ur. coLjunto do pu1-tos do G con lo. pot0ncin del continuo, se dice que os 

do gr~do ~ ~ ol c·:,nju.nto. l:..r_:Uogamonto si en toda v.Jcindnd suficiente

mente poqueñ:1 no un puEto existo un conjunto, componc:it0 de G, de potcn

oin .!, su toLm t:::l pu¡1to como de grcdo .! ~ ~ conjunto_._ 

1.81 Teoromn: Si todo punt~ du G os de groda .3. en G, esto conjuLt~ es -

riur.iera ble. 
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1.82 Tenrenn: T'."!do coi:jur,to G, 11,:, nwnernble, es la sumu de un ccnjunto 

;:umernble (posiblor.i,:;nte r.ulo) y un conjunto on que cn.d;-,_ :0u;·;_t, es de --

grndr":i no numcr~:bl(; 01. el c,mjunto y que os de.r:so 0n si misno. 

2. CONJUNTOS LIMITES. 

2.1 Dcfinició~ de conjunto limite. 

Consideronos une: sucesión { G11 f er: lo que todos L:s r.iic.;r.ibros G1 , G2 , 

a3, ••• son conjuntos de puntos en ui: esp::tcio de cuo.lquier núr.iero do di -

ner..siones. Los pm.tos do estos co11jur.tos G1 se divide;. o~·- dos clases: 

ln. Funtos que pvrtonecor: o UL solo eler.ieLto do f Gn Í o c0nunes a un 

m1mcro finito do dichos elmn0ntos. 

2o.. Puntos cor.iu:_os n Ul, m1rJ.ero infinito de miembros u0 { G11 } • Algu-

1::::,s puLtos d0 o::::t.::- clase pueden sntisfncer lo condició:'" rlo . -uc figuri:u: o~: 

~?~ los c.)1~.ju1~t ~:s G .'.l p-"lrtir do cic,rto rnng,) que dcp.:;~-·-~ t;r( o!: gcr:ornl -

de ce.do. punto. 

l\l ci:,njunto do :i:iu1;.tos p1;;rte1:0ciontos a este. ó.ltir.m cl:..,sü se lo llar:1.n 

conju.tto limi!_o __ c!~F=~~lp_to (•) do lo sucosióL {G11 \ y lo <losi{.',: ~ror.ios coi: GK. 

El conjunto de pm:tos de lr., segundo clas0 que:: satisf.·1co11 le. condición de -

. figur~:r en todos l,.)s raiombros do { Gn J o purtir de ciurt,_. rcn:go, so lo --

llamo coEjuEto 11L1i te, rostrii:gido 61 •) de 
-t 

os ovidontu que GR •. < GK. • 

Si en ua1 sucesión se verifico. GK ., GR se dice que dich~: succ,sión con-

vcrgo y que el cr,¡:junto G = GK = GR os el conjunto líuito d.0 tal sueosi61,. 

En los ejoni-:1los que su dnn e c::intinuoci6n, (x) r0pr0sor..t~1 ol conjunto 

cuy:, ó.nico ol.Jr.lv~ to es 01 punto .!• 

I Si en [ G,.j no hny pu11tos de, ln sugu11dn clnso, 

t•) Townsend: Fu!~ctior..s of Rc::l Varinblos. Pñg. 33 

(••H•) Townsond: FuLcti.-,r,.s ,)f Rorü V'lrio.blcs. F6.g. 34 

G.._ = O; GR -= O 
h 
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y por consiguicP-t(. G = O. 

II = 

= 

G7. = 
:; 

G4 = 

. . • • 

G 
2" L- + 1 

G 2n + 2 

• . . . 

( 1) + (1/3) + ('1/.5) + 
1 

+ (---) + ••• 
• • • 2n + 1 

1 
P/2) + (l}',i) + (1/6) + ••• + (-2 ) + ••• 

r:i 

Gl - P/·3) 

G2 - (1/2) 

. . . . . . . 
l 

1) = G 
1 (4n -2n -

1 
= G - ( 4ñ) 2n 

. • . • . • • 

l~n est0 ojonpl:) to:.onos GK = ( 1) + (1/2) + f1/5) + (1/6) + (!/9) + ••• 

y G = o. Por lo t.:n:to ir.~ sucesión no co1ivorgo. 
R 

III G1 co1:sta d.:, tndos los pur.tos del int(.rv~üo (O,l) 

G n 

11 

11 

. . . . . . . 

ll 

. • 

., 

11 

. . 
11 

. • • 

" " 
. . . . 

11 11 

• . o . • . 

" 11 (J-!,t~i) 

. . . . o . . . . . . . • . 
" il (-J.- - ..L.. t ~ m) ,,., , 
. o . . o . . . . . . . 

S0 ve ffcil:,o,~to (r:c. 1.11) quo GK =GR= (-1/2). Luego G = (1/2) 

IV 

. . . G n 

= 

= 

( 1) ; G2 = (1) + (1/2 ); 

••• + (1/n). 
• 

En esto c.,s:) rosult:- GK =GR= G = (1) + (-1/2) + (i/3) + ••• + (1/n) ••• 

2.11 Tooror.10.: Ios c:n!jm:.tos GK y GR so.tisfa.cun las igu:-ld··tlcs 

• • • + G + • • • )( G2 + G., + • • • + Gn + • • • ) • • • n ;; . 

Dcmostro.ción.- Si ,111icm,10LtG hny puntos de 1:::, priourn ele.su Oi! {G,,J ruabas 

nio1:1bros de, c.:-.dn iguuldad s,1n nulos. Si oxist0n pu11t·Js d0 L: s,Jgundu clnsu 
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todo punt0 de GF figuro OL c~da uno do los conjuntos: 
.!.~ 

( Gl + C-2 + º º º ) ' ( G2 + G3 + • • • ) ' ( G3 + • • ·• ) ' • • • ' 

por C'.::lnsiguicnto 
flOULTAD DE CIENCIAS 

Biblioteca 

punt,J do lo. prL10ro. cl:1so oxisto un l!Úl:l0ro ,E_ to.l que .! 110 fi:::,urn en -

• •• ( G1 + G,. + ••• ) ( 01 + o,, + ••• ) • • • !: GK 

(G 
1 

+ r,. 
l. 

+ ••• )(G +G 
J ' 

+ ••• )(G + 
3 

... ) ·• .. 
Cualquier j_)Ui:.to do ( 01 .G¿ ••• ) + ( G • G ••• ) + • • • os :_im,to do G11 pues ,. ' 

to quu si .! os pur:.t0 quo n(; figurn en tod·.1s las Ge: a. 31::-.rtir tlo cicrt::i ro.n-

go, no esto. L1cluldo 01· ninguno do 1-)s c·mjur..tos (G,.G.r ••• ), (G.z, G-' ••• ); 

... Luego G.., > ( G • G ••• ) + ( G • G., ••• ) 
~ - 1 ' .t "' 

.'.dom.6.s cu.J.lquior ,:nmto .! de Ge deb;.: ap'.,recur eE todos L,s c::mjuntos -

e p~rtir de ci .. ,rto rcmgo .J2,; en c.-mseCUúliCin .! ::-.pnreco en Gp + GPtl + ••• 

o cr: otros tór;·ü:.1os GR ='s (01 .G, ••• ) + (G,. .o, ... ) + ••• 

que Ge =(G,.o, ••• )+(o2 .o., ••• )+ ••• 

;-;o concluyo 

2 .12 Toorerm: }U 11!:;i to cm:iploto do le suconión { G11 ] os ,;]. c1.,rnplomcrtD 

del limite restringido do la sucosiór~ { C ( G11 )} 

Dcr.i.ostro.cUn.- .:.:,iJ.iccndc; sucesivr:nonts; los tic;oron~::s (2.Jl) y (1.51) -

-t; 11 ) nl conjunto ll!:1itu c01.1".h~ot,-1 GK do lº" J obtvnoraos • 

e ( Gtc ) = e ( o, + Gt + ••• ) + e ( o2 + o3 + ••• ) + e ( G3 + ••• ) + ••• 

osto último por ol corol~:rio de (1.51). l'oro ol últir.10 !,üc.:lbro es el lini

to rostriugid,) do {c(Gri >) , luego que;dn dor.iostrnd,) ol t._,orE.ma. 

2. 2 Conjunto 1L1i to int0rior v conjunto lír.ii te, oxtori,Jr, 

Ll,'..u;1.nror.1os sucusi..Sn docrecientu do conjuntos {G .. J ~ tod~ sucesión 

on lü que so vorific~ G > G > ••• > G > G > 
· 1 .Z lt , .. , 
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Si en . { G"j sucedo completamonto o ln invorsn, 0s d..:.icir, si 

G1 < G2 < • • • < G11 < G., + 1 ••• , dirumos que G es croe i01"lt ~. En ambos casos 

resulta G..., = Gil , nsi que toda sucesión, crucivnto o docr0cio1!to, convor 

ge. 

Conjunto limito il~tcrior es todo cunjunto lími to do un::, suc0si6n do

crociont..:i y conjunte liL1i te extorioJ' es t.:,do conjunt.:, limi tu de u nn su -

cesión crocionto. 3c v0 iru:iedictnmonto que el cor!junt.) liui to ir:.tcrior -

os igual n G, • G, • G1 • • • y ol ctr,) us igunl n G, + G.t + ••• 

El conjunto (1/2·) del ejemplo III de (2.1) es liuito intcri.or y el 

conjunto G del IV os liaito exterior. 

2. 21 Tu,..;rorm: I:l con~1lononto de cualquier conjunto li,:li tu 0:dorior os -

un conjur.tcJ linito ir:.t;..;rior y viccvi:;rsn. 

Dor.1ostrnción: - Si {G,) os unn sucesión decreciente, (e ( G,. ) } es uno. 

sucesión crocio:.:to. Luogo G = lim {G) os limito int0rfor y -----------
l "} 

H = lira [e ( G.,) J .-::o lini to ext0rior. 

Por dofinici6r: G = GI( y H = HA. y aplicando el tuorono. ( 2 .12) ter:o!"!lOS 

que GI<' = C(H1 ) ; , 0,G = C(JI), H = C(G). 

2. 22 T0cro::m: El cor1junto de los puntos comunes n t:.)dos li)3 conjuntos de 

un:1 succsiór:. cualquier:· (H,,~ es un conjunto línito int...,rior. 

Dcnos~raciór:.. - Dcsir~:,11nos ln sucvsión {G11j du esta :.1:'!"lorn.: 

Evid . .;ntor.1011to Gf > G¡ > G3 > ••• > G" > 

li2ito intorior. ~or otr~ parte 

G = G .G .G • , • 
1 t :, = (H 1 ) (H .H )(H .H .H ) 

I i I t 3 

lo que dor:mostr~~ ol toorur:m. 

••• J 

H,,; • • • 
• 

lu0c;;-_:i G = lL1 { G" ) os 

== H .H .Ií ••• 
1 t 3 

2. 23 Tuoroo::..: Bl c,mjur:..to H, + H1 + ••• + H,. + ••• es lLli t .. oxtc.::rior, -

cu:J.lquier,: quo sc.:2 12 sucesión {H .. ~ 
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Demostración.- l:ir el corolario de (1..51)· 

C(H 1 +E.a.+ ••• + H,. + ••• ) = C(H,).C_(~.z) ••• C(II 11 ) ••• 

ror el tooror:i.n c-,iatcrior C(H,) .C(H,) ••• C(H 11 ) ••• debo sor limite in-

t0rior; por lo tn~tc H1 + H1 + ••• + H~ + ••• es limito oxtorior. 

I~s dos toaremos n~t0riorcs son casos particulnres del siguíGntc 

2. 24 Tooromo.: CualCJ.uior conjur.to infiní to G es lÍi~lÍ t0 o::-~t":dor y lfrli to 

int0ríor. 

( (1) 
Dcmostrecíór.. - J)osig1~c,mos a la. célula o. 

...~, c.r> 
Ll ' e e e '-• 

be,, , b(t> , • • • b(P) ) pur ( n, b) s implcracntc. Sea (o., b) uno. cJ.o las c6lu -

lns fur:.dcmont:ües do G; si Q es tnl que O< Q < 1, la c6lula (n, Q b) -

conticr:o uno. p::-.rtc du G que llnr.mromos Gg (pueden succd.:ir dus cc;sos ox -

trcuos G9 = O 6 G8 = G). 

Si { e. ) es ur..:i. succsi.-Sn creciente dú volaros ele 8 que conve:rgc n. 

uno, los c0nju11tos G8 
1 

••• G911 , ••• consti tuyon u:~o. sucosi..Sn 

crocionto cuy-::, lLJi to es G. Se ve de est:J. mo.norn que G puodc cansiduro.r-

so cono lililitc oxt~.rL'r. 

Tm:1.bién s~ V,) cu0 G os limite intorior tomando en cu0nto. que - - -

G = C [c(GLJ y n.plic:·.ndo el tuoronn (2.21). 

NOT;\: Pcr:; ovít'.'r guo en lo sucosi6r {a8J o. p:'rtir c10 ci.::rto ron-

go r.1 SUC-.;dO. 

( n, A b) en 

que G6 
"' 

= G e ... , - -- ... -
do11do~4yst6 dofiddo por 

G, podo1110s utiliz::r le. célula --

la cortadurn. cm el cnn1Jo do l·1s -. .;-
• números posi t j_vos ol: ó_uo 1~ clase de ln izquierda ost1 fornndn por L,s -

1:úr.1oros ..,AA- tfllc;s que fuoro. do ( a ,,..M, b) hay infíni tos pm:tos du G • 

• \horn bio:1, sem:, Ge,, la cornponc:ntc do G en (a, e., ~ b) y M el con-

junto de puntos 

+ M} os 

do G exteriores n (a, )\ b), ertoncos l:"\ SUCGSÍGL 

para un número ii,,.fir.itu do vnlorcs p,q,r, ••• de ~ to::.::ir:os: 
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Ge,.+ M < G8 + M < Ge 
4'l t. 

+ M < • • • 

For lo tnnto G = 11m {G8n + Mj resulta limite exterior. 

Es posible ~.uo en una sucesión decreciente de conjuntos, el 11mi te -

no contenga puntos; v.gr. si en la sucesi6n del ejemplo III del (2.1) a 

ende. eler:1ento de ella so le suprime el punto 1/2, result:1 tod:wic uno. su 

cc::si6n del nisrao tipo pero cuyo linito es el conjunto nu.lo. 

Ha.y un coso do sucesión decreciente en que se puedo nsogur~r quu el 

limite es distinto él.a cero; la nfirmnción de ln no nulidnd de. dicho 11-

mi te er. l.:::s condiciones especinles correspondientes constituye el siguien 

te teorer:10: 

2.2.5 Teorem.e: .'.Ji {G11 } es una sucesión decreciente de co1:juntos cerra

dos en un espncio de cualquier número de dimensiones, se debe tener Gr O 

y cerrado. 

Demostrccióa.- En primer lugnr VO?!los n hccer ver que si se oplicn uno. 

red D (No. l. 2) .'.:'.l intervalo o c6luln fundamental rle G, red cuyas mallos 

en número de m lo.s designaremos por d,, d1 , ••• dn,' cuando menos uno de 

estns mallos c~ntieno puntos de G cualquiera que seo el valor den. 

Supongamos ci_uc ::ü11.guna de lns malles de D cumple cor: 1~. cfirmación -

cnterior; er..toacos ~- le m::llla d p {1 ~ p ~ m] le corros:::Jo!ldo un número np 

tal que d p no contio~e ningún punto de Gn , G11 , G 
f P+t "Pft _,_ 

N el máximo de los r,r"m1meros n,, n1 , 

... Sea 

do los puntos a.o G. , G , G , ••• figura en l~is m'.:'ll-~s de ln red D 
fl l't 1 1# + l. 

lo cunl cstf. 0:1 cor:tr:-,dicción con la propicdnd fundomer:.t:::l de una red. -

Por lo tnnto cu.:-.ndo 1;1v11os una d. contiene puntos de G (n = 1,2,3, ••• ). 
1 n 

Continu~ndo con lQ demostración del teoremn, cpliqucmos un sistema do 

redes D 
1 ' • • • D,. ' ••• al intorvclo o céluln fundnmentrl que incluyen 

G. Sen d 1 ln primer,-: me.lle de D que contiene puntos de G,_ p!".rc - - - -
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n = 1, 2, 3, • . . ; lo. r;Jd D2 t ione vnrics mallas en d 1 y por lo menos unn 

contiene puntos do todos los conjuntos G; sen J 2 la primera de ellas. -

El mismo rnzonQmiontci se puede nplicnr n n3 , después '"\ D4 , etc., resul

tando ns1 uno sucesi6r. de mellas d 4 , d1 , d~, ••• cnd~ un~ do los cuales 

est~ comprendida en 1~ Gntcrior y conteniendo todos puntos tle Gn para -

toda n. 

Esto succsi6n defi!1e un punto x ( las diagonales de ost:.s i;1::1llo.s ticn-- . 

don o. cero) que fiGuro en todos lc.s mc.llos y es clnro que~ os punto de -

ncum.uloción do G4 , Ga, o,, •.. Gn, ..• ; p0r lo tanto yo que estos conjun

tos son cerrados,.! pertenece a todos ellos y qued~ demostrado que G ~ O. 

Finalmente, si x os punto de ncum.uloción do G, es punto ele t\eumuln 

ción de G1 , o2 , G.,, ••• y por t'.J.nto pertenecen cod::i. une do ellos; luego 

portencoe o G. ~s tlocir, G ew cerro.do. 

Observnci6n: Cuando ln sucesión es de conjuntos nbiortos no sucede -

cos::i cm6logn pues el limite puedo ser nulo o oun cunndo s.::rc distinto de: 

cero, no necosnriom0nto os abierto. El linito de uun sucosió:: tal, ro -

cibc el nombre (1c 11mi te int0rior ordinario y sus pro::_1i.:,rknos so ostn -

bloccr~n m6.s nt~olo.nt:;. 

2.3 Conjuntos do ln priraero y segunda _.,..,, 
¡I' 

cntogorins. 

/' .. doptoromos dos dotinicionos par~ conjunt0 de la primurr: c~tcg~rfo., 

o resorva de deraostrnr después su cquivaJcncia. 

Primero definición: Conjunto de la primero c::i.tegori~ (;r) es todo -

conjunto finito, nulo o limite de unn sucesión cruci0r .. t0 o,: 1~ que 

ninguno de los olo;:1ontos os denso (No. 1.5) 

Segundo definición: Si ( Hn) es uno. sucesión cu8.lquior.", con le úni

:rn. lini toción de ouo ninguno de sus elementos os denso, t;l conjunto 

••• recibe ol nombre do conjunt .. 1 du 1~: 1,rimero. an-

~) Hobson: Thoory of ]l'unctions of n Roo.l Variablo. l:'6.8. 134. 
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togorio. En pnrticulor puedo suceder quo H1 + H2 + ••• so~ finito o -

nulo, o bien que e partir do e ierto rango !:!, H 1h = H..,, H = • • • = O, con 

lo que resultn QUO cualquier conjunto que no es denso es de la primera 

cotogor1o. 

L todo conjunto que no seo de la primera categorin so lo clefine co

mo de la segunda .<?..:·togorfo. 

2.31 Equivoloncic de l~s dos definiciones. 

lo. Sobemos que si G os limito exterior G =-= G.., + G1 + G:, + .••• 

por consiguiente todo conjunto de ln primera categorio. do acuerdo con -

ln primero definición, tombi6n os de estn e:::itegorio do acu0rdo oon lo -

segundo definición. 

2o. Si H = I~_, + lI.( + ••• + H,, + ••• definamos un:: sucesión { G,, J 
como se hizo en (2.22): 

Si los conjuntos H.¿ ne son densos, lz.1s conjuntos G,¡ to.r..poc-:, lo son. 

Por lo t~nto si H us lle la primero co.tegorfo según lo. rJcfiaición últi

ma, t :-.:mbién os do 0s.".'. c::-. tcgoria de o.cuerdo con lQ pri;-.1cr~ dcfirüc i6n. 

2.32 Tooremn: Si un conjunto es numerable, es de lo. prinorc cotegorin. 

Lo demostro.ción es inmediato ut iliznndo lo sogund,""'. dofinicifn. 

2. 33 Teoromo.: Lo s~~lº un conjunto numero ble de conjunto'; do lo primera .., 
co.togorin, es do lo prit:¡ore. co.tegorio.. 

Demostrnción. - Supongamos que todos los conjuntos :J:_,, 1~,, 

son do ln pril:1or:1 cntegorio, luego 

+ A,a + ... 

. . . . . . . . . . . . . . . 
E = + A + + 

111 "ftt, '"'J. ·:,... 3 
... 

' . . . . . . . . . . . . . . .. 

• 

• • • E ' • • • hl 
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donde ninguno de los conjuntos ~·.¡ i os denso. Se snbc j_)'.)r ol tc:oremn 

( 'f..62) que ol conjunto do lns A,1,'1° os numernble, por c'.,nsi~;uic:ntc 

• • • = ' ~· ,, 
os de la primero. cr-.toGorín. 

OBSERV.ACIONES: 

la.. Un conjunto ele lo. primera cntogorfo puede sor denso en todas -

portes. For ejonplo el conjunto do los números ro.ci()nnlus t:ol intcrvo

lo (O,l) es un conjunto denso en todos partes do dicho intervalo y por 

sor numernble es de la primare cotegorin. 

También hoy conjuntos do lo primera cotcgorin densos en todos par -

tes, no numerables. En efecto apliquemos ol intorvnlo (~ 1 b) un sistemo 

de red.os {Di,} con mo.11<'-s cerro.das (no. l. 2). Sea {H ,, } unn sucesi6n de 

conjuntos deterain.:-:d::-. de lo. siguiente manera: 

Consideremos or:. c:--dc. mallo de D., un conjunto no denso :' :perfecto y son 

H lo sumn do ostos cor.juntos; en •o.da mallo do D2 c::onsidcronos también un 

conjunto no denso y perfecto y soa H.Csu sumo. En general H.., scrñ igual -

a ln sur.in de conju:-:.tos no densos y perfuetos coloc~dos c~d::-. uno en cnclG 

r.mllc. de D. Rcsult;, o;~toncos que todo conjuntt; H.., no (:S (:onso y por con-., 
siguiente H = Lir.1 (n,,} os de la primern cntogoria, Poru lI es además den-

so Cú todas partes ele (.:-:,b) puesto que si (c,d) es un subintcrv~lo cual --

quier::-. 

no uno 

do (e, b) , 1.:-: red D" p-'J.rll un valor sufic icutomento grc.nde de ~ tie 
--t. ,. 

malla do~tro d~, (c,d) y por lo tonto dentro do esto subinto~valo --

hay pur..tos do H,,; luogo todo punto do (.'J.,b) es de ncuaulació!l do H. En -

consecuencia el cunjur..to H, no numerable, es de la primare co.togoria y -

denso en todas p(~rtos do un intervalo en que ostó. incluid-.:,. 

2n. Un conjunto do la primero catogorin puede sur de lt• ~1otcncia del 

continuo. En efuct) UE conjunto no denso y perfecto ti0nc vst~lS cornctc

risticns. 
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30.. Un conju1:to ,Jo lo primera cotegorin no es 110cos,'J.ri.''.r.1.ontc cerr~do. 

1a conjunte do l.:is racionoles do (O,l) es un ejemplo y d::-:ro1'.los e continuc. 

ción otro de ur::. cx1jui:to no nW!lerable on estas condicior.os. 

e•,,~ t r 
o,.:a.: 01, Ot' . . . J,,,' uno sucesión do intervalos o células nbier-

tas do cualquier 1..úr.1orc de dimensiones, codr: uno. de ,ül.--:s co11t0niendo a 

ln si,:-;uientv y tcl0s ouc. dicho. sucesión determine un pur.to único x inte

rior o todo.s lus ó4 . l•'ormemos ln sucesión { Hm} de co:::.ju;::.tos on donde 

E A-. es un conjur..to or- le frontero. de ¡_; y p,Jr consigui.:Jl~tc r:,: denso en -

el intervrüo o cólulc·. fundamental. Es cloro que H = H,1 + ::1 + ••• es ur. 

conjunto de 1·: !1ri;:1or~ cctegorio. que tiono el punto .!_ :,10r '.,unto de acu -

mulnción, poro cor.1-:; .! 1,.0 pertenece o ningún H111 , tc.mpoco r,c;rtor.oce n H. l cr 

lo tc.nto H no os corre.do. Sc. demostrc.r:S. después que: si u:: conjunto de le 

primero co.tugori.··: es ccrr~do, no puede ser denso. 

2.34 Teorcri."1: ·.i:'od0 i!~torvnlo o célula (o,b) os un conju:::-.tc do lo segun

do. c2.tegoria. 

Demostrnci611.- :;uJ•Jngo.mos que (n,b) es de lo prinor.: co.tcgoria. Utili

zando lo. priner:: 1Lfülici6n resulto. que (a,b) es igual G q.,+ S.i+ ••• + s_,.+ ••• , 

donde { s,., S os ui:a sucosión creciente de conjuntos no clcnoos. 

¡~pliquer.1os ~, (.,, b) un sistema do redes {n") cor.. i7ir..ll;:s cerro.des y -
socn, .!_,1 Ull punto CU'.:lquiern de (o,b) y sp..,10. primor~\ rl'.11~~ que lo Con-

tiene; existo u1: ctll;.j.l¡j.1to S 
l Nl4 

que es el prir.10ro que c0ntieno n x y cor.10 -

• 
no es denso, h~ty ur, i:.1t·orvolo o célula r..., dentro do ~ que no contiene -,, 
nil:gún punto do s..... • ,.,. . .,, 

Sonri, 8,,, 1~ ~,rL1or.~ 1:i:1llc quo esttt comprendido intor;r:~u,11.to en t., y A 
a a 

ol centro de oll:''; existo un conjur..to s,., que es el prL:,cro que cor..tiono 
t 

ax Y debe ser n > n puesto que x no fi~rn en s_ • A su vez existi-
~ a ~ , ~~ ~ 

r:'i otro intervalo o cóluln I Rn6logo a I., y otra me.lle: 8P y csi sucesivo.-
t ' 

nente. Es decir hny una suoesi6n [J~J de mallos, c~d~ unn de las cu3los 
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ost.t comprer..didn en la anterior; lo molla SP. no conti0nc puntos de -"' .,..,, 
y tiene cor.10 centro un punto x que 

-ltll.H 
figur~ en el conjunto -

s,,.. ~ pero no on ol S"" , asi que n ,,,, ?'n_. 
111 +-. "" m +-, ... 

Lo sucesi6n de las mallas {JP,. ! tiene como limite un punto ~ de (n, b) 

contenido en tod~s vstns mollns; si 

contenido un ~P. , luego no figura 
'l'I\ t.., 

este punto figur:'r~ 01: S'" no estario 
"' 

en ninguno de los cor:.juntos de lo --

sucosi6n Sm , s ("I , 

• por consiguiente no fi.3ur:' er~ le sucosi6n 
' i.)"' t ••• 

""2.. .,, 
' 81, s.t ' s., f ... lo que contradice a lo suposición de quo (n,b) es do ln 

primero cc.tegorin y ).J()r lo tanto quedo demostrado 01· toorcrn.n. 

Corolario: El c-:nplomonto de un conjunto de le prinorn cntogoria es 

un conjunto de le sccrund8 ca.tegorio. 

Denostrnci6n.- Soc. G un conjunto de ln primero. cntogorio.; si C(G) fue

ro. t~mbión de l,':l prili1ora, por el teorer.ia (2.33) el conjur.to C + C(G) re

sulto.ria de ostn c::-.tegorfo, pero G + C(G) constituyo el inturvnlo o cé -

lula fundnmonta.l do G que por el teoremn anterior es de 1~ segunda cnto

gorin. So concluye que C(G) forzoznmonte os dü lo segunde cctcgorin. 

2.3.5 Teorcmo.: Si G os de lo primera categoría, todo p:irt0 §. do G, es do 

1~ primera catoc;orfr .• 

Domostrnci5n: - }'c•r hi1,6tosis G = G.., + Gt + ••• d:>ndo los C.1· no son den -

sos. Por otrr. p~rt0 

g = g.G = g~""t eG a + ••• + gGn + ••• y estos conju~1tos g.G ... · no -
• 

son densos, luego G os ele ln prinorn cnt0gorin. 

Corolario 1: El c,L1plcmonto de: un conjunto G do l!:'. :;}rir,1ora. cc.tegoría. 

os denso en t•:,d:::s p~.rtos del intorvnlo o c6luln funclc.nontnl cfo G. 

Der.10strnción.- Si C(G) no fuero donso en todns pnrtus del intervalo o 

c6luln fund~r.10::t:cl ( '."'., b) de G, exist irfo un subinturvo.lo o subcólulo - -

( o.' , b') de ( n, b) 01: ln quo no hubiera puntos de C ( G); 01:. otr~~s palnbr~s, 
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·tod:1s los puntos c1c (a', b') serian do G y por el tuoro!:m :mt0rior - -

(a', b') soric: do ln prir.iern cote,gorio en contradicción co!: el tooro

r.in (2.34). Se concluyo quo C(G) debe ser denso en todas pcrtcs de (n,b) 

Cor;)lario 2: Si un conjunto G do la prir.iorn cntucorir1 es cerrado, no 

puocJ.o ser rlenso. 

Donostrcci6n.- 8i G os denso, existo un subinterv[llo o subcélulo - -

( o' , b' ) er: 1::-. r_uo G os denso en todas pnrtes, y cor.10 por hipótesis os 

corrndo, trn:ibién lo s0rin en (n', b') y por consiguicr..to todos los pun -

tos de ( n' , b' ) s0ri:i.1: de CJ, en contradicción con lo que so hn visto o.n-

tos. En cons0cuorrci'..'. G no os donso, 

Obsarvoción: .~unq_uc todo conjunto do ln pri..'llorn cc.t,;gorin tieno como 

complor.ionto uno do ln segundo, no todo ccnj\lnto do la sogur..dn cntogorín 

tiunc c,Jmo co1:iplcr.1c~ctc uno de le. primera. Pc.rn hnc0r ver esto últin:,, -

bast.::1 con un cjcn::il.:,: consideremos el conjunto linoc.l H incluido on el 

intervalo (0,2) y formado por los puntos irro.cionclos d.:; (O,l) y por -

l:Js punt'.)s racionalc::s <le (1,2); luego H no puudü s,ir c1c lo. primora co.

togoric. puesto quo tiono por componente a los irraci-J1:nl0s de (0,1) y 

C(rI) tci,rpoco os de; l;:. primera porque tiene co1:n pnrte: :-.1 co¡¡,junto do -

los irrncionclos do (1,2). 

Se llame conjui~to rusidual (*) a torb conjunto ccuplui.lc::.to de uno do -

ln prinorn c::-.tc{.:;orttt l or le que so he visto o.ntes resulte. que todo con . . • 
junto rosiduc.l no ~1uoclu ser numero.ble y debo sor denso u::. toclc.s partos; 

nde1:12s se puodo hncur ln siguiente,; afirmación: 

2.36 Tcorcmr1: 'rodo conjunto residunl os de; lo potencio del continuo. 

Do:ciostrnción.- :JcC'. (C'.,b) el intervalo o c6lul::: fund:--uontc.l de un 

conjunto G de ln :orirn.oro. cntcgorin y s1:.:a L = C(G) ol co11ju::to rc,,sidué!l 

corrospondiontc; sw s0cbo quo G = G.., + G~ + ••• dondo par:--, ;,ü1lgúr: valor 

don, e os denso ;,:,n (::.,b). - --- -"- - - - - - - - - - - -
C•J Hobson: Obra cit.:dn. Pág. 136 
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,'\.pliquenos un sistona do redes { D" l o. ( o., b); se puot1-c.: Gf::oeurnr que 

existe un subintorvalo de (0,b) que no cor.tiene puntos de; G1 y una. red 

D,,, que os ln pr ir.1urr- que contiene dos nr.llns ( o r.i1s) incluidas en -., 
ose subintorvnlo. Dosi3nomos por S0 y t ln priraorn y sogund:, mnllo.s -

de D..., en esas condiciones. llnólogamonte se puedo nfirm:--.r quo existo -., 
uno. rod D"" que os lr'. :primero que ccntione mnll~1S 011 -~o Y si' ( d-'.)S por -

l 

lo nonos c.:1: c:::dci un:•.), wülas que no contit;ncn puntos de G1 ; expreso -

mos con t00 y ó01 lo. ~ rinero. y segunde. incluid:}S en b0 y p.)r i .. , y d11 
lo. prir.iera y segunde'. incluidos en i 1 • Es uvidente que estas IJl:lllns 

o "- l' i no contie:non puntos ni do G.., ni de G •• doo, 0 01, 010, 6 df., • 

Procediendo do este. r:muoro. so llega.r6. o dotdrr.1in:J.r ua conjunto de 1~ 

llns de ln ford~ S w., 11 • .. " ........ en dondt:: u , u. , • • • u toE10.n los velaros 
,( 11, .... 

O o l. La m~ll.'.l 8 u1 u, .. . u que 
- - M 

pertenecu o la red D~ est! incluidc en 1~ 
""' 

r.mlln 8v u1 .. ."u y contiene a su v0z :-;. lns dos ·~.1:.~11·:s Su" 111 · · • u..., o ., ... _., 

Y &11., u 2 ••• u,,.·'f :l-:101;16.s dichn melle bu" u1 .. . u,., n:::, co;::ti,~:·.o ningún 

punto do los C'.)l:ju:·tos G_,, G1 , ••• G.,.. Coi:10 n"" > 1: , la dinc;onnl do 
+-t ~ 

todns ostns rarül'.'1s tiondo hncin cero cu~.ndo ra .....,,. ot:> 

Se conclu·rc (1_uo tcd~ sucesión forrmd:-; por unllr'.S clC.;l co=1ju11t;:, nen -

cionndo, y ur ... que: se cur.rp1o. quo c.::1d:::: nr'.lln ost.", ir•cluíd·~ 0 .. 1 1~ nnt0rior, 

doternino. ui:. ~mnto y sólo uno quo no p0rt0reco ~ n1·, .... r.·tí~ .. ,.·1• 
- J.-... ~ .... .1. \,;,on pare niHgún 

v::üor do E., os t10cir, dotormino. ur:. punto do L •• ~si quu Uii.'.' sucosic'ln _.,.,, 
~ .. tu .. r .... v ·"'e u .. _ dctcrr.iino. un punto _x.y uno .,.,o ., .. ,,o..,.,.,, 3 , ... 9u.., .t'''""'1•"•· -~-

sólo de L; los 1:úr.1vr,i s u"', u.f , • • • ½..i • • • sor ... O o l. Luoco .:- 1 e : njunto 

de sucosiónes de ln l'or1an 8 u..,, ~ u1 11 1 , ... S 1.1 1 u, . .. u,..,, • . , 

corrospond~ bim1iV\)C~'.1.10nte un conjunto do puntos ~ que for;.1c p:::rto de L. 

Elijamos d.;;l cor:.junto de sucesiones do os0 tipo .':'.q_uoll'."s 011 que el -

conjur,tu dc111c.1ic..,s cJrrcspondio1,tcs u4 , u2 , •.• u,.,, ••• c -1ntic.,;nC: un nú

nor·, ili;-üt~~d,; cJ0 m:,:s; r; ostv conjunto le corresp ll:<le; biu::ívácnmer,.tc -
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un c,mjunto L., < L. I :~ro todn sucesión de indices sc.tisfc.cio~:do las -

condiciones ontcriores os lo representación de un núr.1.0ro del intervnlo 

{0,1) en el sistur.10. do base 2 y rec1procomente o todo núnuro de {O,l) 

lo correspondo un:- y sSlo uno representación de la. forr.m u", u•, ••• u., ••• 

en donde u 111 es O o 1 y el número de unos es ilinit'.".ldo. :._:·or le tnnto el 

conjunto L., tic~e l:~ nism.o. potencio. quv el (0,1) o seCT lo :potencio 2_; 

aplicando el corol~rio del teoremn. {1.67) resulto L do le. rote;ncio del 

continuo. 

2. 37 Tooror.m: !Cl producto de un conjunto nunercblo do conjuntos residuo.

les H.,, H, , • • • H.., , • • • es un conjunto res idunl. 

Denostrnc ió¡1.- 3on G" = C (H,,) el conjunto de la prir.1ero. cntcgoria -

que correspondo a.l conj~nto residual HM. Se sobe que 

H.,.H, ••• H.., ••• = C /_c{H.,) + C(H,) + ••• + C{H,,) + •• J 
= C(G..,+ G~+ ••• + G11 + ••• ) 

pero por el teorer.K1 (2,33) el conjunto G1 + Gs + •· •• debe sor de la pri-

morn catogorin, por c0nsiguien te ol conjunto H., .Ht •.. 

to rosidu:il. 

H • • • ... os un conjun-

2.37 El concepto rlo conjunto de la primero ·cotegoric puedo m.1plinrse -

susti tuyondo por un conjunto porfccto el intervalo :J c6lulc fund::iraent~l. 

l!:n esta foru.:-. los conjuntos de los dos categorías y el 001:junto rEisidunl 

quodnn definidos Cffllll' sigue (¾f): 
• 

Si { Pn l es unn su~osión de conjuntos no densos or. ul co¡1jutto perfec

to H, el conjunto P., + F t. + • • • + P., + • • • so define co::10 cog\j.unto de lo 

primare. co.toGoria con respecto o H. Un conjucto que r.o son ele la primero 

categoría con respecto o H se considera come de ln segur:.d::i con respecto -

a H. Un conjunto que tonga como complemento en H n un conjunto de la pri

r,1crn cctogorfo. con rcspe:cto o H, so define como conjunt:; rosiduc.l relc.ti

vnr.ionto a H. 

(i«) Hobson: Obro. cit11.1n. Ptg. 137 
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Obsorva.cioncs: 

la. Un conju1:t0 de le. prir.1er11 c1:'tcgoria con respoct,J c. u11 conjunto -

pcrfocto result·: de la. priE1ero. c.'."ltogorin con respecto nl ir..tervolo o có

luln fundaoentol del conjunto perfecto. 

2n. Poder.ios odoptr.r dos definiciones de conjunto de ln !)rit1ero. cato -

gor1n con resp0cto n un conjunto perfecto H. 

Primer~: {r,,J debe ser creciente. 

Segunda: { r,J ptede ser cualquiera. 

La. equivalencia de las dos definiciones se demuestre-. cor.10 se hizo en 

(2.31). 

3a. El teorema (2.33) es o.plica.ble todavía c.l caso clo quo en lugar -

del intorvnlo o célula fundo.r.1entnl so supongn un conju1:to j_)orfecto H. -

Lo demostración os idé: .. tica n la. de dicho teorema. 

4n. El teor01:1c. ( 2.34) tm:1bién es v6.lido pnr:i. cstn ar,1plinción de con

cepto de conjuntos de la. primern categorfo .• El enuncio.do j'Uede escribir

se en esta forna: Todo conjunto perfecto Hes do l~ segunda ca.tegorin -

con respecto n si r.1is1:10. L'1 demostración es lo. misn ... ~ QUe 1~ del teore

mn (2.34) con ostr1s considero.cienes o.dicionales. 

Los puntos x ( pertenecientes '.1 H ) no s01: necosnri~10Lte centros 
-'"'" 

de l~s r.mllns b sino único.mente puntos de ellas. ~ sucesión de mo-
1'1'1+1 -----,. 

llo.s 8 pi> ~,, 1 ••• sp,.-;,;,, tiene como limite un punto ,! que ovident~mente 
. . 

es punto de o.cur.iuloción de H, y coco este es perfecto,.! pertunece e H. 

5c. Se ve inr:10dic.tnm.ente que son v1lidos el teorema (2.35) y sus co

rol::rios par:. esto C-'.cso n~s naplio y por lo tcinto tm.ibi6n os vólido el 

corolario del teorena. (2.34) 

6a.. Un conjunto de la prinera catogorfo. con respecto nl intervalo o 

cólulo. f'und:~"J.o:::~tnl puede no se::r de esr; c::itegoric. con rospocto n un con-

junt-::, porfccto del cu~l es conponcnte. Por ejeri1plo un conjunto perfecto 
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y no dons,'.) on ( '.\, b) os de lo. prinerQ c·:m rospocto " ( ~·., b) l)Oro de lo se

gund~ con respecte o si mismo. 

En ol c:-::so do que ur.. conjunto L seo de ln sogundn c:-tuc;orfr: on ( r1, b), 

sor6. de ln· s(;cundn con respecto n cualquier conjunt-::i porfccto en el que 

ost6 incluido, :·,orque si L es de lo segundo. er.. ( a., b) y de le. primero en 

H ( incluido en (c., b), L seria. de lo primern en ( ~, b) p.)r 1~. ::.,riraerc, ob-

sorvoci6n. 

7n. En (2.36) se domostr6 que todo conjunto rosidu~l os do ,ln poten-

cic. del continuo; si so sigue ese rnzonnr.lionto cu~ndo el conjunto L es 

rosiduo.l rel::itiv'."'.:m.:::nto ::i. un conjunto perfecto H, so· lloe;r: '.' que 

x = lim (!u,, u,,·· u"Jos ncccsc.rinmento un pm~to do '.'1Cumulcción do H y -

por consiguic:nto )ortoneco e H: pero no puc:::do pcrtur..ocur o. ningun•.J do -

los conjuntos G..,, G-1 , ••• , nsi es quo pertenece :-. L = CII( G). So con -

cluyo quo 01 t-Joror.m ( 2.36) os viUido tnr:1.bién p~ro. esto c::so nt.s genornl. 

2.4 Conjuntos 11nitos ordino.rios. 

El conjunto liaito do una. sucesi6n decrocionto do conjuLtos abiertos 

so defino cono ~~1ju_nto lir:i.ite i1:t1Jrior ordin-'.":rio {~). 

El conjuLto linita da uc~ sucesión croci0nto du c0lljuntus ccrrndos, os 

por dofiniciór:, u1: ~onjuuto lir.1ite éXtwrior ordinario._ 

1-odor.1os h::-.c.;r (1~/¿ luego nlgun'.:ls considor::i.cionos sobru los conjunt0s 
• 

11ai tos ordin,~ri:,,s: 

:Por los toor01:1r-.s ( 2. 21) y ( l. 54), el cor.1plor.1ont,, d.o cu~.].quicr conju11-

t·.J lir.1i to fr.t0rior orclinc.rio ( nbrovi::idnr.ionte lím. i:ét. o:cd.) os un c~:n: -

junto lini to 0::L.rior ;:,rdir;nrio. 

Todo conjunto ~biorto os lin. int. ord. En cfecta, su~ Gel conjunto 

da.do incluido 0r: el i::torv'llo o ctilul[l ( ~, b) y H el c.rnju:·.to ~bierto -

;'._o:r_r.1~dQ. :eot Iº'-!º1! ,!,0~ :eust~s _i!!t~rtoro~ ::::. 1!_11 _i12tq_r1!_~:!_o _:J - C'?_l~l:_ le L d l -=-
(*) Hobsor..: Obrr-. ci t.'"?.dc: Pftg. 139 
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que no tiene 1'.ingún punto común con {a, b); definamos o.h::irc le sucesión 

de conjuntos '."tbiortos { G + H,, 1 donde el conjunto Hl't ost6 formado por 

todos los puntos de H que senn interiores a (c,9" d). Los números 8n 

se suponen co1.;.stitu1r unG sucesión decreciente 1 >a.,?- et 7 . . • ª"..,.. · · · 
en donde e,, -- o 

"- -o 
• Es clero que le sucesión { G + H,,J os decrecien -

to y tieno a G por lir.lite, con lo -que qu0dn justific:cd" le. ::firmnci6n -

anterior. 

El conjunto ,'.tüo perten oce '.:'. 1:: c l~se de l~)S c.:mju1:t')s lí~. int. oru. 

de ~cuordo con 1:-. ,·:efinición d~:dc., pues es posible c:mstruir er. un es-

pncio de cu~lquic.;r i1úri1Gr.:i do diL1onsi0nes unrc sucesi.ín docrocic11to de -

coujunt•)S :".biertos que tenga por 11:ni to o. 

Supongnmos que G os un conjunt'.:· cualquiera. y que °' t,:.;dc, punto x do 

G se le a.socio. un~ sucesión de intervalos o células !1 (x),~a,Cx}. · ,b,,(lC),. · · 

sctisfociendo ~ 0st~s dos condiciones: 

le. x es interior a cualquiera de la.s S"óc> 

2~. cnd"J. intorv::lo e célula b,,(X) comprende al siGuio~:to. 

Debo tom..-::rso 0li. cuur:tn que ln mapli tud o dingonc.l de bil<) 
sa.rir-.raentc 0s ie;u."l !Y1rn. todos los puntos x do G; llr.nom.::is c1.., 

no nece -

nl extro-

r.10 supuri:)r ele l:".S di "GOn'cles de s..,(>O, y' en gonor'.".l, u.il'I ::-.1 .:;xtror.10 su-

perior do las c1i ";Gor,.:-lus do S,, (k) • Se~ Á" ol c·:-nju¡-:tc de los puntos -

--t. r 
interiores 2. tm-:.os l~s ilitervnlos o cólul,'!s o"'(X) , corrospor..dicnt~s c. --

todos los pu1:tos x Llu G p::r·J ese vrü0r de n. Supong~.1os cor.10 última hi -

p6tús is que, 1~.t suc0s iún { d~) es clucrcc icntu y ccir.vor3u h::ci::, curo, os 

decir, d.,> d 2 "7 ••• > dn "> ••• y d,, - O. n--_.. 
Se vo inraedü:.t·,nonto que los conjuntos e::.,, 61. , ... Ón_, ... so;: :-:.biertos y 

decreciente y su 11mit~ H, que por defi

" nición, os lii:1. il:t. 0rd., titJno cor.10 coraponc1!to el conju::..to dedo G. 
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So vor1 dcspu6s 1-'0r un ejemplo, que no siempre c,üncidcn II y G, po-

ro si se pur.:.:do o.s'~C-,urcr que todo punto z de H que no pert-..,ne;co n G, es 

punto de .'.lCU:,1ul:~ci6n de G; p,)rquo si z pertenece n H debo s,.,r común o -

todos los conjuntos .ó.", luego debo sor int;;)ricr .... nlgún S.,<x) pnro. to

do vnlor de n, y si no pertcnuco ci G, :::1 figurnr en $.,tx) dist..-r6 do nl -

raonos un punto ,}u G ( el x prücis~mcrnto) un v:llor no r.I'.:'.yor cb dn , poro 

so ho. supuesto qu0 d,. -- o, .'.lSÍ quv z dobc sur punto du o.curilulcción de G. 
" - a:, 

Com,:-, corol~,rio ,~el rusultodo cnturior pode1:1os '.:lfin:1:cr que si G es fi 

nito, rosult·~ liril. int. ord. En 0focto si G es finito y ;:,;:;,::isten puntos 

z <lo H quo no fi~ur~t11 en G, z dcbu ser punto de o.cunulo.ción ele G lo 

cuc,l no es p,)siblu; o or otros t6roinos, no hny puntos de H que no soc1: 

do G. l'or c 'Jl1siguL:1t0 H y G coinciden. 

El conjunto clw puntos de G' que no pert0nocon c. G !10rQ q_uc.: figur~n -

en P dúpuncloró. du la 1:1~:r..or'.l. ore que su hngo.n corrusp')r..(kr, o. c~dc punto 

x <lo G, l0s inturv·:.lus á,..<.x) • Si el c0nju11to d~'clc G os lín. il.t. ord. -

dabo ser posiblc: ,;11c:)11tr:'r un8 ley que h::,gn curresponc.1..;r ~, todo punto -

x, un:~ sucesión {si\~)} t:--.1 quo 01 11:rai tv do [ ª") 110 C Jntonc;c ningún pun

to a.o G' quv ~10 so::: ele G. 

Si todos l.)s iI!turvr:los o c6lul..-s ~ 11U<) se tor.inL coi:. cu:tro en el -

punto x corrosponcliontu y t i0non igu'.'.'.l l::r¡gi tud 2cn y su suponu quo -

Cn __, O, tocl'.! punto do G1 figuro. 0n H porque todo pu:,t·J w u.o G1 es 
n--00 

intorior ::! UE Írt1 ("'rf'J;.)r Grnndo que soc. ol v:llor do 11 y ul!torccus c.sto.ré 
• 

co¡:1prondido or, ~:, '.'.si qu.:i en osto c~,so tonemos H = G1 

So do duce inr.i...:Ci L·.t.-::mcr.to que si G os corr::d[J, H = G, o lo quo es lo 

I'.'lisuo, todc cor:jm:tu corrci·:10 os lin. int. arel. 

~~ c:,ntinu--.ció!1 c1,•runJs un ojom.plo ( •) 01: 01 que so v,J (lUC H lV) coin-

cidc cuL G. 

__ S~:c _ G_ e;! ~(1~j~r·.!•,) _d;:: !º~ ::c.~ i~n~le_s _ c.9mEr~n~i~o~ entre Ü r l. Íl to

(•) Hobson: Obr::-. ci t.::;d'.1. Póg. 141. 
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clo núr.10r-:, rcci-:nr.l f d0 G so le nsociD un conjunt'J c1o int0rvr--los do l:1 

fGrmc. (;-~, { r ~;) donde A,) "2> • · ·> An> • · • 
y An ~O ; os cvitlento que en ost0. sucosi6n de ir~tcrvc-.los cadn uno n---- oo 

ele olL~s cor.1prondo r:l siguiente. 

Ll:)1:1ur.10s, cor,10 :111tos, Ar, 2.l c-.:mjunto L1o puntos int.~riuros ~ todos -

les intorvclos (f- ~, ¡ + ~) corrospondiu~tua ~ todcs los 

nú:ncros rncior.:,los.l: clol intorvo.l) :cbiorto (O,l), y son E =A,•A2 ... 6.n ... 
't 

ol conjunto lL1. L;.t •. _;rd. cJrrospondionto que, S..Jgúa :::.0 se.be, contiene 

:11 conjunto G. 

Considoronos ."'.hor~,. los puntos .! dofinid·JS por 

.a, c32 ª" dtl 
X=- +7":1TT--:¡r-i-··• i"-;;¡+- ••• 

10 10 · 10 · lO · 

d.·mdo ce1d'. :-:t ~ 9 y he.y un número infinito do 01_;s que son ,}istintr_1s do -

coro. Liouvillc he'. L1onostr::do que 0stos nú.'!loros, qu.J <JSt~n o!.1 ul intor-

Vo..,rnos a ck1nostr:-.r :-ihoro. que cuc.lquior nÚ!.1ur0 x figur·· 0n Iü 

So:-m, x une, cunlquiorD du los tr·,scon<lcnt0s r.iuncion:cdr)s y .Óm un -

conjunto ~::ll(}_~i_uro. do f An} . So puede uncontr··r un valor do n sufi --

• 

on chndu les .::,.os t1 .. ,~'0r~ el i.:lisrw i.ro.l::,r qu0 l:is n priuur~.s 1.:!.01 clcs["lrro-

So ve f~cilJ.101,t-J y por consigui0nto 

.f. c3n+1 d.,..+2 1 ( G11-t1 ) X-'+ = io<n+í)! + 7'2)! +- .•. = ,n ~+ · • -

por otra pc.rt.~ fL clobc tenor que 

)."' _ Am > Arri ~ 1' - 10.S.n! IO'"l n .:: 1 n 
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es ,decir, x dist~ do un cierto r,':.Ci :m[11.f_ elegido convenie;nt,nnc::ito ur.. 
~ 

v~.lor 1J.onor que ~. Entoricus es interior el 
~ 

int0rv1üo~-;~; ~+ "~) 

y por lu t:-mto for1a:1 pc:.rto del conjunto ti.m 

Pero yn qua .A"' es r,rbi tr~rio, x debo figuro.r 0r.. to~~os los conjun

tos do { An) o.si quo debe portunoc¿,r n H. 

Se concluyo quo H, o.C'.u;-:16s do contoner e G, cont io~10 to.~·,1bi6n e todos 

los núuercis x. 

2. 41 'rooror.w.: j-.;l producto de un conju:r-to numor:-.blo r..~u ccnju11t,:>s o.bicr

tos os un conjm:.to lfr1. int. ord. 

De1i1::istrc.ci61::- Scc.~1 L,, L,2, ••• L 111 , ••• los conjuntus ~:biortos de-

dos. Si so:1 01: mt.1::.:ro finito su prouucto s0rñ un conju::tc nbiurto -

( too romo. l. .59) o nul·'.) y por c onsiguionto lir.i. int. or•.J.. cono so vió -

entes. Si son on núucro infinito repitamos el ro.zono.nionto seguido on 

( 2. 22) definiendo uno suce;si6n auxilia.r { An J or: l'.:l forr.r,: 

A 1 = l, ; hl ::. L,. L2 ; A:, = L, . La. L ~ ; , · , A n = L, . L 1 , , , Ln ; · • • 

y resulta. L,, La ... Ln . , . = A,. ,!) 2 . A~ , . . ; poro cst". sucesión { An} 

es dccre,cionto y f·.Jrr.1c:.dc:. por conjuntos ::ibiortos únicc.r.1or:t"', con lo que 

quotl~ dci:iostr..:.dn ol tuoron::c. 

2.42 Toorcr.r.: El :1r·<:ucto de un conjunt1 nui;iero.blo do co;:ijuntos lín. -

int. ord. es u:1 conjunto 11n. int. ord. 

... un conjunto nunor:iblo rlo conjuntos -

• 
lín. int. crd.; lo '.'.CUurd,J con l:c do:t'inici6n po<lcmos c:scribir 

(•) (1) (•) 
=A,· A2 , ..• l:in ..• 

. . . . . . . . . . . . . . . . . 
:V:indo todos los conjur..t0s A(!) (P) > (P) 

son abit:rtos y A 11 ~ n+-I , 

JU producto H, .H2 • • • es igunl 
(1) (,) (2) (,) 

nl producto A, . Az . A 1 • A~ . 
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y esto últino tiene ~ono fnntoros en núnero infinito mmorablo c. con -

juntos nbiortos únicnmonto, luego por el tooromn (2.41) oso producto es 

lim. int. ord. 

2. 43 Toorer.10.: L".'. sur.m do un número finito do e onjuntos lír.1i tes interio

res ordinnrí-::,s -..:s un conjunto li1.1. int. ord. 

Dooostro.ciónr- 3or1.r~ G.,, G,, ••• G..,; m conjuntos lin. int. crd. 

, • 6., = A': . ~:?' . .. ó.<•1 .•• 
.a "' . 
, t.l,> 

6 :r. At.a.l e::~ , • • L:::;..,,,. · • 
' , • l 

Si x no os punto 

no do los conjuntos 

de G existe un entero ,, ' 
(IJ C1) (11 

AP, An.. 1 , Aºta.>··· lo 
,r '"1 · r f 

positivo p 1 tr-.1 que ningu

conticno; gonornliznndo, -

si X no os punto do G .• ; oxistE: un entero positivo P..c. tnl que r.inguno 

do los conjuntos d." j LS.t.'' lo contiene. So~ p ol r:1~ximo de --p.> Pc·'tf', .. 

" 
los números p ,P, ••• p • si el punto x no formo. pnrto do - --- ·- - -

,, t "'' 

G., + G_. + • • • + G,..., con seguridad no aparece· en L::1,~) (1 = 1,2, ••• o) 

y K > p. Por lo 

( 
(.O Att) A .f-~ +. 
"JIº •., 

tnnto el conjunto lim. 
A(I"); ( A(1) A (i} 

+~ \~.,.~"·· ,, \. t t 

int. ord. 
A'"'l) . t ~.t. • 

J ll I Á"'1) (et +.ó 1-. • .+l-l,. · · · . . " ,, 

debo sor igual a G1 + Gi + ••• + G". 

Obscrv"lción: En ol rnzono.mionto anterior es indispensable quo el -

número do sur:1:-.ndos I G,¿ soQ finito, po.ro. poder hnblnr dol ntxino de 
~~} 

P.., ,Pi, • • • P. • En el c~so de un número ilimito.do ele sunc.nc.os e-! con -
'"' 

junto du los núr,10ros P. ,P , • • • puedo no estar ::i.cotrido 
.., ' 

(4J (.tl ) ( (4) t:J.li ) 
y en eso c'.'\so el c,njunto (fi>,t Li-1+. ·, A,. r t 1' • • • • • • 

supo riormonto -

puede -

cont0ner, ~dcr.16.s do los puntos do G.., + G % + ••• , otros pm~tos. Por - -

cjonplo un c:::injunto nw.i.cra.blo infinito es lo sumn de un 11(11~10ro infinito 

do conjuntos lir:1i tos int. ord. ( ccdn uno de sus punto~) poro no es lir.i.. 

i:r.t. ord. n n.::nos que c~rozcn do p.:.rto denso. on si r:lisr.10, cono se vor6. 

después. 
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2.44 Teoromn: Si G es lim. int. ord. y H un conjunto cu::-.lc:,uioro., te -

niendo o no puntos en cor.1-6.n con G, lr'. conclic ión nocos:,ri~, y suficiente 

po.rn que G - H ser'. limite int. ora. es que los puntos 1.'i,J G - H que -

senn puntos do ~cu:·.1Ulo.ci6n do H, consti tuyon un conjunto lim. int. ord. 

Es decir si T = (G - H)H', T y G - H deben ser sir.1ultf11c::--nonto lin. --

int. ord. 

Demostro.ción.- Si G - H es lir.1, int. crd. el producto (G - H)H' lo 

es también ( tcoruan 2 .42) yo que su segundo fnctor H', por sc·r cerrn

do, es lir.1. int. ord, Por consiguiente ln condici6n es nocos'.".rin. 

Po.ro. demostr.'..~r quo ln condición os suficier.te consider::ro;·.1os dos e~-

sos: 

le. T = O, 

Por hipótesis G = ó.,4 ,Ó .. .. f:J" .. . donde los ~ son c,biurtos y Ó '-. 6. 
... "·· ~ 

Sen ó11 =: .6." - (H + H') ; evid'entomento d,. no conticnu cuc.lquicrn quo -

soc.. n, o. ninr_,;ún punto de H + H' y se deduce que contie::.o ri todos los -

puntos do G- I-I puesto que (G- H)(H + H') = (G - H)II' = T = o. 

Por otrc. pc.rto so L1obo tener e ( J,. ) = C ( A ) + H + 11'; poro 
n 

C( 6 ) y H + H' son cerrados (tooreno. 1.54 y core>lG.rio clol 1,52) por -.. 
cons iguionto C( ó',, ) os cerro.de ( teorema l. 56) y en consccucncin J ri 

os :::biurto. 

_'.dom.1s por sor-~.< A 
,,·· " forzozmnentc 

osi que g - H resulto. igual o 

es lira. int. ord. (toorer:ic. 2.41). 

2o. T r/: o. 

• 
o lo que es lo raismo, G - H 

Utilizaroi:1os lo. iGuo.ldnd T + f - (T + Hfl = G - H. Iü conjunto -

G = (T + H) debo sor lím. int. ord. por ol coso anterior puesto que nin 

gún punt0 ele G - (T + H) puede sor de ncunulnción clo T + H. Por lo tnn-
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to G - H, sui:1". do ~os conjuntos lím. int. ord. T y G - ('-~ + E), es -

tC\:.nbién un conjunto lir.1. int. ord. 

Corolnrio: Si G os lir.1. int. ord. y M = 1\ + Ma + ••• un conjunto -

cu9lquior~, la c :.,llt~icié,n necesnrin y suficionto po.rc. que G - M sen lim. 

int. arel. os e;_uo ( G - M)M' . .. (i = 1,2,3, ••. ) so~'- liiJ. Ü!t. ord. 

Demostrnci6~:.- 3c c1uduco del teorema (2.42) que la cin(1ición os 

nocose:1rin. ;>rcr-:-. :·ouostrnr que lo. condici6n es suficiente to;:ienos en -

cuenta que los puntos de G - (M . + M' .• M) que sor! de ncm:i.ulc,ción de - -.. "' 
M , + M ' .• Iv! foru:-:n Gl conjunto ( G - M)M'. , lír.1.. int. orcl. jJ·:,r hipótc --
~ 6 4 

sis. Luego, por ül toorenn nntorior, G (M. + M'. il,i) es lL.i. int. ord. • ¿, 

.c. " 
y G - M = p- ( r, + D;l' .w1jj @- (Ml + M' .Mu • • • lo os tnmbión. 

f ,, i 

2.4.5 Teoror.1.n: Si G es lim. int. ord. y S uno. pnrto do G t~l quo ningúi: 

punt:) de G - :CJ es t1o !"\cw-.1ulnci6n do S, dich8. pr:rt0 -::.;s u:1 cor. junt.:, lL1. 

int. ord. 

Demostración.- ror hipótesis (G - S)S' = O 

. . G.s• = s.s• 

.. G(S + S' = G.S + G.S' = S + S.S' = s; 

pera tanto G co:.,o :-:; + 3' son liu. int. ord., lueg.-) ,3 l.) os trr.1bién. 

Venos pues que lc.s opore'.ciones de adición y r.mltiplic:'.ci6n entre 

conjuntos lin. irrt-'i~rd. dan por resultado conjur.tos lL1. int. ord. siem-

• 
pre que, trc.ttmdoso de la priI:1.ern, el núnoro do su;-:i:J.nc.los scc-. finito; lo. 

rJultiplicnci6n no tiuno lioitnción nlgunn en cucn t.:.) :-i.l núnoro de, f:1cto -

ros. 

En ln sustr~,cción do conjuntos so ha obtenido que si G os lír.1. int. -

ord. 1~ con('ici-:•n ncccsr'.rin y suficiontu para. quu G - N so~ lHl. int. -

ord. os que T = (G - :n)N' soc a. su vez lira. int. or<l. En consocuc:ncin -
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no sior.ipre sor:1 11osiblo que la diferoncin en tr0 d)s c:,njuntos 11m. 

int. ord. son otro lin. int. ord; en cnnbio en :1.lgunos C'.:sos ln di -

forencin G - 1T pu0c1o sur li1i1. int. ord. a. pesar do quo ul sustrnendo 

:t,T no lo so.'.1, o º'": otros t6rminos, M + N (M lira. int. ord) puedo sor 

lim. int. ord., -:-.u~:quo N no lo soc. 

Jl:xisten c::-.sos en que le. suma do un núnero ilir:li t'.:!do do conjuntos 

lía. int. ord. os do ostc. dl.nse do conjuntos; por 0j ouplo consido -

renos ..:il siguiente tuoro1:1::1: 

2.46 T0orona: Sea G un['. sucesión de conjuntos lir.i. int. orcl. on estas 

condiciones: si r.1 < n, todos los puntos de G,, son do :~cw:1ul.'.'ción dü 

G,., y ningún punto tle G_, os do ncur.1ulnci6n do G,.. ; en p ·rticulnr todos 

los puntos do Gp 
<f1 

GP+i , ••• son do ncunulcción do GP. Con 0st8s 

hip6tosis so :i,·,uodo nfiri71::!r que G = G1 + G, + • • • G11 + •• , es li;.1. int. 

Donostr~ci6n:- :Jon H el ccnjunto do puntos do ::icunul::ci611 do G que 

no portenocon c. G. LcbicJo o que todos los puntos do G,. (1,. = 2,3, ••• ) 

son do l}CUDUl~ción ~10 G1 , cuo.lquiür punto de H os do ncw:1ulc,ción de 

G~ y pes iblononto tlu nlgunos otros olemontos de { G,, }. ;~,.tonós todo pun -

to Llo H que no suc. punto de acumulnci6n de un núr.lero fir:.i to de conjun

tns G, dub0 sur do ncu::1Ulación do todos los G, 
¡ ...... - ... ,· 

Designemos por P ' a los puntos de H que soo.n clo c.cu;,.1ulnción d't: 
"' 

G"f + Gt + ••• + Glti ú1üco.r.1ontc. El conjunto G + H ws lL.1. i!1t. ord. y 

(~O lns hip6tosis so do,~uco que ningún punto de G., + G1 + ••• + G,,. + 1-;.. 

es do ccuoulnción del rosto de los puntos de G + H;' nplicc.nclo ül too -

rcr.:t..'1 ( 2. 44) Sü 011cucntrn que o l conjunto G + H - ( G + • • • + G + P ) ., .., /ti 

os 111:1. int. ord. Por c:msiguiontu el conjunto @ + H - ( G., + ... +G + 
1'I 

+ ( ª· + ••• + G) =e= Q+H - p es lin. int. ord. p;:irn cunlquivr vnlor do -... '1111 

m ya quo G., + · • • • + G lo os. 
hl'\ 

l~j 
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3cc M = (G + H - P )(G + H - F) ••• (G + H - P) ••• ; por ol toore-
f 1 ... 

mo. ( 2 .42) osto conjunto debo ser lim. int. or.d. Es ele.ro QUC r.¡~ contiene 

nl conjunto G y los únicos puntos que npnrocen en M n8 pert0nocientes n 

G, serón los do ncuriulnci6n de todos los olomentos de G; si dosignomos 

por K ol conjunto do úStos puntos podemos escribir M = G + K; poro es -

cl"ro que nine:;úa punto de G es do o.cur:1ul[:ci6n de K; nplice.:ic1o ol t<;orc

mo. (2.44) nuuv·:ucntu, G rosulto. lim. int. ord. 

El reciproco L1C: e:stc teoromn es v~lido, nsi que toEüi:lOS: 

2.47 To,·romn: Si G os lir.1. int. ord. y se puede doscon:;;onor en un con -

junto numero.ble c~o p~_:rtos G4 , G.i, ... G ' ,, ••• tnlos quo sin< n todo -

punto de G,. os do c.cwauletción de G.,,. y ningún punto do G,,,. os clu cicu..T'.lu 

lnci6n de G.,.. , ~uo.:I.aui...:r'.1 de ust:Js pnrtos 6.,· es un conjunto lír.1. int. -

ord. 

Donostrnci6n:- Supongn~os que un cierto conjunto GM no sun lira. int. 

ord. Poder.10s c1.ividir G on dos pnrtes: l~ primera quo so.':'. G., + G1 + • • • + G ; .., 
la sugun<b G,,,.. H + ••• ; cor.10 ningún punto de lo priraorr.. 11uor.l.u s0r de a.cu

nulnci6n do l[I so.1und"l, tonenos por el tuorem (2.44) que G + G + ••• + G.,,, ., t 

debo ser 11r.i. int. ord. Poro ningún punto de G.., + G1 + ••• + G""_ 1 es de 

r'.Cur:iulo.ci6n co G,,.., , por consiguiente esto debe sur lir.1. int. ord. (too

romn 2.45), lo q~_,stj en contro.dicción con ln suposición que henos he-,,, 
cho. So concluyo quo cuo.lquior G..c· es 11m. int. ord. • 

Los dos tcorur.1,":ts o.nterioros s(j pueden genoro.lizcr cor.10 so ve n conti-

nunción. 

2.48 Tüoromc.: r.;,i los conjuntos l'im. int. 0rd. G., ,G.t, ••• G,,, ••• donde 

los indices 1,2, ... i:, • . • son todos los núr.ieros o.ntoriores ~ un núr:lo-

ro ol.. rle ln prir.wro. o sogunda clase ( núr:ioro l. 7), s0tisf:-:corl lr! condición 

<le que pnr~ /J< Í todo punto de G O es de ncugulnción do G~ y ningún --
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punto ,de Gfo. os do ncu1:1ulnci6n de G1 , el conjuuto G = G4 + 

es lil:1. int. ord. 

G + ••• +G + ••• 
t n 

Den.ostrc.ci6n.- Dosicnemos por S.4 lo swno. de los c01:juntos G4 · cuyos 

indices son toclos los uúr.lcros o.ntcriaros o.l núr:iero/; es claro que po.

ro. o.lgunos valores do~ , ~ es conjunto lir,1. int. ord. 

Si G = S.( no os lir.1. int. ord., podor.10s diviu.ir los ír..clicos - - -

1, 2, ••• n, ••• or:. c1os po.rtos: ln primero. conti0no o los ír:clices ¡; 
tnlos que ~ os 11.::. int. ord. y lo segunda los rost;,ntos. 

Ya que el co:ijunto clo los números tro.nsfinitos ost6. bion orclunndo ln 

sogundn pnrt..:., tiu1:e un prir.ior e:lor:1ont~-, ~ • Si existo ~40 1 tonemos que -

S~ no os 111:1. i1,t. ord, y S)..-f si lo os, p0ro S),. = 3A_., + GA_ 1 lo que 

contrndico 1-::> o.ntorior. Si no existo A,-1, hnbr6 unn sucosi:Sn do núme-

ros rinitos º trrmsrinitos (,,, Y.i, ... '(" 1 ••• t:i1os que A= 11rn{o,., J 
+ Gr., + G( i + • • • + G11'1 + • • • Y por (2.46) el conjunto -

+ • • • + GÍn + ... debo sur lir.1. int. ord. y por lo tnnto --

S). rosultn lil;1. int. ord. Quedo. demostr.'.ldo por roducci61:. ol o.bsurdo que 

G debo sar lin. int. ord. 

Reciproc::'.r.wato tunonos: 

+ G + ••• de un ~ú11oro finito o ,, 
infinito do t6rr.1i!":.os cuyos indices son todos los núr.1or,:,s ~.ntc..riorcs o un 

' ... ...., __ .. 
ciurtc núr.lcra ~ fiiito o transfinito, os un conjunto lín. int. ~rd. y -

so so.tisf--:ce 1::. C'.Jndición do que si/.,¿_ O todos los puntos do Gl son do 

ncunulo.ai ':n do ~ , cu::üquioro. do estos conjuntos G us lfr.1. int. ord. 

Dcnostr3ción: - Ln dor.1ostrnción os cor:iplotnmente o.n1logc. c. lo. del too-

reno. ( 2.47) o son: supong"raos que un cierto conjunto GA no os lím. int. 

ord., donde ~ os finito o transfini to • .:.1 conjunto G = G., + G1 + ••• 

lo podcr.i.os dosco1:1poner 0n dos pc.rtes, l,".1. primura i~ucl n G4 + • • • + G). 
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... Ningún punto ·.1o le. prir.1ero -

p·:crto puado sur do ~cu::1Ulcci6n do ln s0gundo.; aplicn.nc:o ul tuoromo. -

{ 2 .44), G.f + ••• + G).rcsulta lfr1. dmt. ord; qden1s nin,:~ún !:)U!.to de -

ost::i últ ir:12 1x·.rto que no portcnczcG n G ~ puado s.::r -lo '.1.c1.u:1Ul::·ción do 

G>., pcr lo t~nto nl nplicnr {2.45) G~ d0bú sor li1,1. i:!t. ,)l~d. en 

contrc<.licci6n C·.Ji: le. suposición h0ch~ nl principio. 

~'...L-;unns pr0_·LJ.~1e1.cs cki los conjuntos li1:1itos intorior::..s ordinarios. 

ln. Si G os li1 • .• i::1t. ord. y N os un conjunto nun.,r::-.bl-, cunlquiorc., 

G - N os lin. il:t. ord. 

Domostrcci6::.: - ;Jcc.:1 x4 , x,; ... x,,, . . • los puritos ir:t::,;c;r~.ntcs cJo N". 

Por lo tonto M = (x.,) + (x.c) + ••• + (x.,.) + ••• .:vi ·'cnt on01~.to los su-

ncndos d.:s N sntisfc.corc ln condici·Sn clol corol~rio dul t0or0r.1c. (2.44), o 

son, (G - N)(x .) ' = o • ... 

Con o.yudn u0 1~ prupiudnd nntorior se puede gcnornliznr el toaron:-, 

(2.451-. Est::i Goncrnliznción ti,:1no por onunci..,do: Si G os lfr,. int. ord. 

y S unn parto do G tal que los puntos do G - S qu0 soC1cn ::.1o ['.cunulo.ción 

do S constituyen u11 conjunto nuraernble, osa parto S os lí.:1. int. ord. 

D0i;1ostrnci6;:: - r.1~no1:1os (Í o.l conjunto {nuncro.blo) el.e 1mntos de G - S 

que son de o.cu:.1ul·:ció11 du s. Por ln pr2piuclad 1:1-,nci0>L~.,Jc., G -ó debe -

sor 111:1. int. ord.; ,poro (G - ó ) - S no contiene ninGÚll 1m1~t,:, c1o ncw:1u--- .. .-' 
l~ción des, ClcSÍ quü cplicnndo (2.45), el co~junto S clube sor 11~. int. 

ord. 

2n.. Todo conjunto rctluc ibltl os lin. int. ord. ( G os r..:L~uci blu cuando G' 

es nur.1crnblo). 

Der.1ostro.ci6~:- Se s::ibu que G + G' os cerrc.clo y por lo tr'.1:to lim. ir.t. 

ord; se pu~clc oscribir G = G + G' - N dando N < G' y por lo tc.nto nume -

rnblu. Entonces :;_.or lr.. pril-:tt:ra propiod~d, G rosultn lfr.1.L:t. ortl. 
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3o.. Si N es un conjunto nuraera.ble incluido en un conjunto 11m. int. 

ord. G, los puntos u.o G - N que son do ocwnuloción do N constituyen un 

conjunto li:,1. int. ord. 

Dcm.ostrnci6r:.. - For le prir:1.ero propied~t<l, G - N os lía. L t. ord. 

luugo por el t0oror.K'. (2.44) lo es ta.ubión el conju,lto 'r = (G - l'!)N' lo 

que dumuostr:--, ust ..... J)r'-~-ioda.d. 

li:11 pnrticul -.r (1) los puntos do ncumul:1ci0n de N quo ,10 pcrtünocon :-:t 

N fornan ur. conjunto lír,1. int. ord. Porque son ( n, b) u11 intervalo o c6-

lulo fundnrn;;-1t8.l do F; los puntos de ( n, b) consti tuycn ur.. conjunto M -

que es lir:1. ir..t. 'Jrrl., luego M - N lo os ti:nbión y por coEsi¡:;uionto - -

(N - N)N' úS tl0 us:--. ckso do conjuntos; poro (M - N)N' os ol conjunto -

do puntos rl0 :::cur.1ul::c ión do N quo no pertenecen :-.i lt. 

4n. Todo conjunto ~isla.do es lim. int. ord. 

Do1:1ostro.ci6ri. ... 3o·: G un conjunto cisl"d:.1 cua.lquior ..... ~~.-1 (;l conjunto 

corr:..~do G + G' so ti0110 G. G' = o. Luego ningún punto --lu G 0s do ncunu 

lnc ión de, G' , r'.s 1 q_uc por ol tcor01a~ ( 2. 44) , G os lín. i!:t. ord. 

5a.. El c01:r.1lQ~10:c:to G" ( G) con rospecto :_: un conjunto ~).Jrfocto H do un 

conjunto G lLl. L~t. )rd. y donso en toe.las pnrtus uu II, e:s un conjunto 

do l:i pri1:1ur~ c.:'t0,_:;orfr: c:Jn rosp0cto n H. 

Dm:1ostr:-:ción. =--~0·0 {A,,) lo. sucesión que defino ~ G; cor .. siu.urcr:1os 1~ 

sucesión u.o conjunt."lB {Pn) siguiente: 

I~ = H.C( .A 1 ) 

Ii = H.C( Ó¡) 

. . . . . . . . . . . 
P = H.C( 6 ) ti ,. 

• • • • • • • . .• o • • 

_e_ ( ~) _ = _ r_ ~ !:: _ + _.:... _ + _P4 ~ 

• 

... 
(*) Po.ro. unf". du2·.10strrción diroctc. do ost0 c~so p-:rt icul.·,r, vénso 
~ Hobson. ~13. 142. 
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Poro los C'.)~ljur.tos J.-11 dobon s..,r corrndos puosto que, son productos 

do t1~s conjuntos corrrdos, por consi0uioEto ninguno (le ost-1s puodo 

sur dons0 c.,n II p.Jrquo si 1-,, l·.) fuera en H, h8.brio un subil,turv~lo o 

subcóluln quo co11tc.:1:dri:1 únicc.raunt0 punt,:,s d0 F,, y ur_toncos G 11) se

ria clenso on H 01"'.. cnntr'.:'.dicci6r:. con l.'.' hipótesis. 

So cloduco qu" ul coi~junto CH (G) os do ln prir.1.:.:r". c~.toccri::i. con ros

pucto ~ H. 

6~. Si L y Ivl r:1on clos conjuntos t-:1los quo H = L + 1.vi os un conjunto -

porf0ct::> y L y i.I son densos on toda.a p::,rtos dG H, ost::>s c,rnju1~tos no -

pucde;n sor sinult:'-.n001.1L1:to lir.1. i1~t. ortl. 

Dor.1ostr~,ci-5n.- ;:,i los liF1. ii:t. :)rcl., p·.:,r le. pr;.1Jivd.C. ~.nte,rior 1Vl 

us .Jo la prin..1r:--. c.~t-:.c;orio. con rospvcto :1 H. Si 1V1 os t~i:tbi0:·. lír.1. int. 

arel., L os Ju 1:-·. prL1,Jrr-. c=itvgorin con rospvcto -~. H y 012tonc,,s H = L + iv1 

rusultn clo lo. prir.icr~.1 cotogorio con rospocto n H 1-, que os fc.lso ( obsvr-

V8.Ció1~. 4ci. clcl núnoro 2.37). 

Noto.: Se ocn.bn c1o dor:i,JStrnr que L y M no puothm sor ~nbos, lin. int. 

ord.; puc.;uo pregur:.t~·rso si os posible que ningun,J de los 1~.-,s son lin. -

ir..t. ord.; ol sicuL:;r.to ujcr.ipl-:i cclorn 1-" cu0stió11: IU e :a~junt0 H os ol 

inturv.'.'lo c;.;rr'..1rl:;, (0,2); L cstñ forr:ind-'.) por t,Jtbs los irrccionrücs de; -

(0,1) y los ra.ciewtJos de (1,2) y M por los ·rnci ,r:.'.:los ,k (O,l) y los -

• 
irr.:-:cion:ücs do ( 1, 2). Si L os lir:1. int. ord. M os do le. prinorc. cato -

gorio y por ul t0or0r.i::: ( 2.3.5) los irrnci 0nolos ele ( 1, 2) forr.i.'.::.rícn un 

conjunto .::lu lt: prL1.:;r.:-: cntogorin, lo qu~ os fclso. [.li L{ c.;s 11m. int. 

ort.1., so h,co ol nis1.10 rflzonar.lionto a.ntorior y se llogc: t:cr:1bitSr.. c. un 

nbsurclo. ror lo tr·11tc Sú v0 por usto ejemplo que es ))'Jsiblo en algunos 

cns,Js que ni L Li l"I sean lin. int. ord. 
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?a. Si G es lin. irt. ord. y denso en todas partos (10 ui:,. conjunto 

pcrfucto H, os condici6n necosnrin p:-ira que Cflf ( G) so~ li,.1. int. ord. 

el que c11 ( G) no s0::1 t1onso en H. 

Doraostr~ci:Sn.- Si C (G) fuer:'. denso ur~ H, oxistirín u1:. i!1turv~lo -
H 

0 célula O 01:. ol quo tollos los puntos do H sorínn elu ~,cu,.mlnci.5n ele 

CH (G), o l:i qu.:i os lo ;:,iisr.10 GH {G} serio. Jcnso en todns p.·rtos do H.,, 

dosicnrcnele, por 11 1 (p0rfccto) ol conjunto do puntos J.v II contonidos --

01c b . P·:::rc G..,, lo. p:crtc: do G on S , t::,;¡:1bió11 os lk1:sc. 0:: t0t10.s pnr-

tos c1o ~y p0r ol t.orono (2.45), Cli.,(G1 ) y G.., sen lfr1. üt. ord. lo 

que os falso por l["'. :pr0piod2d 6n. Luego l':1 sup·)sici0n tle r:_u0 c14 ( G) -

CJS elunso 0n II Cv.:,1.ucc c. un nbsurdo y por lo t:mto ...:.:st6. dur1ostrntl·1 la 

propio<kd. 

Cono cons,.;CUJl ci:,_ inmcdintci el0 la pr,1pi0dnd nnt--riur t.:..::vuos que: 01 

conjunto :lo los r:·ci)n~.le;s 011 un intorvo.lo o cólul~ (:1,b) r:.o os lin. -

ir:t. ord. fü: ufucto si 11~':-l.nmos R o.l conjunto ele l;js rClcionnles de 

(n,b), por la )?riuCJr:i propiod~el, C(R) es lin. int. orcl.. y si R lo fuo-

r.~ tn1.1bi611, por l':\ ·,)ro1iiodnd nntori ·Jr d...:.:buria s0r n.)-rlc~:s;) on ( n, b), -

lo que os fc.ls . .:. 

80.. Todo co¡:.ju1:t-'.) lin. int. ord. rlu cunlgui0r núr.1urrJ d<;J dir.1(,nsi ,nos (•) 

os nuuor~:b-:rtf), elo le pot.:.:ncia d0l continuo. .. 
Donostro.ci6n.- :3i u1:. c0njunt;J G n,:) tion0 pr-1rtu clcr:s~ e:1~ si r.1isn'1, -

os nur.iorc.blu. l ,.)r co1:sicuionte ol único ca.so que hny qu0 a¡:.nliznr os -

::,quul oE que G tiu1~0 u.::w. pnrto K donsn en si nisna. 

Si P = G.K', L = K + P debo sor clcnso en sí r.lisr.i.o y rünc;ún punto Jo 

G - L úS de ncuuulnción du K + P; luego por ol túor0nc. (2.4.5), L dobo 

s0r lira. int. ort1. C3a sebo que L us dunso cu tod0.s portus ,lc.:l C,:Jnjunto 

(ti) En H;:ibso;:~ (p:<.,~. 140) so puoclu ver unn do!'lostrr..ci6:1 pnrr.. el caso 
po.rtic'l!_l~~r_ 11¡_; c,.Jnjuntos lineales. 
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perfecto L' y por le. propiodo.d .50., L es un conjunto resiclual con _res

pecto :J. L' y on ccnsocuoncio. de lo potencio del continuo (obscrvo.ci611 

70.. del 2.37) •• \plicc.nclo el carolo.ria del toorcr,10 1.67, rúsultn G do 

le potuncin c. 

Noto: Un conjui:t,_. Lur.1crnble que tonga uno. po.rtu dons~ 011 si r.1isr.1.0 

nn pu0dc s0r 11°1, i::.t. ord. 

90. L::1. C.Jllllición r_ 0cosnrin y suficiunto por'..1 que un conjunto nui-:10-

ro.blv N, clo cuo.~y~:Lg:__ núnero clo Jimonsiones (*) , os que n no tongn - -

conpcncnto U(;l1S[' on si ::lisr.m. 

Dor.10str::1ci6n.- 1~ue 1~ c )ntlici6n os necesnrir.: s0 o.c:~b:-: do ver; quedn 

único.nont0 por clonostrr>.r que ln conu.ici,jn os sut'iciuntu. 

Se::-. K el con.iUI!tü clú todos los pur.tos do ncur.1ul:1ción ele.: l'. que no Pº.!: 

tenoc0c a N; por 10 tnnto N + K es conjunto corrn1~ y p~r consi~uiente 

lin. int. orcl. 

Doscor.1pongm.1os L,s conjuntes N y K on número t'ini t-::i J ii:fini tJ ele -

po.rtos N', 1 
N , • • • rr' K" y .,. ' f , siguionclo ost-.; cri t,.:;rio: 

" ..,_., 
:N" est~. for;:J.'.',,~; ::,·1r t,,dos los puntos dü N qu0 son c.1e e:cur.1ulaci-:Sn 

c1o K""- 1 ; y K" 
.,, -1 

esté t'orn,'1clo por t·:t1os 1-::is puntos do K quo S')Il clo --

acw~ulnciór. U(; N 
... 

....... -~. 
En esta cl0scoi.1_¡:Jsici6n Ill' os posib4.e que po.rn un ciort.:.1 v~l,jr u, ·-.... __ ., 

N = }T porc1uu ..;¡,t,mcos tondrian:is, u.o ncu..:rdc con ol cri turio o.nto-

rior, que t,.)l1•)S l)S puntes du N'"' """-" sorinn Jo ocunult1ció1: .. l..; K y touos 

los puntos ·li.: ~{""'- 1 sori~n do o.cur.1ulc.ción do :rl""- 1 = N'"' 
M'I 

, o soo. quo N 

resulto.ria m: c01~jm1tr) clonso en si nisno en c0ntr~-J.iccióg con lo. Hipó-

tesis. So lloc;r1rio. '.".l r.lisr.10 absurdo si so supus iur[1 que ·,r 
.L~ 

.... -1 'WW\ 

= K 

(~)Unn dui:lostr~ciór:. p~,ro. el ceso ele que N sen lin0nl, so :t1uctlo ver c:n 
Hobson (Pt~. 143). 
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Si no son nulos los co_njuntos N" poro todo val::Jr finito rle E:, se -

designo.r6. por Nw a.l liuite do {N''J y, 011 gcmornl, si {G(' h} es uno. su 

cesión do núnor:1s de la prir.1.era. o segunda clnso y/ = lin [~ n 3 , 
N..,g rcprcs.Jntc. el lfr1ito u.o ln succsi~n {W"""] si011prc que sean distin 

tos d..; cor:J tod_)s ;.:stos conjuntos N-< "' 

Un rosult'.1.Jo ~uo se; L1orluco ir.r.icdi~to.:·-lo1:tú es quo el c Jr:junto N-' + K~ 

os cerrarle,, sioi.~c1o o< un nw..1or0 cuo.lquicro., de la. prinur:--, o so¡;uncla --

clo.so. 

Dufin'1nos c.h,)I'[: los conJ·untos ll y K 
'1 ,, 

en esto for1;10.: 

n fl- 1 

N K =· K T' 
l'-

" 
Con rospocto c. e:stos conjuntos N"" y K.,. se puede nfirr.:~:r qu0: 

n ). Toclo pu":to ,1:., K,,., es rle o.cunulo.ci6n de: Nn • 

b) Ningún pu:,to ,1(; N - n úS dü acumulación de K" • 

e) IJingún pu.:t-:, L1o r .,_, os do acur.1ula.c ión de Nn. 

d) Toclo punto U.() I;ln es clo a.cU!'.1ul~ c i6n ele N.,_., . 
,\.hora bior. 1::- ·.kscOI:1posic ión debo tonur fin porque do lo c,)ntrnrio 

oxistiri~n F1 ,P , ••• l" , ••• ¡ 1(1 
:r-r r, ... , sin puntos cor.mnvs y cuyos ín-

clic.:,s son tac.os l'.JS r.úr.10ros do la. prinorn y sogundn clase; y todos los 

puntos ele ost.:,s c,-:i:!juntos ~~ son tlo N, nur.1urnblo, lo riuc cst1 on con -

trcdicción co~ el tooror.m (1.72) 
......... -.. 

;< 

~·.1 tonor fin osto. ·.'oscor.iposición, ha.y dos p.:,s ib ilicl,'Jrlos: • 
,,, t-1 

N11 = N ó N 'í = O; se vió yn quo lo prLwr::i. conduce o un o.b 

surdo, por co:!SiGuiunto existo un nÚ1~1ero f de lo prir.iurr... o segunda --

cl~su tal quo }'"i = lf., + Ft + ••• , Jondo los ir~dicos ,.10 los sw-.mnclos N,; 

sor! todos 1.-s ::.ú:.10ros ncnores que Y. 
8u~ (l... ( 't; 1nr sor corr~do N,.¿ + K-' , 01 c:rnjunto - - - - - - - - -

M = N + K - (Hoe:: + K o< os lín. Int. ord. y por L: "\r:.torior se -
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puedo o.sogur:1r auu lT + K 
~ ·.e: ,:JI(' 

< M, os tn1 que ninm1n punto e.e -

M - (N + K . -<. ,e os u.o -".CU1~1ul~ci6n <le ~ + ~ , así que ror ul too -

rcr.1n. ( 2. 45), ~ + T,-

~ es liL:. int. ord. y por b) rosult'.". l~ lí.u. -

ir.t. ord. ( toaron::. 2. 44} 

En oons0cu.:mci ". los conjuntos :M¡ sc.tisfc.con l'.:.s C.):i:!dicio1~os dol -

toaron~ 2.48 Luot;-, ol ccnjunto N es lí.r.1. int. ord. 

lOn. Si un conjunto no nur.icrnblu ele pur!tos us lL:1. L,_t. ord., os -

noc.:.:s.'J.rio que 1:.0 cor~ton¡gc. puntos cuyos gro.dos or.t ol co;:ijunt_o sc::r! dis 

tintos ue; Q, :::: -~ ~ y no debo contener conponontv cloi':.sa o¡·_ sí uisno 

cuyos pur~tos sv-'.".11 ,_\j ere.do !:. en o 1 conjunto. 

Donostr'.".ci:5.-:..- Uo:: G L.•l conjur.to consir.:or-r:uo; si hui:>iurr. un punto 

u do gr::d·:"J !. on G s.:.; }.'•)drí:: sc.:ñ.::l·.,r un:::. vocind-:d ccrr~rl.· ,1.e; .!! que on

corr~r:: un:: cor:ip.)nv::.to Gx ele G, do pote;ncin !. (Núi;1oro 1.8). Con'.) nin 

e-O.n punto do G - ~ os cl0 ccu1:1ul::cién clu Gx , esto re;sult:·rí~ lin. 

int •. :)rd. (tooro,1:1 2.4.5) un contrn·:licción c,,n l:.1 8'1. propiocl.~.c.1. 

Si G tio1.,_o ur::: c:i:.1:~onur_to G4 , dense. un si m.isnc. y cuyos puntos fue

ran ele gr['.do 2 (,:: 01 c,.,1,junto, uxiston, un punto J:! do gr::-\c1o E_ 011 G y -

un~ vocind'.'.c.1 corr'."._(.1~'. üo u contoni0ntlo un cor_jur.t:) 11Ui:10r'.'.blo tlo1:s-::> on -

si nisno Na, forr.1:1r1,~ C:)11 pur:tos do Ga. O SC.:'J. dv G. Estv C~)~ jur:ta }Ta 

doboric sur lía. 1~t. ord. controuiciando 1~ propiod8J Bn. 
~ , . 

.... 
• 
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