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INTRODUCCION 

Esta tesis esta dividida en tres capítulos. En el primer capítulo se 

estudia el funtor M de la categoría de superficies de Riemann Compactas en la ca

tegoría de campos de funciones algebraicas, para estudiar este funtor definimos las si

guientes fl.!nciones, la función que a cada superficie de Riemann Compacta le asocia

mos su campo de funciones meromorfas, se demuestra en este capítulo que es un campo 

de funciones algebraicas. La otra función que se estudia es la de asociar a cada punto 

de nuestra superficie un anillo de valuación discreto ·y se demuestra que esta función 

es biyectiva. En este capítulo le asociamos a cada superficie su género, y mediante la 

fórmula de Hurwitz relacionamos el género de dos superficies. 

En el segundo capítulo se da la prueba de A. Weil del teorema 

de Riemann Roch, cuya principal referencia está dada por el líbro de Serge Lang, lntr~ 

duction to Algebraic and Abelian Functions. Entre los conceptos que se definen son los 

siguientes. El divisor de una curva y alguna de sus propiedades, y como a. ~ada divisor 

se le asocia un espacio vectorial, a nosotros nos va a interesar encontrar la dimensión 

de este espacio vectorial, para encontrarla definimos el anillo de los a deles que nos va 

a permitir encontrar que la dimensión de este espacio está relacionada con el grado de 

nuestro divisor y otra función de nuestro divisor asociado a la curva y con el género de 

\ 
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nuestro campo, el cual se define algebraicamente. 

En el tercer capitulo se demostrará que el género algebraico es 

igual al género topológico, que toda superficie de Riemann Compacta se puede sumer-

gir en un espacio proyectivo de dimensión 2g + l , se ve también que a todo campo 

de funciones algebraicas proviene de una superficie de Riemann. 

Durante la elaboración de este trabajo me fue otorgada una beca 

del Programa de Formación de Personal Académico de la U.N.A.M., con apoyo del 

lnsti tuto de iViatem6ti cas. 
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CAPITULO 

FUNCIONES MEROMORFAS EN UNA SUPERFICIE DE RIE/v\ANN 

COMPACTA. 

l. l SUPERFICIES DE RIE/v\ANN COMPACTAS 

DEFI NICION l: Una superficie de Riemann Compacta es una 2-variedad S 

Hausdorff compacta con atlas ( U, a ) tal que la~ funciones de transición son holomor-

fas. 

DEFI NICION 2: Una función f de una superficie de Riemann s1 en otra su-
• 

perficie de Riemann s2 es holomorfa si la composición h = B o f o a -l es holomor-

fa, es decir si tenemos el siguiente diagrama conmutativo 

u 

f 
---~ 

h 
----~ 
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donde o. y B son cartas coordenadas y h es holomorfa 

TEOREMA 1: La esfera de Riemann s2 = { (x 1, x2, x3)ixf + x~ + x~= 1} es 

una superficie de Riemann cuyas cartas coordenadas son U 1 = s2 - (O, O, 1) 

a 1 : U l -~ <C a 1 (xl' x2, xJ)::; 
x1 + i x2 

1 - x3 
=z 

u 2 
- 2 - S - (O, O, - 1) 

a 2 : U -~ e a 2'x 1, x2, x3) = 
X 1 - j x2 

2 =w 
1 + x3 

z +z 
X =-----,,-

,1 1 + 1 z ,2 

z - :!" X=-----
2 i (1 + 1 z ¡ 2) 

X = 
3 

8° a- 1 :<C-~<C 

-1 ( z+z B o a {z) = B ---, 
1 + lzl2 

z-z 

i{l+lzl) ' ) 
z+z i (z - z) 

1 +I z 1 ¡ c1 +I z 1 

= 
1 + ~ z 

2z z 1 
= = -- = w 

2 jz? lzl2 z 



- 3 -

de donde 8 o a 
-1 

es holornorfa. 

DEFINICION 3. El campo de funciones meromorfas de una superficie de Riemann 

Compacta S es el conjunto de funciones f holornorfas de S en s2• 

TEOREMA DE EXISTENCIA DE RIEN\A.NN. 2: Para cualesquiera dos puntos 

p y q de una superficie de Riemann compacta S existe una función meromorfa 

f tal que f (p) -:/ f {q) 

NOTA: En el presente trabajo no se demostrará este teorema. 

TEOREMA 3: Toda función f : S1 -:> s2 no constante se comporta localmente 

n corno z • 

-
Sean ( U , a) y (V, B) las cartas coordenadas respectivas de s1 y 

s2 de donde se obtiene el siguiente diagrama conmutativo. 

f -1 
u => V h= 8 o fo a 

a 1 l 8 h(z) = zn 
~ h 
/J. ~ !J. 

donde /J. = { z 1 1 z 1 < l ,z F <C } 
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DEFI NICION 4: El indice de ramificaciones analítico de un punto z r S 

es el exponente que se necesita para hacer que el siguiente diagrama conmute 

s1 
f 

) f ( u ) =)u e S2 Z• Z• 
1 1 

a 8 

~ e.. 
z 1 

\Y 

11 ~ 11 

DEFINICION 4 1 : También se puede definir a e. como el ordp f. 

TEOREMA 4: La cardinalidad de la imagen inversa de un punto w de s2 

es constante contando multiplicidades 

Demostración : Sea R = { w I w = f (zi) y f'(z.) = O } 
1 

Sea 

# -1 f : s2 - R ~z, probaremos que 

concluimos que es constante en S - R 2 

es localmente constante y de aquí 

ya que es conexo. 

La # f- l (w) < oo ya que las imágenes inversas de w son aisladas y es-

tan en un compacto de donde se tiene que # -1 
f (w)=n. 

Sea V una vecir;idad de w tal que sus vecindades difeomorfas 
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U , ••• , U en S no se intersecten dos a dos. Si x ,- V entonces 
l n l 

f- l (x) c:U • y de aqui 
1 

l -1 
# f- (x) = # f (w) = n 

r 

en V. Si w ( R sea 

-1 
f (w) = { y l ' ••• 'y r } entonces I: e (y.) = n, para ver esto consideremos 

. l 1 

vecindades U 

x ( V x/w 

,= 

de y. tales que 
1 

f( U.)= V 
1 

entonces existen exactamente e (y.) 
1 

vecindad de w y sea 

puntos que estan en 

de donde concluimos que 
r 
E 
i=l 

e (y.) = n. Lo que demuestra el teo-
1 

rema. 

DEFINICION 5: El grado de una función holomorfa de 

i3ual a la cardinalidad de la imagen inversa de cualquier punto s2 contando sobre 

s:.,s índices de ramificación. 

1 .. 2 FORMULA DEL GENERO DE HURWITZ. 

DEFINICION 6: Sea II una triangulación cualquiera de S y sean 

n0 = número de vértices 

n 1 = número de aristas 

n2 = número de caras 
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definimos el género de S como el entero g que satisface la siguiente relación 

2-2g=n -n +n O l 2· 

Encontremos en primer término el género de la esfera mediante la siguiente trian-

gulación. Sea un tetraedro inscrito en la esfera y proyectemoslo y así obtenemos para 

este caso. 

n =4 
o 

n = 6 
l 

n = 4 
2 

de donde concluimos que el género de la esfera es c~ro. 

TEOREMA 5. Sea f una función de S en s2 

r 
n(2g 2 - 2) + r 

s i=l 
( e (z.) - 1) 

1 

y 

donde 

f' (z.) =O}= R 
1 

entonces 

n es el grado de f. 

y sean 

2g - 2 = s 

Demostración: Sea una triangulación suficientemente fina de la esfera tal que 

los puntos w. t=: R 
1 

sean vértices de la triangulación y la imagen inversa del in-

terior de las caras y de los aristas no se intersecten dos a dos de donde concluimos que 

2 
s = n ns 

n2 2 
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y la imagen inversa de cada punto que no este en R es n. Si w es un punto 

r 
de R entonces la cardinalidad de la imagen inversa de w es .e. = ¿ ( e. (y ) - 1) 

i=l i 

y sumando esio obtenemos lo que nos dá 

r 
por lo tanto 2g - 2 = n(2g -2) + v (f) 

s 2 
s 

donde v (f) = E ( e. (z.) -1 ) • 
1 

i=l 
Q.E.D. 

Un resultado análogo se obtiene si se tiene una función f : s1 -~ S2 y una 

triangulación de s2 y es el siguiente-. 

TEOREMA 6: Sea f : s1 -:> s2 una función holomorfa, sea n = a O f 

y si el género de s2 lo concocemos entonces el género de s1 se conoce Y 

se obtiene la siguiente fórmula 

2g - 2 = n (2g - 2) + V (f). 
Sl S2 

TEOREMA 7: Si w es una diferencial meromorfa sobre una superficie de 

Riemann Compacta S entonces w tiene un número finito de polos y la suma de 
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sus residuos es igua I a cero. 

Demostración. Si w tiene un número infinito de polos tendría un punto 

de acumulación en S y w no podría ser una diferencial meromorfa en ese punto. 

Ahora triangulemos S e integremos f w alrededor de cada triángulo y sumemos 

los resultados. De aquí se sigue que 1.a suma de w fue hecha a traves de cada trian 

gulo dos veces, una en cada dirección, de donde se obtiene el resultado. 

COROLARIO: Si f es una función meromorfa no constante sobre una super-

ficie de Riemann compacta entonces f toma todo valor el mismo número de veces 

en particular f tiene tantos ceros como polos. 

Demostración. Usando el teorema 7 para w = 
d f 

·f 
y por el principio del 

argumento vemos que f tiene tantos ceros como polos •. Si escribimos f - e 

., 

vemos que f toma el valor c tantas veces como el valor de sus polos. Q.E.D. 

l. 3 CAMPO DE FUNCIONES MEROMORFAS. 

TEOREMA 8: Sea f E= m(S2) una función no constante, entonces f es una 
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función racional. 

Demostración. Sean z 1 , ••• , zm los polos de f y e. (z 1)' •.• ' e (z ) 
n 

sus indices de ramificación entonces f (z) (z - z 1) e. (z1) es una función meromorfa 

que no tiene polo en z 1 , entonces en una vecindad de z 1 es holomorfa y tiene un 

desarrollo en series de Taylor. 

de donde 

de donde 

f(z) = 

1 
f(z) = R (--) + h(z) z-z 1 

con 

+ ••• e. (z 1) 
+ ªo (z - z 1) + ••• 

+ ••• + ªo + a l (z - z 1) + ••• 

h(z) meromorfa y un polo menos siguiendo 

este proceso se obtiene 1 1 · 
f(z) = R1(--) +· • ·+R ( ·) + h(z) con h(z) holomorfa 

z - z 1 n z - zn 

., 

sin polos por lo tanto constante, de donde f (z) E Frac C [ z ] = C (z) = m (S2). 

TEOREMA 9: Sea S una superficie de Riemann Compacta f F m (S), 

aº f = n entonces para cualquier función g E m (S) existe un polinomio 
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P (X, Y)E=C(X, Y) en dos variables de grado a lo mas n en la segunda variable 

y tal que P (f, g) = O. El polinomio P (f, g) es una función meromorfa bien 

definida sobre la superficie de Riemann S. 

Demostración. . La función 2 f:S-;>S, sabemos que es un cubrimiento ra-

mificado de grado n con puntos de ramificación z 1 , ••• , zr , entonces para 

todo punto 2 
w (:. s que no este en la imagen de los z. 

1 
proviene exactamente 

de n puntos distintos. Sea V un abierto contractible de w y sea 

-1 M f = 
n 

u 
i=l 

u 
i 

donde los u. 
1 

son difeomorfos a V y no se intersectan dos 

a dos y sean et> i : V -) U i los difeornorfismos holornorfos tales que 

cp.of: U.-)U. 
1 1 1 

es la identidad en U. para todo 
1 

i. Entonces para 

cualquier función meromorfa g E m(S) introducimos la siguiente función: 

n 
(1) F (X, Y) = II ,:Y - 9) o et> • (X)) 

i=l I 

esta función es un polinomio de grado n en Y y sus coeficientes en X son 

meromorfas para w E V, por construcción cuando P E U. para alguna i, 
1 
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n 
fy {f(P), g{P)) = rr 

i=l 
(.g (P) - g o et,. o f (P)) = O esta misma construcción se hace 

1 

para cualquier otro abierto W de s2 dandonos otra función fw (X, Y) 

de forma si mi lar. 

En la intersección de Vy W las funciones et, iV y cp iW coinciden 

en el mismo orden, los coeficientes de (1) son las funciones elementales simétricas 

de los valores g o cp • (X) y de aquí son independientes del orden, de donde se sigue 
1 

que 

FV (X, Y) = Fw(X, Y) para toda x E= V r W de aquí es una 

función bien definida F (X, Y) y es un polinomio de grado n en Y con 

coeficiente que son funciones meromorfas sobre S - K y tal que F (f (P), g(P)) = O 

en S - K. 

Si la función g es holomorfa en los puntos de K entonces' los coeficien-

tes del polinomio F (X, Y) son funciones holomorfas acotadas de z en un dis-

co con centro z. y de aquí por el teorema de las singularidades removibles de Riemann 
1 
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los coeficientes holomorfos permanecen en los puntos z. 
1 

de K. Si los coeficien-

tes de F (X, Y) son meromorfos en los puntos z. de K tienen polos de g 
1 

entonces multiplicando por un polinomio conveniente en S nos da un polinomio 

F 1 (X, Y) en dos variables, si el polinomio F 1 (X, Y) no es irreducible lo descom-

ponemos en producto de irreducibles y nos fijamos en el factor irreducible P (X, Y) 

ta I que P (f, g) = O lo cual demuestra el teorema 

COROLARIO l: El campo de funciones meromorfas de una superficie de Riemann 

Compacta es un campo de funciones algebraicas en una variable sobre los números com-

piejos es decir es una extensión algebraica finita de una extensión simple trascendente 

de <C es decir 

m (S) = 
<C (X, Y) 
p (X, Y) 

Demostración. Si f é m (S) y f es no constante entonces el campo 

<C (f) es una extensión trascendente sobre <C si no f sería raíz de un polino-

mio con coeficientes·en <C y de aquí f sería constante. 
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Si m (S) r' <C (f) entonces existe g 1 E m (S) = <C (f). Sea 

E1 = <C (f) [g 1],E1 es una extensión algebraica de grado al menos dos de <C (f) 

y de grado a lo mas n que es el grado de f si E1 r' m (S) sea 

g 2 ~ m (S) - El y E2 es una extensión de de 

grado al menos dos y de grado a lo mas n de <C (f) y ya que este proceso pu! 

de co.ntinuar,se tiene que parar para una mE IN como m < n, ya que 

2n > n. Entonces E m = <C (f) [ g 1, g2, ••• ,gm] es una extensión algebraica de 

<C (f) y puede ser generada por un elemento simple g = c 1 g 1 +·••+e m9m con 

c. E <C esto se puede hacer ya que se cumplen las hipótesis del teorema del elemento 
1 

primitivo, del teorema anterior tenemos que existe un polinomio irreducible de grado 

a lo mas n en dos variables tal que P (f, g) = O probaremos que el grado en este 

caso es exactamente n. 

Como ( ) e (f, 9) 
m S = p (f I g} y m (S) separa puntos f y g deben 

separar puntos, de aqui como existen n puntos z que bajo f van al mismo w 
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es decir f(z 1) = f(z,} = · · · = f (zn) entonces g(z.) 1 g(z.) 
1 1 

para toda 

de aquí el grado en Y es n exactamente de donde se obtiene el siguiente 

COROLARIO 2: El aº f es igual al grado de la extensi6n algebraica, es 

decir 

a O f = n = [ m (S) : m (S2) J • 

COROLARIO 3: Si f es una funci6n holomorfa de s1 en s2 , entonces 

Demostraci6n. Sea <P una funci6n meromorfa de grado m de s2 en 

S2 entonces a º;f es una funci6n meromorfa de grado n m y 

de donde 
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1.4 ANILLOS DE VALUÁCION DISCRETOS. 

DEFINICION 7: Un anillo ve K es de valuación si para todo elemento del 

campo x E K satisface alguna de las dos condiciones, x r= V , -1 V 
O X F 

DEFINICION 8: Un anillo de valuación V es discreto si tiene un parámetro 

local t ,es decir si para tocio x E K, x se puede expresar como JJ x = { 

con r E Z y JJ es una unidad de V • 

DEFINICION 9: El orda x = r si x ,; { JJ donde JJ es unidad. 

LE.M.A. l: Si v2 son ·c1os anillos de valuaciones discretos con 

campo cociente k y tal que entonces V' = V 
l 2 

Demostraci6n: probaremos primero que si P 1 y p 2 son sus ideales má-

ximales entonces p -- p 
2 L. l' sea y E P 2 SI y r/ p 

1 
entonces l 

-(- p 1 
' y 

y de aquí l E V cv 
l 2 

lo cual es una contradicción de aquí Toda 

unidad de 

y 

V 
l 

es unidad de V 2 , un elemento YE P 2 se puede escribir 

como y = te. l JJ donde 
l 

]J es una unidad de 
V l y t 

l 
es un elemento de 
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dicción ya que 

de aquí también 

es una unidad un 
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p • Si t i p es una unidad de v2 l l · 2 

l es unidad y (_l )e 1 = - E=v 
t1 t1 tf 2 

P = V t 
l 1 1 

y esto prueba que p =p 
2 

V 
2 

y no lo es en entonces l 

µ 

unidad en V 2 y esto prueba nuestro lema. 

LEMA 2: Si P 1 e P 2 en ton ces V 1 = V 2 si µ 

lo cual es una contra-

de aquí t 1 t P 2 Y 

finalmente si µ 

F p l y no puede ser 

es unidad de V 2 

entonces esta en V 1' si µ f/ V 1, entonces E V1 Y p l 
µ µ 

eni·onces _l EP 
µ 2 

y por lo tanto no es unidad en V 2 SI x EP2 y x 7 V l 

entonces l 
)( E= p 2 contradicción por lo tanto V2 :::_- V 1 . y por el lema l 

DEFINCION 10: Sea a f S entonces definimos.los siguientes conjuntos de 

funciones asociados al punto a como sigue. 

Aa = { f I f E m (S) y orda f ~ O } 

n = { f I f F m (S) v ord f > O } a • a 
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LEMA 3. El conjunto A 
a 

es un anillo de valuación discreto y su ideal má-

ximo es n 
a 

Demostración. A es un anillo de valuación discreto. Si h E m(S) 
a 

entonces ó h(z)< 00 ó h (z) = oo y esto implica que l = o 
nrzJ 

Aa es anillo de valuación. 

Sea 9 E na de orden mínimo, entonces (g) = n 
a 

por lo tanto 

si h E n 
a 

cas ord h = m ord g con 
a a 

m E IN si _esto no pasara entonces. 

( m - l) orda9 < orda h < m orda g 

m 

enton 

de donde O < m ord g - ord h <ord g. Por lo tanto __ 9 __ E n 
a a a h a 

y es de 

orden menor en a que g, por lo tanto A es un anillo de valuación discreto. 
a 

TEOREMA 10: Sea S una superficie de Riemann Compacta y sea m (S) 

su campo de funciones meromorfas entonces la función <P : S -) foni l los de valuación 

de m(S)}, tal que <P (a) = A es biyectiva. 
a 
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Demostración. Si a 'I b entonces existe una función f E= m(S) 

tal que f (a) = O y f{b) = 00 y esto implica que Aa 'I Ab si a 'I b por lo 

tanto <P es inyectiva. Si A e m (S) sea n e A su ideal maximal n está ge-

nerado p:,r (h) = n , h tiene un cero en a es decir h{a) = O y esto impli-

ca que nen 
a 

y esto por el lema 2 A =A • 
a 

COROLARIO: En el caso de s2 tenemos que el ideal maxinal 

generado por el polinomio x - a y cualquier elemento h de 

p1.,;ede escribir como 

h(z) = {z - a{ g (z) donde g{a) 'I O. 

m está 
a 

m (S~ se 

Sea k un campo algebraicamente cerrado, y sea K un campo de funciones 

en una variable sobre k {brevemente un campo de funciones). 

DEFINICION 11: Un campo de funciones K es una extensión finita de una 

extensión puramente trascendente k {x) de k. 

DEFINICION 12: Al campo k lo llamamos el campo constante. 
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DEFINICION 13: A los elementosde K los llamamos funciones. 

DEFINICION 14: Por un punto de K sobre k entendemos un anillo de 

valuación discreta de K que contiene a k • {o sobre k}. 

El campo de la clase residual de este anillo es entonces k mismo 

DEFI NICION 15: Una curva cuyo campo de funciones es K es el conjun-

to de todos los anillos de valuación discretos es decir es el conjunto de todos los "untos 

sobre K. 



CAPITULO 11 

TEOREMA DE RIEMANN-ROCH 

2. l DIVISORES 

DEFINICION l: Por un divisor sobre la curva ( o de K sobre k) enten-

demos un elemento del Z - módulo libre abeliano generado por los puntos. 

De aquí un divisor es una suma formal. 

R = I: n. P = I: n P 
1 p 

donde los p son puntos y n. 
1 

son enteros, donde casi todos son cero. 

DEFINICION 2: El grado de R es igual a 

DEFINICION 3: El orden de R en p 
i 

I: n• 
1 

es n· = ord R 
• Pi 

TEOREMA l. Si x E K y x/: O entonces existen solamente un número 

finito de puntos P tales que ord x -=I O. p. 
1 
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Demostración: Si x es constante entonces, el ord x = O para toda P • 
p 

Si x no es constante entonces existe un punto de k(x) en el cual x 

tiene un polo y x tiene un cero; cada uno de estos puntos se extiende solamente a 

un número finito de K, ya que K es una extensión finitc de k(x). Q.E.D. 

De aquí asociamos un divisor con x llamado 

donde n = ord (x) 
p p 

{x) = í: n P 
p 

DEFINICION 4: Dos divisor R y b son linealmente equivclentes si 

R - b es el divisor de una función. 

DEFINICION 5: Si R = í: n P 
p 

y son dos di vi sores 

definimos R..,.b si y solo si n ? m para tocio P • 
p p 

Esto define un orden parcial entre divisores, decimos que R es positivo si 

R..,, O. 

DEFI NICION 5' : Si R es un divisor L( R) es el con junto de tocios los 
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elementos x r K tales que (x) > - R • 

TEOREMA 2: Si R es un divisor positivo, entonces L ( R) consiste de 

todas las funciones en K que tienen polos solamente en R con multiplicidades 

a lo-mas la que tienen en R , la demostración se sigue de la definición de L ( R). 

Es claro que L (R ) es un k-espacio vectorial para cualquier divisor R • 

Denotamos por l (R} su dimensión. 

Nuestra intención es estudiar mas detenidamente la dimensión l ( R) del es-

pocio vectorial L ( R) asociado con el divisor R de la curva. 

2. 2 A D EL ES. 

Sea V un anillo de valuación discreta de K (es decir uri'punto P de K) 

y sea P su ideal maximal generado por t sabemos que V/ p = k. 

TEOREMA 3: Todo elemento x E V tiene un desarrollo en serie de potencias. 
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Demostración. Si x E V entonces para alguna constante ªO E k podemos 

e~cribir x=a mod P la función 
o 

x - a E P o tiene un cero en V , por con-

sigui ente podemos escribir x - ªO = t y O con Yo E V pocediendo en forma simi-

lar obtenemos con y 
2 

X = a0 + a J t + y J t , conti-

nuando con este procedimiento obtenemos la expansión de x en series de potencias. 

x = a + a t + a 2 t2 + • • • 
O 1 

si todos los coeficientes a. = O entonces x = O 
1 

COROLARIO El campo de cocientes K de 

po de series de potencias k((t)). 

Q .E.D. 

V esta contenido en el cam-

-
Demostración: Si x E K entonces para alguna potencia ts la función 

s 
t x r:V y de aquí x puede ser escrito como 

-s 
x=a· t +••• -s 

-1 
+ a_ l t + ªo + a l t + • • • 

Si u. es otro generador de P entonces k ((t)) = k( (u.)) ya que t = u. • V 
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con v unidad en V y de aquí nuestra serie de potencias depende solamente 

dt! V que es un punto P de nuestra curva. 

Denotamos por K a este campo de series de potencias en P entonces si 

f K 
p p 

p 

puede ser escrito como 
p 

00 

= r a t" 
\) 

v =m 
con 

m > O decimos que tiene un cero de orden m. Si 
p 

que ~ ti ene un polo ele orden - m • 
p 

Sea m = ordp l;. p· 

producto cartesiano de todos los K tomado sobr.e todos los puntos 
p 

Si 

m < O decimos 

Sea A* el 

P • Un elemento 

~ de A* puede ser visto como un vector infinito ~ = ( .••• , ~ , ••••• ) donde 
p 

~ E K • 
p p 

Si definimos la suma y multiplicación componente a componente, A* 

es un anillo. Este anillo es demasiado grande para nuestro prqpósito y para esto encontra-

mos un anillo AcA* mas pequeno. 

DEFINICION 6: El anillo de los Adeles A es un subanillo de A* tal que 

consiste de todos los vectores ~ tales que para casi todo 
p 

~ no tiene polo en 
p 

P • Nótese que nuestro campo de funciones K esta contenido en A bajo la 
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transformación 

X -) ( ¡, •• 1 X 1 X 1 X 1 • • •) 

es decir en la P -componente x puede ser visto como una serie de potencias en 

Kp. En particular el campo constante k también está contenido en A, A pu! 

de ser visto como una k-algebra (de dimensión infinita). 

Sea R un divisor sobre nuestra curva, denotamos por A ( R) el subcon-

junto de A que consiste de todos los Adeles tales que ord ~ ? - ord R 
p p p 

entonces A ( R ) es un k-subespacio de A. 

El conjunto de funciones x tales que (x)? - R es nuestro antiguo espa-

cio vectorial L( R) y es igual a A ( R ) n K. 

Demos algunas fórmulas sobre las cuales basaremos nuestros cálculos. 

Si B y C son los k-subespacios de A y C e: B entonces deno-

tamos por (B : C) la dimensión del espacio cociente B mod C sobre k. 

PROPOSICION 1: Sean R y b divisores entonces A ( R)::) A ( b) 

si y solo si R ~ b si este es el caso, entonces. 
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1) ( A ( R) : A ( b )) = deg ( R ) - deg ( b ) 

2) ( A ( R) A ( b)) = ( A ( R ) + K :A ( b) + K) + ( A ( R) n K : A ( b ) r K) 

Demostración: La primera afirmación se sigue de la definición 2. 6, la fórmula 

uno se prueba como sigue: Si un punto P aparece en R con multiplicidad d 

y en b con multiplicidad e. entonces d? e.. Si t es un elemento de 

orden uno en p en K entonces el índice (t-d K : t-e.K ) = d - e. 
p p p 

y el 

índice de la fórmula (1) es la suma de los números de los índices locales de este tipo. 

La fórmula (2) es una consecuencia inmediata de los teoremas de homomorfis-

mos de espacios vectoriales. 

De esta proposición obtenemos la siguiente. 

FORMULA FUNDAMENTAL l: 

·• 
deg ( R ) - deg ( b) = ( A ( R ) + K : A ( b ) + K) + f ( R) - l ( b ) 

pora dos divisores R y b tales que R? b 

Por el momento no podemos separar el indice de enmedio en dos funciones de 



- 27 -

R y b porque no sabemos que (A : A ( b ) + K) sea finito, esto será probado de_! 

pués. 

2.3 CONTRIBUCION DE RIEMANN 

Sea y una función no constante de K. Sea C el divisor de sus polos 

y escribimos C = E e. P. 
1 1 

los puntos P. 
1 

en e inducen el mismo punto Q 

de la curva racional que tiene el campo de funciones k{y) , que se llama el punto 

correspondiente al polo de y en k(y) y los e. son por definición los indices 

de ramificación del grupo de valores discretos en k(y) asociado al punto Q y a 

las extensiones de estos grupos de valores a K. Estas extensiones corresponden a los 

puntos p • 
i 

PROPOSICION 2. El grado de C que es E e.. es igual a 
1 

f_ K : k (y) ] = n 

Demostración. Sean 

pués de multiplicar cada z. 
1 

una base lineal de K sobre k(y) , des 

por un polinomio conveniente de k [ y J podemos 
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suponer que son enteros sobre k [y 1 es decir que ningún lugar de K que es finito 

sobre k [ y ] es un polo de algún z. 
1 

por consiguiente todos los polos de z. 
1 

estan entre los Pi que aparecen en C y de aquí existe un entero µ 0 tal que 

z . .:. L ( µ C ). 
1 o 

Sea µ un entero positivo suficientemente grande tal que para cua!_ 

quier entero s que satisface O~ s .,,; µ - µ se obtiene 
o 

y5 z,E L ( µ C) 
1 

ytambién l(µC)>(µ-µ +l)n. 
o 

Sea ( A ( µ C) + K : A(O) + K) = N µ '.? O haciendo b = O y R = µ C 

en la fórmula fundamental l obtenemos 

µ ( Le i) = N µ + l(µ e ) - l 
(1) 

?.> Nµ + ( µ - µ 
0 

+ 1) n -1 

dividiendo esta última desigualdad por µ y haciendola tender a infinito obtenemos 

L e > n , tomando en cuenta el teorema 4 del apéndice se obtiene el resultado. 

COROLARIO l: El grado del divisor de una función es igual a cero {es decir 
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tiene tantos ceros como polos). 

Demostración. Si C' es el divisor de los ceros de y entonces C ' 

es el divisor de los polos de 1/ y y [ K : k (1/ y)] = n. 

COROLARIO 2: El deg (R ) es una función de las clases de equivalencias 

lineales de R • 

DEFINICION 7: Una función de clase es una función que depende solamente 

de sus clases lineales de equivalencia. De aquí vemos que el grado es una función de 

clase, regresando a (1) podemos escribir 

y de aquí 

µn>N +µn-µ 
µ 

N ~µ n-n+l 
µ o 

n + n - 1 
o 

y esto prueba que N µ es uniformemente acotado y de aquí para una µ suficien 

temente grande , N µ es constante ya que N µ es un entero positivo. 

Ahora definimos una nueva función de divisores r(R) = deg ( R) - .t ( R ) 

ambas deg ( R) y l ( R) son funciones de clase, por el corolario de la 
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proposición 2 la transformación z -) y z para z EL( R) es un k-isomorfismo 

entre L( R ) y L( R - (y)), de aquí la fórmula fundamental puede ser es-

crita como 

O s ( A ( R) + K : A ( O ) + K) = r (' R ) - r ( b) • • • (2) 

para dos divisores R y b tales que R '?'. b poniendo b = O y R = µ C 

( A( µ C ) + K : A (O) + K) = r ( µ C ) - r(O) 

esto y el resu Ita do anterior muestran que r( µ C) es uniformemente acotado para 

cualquier µ suficientemente grande. 

Sea b cualquier divisor, tomamos z E k [y J que tiene ceros de orden 

grande en todos los puntos de b exepto en aquellos comunes con C (es decir polos 

de y) entonces para alguna µ , (z) + µ C :, b poniendo R= µ C en (2) y 

usando el hecho de que r( R) es una función de clase obtenemos 

r( b) <: r( µ e) = r{ (z) + µ e ) 

y esto prueba que para un divisor arbitrario b el entero r( b ) es acotado y esto 

nos muestra que deg ( b) y l( b) tienen el mismo orden de magnitud, por el 
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momento nótese que si dejamos b fijo y hacemos variar R en 2 entonces 

A ( R ) puede ser incrementado tanto como para incluir cualquier otro elemento de 

A, por otro lado hemos visto que el índice de esta fórmula es acotado porque r(R) 

es acotado y de aquí para algún divisor R alcanza su máximo y para este divisor 

se deberá tener A= A( R) + K y se puede establecer el siguiente 

TEOREMA 4: Existe un divisor R tal que A= A ( R) + K. 

Este resultado nos lleva a separar el índice de la fórmula fundamental l denota 

mos la dimensión de (A : A ( R ) + K) = ó ( R ) que hemos probado que es finito 

y obtenemos 

deg ( R ) - deg ( b ) = f ( R ) - f ( b ) + ó ( R ) -. ó ( b ) (3) 

en otras palabras 

l( R ) - deg( R) - ó ( R) = f ( b) - deg( b ) - ó ( b ) · · (4) 

y esto se tiene si R ;,. b , y ya que dos divisores tienen un supremo este resultado 

si tiene para cualesquiera dos divisores R y b 
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DEFINICION 8: El género de K está definido como el entero g tal 

que 

.t ( R ) - deg ( R ) - ó ( R ) = l - g 

de aquí el género es un invariante de K, poniendo R = O en esta definición 

vemos que g = ó (O) y de aquí g es un entero mayor o igual que cero, 

g = (A: A (O) +K), resumiento tenemos el 

TEOREMA DE RIEMANN: 5 : Existe un entero g ?- O que depende solamente 

de K tal que para cualquier divisor R tenemos 

.t ( R ) = deg( R) + l - g + cS ( R ) 

donde o ( R ) :-:- O 

2.4 CONTRIBUCION DE ROCH 

DEFINICION 9: Por una diferencial 1,: entendemos una k-funcional lineal 

de A que se anula sobre algún A ( R) y también se anula sobre K (conside 

rado este contenido en A) 
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Habiendo probado que (A : /\( R) + K) es finito vemos que una diferencial 

que se anula sobre /\ ( R) puede ser vista como una funcional sobre el espacio co-

ciente 

A mod /\ ( R ) + K 

y que el conjunto d~ tales diferenciales es el espacio dual de nuestro espacio cociente 

y su dimensión sobre k es por consiguiente ó ( R) 

Nótese en suma que las diferenciales forma_n un espacio vectorial sobre K. 

Es decir si >.. es una diferencial que se anula sobre A(R), si s es un elemento 

de A y 1J es un elemento de K se define IJ"- como IJ"-(s)=>..ws), 

la funcional IJ >.. es siempre una diferencial ya que se anula sobre K y se anula 

sobre /\ ( R + ( y) ) 

DEFINICION 10: Un paralelotopoes el conjunto /\ ( R ) 

TEOREMA 6: Si >.. es una diferencial entonces existe un paralelotopo ma-

ximal /\ ( R ) sobre el cual >.. se anula 
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Demostración: Si >.. se anula sobre ¡,,_ ( R 1) y ¡,,_ ( R ) 
2 

sea 

R = sup ( R l ' R ,} y de aquí A se anula sobre ¡,,_ ( R ), entonces para pr~ 

bar el teorema lo que necesitamos probar es que el grado de R es acotado. 

Sea b un divisor arbitrario si y E'. L ( b) se tiene que (y)-. - b y de 

aquí y>.. se anula en J,,.(R +(y)) el cual contiene a ¡,,_ ( R-b) porque 

R + (y) > R - b • Si 

entonces también lo son 

y 1 , ••• , yn son linealmente independientes sobre k 

y >.. 
1 ' ... , y >.. ' 

n 

ó (R -b)? .t(b) 

y de aquí obtenemos que 

y usando el teorema 5 obtenemos 

o ( R - b } = .t (R - b) - deg ( R ) + deg ( b } - l + g ? l ( b ) 

~deg(b}+l-g+ó( b) 

y de aquí vemos que 

deg( R) < .t( R-b } + 2g - 2 - ó ( b} 

si tomamos a b como un divisor positivo de grado suficientemente grande, entonces 
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L( R- b ) = O ya que una función no constante no puede tener mas ceros que polos; 

ya que cS ( b) > O vernos que deg ( R) s: 2g - 2 y por lo tanto acotado y esto 

demuestra el teorema. 

TEOREMA 7: Las diferenciales forman un K-espacio vectorial de dimensión uno. 

Demostración: Supongamos que tenemos dos diferenciales >.. y µ lineal-

mente independientes sobre K , supongamos que y 

son dos conjuntos de elementos de K linealmente indEpendientes sobre k entonces 

las diferenciales son linealmente independientes 

sobre k si no fuera ésto se tendría la relación 

L a x A + Lb. Y. µ = 0 
i i 1 1 

y SI X=¿ a X 
i i 

y y= L b. Y. tendríamos x >..+ y µ = O contradiciendo la 
1 1 

independencia de >.. y µ sobre K , de aquí >.. y µ se anulan sobre 

algún paralelotopo A ( R } , si >.. se anula sobre A ( R 1) y µ se anula 

sobre A ( R2), haciendo R =inf (R 1,R 2) y A ( R) = A ( R l) r, A( R 2). 
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Sea b un divisor arbitrario,si yr= L( b) se tiene que (y) > - b 

de aquí Y .>t se anula sobre /1. ( R+ (y) ) que contiene a /1.( R - b ) porque 

R + ( lJ)? R - b , similarmente y se anula sobre A ( R - b) de donde se obtiene 

por la observación hecha al principio de la prueba y por la definición 

de <?. ( R) concluimos que 

o ( R - b ) > 2 l( b ) 

y usando el teorema 5 obtenemos 

t(R- b)-deg(R)+deg( b)-l+g>2f(b) 

>2 ( deg ( b) + l -g + o ( b)) 

>2deg (b)+2-2g 

y si tomamos a b como un divisor positivo suficientemente grande, entonces 

L(R-b) consiste del cero solamente ya que una función no puede tener mas ceros 

que polos. y ya deg( R ) es constante en la desigualdad de arriba se obtiene una 

contradicción y esto prueba nuestro teorema. 
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COROLARIO l. Si >.. es una diferencial distinta de cero, entonces todas las 

diferenciales son del tipo y >... 

COROLARIO 2. Si A ( R) es el paralelotopo maximal sobre el cual se anula 

entonces A ( R + (y) ) es el paralelotopo maximal sobre el cual se anula 

COROLARIO 3. Los divisores forman una clase de equivalencia lineal. 

DEFINCION 11: El divisor ( >..) asociado con >.. es R y de aquí el 

divisor asociado a y II es R + (y) 

Esta clase divisores se llama la Clase Canónica de K, y un divisor se llama el 

Di vi sor Canónico. 

El teorema 7 nos lleva a completar la prueba del teorema 4 dándonos mas in-

formación sobre 6 ( R) y esta información es precisamente la contribución de Roch 

TEOREMA 8 (RIEMANN-ROCH). Sea R un divisor arbitrario de K entonces 

R.. ( R) = deg (R) + 1 - g + R.. ( C - R) 
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donde C es cualquier divisor de la clase canónica, en otras palabras 

ó ( R ) = l( C - R ) (contribución de Roch) 

Demostración: Sea e un divisor tal que /1. (e) es el paralelotopo ma-

ximal sobre el cual una diferencial A no cero se anula. Si b es un divisor arbi-

trario y y E L( b ) , entonces sabernos que y se anula sobre /1. ( C - b ), 

inversamente por el toerema 7 sabernos que cualquier diferencial que se anula sobre 

1\ ( C - b) es del tipo z A para alguna zE K, y el paralelotopo rnaximal 

sobre el cual z A se anula es (z) + e , que deberá contener a /1. (C - b ). 

Esto implica que (z) ? - b es decir z E L( b). De aquí probamos que ó ( C - b ) 

es igual a ,e_ ( b ) y ya que el divisor b fue arbitrario lo podernos reemplazar por 

C - R que prueba nuestro teorema. 



CAPITULO 111 

APLICACIONES DEL TEOREMA DE RIEMANN-ROCH 

La notación que usamos para los teoremas uno y .dos es la siguiente: 

e. = indice de ramificación de f en P 

A .. dº d ºfº • ,. d A e. = m ice e ram1 1cac1on e 
p 

sobre B 
f(p) 

TEOREMA l. Sea S una superficie de Riemann Compacta y PES enton 

ces existe una función t E m (S) tal que 

a) t (p) = O 

b) ord t = l 
p 

esto es t es un homeomorfismo local. 

Demostración. Por el capitulo uno tenemos el siguiente diagrama conmutativo. 

{ anillos de valuación de 

Íh* 
m (S ) } 

l 

{ anillos de valuación de m (52)} 
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<P (P) = A ::::> m = ( t) 
p p 

A 
sea d = ord t 

p 
y sabemos que ordf (p) s = l 

de e. = ord h =1' ord t =~ y ya que 
p p 

el resultado deseada. 

y 
~ 

h*(s)=s ºh=u te. de don-

tenemos 

TEOREMA 2: Sea f una función holomorfa no constante de s1 en s2 y 

si p ( s 
l 

y A 
p 

es su anillo de valuación discreto, entonces e.= 'e' 

Demostración. Por el teorema l tenemos que e. = 'c'd y ya que también se 

d ' Ad--1 erhostro que se obtiene el resultada deseado. 

TEOREMA 3: Sea S una superficie de Riemann Gompacta, entonces 

a)A'(S,m)tO donde A'(S,m) sonlasformasdiferenciales 

meromorfas de S. 

b) Si w ( A'(S, m) sea 

:\ : A-;> C definida como 
w 

>. ( E;, ) = E res E;, w 
w p p 
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entonces >. w es una diferencial 

c) La función w -) >. w es una biyección entre las formas diferenciales mero 

morfas en S y las diferencia les en A 

d) (w)=(>. w) 

Demostración. a) se sigue ya que si 
2 

f:S-)S dfE A'(S,m). 

Para demostrar b) veremos que A w se anula sobre algún A ( R) y 

sobre K • Por otro lado w es una función lineal de A en k y 

puede ser visto como un elemento de K , es claro que casi todos los términos de 
p 

nuestra suma son ceros porque la forma diferencial tiene un número finito de polos y de 

aquí se anula en algún A ( R) y también se anula en K ya que se demostró que 

la Z res w = O , y de aquí 
p p w es una diferencial. 

Para ver c) tenemos una inmersión del K-espacio vectorial de las formas di-

ferenciales en el K-espacio vectorial de las diferenciales y ya que ambos tienen dimensión 

uno se obtiene el resultado ya que esta inmersión es suprayectiva. 
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Para demostrar d) , sea w una forma diferencial de K y definimos 

el ord w en la siguiente manera. Sea t un elemento de orden uno en P y 
p 

sabemos que w en Kp = k( (t)) tiene un desarrollo en series de potencias con un 

cierto orden m independiente de la elección del elemenf·o t y de aquí el 
p 

divisor de W es 

( w) = }:; m P. 
p 

Supongamos que ord ( W} = m , si 
p p 

ord ( s ) ;;:- - m entonces 
p p p 

ord ( , w) ¿ O y el residuo res ( s w ) 
p p 

es cero, de aquí la diferencial A w 
p p 

se anula sobre A ( R ) donde R= ( w) por otro lado si A ( b ) es el parale-

lotopo maximal sobre el cual A se anula entonces A ( b ):::) A ( R } y b ~ R. 

Si b > R entonces para algún p el coeficiente de p en b. es mayor 

que m y de aquí el adele 
p 

( ... ,o,o, 11,. P + 1, o, o, ... ) 

pertenece a A( b ) y uno ve inmediatamente que - +1 res (t P w ) / O y de aquí 
p 
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\ no se anula sobre A ( b ) 

COROLARIO l Sea S una superficie de Riemann Compacta entonces 

a) l (k.) = g donde k. es un divisor canónico 

b) A '(S, O)= g donde A 1 (S, O) son las formas diferenciales 

holomorfas 

c) deg (k) = 2g - 2 

d) Si deg( R) > 2 g - 2 entonces ó ( R )= O 

Demostración. 

a) Sea R = O en el teorema de Riemann Roch entonces L(O) consiste 

de las constantes solamente y de aquí l (O) = 1 y ya que deg (O) = O tenemos 

que 

l (O) = deg (O) + l - g + l (k) de donde l ( /<) = g 

b) Por el teorema anterior tenemos que las formas diferenciales meromorfas las 

asociamos con las diferenciales de A y ya que l ~ ~ = g entonces las formas 

diferenciales holomorfas de S forman un espacio vectorial de dimensión g. 
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c) El deg(k.) = 2g - 2 sea R = k en el teorema de Riemann Roch, entonces 

f. ( ij = deg (k) + 1- g + l (O) de donde deg lk) = 2g - 2 

el) Si deg ( R) > 2g - 2 entonces ó ( R) = O esto se tiene porque una fun 

ción no puede tener mas ceros que polos y L(k - R) = O si deg( R) > 2g - 2 

2 
LEMA 1. El género algebraico de la esfera S es igua I a cero. 

Demostración. Sea d zE A 1 (S2,m) y el deg(dz) = -2 ya que dz 

no tiene ceros y tiene un oolo doble en 00 , ya que en infinito z= 
l 
w entonces 

dz - -

tente si 

dw 
w2 

y deg (dz) = 2g - 2 por lo tanto g = O 

TEOREMA DE HURWITZ 4: Sea f : S1-:> s2 una función holomorfa no cons-

y f* w E A 1 (S , m ) entonces 
l 

deg f * W= deg f deg w + v (f) esto es 2g 1 - ?. = n (2g 2 - 2) + v (f) 

Demostración. Ya que tenemos el siguiente diagrama conmutativo: 

cp 
!.i(- u e: s1 

z e.= w 1 f f 
',:/ ¡µ 'v' 'v 
ti<:- V e 

S2 
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y w EA 1 (S ,m ) entonces f*( W) E A '(S , m) 
2 1 

donde w = F (w) dw y 

-1 
ord f(p) w = ordf(p) F ( w) d w, f*( w) = F(z e ) ze dz, de donde 

ord f*( w) = e, ) ord w + e - 1 y w mando sobre los puntos P obtenemos 
P ,P f (p) (p) 

2g'1 - 2 = n(2g'2 - 2) + v (f) 

de aquí se obtiene el resultado deseado. 

COROLARIO 2 • a) del teorema anterior se sigue que v (f) es par. 

b) Sea 

morfisrno. 

2 f: S -:>S 

Demostración • Como 

COROLARIO 3: Sea 

un horneornorfismo local, entonces f es un horneo-

2g' - 2 = n (-2) se obtiene n = 1 y g = O. 

S una superficie de Riernann Compacta 

g = género topológico de S 

'g'= género algebraico de S 

entonces g ='g' 

Demostración • Sea 2 f : S-)S una función no constante por el teorema 
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2 y 4 y el lema 1 obtenemos que 

2g' - 2 = n (~ - 2) + v (f) 
1 2 

= Zg-1 - 2 = n (-2) + v (f) = 2g 1 - 2 

por lo tanto 'g'= g. 

TEOREMA 5: S es una superficie de Riemann de género cero si y solo si 

S es holomorfamente equivalente a s2 si y solo si m (S) ~ C (T) 

Demostración. Si S es una superficie de Riemann de género cero, sea P 

un punto de S por el teorema de Riemann Roch existe una función no constante 

f en L(P) ya que .t (P) = l + l - O + O = 2 y las constantes forman un subes-

pacio de L(P) de dimensión uno, de aquí f tiene un polo de orden uno en P 

y esta función es biyectiva a s2 las otras propiedades ya se demostraron anteriormente. 

TEOREMA DE LUROTH 6: Sea 2 f: s -~s una función holomorfa no cons-

tente entonces S tiene género cero. 

Demostración. Por el teorema de Hurwitz sabemos que 



- 47 -

- 2 == n (2g - 2) + V (f) 

y como v (f) ;;,, O tenemos que - 2 ;:, n (2g - 2) y ya que n > O y g - O 

la única posibilidad que se cumpla la fórmula de Hurwitz es que S tenga género cero. 

TEOREMA 7: DESCOMPOSICION EN FRACCIONES PARCIALES: Sea 

f f m(S~ entonces 

f == p (z) + p ( l ) + , , • + p ( l ) 
O l z'"'Ql k z-Qs 

donde P. E C [ T ] 
1 

Demostración. Sea R _el divisor de los polos de f es decir 

s s 

R= E r Q con r > O entonces ,e_ ( R) = E ri + 1, en L( R ) el con-
i=l i=l 

junto de funciones 

l l l l l 
1, z-Ql '(z-Ql)2 , ... ,(z-Q1)•1 , ... , (z-Qs), ... , (z-Qs)rs 

son linealmente independientes y de aquí forman una base de L( R), de aquí si 

f E L(R ) , f se puede expresar como combinación lineal de esta base, lo que de-

muestra el teorema. 
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LEMA 2 Sea S una superficie de Riemann Compacta y R un divisor 

tal que 

n 
A= u 

i=O 

fa. 

f. (R)=n+l>O y L( R) = {f0, f , ••• , f ) 
1 n 

( 1 ( oo ) u ( nn ( 1 (O) ) e S 
1 ·=0 1 1-

en ton ces existe 

y sea 

et> R : S -)P n (C) holomor 

Demostración • Para tocia P E S - A tenemos que et> R(P) = (f O (P), ••• , f n (P)) 

es holomorfa si P E A entonces Sea g E m (S) 

tal que ord g = 1 y sea k = min ord f. en ton ces para tocia z f P te-
p p 1 

ne-mosque {fo(z), ••• , f (z)) = g-k (z) (f o(z), ••• , f (z)) 
n n 

en f"(<C) y el 

-k ord g f ?Q 
p i 

para toda y existe tal que 
-k 

ord g f = O entonces 
p i 

-k -k 
et> (P) = (f (P) g (P), ••• , f (P) g (P)) es holomorfa en P y por lo tanto 

R O n 

es holomorfa en todo S. 

LEMA 3: Sea S una superficie de Riemann Compacta y R '= I: n P 
p 

un divisor de grado igual que 2g + 1 entonces. 

a)Paratocla AcS yla #A < 00 entoncesexiste fE L(R) tal que 
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si entonces ord f = -n 
p p 

b) Para toda p E S existe f E L( R) tal que ord f = - n + 1 
p p 

c) Para toda p y q ES con p f q existe f r= L( R) tal que 

ord f > - n y 
p p 

ord f = - n 
q q 

Demostración. Ya que deg( R) = 2g + 1 entonces ,e ( C -R) = O 

por el corolario 1, y también f ( R ) - 2g + 1 + 1_ - g = g + 2 

l ( R - P) = g + 1 

,e ( R - 2P) = g 

l ( C - R - 2P) = O 

de donde se obtiene 

1) L( R - 2P) / L( R -P) I L( R) 

2) L( R - P - q) f' L( R- P) f L( R) 

a) Se sigue ya que L( R -P) = { gE= L( R ) 1 ord f >-n } y es un subespacio de 
p p 
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codimensión uno 

b) Se sigue de l ya que existe f E L( R) ta I que ord f = -n + l 
p p 

c) Se sigue de 2. 

DEFINICION l: Un divisor R de S se dice que es suficientemente 

amplio si <P R: S-7Pn (C) es un encaje. 

TEOREMA 8: Sea S una superficie de Riemann Compacta y R 

un divisor de grado mayor o igual que 2g+ l entonces R es suficientemente am 

plio. 

Demostración. Por el lema 2 tenemos que 

n 
cp : S -;>IP (C) 

R 

cp (P) = (f0 (P), ••• , f (P) ) 
R n 

es holomorfa, falta ver que es inyectiva en S usando el lema 3 podemos suponer 

que si P y q son dos puntos distintos entonces ord f O = -n 
p p 

y ord f >- n 
p l . p 

f1 fn 
y ord f.=-n, deaquí <PR(z)= {.-f-(z), ••• ,-f-(z)). 

q I q Q Q 
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y --;.i (q) = O , por el inciso 
o 

b del lema 3 tenemos que 

existe f ('. L( R) tal que ord (f) = - n 
p p+l 

y f = >- f +. • • + ;\ f 
O O n n 

de aquí 

n 
f f1 .!n_ f f· y es distinto de - = "+>-1- +•. •+ " y d (-) = í:: " i dp (-1 ) 

fo o fo n fo p fo i=l fo 

f. 
cero ya que existe i .:? 1 tal que d (-f-) r' o y de aquí 

p o 

d cpR = (d (-/.:-) , ••• , d (~) ) / O y de aquí es un encaje lo que demuestra el 
p p o p o 

teorema. 

COROLARIO 4: Sea S una superficie de Riemann Compacta de género g 

entonces 

a) Si g = O entonces S ~P' (C) = s2 

b) Si g = 1 entonces S ~ P 2 (C). 

TEOREMA 9: Sea S una superficie de Riemann Compacta de género uno, 

entonces existen y tales que 

m (S) = C (x) [ y ] 
( 2 3 
y - 4x - g 2 X - g ~ 
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Demostración. Sea P E S y ya que 2g - 2 = O el teorema de Riemann 

Roch nos muestra que L (P) consta de las constantes solamente si nuestro divisor es 

2 P entonces f. (2 P) = 2 ya que deg(2 P) = 2 y existe una función x en 

m (S) que tiene un polo de orden 2 en P y ningún otro polo, también 

.f.(3P) = 3 y existe y E m (S) tal que ti.ene un polo orden tres en P. 

En L(6 P) las siete funciones 2 3 2 l, x, x, x, xy, y, y deben ser lineal-

mente dependientes ya que .e. (6 P) = 6, y en la relación de dependencia lineal el 

coefi ci en,te de 
2 

y no puede ser o porque sino y E <C(x) y esto es i mposi -

ble por la paridad de los polos de las funciones de k(x) en P y ya que el grado 

del divisor de los polos en x es dos tenemos [ m (S) : <C(x) J = 2 y similar-

mente [ m (S) C (y) ] = 3 

De aquí no hay ningún campo intermedio entre m (S) y , <C (x) y ya 

que y no esta en C (x) tenemos que m (S) = <C(x, y) además la relación 

de dependencia lineal entre las siete funciones de arriba se puede escribir como 
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y por medio de transformaciones lineales en las variables x y y obtenemos la· ecua-

ción 
2 3 

y = 4x - g X - g 2 3 

lEOREMA 10: Toda superficie de Riemann Compacta S es holomorfamente 

equivalente a una curva proyectiva C no singular sobre <C además 

m (S) ~ C(S) 

Demostración. Sea S -:> m (S) = <C (f, g)/ P(f, g) y sea V(P) la curva 

algebraica inducida por P(f, g) entonces existe una función ii de S en 

V{P) con las siguientes propiedades: 

a) <P es holomorfa 

b) Existe A e S y B e V(P) conjuntos finitos tales que 

<f>: S - A -> V(P) - B es biyectiva donde B es el conjunto de puntos sin-

guiares de V(P) 

c) Por la geometria algebraica sabemos que existe la normalización de V(P) 
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y denotémosla por N V(P) y de aquí existe una función l/J : N V (P) - N -:> V (P) - B 

que es biholomorfa y biyectiva de donde componiendo las funciones cjJ y ljJ - l ob 

tenemos una función cjJ o l/J- l : S - A ~ N V(P) - A 1 biholomorfa y biyectiva 

de donde la podemos extender a todo S biholomorfamente con lo que se demuestra 

la primera parte y como claramente <C(N V(P) ) ~ <C(N(P) ) ~ m (S) se obtiene el 

segundo resultado. 

Para concluir de la geometría algebraica, sabemos también que dadas dos cur-

vas s1 y s2 no singulares son birregularmente equivalentes si y solo si 

y son holomorfamente equivalentes si y 

solo si de aquí se sigue que para el caso de género uno existen 

una infinidad de campos de género uno que no son isomorfos. 



APENDICE 

VALUACIONES 

TEOREMA 1. Sea K un subcampo de L • Entonces una valuación sobre 

K tiene una extensión a una va'luación sobre L. 

Demostración: Sea V el anillo de valuación sobre K correspondiente 

a la valuación dada. Sea el homomorfismo canónico sobre el 

campo de la clase residual, y extendemos cp a un homomorcismo de un anillo de va-

luación E de L. Sea n el ideal maximal de E • Ya que 

pero no cintiene a 1, se sigue que n n V= m. Sea U I el grupo de unida-

des de E • Entonces U'í'K= U que es el grupo de unidade~ de V • De 

aquí tenemos la inyección canónica K*/u---) L*,{Í, el cual preserva el orden si 

identificamos K* / U en L */ U• obtenemos el resultado. 
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TEOREMA 2. Sea L una extensión finita de K, de grado n, sea 

w una valuación de L con grupo de valores r '' sea r el grupo de va-

lores de K • Entonces ( r' : r ) -.; n. 

Demostración. Sean Yl'•••,Yn elementos de L cuyos valores repre-

sentan distintas clases laterales de r en r ' , probaremos que las Y. son 
l 

linealmente independientes sobre K • En la relación a y 1 +. · • + a y = O l n n 

con a. E K , a. / O 
1 1 

dos términos deben tener el mismo valor, digamos: 

1 ª· Y. 1 = 1 ª· y. 
1 1 1 1 

con i/j 

-1 1 
1 Y· 1 = 1 ª· ª· 1 y. 1 

1 1 1 1 

y esto contradice la suposición de que los valores de y. 
1 

y de aquí 

y Y. 
1 

con i ti 

representan distintas clases laterales de r en r' y prueba nuestro teorema. 

COROLARIO. Existe un entero e ? 1 1 f ,, V -~ ye. ta que a unc1on , , 

induce un homomorfismo inyectivo de r I en r . 

Demostraci6n. Tome e como el índice de ( r' : r) 

DEFI NICION 1. El índice de Ramificación de E sobre V es el entero 
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e.=(r':r). 

TEOREMA 3. Sea L una extensión finita de grado n de un campo K, 

y sea E un anillo de valuación de L. Sea N su idel maximal, sea 

V=EnK, y m el idal maximal de V , es decir m =n n V. Entonces 

el grado de las clases residuales ( E In : V/ m) es finito. Si lo denotamos por 

d ' y s1 e es el indice de ramificación, entonces e d -~ n. 

Demostración: Sean elementos de L * que representan dis-

tintas clases laterales de r'/ r y sean elementos de E cuyas 

clases residuales mod n son linealmente independientes sobre 

rondo la relación 

s 

I a .. z. y. = 0 . ~. 11 1 1 
1 ,( 

con a .. E: K 
1( 

con alguna 

tra suma í: a .. a. z. 
i=l 11 1 1 

dividiendo por el coeficiente a. - ar 

I 

a •. / O. 
1( 

conside-

En nues 

que tiene la valua-

ción mas alta. Obtenemos una combinación lineal de z.; ... ,z con coeficientes 
1 s 

en V , y al menos un coeficiente es una unidad. Y ya que los z 1, ••• ,\ son 

linealmente independientes mod n sobre 

nación lineal es una unidad. De aquí 
s 
¿ 

j=l 

se sigue que nuestra comb i -

ª·· z. 1 = 1 ª· 1 11 1 1 r 
para algún indice 
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e s 
r • En la suma í: ( ¡; a .. z) Y. = O puede ser vista como una suma sobre 

i= l j= l 'I 1 1 

en la cual al menos dos términos tienen el mismo valor, y esto contradice la independe!2. 

cia de 1 Y 1 ¡,. • . , 1 y e I mod r como en la prueba del teorema 2. 

TEOREMA 4. Sea L una extensión finita de K. Sea r S':J grupo de 

valores de una valuación discreta de K, y r los grupos de valores de un 

número finito de valuaciones discretas de L, extendidas de K, sean e 

los índices de r en r Entonces ¡; ei = (L : K). 
i 

La demostración es análoga a las anteriores. (ver [ 3 ] pag 3 y 4) 



BIBLIOGRAFIA 

[ l] Gunning, R.C. 

[ 2 J Lang, Serge 

[ 3 J Lang, Serge 

f. 4] Shafarevich, I .R. 

l. 5 ] Swinnerton-Dyer 

Lectures on Riemann surfaces. Princeton Mathe
matical Notes. 1966. 

Algebra. Addison Wesley. 1971 

lntroduction to algebraic and abelian functions. 
Addison Wesley. 1972. 

Basic algebraic geometry. Springer-Verlag. 1974. 

Analytic theory of abelian varieties. Cambridge 
University Press. 1974. 


	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo I. Funciones Meromorfas en una Superficie de Riemann Compacta
	Capítulo II. Teorema de Riemann-Roch
	Capítulo III. Aplicaciones del Teorema de Riemann-Roch
	Apéndice
	Bibliografía



