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INTRODUCCION

En e presniie fvabajo se hoce un estu-
do de los splines cuadvatices cuya vmpoy-
tancla  estyiba en ser una hewniawenta Po
devesa Yante para intexpolacion cowmo pava
Yoo, Ene el primer  capitule s
Tratan  los espocwos  vectoniales  sphine
el calclo de su dimension.  En el se--
jundo  capitulo e tvata el prowizwa Lo
mievpolocidn  spline pavabdiica dando Uil
tatamerto  diferzite  a o wlecgolacios
sval ) esto es) la wrevpolacion e egectva
e punlos qQue W0 Son de Quiedbte.  El
alisarmiento  de un fustograwa  pov nedin
dz splvies cvadraticos se amalsa "W el
fevcer copftulo, haclenas  entacs en lade-
fevniinacion dz boces  wdovzas pava  condi-
cones de  {voviteva dijevantes.

Pov ultimo en el cuaito capiivle e
discute el disefio de  algovitmos  para
mierpolay un  conjunto e dates  wsan-
G0 sphnies  cuadrdticos, de mancxa oue

0



a convendad, concavidad  y/o  vaonotouia

[

de los dates ea pyeszyveda.

Hogo pateate vl espeaial agradecwmen-
to ol D Pablo Barrera Sanchez pov su
apaya Y estimulo  cownstanies, que hicie -
Yon posible la culminacion de  éste tn
bajo.  Quievo  agqradecer fawbien a los
Projesoves Yy awuses  poY las  sugeveri--
Qas Y auuda veabida.



I ESPACIOS YECTORIALES SPLINE

En este copitulo se analizan los espacios de -
funcioies poliomiales por pedazos Namadas " Espa -
cios Vectoviales Spline’, Estos son de gran ulilidad
20 teoria de aproximacidin e interpolacion Como sz -
veva, en los siquienites capitulos.

ESPACIaS  SPLINE LINEALES

Sea By na particion arbivana en I=[a,b]
contenido en R, tal que Q=g <--+<Zn=b. Yy se
denotara [7:i,z.] por T |

Sea AR vna funcidn “constrida contimua-
mente” pov pedazos de polinowitas de grads
Mznov o \qual a L en ada I, i=y..m. As

11O, (RE@AANTR|AeCl), A\I_: fo pol. de gmrf\o <4, im0}

son espacios sphne lineales que dependen de la par-
tiedn; pava una particion Py la grdqica del espacio
es como en \a {ig. L4,
Pava demostyay que' los espacios spline son
L



espacios vectoviales se siquen vazonamlentos analg

s a los que se siquen paya dewostvar gue <
espacto de funciovies Contivuas s uw espacio vecto

yial. 1

g

L . (

$q. L4 Espacio Sp\mc Lineal dado poy Pu.

Lo dimension de\ espacio 4.4 se detevwina Cow

S\Gue
Dado Qe A|_ iy, €S de la {ovwa x;z+ 8;

u poy continuidad de 4 en 7o,.. %, se tiene

{2 o Gy ¥ @i = Ay Gont Giny
\é —_

K ew ¥ B¢ = Xy gy Pir=0

este sistema de ecuaciones puede expresarse
malnaalmenie  como  Ax =0, donde



-'57_\-31-\0 o o o O-
0 0%y \-8y\ . .- e«0
. ¢

006+« 0% 43p-1

fxlom oo b 0]

. AeS, & AR) | =P dsizwa

Y
.3
+P-Ax =0

es deary  existe ona  covrespondencia biuwivoca ewtve

Sye 4 e\ wocdleo de A, poxr \eo Yaw¥o
diw (S,,0)= d1m (NN)
A es vna - wmalviz de orden (- 2(w) 4 vawqo w2
=>  dwm(s,o) = dwm(NY)
1.4 = Wn-2-n+42

="

pov tawto la dimewsiow del espacio L& paxa B da-
)



da Qs n,

EsPhcros  Seiing CuADRATICOS
E\ espacio de splimes cuadtakicos -
\.S Sm(‘?s\(z\)ﬁiA:I-»R\AcC"[I] ,A\:“=P:_ Pol. de qrado=l, L:\;...,v\-u}
esta  jovwmads pox pedazes de polivowos de qvado a leo
was 2, Yy A es cowhimva ew i, iz2...m-, Ver

Q}%. .2,

A

e — A 4 N
M 7

a3, z, =, Z4 T T, Tur  Tar Tyih
hs. \.2
) Espacts ‘de spliues coadviXicos dado eox ®u. Obscvvese
Qe cw \os wodes  Poulss de owibw de \os BL wo Sc Peqau sva-

VQ“Q\.\»‘ .

cadaq PL es  de \a  (exwma o« a BLs + ¥¢
q



¢
Poy \o qQue sc¢ Nequieye detexwinary 3 PQYQW\@(YOS Poy -
cada pedazo de polmawie B lsyuuma oy gev \a
comdiciom  de cowtiwuidad ew T
: = XiTi T BB T &
X LTt Pl B = Xinia, ¥ GinCin Ty
1.6 i:\),.-.)ﬂ-z
2
XiTin T BiTia T = Ay T~ LunBin= iy, = 0

este sistewma de  ecvaciowes puede expresavse ew Govwq

mafictal  AX= 0, dowde
‘% Tl =Tp-T,-A 0 v T é
3 A= 0 00 % = \-73-zl-\g . . = O
006 o . I -

Aes de ovdem  ([-x3(wy), y
th [Nn @‘ x\.‘ “1 F.]. “ . ‘_,_’-. uH.P“.\,v -J.

es e\ vector de los  S(w) ‘:n&vm.'\'fos pox deXevwvayx,
Awoxa brew
A €S, (Ru@)) = A\::'- | A R
1.8 4= Ax=0



pox \o tawto \a  dimewsiow del  splme cuadvatico

\S es

d‘“‘ks\,o\ dim (N(AY)

3(n-1)- (n-2)

2n-1,

Hay subespacios del espacio L5 que por susca
Yactevishicas som de qvam ufhdad en apheacio -
nes. Asi el subespocio de spline  pavabélicos

19 S.z,,(mz)):\A:I—’R\&s C:U],A\r?" R, pol. de qrado sz,i;\,...,\-.}
esta  foxwado por pedazos de polivowmios y ew los

puntes de Lwiow , Bi i=z2,. . el spline es dvge—
tenciable.  Ver §iq. \3,

\ 4



Cada pedazo de polinoio B € de \a fovma
0(‘\321- eLT T ¥ L=1,..., 0, poY .“(M\io -1 Yeimex%—
dekermwnay  3(W-\)  pavawetyos,

Porx la cowdicion de cowhivindad  \.6 deve cum--
plivse. Adewas pava \a condiciow de \a  Cowhuidad

vl

en la dexwada

; AQR=LT + g TEL, L=\gnd
% z
"2“ L BB 2Tt Bin
1.\0 L2hees Mot
de downde 25T ¥ Bt =2 W Tigy = Bin=0

-~

Sistema que Ppuede expresarse ew forwa watncial AX
=0 dowde

R A X Lo - - 0

- 0 00 2?; \ O‘Z:;'\ o - ' ’ * 0
A = . .
0006 » . . 0B\ O Upodo

O

es de ordewn (V\:;.\xzm'-\) y

t-
K= [“0 (3’\ b"\ Xy @; ‘\z ¢ o o Xaq @“’\»l-lo

o)



de los sistewas 16y 116 pava \a confinoidad de Ay
A fermamos la walnr B wilercalawda  owm  Yenglow
de)  sistewa V.6 W Mo del sistewma \\0 de wmawera-
que B es la watnr de coepicrewtes qenevada pov
lag cowdicioves del espacio 1.4,  La Wwatviz ® ex-

plictka  es

(T4 % 12Tl O o o« « v < 0
© Q@ 02Z | 0-2%-| § o+ o o . . 0
o - . . . oz} z: t -z; -zJ "\ (o] ¢ s ¢ 0
Ww =1, + 02 1 0-2%,-100 . - O
o 021 0 22,7 0

Cuyo oxden @5  2(n2) x 6(w-).
La dimensiow del eSpacio de sp‘\m,e PQYC\\DO\\C:\S
€S
dim (Se,1) = dim (n(e))
=3W-1)-2(n-2)
=41

Obsevvacion 4 La dimensidn del espacio es el
Wimere de  patawelvos oY dekevwanay
mevos @\ wowevo de  cawdiciownes,



EsPacios  Spune  Cusicos.
El espacio de splimes cibices, dewotado pov

2 Sy (%) = T+RlAe il ) A| =R pol. de qvado 23 (=1, 0]
¢

Namade espacio de polinawmies cubicos de Lagrav

tawmbiew
completawmente establecidd’

Ge poY pedazos, queda
PL, i=y. nt es deteyminado poy
4 pavawetves, pues Pu= o gt w WTH G-

POY tanto se Yeguierewm 4(w)) parawelvos poY de —

S\ QQ&Q_ polinowmio

Teyminay.
Pox \a Obsevvacion 4

dw (S3,0)= (# de paxdwelxes pov Ademmm)-@c de Cowd\c\oms)
= 9 (V\-\) - (w-2) '
= 3In-2,

Ef espacio 112 paxa  uma  Pw  dada se Ve-
Yia Como ew \a §ig. 14,
El subespacio dqewevado a\ - pediv que Yawbien

la \@ devivada Sea contwiva  @n Ti, k= L,... 00
es llawmado espacio de Weyxwike poliwowial edbico

pov pedazoes. Que dewotawes pox
q



(R} S,“(&?,\(z))ziA:l-»m\Aa et ) A= B pol- de qrado 23 izy 00, wn]
¢

Yy v dimewsidn €S
dwm(s,,) = 1w-0-2(n2)

=2,
L N
+ : — . ; — . —
T T T B iy Cuq Tz Tua Tus  %u
?\%. 1.4

Ew este espacta sdle se prde 4e Clxlypuede aber
e\cas,

Aon cuande el espacio W3 es suave ew \os wodes,
la 2% devivada puede Wo sevy conlivwa. Por \o que
comstYuvimos e\ subespacio

S, R@)={aT-R| A C'a) J A= b pol. de qrade €3, 0x,. 0]
lamads E€spacio Spline Qbico Palivawmial,  Pox  sus
cvalidades de suavidad @S WMoy o\ ew ayg\ ca-

coves,  SU  diwmeusiow s

{0



dim(, Y= dn-1)-30-3)
= N42

qvagicamente @ Subespacio L\ se ve ew \a fyg LS.

A
[
P, 9
' a f 3 2 fua
Py

T, T b2 Ty g | Tug Cur 3wy T
{.\3. \.S

Ew esle espacio \os Qu\mom\os . se veqan sva-
wewke,

i1



ESPACIOS- -"SPLINE DE GRADO w

Ew qeweral se pueden construly espoacios splive cu-

yos cowponewntes seaw pedazos de polwomnos de gra-
do€£m. Pox eyemplo

s S, (&@)={ar-rlacc), Al =P pol. de gradotm iz, )

€S ouw espacto Ae. SQ\H\QS con A Qbh’k’\\l\oo CV\T.,
y Yestvinaide @ cadq Ty, t=\...mn, es un palwiowno
de gvade Vo Wa yoy que .

Dado que cada polivows  es de  la Govwma
X z" cxm_\c'“"\- e ook X, 8 X X, \\Q‘i (Wia) x (m=1)
\:qw&\me.-\-.vos peox detexwminay pava esXoblece ¥
e\ espacio, cow Py dada. |

La diwewsion  del esyacio \W\§ @3

A (S )= W) n-1)-(-2)
= wminw)¥a

Un Su\oasch\o Az \\S gue. seaq Ko oveces d\g_e_.
venciable ew Vas wedes. y cada pedazo de -
poli o wio \en%o\ axade a lo mas m e

12



\16 Sm"iﬁn(r))=iA:I~>W\«LECK[IJ)A\1_=Q pol. de gmdosm,i_:\,,,;:-x}

y)

con  dimension
A1 (S ) = (M)(11) = () (1-2).

"Masta el wowerto la condicion de dicerencia--
bilidad  ha mde wmdishitamente 1qual e todos
\os nedes.  Sw 2mbaYqo puecxe c\cgwsz drze
Yentes grados de digerenclaoihidad en woedes
dieventes.  Una de los vazones pox las cud
les surge este Tipo de  condiclones | es de-
bido a que, ypara algunos problemas  wo
se vequiexe  tgual dijerencrabibidad en de-
do el ntervalo de witeves.
© Pava wdicay \os  digeventes qyades d:
diteyenciabilidad en nodos digeyerkss se usa-
YA o vector U de duwension v

En geneval ew e\ espacio

W Syt ) R TTAToR A eni €5 0 Vecrs diferentiable, iz

A\‘i-—: Pi PO\- de CS\’QAO < mliz\)...)h-l}

13



la- "'&\guahc\q‘o\\\éoc‘i de A  ew e\  i-es\Wo wod o
Se especi§ica ew e\ iL-eswo elewewto de\ vec-
Yoy V=R, K)

Ejempla:  Un espacio  pariicolay, es

.18 SQ_’“ ‘)W\(z)):{‘&ll—)&\'& en B es K weces digevencialle y A= Y,3

A \r = P po\. de %\’Qéoﬁ?,i.:\)gz}

las condiciones de contwviuidad en Lig permitew ob-

Yevner
2 2
AT ¥P% T = %, T+ BTt ¥,
ATyt BBty = % T2 4 BsTs 4l
de donde
g “,zzl + (5\ [T X\\' 0(13: - @{Gz"X‘z“- o

XT3 & BTyt o= 03T = BaT3== 0

malricialmevke e\ sistewa 114 eg A X=0 Siendo

Ty %, 1T -7,-1 0 0 0

‘-20 A\= 2 2
0 0 0 %Ts3; 4-Ti=%-L

la waekviz de coegicientes,

14



Xt= [0(\(3'\ g‘t Xy @z ¥ X3 PR3 3‘;].

es el vectoy de pavavaeives por determmor

s \
Adewas A en %y 4debe ser cowntivua. Puesto

]
C%UQ. PC= ZO(LZL-f Be ) L=\,3,3,

ewvovices

?.Oqtsf(bz - 20‘323‘\'(33

)

121 Soo XT3t - 2xaE3-Ra=0 -

mieqrawos ¢sta cowdicidn ew 119, colecandola e

sequida de la  condiadn de contivuidad de A ew

T3, Obleviewndo

(2r T, L 21 -%,-L O O 0 O O O
O 00 2% 3 L-7¥-2;,-4 © 0 O
© 0 0 0 O 0 W\ O -\ O

.22 A=

Que es de Oovden 3I(3)x3. Yy Sv dimension

dials, , (&E) =3(3) - 3
=6

[}



Ejemplo:  aqui se analiza otvo espacio  pavticulax

1.3 32)(0)_“)° O)U'(’“('C\)'-'-&A'-I—\R\ A ey K veces digevemciable en,

)y LLLQ, 0,

(=2, A\ = o\ de qméosz,l.m,‘..,n-\}

Ew e\ espacio W23, A debe seY una vez dige
enciable | Agamos e T 0,8y Yy A continua
e Yodes \os wodos.

Las condicioves de cowtivuidad de A y di-
tevenciabilidad de A se \V\’ce%wq\x v uw
sistewna  conmstitudo por los 1 vewglomes de \a
condicvow  de Cm@\mdx&m\ de A, ew [P TR
En seguida el Yvenglow con \a condicion c\ecov_u
twwudad de A en Ty, luego e\ vewglow sy
la  Cowdiciow de covkwordad de A en Ty, y
se comtinua wtevcalando una condiedwn de Ay
Y Una. comdiadn de A Masta agetax \as cowdi-
Cwowes. de Al 3 Fosicv\oxme\f\kc- se escribew \os
vengloyes con el vesto de condiciovizs de con

twmoidad de A, La wablviz del sickewa es

6



T2 Ty | =% =Cu=t © « - v
(o] OOZ;‘ % 1’Z3Z‘ZS"1 0 ¢ & et .Q

o '5:' .‘( t_z:-z‘-x_ QO = - R s 0 0
O 0 O WA 0-27 0 0 0
2 1 ) ¢
0 00 Ty Ty '%yr %, O 9
QO O 0 2%y, \ 02247 0 Y
O 09 zlzu zlu&-"zl«lu-zhl—\o <0
O 0 O,y O‘ZZz_u'\ 0 :.-0

0000 00 * - -

.. «e + Q ::qr‘_:u —'.zj_‘;z_:_‘-n
y lo dimewsiow de\ espacie 23 es

AW, 01 o oy BE)E [3 (011 = [n-2)43)
=2an-4,

Para - caleulay Vo diwmewsiow de uw subes-
pacio

S‘M\* \(Ww(ﬂ):{;\‘.l‘.—ﬂ?\\.& e Ty es K veees digevenciable iz, mi

()nn)K“_\

A\:; Pl ol de qrqlosm)1=\,,,,,“.\}.
procedewos de la siquienke wavera:

L7



Pado que hay W\ poltnomios  de grado me-
nov o iqual  gque W, Cuyos coegierentes de
ben determinarse  ea total sew (y)x(ww) 1w
coguitas.  Por otra pavte las condicroves
de digevencrabilidad en cada wodo 3iji=e,
L,met es ¥ adewas de la cowtinoidad de
A ew cada nedo, Por Xtawkto Se Tiewew
en total 2_ (Kivd)  condiciones. Ewrowces

AW (S, (B@)) = (R-0R )2 )

\8



1L INTERPOLACION SPLINE
PARABOLICA

Una de las aplicactones mos importantes de \as
funciones  polinomtales por pedazes, es, en \os pro-
blemas de intevpolacion,

En un problema de wierpolacion a un con vt
de datos {0, $0)} i=y,..,n  Se desea Qs -
tar una funaidn  pelinomal poY pedazos, digamos
4, de modo que los puntos (K(, $KY) izt me
se toman como \a umion de los pedazos de polino-
MOS iy Pim  i=yn2.  EW este coso se dice que
la wterpolacidn es an \os puntes de quiebre. Vi
b 21

A
TN, '
S~ . .
-~ "‘ ‘(x‘) . K
$0 ") N
o . ‘ //“«:\; \./ £0xu)
\- S
Yok ‘4 o)
+ 4 — 1 + * T S M ?
X * Xy Xq Xs Xz Y2 Xwy Xn

Hg. 2.1‘

Esta fovma de interpolacion ha sWdo uhilvzada
poY mucho Tiempo, Sin ewbarge na hay nada que -
19



mprda wierpolar en cualquier otro punte que no
sea de Quiebre.  Este tipo de \ntevpolacidn es
la que wtetesa anahizar en dste capitvlo y ver
Que se. pueden Obltenet vewtajas witey polawndo de
esta Mmaveva, :

INTERPOLACICH EN LOS PUNTQS DE QUIEBRE.

Sean (@, 47} i=y.,m  datos conoados,
en donde  A=zi< r<Twzb,  [qbleR.  Se¢
ehige la tntevpolanie A o £ consisthiendo de
pedazos de paliomos coadrdticos, de wodo gz

s\ IElT), A=h..n), enfonces-4 =P, @S
i polinomio cuadtGtico.  Por lo tavio

24 P ® :oqz‘wzzwi) I
entonces

1) = pilz)
2.2 X W B

§(3in) = PiTin)

Constituyen dos COMAICIONRS Para cada Polvnawmio

Pi,i=u.,mi.  Dads Que SOW 3 parvameivos po
detexwunar pox cada polwmovaia, disponewos de
on grado de libertad para cada  pedazo de

20



polmemto  a ser determinado.
Se -elige dste grado de libertad de la si--
quiente waneva s

se toma 2-%:3;12@3, -
23 i:\,...,?\-\
Y pikzhg = Viay

donde  V,¥a,...,% pueden sex eleqdos de vavios
mancyas:

al De considevacrones locales puede hacevse
Vo= bRy S Se dispone de wgotmacidn pava
wtevpolay tambien en Ty, izy.m,

5] Siguiendo ¢ proceso para hacet de A Uw
spline parabdlico se puede detevwminay v,

t=2).¢o)“.‘t

(3



Pata generay el sistema \wneal Yesultawte pava
los parametves V; Se esevibe el i-eswmo PO
lmomio  en \a foywma de newtdw.

24 P = Py () + (x=2) BB Biegd ¥ TOOTiay) BB R, B
para swmpligieaY, seaq
2.5 Dy =PilE, 2 ) =0 - RE) i)
=i &) / (AT:/2)
2.6 D,=F, [y o] =(Rlei) R, 1)/ (5ir w)
= (3G Vi) /(AT/2)

axpresande  Rlsizi, 5] en terminos de 2542.6
se obliene

2.3 Pk BirysBind =(Pa[‘u§ }L*\]‘&[‘L.fa*{] )/ (Bin—2¢)
=(d;,~D)/ A%,

22



Yeesevibendo 24 entermines de 25,26 2.3
2.8 PK= Pz + it (=2 x=Tin) O ) 13;
y su devivada onm Yespesto QX es
R0 =00t [(pzroy)/ Aedimrynes,
::Dz-r [(D;-D: )/AZ':_“_’ZX-Z;:Z ,i*{l
3‘
2.9 Rie)=D7 + W05, VAT feitisy]

en 2.9 "Se Sustiiuye AT POY una expresiGn sewizjan
te, pava  dbtevex

P: @)= D: Al [(D i:\’D: )/ "2(23."'?{{;{3)] EZ,, fz(*L

=D; - 0% -D:)/2
=05 D)/
2.10 Pz = (3p{-p3.)/2

(%



dado que dsta es o derivada de) iesimo poli-
nomio, se necesita la derivada del G-t-esiig
poliomio pava  establecey la condicigw de -

continuidad de la primera devvada de &
N G, i=2,.0.,04, " - '
De 2.8 se obtiene
L R=Ralmat (B TR B0l AR,
R = Do+ LOT-DF Y AT k-2 (X "'ZL-%)]
=Dy 4 [i- D, )/AT 2T e Tt )
evaluando B, Qw7
R®)=ve, + LD /AT ) [2 72Ty
= Dy, + [(00-07 /AT J[ 8%+ BT, /2]
=D+ (-0 &% (3% /2]

= D':t + 30 I"Dt.\)/?.

24



POy tawko
2\ P (24)= (30702

de modo gue la condieigh de continuided pava la -
% devvada de B en Ti,i=g,..,ni WMphicd que

2,13 B&)= Rz
poy 2.0 4 L\

@7])/2 = (30, - D)/
7_\4 3ID{-D;, =3} -1

(8]}
Po‘[ 2.5 Y 2.6
3 P, TR B 3N i ] R ]

3-8 2) =D 4 @] [0 2) =SR] (881 /2) = Tieca-Vea] /(0%:/2)
B4RV / 88 = V-G /A% = Bl 0]/ 83 - Tz -, ) /i

simpligicando obtenemos

205 VAT YA, /8%, =(34E)48(E)) /AT (ﬂm)wkzmy)/zxm

s



gue @3 U Sistema de Wz ccuaciones y -t ncogniias
Vi, iz, ¢ cual se escribe  come

2.6 Vi /ATt AVin/AT = b; 122,01
donde.  bi=(34@)+ $@a))/AZ. + 34+ §(zw))/AT,

¢l sistema 216 tiene solucion Unica st alguna de -
las incognitas, digamos Vo - puede sev. dada . -
poy una condicidn adwonal,  Ademos como -
216 puede expresatse en la forva Yecuysiva -

2.1 Vin=bilae ] -vijas /e, ] tz2,..., 0=t
las wcognitas vestantes sow detewminados tambizn,

Para entender wds el gmdo de libertad dispont
ble, se considevan dos splines pavabélicos de -
ter polacion Ay A estableados  por 216, con
los miswmos datos pevo con digerentes dlec -
clonmes de v;.  Ast \a dierencia

2.\8 Ad: A=A

26



es un sphne pavabolico en fa,b] que vale cevo
en Sus puntos de qumbm yen ayh, De-
maveYa que de 211 resu\ta

2.\ A%isy) = — (A% /M%) Ay . -

st v, e5 dado, ewntonces i=t, de modo que,de’la
defrmadn 2.2 se tiene

y viihzande la fovwola de Yecutrenca 2.9

2.24 AEiy )= o (&) (ufar) k=2,

AhoTa bren st toedos oo datos estan wnor
Mamenie espetiados, - ive.. :

h=(b-0)/n

2.22 Y Z.= Q4 (L-\)h TER I

\os sp\m@,’s \ntapo\gn’(as qvtdcm cx‘)msudcs Zn
lo gorwa de newton

2t



225 AK)=PE) + (X-TD] + (L2 (K- Biw )0 D7) A%

=Pl G-zl aa/ne)] + 02,V [(Az,) -
Vi Vi YAG ))/(h/z :l

A = P (@) + 2/ BRIV, "B AG) 2/ R) AR )--
=(=/R) Ny, + &2«/\\’)/1(‘-&)

A = B2 + @/ N-taVi, = @A) (-8IAEI + @e/ W) A lgin)-
/M) ey, 2o/ W)ALTE)

tomando v digeyenc\a

2.24 A)=260 = 2020 Ty, =4 ]
=N%) R-2o/n =TIy )/ W]
=[] 22 [t - 2002, )/h] /h
=iV, J 220 B - 2(x=2-We)/m ] /h
=V 20=20T = 20T Wil h
=As) Al 20200 -2 &2/ /h

125 S A0 =R A6 Pla-zy/h)

donde

P(e-xa/h) = 4 (-2 -2

tiene caracteristicas muy wtevesantes como se
Obsexva en e\ siquiente

28



Lema 2.t ~ -Sea P un polinomio de grado 2 -
con ceos Yeales distintos o« y g,
Entonces

Pe) = Plerelz) 4t (1-1)
donde = (@-x)/(p-«).

Dewmostyacion
Sea PER)=NG-)(2-8) § h=e-«

d’((«+¢;/z) = Ah/2)ch/2)
=-An/4
A =-10(0r) it
= 60)= Peres2)[4 hilh (k-)]

=P(we)2)410-t) =t=-«)/h
0
Una observacioh waportante es que st \adt
fexenaio entre dos polinowies CUOdYANICos
es Un polinowmio con dos Yaices Yeales y dis
t\wtas ., y & entonees

29



d@)=d@dt-t)  r=C-w)fw
es on polwnomio cuadvatico  coi -su Waxiwo
en @\ punto Wedio. Vey hg. 22

A

v

T
o o+, Q(\

. 2.2 2

s -aphcamos 1o antexioY o nuestvo ca
s0, esto wuestva que la dleccion de V, agecta-
ol witeypolante A ag 0 Wienos \guawente e -
Y0do e\ wtervalo. Por lo tanwko S\ V, esta
bosade en un dato \ocal, digawies Cowo el -
valoy de § evi vw punto aawciowol, €sta elec
cion ofectova globalwente ol iterpolante A.
Vex g 2.3

+ + $ + + + -+ — + r—
'ﬁ:(\ Ty T ‘% Ta Ty, 'q L Z‘_,l Ty Ty, n=b

$1q. ¢3
30



INTERPOLACION EN PUNTOS QUE NO SON DE QUIEBRE.
Ahova se analiza  una feyma de \niexpola-
clon  que evade los problewmas que se presen
tavon en el metodo oantevox.
Sean {2, Ha)) i=yem, datos conocrdos y
sea Rag) una particion  Ral que

226 $,2050¢h<tehC 0 K Bu<had En =D € S

de wmodo qu‘e
A= R F.EXE

para alqun po\w\om\d coadvaticd B iz1,.one,
donde los puntos §; sow los puntos de quie-
bre, elequdos de la waneva wdicada en
22¢ 4 % son \os datos conecidos.

Una torma de  elegy los puntos de quiebre,
es, c¢omo oS puntos wedios de los dates da-
dQS) Le,

2.23 Ei=ley, =@+ 2w/ 1=1,..., 1

en coda pedazo de polinowilo  s¢ impone Lva
condicion  de  wterpolaciown, de  dovide

3\



2.28 (o= R (Z)0ee, e

pov lo tanto hay lbertad de eeqix dos con
dictones  adicionales  pot cada polimovio %
I=i.n4,  se eligen Yales condiciones en \a

Siguiente £oYma:

PE)=V;
szq AV ||
P (?mb =Vin

qQue Qseguvan la contwmdad del interpolante A.

Se consideva primexo el caso f<Q Y bef.
Svse ehigen  los pardwetros hibves vy, ..,
Voo, POX m:«upo\ucm’v\, es dficw N=EGE) Nx
ntonces s¢ estd en el esquema deta vegla de
spsén.  En vezr Oe hacerlo de esa wane-
Ya, se elgen Ng...,Vy  tomando Muevaview-
ke A como un splne  pavopolico, e de
tal  wmaneva que A sea contiua.  Pov lo
tanto, ¢l objetivo en lo que sique, es deter
pivay  10s  povawetvos Vi, i=2,...m.

Lo formula de Newkow @ exprecada cow

32



S \gU 4
230 B0 =PE)t keFIPTE T + -R)OIRET Bivd

de 228y 229 se obhiee la tabla de digeren
Qas divididas  pava .

31 \H
IALTRA
T, (P;BL,};“] - Pl Z‘»}/ML
| Pl[z't;g'u-\]
} | Vim
abyeviando

D, = PL§; 2)=( HE)-v) /(2 §)

2.3\

\5 D:*l: P&[z i)?(ﬁl] = (V'ﬁ'\—QQZ d)/@lﬂ -;': )
veesevibliends 230 en terwines de 2.3
R00= Vi 4 =39Di+ (k-3 (-2 0, - DY) /A%

tuya  devivada @S
32



o= b4 5, 5%)/ g J[(x-; It
=D H{ea-D)/ A lex-t- 2]
S R oo/
analogamente
PL-&(X)=VL-\‘ + (=3.)D7, + (x- 5i-d(X-2) [D[ -DIJ/AR.

P".l(‘X)z D;:\ t [(D: _Ditl)/A ?‘i-c [2 X ';L-\- zt,-\

P&(&J = D:.| t [(D‘: - D:\) /A %i": [2 b, 'ﬁi-n’ zi*ﬂ

=Dz..+[( -5/ Ak (fn"i.‘);'“ o)/ Ab. J(8i~2.)

=D +D] (b5, WAk, Db S )/A 43 (s;z@.o/azg.r
= D:c G‘L‘Z“‘)/ A Ei-\

= D:-\[i =35 )AE =Gi-zu)/ Aga-.}*bi— BL/AY, t
tDi(§-%u)/ay, .

238 RI=DC + DI-D)(E-20)/ah,

34



por la condicidn de contiuidad se debe te-

ney
RG)= Pk i=2,..., 00
de 232 y 233
b 4105, 0 VAR Ge®) =2 + o) A%l %)

-D{ - (0, -D)ER)/A% 4 DT + O DL )G ~3i) /AS =0
D; [1-(8,-)/k3.]- Dy L= (5, T )/0%,. ] 4 DL G 2d/85D (52 A5 T0

“‘ ()= Vi) [_\ = (}L-ZL)/ Aii]/(zk - fa) - (VL"§ (v L-\))i\ -(.- ZL'\)/ A?ﬂ'-:) / GL' Z;.\) *
e R TI/AL]/Buctd) £ (3@ V )G TdAR ) /G k) = 0

haciendo G=T-% y p= B =Gy ¢ Tvene

fea + we/apd o = Vit ta /s A - Vi e /g fo ey ) foct
LA (RS AY/N AT, i V RAYAN J R IN ((A MY/ R W AV Y
/an-\ =0
“VifB T VA /oq-\ =\ [/ + /85 478+ L /85 J e V8- T0/A8 ] / B =
e+ s/ me) o e TR Sl e /) /0T
= Vin 8., ~T/0%0) L

=\ /R - VA RN VRS VIREVIN TS AJL},-L.Z\ VG0 -i/Aﬂ =

35



==$E) /et /8] - KW GR)-1/88] - -f /et /8g, -
- ‘-(ZL‘)[L/(C“ ;w) i/AE‘L \]

de aqui se obtiene
[1/%-\'1/15?-;-\-]“1.\ T/ Lfeis 4/A% + /A Y e LA iy,
S VR VAR R VNS VAL S VRV VIS VA A

y oY sltimo ¢l sistema vesvitante ¢s
AT (VERRSVA I R YOS L VR VIRV S T VR (LN YA T
R L EVER TV IR | (VR V2 R CY TN

Por lo tovma de los coeficientes en el swsye-

wa 234 puede notarse Que el Sistema es es -
trictamente diagonel dowinante y por tawfo
na ver gue se han determinado los pardwme-

tros adicionales Yy y Vnn (pues el sistema
consta de - eeuaciones Y wnH \ncoguitas), el
sistema puede Sev Yesvelto pov eliminaciown

Qausiana S\ piveteo.
36



Pata demostrar el contvaste prometdo <on
e\ onteviox esquewa de \nterpolacion splhne
pavabolica en puntos de Qquiebye, se conside
vo ¢\ egecto de una elecadn particular para
Voy Ve €0 el wnterpolante  obtevdo de 234,

Nuevamente se toman los datos tgqualmente
espaciados 4 se eligen como puntos de Quie
bre los puntos wedios entve €stos daros.

Ney f§iq. &3,

P9 24

En esta piqora se wuestvan \os dotos (B¢,§@N) iy,
el sphine  Cuadrakice nterpolarte tieve sos  puntos de uwdy
o G V), Ly e

o= 04 (i) L= e, N
2.35 L=1.o.., an
& % = at(-¥e)h
donde  h=®p-dAwy

33



posteriormente  Se vexa Que €\ sistema 234
tieve \o foywma de \os ecvaciomes ewn dijeven
cas, poy \o que se aplicavan’ \os wiswos
Crdevios  pova Yesolvey @l sistema,

En el copiivlo 1 se delevming Que \q
dimensién  de\ espacio de  splines cuadva -
ticos S, (Re) e nm,  de €ste espacio -
se toma el Subespacio

.36 Y=M€55\‘(\Nc»\A(‘~)=Ak‘¢z)= e -.:A(zv\.\):o}

Con dwension 2.

Pava saber como  sow los <lemevxos
del subespacio 236 se  busca uno base de
(she., , -

Evaluando el sistema 234 ew i i=2,..m
Se obhiene, pava (=%

231 [a/m, - VAN VRS VIR S VISRV AN AR R (VL —L/Ai,z] A
=£(zz)\'1/°<z % i/@;] + §(z4 Y_i/@z t i/«,)

=0

38



Puas’to gfua (=3~ §,
= ar(-)h-[a+ (-3/2)0)
= -h/z |

A;F f'z' i.
= A+32)h=[at (1-3/2)h]

poY fanto el coeficiente de Vg es

Lh-4/8 = 2/h=4/h
= 1/h

el cdalevlo del coepiciente de V, es
X, =2-5, = A+ (=) h —[as @-2/2)] = W-n/2= 2
8. = §,-0 = 0 tl-ydh-lar-0h) = at h-a=h/e
AL =3, %, = 0+G-3/2)h~[a+ @3/2)hE hye-nje=h
Yy Afi=h

A/ t4/0 4 /A%, 4 A/AS =2/t 2/ W4 i/hd L/
3



o Coeprciente

=6/\
de N3

fs = ;3-2,,
= ax -2 h-[a+(2))
= h/?.

Aiz: £S-£z
= Qx(3-3/)h -[a+ -3z )]
=h

Yemt/ag,= 2/h- /k
=41/h

susthituyendo  estos Coeficlentes en 233

Vi/hx 6V /h+ Va/h =0

=$

C\Y\Q\ogamtme

V\‘}'CVZ‘\"V}":O

ge  Oobtievien

10



.38 :
V“_"’('CV“ Ay V\\ﬂzo
y poY 236
fer=0  _ R@=0 -
X—Ccu) =0 P“(-Gu):o

del sistema 238 se dbtieve la gunaidn gue
e\ ecvacienes eh diferencias ¢ Wawia-
da la ewaaaw  cavacktevistica. Ewn e

e caso es A+clyi =0,
Py anaxg queYemos  que

V=1
Ja que lo solucidn general es
2.39 Vi = QA% Co/A°

donde A es la vaiz mas grande de - R4éhst =o.
1 eleqimos ¢=0 y =4, se obhene lo

soluciown \
V= A=

Yoo oseluciin evcontrawmas <\ splive
11

Pf;.\‘( Q c;'ts



MTeXpyante  asociado  como Sique :
Dado que <l wwierpolavite walbaay  en  E
debe  ser Vi, entouce

&A=k K=),..., 0=,
Y por 236
240 Pz )=0 =R
J LT
241 B ) =4 =)

adewnds \u zvq\uuc\é\r\ dz\ po\\nov‘mO'
2.42 PO= o + B8, )+ Y (X-5.)

an f, frhe 4 Fray es

2,43 0 BBE =LY
2.44 P (g, dh/2) = A peh/ T ¥/
=0 )
Y
2.5 EAMESY/ RS P

2



=1/K
despejandy  ph Y Bkh de 244 y 29
246 2 pkh 4+ ¥ i= =4/ -
2.43 ' U ARV Y/
Yestandg a¢¢ de 2.4

Bxh = -3/ -1 A

= LA /AKX
substituyendo Bk en 243
B li= L/K=L /43 KX
=8 /A% 4 & A
= (& + 2A) /4"

por tanto sustituyendo oy Ay Behoen
43



¢l polwnowio 242, S obtienen \os poling
mos mterpolantes

248 R %) = /RS- (R 0e3,)/R +@veha-n.d

De wmanera que el spline cuodrdiicd -
de wrevpolaudn estd constituido . por =
los  polinoimos Py, dados pov 248 y Se
devnotavd  poy ' ;

2.49 A= X))y B e £ Em)\g-.-i,...,h .

Ahora, en la  solucion %@Y\@.‘(Q\\ 2394 10
monde K=wA  se fiene .

230 Vapi=C R 4 QQ/L““
st ohora  Se Quiexe  Que
Nan=1

se puede eleayy ¢ =i/AM & ©,=0, que susfi- -
tudss en 233 -dan

v:\: K/AY\H - L/}\h-kﬂ_ K= 2,...,
' 14



\)u‘gq e=tQ SQ%‘J\\C’IQ solucién  Se dﬁt@-‘(\“ﬂ'\‘g;i_l
&\ 5‘,\ma de \\\“Lerpc\uc\m\ cone  siyue

POY 2,36

-1 B gk("of- 0 k=\)...)\(l.
= K(E-m\-\\/&) -

52 & B.hE L/ K=E..o) .

evaluavdo e\ poliwonne
253 PO= oy £ b X G kenn

M B, Fmh/2 oy Barh Se tiene

54 - "S‘K(ExF SO/ TNy
a 2
¢35 BB TVE)= X I G T 0/2) PR Gad) K=, .n,
= /A% /et /4
=0
zs‘ ﬁ(@x«r\\): Q(K T {5\( &Yf \(*\-g‘a«\*\(b*v\ﬁ%&\-\‘ffm# \‘\)z::

AS



1]
-

- i/'(vm-n K )”.)“
de 254 Yy 055 |
15¢ A R VN

2.5% M+ P = LN =g A
testando 25% de &se
UERETINGS /N
==(3hn) /0
sustityyendo  en 2
B = L /Aa e @A)/
==A3AR) A -
= (2h+2)/ KX

POY tanto sustituyendo o, g g Bt en 253
S¢ obtienen los polivomies de wterpola -
c\on

258 D00= A=A E LA +A42) (§ o= XA

pava el coso  Vwa=4, y son los que cows
tituyen <\ sphne cvadyrdtico de wterpola-
Qi

259 A= D)) Jxg & By byt

A6



Come Al es la solucion mas qrande de la
ecvaciow  Cavactevislica A+ chxv=0 i
[N=}s8l, el spiue cuadvdhice de wie

polacion  decae exponencialtaente congov-
me X crece.  (fig. 2.5) -

i - “\ * ‘““=x
! /
\ H
A | ,f'/‘m
1y J
\' '.,‘
‘I ‘l
o "
"""""""""""""""""" ——- /s
- S A\ N Pld N el ¢
- T y
........ . -* S et
X, R N M NN g
.28 S I T k

260  REFORMULACION
Hasta ¢\ momento se encon’tmmn \os ele.

mentos pata una base del  subespacio
2.3¢, elos son: '

A, COZA /A= A5 WA N+ Q=g AR
2
A, (= A0 A XA A G A,

1%



Ejemplod: Obtener los splines cuadyvatiwes Wiy
polavtes 4 pavtur de los elementos de o La--
s del cobespamie 23C, Bava n=5, R&)=Yo,
L/4,1/¢,3/4,47 4y svpongase  Que £, <Z,=0 A=4c<
son dados como en la tabla 1.

Sea V=1 donde A es \a yave waes 2

de de K+ cAvi=o0.  de. f=-3-Y€ ~-58
sustituyendo A en el polwowio “iterpolante 2.48
con h=1/9 y demas datos dados se oblie-

e

s

;, ?; Ez Z"-;: ZJ 51 21 Egzs./%(
MR REG KR
tobla 4.

P C\\(Q\ \f\ =y
P OO = L -Tasonilins /(-5.8)(5. J) e s8) v [ L,’.S].‘/(-S.B)(A/-\)
48



=L-0s(Xr4/8) + 28X +i./5)2
PX)= 0-4 1%+ 2¢4 %P

paya k=2
P& =-58/k5.8/-(es )Xy (1) + (8- »’sf/(—se\z(x/aa)

= 0% +1.95 (-1/8) = 150048
RO)= -8+ .00 - 4562

paya K=3
PAX) ==-5.8/k5.8) - EC5. )00 3/8) /555 (/1) + (2¢C5.9)1) (?L—S/S)z/(-s,gf @)

Bo) = 2¢5 - quex + 381t

pava K= :
P.\(X)--S 8/(:s. s\‘ (3(5 Q)H X—S/S /(-5 23)1 1/1 -\- (2(5 8)+2 (X—S B)/(Su)(& 1A

= =099 + 228X =.13¢x* - -
Paxa k=5

Ps() =-5.8/c5 85 - (RC8R)r)a- 1) 5.2 J/4) (590 ,/(sa)u‘
49



P =023 -.050% +.023x%

Ahova  Ytomando  Ven=1 se obbieve o\ splu
merpolaite  Aw Siméinco  al antevior A, Cns
btndo  pov By, %P, F 353.

Procedenias  alova @ sustatuly  en 258
pava k=1

D)= 58/s8f-Grsdn)(y/s-1)/Ls8fAH) + (2-58)42)0/s —x)z/(-s_:af;f’*}fa;

2
=.0008 —.009(L/8-X) +.023(L/8-%)

P,(x) = .00003 ¥ 00325% 4 023 X"

Pavu W=
AE -5.8/-58) - G543 /2-X) 5 8) (ULA) \-(2(-5.6)*1)(3/8'1)2/(-5. 8)/1¢)

= -.005 +.058 (3/3-X) = 3¢ (¥a-X)" -

~

PX) = =002 + 044X -.13C %%

P Q Y(i K= .
REO= -58/52-(s:2)4)6/a- L) B8 A Res) )65 W58 L)

50



=030 - 32¢(5/8-X) ¥ 423 (5/6-K)
~N
RO= 123 —etx ¥ 38112

?QY a K=9 -
BeX) =-5.8/ 887 (sC50)1) (He-N/A52)WLA) H{2658)+ /s Nessiaie)

=~ 2+ 145 (3/8-X) =456 (1/8-X)
PRO= =14s¢ + co3x =43¢

Pava k=5
Rlo=-s8/45.3 - (sese))/a-2/e58)04) + @ o801 s

= L -03(9/8-X) + 2¢.48 (q/g-x)"

’ ~N
R00= N9-1823 % + 2¢.48%" - S

estos  cwmco  polinowos Inteqvan e\ sphivie cua
drdtice  Aw Pora los cwnce  puntos daads.

51



Problerna:  Caustvory vna base donde -
Vi tenga  cvalquier valor, dgamas a2 yVe
tengu el valer A, Hfnalizay ol i
portamicnt de los  elementos de dsta ba
se,

Cowo  quevemos que N=i/2. pava Vv doda, -
en 234 que es la soluadn geneval) si elegi-
LN ¢, =0 y Ca=d/2 se abtiene la sclo-
c\on

V= Aad'= L2u - -

AL 4 i( \ A ‘ d i ANV & \ (N ‘._“i-«’g:
piva esta  SOIUCION  deteywunamos €l Sphie
wsocado en la siquieife forima:  evalvai-
do el polmomio 242 en Bu) Ethl Y fah
se tiene .

® A=

=4/24"
® REaVa) =424t ach o484 -
D B+ {h'= Lo -1/ =

YA



= Q\=4)/24%
vestandd @ de ©
Buh==1/24"- (- 4) o4
= (=44-1+ /()/2,,("
= -(3A%)/ 24"
sishifuyendo en @ )
AW = (1-A/24% & Ao
= (24 42)/24X

por tanto los polinomios nterpolantes pa-
Ya dste valoy de v son

® R0 = Al BANX-50/24N (A8 /AN
MR E Ben R ALE

Pava el caso Vip=1 los polinowos wn-
tevpolantes son los  obtewdos en 238,
sometiendo e\ egwmplor « \a bz obtaw-
da aquy, la Gmea vaviawnte paya los pdioii:
dodos pov @, es . que sus coefienttes deben w
parecer dwididos avitve 2, lo cval  sigwigica
que s grdjica esta contvada haca el
53



e X.

como ¢l sequndo  elemenio de esta bauz
25 exalomote 258 entonces la vaviacid,
que sugven los elementos de la boce en [g,
bl swue siendo mas  sensible  alvedeqov
de los extvemos, pues en la parte we-
dion aon  hobiendo  contvacadn o elongas
aon las  graticas no diglerent dewnasia-
dd  como en los  exTremas

En  geneval st Ay A son dos sph
vies  pavabdlicos nterpolantes, obten -
dos de 231 con los miswmos datos pe-
Yo con  postblemente difeventes valoves
paYa Moy Vpn, entonces Sy digerencia
gs de la forma

A“X = 0(A|+ /3AMH

POY Se¥ A 4 Au los eletevfos de la-
base, cov o y £ satisfacieido

31



X A\(§‘) “'(5/6“,.‘0}‘): g vl
= /4@.) -/&(;O

o A\(gm,.) Y PAKH(E’H*D: S'V\M-l .
= A(}m-b "A(?N *) R

Como en la base formada oY 2.4s
4 258 se Towaron Vo= Vo =1 enltoncs

A, G5B =1

&
Au(8)=AG) = L/

df.’. dQY\C‘?. X =8v| LA (5'-'-8‘\/\4“. Esto -
Muestya que la  elecaign de Vo Y Vnu so
lewiente  ofecta  al wterpolante A cex-
ca de & y b, Yespectivawmente. Por
lo Tawto Twene sevtdo eleqiy  s0S fa-
Yawetvos de  considevaciones locales.
Tipreamente, vho puede  elegiv v, covio 2|
Yavoy de § en E., aun cvands &, se
aproxima ol extyemo Q=7 2w est¢ <y
sa wn  puvto extremo @S interpoin-
85
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I\ HISTOSPLINE PARABOLICOS

Una de los aplicaciones de los  splines pa-
rabolicos  se da en ¢! siguiente problema:
un  histograma es la vepresentacion gragica
de vn {engmeno  parTicolar pov medio de ba
Ytas, sin  embarqo en el przsente capitulo
Se vera  Como cowsTvuly un  spline pa-
Yabolica, de woda que sea una vepvez:n
tacion alisada de! histograwma.

Sean  R&) una parttacn dada en la
Siguiente {ovwa

0=T, <%, < - . <%, <%, =1

y hi la iceswma altova  del i-esmo vec-
tangulo, Ve fig. 3t As{ pues. exph-
ctammente el problewa es:  wada la parti-
a6 By el avea Hi del i-eswmo yvectangulo
=),...,n.  se Yegquiee deferminay una funcion
spe pavabolica A fal que

31 A es de clase ¢t en T,

5F



14

w lode =W e

T

[}

Para vesolver ¢ste problema faltan las condi-
clovies en la frontera para A, \as cvales pug

den -ser de ires 1lpos digerentes y esas com
diciones  son

333 A()=0 , 4@)=o0. El hstesphne da-
do pov estas condiciones es Naiiado A,

) _A0)=0 , A =0. Estas condiciones
generan el Nistospline Ay,

351 _A(0)=A1) & A =A@1). Con estay
condiciones se geveva ¢l histosphine
Pz*iddiCO /%3-

Una pamera . forma de determinay \os s
tosplines ¢ tomando la vepresentacidn de New-

Yon  para los pohnomios cuadroticos , es decw

A=l t (2-zdbzadt (z-n)iEE Tl | ts)een
¢\ cuval se escube cowo

3.6 Ax) = Xi +(T°z..\ et (I "'zifr;,

52
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pava X;=fle] ) @= flz: 7l Y, = “za,zz}m] . Sz §e
neran 105 sistemas  Yesuttantes, aphicando \as con-
diciones espacxgkca$e'1‘s a 36 Y Se wmiegran ev
wo solo. Se procede  de 1qual maneva  pova los

o
4
4

¥

’ -
’
,
4 b, V4 \
\ (4
"' " \“q/ A( )
‘;‘ ‘J 'I |‘
;" / / N
l' \ \\, ) | \
[ '1 \
) ; “ " \
[ 7 “ \
e -y \
l' 4 s “ \‘
“ L I
W, Ha H, My -t \
. \
O:r. zl TJ -“ zf ?... T ?k St > 1.

fg. 3.4 Histograma dado pox By Wi isn.m Woe e\

avea del t-esimo  vectangule.  A®) e el spline
wuscado.

tres histosplines. Ast pues pava. el pritey
problema (L.e Con las  condiciones 3., 32
y 33), tomando la- wieqral -de 3¢ en
I;=w2.], (=,..0. Se oblene

33 S;l(rvdz R A ARTR AR IR A ) VAR A A A A W]/

T o AT+ g N+ WAL/

donde  pov la  condicion 32 se debe tenex
38 f A@dz=h Az,



pov Yo tanto de 33 y 3.

3.4 ’ o % @iAZ@_/Z“'viAz‘afS:\\(‘ L=y, ..,m

Ahova considevando 16 condicidn de conti-
nodad de A en T,..,Zu, y poy 6 Se
obtiene e\ sysiema

o4+ @AT, + W AT-a,= O
2_ , —
110 ?(2"'(31 .ﬁzz +8‘Q'A'C;_ 0.(3-0

. . P
On v @“"AZ“ +&v| AT'\'WMFO .

Devivando 36 4 aphicando la condicion de
continuidad . de A en 7.z, Yesulta

(3‘+ ZF\ Az‘ '(51:0
ot LY AT 6= 0
3.\ . . .

Bn 428 AT, Ba=0.

'
Entonces, ) Sistema Que pexwitiva de-

tevmivay ¢ spline que  alisa e\ histo-
€0



grama  queda nteqrado oY las condiciownes
3,324 33 expresados en 34,30 450  en lo s-
quiente  fovma

O(, \ "_"0
X% £AT,/2 + Y ATY3 =h,
o+ BAT, + AT ~«, =0

B FAL -G, —0

3.2

oo BolBu £ 8,00/ =,

o+ BabTu /2t JuhTa = K= 0
(5“ Al ZX‘“LZ“. @m\ =0

Xyt Bn M:“ +X‘“A?.'j -0

pOY tanto el histospline A, queda, de-
Yerminado Yesolviendo e\ sistema 312, y

A es

313 /f\.(a)‘: Sy @i(Z-Zi)ﬂ‘i(?-lzf (=)0,

. t
con g u ¥ dados cemo solucion del
Si1sYewa.

6l



Pava el segundo problema, esto es con las
condiciones 1,32 y 39 devvando A dodo por
36y evoluando A en Ty 7w, se obtwne
B=o Yy Eurafan=o, poy Yanto el sistema
vesoltante con esta condicion es Sewe jante al
sistewa 312 exceplo, porque la primera (ju\-
tima ccuacion  se camblan por pi=o y
Pat2¥ Az, =0 Yespechivamente.  E\ Wistos
plime determmado por el vveve sistema
¢s denotado pov _A,, cuya forma es a-
naloga a lo de 5

En <) tercer prddlema  las condiciones -
son 31,32 y 35 determinan on Wistospli-
ne peviddico  que se denctara por As.
E\ sistema para determinar As  se jov-
ma  qual que ¢l sistema 39, excepto
qQue como  primero Yy Gltimo  venglon de
ben  SeY  Xi-o4- PuATu-¥ ATH=0 Y @i Bu-
-2¥, AT, =0 Yespeclivameiite.

Los sistemas 342y los que se forman
poxa A, y A, son  sistemos banda ewn
los cuoles Mo se  observa alguna s

G:



tructura, por lo cual es digial estable-
cey S\ tienen o no  solucion Uvica, que
determimne el histospline vequeido en cada
vno de fos Tves casas,

En 1o que sgue se davan bases idoneas |-
vao 10s  polinoviies  cuadyalicos, de ndneya e
ce Temgan Yepresantaciones harg adecuxdas
ciar los prablewias que se presentaraii con la
Yepresenfocion dz Newtow.

Por comodidad s festvngvan o3 cdlevies
al wievvalo I=[o,1], pava lo cval se hace
el cambio de vanable  x=G-z)Ayn pan
CE[T, %y, , i=\.m,

Para. el prwer  cuso cuyas ondwnion o,
SON :
Q- (@=L, Y(W=o0 & jo'Y.(x)dxzo

b).- Y,(0)=0 GWy=14 & §:rz(xxdx:o

Q- wO=o  ww=0 & (roodx=t



es natuval dar Yos  paliiomios &)= 0063,
=% (3x-2) Y B@=6x(-A)  Coma c\erientas -
de wna basz, pues  sstisgacan las condciov. -
4.bu ¢ vespechvamente, 1 de sus qragreas
s2 Gpservo. que oM polinommos  Widep. v aweriies
vex hig. 32

»
-----------

" " "a

N\
'I Y .
’ Y
’
l’ \\\
/ A Y
I’ A
4 A}
‘I \
’ “
’
N \
’ \
0 ]
) \
’ \
] .
4 e ‘f] (X \
0 A

fig. 3.2 \os {:3‘\'\;"133‘.\05 Yo Y2 4 Y5oson \v\dz;p.:‘nc\\u‘{"\.:;.
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Asi puz: con @sta base Se da ona vepio -
taagy pata los  palimowios  coadvdinzys Waw
da distorplive cvadiduica LJ& se  dz2votava
pov

=

P AT LRI 00 T no0H: /A

Ahova  bien, como (), Lsvein SN Fdi o
etros jpor deteriumar, a contmyocion S
C\P\CQY\ 1o \.JGG\\Q‘QS xh. d\QQYQ‘ﬂC\\O\\\G'
a A pava obtency @l swsTema Qorvespo
diznte.

De 313, nocwndy (=& Yy suimituyca
el valoy de % s. ablieng

/% (@)= 120 ahn ~q-ayae #]+ §, e -ae)i)
telt/ar, -2(z-tu) Al THi/An (=l i,

devivando .18

3.1 /?\"(Z)zﬁ{c(f:-‘c,)/mf -/a 14 L eV L /az | ¥
YelLAT —2-T)/ar Th /h L=,

-



Yarae{yos  pov detexminar, 4 contwuaciés
se aplican las  condimones  de dygeverza
bilidad a A para obtener el swstenn
covvespondiente, )

De 303, hacends {Gy=§ Y sustituysy
do el valor de x se obtiene

318 j1, (2)= %g[z(z-zl)/z\zi -q(z-z /A% +i]+ %.wtﬁ(z-z‘-)%gf ~2G-3)A7; |
620/, ~ (e=f/azd T Hen /gy
devivando 3.8
!

309 A= flee-wia -4/ug Jeg Jeenyadd -2, ] +
*G{L/Azt ‘Z(Z 'ziﬂ)/AZLz 1H¢,+\/AZL (= \)...)n.

Dado que se Yequere la contmuidad de

319 en 7., i=2,..0n., Tomando
4E)= 0 Te@-ty/mzd - 4/AT 14§ Je@-t)/hed 24, \rela/ar, =2 -
~Zad/AT] He /0%

3¢ deQ ene Y q[@iu) = (3£+q<ziﬂ) (= \,...,Y\.

6



3.22 Qi + 2 fa t 0-0) fin= 310N /17, H-a M /i, |

o~

=h,ma, €ste es un sistema bondy  en o)
sal gy . son dados.  Por swmphipicacidh
se toma el micbio devecho desza qual o
U, ast,el sistevia puede expyesarse en la govma

P

3]

matvicial AX=U, que exp\\c\tomen‘tz s
[2 (-@) T '& [-U\"Qn?. i
Qz 2 (\"Qﬂ %3 u;_
Q; 2 (\-a) qj \.l-’i
323 . ¢ T =
Qe 2 (\' Qn-a 3 St Uns,
L Oy, & _ ! t ] _uh-\-(\'ah-s)cm-‘

La matviz A s c\\qgov\a\ dowwvavte povaue lu

suma de los elementos §uera de lo diagonal es a

lo mds \a twdad., Asi, A es N0 SINGUIAY Y pUz

de set vesuelta de manera estable, con solucion V-

mica. Se puede vsar elivinacion gausiana s pieo.
Para Yesolvex 323 se da e\ sigquienie

Alyonitine 3.4 Dades los  coeflciznies oG,
\
d; y el e ove de Yo devashia by delosistenn
t\‘\<.i\0f‘§<)‘x‘;‘fr\ QX Tt Cmm=b<, (=h..on; A70, Cy= 1
63



Pava k=2,...n hacer:
st dy,=0, amiliv evvor y termava
de otyo ynodo = Qu/dke
dy= dw— Mm% Cuw-
i b‘.‘: b\g-\'d *bh..
dp=0, entitir exror Yy Tervinna
de otvo fviodo Xy= bn/dn
Pava k=N-,...4 hacer:

L xK=(bx- Cy * Xku)/d\(

EY] QSL\J \O‘HHQ @.\ CQzd CQY;_"‘.:’._);; f;o‘f\'..“;‘-
VioooT QU Ja ven i,

En gorma simlar al p\oblznu zon las
coad\\.wi:.: 33, ahoya Lava los Covdi s 7o
pvmw. a busccw una base \dOuv-\‘zC\\"\
\os pcx. coadY atieos, de tal hiier
T2 se T uia mscumqon adeuada |

0 pf'ﬂ,l :;'._.\a\,\\ vax 2l \\JOSF“"/ZM.. At

PUQS) '\J&\ a /g\,?_ \as CO\"‘nd\c\‘»‘f‘Cs RO
“/\\_ - r';’ \ - v -~ r:.\’
0)- iz o Vig=o o s aacie.
<| Y.{ 4‘) =



b)- nOY=0 , N(H=i y
Sol \(7‘,0(\ d’x =0

C)- Y30)=1 , YH(=0

3
o

\

jof_,(x)dx =90

“"‘ v -~ cy . % A e s ‘-.A . 1 A .
awteoneo. (lf\\,Q'\;).,lg;s’J 212 v \Qs v

O t

(hioYeios
T)=1
X, (k)= (3%~ /¢
Y, () = =(3%-cx42;/5
BC\ QUC CLW P\Q"‘"\ COM \ClS CaVal T L

b 0 »Q«w’vﬂ‘{mﬂﬁ‘ﬂ%:ww&LW%w troas Qv

74¢-~L « YA v . \ \ T APE

LTS F:\\\'.‘cu,a\‘s .2 dQ\\ & \Q o T AR W
¢ V]



A
0 J.j, -;—)x
1 =1L
} 4
# ‘ L
v"' - .""
o‘ ’ r’
o)!‘ »° :
A . R _f”’x N f I/'l’ AN
0% .,A-’. L - (4
S
) 0= (3x-1) /e 3)  Yi(x) ={zx-¢x¥2)/6

tig. 3.3 Qrapica de los  elewentos dz la base.

Por fanto, de las condiantis ob,c. y de o
TG TR TS - S us VT los peline-
imos  son Wwdependieries, pav o danto Yilx)
Y00 4 .l son les gloamentos de ot o
Sy L2 foviaa M e pyesoutacdl. paya 1os

33



polimamios cuadydticos. Esto  es
3.25 PO) = o, Rx) + o, Px) + o5 Pa(X)

Que e Lna compinacion de \os cementos de
\a  base,

Los coeficientes de 325 se deymman en
lo siguienite  {oywa:

por sex x funcion de T {e.  x=@-T)/AT,

Se tieve que dz=dx-Azi, de 32 y 3.2
Se tiene
xc'#\

\
| POende =] PO)dx- Az,

4

= & A7,
= K
de esta OlTiwa \qualdad
3.26 «, = H/A%

poY otya pavie
P(7) = PO, + Bra) @, + @) X (@)« s
= XW)x, /AT, + (\-XD)) o /AT
evalvando en 1
) = AL Tomondo  w = P) Se twne

11



3.21 X3 = W, AT

analogamente evalvando en T se dohewe
328 %, =M, A%

as{ pues, teescriblendo 325 que Corvesponde
a A, en tevmmos de 32,33 g zs se Lene

329 A %)= W/AZ v az [ o) - Mol 4

sendo " funcwen de s, |
E\ histosplivie .29 queda delevwinado  sv o
(=hnel, SOV conocidas.  Cowo esYa \W\P\\C\’(Q \a
devivada en Az, 1mponemos la condician
contmuidad divectamente en ella pava ge-
nevay el sistewma  que pevwita detevwminay los
\v\coqm{a‘s M¢. FEntonces, sea
9 =N/ A% T GGzt 1) - M@ e-c/ATd —C-2)fe +
- 2))/e .,
pov o condicion  de contimuidad  se vequie-
e que  QEa=9,G0) , L=y de downde

Hidke, +8%: T, (Blralazs —1) = Wo(sGaayart ~6Gara AT, +
2)]76 = Ny /ATias = Ais Wyt 2104
t=yn-4,

12



reduciendo y Yeacomodando tévmings se obliene
ATy W+ 20AT) T AT ) My, T AZua M, , = WA — Rin 12

dividiendo esta expresion entve A% +hz, Se ob-
fiene

32¢ (@M +2 Myt 0 Mo =[6/(AT; +Az:) ][ Mg A% Niw /030 ]

(=10, Este sistema gy fas dos condiciomes enla
frowtera se pueden expresar e fovwa WMoty
como  Ax=w dowde w es &\ lado devecno de

3.2¢, eq forwa. explicdta

0 a ", 1T [w,
(\'Qz) 2 QZ TI\3 wL
(-a) 2 Qs My w5
ms U."‘
e | [ ] ' L] ’
(\- Qq-) 2 Qwe W Wa-a,
Gv\.\ 2- ] W\“ -‘:D\'\ i .

Que  es nuevanienie yn sistaina J(‘f\d\clgo»“\c.t'\ S
con diagonal  dowamante y se  procede i
o el caso  awtenoY,

"+3



Pava el tevcey problema esto es con \ag
condiciones 3.5, la basz del primev probie
Q. es adecvaaa, por lo que en la awa
ciew watnictal 323 o sole se cambian \as
candiciones  en la {vowter&a  paxa iL:=i, e
L=M+i, pues . se conocen las zvalvaciowz:
en 7, 4 Twy, las cuales deben comeidir

ast §1= . Tgualando Wewibve o mizw-
byp.

2hp4 (205 =2 80 ¥ (-0 fuy
ademds 24y +(1-0) §5 = Ua = A b

por lo tanto

U, - a, Qm-\ = Z g'\('\‘ \~ Qu- \) %M\
Yeducienao

Z g‘\ T+ O\-'— Qu-y) QW\-\ = U,

ooy ullimo  hacends  \wa—Qe=a co Tz
e - )

P .
324 2004 A ¥ny = U,

4



por 3.22 y 3.23 se obhiene

2 (-a) s ]
A Q u
a2 01 { [N
Q, 2 (-ay t Us
Ong 260 Qi u,.
) ' Man—\ 2 (l‘an:)!;y\ ' "
_— O 2~ a‘,ﬁ'uqi L ulJ

WM WL e que PUZ@C SET Wi ag poy
elwiimanidh 3austana con pwoted. Y pet

Lt

Tovie el teccer preblawia quean feiueito.

Z\ CUQ\ ¢S U\ S\Si\:f;‘.\"«’s(l cas) d\ix-’éb‘i‘;:ﬁl\\ Qo

39S



IV PRESERVACION DE LA FORMA DE
SPLINES CUADRATICOS DE INTERPOLACICN
El 00j2t1vo en esta pavte, es wipleicy -

th' algotitmo para el pxoc\u.\ de 1nTer-
PO ”lx.\On, Usan QD Sp\me_s CUC\Q\M\C-}‘S, LA

Mopevianna 9 estos algevital g

preseran la foro de wies gxmas, e awar
vz los wderyalas Ldoviis i Ay -
| i §'O‘(\n& ‘t"\'\O‘n\-‘LOY\\l C‘(QQ\CZ‘.‘?IQ N d(l"{(
aunie, el spine TN 0 s L

A“-‘:l EY\ \OY‘\\ACK C[l\(l\u .\,L PQ\\'L\ 6;'\?.\ O
d‘“ COHVQ/(\C\QJ 0 covicay lQJill .

PRESERVACION DE LA CONVEXILAD

Supom“”"f Que Sz Tzt un ccxgumc e
QTS {7, qm)} Cizt.on, deouna SR
convexy, EY\LO(\CQb SZ xeaeye  dews -
wmiway  un splive cvadiaTirs convero ol

16



que.
1.1 A) = §@) =4, ...0,
se  anahiza el Qaso zspecxo\ para des

pUNTOS quz puede aQenzrahzarse al Yeso
dﬂ' \OS d \.\avv

. -

Dados  z,<% y f(2) (@), 1), 200 e -
GUIzie ORTERAT UM splme  quaatitico AL
1ol oue

: AN
én AT = 1 (%)
NO{QVL%O!\/? . J{(zc\) - gi .

ELsigueT lewa dica gue poinie
CosTyat ol ‘:pw\c’ pYeps SNatraa e el VA
Soen el WTRiIva (Z,Z‘A.

Lewd 4L, Sea T=[2 50, Pavo owd z<g<t:
easte  un o spliiie cuodiatics A Con vgd: -
suple % que vesvelve el proplowa 42, Sea

& 1?



A+ 3\(‘C-Z) + C\(‘C-Z\)2 "8.<r<§.
43 Al)=

LAZ t Bz(Z-f.) "S'CZKZ'?)Z is T< T2
Stendo A=d, Bi=4A, o= A)/p

K= At B +cod,  Be= A | C=(a,-A)ke
g‘ .
19 A=A@ =61 @Ay pA) ] Mm-T)

« =% -1, B=7-%
Pyueba.
Pava probar que A es vn splime cua-
dratico se debe checay que A y A son

continuas en g,
COMo

AmAlz) = A= don A7)

‘C—)t* Ty

A es continva en §,
Por otva pavte, se requiere Que

JmA' (@) = S L)

To%" T

38.



devivando A

8 + 2c(@-2) w<3<}
/\'(ﬂ:{ |

B, t 2c.(z-}) FsT<?,

i ﬂ\m ,{'(Z) = Bz':-:&,

L SR A

Sim A(2)= Bt 2e,(§-7)
=B+ 2(X-4)(5-2)/2(g-2)
= A

A e continua en §,
Poy tanto A es un Spliie cuadvdtico

Un paimer poso  para otacar el proble
ma 42 Se da en ¢

Lema 42, S A< A, Enfonces el -
sphve 43 @5 “convex0 en I S
y solo sV
45 A2z A,

19



Prueba,  Por el cviterio de segunda de
Yivada.
(Z-A)/(%-%) 7475 %
.6 A'®)=
(A-4)/(2.-%) YL T LT,

e A @) >e ey I, L ey Convexa ¢ I

Aorgue el lema 42 da und =speits
Pava un nodo celocado  arbiivaviaweniz,
ne Siempye se Cumple \a  condicdy 4.5,
Pev  \o tanto, en Seauda se lacz  un a-
nolisis  en base o la congwidn 45, poi
deteriinar o velaaow onive U, A, 8=
(4,-8)/(2-2) 4y 3 para  poder obtenax
un spline  convexo.

En primer lugar  obsevvese oue pava po-
aeY  obtener un spline comvexo A, las de
wvadas de A en los extvemes @,w deten
tever las posicones de la fig, 4L

80



A

I
'
)
]
' |
! |
: |
) |
i
! 1
1)
] 1
. — t ) '
2‘1 T

¢ — —
; | ;
g‘g- 11 @) % debe sex b. I debe se Q\Q%!&a
elegida o la w2quievda pa- a la deyecha pava pa-
Yo podey conswoiy el sphi- - dey  cowstvory el sp\ ne
e Conve Covivexo. Covyespowde a
PURTM T yhrreburhe

tlechas indican las  pendientes que pueden
sev eleqidas  en wno de los extvemos cvando la
otva pendiente se ho dado y por tawto el
nodo  salo pucde tomarse de cieria anexa.

Cuando las devwvadas en 7, 4% se toman co-

mo en lo fig 12 es imposible  constror vn-
sphve  convexo. ;

- |
S !

|

l

fiq.42 A>S oy 844, & ‘kc\m\o\z\\ lwom\)\c comsivuiy
2| selwe Cowvexs cosudo A<§ y $>de.

81



Ahova Dz de la condicion <45, i.e
s [2 (%1"{\) = (5 ‘Z.)A‘ -(Az'?) Az_l /(Zz’zu) < /‘L;_
Se Tiene

A, 228 -1E-2 A T8 A fz0) 2 L,

X

dende  § =8-§0/(%-2)

el la expresidn # se puede ver que <l 2 T
u\W\D dLl n\\t...(nu(,J T L\.ln\ a1l €S \\Y\QO\\ COY\ NES-
PZQtO Q §', de dOﬂdQ S PUQdQ kau’\D'\‘f

AG8)=25 Ji-2) a0t @Bz

cnfonces

¢ AGE) % 4.

— ﬁwv-‘v-" B

o .= IO ST S N ﬁ’rd—:x,ll.uw&- ___,AMM-MM: S

’

Con <xine elewianiar  podemas comstiin
Lv wedelo grojies del coraporTave oo de

as devwvodes L34, 4, Y el wedo v pava pig

‘)
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ducly uv -3p\m.1 CONNE X0,

i que ezl
m :[Q (E;,C\)'."‘\ (Z\ ,0?3 /(zi' z\)
- IAz* ri(}\/(zz’z\) .

Lo Yecka R(5$) 25 una Samilia de Yec-
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en cado Lo de estos ¢asos, Ssvose Yowan
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St \os datos sow glebolmente con --
ex0s, @3 QeCly §,<8.<-.'<8y enfonces
se chigen las aevivadas  Ap en la for-
‘ﬁ\iQ A\<g‘< A7_< Sz< v 4 °-< A“--‘ <SY\~\<. A\\<%V\<A\‘.i\
de wodo que A sea ’\ocq\\\\zv\“tz CONVE X2
en T i=yuwna, 4 poy o tlanlo A sexa qm,-t‘.—
h\itan T.” cond 2~ o.

DaTos o pasicen lzan Cuands on
c«m)m\*o dz dmm a\ SU 108 ae zllen eoton

Clinen wedia (ee §i=8 = 8= 8),

.

\ .
o 3 LA Sy oy s E < L o~ A Tyt ) t
-

N SRR );’u.‘)'u“\?\\ no STl ane L
pase  @ov oS puntys (T 6D, =i e, S
we towblen aseqevar gre WL tza oo
2w 1T, 00, zs’(o se hace e¢hnaiido las pa-
\Q‘\\’\‘.QCS A—g = "/”\"‘(:8 .

olras prapienougs Qe dgoiitan 4
‘ : t . -\ o ‘ e }. “ \ .
0V W YZnRes 3l AQTUNLL L Gl
. \ fe :
- T " ey o :‘ Loty vy AU S Gaalid
VIR R L\)O\d\l R

RN U6 U R CO\ Syuoty as I

. \
«‘ L '\' ~ -~ v . / NN ~ .. . ,._‘\ .. .
4 Tewas o ona calenan ey Pt

AU



pava un conyunto de datos (&%), L=y
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curva. geveral pava vesolvey e\ prodlema de w
tevpolacion 42, adewas del de convexidad gy
medio de splines  cuaavdiices.  Cabe aclawa ¢
aue  en < u‘\go\({l\\“ﬁ\c, las deviiodas A poede
dOf\‘SQ e lectuva ¢ o1en LTY -C.:L‘\C?J“\O\f\:l; Vil

Wt PO QLR IS BV IAL L
ALGERITHO 14

L. Lecturn e
11 N A NUNEUT TE AN
12 (T8, L=LN % LATIS

2. S\ ES LECTURA
2,41 Lvew 4o, 1=, N Yo LERWALL T LT,
2.2 R AN 3 %% L=LN
2.2 DE STRO YINDO
A= 06Tl 5 8 % SE CRCULA pob -

s DIFEVUNIAS Ay

N
L4

PARN =4 %A
3.1 &= G- ‘Gr'z)/@'iu-?‘e}

Yy ST PTIOTLYT FIL O FROULTENL bk

ol
5

o U crusttin O AuwATACD

q3



34 S| A{%4,, =25 ENTONCES AR =%+AE-37)

344 T ANR-T Y2 G20
34.2 WR AT
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3 E=T+ 22N (A -2/ (A- A
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% CALCULQ DE LOS COEFICIENTES DEL SPLINE
39 x=F-Z 5 P =T~k
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4, TIPRESION DE RESULTADOS
14 K Yo NUMERO DT NODOS
W 2 l=1k
13 Al,Be,C;,'L':\,Nﬂ % COEF\QENTES DE (09
% POLINQMIQS P

5. FIN

SPLINE  CONCAYO

Para el caso de la concaviaad se dai al
gunos YZ%U\JKQ&OS‘ SN dekﬁ‘@%‘tn’xQ\d\\ fCy  Sey
analegos a les de  Convexidad , ya devias-
Trados.  Ast como tawbien el algevitmo L
puede ser wodigicado pava- que predusi
on splme locd o qlobalwieviz concave
de acverdo a la fovwa que tengan \es datos,
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(A-Nz»/z=(ﬁtﬁz“§1)/(zz."ét) Yy St A >4,
entonces el spline se veduce o wn
polinowiio  que es concavo.
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