
T tJ j?,!) L tJ {.-, //1 

?'6~&,RRJ 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO 
FACULTAD DE CIENCIAS 

DIVISION DE ESTUDIOS /'tJ.S6 tt:1 c/() 

HIPERESPACIOS CON PUNTA DE CONO 

'· 

ISABEL PUGA ESPINOSA 

México 1989 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO 
FACULTAD DE CIENCIAS 

División de Estudios 

H I P E R E S P A C I O S C o· N P U N T A 
'\ 

, 

DE CONO 

-. 

Tesis.que, para obtener el 

grado de Doctora en Ciencias 

(Matemáticas) presenta 

Ma. Isabel Puga Espinosa 

MEXICO, 1989 



A VICTOR 



AGRADECIMIENTOS 

Efusivamente, a Luis Montejano quien me dirigió este trabajo con 

un entusiasmo contagioso. 

Durante una sesión de trabajo, Luis intuyó la propiedad de los 

hiperespacios de tener punta de cono y le fue dando forma hasta 

plantearla como aparece en la tesis. Le agradezco la oportunidad 

que me dio de trabajar en este concepto tan rico. Su talento y 

generosidad me allanaron el camino en todo momento. 

A Alejandro Illánez quien asesoró mi trabajo cµando Luis tuvo que 

salir de año sabático. Alejandro me dio ideas fundamentales para 

concluir la tesis, corrigió la primera versión con su vista de 

águila para encontrar errores y me hizo sugerencias muy adecuadas 

A ambos : Luis y Alejandro, por las gratas sesiones de trabajo que 

compartimos en el seminario de Hiperespacios y durante las cuales, 

mucho se enriqueció mi visión de las matemáticas . 

Silvya de Neymet y Richard Wilson leyeron y corrigieron la tesis 

meticulosamente. Sin duda, si logré una versión final más clara 

y precisa, fue gracias a ellos. 



A Javier Bracho, quien me planteó preguntas muy interesantes para 

la investigación futura. 

A Mónica Clapp y Adalberto Garcia Máynez su apoyo e interés en mi 

trabajo. 

A Lucina Parra su contribución mecanográfica; a Jaime Basurto su 

asesoria para la impresión en lasser de este trabajo y a Julia, 

la famosa Julia de la División de estudios de posgrado, por 

hacerme fáciles los trámites. 

A la Facultad de Ciencias (UNAM) por las facilidades que me dio 

para realizar mi tesis ( libertad, tiempo, instalaciones, 

trámites, etc.) 

Durante el -desarrollo de la tesis utilicé biblioteca,computadora, 

impresora y hasta café del Instituto de Matemáticas (UNAM). A 

todos sus miembros, muchas gracias. 

En fin a todos aquellos que 

estimularon para seguir adelante. 

han estado cerca de mi y me 

Isabel Puga. 



INDICE 

Introducci6n 

I. Preliminares 

l. Los Hiperespacios 2X y C(X) 

2. Funciones de Whitney 

3. Conos 

4. Contínuos cuyos hiperespacios son 
conos 

5. El Cubo de Hilbert y Subc9njuntos 

II. Dendroides 

l. Definiciones y Propiedades 

2. Puntos Esenciales 

3. Puntos Or;l.lla 

4. Funciones. Contínuas en Dendroides 
Suaves 

III. Hiperespacios. con Punta de Cono 

l. Definiciones y Ejemplos 

2. Gráficas Finitas 

3. Dendroides Suaves 

Bibliografía 

z 

Pag. 

i 

1 

2 

8 

12 

14 

17 

20 

21 

24 

38 

42 

48 

49 

52 

62 

68 



i 

INTRODUCCION 

Los hiperespacios 2X y C(X) de un continuo X, son los 

espacios de subconjuntos cerrados y de subcontinuos de X, 

respectivamente, con la métrica de Hausdorff (I.l). 

Estos hiperespacios, que son continuos conexos por 

trayectorias, se estudian desde los años 30, cuando los 

matemáticos polacos Kuratowski, Mazur~iewicz y otros, iniciaron 

el tema. Sin embargo, aún hoy, se conocen pocas construcciones 

explicitas de hiperespacios de continuos. 

En algunos casos C(X) es homeomorfo al cono K(X) de X, por 

ejemplo, cuando X es un arco o una curva cerrada simple (I.4). 

En este trabajo intentamos contribuir al conocimiento del 

hiperespacio C(X), mediante dos generalizaciones de la 

propiedad C(X) $ K(X) : La propiedad de C(X) de tener punta de 

cono y la de tener punta de cono relativa a un subconjunto de X 

y estudiamos estas propiedades para dos tipos de continuos 

Gráficas finitas y Dendroides suaves. 

La tesis está organizada en la siguiente forma: 

En el capítulo I, exponemos conceptos básicos que faciliten la 

lectura de la tesis. 
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En el capitulo II exponemos definiciones y propiedades básicas 

de dendroides y dendroides suaves; introducimos los conceptos 

de "puntos esenciales" y "puntos orilla" en dendroides; 

demostramos propiedades que relacionan estos conceptos con la 

dimensión del hiperespacio C(X) de un dendroide X y con la 

conexidad y la suavidad de X. Mediante los puntos esenciales y 

puntos orilla hacemos ciertas clasificaciones en dendroides 

suaves que tienen relación con la propiedad punta de cono. 

En este capitulo, demostramos también , la existencia de 

funciones continuas en ciertos subconjuntos de C(X), cuyas 

imágenes son subdendroides de X con· una infinidad de puntos 

terminales, en un caso y gráficas finitas contenidas en X, en 

otro caso y, que además, tienen la medida de Whitney que se 

quiera. 

En el capitulo III definimos la· propiedad de C(X) de tener punta 

de cono y de tener punta de cono relativa; de tener punta de cono 

con la base fija y con vértice en el elemento X de C(X). 

Damos también, un ejemplo muy sencillo en el que se puede ver 

gráficamente como el hiperespacio de un cierto continuo X (X es 

la unión de tres arcos que se intersectan dos a dos en un punto 

fijo) no es homeomorfo al cono de X, pero si tiene punta de 

cono y finalmente demostramos: 

i) Todas las gráficas finitas X,tienen punta de cono con la base 

fija y vértice en X. 
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ii) Damos condiciones necesarias (relacionadas con los puntos 

esenciales y orilla) para que un dendroide x,suave en uno de sus 

puntos p tenga punta de cono relativa a {p}. 

En este caso se puede afirmar que la punta de cono tiene la base 

fija y vértice en X y que la "punta de cono" de C(X) es homeomorfa 

al cubo de Hilbert. 

iii) Damos condiciones necesarias para que un dendroide X, suave 

en p no tenga punta de cono relativa a {p}. 



CAPITULO 

PRELIMINARES 



l. Los Hiperespacios C(X) y 2X 

En las secciones 1 a la 4, expondremos las definiciones 
y resultados básicos de la teoria de hiperespacios, necesarios 

para el desarrollo de este trabajo. Como referencia el libro de 

Naddler {9} es ideal, véase también {5]. 

un continuo es un espacio métrico compacto y conexo. 

La nomenclatura de "continuo" se utiliza también cuando el 

espacio es solamente Hausdorff y no métrico. Sin embargo para 

nosotros un continuo será siempre un espacio métrico. 

Un subcontinuo de un continuo X es un subconjunto no vacio de 

X compacto y conexo. 

Sea X un continuo, la métrica de Hausdorf f, D, entre dos 

subconjuntos cerrados A y B de X se define como sigue: 

D(A,B) = inf{ e : A~ Nc(B) y B ~ Nc(A) } 

donde Nc(A) = { x e X: d(x,A) < e } (des la métrica en X) , 

La distancia D(A,B) < e si y sólo si V x e A, existe y e B tal que 

d(x,y) < e y viceversa, véanse los ejemplos de la figura l. 

Denotaremos por al espacio de subconjuntos cerrados no 

vacios de X con la métrica de Hausdorff y por C(X) al subes

pacio de 2X cuyos elementos son los subcontinuos de X .Es a 

estos dos espacios métricos a los que llamamos hiperespacio 

de cerrados e hiperespacio de continuos de X respectivamente. 
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p 

Cl C2 

,., DlC1,C2) = p 

'u V 

a-C a a+C b-C b b+C 

lb> D(t1 l2) = p 

Figura 1 

[u,v] E BC ([a,b]) 

le) 

D!A,B) = max{ sup{d(x,A> lx E B}, sup{d(x,B) lx E A) ) donde 

d(x,A) = lnf{d(x,a) 1 a E A} y d es la aetrlca en X 

Esta deflnlclon y la anterior de dlstancla de Hausdorfí 
son equivalentes 

Con la métrica de Hausdorff, los hipe~espacios 2X y C(X) de X 

son ambos continuos ([9] Teoremas 0.8 y 1.12). 

Siguiendo la notación usual de espacios métricos, si He 2x, la 

bola con radio e y centro en H, es el conjunto 

Bc(H) = { K e 2X: D(H,K) < e } 
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Si pe X, denotaremos por Cp(X) al subconjunto de C(X) que consta 

de todos los continuos que contienen a p. 

Llamaremos arco a un espacio homeomorfo al intervalo I = 

(0,1] . Un arco ordenado en es un arco en tal que 

i) Si H y K son elementos del arco, entonces H ~ K ó K ~ H 

ii) La intersección de todos los elementos del arco es el punto 

inicial y la unión es el punto final. 

Además de ser conexos C(X) y 2X son conexos por trayectorias. 

Si. A y B e 2X , A s;; B d t d B t' y ca a componen e conexa e con iene 

una componente conexa de A, entonces existe un arco ordenado de 

A a B ([5], Lema 2.3). 

La función de X en C(X) que manda x en {X} es una 

isometria, de modo que X es siempre un subcontinuo de C(X) y 

el continuo X es un elemento de C(X) . 

Si As;; 2X, definimos u(A) = l_JA. Para toda A , u(A) s;; X • 
AeA 

Más aún, u es una función continua de 2X 2x 
2 sobre [ 5] • 

Si {Kn}n~1 es una sucesión convergente en 2X entonces lim Kn 

es el conjunto de elementos x e X para los cuales existe una 

sucesión {Xn}, con Xn e Kn, que converge a x. 

En efecto, sean x e K = lim Kn y me~. Existe n(m) tal que 
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si n ~ n(m) , D(Kn,K) < 1/m. De aqui que V n ~ n(m) , existe 

Xn e Kn tal que d(Xn,x) < e . 

Para ne { n(m),n(m)+l, ..• ,n(m+l)-1} , tomamos Xn e Kn tal que 

d(Xn,x) < 1/m. Es claro que la sucesión {Xn}ne~ converge a x • 

Por otro lado, supongamos que una sucesión {Xn}ne~ converge a 

x, y Xn e Kn. Sea e> O • Ya que D(Kn,K) < c/2 , si n es 

suficientemente grande, existe yn e K tal que d(Xn,yn) < c/2 

sin es suficientemente grande. De aqui que 

d(yn,x) :s d(yn,Xn) + d(xn,x) < e si n es suficientemente grande 

Esto demuestra que K contiene elementos tan cerca de x como se 

quiera y puesto que K es cerrado, x e K. 

1.1 Lema 

Sea (Y,dY) un espacio métrico compacto y {Yn}ne~ una sucesión 

en Y . Si toda subsucesión convergente de {Yn} converge a un 

punto y e Y, entonces la sucesión {Yn} converge a y. 

Demostración 

Supongamos que {Yn} no converge a y. Entonces existen e> O 

y para cada k e ~ , nk e ~ tal que dY(Ynk,Y) 2:: c. Podemos 

además, elegir nk > nk-t. Puesto que y es compacto, {Yn } 
k 

tiene una subsucesión convergente, pero ésta no converge a y, 

contrario a la hipótesis. 

En virtud de este lema, en nuestras demostraciones posteriores, 

llamaremos nuevamente {Xn}ne~ a una subsucesión convergente de 

una sucesión arbitraria {Xn}ne~ . 
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1.2 Ejemplo 

El intervalo I = [0,1] es claramente un continuo. 

Sus subcontinuos son intervalos [a,b] con O~ a~ b ~ 1. 

Si [a,b] e C(I) entonces el intervalo [u,v] e Bc([a,b}) si 

y sólo si u e (a-e, a+c) n [0,1] y V E (b-c,b+c) n [O,lJ 
(figura 2). Asociamos a cada [a,b] el punto ( 1/2( a+b ), b-a) 

2 La función asi definida en C(I) en IR • g es uno a uno y su 

imagen es el triángulo ~ de la figura 2. 

Veremos que g es continua. Sea [a,b] ~ [0,1] y e> O. 

Si la distancia entre dos puntos (x1,y1) y (x2,y2) en ~ esta 

dada por max{ lx2-x11, ly2-y11 J entonces la bola con radio 2c 

y centro en g([a,b}) es como en la figura 2 

Podemos verificar que [u,v] e Bc([a,b]) si y sólo si g([u,v]) 

es elemento de la bola (cuadrada) d~ radio 2c y centro en 

g([a,b]) 

Esto demuestra la continuidad de g y también la de 

que C(I) es homeomorfo a ~. 

1.3.Definiciones 

-1 g . Asi 

a) Un continuo X es unicoherente si siempre que la unión de 

dos subcontinuos propios, 

conexo. 

H u K = X, se tiene que H n K es 

b) Un continuo es descomponible si es la unión de dos 

subcontinuos propios. En caso contrario, diremos que es indes

componible. 

Diremos que es hereditariamente indescomponible o hereditaria

mente descomponible si todos sus subcontinuos son indescom

ponibles o todos descomponibles respectivamente. 
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El hiperespacio C(X) es unicoherente ([9] Corolario 1.176) 

r-

•"···"~ 
..... 

• • 11 

l 

• 

• ' 

a-e u • a+C b-C " b 

Figura 2 

El triángulo A es homeoaorfo a C(I) 
a+b 

g: CU>-t A g([a,bJ> = <2 , b-a> 

b+C 
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2. Funciones de Whitney 

2.1. Definición 

Una función de Whitney de 2X (respectivamente de C(X)) es 

una función continua µ definida en 2X (en C(X)) con valores 

en I y ~on las dos siguientes propiedades: 

i) µ({X}) = 0 \:/ X E X ii) µ(A) < µ(B) si A e B. A* B 

Denotaremos por 

restringida e (X). 
p 

En el intervalo 

µ a la función de Whi tney 
.P 

µ de C(X) 

I, la longitud de los subintervalos es una 

función de Whitney de C(I) • 

Intuitivamente µ mide el tamaño de los subcontinuos de X. 

Whitney, [13] demuestra que todo continuo X admite una función 

de Whi tney en 2X . También puede verse una construcción de 

una función de Whitney en [9] 0.50.1. 

Una función continua definida en un subespacio cerrado de 2x, 

con las propiedades i), ii) de la definición 1, puede extenderse 

a una función de Whitney en 2X [lÍ]. En particular funciones de 

Whitney en C(X) tienen extensión a 2x. 

Toda función de Whitney µ tiene la siguiente propiedad (5] 

2.2 Dada e> O existe ~>O tal que si A~ B y 

µ(B)-µ(A) < a entonces D(A,B) < e • 



- 9 -

Si te I decimos que µ- 1 (t) es un nivel de Whitney de µ. 

Por ejemplo, para cualquier 

es homeomorfo a X. 

-1 
µ , el nivel de Whitney, µ (O), 

En C(I) (figura 2), con la función de Whitney definida como la 

longitud de los subintervalos, cada recta paralela a la base del 

triángulo A representa un nivel de Whitney en C(I) . 

2.3 Teorema. 

Si X es un continuo,µ es un mapeo de Whitney para C(X) y 

t E l 
-1 Entonces µ ( t) , 

subcontinuos de C(X) . 

Demostración 

todos son 

Puesto que son imagen inversa de cerrados bajo una función 

continua, los tres subconjuntos son cerrados· y, por lo tanto 

compactos. 

Si -1 
A Eµ ([t,l].), hay un arco ordenado de A a X. Todo 

elemento del arco ordenado contiene a A, de modo que este 

arco está contenido en 

conexidad de este conjunto. 

Supongamos ahora que 
-1 

µ ([O,t]) 

cerrados, ajenos, no vacios, 

no es 

H y 

-1 
H K. Como µ-1 (o) µ ([O,t]) = u es 

conexo podemos suponer que µ-1 (o) s;:; H 

lo que demuestra la 

conexo, entonces existen 

K de C(X) tales que 

homeomrfo a X y X es 

. Por otra parte, K no es 

-1 vacio, asi que algún A eµ ([O,t]) es elemento de K (véase 

la figura 3). 
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Si p e A , hay un arco ordenado T de {p} a A. Pero 

entonces (H n T) u (K n T) , es una separación de T, puesto 

que ambos conjuntos son no vacios. En efecto, {p} e H n T y 

A e K n T, lo que contradice la conexidad de T. 

La conexidad de µ- 1 ( t) se sigue de la unicoherencia de e (X) 

y de la conexidad de los dos conjuntos anteriores. 

2. 4 Teorema de Cambio de parámetro. 

Sean µ:C(X) ~ [O,l] una función de Whitney y F:C(X) x I ~ C(X) 

y s:C(X) ~ I funciones continuas. 

Supongamos que para cada A e C(X) ~xiste F(A) e F( {A} x I) 

único tal que µ(F(A)) = s(A) , entonces F es continua en C(X). 

Demostración 

Bastará demostrar que si {An} es una sucesión que converge a A 

en C(X), entonces {F(An)} converge a F(A) • 
A 

Para cada n existe tn e [0,1] tal que F(An) = F(An,tn) 

Supongamos que una subsucesión de {tn} converge a t 

una subsucesión de {F(An)}, converge a B entonces 

y que 

B = lim F(An) = limF(An,tn) = 

De aqui que Be F({A} x r) . 
F(A,t) (Véase el lema 1.1) 

Por otro lado 

ll(B) = lim µ(F(An)) = lim s(An) = s(A) implica, junto con lo 

anterior y la hipótesis de que F(A) es único, que B = F(A). 



- ll -

1 

t 

o 

Figura 3 

llustraclon de 2.3 para CU) 
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3. Conos. 

Si X es un espacio topológico, el cono de X, K(X) , es el 

espacio que resulta al tomar el producto topológico de X con el 

intervalo unitario e identificar la tapa superior X x {l} en 

un sólo punto. 

En el ejemplo de la sección 1, vimos que C(I) es homeomorfo a 

A y A es homeomorfo a K(I) • 

Siguiendo la misma idea de ese ejemplo, podemos verificar que si 
1 2 1 1 S = {x e IR : lxl = 1} entonces C(.S ) es homeomorfo a K( S ) 

3.1 Lema. 

Sean X y Y espacios topológicos compactos y Hausdorff. 

Si H: X x I-+ Y es una función continua tal-que 

i) H(X X {l}) = y0 e Y. 

ii) H I X x [0,1)-+ Y - {y0 } es uno a uno y sobre 

entonces K(X) ~Y. 

Demostración. 

* Sea H la relación que hace conmutativo el siguiente diagrama 

H 
X X I -+ Y 

p \, ' * H 

K(X) 
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P es la proyección canónica que identifica a todos los puntos 

de X x {l} en un solo punto. ( U es abierto en K(X) si y 

sólo si -1 . P (U) es abierto en X x I .) 

* Claramente e es función y es uno a uno y sobre. 

Sea V abierto en Y, como e es continua e-1 (V) es abierto 

en X x I. Por otro lado, si yo e V, entonces X x {l} s; e-1 (V) 
. -1 y si yo~ V, entonces X x {l} ne (V)=~. En ambos casos 

(e* )-1 (V) = P(e-1 (V)) = e-1 (V) y P-1 ( (e* )-1 (V)) = e-1 (V) que 

* es abierto. Esto demuestra la continuidad de e 

Toda función biyectiva y continua de up compacto en un eausdorff 

es un homeomorfismo, asi que K(X) ~Y. 
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4. Continuos cuyos hiperespacios son Conos. 

¿Cuándo C(X) y K(X) son homeomorfos? 

Nadler (9) contesta parcialmente a esta pregunta: 

Si X es hereditariamente descomponible, C(X) e K(X) si y sólo 

si X es homeomorfo a alguno de los continuos de las figuras 4 y 5. 

(a) El intervalo I (b) s1 = {x e IR2 :~xll = 1} 

e) Wo = Cl{<x,sen 1/x):O < x :S 1} (d) Wo, identificando los 

puntos (O, -1) y (1, sen 1) 

Figura 4 
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~

f l 
(a) Wo U { (x, sen 1/x): -1 :S x < O} 

ldentlflcando los plDllos (1,senl) 

y (-1,sen -1) 

r 

1 lt 
= S U { U+l/t)e : t ~ 1} lt. 

(e) W U { U+l/t)e : t ~ 1} 

ldontlflcando p con q 

r 

lt 
(d) W U { (1+1/t)e :t :S 1} 

ldentlficando p con q 

Figura 5 
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Si X es indescornponible y C(X) s K(X) entonces todos los 

subcontinuos propios de X son arcos y si C(X) es descornpo

nible y C(X) ~ K(X) entonces X contiene a lo más un 

indescomponible ([9]). 

Decirnos que X tiene la propiedad del cono si C(X) ~ K(X) y 

algún horneornorf isrno entre estos dos conjuntos manda a X al 

vértice del cono y al conjunto {{x} :x e X} a la base del cono. 

Los continuos I y S1 tienen la propiedad del cono. Estos dos 

continuos y los indescomponibles cuyos subcontinuos propios son 

arcos son los únicos continuos de dimensión finita que tienen la 

propiedad del cono ([12]). 

Por ejemplo, si X es homeomorfo a alguno de los continuos de la 

figura 5 , C(X) y K(X) son horneornorfos pero ningún homeornorfisrno 

entre ellos manda a X al vértice del cono. 

Para todos los continuos de las figura 4 y 5 existe un homeomor

fi·srno que manda al conjunto {{x}:x e X} a la base del cono. 
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s. El cubo de Hilbert y subconjtmtos Zeta 

5 .1 De.finición 

i) El cubo de Hilbert, al que denotaremos por Q, es el pro

ducto topológico de una familia numerable de intervalos. 

ii) Sea X un espacio métrico. Un subconjunto cerrado A de X es 

un subconjunto Zeta si el conjunto {fe C(Q,X): f(Q) n A=~} 

es denso en C(Q,X) donde C(Q,X) es el espacio de funciones 

continuas de Q en X con la métrica del supremo. 

iii) Si M es un espacio compacto, diremos que ge C(M,X) 

es una función Zeta si g(M) es un subconjunto Zeta de X. 

5. 2 Ejemplo. 
i) Si X es un espacio métrico,, los conjunt_os X x {O} y 

el vertice V de K(X) son ambos subconjuntos Zeta de K(X). 

En efecto,, sea F:Q-+ K(X) una funcion continua y e> O. 
Si definimos f: Q-+ K(X) y g: Q -+· K(X) como 

f(q) = { 
F(q) si F(q), X X [O,,c) 

(x,,c) si F(q) = (x,,t) con te [O,,e] 

{ 
F(q) si F(q) e X x [0,,1-c] 

g(q) = 
(x,,1-e) si F(q) = (x,,t) con te [1-c,,lJ 

entonces f y g son continuas,, distan de F en menos que e,, 

f(Q) n X X {O}=~ y g(Q) n {V}=~ 
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Sea (X,d) un espacio métrico, ANR, separable y localmente 

compacto. Entonces las dos siguientes proposiciones son 

equivalentes: 

a) El conjunto Z(X) de funciones Zeta en C(Ik,X) es denso en 

C ( Ik, X) . 

b) Si ht, h2 e C( Ik ,X) y e > o, entonces existen 
... 

funciones h1, h2 e C( Ik,X) tales que d ( hl ( t) 'hl ( t) ) < e 
k 

'v t e I 1 
... k ... k 

= 1, 2 y h1 ( I ) n h2 ( I ) 
= "'. 

[8] 

5.3 Teorema 

Sea X un continuo, 

Whitney. Entonces 

p e X y µ :C(X) ---+ I un mapeo de 

es un subconjunto Zeta de 

'v te (0,1] . 

Demostración 

-1 
µ [t,l] 

p 

a) Elegimos un arco ordenado a :I---+ C(X) estrictamente cre

ciente de {p} a X. Es decir a es una función continua tal 

que a(O) = {p}, a(l) = X y si s < t, entonces a(s) e a(t) 

-1 
Sea e> O • Probaremos que existe 7 : µ [t,l]---+ 

p 

tal que Im 1 n µ-1(t) = ,; y D(A,7(A)) < e 'v A e 
p 

Definimos 

{ 
A u a(t ) si µ(A)~ 

1 (A) = A 

A si µ(A)~ t+a 

t+a 

µ-1 [ t, 1] 
p 
-1 

µ [t,l] 
p 

donde tA se elige de tal manera que µ(A u a(t )) = t+a . Es 
A 

fácil verificar que 1 es continua y satisface las 

propiedades que mencionamos arriba. 



Finalmente, sea f: Q---+ 
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i/1 [ t, 11 
p 

una función continua y 

e> O , entonces la función 7of : Q 
-1 • ---+ µ [t,l] dista de 
p 

f 

en menos que e y su imagen no intersecta a µ-1 (t) • 
p 
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CAPITULO 11 

D E N O R O I D E S 
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l. Definiciones y Propiedades. 

1.1 Definición 

Un dendroide es un continuo conexo por trayectorias y heredi

tariamente unicoherente. 

Dicho de otro modo, un dendroide es un continuo conexo por 

trayectorias y con la propiedad de que, la intersección de 

cualesquiera dos de sus subcontinuos, es conexa. 

Puede verificarse fácilmente que, en un dendroide X: 

i) Dados dos puntos p, q e X existe un sólo arco entre p y q. 

Denotaremos por pq a este arco. 

ii) Si A e C(X), existe un único elemento a e A tal que 

pan A= {a}. Denotaremos por pA al arco pa. 

iii) Todo subcontinuo de un dendroide, es un dendroide. 

Decimos que un dendroide X es suave en un punto pe X si 

siempre que lim xn = x, se tiene lim pxn = px. (véase [7]) 

Una forma equivalente de definir la suavidad en p, es la 

siguiente 

Si {an} y {bn} son sucesiones en X que convergen a a y b 

respectivamente y an e pbn V n e IN , entonces lim anbn = ab • 

([2], Teorema 12). 

Un dendroide es suave, si es suave en alguno de sus puntos. 

En etste capitulo X denotará siempre a un dendroide. 
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Para definir el grado de ven X, 

sea Sv el conjunto de familias F cuyos elementos son arcos a 

en X con un extremo en v y tales que si 0:1, 0:2 e F entonces 

0:1 n 0:2 ={v} • 

Sea e una cadena de s 
V ' 

i. e. un subconjunto de s tal que 

si F1, F2 e S entonces, 6 bien F1 s;; F2 6 bien F1 ;;;! F2 . 
V 

Se puede ver fácilmente que L..JF e s . Por el lema de Zorn, 
FeC V 

s tiene elementos maximales, es decir, elementos que no están 
V 

propiamente contenidos en ningún otro elemento de Sv. 

Veremos que cualesquiera dos elementos·· maximales tienen la misma 

cardinalidad. 

Supongamos que F1 y F2 son elementos maximales de sv y sea 

a e F1 , entonces existe pe F2 tal que a n P ~ {v}, pues si 

no fuera así, F2 v {a} e sv lo que contradice la maximalidad de 

F2. Ahora bien, si para dos elementos p1 y p2 de F2, 

p1 í\ O: ~ {V} y p2 f\ a ~ {V} entonces, puesto que V es 

extremo de a , de p1 y de p2 , p1 n p2 ~ {v} • 

Lo anterior demuestra que la función que manda a en P es una 

biyección. 

Estamos ahora en condiciones de definir el grado de v = gr(v) 

como el cardinal de una familia maximal de arcos, que tienen un 

extremo en v y cuya intersección dos a dos es {v}, si este 

cardinal es finito. Si dicho cardinal no es finito, diremos 

simplemente, que el grado de v es infinito, gr(v) = m, 
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1.2 Definición 

Un punto en un dendroide es terminal si es extremo de cualquier 

arco que lo contiene. 

Es fácil verificar que x es terminal, si y sólo si gr x = 1 

1.3 Teorema 

Sea X 

A e C(X) 

un dendroide suave en p. La función que asocia a cada 

el punto a e A para el cual pa = pA, es una función 

continua. 

Demostración 

Supongamos que la sucesión {An}nelN s;; C(X) converge al 

continuo A y que pAn = pxn . Por la suavidad en p, si Xn _. x 

entonces pXn-+ px y de aqui que pA = pa s;; px. Como a e A, 

una sucesión {an} con an e An converge a a. Por la forma en 

que se definió xn, pan= pXn u anXn y, por lo tanto, 

pa = lim pan= lim (pxn u anXn) = px u ax= px, lo que demuestra 

que a= x. 
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2. Ptmtos Esenciales. 

2.1. Definición. 

Diremos que v es un punto esencial en cualquiera de los dos 

siguientes casos: 

I) gr(v) = co 

II) Existe un arco a en X y una sucesión {Vn} s;; a tal 

que gr(vn) ii!:: 3 y lfm Vn = V (Estamos suponiendo, 

naturalmente, que vn ~ v para toda ne N). 

2.2 Ejemplos 

En una escoba (figura 6a) v es un punto esencial del tipo I 

y en un peine (figura 6b) v es un punto esencial del tipo II. 

'' 

(al 

' .. 
1.: .. ,, 
•' 

~ 
ia 

" .. 
______ ..__ ___ _._...,. V 

(b) 

Figura 6 
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2.3. Teorema 

Si X es un dendroide suave y el conjunto de sus puntos termi

nales es infinito, entonces X contiene un punto esencial. 

Demostración 

Sea T el conjunto de puntos terminales de X y uo e X un 

punto en el cual 

infinito T* de T, 

X es suave. Si para algún subconjunto 

* Uotl n Uot2 = {Uo} V t1, t2 e T , entonces 

gr(uo) = m y uo es esencial. 

Si este no es 

* T de T tal 

* V t1, t2 E T 

numerable de 

. 

el caso, 

que Uotl 

Sean To 

* T y 

entonces existe un subconjunto infinito 

n Uot2 contiene propiamente a Uo 

o o = {t1,t2,•••,} un subconjunto infinito 

Ao = Uot0 

1 
y coloreemos los pares no 

ordenados de To en la siguiente forma: 

El par {tº tº} 
l. j es azul si 

cualquier otro caso. 

Por el teorema de Ramsey [ 11], 

o o . uot1 n uotJ s;; Ao y es roJO en 

existe T1 = 

cuyos pares son todos de un solo color. Si el color es el azul, 

entonces es fácil verificar que hay un punto esencial contenido 

en Ao. Si el color es el rojo, repetimos el procedimiento de 

colorear, ahora a T1 y sustituyendo a Ao por uot 1 = A1. Si para 
1 

alguna ne~, los pares de Tn son todos azules, entonces hay 

un punto esencial contenido en An-1. Si los pares de Tn son 

rojos 

va de 

V ne~. llamamos Un+l E uotn al extremo del arco que 
1 

a Ahora bien, Un E UoUn+l (véase la 
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figura 7 abajo) y gr(un) > 2. Como X es suave en uo, un e uou 

donde u= lim Un y esto demuestra que u es un punto esencial. 

uo 

Figura 7 

En el que caso en que los pares de Tn son rojos V n E IN, 
n+l s;; n+l n 

como t e Tn+l Tn, el par {t • t } es un par de Tn,asl 
1 1 1 

n+l n 
que es rojo y uot " uot no esta contenido en An-1 

1 1 

Nótese que si X tiene solamente un número finito de puntos 

terminales, entonces X es un árbol (i,e. una gráfica finita sin 

ciclos) 
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2.4. Teorema 

Sea a~ X un arco, el conjunto Va= {ve a : ves esencial} 

es cerrado. 

Demostración 

Sea {vn} ~ Va una sucesión que converge a v. Si para una 

infinidad de indices n, gr(vn) ~ 3 , entonces ve a y v es 

esencial del tipo II • Si no es este el caso entonces vn es 

esencial del tipo II para n suficientemente grande ya que su 

grado no puede ser infinito y entonces la sucesión {u7}ieN de 

puntos de grado~ 3 que converge a vn está contenida en a 

(ya que gr vn ~ 2). Por lo anterior, tan cerca como queramos 

de v hay un punto de la forma 

Esto demuestra que ves esencial . 

2.5. Teorema 

e a que es de grado ~ 3 • 

Sea E= {x e X: x es esencial}. Si X es suave en p y pe ClE 

entonces pe E • 

Demostración 

Sea {vn} ~ E una sucesión que converge a p . Si alguna 

subsucesión de {Vn} está contenida en un arco, entonces, por 

el teorema anterior, pe E . Si no es este el caso y gr(p) es 

finito, entonces existe un arco a con un extremo en p tal 
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que vnp n ex = unp con Un :it p para una infinidad de indices 

n. Es claro que, pqara esos indices gr(un) i?: 3 • Como X es 

suave en p, la sucesión de arcos vnp converge a {p} y, 

por lo tanto, {un} converge a p lo que implica que pe E . 

2.6 Lema 

Sean X un dendroide suave en p, x e X y {Xn}nelN una 

sucesión que converge a x y tal que cualquier arco de X sólo 

contiene un número finito de elementos de {Xn}. Entonces en px 

hay algún punto esencial. Más aún, si u= lim un donde un e px 

es tal que pXn n px = pun, entonces u es esencial. 

Demostración 

Sea Un e px tal que pXn n px = pun y ·sea U = lim Un. 

Entonces u e px. Veremos que u es esencial. 

Si {Un n=l,2, • •• } es un conjunto infinito entonces, como 

gr un > 2, u es esencial. Si el conjunto {Un : n=1,2, ... } es 

finito y gr(u) 

extremo en u 

es finito, entonces existe un arco ex con un 

tal que pxn n ex = uy con y :it u, ex n px = { u } 
n n 

y gr(y) > 2 . Sea 
n 

y= lim y . Entonces 
n 

px = lim pxn = lim (py U y X 
n n n 

) = PY u yx, 

lo que demuestra que y e px y, como y e ex, entonces y= u. 

Además gr(y) > 2 lo que implica que u es esencial. 
n 
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2.7. Teorema 

Sea X un dendroide suave en p y V E X el único punto 

esencial en el arco pv. Entonces X es suave en todo q e pv. 

Demostración 

Para cada x e X denotaremos por x al elemento de pv para 
A A 

el cual pv n XX = {X} Sea {Xn} s;;; X una sucesión que 
A 

converge a x y u= lim xn. Si demostramos que u= x, 
A A A A 

entonces lim qxn = lim (qxn u XnXn) = qx u xx = qx, lo que 

demuestra la suavidad en q. 
A 

Ya que X es suave en p, px = lim pXn = lim (pXn u xnXn) = 

= pu u ux. Esto implica que pu~ px y por lo tanto, ya que 
A 

u e pv, por la forma en que se definió x, pus;;; px. 

Ahora bien, supongamos que una subsucesión de {xn} está 

contenida en un arco a .Si a= pv, entonces Xn = xn y x = x = u 

Si a es un arco distinto de pv, entonces, como x e a, x = Xn 

para todo elemento xn de la subsucesión, asi que u= x 

En el caso en el que ninguna subsucesión de {Xn} está contenida 

en un arco, el lema 2.6 implica que u es un punto esencial. 
A 

Entonces u= v y la contención pus;;; px demuestra que u= x. 

2.8 Corolario 

Sea X un dendroide suave en p, A e Cp(X) y supongamos que A 

contiene algún punto esencial. Entonces A contiene un punto 

esencial q tal que X es suave en q. 
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Demostración 

Por el teorema 2.4., existe un primer punto esencial q en el arco 

que va de p a algún punto esencial de A, y por el teorema 2.7, 

X es suave en q. 

puntos esenciales y dimensión. 

2.9. Lema 

Sea X un dendroide suave en p, A e_ Cp(X), u1, u2, •.. , un e A 

puntos terminales de X y A6 (u1) la componente conexa de 

A - B6 (u1) que contiene a p. Si e> O, entonces existe 6 > O 

tal que A6 = A6 (u1) n ••• n A6 (un) dista de A en menos que c. 

Demostración 

Supongamos que la conclusión. del lema es falsa, entonces existe 

An = Aun (u) tal que que D(An,A) ~ e V n e IN • Ya que An s;; A, 

de la definición de la distancia D, se sigue que hay una 

sucesión {xn} s;; A - An tal que d(Xn,An) ~ e y, por lo tanto, 

para alguna i fija para una infinidad de 

indices n. Podemos suponer, sin pérdida de generalida que i = 1 

y que Xn ti! A ( Ul) V n e IN. 
1/n 

Como A (u1) es un subcontinuo de X, entonces es un dendroide, 
1/n 

asi que si Xn ti! Au0 (u1),entonces el arco pxn intersecta a 

Bu{ u1) en algún punto vn • Sea x = lim xn • Por la suavidad en 

p, pu1 = lim pvn ~ lim pxn = px; pero u1 es terminal, de modo 

que u1 = x. 
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Ahora bien, sin es suficientemente grande 

i) d(xn,u1) < c/2 

ii) Por ser X un espacio Hausdorff B ( UJ) no in ter secta a el 
1/n 

arco pu1 

abajo). 

asi que d ( Ul , A ( Ul ) ) 1/n < c/2 (véase la figura 8, 

Las dos desigualdades anteriores implican d(Xn,A110 (u1)) < e si n 

es suficientemente grande. Esto contradice la forma en que se 

escogieron las Xn. 

,,.., 
• ·-'::', 

Figura 8 

Sea X un dendroide suave en p y A un subdendroide que contiene 

a p y no contiene puntos esenciales. Por el teorema 2. 3, A 

sólocontiene un número finito de puntos terminales (i.e. A es 

un árbol). Denotaremos por Nc(A) al conjunto A -l_J(a,a] 
A 

donde a es terminal de A y a e A es tal que d(a,a) = e 
A 

y d(x,a) < e V x e (a,a] . 

En el siguiente lema tomaremos e suficientemente pequeña 

para quue en [a,a] no haya puntos de grado mayor que 2 . 
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(Esto es posible ya que A sólo contiene un número finito de 

puntos de grado > 2, pues en· caso contrario A contendria 

un punto esencial) 

2.10 Lema 

Sea X un dendroide suave en p y A e Cp(X) tal que A no 

contiene puntos esenciales Sea e como en el párrafo 

anterior. Entonces existe ~>O tal que si K e B~(A) entonces 

Demostración 

Supongamos que el lema es falso. Entonces existe una sucesión 
A 

{Kn} s;; C(X) que converge a A y tal que Kn no contiene a Ne • 

Afirmamos que para una infinidad de indices n ·Kn no contiene a 

un terminal fijo a e A y no contiene a a: Si Kn contuviera a 
A A 

todos los terminales a de Ne(A), entonces contendria a Nc(A) . 

Como el número de terminales de A es finito entonces alguna 

fijo no está contenido en una infinidad de continuos Kn 

Ahora bien si a no es elemento de una infinidad de estos 

continuos queda demostrada nuestra afirmación. En caso 

contrario, i.e. a es elemento de todos los continuos Kn 

salvo un número finito, entonces ninguno de ellos intersecta a 
A 

Ne (A), pues si y e Kn n Ne (A) entonces el arco ya s;; Kn y, 
A 

por lo tanto a e Kn con lo cual queda demostrada la afirmación. 
A 

( Diremos, sin pérdida de generalidad que a, a f Kn V ne N) 
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Por lo anterior, a partir de cierta n, Kn no contiene 

elementos de A cercanos a a asl que existe una sucesión de 

elementos Xn e Kn - A que converge a a. Como A no contiene 

puntos esenciales, los arcos que van de A a Xn contienen un 

arco a= uv con u e A y v f A (i.e a está contenido en AXn 

para una inxfinidad de indices nJ • Pero pXn converge a pa , 

por lo tanto, ve palo que contradice quepa~ A. 

2.11 Teorema 

Sea X un dendroide suave en p, A e Cp(X) contiene un punto 

esencial, si y sólo si dim BE(A) = m V e> O. 

Demostración 

Supongamos que A 

demostraremos que 

morfo a In . 

contiene un punto esencial y sea e> O, 

V ne~, BE(A) contiene un subespacio horneo-

Por el corolario 2.7., A contiene un punto q esencial y suave. 

Dividiremos la demostración en dos casos: 

I. gr(q) = m. 

II. Existe un arco a y una sucesión {vn} ~ a tal que 

gr(vn) i!:: 3 y lim Vn = q. 

I. 

l) Supongamos que existen u1, ... un f A tales que 

qm " quJ = { q}. 

Denotamos por Vl al último punto en qu1 "A. Podemos suponer 
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que d(A,t) < e V t E VlUl. 

Para cada t e v1u1, el conjunto Al(t) = A u v1t e C(X) y 

D(A,A1(t)) < c. Entonces 

S = {At(tt) u ... u An(tn) lt1 E VlUl} s;; BC(A) 

que asocia a ( t1, ••• , tn), el elemento At ( t1) u 

y la función 

V An(tn) E S 

es un homeomorfismo entre n I y S. 

2) Como gr(q) = ,,,, si no ocurre el caso 1), entonces existen 

terminales de X, u1, ••• un e A tales que quin quJ = {q}. 

Por el lema anterior y utilizando la misma notación que en el 

lema, existe 6 > O tal que D(A6 ,A) < e • 

Sean ahora w1, ... ,wn, los terminales de A6 en los arcos 

qu1, ••• ,qun respectivamente. Entonces el conjunto 

esta contenido en Bc(A) y es homeomorfo a I 0
• 

II 

1) Supongamos que para alguna k, qvk s;; A y supongamos 

a) Existen elementos de la sucesión V , ... 1 V E 
kl kn 

y 

u1, ... ,un ti! A tales que vk1u1 n vkJuJ = q, y d(t,A) < e 

V t e v kl ul i= 1, ••. , n • 

Sea w1 e A tal que A n vk1u1 = vk1w1, entonces para cada 

te w1u1, Av w1t, es un continuo y D(A,A v w1t) < c. 

El conjunto {Av l:Jw1t1,t1 e w1u1} s;; Bc(A) es homeomorfo a In. 
1 = 1 
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b) Existen vk1 , ••• , vkn e qvk ; u1, ••• , un e A terminales, tales 

que vk1u1 n vkJuJ = t/>. Tornamos. entonces cS y s corno en el caso 

I. 2. 

2. Si a n A= {q}, entonces existen 

y u , ..• , u e X tales que 
1 n 

{A 
n 

El conjunto V qvk l .... J vk1 t1 1 
1 = 1 

V E a, 
k 

= "' 

ti E vk1u1} 

y 

s; Bc(A) 

horneornorfo a In, lo que concluye la demostración de 

suficiencia. 

es 

la 

Supongamos ahora que A no contiene puntos esenciales . 

Por el corolario 2. 8, X es suave en todo punto de A y 

entonces, el teorema 2.5 implica que ninguna sucesión de 

puntos esenciales converge a algún punto de A. 

Por otra parte no hay una infinidad de puntos de X, con grado 

> 2 que tengan un punto limite en A, pues si {an} es una 

sucesión que converge a a e A, entonces, si {an} está contenida 

en un arco, a es esencial y si { an } no está contenida en un 

arco, entonces el lema 2. 6 implica que en pa hay un punto 

esencial. 

Por todo lo anterior y por el lema 2.10, existe cS > O tal que si 

K e C(X) n BcS(A), entonces K no contiene puntos esenciales, los 

únicos puntos de grado > 2 contenidos en K, son los de A 

y K ~ Nc(A) donde e es corno en el párrafo anterior al lema 2.10 
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El conjunto S de puntos a e A para los cuales existe algún 

arco a= [a,w(a)] tal que (a,w(a)] ~ Ac es finito y el número 

máximo 1 de estos arcos tales que dos de ellos se intersectan 

a lo más en el extremo a e A es también finito. 

Tomaremos w(a) de modo que si x e [a, w(a)], entonces d(x,a) < 6. 

Si Tes el conjunto de terminales de X contenidos en A, entonces 

el número k de elementos de T es finito. 

Si K e B6 (A) entonces K = Ne (A) u LJ [a, ya] u LJ [a, z (a) ] , 
aeT aes 

A 

donde ya e [a,a), z(a) e a= [a,w(a)) y los arcos a son los 1 

arcos posibles . 
• 

La función que asocia a K con (ya,za) es un homeomorfismo entre 

Bc5 (K) y Il+k . 

Puntos esenciales y conexidad. 

2.12. Teorema 

Sea X un dendroide suave en p. Supongamos que p no es 

esencial y no es terminal de X. Entonces p es un punto de 

corte de X, i.e X -{p} no es conexo. 

Demostración: 

Como p no es esencial y no es terminal, 2 s gr(p) = n es 

finito. Sean a1, ... ,an puntos terminales de X, para los 

cuales, si 1 .i: J, pa1 n paJ = {p} y sea 
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A = J { X E Xlpx n paJ contiene un subarco de paJ } . 
Es claro que X - {p} = l:J AJ y que Al n AJ = (/>. 

J=l 
Bastará demostrar que cada AJ es abierto. 

Sea X E A 
J 

y supongamos que X es limite de una sucesión 

{Xn} s; A;. Podemos suponer que para alguna k fija, distinta de 

j , xn e A.k V n e IN. Denotemos por bn al último punto de pak 

en el arco que va de p a Xn. Como p no es esencial y 

gr(bn) > 2, p ~ lim bn = b . Por otra parte px = lim pxn = 

lim (pbn u bnXn) = pb u bx. 

Asi que pb s; px por lo que b e AJ: Pero bn e pak V n y 

esto implica que b e A.k • Asi que pb s; pak • Pero pb debe 

compartir un subarco con 

pak n paJ = {p} . 

paJ Esto es absurdo ya que 

Es claro que si pes terminal, entonces p no es de corte, las 

otras dos hipótesis del teorema también son necesarias para que 

p sea de corte, véase la figura 9 • 

¡,., ... .. .. .. 
: .. 
"' ... 
i 

p 

a) p no es terminal, no es b) p no es terminal, es suave 

esencial, pero no es suave, pero es esencial, 

entonces no es de corte entonces no es de corte 

Figura 9 
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3. Puntos Orilla. 

3.1. Definición 

Diremos que un punto x e X (respectivamente S ~ X) está en la 

orilla de X si V e> o, existe A e C(X) tal que D(A,X) < e 

y x f A (resp. S n A=~) 

Es fácil ver que la siguiente definición es equivalente a la 

anterior: 

Diremos que x (repectivarnente S) está en la orilla si para 

cada función de Whitney µ:C(X) I y A e [0,1) existe 

A e C(X) con µ(A) >Atal que x f A (resp. S n A=~) 

3.2 Ejemplos 

· i) En las figuras 6(a) y 6(b), los puntos de la linea rosa y 

los puntos terminales son los puntos orilla. 

ii) En el cono del conjunto de Cantor, todos los puntos, 

excepto el vértice, están en la orilla. 

3.3 Teorema 

Si v es un punto de corte de un dendroide X, entonces v no 

está en la orilla. 

Demostración· 

Supongamos que X - {v} = U u V donde U y V son 

abiertos ajenos no vacios de X. Entonces u u {v} y V u {v} son 

elementos de C(X). Sea µ una función de Whitney de C(X) y 
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A= max {µ(U u {v}), µ(V u {v})}, entonces A< 1 y si µ(A) > A 

entonces ve A, lo que demuestra que v no es orilla. 

La implicación inversa es falsa: En el dendroide de la figura 

10 el punto p no es de corte y no está en la orilla 

3.4 Teorema 

··· ··· .. ·-..... 

·- ·.:: ...... 

.... ... 
·- ·-... :: 
.... -

p 

Figura 10 

Sea X un dendroide. Si q e X es un punto orilla que no es 

terminal y no es esencial entonces X no es suave en q. 

Demostración. 
Para cada ne IN existe An e C(X) tal que D(An,X) < 1/n y q 
ti! An. Por lo tanto hay una sucesión {gn}nelN que converge a g y 

tal que qn e An. Supongamos que existe un arco a: en X que 

contiene a qn para una infinidad de indices n, entonces q e a 
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1 y, como q no es terminal, podemos suponer que existe q e a tal 

que q está entre 1 q y qn para una infinidad de indices n. 

Sea 1 1 {qn}ne~ una sucesión que converge a q y tal que 

q~ e An. El arco qnq~ está contenido en An y por lo tanto no 

contiene a q, asi que gr qn > 2, lo que implica que q es 

esencial, contrario a la hipótesis. 

Como q no es esencial gr(q) es finito y entonces existe un 

arco a con un extremo en q para el cual los arcos 

qqn n a = qpn, con pn ~ q y pn ~ qn V n salvo un número 

finito. Si p es un punto limite de .{pn}, p es esencial y por 

lo tanto p ~ q. Si X fuera suave en q, lim qqn = q. Pero 

lim qqn = 11m (qpn u pnqn) = qp u 11m pnqn lo que muestra que 

p = q Esta contradicción termina la prueba del teorema 

3.5 Teorema 

Sea X un dendroide suave en p, supongamos que p no es 

esencial y que todos los puntos esenciales de X están en la 

orilla. Si en el arco pq, el único punto esencial es q, 

entonces q es del tipo II y existe una sucesión {qn} ~ pq tal 

que gr (qn) > 2 y lim qn = q . 

... 

Demostración 

El corolario·2.a implica que hay un punto en pq que es suave y 

que no es terminal. Sin perder generalidad llamaremos de nuevo 

p a este punto y, entonces podemos afirmar, por el teorema 
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anterior, que p no está en la orilla. 

Como q es esencial, q está en la orilla de X asi que existen 

continuos An tales que D(An,X) < 1/n y q ti! An. Como p no 

está en 

Si el 

la orilla pe An sin es suficientemente grande. 

gr(q) = 1 entonces q tiene que ser del tipo II y la 

sucesión {qn} es como en el enunciado del teorema. 

Supongamos que gr q ~ 2 y sea u e X tal que pq n uq = {q}. 

Como q ti! An, u ti! An. Pero { An} converge a X, as 1 que debe 

existir un e An tal que lim un = u. A partir de cierta n, 

Un ti! pq, ya que u ti! pq. 

Llamemos qn e pq al punto para el cual pq n pun = pqn, entonces 

qn e An pues p, Un e An. Sea qo un punto limite de {qn}. 

Si qo = qn para una infinidad de indices n, entonces qo e An 

y por lo tanto qo.,,,. q. Como, además qo e pq¡ qo no esesencial, 

asi que hay un arco a con un extremo en qo tal que para 

una infinidad de indices n., qoun n a = qoyn con yn .,,,_ qo. Es 

claro que gr yn > 2, asi que lim yn = y .,,,_ qo. Pero entonces 

lim pun = lim(pyn u ynun) = py u yu .,,,_ pu 

y esto contradice la suavidad de p. 

De modo que el conjunto {qnlnelN} es infinito y gr(qn) > 2 lo 

que implica que lim qn es esencial. Como este limite es elemento 

de pq entonces lim qn = q y esto demuestra el teorema. 
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4. Funciones Continuas en Dendroides Suaves 

En esta sección utilizaremos funciones continuas en dendroides 

suaves similares a las que aparecen en [4]. 

4.1. Lema 

Sea X un dendroide suave en p yµ 

de Whitney 

C(X) [0,1] una función 

i) Si H : X X I 
p 

X es la función definida para (x,t) e X x I 

como el elemento H (x, t) de px para el cual 
p 

µ(pH (x,t)) = tµ(px) entonces H es continua. 
p p 

ii) Si A e Cp(X) y Os s s t s 1, entonces 

u= l_JH ({X} X [s,t]) e C(X) 
xeA P 

Y las funciones 1/1 
p 

: I--+ C(X) y J : C(X) x I--+ C(X) 

definidas por 

1/1 (t) = l JH ({X} X [0,t]) 
p xex p 

y J(A,t) = l_JH (x,t) 
XEA P 

son continuas. 

Demostración 

La continuidad de Hp, 1/1 y J se sigue de la continuidad de la 
p 

función de Whitney, de la continuidad de la función l_J y de la 

suavidad de X en p. 

ii) Para la conexidad de u, obsérvese que {p} = Hp(p,s), para 

cualquier se [O,l]. Como pe A entonces pe U, por lo cual, 
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bastará demostrar que si v e U entonces el arco pv está 

contenido en U. Sea v = Hp(x,r) donde x e A y re [s,t] y sea 

u e pv. Entonces las desigualdades rµ(pp) =Os µ(pu) s µ(pv) 

= rµ(px) implican la existencia de un elemento y e px n A 

para el cual µ(pu) = rµ(py) y esto demuestra que u e u ya que 

u = H (y,r) 
p 

4.2. Lema 

Sea X un dendroide suave en p y e> O. Entonces existe un 

árbol TA y una retracción rA:X--+ TA tal que si A e Cp(X) 

y definimos r(A) = rA(A) u prA(A), entonces D(A,r(A)) < e • 

Demostración 

Para cada n e ~ existen un árbol Tn y ·una retracción 

rn : X --+ T tales que d(x, rn(x)) < 1/n. ([3]). La sucesión 

{rn(p)} converge a p, asi que la sucesión de arcos {prn(p)} 

converge a {p} y, por lo tanto, D(prn(p),p) < e sin> no. 

Fijemos n > max {no,l/c} y hagamos TA= Tn y rA = rn. 

Bastará demostrar que para cada a e A, d(a, r(A)) < e y para 

cada be r(A), d(b,A) < c. 
A A 

Si a e A, r(a) e r(A) y d(a,r(a)) = = d(a,rn(a)) < c. 
A A 

Si be r(A), entonces b = r(a) y d(b,a) < c. 
A 

Por último, como prA(A) ~ prA(p), y d(p,pr(p)) < e entonces, 

si be pr(A),d(p,b)) < e y como pe A, esto termina la prueba 

del teorema. 
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4.3. Teorema 

Sean X un dendroide suave en p y µ : C(X) -+ (O, 1] una 

función de Whitney. Sea Ao e (0,1) y e> O. Entonces existe un 

árbol T que contiene a p y funciones continuas 
-1 -1 A -1 -1 

R : µ ( Ao) -+ µ ( AO) n C ( T) y R : µ ( AO, 1 ] -+ µ ( Ao, 1 ] n C ( T) 
p p p p 

A 

tales que D(A,R(A)) < e y D(A,R(A)) < e 

Demostración 

Sea 6 > O tal que si D(A,B) < 6 entonces lll(A) - µ(B)I < 1- Ao, 

Supondremos, sin pérdida de generalidqd, que e< 6. 

Sean ~>O tal que si A~ By µ(B) - µ(A)<~ entonces 

D(A,B) < e (ver 2.2, capitulo I) • Finalmente, sea O< a< e/2 

tal que si D(A,B) < a entonces lll(A) - µ(B)I < ~. 

Por el lema anterior, existe T"' un árbol y r"': X -+ T"' una 

retracción tales que D(A,r(A)) < a. ( res la función definida 

en el lema anterior). 

Por el teorema 1.2 de este capitulo, res continua y su imagen 

está contenida en T = T"' u pr"'(T"') que también es un árbol. 

Es claro que D(X,T) s D(X,T"') < a, lo que implica µ(T) > Ao, 

Sean ahora h1,h2:C (T) x I-+ e (T) definidas como 
p p 

Si 

hl(A,t) = l_JH (x, 1-t) 
xeA P 

A 

y h2(A,t) = A u l_JH (x,t) 
XET P 

µ(A) i!:: Ao, existe h1 (A) e h1 ( {A} X [ O , 1 ] ) tal que 

µ(ht(A)) = Ao y si µ(A) s Ao existe h2(A) e h2({A} x [0,1)) 

tal que µ(h2(A)) = µ(A) (véase el teorema de cambio de 
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parámetro, en la sección 2 del capitulo I) 

Sean A e µ-1(Ao) y R(A) = {~1(r(A)) si µ(r(A)) ~ Ao 
P h2(r(A)) si µ(r(A)) s Ao 

-1 A 

A eµ [Ao,l] y R(A) = 
p 

{ r(A) si µ(r(A)) ~ ).o 
h2(r(A)) si µ(r(A)) s Ao 

Para demostrar que R y R son continuas basta observar que 
A A 

h2 y r lo son y h1(r(A)) = r(A) = h2(.r(A)) si µ(r(A)) = Ao. 

Por otro lado D(A,r(A)) <a~ lµ(A) - µ(r(A)I <~.Pero 

µ(A) = µ(R(A)) 

A 
-1 

e µ [ Ao 1 1]. 
p 

o -1 A 

si A eµ (Ao) y µ(A)~ µ(R(A)) 
p 

Asi que lµR(A) - µr(A)I < ~ y 

si 

A 

h1, 

lµR(A) - µr(A)I < ~ lo que implica que D(R(A),r(A)) < c/2 ya 

que r(A) ~ R(A) o viceversa y que D(R(A),r(A)) < c/2 ya que 
A 

r(A) ~ R(A) 

Finalmente D(A,R(A)) s D(A,r(A)) + D(r(A),R(A)) < c/2 + c/2 = e 
A 

y lo mismo es válido para R. 

4.4 Teorema. 

Sea X un dendroide suave en p y supongamos que algún punto 

esencial qo de X no está en la orilla. Sea µ:C(X)-+ [0,1] 

una función de Whitney y A e (0,1) con la propiedad de que 

µ(A)~ A~ qo e A. Entonces 

a) Existe una función F : -1 -1 
µ (A,l]-+ µ [A,l], continua tal 

p p 
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que F(A) es un dendroide con una infinidad de puntos terminales 

y D(A,F(A)) < c. 

b) Para toda a> A existe una función 

continua, tal que G(A) tiene una infinidad de terminales y 

D(A,G(A)) < e. 

Demostración 
-1 Podemos asegurar que si A eµ (A) entonces A contiene un 
p 

punto q esencial tal que X es suave en q (corolario 2.8). 

Sea a(c) > O tal que si A~ B y µ(B) - µ(A)< a(c) entonces 

< c. D(A,B) 

a) Sea -1 F(A,t) =Av '1/1 (t), A eµ [A,l] y te [0,1]. q p 

Puesto que las funciones 'l/lq (lema 4.1) y u son continuas, Fes 

continua. 

Para cada -1 
A Eµ [A 1 l], F({A} X [0 1 1]) 

p 
es un arco ordenado con 

extremos en A y en X, por lo tanto existe un único elemento 

F(A) e F({A} x [O,l]) para el cual 

µ(F(A)) = min {µ(A)+ a12, 1} donde a= a(c). Es claro que A 

está propiamente contenido en F(A) y que, por la forma en que 

se definió F, F(A) tiene una infinidad de terminales (figura 11). 

La distancia D(A,F(A)) < e debido a la forma en que se eligió a. 

La continuidad de F se sigue del teorema de cambio de parámetro. 

b) Definimos 
... -1 
J:µ (a) X [0,1]-+ C(X) 

p 
como 
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J(A,t) = l_JHq(x,1-t). Por el lema 4.1 ii), J es continua y 
xeA 

para cada A e µP- 1 (a), j({A} x [0,1]) es un arco ordenado con 

extremos en {q} y en A. Sea a= a(c/2) y~= min{a, a-A}. 

Existe un único J(A) e J({A} x [0,1]) tal que 

µ(J(A)) = a - ~~A. Entonces J(A) contiene a q. La función 

G estará definida por G(A) = F(J(A)) donde F es la función 

del inciso a), sustituyendo a a/2 por ~, asi obtenemos, por 

un lado, µ(G(A)) = µ(J(A)) +~=a y, por otro, 

D(A,G(A)) ~ D(A,J(A)) + D(J(A), G(A)) < c/2 + c/2, 

debido a la forma en que se eligió a. Es claro que G es 

continua y que G(A) contiene una infinidad de terminales . 

.f(~'\ 

Figura 11 
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CAPITULO 111 

HIPERESPACIOS CON PUNTA 

DE CONO 
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l. Definiciones y Ejemplos. 

l. l. Definición 

Sea X un continuo y µ un mapeo de Whitney para C(X). 

El hiperespacio C(X) tiene punta de cono respecto aµ, si existe 
-1 -1 A e [O, µ (X) ) tal que K ( µ (A) ) ~ µ [A, 1] • 

Si Fes un homeomorfismo entre estos dos conjuntos, llamaremos 

a F homeomorfismo de cono. 

Si para algún homeomorfismo de cono, F, la imagen del vértice 

del cono es X, diremos que C(X) tiene punta de cono con vértice 

en X. 

Si Flµ- 1 (A)X{O} es la identidad, diremos que C(X) tiene punta 

de cono con la base fija. 

El homeomorfismo de cono F preserva niveles de Whitney si 

es un homeomorfismo sobre -1 
µ (cx(t)) donde ex es 

un homeomorfismo de [O,l] en [A,l] con cx(O) = A. 

1.2. Definición. 

Sea A e C(X) y CA(X) = { K e C(X) 1 A~ K }. Diremos que C(X) 

tiene punta de cono relativa a A si 

µ-1 ((). 1 1]) n CA(X) = K(µ-1 p.) n CA(X)), 

para alguna A e [O,µ(X)]. 
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1.3. Ejemplo 

Sea X el continuo de la figura 12(a). Clasificaremos a los 

subcontinuos de X en dos tipos: 

i) Subcontinuos que contienen a p. 

ii) Subcontinuos que están contenidos en uno sólo de los arcos 

pvk .. k = 1,2,J, de X. 

(Naturalmente estas dos familias tienen intersección no vacia). 

Los que contienen a p se pueden representar mediante coordenadas 

(x,y,z), o~ x, y, z ~ l., en el espacio euclideano de tres 

dimensiones~ Con esta representación, la imagen de esta familia 

de subcontinuos es el cubo de la figura 12(b). Los subcontinuos 

de la familia ii) son los subcontinuos de un intervalo asi que se 

pueden representar mediante un triángulo que queda pegado al cubo 

como se muestra en la figura 12(b). Para demostrar que el cubo 

con alitas de la figura 12(b) es homeomorfo a C(X) se utilizan 

argumentos similares a los del ejemplo I.1.2. 

Claramente C(X) i K(X) ya que K(X) tiene dimensión 2. 

Supongamos que la longitud de cada uno de los arcos que van de 

el punto palos extremos., v1, v2 ., v3 ., tiene longitud 1/3., de 

modo.queµ (X)= 1 y sea µ la función de Whitney en C(X) que 

asocia .su longitud a los subcontinuos considerados en ii) y 

a los subcontinuos K., considerados en i )., la suma ex +ex +ex 
1 2 3 

donde exk es la longitud de K n pvk 
Ahora bien si P es el plano que pasa por los puntos (1.,1.,0)., 

(1.,0.,1) y (0.,1.,1) entonces 
P n Cubo= µ- 1 (2/3) y µ- 1([2/3.,1})= K(µ- 1 (2/3)) 

lo cual se puede observar en el dibujo. Esto demuestra que C(X) 

tiene punta de cono con vértice en X y la base fija. 
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·~~ 
3 

(a) 

(1,0,i) 

(b) 

Figura 12 
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2. Graficas Finitas. 

En esta sección demostraremos que el hiperespacio de una gráfica 

finita tiene punta de cono. 

2.1.Definiciones. 

Una gráfica finita es una terna (V,A,~) donde V y A son 

conjunto finitos (vértices y aristas resp.) ajenos y 

~ : A --+ v<2 >, es una función de A en el conjunto v<2> de pares 

no ordenados de v. 
Es bien conocido que toda gráfica X= (V,A,~) se puede representar 

en R3 de la manera siguiente: 
3 A cada vértice u de X le corresponde un punto x de R. 

u 

A cada arista a e A, le corresponde un arco cx(é!l) de x a x , si 
U V 

~(a) = {u,v}. 

Si cx(a) n cx(a') * f, entonces ~(a) n ~(a')* f y 

cx(a) n cx(a') = {X : u e ~(a) n ~(a')} . ,u 

Si U e V ~(a)' entonces x f cx(a). 
u 

(Esta condición es 

redundante cuando X no tiene puntos aislados). 
3 Diremos que la gráfica Ges conexa si el subconjunto de R que la 

representa ({x 
u 

: u e V} v l_Jcx(a) ) es conexo. 
aeA 

Para cada a e A fijaremos un homeomorfismo entre el 

intervalo [0,1] y cx(a). 

2.2 Lema. 

Sea X una gráfi~a finita y µ un mapeo de Whitney para 2x. 

Entonces existe A e [0,1) tal que V K e 2X que satisface 

µ(K) ~ A se tiene K n Inta * f V a e A. 
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Demostración. 

Para cada a e A denotemos por Xa a cualquier subconjunto abierto 

no vacio de X contenido en a y diferente de Inta. Los conjuntos 

X-X0 son cerrados y µ(X-X0 ) < l. Como A es finito, si hacemos 

A= max{ µ(X - X ):a e A} entonces A satisface las condiciones a 

del lema. 

2.3. Definiciones: 
. -1 Sea A como en el lema anterior y K eµ [A,l] n C(X). 

Para cada a e A hay cuatro posibilidades: 

i) Kna = [O,u) u (v,l), O,u,v,1 e a y O~ u< v ~1 

ii) Kna = [O,u), O< u< 1 

iii) Kna = [V,1] 0 <V< 1 

iv) Kna = a. 

En cada uno de los primeros tres casos definimos: 

a) El centro de K en a, c(K,a) = e, como: 

i) e= u/(u+l-v); ii) e= 1; iii) e= O. 

b) En los cuatro casos, para cada t e'[O,l], 

i) u(t) =te+ (l-t)u; v(t) =te+ (l-t)v 

Ka(t) = [O,u(t)] u (v(t),l] 

ii) u(t) = t + (1-t)u 

iii) v(t) = (1-t)v y 

y Ka(t) = [O,u(t)] 

Ka(t) = (v(t),l] 

iv) Ka(t) = a y 

e) Ka(O,l] = {Ka(t):t e (0,1]} ~ C(X) 

y 

d) En cualquiera de los tres primeros casos, denotaremos por 
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Co(Kna) a la componente conexa de Kna que contiene a O y por 

C1(Kna) a la componente conexa de Kna que contiene a l. 

e) La función -1 -1 f: µ (A) x I ~ µ [A,l] estará definida por 

f(K,t) = l_JKa(t). 
aeA · 

Para verificar que f está bien definida, observemos que 

u= u(O) s u(t) s u(l) = c = v(l) s v(t) s v(O) = v, de hecho 

u(t) y v(t) recorren linealmente una trayectoria de u a c y de v 

a c, respectivamente. 

Debido a lo expuesto en el párrafo anterior, K ~ f(K,t) V te I 

por lo que µf(K,t) ~ A. 

Es conexo por trayectorias debido a que K lo es y V x e f(K,t) 

hay una trayectoria de x a K, como ya vimos arriba. 

Por otra parte, puesto que f está definida como unión finita 

de cerrados, f(K,t) es cerrado. 

2.4.Lema. 

i) La definición de centro es independiente del sentido del 

homeomorfismo que elegimos al identificar a con el intervalo 

I = [O,l]. 

ii) Para cada a e A, las funciones 

K ~ c(K,a), (K e µ-1 (A) - {KIK n a~ a}); 

(u,t) ~ u(t) y (v,t) ~ v(t) 

son continuas. 
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Demostración 

i) Sea a. e A una arista para la cual K n ll .,,_ a. y sea ,; 

definido en I el homeomorfismo con el cual identificamos a a 

con I. 

Sea h definida en I como h(t) = 1-t y~= ,; 0 h el homeomorfismo 

que identifica a a con I en el sentido inverso al de,;. 

Si interpretamos el centro de K en a como ,;(e) donde c se 

define como en 2.4 (a) entonces, cuando el homeomorfismo es~, 

el centro de K en a es ~(l-v/1-v-l+u+l) = ,;(h(l-v/u-v+l) = 

= t;(u/u-v+l) = ,;(c). 

La verificación de ii) es inmediata. 

2.5.Teorema 

a) El hiperespacio de C(X) de una gráfica finita tiene punta de 

cono con vértice en X y base fija. 

Más aún: 

b) Si f * es el homeomorf ismo de cono, para cada K e ,.(1 p.) , 
. * el conJunto {f (K,t):t e I} es un arco ordenado con extremos en 

K y en X . * y la función f (K,t) es una función creciente de t. 

* * Esto es: f (K,s) e f (K,t) sis< t. 

c) Existe un homeomorfismo de cono que preserva niveles de 

Whitney. 
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Demostración: 

Sea f la función que definimos en 3e) y como en la 

demostración del lema I.3.1. 

Como Ka(O) = K na V a e A, entonces f(K,O) = K. Esto demuestra 

* que f preserva la base. Además Ka(s) e Ka(t) sis< t lo que 

demuestra la afirmación del inciso b). Por otra parte Ka(l) = a 

V a e A, asi que f(K,l) = X, lo cual demuestra la hipótesis i) 

* del lema I.3.1. y que f manda al vértice del cono en X. 

Demostraremos que fes continua y satisface la hipótesis ii) 

del lema I. 3. l. 

Continuidad: 

Sean (K,s), 
0D -1 

(Kn,sn)n=l eµ().) x I y supongamos que (Kn,sn) 

converge a (K,s). Para demostrar que f(Kn,sn) converge a f(K,s) 

utilizaremos la igualdad que está antes de la definición I.1.2. 

Sea x e f(K,s), entonces x e a para alguna a e A y, ya que los 

demás casos se demuestran en forma análoga, podemos suponer, 

sin perder generalidad que x e Co(f(K,s) n a). 

Ahora, si Co(K na)= [O,u] y xi K, entonces u > O y 

x = u(t) donde O< t s s. 

Por la convergencia de Kn a K, si Co(Knna) = [O,un] entonces 

lim un= u y, por lo tanto, para una infinidad de valores den, 

Un > 0. 

Ahora bien, si t < s, entonces, para una infinidad de valores de 

n, t < Sn. Esto implica que Un(t) e f(Kn,sn). 

Pero lim un(t) = u(t) = x, asi que x e lim f(Kn,sn). 
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Si t = s, entonces la sucesión {un(sn)} converge ax y de nuevo 

X e lim f(Kn,sn). 

-Si x e K entonces x e lim Kn ~ lim f(Kn,sn). 

Ahora supongamos que x e lim f (Kn, sn). Entonces una sucesión 

{xn}, Xn e f (Kn, Sn) converge a x. 

Si para una infinidad de valores de n, 

x e K e f(K,s). Supongamos, entonces que 

toda n. 

Xn e Kn, entonces 

Xn ~ Kn para casi 

Ya que la gráfica X tiene solamente un número finito de aristas, 

hay una a e A que contiene a Xn para una infinidad de valores 

de n y podemos también suponer que Xn e Co(f (Kn,sn) n a). Si 

Co(Kn n a) = [O,un], entonces Xn = Un(tn), O < tn ::5 Sn. 

Por otra parte, si lim un = u, entonces Co(K n a) = [O,u] y 

un(tn) converge a u(t) para alguna t entre ·O y s, lo que 

demuestra que x = u(t) e f(K,s) y esto demuestra la continuidad 

de f. 

Demostraremos que f es inyectiva. 

Sean (K1,s1) y (K2,s2) elementos distintos del dominio de f. 

Si K1 = K2 entonces, sin pérdida de generalidad, si < s2. De la 

definición de f se sigue que f(K1,s1) está propiamente contenido 

en f ( K2, s2) . 

Supongamos que K1 :at K2 y que para alguna a e A, Kma y K2n<1 no 

son comparables, es decir, ninguno de ellos está contenido en el 

otro. 
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Si Krna = [O,u1] v (v1,l] y K2na = [O,u2] u (v2,l], podemos 

suponer sin pérdida de generalidad que O~ u1 < u2 y v1 < v2 ~ l . 

. Entonces el centro c1, de K1 en a y el centro c2, de K2 en a 

satisfacen la relación c1 < c2 y, por lo tanto, V t e I 

Ul { t) < U2 { t) ••• { 1) y Vl ( t ) < V2 { t ) . . . ( 2 ) 

(véase la figura 13) 

Si f(K1,s1) = f(K2,s2) entonces K1a(s1) = K2a(s2). Esto 

implica, por la desigualdad (1), que s1 > s2 y por (2), que 

81 < 62. 

Ahora supongamos que K1 na y K2 na son comparables V a e A. 

Como K1 ~ K2, entonces Km& ~ K2/'\& para alguna & e A • Digamos 

que el primer conjunto está contenido en el segundo. 

Entonces K1&( s) e Ké!&( s) V s e I y por lo tanto si K1&( sl) = 

= K:.!&( s2), debe cumplirse s1 > s2. Pero µ(K1) = A = ll(K2), as1 

que Krne :, K2ne 

para alguna e e A. El mismo razonamiento que hicimos para la 

arista&, nos conduce a concluir que si f(K1,s1) = f(K2,s2) 

entonces s1 < s2 lo que demuestra que fes inyectiva. 

Para demostrar que fes suprayectiva, sea 

a e A 

-1 
HE ll [A,l] y 

Si H na ~ a entonces Co(Hna) = (O, u] 6 <; y C1 (Hna) 

Denotamos porcal centro de H en a. 
A A 

A 

= [v,l] 6 <;. 

Cuando u~ O, definimos tº = u/c y a. u(t) = (u - tc)/(1 - t) 
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t 
e • ~ e a. .. , .u, Ct.) < .u2. (t.) 
l Ve(i:.) 4:- "7"2,.Ci.). 

Figura 13 

Si IC1na y IC21'\a no son comparables, 

entonces K1a(s1) :ae K2C1(s2). 
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para te [O,t;]. Nótese que u(O) = u y u(t;) = O 

Si u= O, definimos u(t) = O V te I 

Si v * 1, definimos t ~ = ( 1 - v) / ( 1 - e) y 
A 1 

v(t) = (v - tc)/(1 - t) para te [O,tal· Análogamente v(O) = v 

y v(t~) = 1 
A 

Si v = 1, entonces v(t) = 1 V te I. 

Es claro que las funciones u y v dependen de la arista a. 

Nótese .también que si~* O y v * 1, tº = t! . Denotamos por a .... 
o 1 

ta a ta= ta. 

Definiremos ta 
1 • o 

=ta, si u= O, y ta= ta, si v = l. 

El centro c(t) de la arista [O,u(t)] u [v(t),l] es igual a e 

independientemente de t. 

Verificaremos la última afirmación: 
A A A A A A 

e ( t) = ( u - te)/ ( u - v + 1 - t) • Sabemos que e = u/ ( u - v + 1 ) , y 
A A 

de aqui, u= c(u - v + 1), asi que 
AA.A A AAA A A 

c(t) = (c(u-v+l) - tc)/(u-v+l-t) = c(u-v+l-t)/u-v+l-t = c. 

Definimos ahora Ha(t) = a V te I si H na= a. 

En los demás casos, para te [O,ta] 

f 
!\ 
'¡ 

¡ 

{
[O,u(t)] u [v(t),l]si Co(Hna) y C1(Hna) son ambos, no vacios 

Ha(t) = [O,u(t)] si C1 (Hna) es vacio 

(v(t),l] si Co(Hna) es vacio 

Si to= min {ta:a e A} entonces O< to= t 0 para alguna a e A. 
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Sea~ definida para te [O,to] como 

~(t) = {Ha(t>}aeA e 22X Es fácil verificar que ~ es una 
X 

función continua, cuando 22 es el hiperespacio de cerrados de 

2X y la función µ 0 l_J O ~ que asocia a cada t e [O, to] la 

medida de Whitney µ de l_JHa(t) es también continua. 
a.eA 

Por otro lado µ( l_J (~(O))) = µ(H) ~ A y por la forma en que 

elegimos A 1 µl_J~(to) < A. 

Por el teorema del valor intermedio existe Te [O,to) tal que 

µ(l_J(~(T))) = A. 

Sea K = l_J (~(T)) = l_JHd(T), entonces Kn a. = Ha.(T) y, por lo 
O..EÁ 

""' A """ A 

tanto Ka.(T) = [O,Tc+(l-T)U(T)] V [Tc+(l-T)V(T)] = [O,u] V [v,l] 

= H na. cuando Ha.(T) = [O,u(T)] v [v(T),l]. En· los otros dos 

casos posibles para Ha.(T), la demostración es similar. Esto 

demuestra que f(K,T) = H. 

Por todo lo que se demostró arriba, f satisface las hipótesis del 
* . lema I.3.1 y, por lo tanto f es un homeomorfismo de cono con 

las propiedades del enunciado del teorema. 

e) Para cada A e µ-1 (A) f* ( {A} x I) es un arco ordenado con 

* extremos en A y en X. Sea h(A,t) e f ({A} x I) tal que 

µ(h(A,t)) = (1-t)A + t. Entonces hes un homeomorfismo de cono y 

preserva niveles de Whitney. 
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3. Dendroides Suaves. 

3.1 Teorema 

Sea X un dendroide suave en p y supongamos que X contiene un 

punto esencial que no está en la orilla. Entonces para toda 

función de Whitney µ: C(X)-+ I, existe i\.o e [0,1) tal que 

K ( µ-1 ( i\.o) ) lile Q e µ - 1 [ i\.o 1 1 ] 
p p 

donde Q es el cubo de Hilbert. 

-1 -1 Aun más: existe un homeomorfismo h entre K(µ (i\.)) yµ [i\.,l] 
p p 

-1 
tal que H(A,O) =AV A Eµ (i\.) y h(A X {l}) = X i.e. C(X) tiene p . 

punta de conoo con vértice en X y la base fija. 

Demostración 

Ya que X contiene un punto esencial que no está en la orilla, 

existe i\. e [0,1) y un punto esencial en X co~tenido en cada A 

para la cual µ(A)> i\.. 

Por el corolario 2. 7, podemos suponer que existe un punto 

esencial q tal que X es suave en q y q e A si A e 

Sea 1 > i\.o > i\. • Para demostrar que los espacios 

-1 
µ [i\.,l]. 

p 

-1 
µ [ i\.o 1 1] 

p 

µ-1 (i\.o) son cubos de Hilbert, utilizaremos la siguiente 
p 

caracterización (véase [13]). 

Un espacio métrico M localmente compacto es homeomorfo al cubo 

de Hilbert s.i y sólo si 

i) Mes un ANR, contractible y 

y 

ii) el conjunto de funciones Zeta en C(Ik,M) es denso en C(Ik,M). 



(Un espacio métrico es AR (resp. ANR) si V espacio métrico Y, 

K s;; Y cerrado y f : K ---+ M continua, existe una extensión 

continua de fa Y (resp. a una vecindad de K en Y). ) 
-1 -1 La propiedad i) se cumple, para M = µ [Ao,l) y M = µ (Ao) 
p p 

ya que, por ser compactos, ambos espacios son localmente 

compactos y puesto que ambos son AR ([6]), entonces son ANR. 

Como K = M x {O} u M x {l} es cerrado 

en M x I, entonces, si Mes AR, la función f: K---+ M, definida 

por f(x,O) = x y f(x,1) = xo e M V x e M, tiene extensión 

continua a X x I y, por lo tanto nuestros espacios M son 

contractibles. 

Además por ser compactos y métricos, ambos espacios son 

separables asi que, para probar la propiedad ii) demostraremos 
k que dadas h1, h2 e C( I ,M) -1 ( en este caso M es µ [ Ao, l] ó 

p 

-1 
µ (:.\o)) y e > O, existen h1, 

p 

A k 
h2 e C ( I ,M) tales que 

A A 

D(hl(t),h1(t)) < e 1=1,2 y h1(Ik) n h2(Ik) = t;. (Véase 

párrafo despues de I.5.2) 

Dadas las funciones h1, h2 y la e> O, definimos: 

el 

h1 = R O h2 y h2 = G º h2, donde R es la función del teorema 

II.4.3. y G la del teorema II.4.4.a), en el caso en el que 
-1 M = µ (Ao). Debido a que Ao > A, y A satisface la hipótesis del 
p 

teorema 4. 4, G está bien definida y se sigue inmediatamente de 

los teoremas mencionados que h1 y h2 son continuas y que 

D ( h1 ( t ) , h1 ( t ) ) < e , 1 = 1, 2. 

Ahora bien, la imagen de un punto, bajo R, es un subcontinuo de 

un árbol y, por lo tanto, es un árbol, mientras que la imagen de 
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un punto bajo G, contiene una infinidad de terminales, de modo 

que no es un árbol. Esto demuestra que las imagenes de h1 y h2 

no se intersectan. 
-1 A 

Para el caso de M = µ [Ao,l], h1 =R O h1 y h2 =F O h2, donde 
p 

Res la función del teorema II.4.3 y F la del teorema II.4.4.a). 

La demostración de que ambas funciones satisfacen las 

condiciones requeridas es análoga a la del caso anterior. 
-1 Por otra parte, K(µ (Ao)) es homeomorfa a K(Q) y este último 
p 

espacio es homeomorfo a Q ([l], teorema 12.2). 
. -1 Los con Juntos µ ( Ao) x {O} 

p 

-1 y µ (Ao) 
p 

son subconjuntos Z de 
-1 -1 , 

K(µ ( Ao) y µ [ Ao, 1], respectivamente 
p p 

(Ejemplo I.5 .2 y teorema 

1 del capitulo III). Por otra parte, demostramos también, en el 

ejemplo I.5.2 que el vertice de un cono es un subconjunto Zeta 
-1 . del cono . Demostraremos que el punto X eµ [Ao,l], es también 
p 

-1 un subconjunto Zeta. Para esto, tomemos F : Q--+ µ [Ao,l] una 
p 

-1 funcióon continua y e> O • Sea f : Q--+ µ [Ao,l] definida por 
p 

A A 

f(q) = R(f(q)) donde R es la función del teorema II.4.3, 

entonces fes continua y dista de F en menos que e • Si A es un 
A 

elemento de la imagen de R entonces A es un subcontinuo de un 

árbol, de modo que X é Im f. (Estamos suponiendo que X tiene una 

infinidad de terminales pues el otro caso queda incluido en el 

teorema 2.5). 

Por otra parte, es fácil verificar que 1 a unión finita de 

subconjuntos Zeta es subconjunto Zeta 

Sea j la función definida en -1 -1 
µ ( Ao ) X { O } u µ ( Ao ) X { 1 } en 

p p 
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-1 . . -1 
ll [ Ao, 1 ] v {X} , ) (A, O ) = A y ) ( ll ( Ao) X { 1 } ) = X. Entonces 

p p 

existe un homeomorfismo que es una extension de esta función a 

todo Q ([l] 11.1) lo que demuestra la última afirmación del 

teorema. 

3.2 Corolario 

Si X es suave en p y pes esencial entonces 
-1 -1 

K ( µ ( Ao) ~ Q = µ [ Ao, 1 ] 
p p 

para cualquier funcióon de Whitney µ y cualquier Ao > O. 

Demostración 

La demostración es la misma que la del teorema anterior ya que 

la hipótesis de un punto esencial que no esté en la orilla 

µ-1 [ Ao, 1] 
p 

solamente se utiliza para asegurar que todo A E 

contiene a este punto esencial . Pero en este caso, el punto 

esencial p E A V 
-1 hipótesis A E ll p.o, 1] por . 
p 

~.3 Teorema 

Sea X un dendroide suave en p y supongamos que el conjunto de 

todos los puntos esenciales de X está en la orilla. Si p no es 

esencial y si µ:C(X)-+ I es una función de Whitney y A e I, 

entonces -1 -1 
K(llP (A)) no es homeomorfo a IJ.P [A,l]. 

Demostración 

Supongamos que para alguna A e [O, 1) existe un homeomorfismo 



h : K ( µj;1 ( i\.) ) ~ µ¡;1 [ i\., 1] . Sea V = h ( µ¡;1 ( i\.) x { 1} ) y supongamos 

que 

i) V contiene algún punto esencial. Sea q e V tal que en el 

arco pq el único punto esencial es q, entonces q es del tipo II 

y existe una sucesión {qn} s; pq tal que gr qn > 2 y lim qn = q 

(teorema II.3.5). Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, 

que pqn s; pqn+l • 

Por otra parte, la hipótesis implica que hay un continuo A e 

µp1 (i\.) que no contiene ningún punto esencial. 

Supongamos que alguna y e pq, no es elemento de h(A,t) V t < l. 

Si y~ q, podemos suponer que algún elemento x e (p, x) tiene 

esta misma propiedad. 

Como p, q e V, entonces x e V, asi que hay una sucesión {Xn}, 

con xn e h(A,1-1/n), que converge ax. Pero pXn s; h(A, 1-1/n) 

asi que x ti! pxn y esto implica que cada arco de X sólo puede 

contener un número finito de elementos de la sucesión {Xn} 

Por el lema 2.5 hay un punto esencial en px. La única 

posibilidad es x = q. 

Debido a lo anterior, para toda Ne~, existe t < 1 tal que 

{q1, ... qN} s; h(A,t) y por lo tanto la dimensión de BcS (h(A,t)) 

es mayor o igual que N V N y V cS 

teorema II.2.10). 

(véase la demostración del 

Pero como A no tiene puntos esenciales, dim BcS(A,O) es finita V 

cS suficientemente pequeña (teorema II.2.10) y como dim BcS(A,O) = 

dim B~(A,t) V te [0,1) esto es una contradicción. 
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ii) Supongamos ahora que V no tiene puntos esenciales. Entonces 

B6 (V) tiene dimensión finita si 45 es pequeña; pero X tiene 

puntos esenciales y si h(A,t) = X, entonces A tiene puntos 

esenciales y por lo tanto toda bola abierta con centro en 

h(A,t) tiene dimensión infinita. Pero h(A,t) ~ B6 (V) si tes 

suficientemente cercana a 1 y esto es una contradicción. 

Pregtmta 

¿Si cada uno de los puntos esenciales de un dendroide suave 

están en la orilla, entonces el conjunto de puntos esenciales 

está en la orilla? 

Si la respuesta a esta pregunta es afirmativa, entonces los 

teoremas 2.1 y 2.2 se pueden enunciar como 

El hiperespacio C(X) de un dendroide suave X tiene punta de cono 

relativa a psi y sólo si algún punto esencial de X no está en 

la orilla o si pes esencial. 
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