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INTRODUCCION

X y C(X) de un continuo X, son los

Los hiperespacios 2
espacios de subconjuntos cerrados y de subcontinuos de X,

respectivamente, con la métrica de Hausdorff (I.1l).

Estos hiperespacios, dque son continuos conexos por
trayectorias, se estudian desde 1los afios 30, cuando los
matemdticos polacos Kuratowski, Mazurkiewicz y otros, iniciaron
el tema. Sin embargo, aun hoy, se conocen pocas construcciones
explicitas de hiperespacios de continuos.

En algunos casos C(X) es homeomorfo al cono K(X) de X, por

ejemplo, cuando X es un arco o una curva cerrada simple (I.4).

En este trabajo intentamos contribuir al conocimiento del
hiperespacio C(X), mediante dos generalizaciones de 1la
propiedad C(X) = K(X) : La propiedad de C(X) de tener punta de
cono y la de tener punta de cono relativa a un subconjunto de X
y estudiamos estas propiedades para dos tipos de continuos :

Grédficas finitas y Dendroides suaves.

La tesis estd organizada en la sigquiente forma :
En el capitulo I, exponemos conceptos b&sicos que faciliten la

lectura de la tesis.



ii

En el capitulo II exponemos definiciones y propiedades bésicas
de dendroides y dendroides suaves; introducimos los conceptos
de “"puntos esenciales" y ‘"puntos orilla" en dendroides;
demostramos propiedades que relacionan estos conceptos con la
dimensién del hiperespacio C(X) de un dendroide X y con la
conexidad y la suavidad de X. Mediante los puntos esenciales y
puntos orilla hacemos ciertas clasificaciones en dendroides
suaves gque tienen relacién con la propiedad punta de cono.

En este capitulo, demostramos también , la existencia de
funciones continuas en ciertos subconjuntos de C(X), cuyas
imdgenes son subdendroides de X con' una infinidad de puntos
terminales, en un caso y grédficas finitas contenidas en X, en
otro caso y, que ademds, tienen la medida de Whitney que se

quiera.

En el capitulo III definimos la:- propiedad de C(X) de tener punta
de cono y de tener punta de cono relativa; de tener punta de cono
con la base fija y con vértice en el elemento X de C(X).

Damos también, un ejemplo muy sencillo en el que se puede ver
gréficamente como el hiperespacio de un cierto continuo X (X es
la unién de tres arcos que se intersectan dos a dos en un punto
fijo) no es homeomorfo al cono de X, pero si tiene punta de
cono y finalmente demostramos :

i) Todas las graficas finitas X,tienen punta de cono con la base

fija y vértice en X.
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ii) Damos condiciones necesarias (relacionadas con los puntos
esenciales y orilla) para que un dendroide X,suave en uno de sus
puntos p tenga punta de cono relativa a {p}.

En este caso se puede afirmar que la punta de cono tiene la base
fija y vértice en X y que la "punta de cono" de C(X) es homeomorfa
al cubo de Hilbert.

iii) Damos condiciones necesarias para que un dendroide X, suave

en p no tenga punta de cono relativa a {p}.
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1. Los Hiperespacios C(X) y zx

En las secciones 1 a la 4, expondremos las definiciones
y resultados béasicos de la teoria de hiperespacios, necesarios
para el desarrollo de este trabajo. Como referencia el libro de
Naddler [9] es ideal, véase también [5] .

Un continuo es un espacio métrico compacto y conexo.
La nomenclatura de "continuo" se utiliza también cuando el
espacio es solamente Hausdorff y no métrico. Sin embargo para

nosotros un continuo serd siempre un espacio métrico.

Un subcontinuo de un continuo X es un subconjunto no vacio de
X compacto y conexo.
Sea X un continuo, la métrica de Hausdorff, D, entre dos
subconjuntos cerrados A y B de X se define como sigue:

D(A,B) = inf{ € : ASN_(B) y B < N_(A) }
donde NC(A) = { xeX : d(x,A) <€} (des la métrica en X) ,
La distancia D(A,B) < € si y s6lo si V x € A, existe y € B tal que

d(x,y) < € y viceversa, véanse los ejemplos de la figura 1.

Denotaremos por X a1 espacio de subconjuntos cerrados no
vacios de X con la métrica de Hausdorff y por C(X) al subes-
pacio de X cuyos elementos son los subcontinuos de X .Es a
estos dos espacios métricos a los que llamamos hiperespacio

de cerrados e hiperespacio de continuos de X respectivamente.
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ta) Dcr,c2) = p

L 1
<

a-€  a a+€ b-E b b+f
[u,v] € Bc([a,b])
(c)
) D& &2) = p
Figura 1
D(A,B) = max{ sup{d(x,A)ix € B}, sup{d(x,B)Ix € A} ) donde
d(x,A) = inf{d(x,a)l 2 € A) y d es la metrica en X

Esta definiclion y la anterior de distancia de Hausdorff
son equivalentes

Con la métrica de Hausdorff, los hiperespacios 2x y C(X) de X
son ambos continuos ([9] Teoremas 0.8 y 1.12).
Siguiendo la notacién usual de espacios métricos, si H e€ 2x, la

bola con radio € y centro en H, es el conjunto

B, (H) = { Ke2® : D(H,K) < £ }
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Si pe X, denotaremos por Cp(X) al subconjunto de C(X) que consta

de todos los continuos que contienen a p .

Llamaremos arco a un espacio homeomorfo al intervalo I =
[0,1] . Un arco ordenado en 2x €s un arco en 2x tal que :

i) Si H y K son elementos del arco, entonces H < K 6 K E<SH
ii) La interseccién de todos los elementos del arco es el punto

inicial y la unién es el punto final.

Ademds de ser conexos C(X) y 2x son conexos por trayectorias.
Si Ay B € Zx , A € B y cada componente conexa de B contiene
una componente conexa de A , entonces existe un arco ordenado de

A aB ([5], Lema 2.3).

La funcién de X en C(X) que manda X _en {x} es una
isometria, de modo que X es siempre un subcontinuo de C(X) vy
el continuo X es un elemento de C(X) .

Si A s 2% , definimos o(A) = (_JA . Para toda A , 0(A) € X .

AeA X
Mds ain, o0 es una funcién continua de 2 sobre 2% (51 .

2
. © . X .

Si {Kn}n=1 es una sucesién convergente en 2 entonces lim Kn

es el conjunto de elementos x € X para los cuales existe una

sucesién {%xn}, con x» € Kn, que converge a X .

En efecto, sean x € K = 1lim Kn y m € N. Existe n(m) tal que
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si n=zn(m) , D(Kn,K) < 1/m . De aqui que V n z n(m) , existe

Xn € Kn tal que d(xn,x) < € .

Para n € { n(m),n(m)+1,...,n(m+l)-1} , tomamos Xn € Kn tal que
d(xn,x) < 1/m . Es claro que la sucesién {xn}neN converge a x .
Por otro lado, supongamos que una sucesién {xn}neN converge a
X, Y Xn € Kn . Sea € > 0 . Ya que D(Kn,K) < €/2 , si n es
suficientemente grande, existe yn € K tal que d(xn,yn) < €/2
si n es suficientemente grande . De aqui que

d(yn,x) = d(Yn,%n) + d(Xn,x) < € sin eé suficientemente grande
Esto demuestra que K contiene elementos tan cerca de X como se

quiera y puesto que K es cerrado , x € K .

1.1 Lema
Sea (Y,dv) un espacio métrico compacto y {yn}neN una sucesioén
en Y . Si toda subsucesién convergente de {yn} converge a un

punto y € Y , entonces la sucesién {yn} converge a Yy .

Demostracién

Supongamos que {yn} no converge a Yy . Entonces existen € > 0
y para cada k € N , n e N tal que dv(ynk,y) z €. Podemos
ademds, elegir n >n_ . Puesto que Y es compacto, {yn}
tiene una subsucesién convergente, pero ésta no converge a Yy,
contrario a la hipétesis.

En virtud de este lema, en nuestras demostraciones posteriores,

llamaremos nuevamente {xn}neN a una subsucesién convergente de

una sucesioén arbitraria {Xn}neN .
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1.2 Ejemplo

El intervalo I = [0,1] es <claramente un continuo.

Sus subcontinuos son intervalos [a,b] con 0 < a < b <1

Si [a,b] € C(I) entonces el intervalo [u,v] € Bc([a,b]) si
y s6lo si u e (a-¢, ate) n [0,1] y Vv € (b-e,b+te) n [0,1]
(figura 2). Asociamos a cada [a,b] el punto (1/2(a+b), b-a)
en R°. La funcién g asi definida en C(I) es uno a uno y su
imagen es el tridngulo A de la figura 2 .

Veremos que g es continua. Sea [a,b] < [0,1] y € > 0.
Si la distancia entre dos puntos (xi1,y1) y (x2,y2) en A esta
dada por max{|x2-x1|, |y2-y1|} entonces la bola con radio 2t
y centro en g([a,b]) es como en la figura 2

Podemos verificar que [u,v] € Be([a,b]) si y s6lo si g([u,v])
es elemento de la bola (cuadrada) de radio 2¢ Yy centro en
g(la,b])

Esto demuestra la continuidad de g y también la de g'1 . Asi
que C(I) es homeomorfo a A .

1.3.Definiciones

a) Un continuo X es unicoherente si siempre que la unién de
dos subcontinuos propios, H v K = X, se tiene que H n K es
conexo.

b) Un continuo es descomponible si es 1la unién de dos
subcontinuos propios. En caso contrario, diremos que es indes-

componible.

Diremos que es hereditariamente indescomponible o hereditaria-
mente descomponible si todos sus subcontinuos son indescom-

ponibles o todos descomponibles respectivamente.
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El hiperespacio C(X) es unicoherente ([9] Corolario 1.176)

r-o-. - w» ® o e

g({u,v])

e Mm@l - o o
—
A 4

'

'

a-€ u a T Ta+E b-€E Y b b+€

Figura 2

El tridngulo A es homeo-orff a C(I)
g: C(I)==» A g(la,bl) = (-2—- , b-a)



- 8 -

2. Funciones de Whitney

2.1. Definicién

Una funcién de Whitney de zx (respectivamente de C(X)) es
una funcién continua ud definida en 2x (en C(X)) con valores
en I vy ¢on las dos siguientes propiedades:

i) M({x}) =0 V xeX ii) m(A) < u(B) si A cB. A =B

Denotaremos por Hoa la funcién de Whitney U de C(X)

restringida CP(X).

En el intervalo I, la longitud de los subintervalos es una
funcién de Whitney de C(I) .
Intuitivamente i mide el tamafio de los subcontinuos de X.

Whitney, [13] demuestra que todo continuo X admite una funcién

de Whitney en 2k También puede verse una construccién de

una funcién de Whitney en [9] 0.50.1.

. . - . X
Una funcién continua definida en un subespacio cerrado de 27,

con las propiedades i), ii) de la definicién 1, puede extenderse

-
X (12]. En particular funciones de

Whitney en C(X) tienen extensién a 2x.

a una funcién de Whitney en 2

Toda funcién de Whitney u tiene la siguiente propiedad [5] :
2.2 Dada € > 0 existe &6 >0 tal que si AESB y

u(B)-u(A) < & entonces D(A,B) < € .
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Si t € I decimos que uq(t) es un nivel de Whitney de pu .
Por ejemplo, para cualquier u , el nivel de Whitney, uq(O),
es homeomorfo a X.

En C(I) (figura 2), con la funcién de Whitney definida como la
longitud de los subintervalos, cada recta paralela a la base del

tridngulo A representa un nivel de Whitney en C(I) .

2.3 Teorema.
Si X es un continuo, M es un mapeo de Whitney para C(X) y
t € I . Entonces p(t), w'([0,t]) y wu'([t,1]) todos son

subcontinuos de C(X) .

Demostracién

Puesto que son imagen inversa de cerrados bajo una funcién
continua, los tres subconjuntos son cerrados y, por lo tanto
compactos.

Si A € u'I([t,l].), hay un arco ordenado de A a X. Todo
elemento del arco ordenado contiene a A, de modo que este

arco estd contenido en ud([t,l]) lo que demuestra 1la
conexidad de este conjunto.

Supongamos ahora que ud([O,t]) no es conexo, entonces existen
cerrados, ajenos, no vacios, H y K de C(X) tales que

u'l([o,t]) = H v K. Como u'l(O) es homeomrfo a X y X es
conexo podemos suponer que u'(0) € H . Por otra parte, K no es
vacio, asi que algin A € uq([o,t]) es elemento de K (véase

la figura 3).
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Si p € A , hay un arco ordenado T de {p} a A. Pero
entonces (Hn T) v (K n T) , es una separacién de T , puesto
que ambos conjuntos son no vacios. En efecto, {p} €e Hn T vy
A € Kn T, lo que contradice la conexidad de T .

La conexidad de uq(t) se sigue de la unicoherencia de C(X)

y de la conexidad de los dos conjuntos anteriores.

2.4 Teorema de Cambio de parémetro.

Sean Wu:C(X) — [0,1] una funcion de Whitney y %:C(X) x I — C(X)
y s:C(X) — I funciones continuas.

Supongamos que para cada A € C(X) existe F(A) € ﬁ({A} x I)

Gnico tal que wu(F(A)) = s(A) , entonces F es continua en C(X).

Demostracién

Bastard demostrar que si {An} es una sucesién que converge a A
en C(X), entonces {F(An)} converge a F(A) .

Para cada n existe ¢tn € [0,1] tal que F(An) = ﬁ(An,tn) .
Supongamos gque una subsucesién de {tn} converge a t y que
una subsucesién de {F(An)} , converge a B entonces

B = lim F(An) = limﬁ(An,tn) = %(A,t) . (Véase el lema 1.1)
De aqui que B € %[{A} X I] . Por otro lado

p(B) = 1im pu(F(An)) = 1lim s(An) = s(A) implica,junto con lo

anterior y la hip6tesis de que F(A) es Unico, que B = F(A).



u(t)
H ~, “\i K \\\\\ o, 61
‘ Y

Figura 3

Ilustracion de 2.3 para C(I)
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3. Conos.

Si X es un espacio topolégico, el cono de X , K(X) , es el

espacio que resulta al tomar el producto topolégico de X con el
intervalo unitario e identificar la tapa superior X x {1} en

un s6lo punto.

En el ejemplo de la seccién 1, vimos que C(I) es homeomorfo a

A y A es homeomorfo a K(I) .

Siguiendo la misma idea de ese ejemplo, podemos verificar que si

s' = {x € R : x| = 1} entonces C(,Sl) es homeomorfo a K(Sl)

3.1 Lema.

Sean X y Y espacios topolégicos compactos y Hausdorff.
SiH: XxI-—Y es una funcién continua tal que

i) H(X x {1}) =y, € Y.

ii) H | X x [0,1) > Y - {Y,} es uno a uno y sobre

entonces K(X) =Y .

Demostracién.

*
Sea H la relacién que hace conmutativo el siguiente diagrama

H
XxI — Y

P\ ) ®

K(X)
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P es la proyeccién canénica que identifica a todos los puntos
de X x {1} en un solo punto. ( U es abierto en K(X) si y
s6lo si P '(U) es abierto en X x I .)

Claramente H* es funcién y es uno a uno y sobre.

Sea V abiertoen Y, como H es continua Hq(V) es abierto
en X x I. Por otro lado, si yo € V, entonces X x {1} ¢ Hq(V)
y si yo ¢ V, entonces X x {1} n Hd(V) = ¢ . En ambos casos
EHHv) = pEv)) = BNy oy PewhHvy) = BNV)  que
es abierto. Esto demuestra la continuidad de H .

Toda funcién biyectiva y continua de un compacto en un Hausdorff

es un homeomorfismo, asi que K(X) =Y .
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4. Continuos cuyos hiperespacios son Conos.

¢Cuéndo C(X) y K(X) son homeomorfos?
Nadler [9] contesta parcialmente a esta pregunta :
Si X es hereditariamente descomponible, C(X) = K(X) si y s6lo

si X es homeomorfo a alguno de los continuos de las figuras 4 y 5 .

1 2
(a) El intervalo I (b) s = {x € R :llx“ = 1)

c) Wo = Cl{(x,sen 1/x):0 < x = 1} (d) Wo, identificando los

puntos (0,-1) y (1,sen 1)

Figura 4
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|

(@) Wo v {(x,sen 1/x):-1 = x < o}

identificando los puntos (1,senl)
y (-1,sen -1)

1 it it
® W =8 v {U«ast)e :t 21} () WU {asast)e " : t = 1}
identificando p con q

it
d) W U {a+1/t)e :t = 1}

identificando p con q

Figura 5
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Si X es indescomponible y C(X) & K(X) entonces todos los
subcontinuos propios de X son arcos y si C(X) es descompo-
nible y C(X) = K(X) entonces X contiene a lo mas un

indescomponible ([9]).

Decimos que X tiene la propiedad del cono si C(X) = K(X) y
algin homeomorfismo entre estos dos conjuntos manda a X al

vértice del cono y al conjunto {{x} :x € X} a la base del cono.

Los continuos I vy s' tienen la propiedad del cono. Estos dos

continuos y los indescomponibles cuyos subcontinuos propios son

arcos son los uUnicos continuos de dimensién finita que tienen la

propiedad del cono ([12]).

Por ejemplo, si X es homeomorfo a alguno de los continuos de la
figura 5 , C(X) y K(X) son homeomorfos pero ningin homeomorfismo
entre ellos manda a X al vértice del cono.

Para todos los continuos de las figqura 4 y 5 existe un homeomor-

fismo que manda al conjunto {{x}:Xx € X} a la base del cono.
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5. El1 cubo de Hilbert y subconjuntos Zeta

5.1 Definicién

i) El cubo de Hilbert, al que denotaremos por Q , es el pro-
ducto topolégico de una familia numerable de intervalos.

ii) Sea X un espacio métrico. Un subconjunto cerrado A de X es
un subconjunto Zeta si el conjunto {f € C(Q,X): f(Q) n A = ¢}
es denso en C(Q,X) donde C(Q,X) es el espacio de funciones
continuas de Q en X con la métrica del supremo.

iii) Si M es un espacio compacto, diremos que g € C(M,X)

es una funcién Zeta si g(M) es un subconjunto Zeta de X.

5.2 Ejemplo.

i) Si X es un espacio métrico, los conjuntos X x {0} y
el vertice V de K(X) son ambos subconjuntos Zeta de K(X) .
En efecto, sea F:Q — K(X) una funcion continua y € > 0.
Si definimos f : Q — K(X) y g : Q — K(X) como

F(q) si F(q) ¢ X x [0,€)
f(q) =
(x,€) si F(q) = (x,t) cont € [0,¢]
F(q) si F(q) € X x [0,1-¢]
g(q) =
(x,1-¢) si F(q) = (x,t) cont € [1-¢,1]

entonces f y g son continuas, distan de F en menos que ¢
f(Q) nXx {0} =¢ y g(Q)n{V} =2¢
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Sea (X,d) un espacio métrico, ANR, separable y localmente
compacto. Entonces las dos siguientes proposiciones son
equivalentes:

a) El1 conjunto 2Z(X) de funciones Zeta en C(Ik,X) es denso en

c(1*, x) .
b) Si hi, h2 e C(Ik,X) Yy € > 0, entonces existen
funciones hi, hz € C(Ik,X) tales que d(hi(t),hi(t)) < €

VtelI“i=12y hi(l) nh(I) = ¢. [8]

5.3 Teorema
Sea X un continuo, p € X y u ‘:C(X) — I un mapeo de
Whitney. Entonces u:(t) es un subconjunto Zeta de u:[t,l]

Vte[0,1]

Demostracién

a) Elegimos un arco ordenado a :I — C(X) estrictamente cre-
ciente de {p} a X . Es decir «a es una funcién continua tal
que a«(0) = {p}, «(l) =X ysi s <t , entonces a(s) c a(t)
Sea € > 0 . Probaremos que existe 7 : u:[t,l] — u:[t,l]
tal que Im ¥ n u:(t) =¢ y D(A,7(B)) <€ V Ae u:[t,ll

Definimos

A v a(t,) si H(A) = t+6
7(A) =

A si M(B) = t+8

donde t, se elige de tal manera que u(A vV a(t,)) = t+d . Es
fdcil verificar que 7 es continua y satisface las

propiedades que mencionamos arriba .
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Finalmente, sea f : Q — u:i[t,lj una funcién continua y
€ > 0 , entonces la funcién ¥-f : Q — u:[t,l] dista de f

. . -1
en menos que € Yy su lmagen no intersecta a up (t) .
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CAPITULO I

DENDROIDES
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1. Definiciones y Propiedades.

1.1 Definicién

Un dendroide es un continuo conexo por trayectorias y heredi-
tariamente unicoherente .

Dicho de otro modo, un dendroide es un continuo conexo por
trayectorias y con la propiedad de que, la interseccién de

cualesquiera dos de sus subcontinuos, es conexa.

Puede verificarse f&cilmente que, en un dendroide X :

i) Dados dos puntos p, g € X existe un s6lo arco entre p y g.
Denotaremos por pgq a este arco.

ii) Si A € C(X), existe un Unico elemento a € A tal que

pa n A = {a}. Denotaremos por pA al arco pa .

iii) Todo subcontinuo de un dendroide, es un dendroide .

Decimos que un dendroide X es suave en un punto p € X si
siempre que 1lim Xn = X , se tiene 1lim pxn = px . (véase [7])
Una forma equivalente de definir 1la suavidad en p, es la
siguiente

Si {an} y {bn} son sucesiones en X dque convergen a a y b
respectivamente y an € pbn V n € N , entonces 1lim anbn = ab .
([2], Teorema 12).

Un dendroide es suave, si es suave en alguno de sus puntos.

En etste capitulo X denotard siempre a un dendroide .
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Para definir el grado de v en X,

sea S, el conjunto de familias F cuyos elementos son arcos «
en X con un extremo en v y tales que si a1, a2 € F entonces
ar n a2 ={v} .

Sea C una cadena de Sv , i.e. un subconjunto de S tal que

si Fi, F2 € Sv entonces, 6 bien Fi1 € F2 6 bien F1 2 F2 .

Se puede ver f&cilmente que |[_JF e S . Por el lema de Zorn,
FeC

Sv tiene elementos maximales, es decir, elementos que no esté&n
propiamente contenidos en ningin otro elemento de Sv .

Veremos que cualesquiera dos elementos maximales tienen la misma
cardinalidad.

Supongamos que Fi1 y Fz2 son elementos maximales de Sv y sea
o« € F1 , entonces existe B € F2 tal que a n B # {v}, pues si
no fuera asi, Fz2 v {a} € Sv lo que contradice la maximalidad de
F2 . Rhora bien, si para dos elementos g1y B2 de Fz,

Bt na # {v} y B2 n a * {v} entonces, puesto que Vv es
extremo de a , de B1 y de B2 , B1 n B2 # {V} .

Lo anterior demuestra que la funcién que manda « en B es una

biyeccién.

Estamos ahora en condiciones de definir el grado de v = gr(v)
como el cardinal de una familia maximal de arcos, que tienen un
extremo en Vv y cuya interseccién dos a dos es {v}, si este
cardinal es finito. Si dicho cardinal no es finito, diremos

simplemente, que el grado de v es infinito, gr(v) = =.
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Un punto en un dendroide es terminal si es extremo de cualquier

arco que lo contiene.

Es facil verificar que x es terminal, si y sélo si

1.3 Teorema

gr x =1

Sea X un dendroide suave en p . La funcién que asocia a cada

A € C(X) el punto
continua.
Demostracién

Supongamos que la
continuo A y que
entonces pxn > px
una sucesién {an}
que se definidé xn,
lim

pa = lim pan =

que a = X.

a € A para el cual pa = pA, es una funcién

sucesioén {An}neN < C(X) converge al
PAn = pxn . Por la suavidad en p, si Xxn- X
y de aqui que pA = pa € px. Como a € A,

con an € An converge a a. Por la forma en

pan = pxn U anxn Yy, por lo tanto,

(pxn VU anXn) = pX vV ax = pX, lo que demuestra
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2. Puntos Esenciales.

2.1. Definicién.

Diremos que Vv es un punto esencial en cualquiera de los dos
siguientes casos:

I) gr(v) ==

II) Existe un arco a« en X y una sucesién {vn} € a tal
que gr(van) = 3 Y lim von = v . (Estamos suponiendo,

naturalmente, que vn # v para toda n € N).

2.2 Ejemplos
En una escoba (figura 6a) v es un punto esencial del tipo I

y en un peine (figura é6b) v es un punto esencial del tipo II.

—
o
i

Rt e

<
% ced B §

(a) (b)

Figura 6



2.3. Teorema
Si X es un dendroide suave y el conjunto de sus puntos termi-

nales es infinito, entonces X contiene un punto esencial.

Demostracién

Sea T el conjunto de puntos terminales de X y ue € X un
punto en el cual X es suave. Si para algin subconjunto
infinito T  de T, uot1 n uwot2z = {uwe} V t1, t2 € T*, entonces
gr(uo) = ® y Uuo es esencial.

Si este no es el caso, entonces existe un subconjunto infinito
T de T tal que uoet1 n uotz contiene propiamente a o

V ti1, t2 € T* . Sean To = {t:,t:,...,} un subconjunto infinito
numerable de T* Y Ao = uot: y coloreemos los pares no
ordenados de To en la siguiente forma:

El par {t‘;,t‘;} es azul si wet! n wty € Ao y es rojo en
cualquier otro caso.

Por el teorema de Ramsey [11], existe T1 = {tLt%,...} € To
cuyos pares son todos de un solo color. Si el color es el azul,
entonces es facil verificar que hay un punto esencial contenido
en Ao. Si el color es el rojo, repetimos el procedimiento de
colorear, ahora a Ti1 y sustituyendo a Ao por Udt: = A1. Si para
alguna n € N, los pares de Tn son todos azules, entonces hay
un punto esencial contenido en An-1. Si los pares de Tn son
rojos V n € N, llamamos Uun+1 € Udt: al extremo del arco que

1 : .
va de t:+ a 1mt? . Ahora bien, Un € UoUn+1 (véase la
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figura 7 abajo) y gr(un) > 2. Como X es suave e€n Uo, Un € UoU

donde u = lim un y esto demuestra que u es un punto esencial.

Figura 7

En el que caso en que los pares de Tn son rojos V n € NN,
n+1 n+l n
como t.l € Tn+l S Tn, el par (tl 'tl) es un par de Tn,asi

n+l n
que es rojo y uot,1 (3} not,1 no esta contenido en An-1

N6tese que si X tiene solamente un nimero finito de puntos
terminales, entonces X es un &rbol (i,e. una grdfica finita sin

ciclos)
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2.4. Teorema
Sea o € X un arco, el conjunto Vo = {vea: ves esencial}

es cerrado.

Demostracién

Sea {van} €V  una sucesién que converge a Vv . Si para una
infinidad de indices n , gr(vn) 2 3 , entonces vea y VvV es
esencial del tipo II . Si no es este el caso entonces Vvn es
esencial del tipo II para n suficientemente grande ya que su
grado no puede ser infinito y entonces la sucesién {uYheN de
puntos de grado = 3 que converge a Vn estd contenida en «
(ya que gr vn = 2). Por lo anterior, tan cerca como gqueramos

de v hay un punto de la forma u? € a que es de grado = 3 .

Esto demuestra que v es esencial .

2.5. Teorema

Sea E = {x € X : X es esencial}. Si X es suave en p y p € ClE

entonces p € E .

Demostracién

Sea {vn} S E una sucesién que converge a p . Si alguna
subsucesién de {vn} estd contenida en un arco, entonces, por
el teorema anterior, p € E . Si no es este el caso y gr(p) es

finito, entonces existe un arco a con un extremo en p tal
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que Vmp na = unp con un * p para una infinidad de indices
n. Es claro que, pgara esos indices gr(un) 2 3 . Como X es
suave en p, la sucesi6én de arcos vap converdge a {p} Y,

por lo tanto, {un} converge a p lo que implica que p € E .

2.6 Lema

Sean X un dendroide suave en Pp, X € X y {Xn}neN una
sucesién que converge a x y tal que cualquier arco de X s6lo
contiene un nimero finito de elementos de ({xn}. Entonces en px
hay algin punto esencial. M&s atn, si u = 1lim un donde un € px

es tal que pxXn n pxX = pun, entonces u es esencial.

Demostracién

Sea un € px tal que pxXn N pPX = pun Yy sea u = lim un
Entonces u € px. Veremos que u es esencial.

Si {un : n=1,2,...} es un conjunto infinito entonces, como
gr un > 2, u es esencial. Si el conjunto {un : n=1,2,...} es
finito y gr(u) es finito, entonces existe un arco « con un

extremo en u tal que pXn n a = uyn con yn # u, a n px = {u}

y gr(y) > 2 . Sea y = lim Y - Entonces
px = lim pxXn = lim (PY vV ¥YX ) = PYVY¥X,
lo que demuestra que y € px y, como Y € a , entonces Y = u.

Ademés gr(y, ) > 2 lo que implica que u es esencial.
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2.7. Teorema
Sea X un dendroide suave en p y Vv € X el Gnico punto
esencial en el arco pv . Entonces X es suave en todo q € pv

Demostracién

Para cada x € X denotaremos por x al elemento de pv para
el cual pv n Xx = {i} . Sea {xn} € X una sucesién que
converge a X Yy u = lim Xn. Si demostramos que u = X,
entonces lim gxn = lim (qim v imm) = qﬁ U XX = gx, lo que

demuestra la suavidad en qg.

-~

Ya que X es suave en p, px = lim pxn = lim (pin U XnXn) =
= pu v ux. Esto implica que pu € px Yy por lo tanto, ya que
u € pv, por la forma en que se definié X, pu s pi.

Ahora bien, supongamos que una subsucesién de {xn} esté&

-~

contenida en un arco « .Si a = pv, entonces Xn = Xn Yy X = X = U

-

Si a es un arco distinto de pv, entonces, como x € «a, X Xn

para todo elemento xn de la subsucesién, asi que u = x .
En el caso en el que ninguna subsucesién de {xn} estd& contenida
en un arco, el lema 2.6 implica que u es un punto esencial.

Entonces u = v y la contencién pu € pi demuestra que u = x .

2.8 Corolario
Sea X un dendroide suave en p, A € Cp(X) Yy supongamos que A
contiene alguin punto esencial. Entonces A contiene un punto

esencial g tal que X es suave en g.
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Demostracién
Por el teorema 2.4., existe un primer punto esencial g en el arco
que va de p a algin punto esencial de A, y por el teorema 2.7,

X es suave en q.

puntos esenciales y dimensién.

2.9. Lema

Sea X un dendroide suave en p, A € Cp(X), w1, u2,...,un € A
puntos terminales de X y Ag(ur) la componente conexa de

A - Bg(ui) que contiene a p . Si € > 0, entonces existe & > 0

tal que Aa = Aa(UI) N ..o N AB(Un) dista de A en menos que €.

Demostracién

Supongamos que la conclusién del lema es falsa, entonces existe
An = A (u) tal que que D(An,A) 2 € VneN. Ya que An S A,
de la definicién de la distancia D, se sigque que hay una
sucesién {xn} € A - An tal que d(xn,An) = € y, por lo tanto,
para alguna i fija xn € A (ui) para una infinidad de
indices n. Podemos suponer, sin pérdida de generalida que i =1
Y que Xn ¢ Apm(U1) vV n € N.

Como Avm(uz) es un subcontinuo de X, entonces es un dendroide,
asi que si xn ¢ A , (u1),entonces el arco Pxn intersecta a
B, (u1) en algin punto va . Sea x = lim xn . Por la suavidad en
P, put = lim pvn € 1lim pxn = px ; pero u: es terminal, de modo

que u1 = X.
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Ahora bien, si n es suficientemente grande

i) d(xn,u1) < €/2

ii) Por ser X un espacio Hausdorff B .(uj) no intersecta a el

arco pur asi que d(m,AUn(m)) < €/2 (véase la figura 8,

abajo).

Las dos desigualdades anteriores implican d(xn,AVn(m)) < € sin
es suficientemente grande . Esto contradice la forma en que se

escogieron las xn .

Figura 8

Sea X un dendroide suave en p y A un subdendroide que contiene
a p y no contiene puntos esenciales. Por el teorema 2.3, A
s6locontiene un numero finito de puntos terminales (i.e. A es

un &rbol). Denotaremos por ﬁe(A) al conjunto A -l_J(&,a]
donde a es terminal de A y a € A es tal que d(é,a) = €

y d(x,a) < € V x € (é,a] .

En el siguiente lema tomaremos € suficientemente pequefia

para quue en [5,3] no haya puntos de grado mayor que 2 .
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(Esto es posible ya que A s6lo contiene un nudmero finito de
puntos de grado > 2, pues en caso contrario A contendria

un punto esencial)

2.10 Lema

Sea X un dendroide suave en p y A € Cp(X) tal que A no
contiene puntos esenciales . Sea € como en el péarrafo
anterior. Entonces existe & > 0 tal que si K ¢ B;(A) entonces

K 2 N_(A).

Demostracién

Supongamos que el lema es falso. Entonces existe una sucesién
{Kn} € C(X) que converge a A y tal que Kn no contiene a ﬁc .
Afirmamos que para una infinidad de indices n -Kn no contiene a
un terminal fijo a € A y no contiene a a : Si Ka contuviera a
todos los terminales a de ﬁe(A), entonces contendria a ﬁe(A) .
Como el niumero de terminales de A es finito entonces algun a

fijo no estd contenido en una infinidad de continuos Kn .
Ahora bien si a no es elemento de una infinidad de estos
continuos queda demostrada nuestra afirmacién . En caso
contrario, i.e. a es elemento de todos 1los continuos Kn
salvo un numero finito, entonces ninguno de ellos intersecta a
ﬁe(A), pues si y € Kn n ﬁe(A) entonces el arco Ya € Kn vy,
por lo tanto a € Kn con lo cual queda demostrada la afirmacién.

( Diremos, sin pérdida de generalidad que a, a¢KnVone N)
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Por lo anterior, a partir de cierta n, Kn no contiene
elementos de A cercanos a a asi que existe una sucesién de
elementos xn € Kn - A que converge a a. Como A no contiene
puntos esenciales, los arcos que van de A a xn contienen un

arco a =uvcon ue€ AyveA (i.e a estd contenido en Axn
para una inxfinidad de indices n) . Pero pxn converge a pa ,

por lo tanto, v € pa lo que contradice que pa € A .

2.11 Teorema
Sea X un dendroide suave en p, A EuCp(X) contiene un punto

esencial, si y s6lo si dim B.(A) == Ve >0.

Demostracién

Supongamos que A contiene un punto esencial y sea € > 0,
demostraremos que V n € N, B.(R) contiene un subespacio homeo-
morfo a I" .

Por el corolario 2.7., A contiene un punto q esencial y suave.
Dividiremos la demostracién en dos casos:

I. gr(q) = e.

II. Existe un arco a y una sucesién {vn} € a tal que

gr(vn) 2 3y lim vn = q.

I.

1) Supongamos que existen ui1,...un ¢ A tales que

qu: n qus = {q}.

Denotamos por vi al ultimo punto en qui n A. Podemos suponer
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que d(A,t) < € V t € viul.

Para cada t € viui, el conjunto Ai(t) = A v vit € C(X) vy
D(A,Ai(t)) < €. Entonces

S = {A1(t1) v ... U An(tn)|t1 € viu} € B.(A) y la funcién
que asocia a (ti,...,tn), el elemento Ai(ti1) v ... vV An(tn) € S

es un homeomorfismo entre I" y S.

2) Como gr(q) = o, si no ocurre el caso 1), entonces existen
terminales de X, ui,...un € A tales que qui n quj = {q}.
Por el lema anterior y utilizando 1la misma notacién que en el

lema, existe & > 0 tal que D(Ag,A) < € .

Sean ahora wWi,...,wWwn, los terminales de AB en los arcos

qui,...,qun respectivamente . Entonces el conjunto
n

S = { Ag v ) wits | t1 e [wi,ui] }
i=1

esta contenido en BC(A) y es homeomorfo a 1"

II
1) Supongamos que para alguna Kk, qv, € A y supongamos

a) Existen elementos de la sucesién VoV, € av Y

ui,...,un € A tales que v,4 n ijuj = ¢ y d(t,A) < €

V t e v,y 1= 1,...,n .

Sea w, €A tal que Anv u =v w, entonces para cada

t e wau, Avwt, es un continuoy D(A,A v wt) <e.

n

El conjunto {A v _Jwits, t1 € wam} € B.(A) es homeomorfo a I”.
1=1
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b) Existen Vire+sV, €QV ; U,...,u €A terminales, tales
que v u n v u = ¢. Tomamos, entonces 8 y S como en el caso
1020

2. Si1i a n A = {q}, entonces existen V. EA& V ,...,V,€QqV
Yy u,...,u € X tales que u,v, n umvj = ¢ vy

D(A, A v qu, v vuui) < €.

n
El conjunto {A v oqv, }-_-leutxl t e vuui} < B, (A) es
homeomorfo a In, lo que concluye 1la demostracién de 1la

suficiencia.

Supongamos ahora que A no contiene puntos esenciales .
Por el corolario 2.8, X es suave en todo punto de A Y
entonces, el teorema 2.5 implica que ninguna sucesién de
puntos esenciales converge a algin punto de A.

Por otra parﬁe no hay una infinidad de puntos de X, con grado
> 2 que tengan un punto limite en A, pues si {an} es una
sucesién que converge a a € A, entonces, si {an} estd contenida
en un arco, a es esencial y si {an } no estd contenida en un
arco, entonces el lema 2.6 implica que en pa hay un punto
esencial.

Por todo lo anterior y por el lema 2.10, existe & > 0 tal que si
K e C(X) n B;(A), entonces K no contiene puntos esenciales, los
inicos puntos de grado > 2 contenidos en K, son los de A

Yy K2 I:IC(A) donde € es como en el parrafo anterior al lema 2.10
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El conjunto S de puntos a € A para los cuales existe algin
arco « = [a,w(a)] tal que (a,w(a)] € A° es finito y el numero
médximo 1 de estos arcos tales que dos de ellos se intersectan

a lo mas en el extremo a € A es también finito.

Tomaremos w(a) de modo que si x € [a, w(a)], entonces d(x,a) < §.
Si T es el conjunto de terminales de X contenidos en A, entonces
el namero k de elementos de T es finito.

Si K € B;(A) entonces K = ﬁc(A) v l;J[S,ya] v |Jla,z(a)l,
aeT aes

donde ya € [S,a], z(a) € a = [a,w(a)] Y los arcos a son los 1
arcos posibles.

La funcién que asocia a K con (ya,za) es un homeomorfismo entre

By (K) ¥ itk

Puntos esenciales y conexidad.

2.12. Teorema
Sea X un dendroide suave en p. Supongamos que p no es
esencial y no es terminal de X. Entonces p es un punto de

corte de X, i.e X -{p} no es conexo.

Demostracién:
Como p no es esencial y no es terminal, 2 = gr(p) = n es
finito. Sean ai,...,an puntos terminales de X, para los

cuales, si 1 # j, pai n paj = {p} Yy sea
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Aj = { x € X|px n paj contiene un subarco de paj }.

Es claro que X - {p} = }f{ A, Yy qQue AinA - ¢.

Bastard demostrar que cada AJ es abierto.

Sea X € Aj y supongamos que x es limite de una sucesién

{xn} € Aj . Podemos suponer que para alguna k fija, distinta de
j, Xn € Ax V n € N. Denotemos por bn al dltimo punto de pak
en el arco que vade pa x» Como p no es esencial y

gr(bn) > 2, p # 1lim bn = b . Por otra parte px = lim pxn =

lim (pbn v bnxn) = pb v bx.

Asi que pb <€ px por lo que b € AJ.’ Pero bn € pak YV n y
esto implica que b € Ak . Asi que pb € pak . Pero pb debe
compartir un subarco con paj . Esto es absurdo ya que
pak n paj = {p} .

Es claro que si p es terminal, entonces p no es de corte, las
otras dos hipétesis del teorema también son necesarias para que

p sea de corte, véase la figura 9 .
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a) p no es terminal, no es b) p no es terminal,es suave
esencial, pero no es suave, pero es esencial,
entonces no es de corte entonces no es de corte

Figura 9
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3. Puntos Orilla.

3.1. Definicién
Diremos que un punto x € X (respectivamente S <€ X) estd en la
orillade X si Ve > 0, existe A € C(X) tal que D(A,X) < ¢

Yy X €A (resp. SnA = ¢)

Es facil ver que la siquiente definicién es equivalente a la
anterior:

Diremos que x (repectivamente S) estd en la orilla si para
cada funcién de Whitney wu:C(X) I y A€ [0,1) existe

A € C(X) con u(A) > A tal que x ¢ A (resp. S n A = ¢)

3.2 Ejemplos

"i) En las figuras 6(a) y 6(b), los puntos de la linea rosa y
los puntos terminales son los puntos orilla.

ii) En el cono del conjunto de Cantor, todos 1los puntos,
excepto el vértice, estan en la orilla.

3.3 Teorema
Si v es un punto de corte de un dendroide X, entonces Vv no

estd en la orilla.

Demostracién-
Supongamos que X - {v} = UuV donde Uy V son
abiertos ajenos no vacios de X. Entonces U v {v} y V v {V} son

elementos de C(X). Sea u una funcién de Whitney de C(X) y
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A = max {u(U v {v}), u(V v {v})]}, entonces A < 1 y si H(A) > A

entonces v € A, lo que demuestra que v no es orilla.

La implicacién inversa es falsa : En el dendroide de la figura

10 el punto p no es de corte y no estd en la orilla

YT
MR

LR
EETEEEEE

Figura 10

3.4 Teorema

Sea X un dendroide. Si @ € X es un punto orilla que no es

terminal y no es esencial entonces X no es suave en d.

Demostracioén.

Para cada n € N existe An € C(X) tal que D(An,X) < 1/n y g
€ An. Por lo tanto hay una sucesién {gn}neN Qque converge a q Yy
tal que gn € An. Supongamos que existe un arco a en X que

contiene a gn para una infinidad de indices n , entonces q € «
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y, como g no es terminal, podemos suponer que existe q1 € a tal
que g esté entre q1 y g@n para una infinidad de indices n.
Sea {qﬁpﬁm una sucesién que converge a q1 y tal que

q-la € An. E1 arco qnqun estd contenido en An y por lo tanto no
contiene a q, asi que gr gn > 2 , lo que implica que g es
esencial, contrario a la hipé6tesis.

Como g no es esencial gr(q) es finito y entonces existe un
arco o con un extremo en q para el cual los arcos

gdn @ = gpn, cON Ppn # Yy PpPn # gn V n salvo un nimero
finito. Si p es un punto 1limite de {pn}, p es esencial y por
lo tanto p # gq. Si X fuera suave en ¢, lim ggn = g. Pero

lim ggn = 1im (gpn V pngn) = gp Vv lim pngn lO0 que muestra que

P =9 . Esta contradiccién termina la prueba del teorema

3.5 Teorema

Sea X un dendroide suave en p, supongamos que p no es
esencial y que todos los puntos esenciales de X estdn en la
orilla. Si en el arco pdq, el dnico punto esencial es q,

entonces q es del tipo II y existe una sucesién {gn} € pq tal

que dgr (gn) > 2 y lim gn = q.

Demostracién
El corolario 2.8 implica que hay un punto en pg gque es suave Yy
que no es terminal. Sin perder generalidad llamaremos de nuevo

p a este punto y, entonces podemos afirmar, por el teorema
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anterior, que p no estd en la orilla.

Como gq es esencial, q estd en la orilla de X asi que existen
continuos An tales que D(AnX) < 1/n y q ¢ An. Como p no
estd en 1la orilla p € An si n es suficientemente grande.

Si el gr(gq) = 1 entonces q tiene que ser del tipo II y la
sucesién {gn} es como en el enunciado del teorema.

Supongamos que gr q 2 2 y sea u € X tal que pq n uq = {q}.

Como q ¢ An, U € An. Pero {An} converge a X, asi que debe
existir un € An tal que 1lim un = u. A partir de cierta n,

un ¢ pq, Ya que u ¢ pq.

Llamemos ¢gn € pgq al punto para el cual pg n pun = pdQn, entonces
gn € An pues p, un € An. Sea (ge un punto limite de {an}.

Si go = gn para una infinidad de indices n, entonces o € An
y por lo tanto qo # q. Como, ademds dgo € pq, go no esesencial,

asi que hay un arco « con un extremo en Qo tal que para

una infinidad de indices n, qoun n « goyn con Yyn # go. Es

claro que gr yn > 2, asi que 1lim yn =y # go. Pero entonces

l1im pun = lim(pyn U ynun) PY YV yu # pu

y esto contradice la suavidad de p.

De modo que el conjunto {a@n|neN} es infinito y gr(qs) > 2 lo
que implica que 1lim qn es esencial. Como este limite es elemento

de pq entonces 1lim gqn = q Yy esto demuestra el teorema.
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4. Funciones Continuas en Dendroides Suaves

En esta seccién utilizaremos funciones continuas en dendroides
suaves similares a las que aparecen en [4] .

4.1. Lema

Sea X un dendroide suave en p y M : C(X) (0,1] wuna funcién
de Whitney

i) Si H,p t X x1I X es la funcién definida para (x,t) € X x I
como el elemento H;(x,t) de px para el cual

u(pHp(x,t)) = tu(px) entonces Hp esbéontinua.

ii) S1 A e Cp(X) YO =8 =t =1, entonces

U= |JH ({x} X [8,£]) € C(X)
X€A

y las funciones wp : I — C(X) vy J ¢ C(X) x I — C(X)
definidas por

¥ (t) = (JH ({x} x [0,t]) y J(A,t) = [_JH (x,t)
P xex P xeh P

son continuas.

Demostracién

La continuidad de Hp, wp y J se sigue de la continuidad de 1la
funcién de Whitney, de la continuidad de la funcién |(_J y de la

suavidad de X en p.
ii) Para la conexidad de U, obsérvese que {p} = Hp(p,s), para

cualquier s € [0,1]. Como p € A entonces p € U, por lo cual,
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bastard demostrar que si v € U entonces el arco pv esté
contenido en U. Sea v = Hp(x,r) donde x e Ay r € [s,t] y sea
u € pv. Entonces las desiqualdades ru(pp) = 0 s u(pu) = u(pv)
= ru(px) implican la existencia de un elemento y € px n A

para el cual u(pu) = ru(py) y esto demuestra que u € U ya que

u = H(y,r)

4.2, Lema
Sea X un dendroide suave en p y € > 0. Entonces existe un
drbol T° y una retraccién r":X — T" tal que si A € Cp(X)

y definimos r(A) = r*(A) v pr*(A), entonces D(A,r(A)) < €

Demostracién

Para cada n € N existen un &rbol Tn y 'una retraccién
rn : X — T tales que d(x,rn(x)) < 1/n. ([3]). La sucesién
{rn(p)} converge a p, asi que la sucesién de arcos {pra(p)}
converge a {p} Y, por lo tanto, D(prn(p),p) < € si n > no.
Fijemos n > max {ne,l/€¢} y hagamos T" = Tn y r" = In.
Bastard demostrar que para cada a € A, d(a,r(A)) < € y para
cada b € r(aA), d(b,A) < €.

Si aeh, r(a) e r(A) y d(a,r(a)) = = d(a,rn(a)) < €.

Si b e E(A), entonces b = f(a) y d(b,a) < €.

Por Gltimo, como pr*(A) € pr-(p), Y d(p,pr(p)) < € entonces,
si b € pr(A),d(p,b)) < ¢ y como p € A, esto termina la prueba

del teorema.
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4.3. Teorema

Sean X un dendroide suave en p y M : C(X) — [0,1] una
funcién de Whitney. Sea A0 € [0,1) y € > 0. Entonces existe un
drbol T que contiene a p y funciones continuas

R : u;‘(ao) — u;‘(ao) nC(T) YR : u;‘[ao,ll — u;‘[Ao,lj n C(T)

tales que D(A,R(A)) <€ y D(A,R(A)) < €

Demostracién
Sea & > 0 tal que si D(A,B) < & entonces |u(A) - U(B)| < 1- 2o.
Supondremos, sin pérdida de generalidad, que € < 3&.
Sean B > 0 tal que si A <€ By wu(B) - H(A) < B entonces
D(A,B) < € (ver 2.2, capitulo I) . Finalmente, sea 0 < a < €/2
tal que si D(A,B) < a entonces |u(A) - u(B)| < B.
Por el lema anterior, existe T" un 4&rbol y r":X — T" una
retraccién tales que D(A,r(A)) < a. ( r es la funcién definida
en el lema anterior).
Por el teorema 1.2 de este capitulo, r es continua y su imagen
estd contenida en T = T" v pr°(T") que también es un &rbol.
Es claro que D(X,T) = D(X,T") < &, lo que implica u(T) > Ao.
Sean ahora thm:CP(T) xI —> CP(T) definidas como

hi(a,t) = |_JH (%x,1-t) 'y h2(A,t) = A v |_JH (%x,t)

xeA P xeT

Si  u(A) = Ao, existe hi(A) e hi({A} x [0,1]) tal que
u(ﬁl(A)) = Ao y 81 u(A) = Ao existe ﬁz(A) e h2({A} x [0,1])

tal que pu(h2(A)) = wu(A) (véase el teorema de cambio de
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pardmetro, en la seccién 2 del capitulo I)

hi(r(A)) si u(r(a)) = 2o

Sean A e u;‘(ao) Yy R(A) = {
h2(r(A)) si m(r(A)) = Ao

Aeuwlire,1] y R(a) = { r(A) Sf H(T(A)) = Ao
ha(r(aA)) si u(r(A)) = 2o

Para demostrar que R Yy ﬁ son continuas basta observar que ﬁi,
ha2 y r lo sony ﬁx(r(A)) = r(A) = ﬁz(r(A)) si uM(r(A)) = 2Ao.
Por otro lado D(A,r(A)) < a » |u(R) - u(r(r)| < B. Pero

W(A) = (R(A)) siAen(h) y uA) = u(R(A)) si

A e up"[Ao,l]. Asi que |uR(A) - ur(a)] < B vy

|uﬁ(A) - pur(d)| < B lo que implica que D(R(A),r(A)) < €/2 ya
que T1r(A) € R(A) O viceversa Yy que D(ﬁ(A),r(A)) < €£€/2 ya que
r(A) € R(A)

Finalmente D(A,R(A)) =< D(A,r(A)) + D(r(A),R(A)) < €/2 + €/2 = ¢

-~

y lo mismo es vdlido para R .

4.4 Teorema.

Sea X un dendroide suave en p Yy supongamos que algin punto
esencial goc de X no estd en la orilla. Sea wu:C(X) — [0,1]
una funcién de Whitney y A € [0,1) con la propiedad de que

M(A) 2 A > go € A. Entonces

a) Existe una funcién F : ugd[h,l] — ugd[h,l], continua tal
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que F(A) es un dendroide con una infinidad de puntos terminales
y D(A,F(A)) < €.

b) Para toda a > A existe una funcién G : u;d(a) — u;d(a)
continua, tal que G(A) tiene una infinidad de terminales y

D(A,G(A)) < €.

Demostracién

Podemos asegurar que si A € u:(l) entonces A contiene un
punto q esencial tal que X es suave en g (corolario 2.8).
Sea 8(¢) > 0 tal que si A S B y M(B) - u(A) < 3(¢) entonces
D(A,B) < €.

a) Sea F(A,t) = A v Ug(t), B < u:[l,l] y t e [0,1].

Puesto que las funciones wq (lema 4.1) y v son continuas, ﬁ es
continua.

Para cada A € u:[h,l], %({A} x [0,1]) es un arco ordenado con
extremos en A y en X, por lo tanto existe un Gnico elemento
F(A) € ﬁ({A} X [0,1]] para el cual

u(F(A)) = min {m(A) + &6/2, 1} donde & = &(¢). Es claro que A
estd propiamente contenido en F(A) y que, por la forma en que
se definié E, F(A) tiene una infinidad de terminales (figura 11).
La distancia D(A,F(A)) < € debido a la forma en que se eligié §.
La continuidad de F se sigue del teorema de cambio de paré&metro.

-~

b) Definimos J:u?d(a) x [0,1] — C(X) como
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J(A,t) = l_JHq(x,l-t). Por el lema 4.1 ii), J es continua y
X€A

-~

para cada A € u?d(a), J[{A} x [0,1)] es un arco ordenado con

extremos en {g} y en A. Sea § = 8§(€/2) y m = min{d, a-A}.
Existe un Gnico J(A) € 3({A} x [0,1]) tal que

M(J(A)) = aa - m =z A, Entonces J(A) contiene a gq. La funcién
G estard definida por G(A) = F(J(A)) donde F es la funcién
del inciso a), sustituyendo a &/2 por =, asi obtenemos, por
un lado, M(G(A)) = u(J(A)) + M =a vy, por otro,

D(A,G(A)) = D(A,J(A)) + D(J(A), G(A)) < &/2 + €/2,

debido a la forma en que se eligié 8. Es claro que G es

continua y que G(A) contiene una infinidad de terminales.

Figura 11
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CAPITULO |11

HIPERESPACIOS CON PUNTA

DE CONO
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1. Definiciones y Ejemplos.

1.1. Definicién

Sea X un continuo y M un mapeo de Whitney para C(X).
El hiperespacio C(X) tiene punta de cono respecto a u, si existe
A€ [0, u(X)) tal que K(u'(A)) & u'[A,1].

Si F es un homeomorfismo entre estos dos conjuntos, llamaremos

a F homeomorfismo de cono.

Si para algin homeomorfismo de cono, F, la imagen del vértice
del cono es X, diremos que C(X) tiene punta de cono con vértice
en X.

Si Fluq(l)x{O} es la identidad, diremos que C(X) tiene punta
de cono con la base fija.

El homeomorfismo de cono F preserva niveles de Whitney si
Fluq(h)x{t} es un homeomorfismo sobre pu'(a(t)) donde «a es

un homeomorfismo de [0,1] en [A,1] con a(0) = A.

1.2. Definicién.
Sea A € C(X) vy CA(X) = { KeC(X) | A< K }. Diremos que C(X)
tiene punta de cono relativa a A si

H(IA1]) 0 Ca(X) = KM (X) A Cp(X)),

para alguna A € [0,u(X)].



1.3. Ejemplo
Sea X el continuo de la figura 12(a). Clasificaremos a los
subcontinuos de X en dos tipos:
i) Subcontinuos que contienen a p.
ii) Subcontinuos que estén contenidos en uno s6lo de los arcos
pv, , k = 1,23, de X.
(Naturalmente estas dos familias tienen interseccién no vacia).
Los que contienen a p se pueden representar mediante coordenadas
(x,y,2), 0 <x, y, z<1, en el espacio euclideano de tres
dimensiones. Con esta representacién, la imagen de esta familia
de subcontinuos es el cubo de la figura 12(b). Los subcontinuos
de la familia ii) son los subcontinuos de un intervalo asi que se
pueden representar mediante un trié&ngulo que queda pegado al cubo
como se muestra en la figura 12(b). Para demostrar que el cubo
con alitas de la figura 12(b) es homeomorfo a C(X) se utilizan
argumentos similares a los del ejemplo I.1.2.
Claramente C(X) # K(X) ya que K(X) tiene dimensién 2.
Supongamos que la longitud de cada uno de los arcos que van de
el punto p a los extremos, Vi, Voo Vo, tiene longitud 1/3, de
modo .que u (X) =1y sea u la funcién de Whitney en C(X) que
asocia su longitud a los subcontinuos considerados en ii) y
a los subcontinuos K, considerados en i), la suma a1+a2+cx3
donde « es la longitud de K n pv,
Ahora bien si P es el plano que pasa por los puntos (1,1,0),
(1,0,1) y (0,1,1) entonces

PonCubo = u'(2/3) y u ([2/3,1])= K(u(2/3))
lo cual se puede observar en el dibujo. Esto demuestra que C(X)
tiene punta de cono con vértice en X y 1la base fija.
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(a)

(o. L,ﬂ

(1,0,1)

(4,4,0)

(b)

Figura 12
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2. Graficas Finitas.

En esta seccién demostraremos que el hiperespacio de una gréafica

finita tiene punta de cono.

2.1.Definiciones.
Una gré&fica finita es una terna (V,4,¥) donde V y A son
conjunto finitos (vértices y aristas resp.) ajenos y

2
@ ge pares

v : 4 — V?, es una funcién de 4 en el conjunto V
no ordenados de V.

Es bien conocido que toda grdfica X = (V,4,¥) se puede representar
en R’ de la manera siguiente :

A cada vértice u de X le corresponde un punto X, de R’.

A cada arista a € A, le corresponde un arco a(a) de X ax , si
y(a) = {u,v}.

Si a(a) n a(a') * ¢, entonces Y(a) ny(a') = ¢ y

a(a) na(a') = {x : uey(a)ny@y}.

Si u € VvV - y(a), entonces x ¢ «a(a). (Esta condicién es
redundante cuando X no tiene puntos aislados).

Diremos que la gréfica G es conexa si el subconjunto de R que la

representa ({x : u € V} v (_Ja(a) ) es conexo.
aei

Para cada a € A fijaremos un homeomorfismo entre el
intervalo [0;1] y a(a).

2.2 Lema.

Sea X una gréfica finita y ¢ un mapeo de Whitney para 2%,

X

Entonces existe A € [0,1) tal que V K € 2 que satisface

u(K) > A se tiene K n Inta# ¢ V a € A.
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Demostracioén.

Para cada a € 4 denotemos por X 6 a cualquier subconjunto abierto
no vacio de X contenido en a y diferente de Inta. Los conjuntos
X-X  son cerrados y H(X-X)) < 1. Como 4 es finito, si hacemos
A = max{ M(X - X ):a € 4 } entonces A satisface las condiciones

del lema.

2.3. Definiciones:
Sea A como en el lema anterior y K € ud[x,l] n C(X).

Para cada a € 4 hay cuatro posibilidades:

i) Kna = [O,u] v [V,1], O,uy,v,1 eay 0 <uc«<yvc<l
ii) Kna = [0,u], 0 <u <1
iii) Kna = [v,1] 0 < Vv < 1

iv) Kna = a.

En cada uno de los primeros tres casos definimos:

a) El centro de K en a, c(K,a) = c, como:

i) ¢ = u/(u+l-v); ii) ¢ = 1; iii) ¢ = 0.
b) En los cuatro casos, para cada t €°'[0,1],
i) u(t) = tc + (1-t)u; v(t) = tc + (1-t)v Yy
RKa(t) = [O,u(t)] v [v(t),1]
ii) u(t) =t + (1-t)u y [Ka(t) = [0,u(t)]
iii) v(t) = (1-t)v y Ka(t) = [Vv(t),1)]

iv) Ka(t) = a Y

c) Ka[0,1] = {Ka(t):t € [0,1]} € C(X)

d) En cualquiera de los tres primeros casos, denotaremos por
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Co(Kna) a la componente conexa de Kna que contiene a 0 y por
Ci(Kna) a la componente conexa de Kna que contiene a 1.
e) La funcién f: w'(A) x I — W '[A,1] estard definida por

f(K,t) = |_JKa(t).
aeA _.-

Para verificar que f estd bien definida , observemos que

u =u(0) =u(t) =u(l) = c =v(1l) s v(t) = v(0) = v, de hecho
u(t) y v(t) recorren linealmente una trayectoria de u a c y de v
a c, respectivamente.

Debido a lo expuesto en el pdrrafo anterior, K € f(K,t) Vt e I
por lo que uf(K,t) > A.

Es conexo por trayectorias debido a que K loesy V x e f(K,t)
hay una trayectoria de x a K, como ya vimos arriba.

Por otra parte, puesto que f estéd definida como unién finita

de cerrados, f(K,t) es cerrado.

2.4.Lema.
i) La definicién de centro es independiente del sentido del
homeomorfismo que elegimos al identificar a con el intervalo

I=1[0,1].

ii) Para cada a € 4, las funciones
K — c(K,a), (Ke u () - {K|[RK n a = a});
(u,t) — u(t) y (v, t) — v(t)

son continuas.
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Demostracién

i) Sea ae€ A una arista para la cual Kn a#a y sea ¢
definido en I el homeomorfismo con el cual identificamos a a
con 1I.

Sea h definida en I como h(t) = 1-t y ¥ = ¢oh el homeomorfismo
que identifica a a con I en el sentido inverso al de ¢.

Si interpretamos el centro de K en a como ¢(c) donde <c se
define como en 2.4 (a) entonces, cuando el homeomorfismo es ¥,
el centro de K en a es yY(1l-v/1-v-1+u+l) = ¢(h(l-v/u-v+l) =

= ¢(u/u-v+l) = ¢(c).
La verificaci6én de ii) es inmediata.

2.5.Teorema

a) El hiperespacio de C(X) de una grdfica finita tiene punta de
cono con vértice en X y base fija.

M&s aun: |

b) Si f* es el homeomorfismo de cono, para cada K € ud(l),
el conjunto {f*(K,t):t € I} es un arco ordenado con extremos en
Ky en X y la funcién f*(K,t) es una funcién creciente de t.
Esto es: f*(K,s) c f*(K,t) si s < t.

c) Existe un homeomorfismo de cono que preserva niveles de

Whitney.
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Demostracién:

Sea f£ la funcién que definimos en 3e) y £* como en la
demostracién del lema I.3.1.

Como Ka(0) = KnaVaeA, entonces £(K,0) = K. Esto demuestra
que f* preserva la base. Adem&s Ka(s) < Ka(t) si s < t lo que
demuestra la afirmacién del inciso b). Por otra parte Ka(l) = a
Va e A, asi que f(K,1) = X, lo cual demuestra la hipétesis 1i)
del lema I.3.1. y que f* manda al vértice del cono en X.
Demostraremos que f es continua y satisface la hip6tesis ii)

del lema I.3.1.

Continuidad:

Sean (K,s), (Kn,Sn)ﬁn € uqxh) x I y supongamos que (Kn,sn)
converge a (K,s). Para demostrar que f(Kn,sn) converge a f(K,s)

utilizaremos la igualdad que esté antes de la definicién I.1.2.

Sea x € f(K,s), entonces x € a para alguna a € A y, ya que los

demds casos se demuestran en forma andloga, podemos suponer,
sin perder generalidad que x € Co(f(K,s) n a).

Ahora, si Co(Kna) = [0,u] y X ¢ K, entonces u > 0 y

X = u(t) donde 0 < t = s.

Por la convergencia de Kn a K, si Co(Knna) = [0,un] entonces

lim un = u y, por lo tanto, para una infinidad de valores de n,

un > 0.
Ahora bien, si t < s, entonces, para una infinidad de valores de
n, t < sn. Esto implica que un(t) € £(Kn,sn).

Pero lim un(t) = u(t) = x, asi que x € lim f(Kn,sn).
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Si t = s, entonces la sucesién {un(sn)} converge a x y de nuevo
x € 1lim f(Kn,sn).

81 x € K entonces x € 1im Kn € 1im f(Kn,sn).

Ahora supongamos que x € lim f(Kn,sn). Entonces una sucesién
{xn}, xn € f£(Kn,8n) converge a X.

Si para una infinidad de valores de n, xn € Kn, entonces
x € K ¢ £(K,s). Supongamos, entonces que Xn ¢ Kn para casi
toda n.

Ya que la grédfica X tiene solamente un nimero finito de aristas,
hay una a € 4 que contiene a xn para una infinidad de valores
de n y podemos también suponer que xn € Co(f(Knmsn) n a). Si
Co(Kn n a) = [0,un], entonces Xn = un(tn),0 < tn = sn.

Por otra parte, si 1lim un = u, entonces Co(K n a) = [O,u] ¥y
un(tn) converge a u(t) para algquna t entre -0 y s, 1lo que
demuestra que x = u(t) € £(K,s) y esto demuestra la continuidad

de f.

Demostraremos que f es inyectiva.

Sean (Ki,s1) y (K2,s2) elementos distintos del dominio de f.

Si K1 = Kz entonces, sin pérdida de generalidad, si1 < s2. De la
definicién de f se sigque que f(Ki,s1) estd propiamente contenido
en f(Kz,6s2).

Supongamos que Ki # K2 y que para alguna a € A, Kina y K2na no
son comparables, es decir, ninguno de ellos estd contenido en el

otro.
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Si Kima = [0,u1] v [v1,1] y Kana = [O,u2] v ([v2,1], podemos
suponer sin pérdida de generalidad que 0 < u1t < u2 y vi < v2 < 1,
Entonces el centro ci, de Ki en a y el centro c2, de K2 en a
satisf’acen la relacién c1 < cz2 y, por lo tanto, V t € I

ui(t) < uz(t)...(1) b4 vi(t) < v2(t)...(2)

(véase la figqura 13)

Si f(Ki,s1) = f(K2,s2) entonces Kia(si) = Kea(sz2). Esto
implica, por la desigualdad (1), que s1 > s2 y por (2), que

s1 < 82,

Ahora supongamos que Ki nay K2 na son comparables V a € A,

Como Ki # K2, entonces Kink # Kant para alguna & € A. Digamos
que el primer conjunto estd contenido en el segundo.
Entonces Kib(s) < Keb(s) V s € I y por lo tanto si Kik(si) =

= K2b(s2), debe cumplirse s1 > s2, Pero (K1) = A = u(Kz2), asi
que Kine > Kone

para alquna e € A. El mismo razonamiento que hicimos para 1la
arista E, nos conduce a concluir que si £(Ki,s1) = f£f(Kz,s2)

entonces s1 < s2 lo que demuestra que f es inyectiva.

Para demostrar que f es suprayectiva, sea H € u'l[A,l] Yy
a €A
Si H na # a entonces Co(Hna) = [0,u] 6 ¢ y Ci(Hna) = [Vv,1] 6 ¢.

Denotamos por c al centro de H en a.

-~

Cuando u # 0, definimos ta° = ﬁ/é y u(t) = (u - tE:)/(l - t)
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QO e - -

0 % N
¢, £ e, = A, (< “g(t)
¥ V(R ¢ vy (1),

Figura 13

Si Kina y Kana no son comparables,
entonces Kia(si) # Kaa(sz).
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para t € [0,t)]. Nétese que u(0) =uy u(t; ) =0

Si u = 0, definimos u(t) = 0V t e I

si v + 1, definimos t; = (1 - Vv)/(1 - ¢) y

v(é) = (v - tc)/(1 - t) para t € [0,t;]. Andlogamente V(0) = v
y v(t;) =1

Si v =1, entonces v(t) = 1V t € I.

Es claro que las funciones u y v dependen de la arista a.

N6tese .también que si u=0 y v+ 1, t; =t}

a Denotamos por

o _ 1

~

P 1 . ° o .
Definiremos ta = ta , 81 u =0, vy t, =ty ., 81 Vv-= 1.

El centro c¢(t) de la arista [O,u(t)] v [v(t),1] es igual a c
independientemente de t.

Verificaremos la dltima afirmacién:

c(t) = (ﬁ - t&)/(ﬁ -v+1 - t). Sabemos que c = ﬁ/(ﬁ - v + 1), y !

de aqui, u = é(ﬁ - v + 1), asi que

>

c(t) = (c(u-v+l) - tc)/(u-v+l-t) = c(u-v+l-t)/u-v+l-t = c.

Definimos ahora Ha(t) =a V t e I si Hna = a.

En los deméds casos, para t € [0,tq]

[0,u(t)] v [V(t),1l]si Co(Hna) y Ci(Hnha) son ambos, no vacios
[0,u(t)] si Ci1(Hna) es vacio

Ha(t)
[v(t),1] si Co(Hna) es vacio

Si to = min {t :a € A} entonces 0 < to = t, para alguna a € A.
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Sea Y definida para t € [0,to] como

X
y(t) = {Ha(t)}aEA € 22 . Es fécil verificar que V¥ es una
X
funcién continua, cuando 22 es el hiperespacio de cerrados de

X

2 y la funcién ue|_Jeo ¥ que asocia a cada t € [0,to] la

medida de Whitney u de |_JHa(t) es también continua.
acA

Por otro lado u(|_J(¥(0))) = u(H) > A y por la forma en que
elegimos A, wu(_J¥(te) < A.

Por el teorema del valor intermedio existe T € [0,to) tal que

p(l_)w(T))) = a.

Sea K = |_J(¥(t)) = |_JHa(t), entonces Kna = Ha(T) y, por lo
acA

tanto Ka(t) = [0,Tc+(l-T)u(T)] v [TC+(1l-T)V(T)] = [O,u] v [V,1]

= H n a cuando Ha(t) = [0,u(T)] v [V(T),1]. En los otros dos

casos posibles para Ha{t), la demostracién es similar. Esto
demuestra que f(K,T) = H.

Por todo lo que se demostrS arriba, f satisface las hipé6tesis del
lema I.3.1 y, por lo tanto f* es un homeomorfismo de cono con

las propiedades del enunciado del teorema.

c) Para cada A € uq(h) f*({A} X I) es un arco ordenado con
extremos en A y en X. Sea h(A,t) e f*({A} x I) tal que
u(h(A,t)) = (1-t)a + t. Entonces h es un homeomorfismo de cono y

preserva niveles de Whitney.
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3. Dendroides Suaves.
3.1 Teorema
Sea X un dendroide suave en p y supongamos que X contiene un

punto esencial que no estd en la orilla. Entonces para toda

funcién de Whitney u : C(X) — I, existe 20 € [0,1) tal que

IR

K(' (o)) = Q = W '[2o,1]

donde Q es el cubo de Hilbert.

Aun mé&s: existe un homeomorfismo h entre K(u:(h)) y u:[A,I]
tal que H(A,0) = AV A € u;‘(x) y h(A x {1}) = X i.e. C(X) tiene
punta de conoo con vértice en X y la base fija.

Demostracién
Ya que X contiene un punto esencial que no estd en la orilla,

existe A € [0,1) y un punto esencial en X contenido en cada A
para la cual u(aA) > a.
Por el corolario 2.7, podemos suponer que existe un punto

esencial g tal que X es suave en gy q € A si A € u:[l,l].

Sea 1 > 20 > A. Para demostrar que los espacios u;l[ho,l] Y
u:(ho) son cubos de Hilbert, utilizaremos la siguiente
caracterizacién (véase [13]).

Un espacio métrico M localmente compacto es homeomorfo al cubo
de Hilbert si y sé6lo si |

i) M es un ANR, contractible y

ii) el conjunto de funciones Zeta en C(I&M) es denso en C(IﬁM).
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(Un espacio métrico es AR (resp. ANR) si V espacio métrico Y,
K € Y cerrado y £f : K — M continua, existe una extensién
continua de f a Y (resp. a una vecindad de K en Y). )

La propiedad i) se cumple, para M = u:{Ao,l] yM-= u:(Ao)

ya que, por ser compactos, ambos espacios son localmente
compactos y puesto que ambos son AR ([6]), entonces son ANR .
Como K = M x {0} v Mx {l} es cerrado

en M x I, entonces , si M es AR, la funcién f : K — M, definida
por f(x,0) = x y f(xX,1) = Xo e M V xXx € M, tiene extensién
continua a X x I y, por lo tanto nuestros espacios M son
contractibles.

Ademds por ser compactos Yy métricos, ambos espacios son
separables asi que, para probar la propiedad ii) demostraremos
que dadas hi, h2 € C(I*M) (en este caso M es u:[Ao,l] 6
u:(lo)) y € > 0, existen ﬂl, h2 e c(I1*,M) tales que
D(hi(t),hi(t)) < € 1,2 y hi(I) n he(I¥) = ¢. (Véase el
parrafo después de I.5.2 )

Dadas las funciones hi, h2 y la € > 0, definimos:

ﬂl = R o ha y ﬁz = G o h2, donde R es la funcién del teorema
IT.4.3. y G la del teorema II.4.4.a), en el caso en el que
M = u:(Ao). Debido a que Ao > A, y A satisface la hipé6tesis del
teorema 4.4, G estd bien definida y se sigue inmediatamente.de
los teoremas mencionados que ﬁl y ﬂz son continuas y que
D(ﬁi(t),hi(t)) < €, 1t =1,2

Ahora bien, la imagen de un punto, bajo R, es un subcontinuo de

un &rbol y, por lo tanto, es un &rbol, mientras que la imagen de



un punto bajo G, contiene una infinidad de terminales, de modo
que no es un &rbol. Esto demuestra que las imagenes de ﬂ1 Y ﬂz
no se intersectan.

Para el caso de M = u:[ho,l], ﬂ1 = ﬁ o h1 y ﬂz = F o h2, donde
ies la funcién del teorema I1I.4.3 y F la del teorema II.4.4.a).
La demostracién de que ambas funciones satisfacen las
condiciones requeridas es andloga a la del caso anterior.

Por otra parte, K(u:(lo)) es homeomorfa a K(Q) y este udltimo
espacio es homeomorfo a Q ([1], teorema 12.2).

Los conjuntos u:(xo) x {0} Yy u;l(ho) son subconjuntos Z de
K(u:(ho) y u:[ho,l],respectivamente (ﬁjemplo I.5.2 y teorema
1 del capitulo III). Por otra parte, demostramos también, en el
ejemplo I.5.2 que el vertice de un cono es un subconjunto Zeta
del cono . Demostraremos que el punto X e u:[ho,l], es también
un subconjunto Zeta. Para esto, tomemos F : Q — u:{lo,l] una
funcidéon continua y € > 0 . Sea £ : Q — u:{ho,l] definida por
f(q) = ﬁ(f(q)) donde R es la funcién del teorema I1.4.3,
entonces f es continua y dista de F en menos que € . Si A es un
elemento de la imagen de R entonces A es un subcontinuo de un
drbol, de modo que X ¢ Im £ . (Estamos suponiendo que X tiene una
infinidad de terminales pues el otro caso queda incluido en el
teorema 2.5). .

Por otra parte, es f&cil verificar que la unién finita de

subconjuntos Zeta es subconjunto Zeta

Sea j la funcién definida en u:(lo) x {0} v u:(lo) X {1} en
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u;‘[ao,l] v {X}, j(A,0) = A y i( u;‘(ao) x {1}) = X. Entonces
existe un homeomorfismo que es una extension de esta funcién a
todo Q ([1] 11.1) lo que demuestra la Gltima afirmacién del

teorema.

3.2 Corolario

Si X es suave en p y p es esencial entonces

IR

K('(Re) = Q = ' [Ao,1]

para cualquier funciéon de Whitney u y cualquier ao > 0.

Demostracién

La demostracién es la misma que la del teorema anterior ya que
la hip6tesis de un punto esencial que no esté en 1la orilla
solamente se utiliza para asegurar que todo A € u:[ho,l]
contiene a este punto esencial . Pero en este caso, el punto

esencial pe€ AV A € u:{ao,l] por hipétesis .

3.3 Teorema

Sea X un dendroide suave en p Yy supongamos que el conjunto de
todos los puntos esenciales de X estd en la orilla. Si p no es
esencial y si p:C(X) — I es una funcién de Whitney y A € I,

entonces K(up'(A)) no es homeomorfo a wp'[A,1].

Demostracién

Supongamos que para alguna A € [0,1) existe un homeomorfismo
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h : K(up'(r)) — wp'[a,1]. Sea V = h(up'(A) x {1}) y supongamos
que

i) V contiene algin punto esencial. Sea q € V tal que en el
arco pq el unico punto esencial es g, entonces q es del tipo II
y existe una sucesién {gn} S pqg tal que gr gn > 2 y lim gn = g
(teorema I1I.3.5). Podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que pgm S pgn+l.

Por otra parte, la hipétesis implica que hay un continuo A €
u?(k) que no contiene ningin punto esencial.

Supongamos que alguna y € pg, no es elemento de h(A,t) VvVt < 1.
Si y # q, podemos suponer que algin elemento x € (p, X) tiene
esta misma propiedad.

Como p, g € V, entonces x € V, asi que hay una sucesién {xn},
con xn € h(A,1-1/n), que converge a xXx. Pero pxn € h(A, 1-1/n)
asi que x ¢ pxn y esto implica que cada arco de X s6lo puede
contener un numero finito de elementos de la sucesién {Xn}

Por el lema 2.5 hay un punto esencial en px. La udnica
posibilidad es x = q.

Debido a lo anterior, para toda N € N, existe t < 1 tal que
{q1,...q8} € h(A,t) y por lo tanto la dimensién de Ba(h(A,t))
es mayor o iqual que N V N y V &8 (véase la demostracién del
teorema 11.2.10).

Pero como A no tiene puntos esenciales, dim Ba(A,O) es finita Vv
8 suficientemente pequefia (teorema II.2.10) y como dim Ba(A,O)

dim Bs(A,t) V t € [0,1) esto es una contradiccién.



ii) Supongamos ahora que V no tiene puntos esenciales. Entonces
BB(V) tiene dimensién finita si & es pequefia; pero X tiene
puntos esenciales y si h(A,t) = X, entonces A tiene puntos
esenciales y por lo tanto toda bola abierta con centro en
h(A,t) tiene dimensién infinita. Pero h(A,t) < Ba(V) si t es

suficientemente cercana a 1 y esto es una contradiccién.

Pregunta

¢Si cada uno de los puntos esenciales de un dendroide suave
estdn en la orilla, entonces el conjunto de puntos esenciales
estd en la orilla ?

Si la respuesta a esta pregunta es afirmativa, entonces 1los
teoremas 2.1 y 2.2 se pueden enunciar como

El hiperespacio C(X) de un dendroide suave X tiene punta de cono
relativa a p si y s6lo si algin punto esencial de X no estd en

la orilla o si p es esencial .
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